
ZUR NUMERISCHEN LOsuNG V0N RANDWERTAUFGABEN BEI 
GEWOHNLICHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

V o N  

S. J. NYSTROM 

i n  HELSINGFORS. 

(i) 

in denen die erste Ableitung fehlt, insbesondere 

zweiter Ordnung 

(2) d'  .v dx'  -- g(z)y + h(z), 

w x. Die Raudwertaufgabe. 

i. Im folgenden betrachten wit D~fferentialgleichungen zweiter Ordnung 

d' y = f (x, y), 
dx ~ 

lineare Di fferentialgleichuugen 

wobei f (x ,y) ,  bzw. g(x) und h(x) gegebene Funktionen sind. 

Da die Integration, auah bei der Gleichung (z), nur durch Spezialisierung 

der rechten Seite weiter gefiihrt werden kann, in den Anwendungen abet beliebige, 

auch empirisch gegebene Funktionen f ,  bzw. g und h auftreten, sind N~iheru~gs- 

methoden zur Bestimmung der jeweils gesuchten Integralkurven yon Bedeutung. 

Da die allgemeine LSsung yon (I) bzw. (2) zwei Integrationskonstanten ent- 

hi, It, kann man ftir eine einzelne Integralkurve zwei Bedingungen aufstellen. 

Wi~hrend die Anfangswertaufgabe, d. h. die ErmRtelung der durch einen gegebenen 

Punkt  in gegebener Richtung laufenden Integralkurve, ziemlich erschSpfend unter- 

sucht worden ist, und man wohl in allen praktisch vorkommenden Fiillen be- 

friedigende Resultate erzielen kann, sind Randwcrtaufgaben verhiiltnismiissig wenig 

untersucht worden, bei denen die Integralkurve Bedingungen an zwei verschiedenen 

Stellen zu erfiillen hat, obgleich in den hnwendungen gerade solche Probleme 

yon grosser Bedeutung sind. 
1-632047 Acta ~na~hemalica. 76:'.5-4 
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2. Wir behandeln eingehend die sog. Randwertaufgabe erster Art, die Bestim- 

mung der dutch zwei gegebene Punkte  A (X-----xa, y----y~) und B (X~Xb, y~. /b)  

gehenden Integralkurve. Fiir andere Randwertaufgaben kSnnen im Prinzip iihn- 

lithe Formelsysteme aufgestellt werden, wie die yon uns gegebenen (vgl. Nr. 22). 

Man kann durchaus nicht behaupten, dass die in exakter Behandlung schwie- 

rigere Randwertaufgabe auch yore Standpunkt der praktischen Mathematik die 

schwierigere sei. Es liisst sich vielmehr denken, dass die Integralkurve dutch 

zwei Punkte in einem gewissen Abstand leichter und genauer bestimmt werden 

kann, als die durch ein Linienelement, d. h. dutch zwei zusammenfallende Punkte 

gehende. 

Die gegebenen Funktionen f ,  bzw. g und h wollen wit  zun~ hs t  fiir xa < x "~ Xb 

stetig und besehrfi'nkt annehmen; ferner setzen wir die Exis ten~ einer stetigen 

LSsung des zu betrachtenden Randwertproblems vorans, x" 

3. Im folgenden, wird ein vom Verf. bereits im Jahre 1929 angegebenes 

Verfahren m zur LSsung der charakterisierten Randwertaufgabe ansfiihrlich be- 

sprochen; verschiedene Vereinfachungen, Verbesserungen und Erweiterungen werden 

bier gegeben sowie neue Beispiele angefiihrt. 

Die zu leisteude Rechenarbeit  besteht, ausser eventuellen vorbereitenden 

Transformationen und der Ermittelung der Werte  der gegebenen Funktionen in 

einzelnen Punkten, in der LSsung eines, im Falle der Gleichung (2)linearen 

Gleichungssystems mit zwei  bis vier Unbekannten, yon dessen Koeffizienten ein 

grosset Teil feste, d .h .  yon der Form der gegebenen Gleichung unabhitngige 

Wer te  hat. 

Eine Zusammenstellung der Formeln finder man am Schlusse der Arbeit. 

w 2. Prlnzlpielle LOsung. 

4. Fiir die Herleitung unserer Methode ist die Zuriickfiihrung der Randwert- 

aufgabe auf ein bestimmtes Intervall und zwar auf die Strecke zwisehen den 

Punkten --~ und +�89 der Abszissenachse wesentlich. Wenn die Punkte  A (xa, ya) 

i ~3ber die Existenz yon LSsungen siehe KAMKE: Differentialgleichungen, Leipzig I943, Bd. I, 
S. 279. 

Soc. Scient. Fenn., Comm. Phys.-Math. V. 5 (I929), S. I7--21, ebenda XI. 14 (1942) und 
Acta mathematics 54 (193o), S. 185--2o 4. Die Bezeichnung ist bier z. T. gcgndert. 
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und B (Xb, yb) der I n t e ~ r v e  gegeben sind, wenden wit zu dem genannten 

Zweck folgende Koordinateutrandormstion aa 

x = x .  (t - ~) + x~ (t + ~), y = y .  (t - ~) + y~ (t + 8) + 
oder 

(3) x = (Xb--X~ + t (x .  + m)  y = Z + ( ~ - -  y . )*  + t (~. + yb). 

Den Punkten A und B entsprechen nun die Punkte ( s = - - ~ ,  ~=o) und ( s =  +~, 

~-----o). Ferner gilt 

d y _ d y d l  Y - -  dS Y " (X.b - -  X,a) II dZ E 
(4) d--x - -  d s  : (Xb - -  Xa),  ~ - -  "~S z . ~--- ~ : (Xb - -  Xa) ' .  

Hierdurch entsteht die B~ndwertaufgabe 

dZ /~ 

wo x und y gemiiss (3) als Funktionen x = x ( s )  und y =y(9,~)  yon s und z ein- 

gesetzt werden sollen, also 

(5) dZz d 8  | = (Xb - -  Za)ll f ( x ( 8 ) ,  ~ (8, ~')), ~ (+--- t )  = O. 

Denkt man sich die Funktion ~----e(s) bekannt, so kann die rechte Seite yon 

(5) als eine Funktion f(s) yon s betrachtet werden. 

Im Falle der Gleichuug (2) erhiflt man durch die Transformation (3) 

(6) d ' z  
de '  = ~(~)z + ~(8), ~(_+ J ) =  o, 

wo die neuen Koeffizienten ~ und ~ sind: 

(7) 

. 

( ~ (s) - -  ( ~  - x~)' g (x{,}), 

Die Ermittelung einer L~sung der Randwertaufgabe (5), bzw. (6) ist ~iqui- 

valent damit, eine gewisse I n t e g r a l g l e i e h u n g  z u  15sen x. Sie lautet, wenn wir t als 

i Dieser Zusammenhang dftrfte zuers t  yon BURKHARDT (Bulletin de la  Soci6t~ math6mat ique  
de France, I894 ) e rka~nt  worden sein. 
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Integrationsvariable einfiihren und daher in dem Ausdruck f(x(s), y(s, z)) s dutch t 

ersetzen, 

(8) Z(S)=(Xb--Xa) 2 f g(s, t)f(x(t), y(t, z(t))) dt, 

wo der Kern K(s, t) folgendermassen definiert ist: 

(9) g ( ~ ,  t) = ( �89  ~) (�89 + t) fur  - -  ~ _-< t =< ~, 

(9)' K (s, t) = (�89 + s) (�89 --  t) fiir s _ ~ t ~ + ~ .  

Der Kern K(s,t) selbst ist eine im Intervall (--~, + ~)stetige Funktion: fiir 

t----s hat man K(s,s)=~--sS; jedoeh ist seine Ableitung fiir t~-s immer unstetig. 

Um sieh yon der Riehtigkeit der Integralgleiehung (8) zu iiberzeugen, braueht 

man nur diese zweimal naeh dem Parameter  s zu differenzieren, indem man die 

Integrale gemiiss (9) und (9)' in zwei Teile zerlegt and beaehtet, dass sowohl die 

Integranden wie die Grenzen yon s abhiingen. Fiir s = -  �89 und s = �89 finder man 

(~) - -  o. 

6. Der linearen Randwertaufgabe (6) entsprieht die li~eare Integralgleiehung 

(I o) z (s) = f K (s, t) # (t) z (t) d t -e f K (s, t) h (t) d t, 

wo der Kern wieder dutch (9), (9)' definiert ist. 

Man kann die LSsung tier Randwertaufgabe (5), bzw. (6) als dnrch die For- 

meln (8), bzw. (Io) definiert ansehen, wenn das yon der unbekannten Funktion 

abhgngige Integral  der rechten Seite durch einen mit geniigender Genanigkeit 

approximierenden Ausdruck ersetzt wird. Aus der Integralgleichung werden wir 

die bereits in Nr. 3 angedeuteten Gleichungssysteme ableiten. Im folgenden Para- 

graphen werden wir Mittel besprechen, welehe die betreffende Approximation 

auszufiihren gestatten. 

w 3. Anwendung yon Mittelwertmethoden. 

7. Zwecks Approximation des Integrals in (8) kommen sog. ]littelwertmethoden 
in Betracht, wobei die Integrale durch zweckm~issig gew~h]te Summen ersetzt 

werden. Solche Approximationen lassen sich auch dann ausfiihren, wenn der 

Integrand, wie hier, yon einem Parameter  s abh~ngt. 
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Bei den betreffenden Methoden wird ein ~gewogenes Mittel~ yon dem Weft 

des Integrauden in eiuigen, wenigen Punkten des Integrationsintervalles gebildet. 

Man kann die Wahl der Punkte und der Gewiehtszahlen mit Riieksicht auf die 

Bequemlichkeit der Rechnung vornehmen oder aber mit Riicksicht auf die 

Genauigkeit des Resultats. Ferner kann man vorschreiben, dass die Werte des 

Integranden in gewissen Punkten mitgenommen werden sollen. 

f 

~ ' / t / ,  

I N ,  

r N ~  

,T r 
tf 1 ~ I 

- ~  -~v7 0 
Abb. I. 

f ~ 17 

Solche Methoden liefern bei Anwendung auf geniigend regelmiissig verlaufende 

Funktionen eine fast erstaunliehe Genauigkeit. Wit geben ein Beispiel: 

Es wird nach der mittleren H6he y(t)der Spitze des bfinutenzeigers einer 

Wanduhr als Funktion der Zeit withrend einer ersten Viertelstunde gefragt (Abb. I). 

Wir wenden die sog. Gauss-Lobattosche Formel 

f , x 
-�89 

an, welehe das bestmSgliehe Resultat liefert, wenn fiinf Ordinaten beriieksichtigt 

werden und die Randordinaten sieh unter diesen befinden sollen. Das Resultat 

wird iiberaus genau, der Fehler betri~gt weniger als ein Millionstel der Uhrzeiger- 
l~nge. 
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In Abb. x ist die Gauss-Lobatt~sche Formel veranschaul/cht. Die Lage und 

Breite der Rechtecke entspricht den 'zu benutzenden Ordinaten und deren Ge- 

wichtszahlen; sie sind also his auf ihre HShe unabh/ingig vom Verlauf d e r z u  

integrierenden Funktion innerhalb des festen Intervalls. Die Summe ihrer Fliichen- 

inhalte gibt mit grosser Genauigkeit den Fl/icheninhalt der yon der Kurve und 

der t-Achse im IntegrationsintervaU begrenzten Figur wieder. 

8. Mittelwertformeln zur angenKherten Inte~ration, etwa 

tb 

(,~) f y(t)dt ~ (t b I t a ) ( G ~  ~ + GI~]  + I I i + G , ,  y ~ )  

ta 

werden gefunden, indem man sowohl das Integral  wie die endliehe Summe in 

eine Taylorsehe Reihe entwiekelt und die Gewiehtszahlen G, bzw. die Lage der 

Ordinaten y, in bestimmten Punkten t = s, (i----o, I, 2, . . . ,  ~) so wi/hlt, dass die 

l~eihen in mi~glichst vielen Gliedern iibereinstimmen. Es muss vorausgesetzt 

werden, dass die betreffende Taylorsehe Entwicklung im ganzen Integrations- 

intervall (ta, tb) giiltig ist und gut konvergiert. In  diesem Faile geniigt eine geringe 

Anzahl Ordinaten, um den Verlauf der Funktion festzulegen. 

9. Ziehen wit zur Approximation des In tegra ls  in (8) eine Mittelwerfformet 

heran, so t r i t t  die unbekannte Funktion ~ zuniichst auf beiden Seiten des Gleich- 

heitszeichens auf. Werden in der Mittelwertformel die Ordinaten in den Punkten 

t =-s, benutzt, und setzt man in die Gleichung nacheinander die Werte s=s, ein, 

so erhi~lt man ein Gleiehungssystem zur Bestimmung der Werte zt der gesuchten 

Funktion z(s). 

Es erweist sich aber bequemer, die Werte y, der urspriinglich gesuchten 

Funktion y(x) durch das Gleiehungssystem direkt zu bestimmen. Zu diesem Zweek 

fiihren wi t  in (8) gemKss (3) die Funktion y(s) wieder ein und schreiben also 

+�89 
(I2) y--(yb--ya)S--t(y,  + yb)=(Xb--X,)z f K(s,t)f(x(t),y(t))dt. 

2 

Die Einsetzung der Werte st ergibt ein Gleiehungssystem zur Bestimmung der 

gesuehten Griissen yr. 

Io. Die Punkte  st werden zweekmi~ssig im In~ervall symmetriseh zur Mi~te 

verteilt, wodureh gewisse Bedingungsgleiehungen ohne weiteres erfiillt werden. 

Die erhaltenen Systeme zeigen dann eine gewisse Symmetrie. 
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Infolge des stets vorhandenen Faktors K(s, t) ist es zweckmiissig, spezielle 

Mittelwertformeln fiir die uns interessierenden Integrale aufzustellen. Wir werden 

uns also nicht etwa tier vorhin erwiihnten Gauss-Lobattoschen Formel bedienen 

(vgl. Nr. IS). 
Da wit die Integration nach t stets yon --�89 bis +�89 ausfiihren, setzen wir 

in (1I) s0~--~,  s ~ ;  ferner sind Yo-~Ya und y,-~yb die gegebenen Randwerte; 

z~ und Zb sind gleich Null. 

Die s i eh  ergebenden Gleiel/ungssysi;eme fiihren wir am Schlusse der Arbeit an 

und zwar fiir die Randwertaufgabe erster Art bei der allgemeinen Gleichung (I). 

Darin treten Werte yt der gesuchten Funktion, ~Z~eischenordinaten~, als Unbe- 

kannte auf. I u d e m  wichtigen Spezialfall der linearen Gleichung (2) hat  man 

einfach f(x,  y) durch g(x)y+h(x) zu ersetzen, die Gleiehungssysteme werden dann, 

wie gesagt,  linear. Die yon der Funktion h(x / abhiingigen Glieder sind dutch 

die jeweils benutz te  Mittelwertformel zu berechnen, wenn deren exakte Berech- 

nung nicht durchfiihrbar oder zu umst~ndlich ist. 

w 4. Her le i tuug  der Formeln.  

II. Um geeignete Formeln zur Approximation eines Integrals der Form 

+�89 
f K(s,t)](t}dt 

zu gewinnen, gehen wit yon der Taylorschen Entwieklung der Funktion jr(t) im 

Mittelpunkt t~-o des Integrationsintervalles aus, welche nebst Restglied folgender- 

reassert lautet 

(o < < O, 

wobei Co =/(o) und 

(; =- ,, 2 , . . . ,  k). ci = i t  

Wir setzen, wie in Nr. 8 gesagt, die Giiltigkeit dieser Entwicklung im ganzen 

Integrationsintervall (--~, +�89 voraus. Geht man mit  dieser Entwicklung in das 
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obige In tegra l  ein, 

finder 

braueht  man nur  die Produkte  K(s, t)t i zu integrieren und 

~ b  .21'~ 2 
�9 K(s't) t~"dt ( 2Y+I ) (2V+2  

_ l  
2 

(14) ) + _ t  (V = O, 1, �9 �9 .) 

] ( 111~2,+2 \ 
K(s,  t)t2"+'dt : -  (2 v + 2)(2 v + 3) 

Wir  wollen andererseits einen Mit te lwert  aus einer Anzahl Wer te  des In tegranden  

mit  mSglichst guter  Approximation finden. Du wir aber stets best immte Wer te  

s und  t einsetzen werden und der Kern K(s,t), der als Fak tor  im In tegranden  

auf t r i t t ,  jedesmal einen yon ] :  unabhKngigen W e r t  annimmt,  kSnnen wit  diesen 

als in den betreffenden Gewichtszahlen G~ enthal ten denken und wir kSnnen daher  

ebensogut den Mit te lwert  der F u n k t i o n  f-(t) bilden. Die ents tehenden Glieder mi t  

den ei werden wir mi t  den entsprechenden, durch exakte In tegra t ion  des Produkts  

K(s, t)f(t) sich ergebenden vergleichen. 

i z. Bei der Approximation des Integrals  in (12) benutzen wir zuniiehst den 

Mit te lwert  aus v/er, in den Rand- und zwei inneren Punkten  to = - 1 ,  t l=-- t ,  t~--t, 

t s =  + t_ zu nehmenden Ordinaten mit  den Gewiehten G 0, G1, G_,, G 3. Hierbei ist 

t eine noch verfiigbare Zahl. Wir  erhal ten mit  Hilfe yon (14) dureh Vergleich 

der entsprechenden Glieder 

I a o +  a , +  a . .+  ~ = ~ ( l - ~ . - ' ) ,  

G o + t"G, + t~G. + ~ G s =: 5( , �89 

(i5) I - ~ ao - t ' a ,  + t ' v ,  + ~ ~ = _ ~ ( , ~ - s ' ) ,  
I 
I 16 Go + t' r + t 4 G., + 1~ Gs = :,~o (1 _ s6), 

-- ~ Go -- t ~ ~ ,  + t ~ ~;~ + L~ G~ = ~, (ia - ~), 

Wiihlen wir die vier Ordinaten dquidistant, setzen also t = ~, d. h. t 1 =~ 1 6~ 

t2-----+ ~, so ergeben die vier ersten Gleichungen (I5) vSllig best immte Wer te  fiir 

die Gi und zwar, wenn wir rechts zuerst s = S l - - - - ~  einsetzen, 

- ~ 7 ,  G~ s~. 
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Mit dem Wer t  s = a 2 =  + ~ ergeben sieh aus (15) infolge der Symmetrie der 

Koeffizienten dieselben Werte  Gi, abet in umgekehrter Reihenfolge. Die fiinfte 

Gleichung in (15) wird nicht mehr befriedigt: man erh~ilt auf der linken Seite 

O,ooo6572 , wghrend rechts o,ooo52o~ zu stehen kommt. 

Aus (I2) erhalten wir also mit s 1 : - - - ~  und s 2 = + ~ zwei Gleiehungen zur 

Berechnung der Werte  Yl und y, der gesuchten Funktion in den beiden Zwischen- 

punkten. Die betreffenden Formeln bilden die Gruppe I [  der Formelzusammen- 

stellung, wo auch KorreX'tionsylieder angegeben sin& Wi t  nennen die Approxima- 

tion eine solche n-ter Ordnung, wenn sie fiir alle Polynome vom h/Achstens n-ten 

Grade ezakt ist. Die Hinzufiigung der ~ersten, Korrektionsglieder zu den er 

haltenen y; wiirde die Ordnung der Approximation um I erh6hen, also einen 

verbesserten, wenn auch nicht exakten Wer t  ergeben. Die Korrektionsglieder 

dienen im allgemeinen nut  zum Vergleich der verschiedenen Formelsysteme, da 

sie sich selten bequem berechnen lassen. 

I3. Die beiden P u n k t e - - t  und +t ,  in denen die Zwischenordinaten ge- 

nommen werden, kSnnen wir abet so w~ihlen, dass aueh die fiinfte Gleichung 

des Systems (15) befriedigt wird. Um dies zu erreichen, setzen wir t = s = s t  und 
eliminieren die Gewichte G~ aus den fiinf ersten Gleichungen, wodurch wit eine 

Gleichung fiir s I erhalten. Diese liefert eine einzige, brauchbare Wurzel 

V I I  - -  ] f I I 2  

I 2  
- ~ - - - 0 ,  z 8 6 4 1 2 4 = = ~ 8 ~ .  

Durch Einsetzen dieses Wertes lassen sich aus den vier ersten Gleichungen ( I 5 )  

die, jetzt irrationalen, Gewiehtszahlen G~ berechnen und ferner, aus der sechsten 

Gleichung, die ersten Korrektionsglieder. 

Das neue Formelsystem, welches ja  eine verschiirfte Approximation liefert, 

ist I I I .  

14. Werden zur Mittelwer~bildung drei Zwischenordina~n herangezogen, sind 

diese wegen der Symmetrie folgendermassen zu w~hlen 

t~=-- t ,  t 2 = o ,  is----t, 

wobei t zun~chst noch unbestimmt sein mSge. Dann wird das den Gleichungen 

(I5) entsprechende System: 
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Go+ G ~ + G ~ +  G s +  G , =  - ~ ( l - - s 2 ) ,  

-- ~ G o -  t G, + t G s +  �89 g . ( ~ - - s ' ) ,  

~Go+t"G~ +tZGn+ ~ G4=  a�89 aa~ -- s'), 

--~ Go--t sG~ +t'Gs+ ~G,=i~(ah--st), 

h G o +  t'Gx + t ' G s + i ~ G , = - . ~ ( f i - - s B ) ,  

- - ~ G o - - t S G I  + t ' G s + ~ . G , = { ~ (  k, --s'), 

1 1 ~ G o + t e G l  + t e G s + ~ G ~ = ~ ( ~ . ~ - - s S ) ,  

Withlen wir die Ordinaten iiquidistsmt, setzen also t = t, so ergeben die fiinf 

ersten Gleichungen (x6) vSllig bestimmte Werte fiir die Gewichtszahlen Gl, ni~m- 

lich mit s 1 ~ - - ~  und mit s s = + ~ dieselbea Werte, aber in umgekehrter Reihen- 

folge, ferner mit s 2 = o Werte, bei denen Go= G~ und G 1-~ G s. 

Durch Einsetzen der Werte s x = - ] ,  sz=o ,  s s =  + ] in (x2) bekommen wir 

also drei Gleichuu.gen zur Bestimmung der GrSssen Yx, Yz, Ys. Die sechste Gleichung 

in (I6) gilt f i i r s  1 und s s nicht mehr, wohl abet fiir s2. Aus der 6. und der 7. 

Gleichung werden die ersten Korrektionsglieder berechnet. Die Genauigkeit des 

so erhaltenen Systems IV ist, wie aus den Korrektionsgliedern hervorgeht, grSsser 

als die des  Systems l I I ,  wenn A uch beide Systeme Approximationen 4. Ordnung 

geben. 

15. Eine versehi/ffte Approximation gewinnen wit wieder dutch besondere 

Wahl  der ~usseren yon den drei Zwisehenordinaten; die mittlere ist wegen der 

Symmetrie bei t =  o zu nehmen. 

Wenn wit t = s = s ~  setzen und aus den sechs ersten Gleichungen (I6) die 

fiinf G~ eliminieren, erhalten wir eine Gleichung fiir sD die eine einzige brauch- 

bare Wurzel liefert, nitmlich 

V I _  O,282363 ~ = -  8s" 9 
8x = - -  4 4  

Benut~  man diesen Weft  st~tt des in Nr. x4 angewandten, so erhiilt man das 

Formelsystem V, welches eine Approximation 5. Ordnung gibt. 

x6. Gehen wir einen Sehrit~ welter zu dem fa l l  yon v/er Zwisehenordinaten, 

so sind diese bei ikluidistanter Verteilung in den Punkten 

t~=- -o ,3 ,  t~=--o ,~ ,  ts = + o,~, t4 = -t- 0,3 
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zu nehmen. Aus (I3) und (x4) erhalten wir folgende Gleichungen 

G0(-- ~)' + G,(--o,3) '  + G, ( - -0 , , ) '  + Gs(+ o,,) '  + G , (+  o,3)'+ Gs(+ ~)' 

f K(,%t) tidt ( i ~ o ,  1 , 2 , . . . ) .  

Fiir jeden der Werte s-----+_ 0,3, s~-+__ o,x bekommen wir aus den sechs ersten 

dieser "Gleichungen die betreffenden Gewichtszahlen G~. Die letzteren sind ebenso 

wie bei den friiher betrachteten iiquidistanten Ordinatenverteilungen rational. Die 

siebente Gleichung liefert jeweils das erste Korrektionsglied. Das so gewonnene 

Formelsystem VI gibt eine Approximation 5. Ordnung und zeichnet sich dutch  

besonders bequeme Koeffizienten aus. 

Eine verschiirfte Approximation l ~ s t  sich wohl ~ihnlich wie in den Nummern  

13 und I 5 herleiten, wir wollen abet darauf  nicht  eingehen. 

17. Der Vollstiindigkeit wegen wollen wit  untersuchen, was sich im Falle 

einer einzigen Zwischenordinate ergibt, die natiirlich bei t-----o anzunehmen ist. 

Wit  kSnnen uns des Gleichungssystems (16) bedienen, wenn wir G I ~  Gs----o 

annehmen und die Indices 2 und 4 in x und 2 iindern. Die drei ersten Glei- 

chungen werden, wenn rechts s ~ o  eingesetzt wird, 

Go+  GI+ G 2 ~ ,  

- -}  Go + �89 o, 

Go + t 6~..-----~b~. 

Hieraus folgt Go == Gs-----s~, GL=~.  Diese Werte erftillen auch die vierte Gleichung 

und ergeben, in die fiinfte eingesetzt, links ~ s  start  i~s~. Fiir unsere Zusammen- 

stellung erhalten wit also eine Formel I, die eine Approximation 3- Ordnung gibt. 

w 5. Genauigkeitsbetraehtungen. Interpolation. 

18. Die yon uns in den Nummern t t b i s  17 hergeleiteten Formelsysteme 

I bis YI  sind speziell fiir die betrachtete Randwertaufgabe zugesehnitten. Die 

Gauss-Lobattosche Formel (Nr. 8) z. B. ist zwar fiir einfache Quadraturen aus- 

gezeiehnet - -  sie gibt bei solchen eine Approximation 7. Ordnung ---, jedoch 



168 E . J .  NystrSm. 

is t  die dar in  angewand te  Ord ina tenver t e i lung  fiir unseren  Zweck nicht  sehr  

gee igne t  ~. 

I s t  bei e iner  A p p r o x i m a t i o n  ~-ter Ordnung  die Funk t ion  f in Nr .  4 ein 

P o l y n o m  yore n-ten Grade  in t, so sind die be rechne ten  Ord ina ten  exakt. Zur 

e indeut igen  B e s t i m m u n g  eines solchen Po lynoms  miissen nun seine W e r t e  in 

~ + I P u n k t e n  bekann t  sein. W e n n  also die Anzahl  der  bekann ten  Ord ina ten  

die 2 gegebenen  R a n d w e r t e  m i t g e z ~ h l t -  wenigs tens  n +  I betr~gt ,  so wird durch 

dieselben das P o l y n o m  n-ten Grades  vSllig b e s t i m m t  sein. I n  Tafe l  I i s t  die 

jeweil ige Anzahl  der  bekann ten  Ord ina t en  angegeben,  ebenso der  HSchs tg rad  

der  eventue l  vo rhandenen  PolynomlSsung,  die durch  unsere A p p r o x i m a t i o n  ge- 

f unden  wird. 

Ein  Vergleich zeigt,  dass  nach  diesem Ges ich t spunk t  die Formeln  I ,  I I ,  IV,  

V[ ,  d. h. die mi t  ~quid is tanter  Ord ina t enve r t e i lung  den a n d e r e n ,  n~mlich I I I ,  

bzw. V vorzuziehen sind, weil sie die betreffenden exak ten  PolynomlSsungen  e twas 

bequemer  finden lassen.  

R ich t ige r  is t  es jedoch,  die Beur te i lung  der  Formeln  auf  die angegebenen  

Kor rek t ionsg l i ede r  zu gri inden.  

1 9" Bevor  wir  an Erwe i t e rungen  und eigent l iche Beispiele he rangehen ,  wollen 

wir  unsere  Fo rme ln  an dem e infachen  Fal l  e rproben,  wo in (I3) alle cl gleich I 

sind. Es hande l t  sich dann  darum,  die R a n d w e r t a u f g a b e  

(~7) v"(x) ~ = - - = ~ + x + x - ~ +  .., v ( + ~ ) = o  
I - - X  

zu 15sen, welche i ibrigens als die B e s t i m m u n g  der  elastischen Lizzie eines ge- 

wissen Tr~gers  auf  z w e i  Sti i tzen au fge fas s t  werden kann.  Die exakte  LSsung ist 

y = (I - -  x) log n a t  (~ - -  x) + O , 9 5 4 7 7 1 2  X - -  O,I3o8120, Abb.  2. 

t Das vom Verf. friiher gebrauchte, aus der Gauss-Labattosehen Formel hergeleitete Formel- 
system ist also nicht besonders empfehlenswert. Die Korrektionsgiieder dieses Formelsystems 

dYl = --~Y3= +O,oooo2~7. c~, z/Y2= --0,0000233" eG 

sind in der Tat grSsser als die entsprechenden des Systems IV. In der Arbeit Soc. Scient. Fenn., 
Comm. Phys.-Math. XI. I4, S. 14 siad fibrigens in dem Ansdruek fiir --f2, die Vorzeichen yon 
fl~ und ~4 in - -  zu ~ndern. Die Arbeit des Verf. in Acta mathemalica 54 (193o) enth~lt aueh ein 
Formelsystem, niimlich (24), S. 202 mit Gauss-Lobattoscher Ordinatenverteilung. Dasselhe muss 
ebenfalls berichtigt werden: Es gilt niimlich nur, wenn, wie in dem darauf folgenden Beispiei, 
F(--  ~, o) = F(-P 2, o) = o. Sonst sind die betreffenden Glieder hinzuzuffigen, wle sie sich aus der 
Gauss-Lobattoschen Formel ergeben, namlieh fiir die erste Gleichung -- o .... s~o8 (F (-- .'.,, o) + F(~- 2, o)), 

fiir die zweite und dritte Gleiehung ~-o,ooo34o, (F(--~, o)-t-F(~-~, o)). 
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D i e  E rgebn i s se  de r  A n w e n d u n g  unse r e r  F o r m e l n  s ind  in  Tafe l  I z u s a m m e n -  

geste l l t .  A u f  das  E r g e b n i s  de r  F o r m e l  I k o m m e n  wir  spi~ter (Nr. 2I )  Zu s p r e c h e n ;  

die  G r u p p e n  I I  bis V I  l ie fern  W e r t e  yi, we lche  in ze i chne r i sche r  D a r s t e l l u n g  

n i c h t  merk l i ch  yon  den exak ten  abweichen .  

Tafel I. 

Formelsystem I I I I i I ] V V V I 

Anzahl der Ordinaten 3 4 4 5 5 6 

Ordnung der 
Approximation 3 3 4 4 5 5 

HSehstgrad der 
PolynomlSsung 2 3 3 4 4 5 

i t I 2 I 2 I 2 3 I 2 3 ~ 2 3 4 

- -s  + s  _ ~  o + ~ - - s [ o ! + s  
8 O --~ .~1 (8=O, xS64 t) (8=O,'8"363) --'0,3 --O,1 -FO, x -~O,3 

Beispiel : 

o- d ff o ~ d o o ~ d o o o o d 6 d 
Exakter Wert Yi 

Weary;  o" o" o" e o" o" o" d o" 6 6 

Korrek t ion  in  Ein-heiten 
der l e t z t en  S te l l e  - - I f  - - I  9 - 3 1  + I  - - I  + 3 - - 2 1  - -53  - -4  o - - I  3 -  8 - -  9 - - I o  - - I  5 

- - I 6 - - 2 7  - -27  + 7  
Abgesch~tzter 

8 IO[--I2 71 +30 --23 --30 4 - -  --I2 - - Io  -- Fehlerbetrag I 1 

20. U m  rec hne r i s c h  W e r t e  der  g e s u c h t e n  F u n k t i o n  y in bel iebig gewi ih l ten  

P u n k t e n  zu e rmi t t e ln ,  muss  m ~n  s ich  der  Interpolation dutch Polynome bedienen ,  

da  m a n  im a l l ge m e i ne n  n u r  ih ren  W e r t  in 4, 5 oder  6 P u n k t e n  s~ kenn t .  Die  

be t r e f f enden  I n t e r p o l a t i o n s p o l y n o m e  s ind vom 3 ,  4. oder  5. Grade .  Uns  interes-  

s ier t  j e t z t  die GrSsse  des bei  i h r e r  A n w e n d u n g  e n t s t a n d e n e n  Fehlers ,  f i ir  den 

de r  a l l geme ine  A u s d r u c k  gi l t  
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w o m  die Anzahl der Zwischenordinaten ist und ~ ein gewisser Wert  im Intervall 
( - ! ,  +�89 

hus  (I 7) folgt fiir die Koeffizienten in (l 8) 

, 1 = 
(I9) (m + 2)! ] dx~+~Jx=~ (m + I)(m + z)(z -- _~)~+' 

- - -  ~ ~  + , 5  

I I .  

- -~ ~ I"~" ""'~" .~. "t- .~ 

1 1 

- + i  

V. 

vI. 

1 1 

1 ! - 5  + 5  

A b b .  2. 

Fiir m ~ 2, 3, 4, wie je nach der Anzahl der Zwischenordinaten bei den Formel- 

systemen II,  I I I ,  IV, V und VI zu setzen ist, erhalten wir mit ~=-~- ~ s  obere 

Grenzen Mm der GrSssen (x9) die Werte ], ~, ~}, welche in (I8) einzusetzen sin& 

In Abb. 2 sehen wir die betreffenden fiinf gestrichelten Kurven 

u = I o o M ,  (x ~ - -  I ) ( x - -  s , ) (x  - -  8 , ) . . .  ( x - -  s~).  

Die Interpolationsfehler erreichen an keiner SteUe das Hnndertstel  der Ordinaten 

der gestrichelten Kurveu. sie werden im allgemeinen viel kleiner sein. 
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Wie aus dem Gesagten hervorgeht, lassen sich die Werte der gesuchten 

Funktion im ganzen lntervall etwa dreistellig ermitteln; in den ausgew~hlten 

Punkten st ist ja die Genauigkeit der y~ mehrstellig. 

Wenn auch unser erstes Beispiel ganz speziell ist, gibt es doch eine Vor- 

stellung yon dem, was mit den entwickelten Mitteln erreicht werden kann. 

21. Im Falle des betraehteten Beispiels y"(x)- -  I , y(-{- I ) -~o  ergibt sieh 

dureh Anwendung unserer einfachsten Formel I y(o)~=o,~3~9, welcher Wert  um 

o,oo]~ zu gross ist (vgl. Tafel I). 

Da eine Interpolation zwisehen den drei Werten y (+_ �89 und y(o) kaum in 

Frage kommt, kann man zur Gewinnung anderer Werte der gesuchten Funk- 

tion y(s) besser dieselbe Randwertmethode getrennt auf die beiden Intervallhiilften 

yon --�89 bis o und yon o bis + ~. anwenden. Die nStigen Transformationen sind 

gemiisS (6) und (7) leicht auszufiihren, eine Aufstellung besonderer Formeln hierfiir 

ist unnStig. Als Resultat wird gefunden 

approximativ 
exakt 

y ( - 1 )  =0,091I, y ( +  1)---0, I085, 

V( -1 )  = 0,0906, y ( +  l) = 0, I079. 

Die Fehler dieser GrSssen sind also o,ooos und 0.oo06, d. h. etwa die Hiilfte des 

Fehlers yon y(o). Somit ist, wie zu erwarten, die Genauigkeit der zuerstberech- 

neten mittleren Ordinate y(o) fiir die nachher bereehneten massgebend. 

Ganz ungenau ist also das Ergebnis unserer einfachsten Methode nicht, 

in graphischer Darstellung wiirde es yon demjenigen des Formelsystems IV in 

Abb. 2 nicht zu unterscheiden sein! Entsprechendes werden auch weitere Beispiele 

zeigen. 

w 5. Erweiterungen. 

22. In Nr. 2 ist als Randwertaufgabe erster Art  die Aufgabe bezeichnet, eine 

LSsung y (x) yon (I) zu finden, welche fiir x : Xa und x ~ Xb v0rgeschriebene 

Werte  annimmt. Diese Werte  kSnnen ohne Einschriinkung als Null angenommen 

werden. 

Als Randwertaufgabe zweiter Art  gilt die, wo fiir x = x a  und X==Xb die 

Ableitnng y'(x) vorgesehriebene Werte annehmen soil. 
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Die Randwertaufgabe drifter Art ~ enth~lt diejenigen erster und zweiter Art 

als Spezialf~lle und schreibt der zu bestimmenden Funktion die Bedingungen vor 

(20) + ;,, + 

wo c~, a', fl, fl', Y, c] gegebene Konstanten sin& 
Der Randwertaufgabe dritter Art  fiir die Differentialgleichung (I), bzw. (2) 

entspricht die Integralgleiehung (8), bzw. (Io), wenn fiir den Kern  ein geeigneter, 

yon der speziellen Form der Funktionen f ,  g, h unabhiingiger Ausdruek 

(21) K ( s , t ) - - A +  Bs + Ct+ 1),s't fiir x . ~ t ~ S ,  

( 2 I ) '  K(s,t)----A'+B',, .+C't+D'st fiir s~(~=xl ,  

angenommen wird. Die Koeffizienten des Kerns h~ngen natiirlich yon den ge- 

gebenen Randbedingungen (2o) ab. 

Fiir bestimmte Formen der Randwertaufgabe dritter Art  kSnnen nun Glei- 

ehungssysteme zur numerischen Approximation aufgestellt werden, wie wir es in 

w 4 f i i r  diejenige erster Art getan haben. Fiir den allgemeinen Fall kommen 

solehe Formeln nieht in Betraeht, weil die Koeffizienten derselben yon den GrSssen 

a, a ' , . . ,  abhSngig sein wiirden. 

23. Unser Veffahren ist aueh auf Randwertaufgaben bei Systemen yon Ihffe- 
rentialgleichuugen zweiter Ordnung anwendbar, in denen die ersten Ableitungen 

fehlen 

I d~-x - - f ( t ,x ,  y), 
(22) d~- 

I d~y (t, x, y). ~ = g  

Auf diese Form l~sst sich jedes Normalsystem 

~-[ -- h(t,x,y), 

I dy  _. k (t, ,,:, !/) 
d t  

bringen, wenn man naeh der unabh~ngigen Ver~inderlichen t deriviert und 

die ersten Ableitungen aus den gegebenen Gleichungen in die neuen einsetzt. 

Systeme der Form (22) kommen ja iibrigens oft als solehe vor, in der Mechanik 

t KAMKE, loc. cit. S. 255. 
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z. B., wenn die wirkenden Kriffte yon dem Ort und der Zeit abhiingen, nicht 

abet yon den jeweiligen Geschwindigkeiten. 

Die Randwertaufgabe m5ge darin bestehen, die.ienigen Funktionen x( t )  und 

y(t) aas (22) zu bestimmen, fiir welche die Bedingungen effiillt sind: 

I t = t . ,  x = x ~ ,  y = y ~ ,  

] t~ -  tb, X = Xb, y ~-- yb. 

Um unsere Randwertaufgabe wieder auf dab feste Intervall (--�89 + ~)zuriick- 

zafiihren, setzen wir als Verallgemeinerung yon (3) 

I t = (tb - -  ta) S q- ~_- ([,, q- tb), 

1 (23)  X = X  + (Xb--;,/Ca) 8 "~ ~ (JC a "~ Xb), 

I , y = ~ + (Yb - -  y . )  S + ~ (~. + yb), 

wobei x uud y neue unbekannte Funktionen yon s sin& Ferner gilt 

(24) 

I dZ x dZ x, i 
d t  z d s  z ( tha t , , )  ~' 

I dZy dZ ~ I 
d t  s - -  d s  "s " ( t b - - t , )  ~" 

Unsere Pormelsysteme I - - V I  kSnnen dann nach unmittelbar einzusehender 

Erweiterung angewandt werden. 

Bei der Durchfiihrung der Rechnung kann die in Nr. 9 angegebene direkte 

Bestimmung der Werte der gesuchten Funktion ohne vorherige Variabeltrans- 

formation erhebliche Vorteile bringen. 

Zur Erlguterung des in dieser Nummer Gesagten dient ein in Nr. 29 zu 

behandelndes, der Himmelsmechanik entnommenes Beispiel. 

w 7. Beisplele. 

24. Beispiel  1. Zun~chst betrachten wir die Differentialgleichung 

(25) d~Y 
d x  z ~- x"y ,  

die nicht nur eine Beurteilung der Genauigkeit unserer Methode, sondern gewisser- 

massen auch einen Vergleich mit der Anfangswertaufgabe gestattet. 
2-632047 Acta mathematica. 76: 3~, 
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Fiir die Anfangsbedingungen y ( o ) ~  I, y'(o)~--o lautet die L5sunff dieser 

Gleichung 
x 4 x s x 12 

(26) y (x)= I + - -  + + 
3"4 3"4"7 '8  3 " 4 . 7 . 8 " I I . I 2  

+ .-.. 

Es entsprechen einander folgende Werte yon x und yl 

X a = O ,  y a  ~ I ;  Xb ~ 1,2, yb ~ -  1,1792999. 

Wir wollen der Gleichung (25) diese R. andbedingungen auferlegen (Abb. 3). 

/B' 

/ -1,3 

~ = x ' y ,  .V(,q,)=y<,, y(x~)=yt,. I I /~  ' -1,2 

_ _  Y 

I "  d3 - o16 , , _ _ L  o',9 ' ' 1,2 1,o 

Abb. 3. 

Zur Unmittelbaren Bestimmung der drei Zwischenordinaten y~, y~, Ys in den 

Punkten x = o , 3 ,  0,6, 0,9 wenden wit das Formelsystem IV an. Wir  brauchen 

hierbei nur start f(x,  y) den Ausdruck x~y sowie die gegebenen numerischen 

Werte einzusetzen. Die entstehenden drei Gleiehungen sind dann zu 15sen, was 

dutch Iteration leicht geschehen kann. Das Ergebnis geht aus Tafel I I  hervor 

und zeigt eine betr~chtliche Genauigkeit. 

Dieselbe Randwertaufgabe behandeln wir auch mit den Fonnelsystemen I I  

und I I I ,  das Resultat ist in Tafel I I [  angegeben. Wie zu erwarten war, liefert 

1 Vgl. ERNST LINDEL6F: R e m a r q u e s  sur  l ' int~grat ion num~rique  des ~quations diff~rentielles 

ordinaires  (keta  Soc. Scient. Fenn. ,  Nova Series A. II:  13) , S. I8 ft. Diese Arbei t  enth~l t  Verbesse- 

rungen  bekannte r  In tegra t ionsver fahren  mi t  Hilfe yon Differenzensehemata. Als Beispiel ~ e r d e n  die 

Ordinaten der Kurve  y = y (x) fiir x = o,t, 0,2, %3,. -., 1,4 zehnstel l ig  berechnet.  Wir  haben  im Texte  

die Werte  auf  7 Dezimalen abgekiirzt. 
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das Formelsystem III  wesenflieh genauere Werte als II, jene sind fast gleich- 

wertig mit den aus IV ermittelten, obgleich nur zwei Gleichungen benutzt wurden. 

huch bei Anwendung des Systems II  sind die Fehler tier y,. so klein, dass sie in 

graphischen Darstellungen wie Abb. 3 nicht sichtbar werden. 

Tafel II. 

i s x y a p p r .  .~) e x a k t  

I 

2 

3 
O 

+~ 
+�89 

i 

0 

0,3 

Oj6 

O~9 

Ip2 

1,ooo687 

I~otogz 9 

I~o5529t 

! 

1~ooo675 

I~o~o825 

Ijo553z9 

I~t793oo 

Tafel III .  

F o r m e l -  
s y s t e m  s x y a p p r .  y e x a k t  

I l l  

I I  

I I  

I I I  

- I 

-�89 

--O,z864t2 

-~, 
+,~ 

--~ O, z864z2 

+~ 

i 0 

0~3763o5 

0~4 

0,8 

0,823695 

I 

I ,oo~696 

I,oo2oi 7 

I,o34133 

I~o386zx 

! 

I,oot67~ 

I~oo2z34 

I,o34384 

1>o38677 

]Jz7930~) 

25. Beispiel 2. Wir wollen noeh eine Randwertaufgabe bei derselben GleL 

chung (25) behandeln, aber in einem anderen Intervall. Die Ranclwerte seien jetzt 

(Abb. 3) 
Xa = 1,0, ~/a = I , o 8 4 8 3 2  7, . r b - - -  1,4, f fh-~-  1 ,342743  6 

und das System IV soil wieder angewandt werden. Zur Bestimmung des Wertes 

der gesuchten Funktion y(x) in den drei Zwischenpunkten x ~ I,~, 1,2, 1,3 haben 

wir wieder drei s imultane,  unmittelbar aufzustellende Gleichungen. Nachdem 

die gegebenen Werte eiugesetzt sind, lassen sich daraus die gesuchten GrSssen 

Yt, y o, !/3 leicht durch Iteration bestimmen. 
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Als Ergebnis finder man die bis auf Abrundungsfehler der siebenstelligen 

Rechnung richtigen Werte der Tafel IV. 

Bei der Bestimmung der in Rede stehenden Funktion y:=y(x)durehLiSsung 
der Anfangswertaufgabe mit y(o)-~ I, y ' (o)=o nimmt die Genauigkeit bei den 

Schritten yon x = I,o an raseh ab, weft das betreffende Kurvenstiick A'I~ in 

Abb. 3 immer steiler ansteigt. Bei den Randwertaufgaben dagegen, die yon uns 

mit dem Formelsystem IV behandelt wurden, hat  das im Intervall A ' B '  erzielte 

Resultat  sich sis genauer erwiesen als dasjenige im Intervall A B. 

Tafel IV. 

i s x y appr. y exakt  

m 

I 

"2- 

3 

�89 

0 

+ i  
+{ 

[ ~o 

I ; t  

I;2 

1,3 

I,z~52337 

I~x792998 

1,25o4z27 

I~o848327 

I,x25~338 

I~t792999 

I~25o4t29 

I~3427436 

25. Bei~iel 3. Auf eine lineare Randwertaufgabe der yon uns betrachteten 

Form (6) kommt man u. a. in der Elastizitiitslehre bei der Bestimmung der 

Amplitude y(s) des elastischen Ausschlags eingeslmnnter 8aiten. 1 Die festen Ein- 

spannungspuukte seien vorher mittels einer Transformation (3) auf s =  +~  gebracht. 

Man erhitlt dann die Gleichung 

(27) d~Y d,?l  - - - -  (I - - p s t ) ~ / - -  I ,  ~q ( +_.. _~) ~-- o.  

Aus dieser wollen wit insbesondere den elastisehen Ausschlag y (o) in der Mitre 

zwischen den Einspannungsstellen bestimmen. Von den gegebenen Funktionen 

.0 ( s ) = - - ( I  --10s~), wo p ~_ 4, und h ( s ) ~ -  [, gibt die erste die im allgemeinen 

ungleichf~irmige, insbesondere ~parabolisehe~ Massendiehte an, withrend die zweite 

yon der Einwirkung i/usserer Kriffte herriihrt. W i t  betrachten die FiLl]e 1o = o, 

d .h .  gleichfi~rmige Massenverteilung, sodann den Fall p =  I und sehliesslich den 

Grenzfall P = 4 ,  wo die Massendichte an den Enden der Saite auf Null herabsinkt. 

FRANK-MIsES: Die Differential- nnd  In tegra lg le iehungen der Mechanik und  Physik,  Bd. I 
Braunschweig I925, S. 439 ft. 
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Mit den gegebenen Ausdriicken yon ~ und /~ lassen sich unsere Formeln I, 

IV und V bequem anwenden x. 

Aus I erhalten wir mit xa~--�89 Xb~ +�89 ya~yb--~O, X=S unmittelbar einen 

NiLherungswert YL----y(o) = o, x395, der aber noch keine Abhiingigkeit yon p zeigt. 

Die Formelsysteme IV und V liefern infolge der Symmetrie je ein System 

yon nut zwei Gleichungen, woraus wir die uns allein interessierende Unbekannte 

ys=y(o) leicht ermitteln kiinuen. Die Genauigkeit ist auch in dem Grenzfall 

P = 4 betritchtlich, wie aus Tafel V hervorgeht. 

Tafel V. 

yt ' (S)~'~---( l  - - p S ~ ) y ( 8 )  - I ,  

We,.te y(o) 
y(+l)--o 

Formel sys t em p = o p = I P = 4 

I 0~T395 0,z395 0~z395 

~,~r O~z3949 O,z39o z O~3757 

V O~x39494 0~z39oo8 O~z3757 $ 

Exak t e r  Wef t  0,z39494 0,z$9oo8 0~137574 

Tafel VI. 
Beispiel 4. Beispiel 5. 

y"@ y - -  2 cos s ---- o, y , , §  c o s h s  y-t- 2 ~ - -  I-~--O, 

y(_+ ~)=o, y(_+ J)=o, 

cosh s ! 1 
y ~ s sin s - -  .~ tg  ~ cos 8. y = I cosh 

Forme l sys t em 

I I o 

I [  I, 2 _+~ 

] I I  I, 2 + O, z864x~4 

B e i s p i e l  4 

y appr.  y exakt  

--Oj~7337 --O~73~5 

--O~4z7518 --O,24z7z67 

--0,2338700 --O~33869z 

B e i s p i e l  5 

y appr .  y exak t  

O,x~3t8 O~333  

O,~oo84o9 O,r 

O~o977283 0,0977283 

i I n  der zi t ierten Arbei t  des Verf. in Soc. Scient. Fenn. ,  Comm. Phys.-Math.  XI .  14. wird  

untersucht ,  welche Genauigkei t  erre icht  werden kann,  falls die Koeffizienten g und h einer Gleichung 

der Fo rm (2) empirisch .r Funk t ionen  w~ren. 
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27. Es seien hier zwei gewissermassen willkiirliche ]3e/s/n'e/e 4 und 5 ange- 

fiihrt, die insbesondere zum Vergleich der Anwendung des Formelsystems I I  und 

des sch~rferen I I I  dienen kiSnnen. Wie die in Tafel VI zusammengestellten 

Ergebnisse zeigen, unterseheiden sieh sehon die mit dem einfacheren System I I  

erhaltenen Werte  so wenig yon den exakten, dass es etwa beim Entwerfen einer 

Figur gleichgiiltig ist, welche yon ihnen benutzt werden. Die dabei erwiinsehten 

Ordinaten y(o) kiSnnen mit fiir zeichnerische Zweeke ebenfalls geniigender 

Genauigkeit aus der Formel I ermittel t  werden. 

Wir  sehen aus diesen Beispielen, mit wie wenigen Punkten man in manchen 

F~llen den Verlauf der gesuchten Funktion festlegen kann. Aueh die folgenden 

Beispiele ki~nnen zur Erli~uterung desselben Umstandes dienen. 

28. Bei~piel 6. In  der schon genannten Arbeit des Verf. in Acta mathema- 

tica 54 ist die niehtlineare Randwertaufgabe behandelt  

y"(x) = sin y ( z ) -  I ,  ~](+ ~ ) =  O. 

Es werden dre/ Zwisehenordinaten y~ in Gauss-Lobattoseher Verfeilung bereehnet 

und mittels derselben die Nii.herungslSsung aufgestellt  

y(x) = o,i x32oo -- 0,443521 oc z -- 0,03675 ~ x 4 --  0,ooi444 x 6. 

Bei Abrundung der Werte  y(x) auf fiinf Dezimalen betriigt der Fehler hSehstens 

eine Einhei t  der letzten Stelle. 

Mit Riieksieht au[ das in Nr. x8 Gesagte wissen wir, dass dieses Ergebnis 

aueh mittels der Formeln IV hi~tte erzielt werden kOnnen. 

2 9. Beispiel 7. Zum Schluss w&hlen wir ein etwas komplizierteres Beispiel 

bei einem niehtlinearen System yon zwei Gleiehungen, und zwar eines aus dem 

Gebiet der t t immelsmeehanik? 

Ein Planet  P mOge, yon einem ZentralkSrper 8 angezogen, eine gewisse, die 

bekannten Punkte  A und E verbindende Bahn beschreiben, in defien er sieh zu 

den Zeiten t~ = o und tb---= I2 befindet, wenn [iir die Bewegung die Gleiehungen 

gelten 

idt, = - - k ' ( ~ +  . (28) 

( ~ 324 , 

Dasselbe ist als Anfangswertproblem behandelt in der Arbeit des Verf.: 1Elber die numerische 
Integration yon Differeutialgleichungen (Acts Soc. Scient. Fenn. L. N:o 13 (1925)), S. 52--55. 
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xa  : 11866o254 , ya ~ O, Xb ~ I,I643915, .?]b ~--- 0,4772257. 

k s ist die Gravitationskonstante und mis t  das Verhiiltnis der Massen des Planeten 

und des ZentralkSrpers. 

Unsere Aufgabe wird auf das Intervall (--~, +~) mit den Randwerten Null 

dutch folgende Formeln zuriickgefiihrt 

I t = ~2s + 6, 

(29) [ ~ = 2 4 -  1,5152o86--0,7ol6336.', 

= ~ + 0,2386129 + 0,4772257 8. 

(30)  

Das zu 15sende Gleichungssystem wird 

1 ~ 2 = . 4 ~ : _  ~._x 
d s ~ 9 rs ' 

r s = x" + yS, 

d8 s ~ - -  -9 ~'"~" 

Unter Anwendung des Formelsystems I I  erhalten wir nach Einsetzung der 

gegebenen Randwerte x~, y~, x2, Y2, fiinfstellig 

(3 x) 

. ,~S 
X l ~--- 1,63215 --  ~-9  [0,57437 + 21 

X~ ~--- 1,39827 - -  ~ 0,287Iq + 1 2 

y ! =  0,159o8 [ 0 + 21 
729 

y.~ = 0~31815 --  ~ ' 9  0 + 12 

x l X~ ] 
r~ + 12 r'iT~ + 0,58432 , 

xl xs ] 
F-~ + 2 I  r-~ + 1,16864 , 

] Y__l 12-Y.~ + 0,23948 ] , ..l- 
r? ' r] 

Yl Y.~ ] -{-21% + 0~47896 . 
r2 r~ 

Um aus diesen Gleichungen die Werte der vier Unbekannten xl, Yl, x~, y., 

durch sukzessive Approximation zu ermitteln, gehen wir mit dem runden Wert  

r S =  5 in (3x) ein. Dann ergeben sich leicht Niiherungswerte fiir die gesuchten 

Gr6ssen. Diese gestatten, einen besseren Wef t  fiir r s zu berechnen, und dann 

kann man die Rechnung fortsetzen. In der dritten Approximation erhglt man 

x- und y-Werte, die als endgiiltig betrachtet werden kSnnen. Sie sind in Tafel 

VII  an~egeben und zeigen erst in der vierten Dezimalstelle Abweichungen yon 

den exakten Werten. Die letzteren finder man aus den Gleichungen 

= - -  x V33 + c o s u ,  y = - s i n  u,  u + s i n u  = 
2 2 2 i8 " 
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Tafel VII. 

Formelsystem t s x . a p p r .  :r exakt  y appr.  y exakt 

II 

I 

] I  

0 

4 
6 

8 

12 

-�89 

0 

+A 
+,. 

1,7948 

1,7o6 

l~5735 

1,866o 

I~7953 

[,7o5 

I~5738 

I,z644 

0~z848 

0~74 

0p3535 

O~oooo 

O~z847 

0.272 

O~3532 

O~4772 

Das betrachtete Stiick der Planetenbahn geht vom Aphel A aus (Abb. 4), 

yon welchem Umstand wit aber keinen Gebrauch gemacht haben. 

Wit  wollen noch unsere Formel I auf dasselbe Beispiel anwenden. Hierbei 

bleiben (29) und (3o) bestehen. Start (3~) erhalten wir jetzt das Gleichungssystem 

x ~ 1 , s ~ S 2 - - ~  o,2872+ 1or~- §176 , 

y~-~-o,~a86--~-~ o + Ior~ +~ , 

wo also x~ und Yi die Koordinaten zur Zeit ti----6 bedeuten. 
Bereits in der zweiten Approximation erh~lt man in der beschriebenen Weise 

die in Tafel VII angegebenen, endgiiltigen Werte. In Abb. 4 ist der Deutlichkeit 

wegen alas betreffende Bahnstiick auf der entgegengesetzten Seite des Aphels 

als das vorher betrachtete dargestellt. 

B 

N ~ -  A 

Pl 

B 
Abb. 4. 
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Da~ obige Beispiel diirfte geniigen, um die Anwendbarkeit  unserer Methoden 

auf die Integration yon Bewegungsgleichunge~J zu zeigen. Die Methoden haben 

natiirlich auch ihre Begrenzung: Wollte man z.B. das Bahnstiiek zwischen dem 

Punkt  B und dem Perihel N durch L~Ssung einer P~ndwertaufgabe ermitteln, so 

wiirde man finden, da~s es sieh hierbei um einen viel zu ktihnen Sprung handelt. 

In  der Tat  wiirde in dem ~kusdruck des Fehlergliedes eine hohe Potenz der kleinen 

Gr~sse S N  auftreten und der Fehler infolgedessen einen grossen Betrag erreiehen. 

Die in Nr. 8 und Ix genannte Bedingung wiire nicht erfiiUt. Bei einer weniger 

exzentrisehen Bahn wiirde indessen aueh dieses Problem befriedigend geliSst werden 

k~nnen. 

w 7. Schlussbetrachtung,  

30. Wir  haben gewissermassen die bekannte Gau.~ssche Inteyration~ethode 
auf P~ndwert~ufgaben iibertragen dutch unseren Versuch, mit wenigen, zweek- 

mitssig gewiiblten Ordinaten auszukommen. ~ 

Bei einer Vergr~sserung der Anzahl der Zwischenordinaten wiiehst zwar die 

Genauigkeit des Resultats abet  aueh die zu leistende Rechenarbeit. Bei langem 

Abstand 'der gegebenen Punkte sowie bei irgendwelchen Singulariti~ten ist iiber- 

haupt  kein gutes Resultat  zu erwarten. 

Die behandelten Beispiele geben Aufschluss dartiber, bei weleher Art yon 

Aufgaben unsere Formelsysteme sieh als erfolgreich erweisen. In  vielen F~llen 

geniigen schon die einfa~heren; da~ System VI mit 4 Zwischenordinaten haben 

wit iiberhaupt nicht fiir unsere eigentliehen Beispiele n~tig gehabt. Im all- 

gemeinen diirfte das System IV und in schwierigeren F~illen VI das geeignetste 

sein, jedoeh sind na~h der Ansieht des Verf. aueh die mit nieht iiquidistanten 

Ordinaten arbeitenden Systeme I I I  und V yon Bedeutung. 

Bei der Anwendung der Systeme I I  oder I I I  hat  man ein nut  aus 2 simul- 

tanen Gleichungen bestehendes System zu l~sen. In diesem Fall ist natiirlich, 

wie aueh sonst, die Anti ,sung dutch Iteration das Niichstliegende. Auf graphischem 

Wege lassen sieh leieht brauehbare Ausgangswerte ermitteln, denn solche finder 

man dutch Zeiehnen yon zwei Kurvenstiicken und Aufsuchen ihres Schnittpunktes. 

Schon unser einf,chstes Verfahren I gestattet in manehen Fifllen, die Rand- 

wert~ufgabe mit einer Genauigkeit zu l~sen, die etwa der zeiehneriseh erreichbaren 

entspricht. 

i Die entsprechende Obertraguug auf Iutegralgleichungen flndet man in drei Arbeiten des Verf., 
nitmlich Soc. Selent. Fenn., Comm. Phys.-Math. IV. 15. (I928) und in den beiden ersten der in Nr. 2, 
Fussnote 2 genannten Ver6ffentlichungen. 



182 E . J .  NystrSm. 

Formelzusammenstellung. 

Bei der Randwertaufgabe 
d'Ou ~, , 

uj, u ( x . )  = y . ,  = , / ,  

kSnnen Nitherungswerte der  Zwischenordinaten y~, Y2 . . . .  aus i rgendeinem der 

Gleichungssysteme I - - V I  berechnet  werden. Im Falle einer l inearen Differen- 

t ialgleichung, f ( x , y ) = g ( x ) y  + h(x), werden die Gleichungssysteme linear. Die 

Bedeutung der Korrekt ionsgl ieder  dy~ ist in Nr. 12 angegeben. 

I. Eine Zwischenordinate  y~, gquidistant.  

(vgl. Nr. 17) s = o, xl ~- ~ (Xa Jr Xb), 

Yt ~- .1, (!/. + Y~,) (x,, --x,,)* [f(x. ,  y.) + I 0  f(X,, y,) + f(Xb, yb)] 
�9 9 6  ' ' 

d y  I ~ - -  0,0oo781 " e 4 + " ' .  

II .  

(vgl. Nr. I2) s l = - ~ ,  

Yi ~Y(, + ' :tYb 

1 ,,) Y~ ~ .~ y~, + ~ yb 

Zwei Zwischenordinaten y j, Y2, iiquidistant. 

. . ~ X b ,  X ~ X a  + , X b ,  

(xb--xa)' [2f(x.,  ya)+ 2I .f(xl, Vl) + 12f(xs,  y,) +f(Xb, Vt,)], 
324 

(Xb-- Xa) ~" [ f (Xa, Va) q- I 2 f ( Z l ,  Yl)-]- 2 1 f (x,, U,) + 2.f (Xb, Vb)], 
324 

d y l ~ d y ~ - - O , o o o 1 3 7 x . c  ~ + . . . .  

I I I .  Zwei Zwischenordinaten Yx, Y2, nicht  /iquidistant. 

(vgl. Nr. 13) s~ . . . . .  0,1864124 = - - s ~ ,  

X t ~ 0 , 6 8 6 4 1 2 4  Xa + 0,M35876 Xb, X~=:0,3135876 Xa-}'0,6864124 Xb. 

Yt~---O,6864x24 ya-~"0,3135876 f ib--  

(Xb--Xa) s [0,oo47517f(xa,  Ya) + 0,o643s Yt) + 0 ,~176  (Xz, Y~) + O,oOt6o28f(Xb, Yb)], 

y~- - -0 ,3135876ya+0 ,6864124  yb--  

(Xb--Xa) 2 [O,ooI6028f(xa, Ya)+ 0,o3692o8 f (X l ,  Yl) + 0,o6435 ~ f ( x s ,  Y~)-k o,oo47517 f(Xb, Yb)], 

d y  I --~ - -  d y ~  --~ + 0,oooo354 �9 c~ -{- - . . .  
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IV.  Drei Zwischenord ina t en  y~, yz, y~, i iquidis tant .  

(vgl. Nr.  14) s , = - - ~ ,  s z = o ,  s 3 = + l ,  

1 - -1  x,  = ~ x,, + a xb, X~ = �89 (x .  + x~,), X . - -  ~ x~ + ~ x~,, 

7680 [27f(xa, y.) + 3 3 2 f ( x , ,  y,) + 222 J'(X,, ~.)"17 IS2 f ( x  s. V-q) "Jr- 7 f (xb ,  yb)], 

YZ "~- �89 ?to + I yb - -  

(x~-~~ ~, 
480 [J(X,,, y.) + I63"(xx, Yt) + 26f (x2 ,  Us) + I6 f (xn ,  Ys) + .f(xh, Vb)], 

ys = �88 y .  + ~ yb - -  

( x b - - x . ) '  
768o [7f (x , ,  y,) + 132 f ( x t ,  y~) + 222 f ( x v  y~) + 332 f (xs ,  Ya) + 27f(xb,  yb)]. 

Jy1=- - .dys=O,oooo~52 .  e.:, + . . ,  ,~Iy~=--o,oooo~o'eB + "". 

V. Drei Zwischenord ina t en  y~, y~, Ys, n i ch t  / iquidis tant .  

! 

V,9-1/  (vgl. N r .  1 5 )  sl . . . .  0,2823630 = - -  8a, 82 = O .  
44 

Xt~O,7823630Xa+O,217637OXb, Xa~�89 X3=O,217637OX.a+O,7823630Xb. 

Ya ~ O,782363o Ya + O,~17637o y b -  

( X b -  Xa) 2 [0,oo24407 f (Xa, ya)-]- 0,037'088 f (Xl, Yl) + O,~176 f(x2,  Y2)+ 

O,oi I929o f (Xa, Ya) + 0,ooo6345 f (Xb, ~]b)], 

y.. = 0,5 !/~ + 0,5 yb - -  

(Xb --  X,) ~* [0,ooi 24ox f (X,, go) + 0,o~87742 f (X 1, ;~11) + 0,o6497x 3 f (X~, Y2) + 

o,o287742 f (x 8, Ys) + o,ooi~4Ol f (xb, yb)], 

Ya ='= 0,zx7637o yb + 0,7823630 ya 

(Xb - -  Xa) 2 [0,oo06345 .f(xa, ya) "+ O,ol x9~9o f (X,. Yl) + 0,~176 f (Xs, Y,) + 

0,o371o88 f ( x  s, y~) + 0,0024407 f (xb,  yb)]. 

AC://a ~ d y  s "-- - -  0,ooooo39 �9 e 6 + �9 '-,  J y ~  = 0,ooooo19 �9 e~ + " -. 
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VI. Vie'," Zwischenordinaten y,, y,, Ys, Y~, ~iquidistant. 

(vgl. Nr. I6) s j r  s 2 = - - o 3 ,  s s = + o , , ,  s 4 = + o , 3 ,  

X 1 = 0 , 8  Xa + 0 ,2  Xb, X~ = 0 , 6  Xa + 0 ,4  Xb, X s = :  0 , 4  Xa + 0 , 6  Xb, X 4 : 0 ,2  Xa + 0 , 8  Xb, 

~r : 0,8ya + 0,2yb -- 

(Zb--Xa)2 [7 f ( x . , y . )  + 90 f(xa,yt) + 66 f (x , ,  y,) + 52.f(xs, y,) + 30O0 
2 3 f(z~t, Y4) "]- 2 f(Xb, Vb)], 

YiJ = 0,6 ya  + 0,4 Yb -- 

(Xb --Xa)' 
6000 [IO f(x,,,y.) + ISI f (x i ,  y,) + 260 f(xz,  y,) + 194.f(xs, ys) + 

98f(x. ,  y.) + 7f(xb. yb)], 
YII = 0,4 ya + 0 , 6  Yb -- 

(mb--X.)' 
6000 [7f(x.,  V.) + 9Sf(x, ,  y,) + I94f(x , ,  V,,) + 26o f(xs,  n)  + 

I 5 1 f ( z , ,  V,) "~- IOf(Zb, yb)], 
Y4 = 0,2 ya + 0,8 yb - -  

(Xb-- Za)* [2 f (=a,  Za) + 2 3.f(x D yt) + 52 f(a~,~,.y,) + 66 f ( x , ,  Us) + 3OO0 
�9 9of (x , ,  y,) + 7f(Xb, Vb)]. 

d y ,  ~ d y  4 = - -  o , o o o o o 5 8  �9 e e + . . . ,  

d y  2 ~ d y  s ~ - -  0 , o 0 0 o 0 4 8 .  e 6 + - - . .  


