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Introduction.

Dans une série de travaux, A. Weiler' a affirmé, qu'en intégrant un systéme
complet d’équations linéaires et homogénes on n’a pas besoin de passer a un
systéme en involution, comme le fait Jacobi. Sa pensée est tout a fait juste,
mais Weiler n’a pas su en donner une preuve convaincante. Les travaux de
Weiler sont embrouillés, ils contiennent beaucoup de méprises. On lui a indigué
I'obscurité de l'exposition, les fausses conclusions, ... Il débattait, parfois ad-
mettait qu'il avait tort, a nouveau développait ses idées et de nouveau commet-
tait des inexactitudes. HEn méme temps Weiler faisait une polémique ficheuse,
et il est parvenu & ce résultat que sa pensée, bien que juste, n’'est pas entrée en
usage, tandis que la méthode de Jacobi devenait généralement connue.

! A. WEILER, Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit #+1
Verdinderlichen. Zeitschr. fiir Math. und Physik, 1863, B. §, ss. 264—292. — Integration der partiellen
Differenzialglechungen erster Ordnung von unbeschriinkter Allgemeinheit. Zeitsch. fiir Math. und
Physik, 1875, B. 20, ss. 271-—299. - Nachtriige zu meinen Abhandlungen iiber Integration par-
tieller Differentialgleichungen erster Ordnung. Zeitschr. fiir Math. und Physik, 1877, B. 22,
ss. 100—125. — Integration der allgemeinen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.
Zeitschr. fiir Math. und Physik, 1894, B. 39, ss. 355—375.
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Dans >>Le(;oné sur le probleme de Pfaff> M. Ed. Goursat’ a marqué le pro-
bléme trés intéressant de M. A. Buhl.?

A ce probléme sont liés beaucoup de noms saillants: P. Aepern, Tr. DE-
Dorxper, Ep. Goursat, 8. Lig—Fr. Exczr, 8. Lie—G. Scaerrers, H. PoiNcaRE,
C. Porovici, N. Savryxow.

Il s’est trouvé, que nos recherches de l'année 1922 sont proches de ce pro-
bléeme et nous avons publié trois notes: la premiére dans le Bull. des sciences
math., la seconde dans les Comptes Rendus de 1'Acad. des Sciences de 'URSS.
et la troisiéme aux Actes du Congrés Intern., Bologne, 1028.®> Les théorémes
de la seconde note nous ont donné la possibilité de généraliser la méthode de
Jacobi de l'intégration des systémes complets d’équatiohs linéaires et homogénes?
et aussi de généraliser les recherches correspondantes de Clebsch.® Nous som-
mes arrivés a la conclusion, que l'intégration des systémes complets ne demande
pas le passage aux systémes en involution: on peut se servir des systémes plus
généraux, que nous proposons d’appeler les systémes des systémes complets successifs.

Une suite d’autres conclusions est également exposée dans le présent mé-
moire. Entre autres choses sera introduite la conception de systéme Jacobien

généralisé.

! Ep. GOURSAT, Lecons sur le probléeme de Pfaff. Paris, 1922, p. 234.

* A. BuHL, Sur les formes linéaires aux dérivées partielles d'une intégrale d'un systéme
d’équations différentielles simultanées, qui sont aussi des intégrales de ce systeme. C.R., 1901,
t. 132, p. 313. — Sur les équations différentielles simultanées et la forme aux dérivées partielles
adjointe. Thése, Gauthier-Villars, Paris, 190o1. — Sur la permutation des intégrales d'un systéme
d'équations différentielles. C.R., 1907, t. 145, p. 1134. — Sur les opérateurs différentiels permu-
tables ou non. Bull. des sc. math., 1928, série 2, t. LII, pp. 353—361. — Aper¢us modernes sur
la théorie des groupes continus et finis. Mémorial des sc. -mathém., fasc. XXXIII, Paris, 1928.

® G. PPEIFFER, Sur la permutation des solutions d'une équation linéaire aux dérivées par-
tielles du premier ordre. Bull. des se. math., 1928, série 2, t. LII, pp. 350—352. — Les théorémes
expliquant une série de questions dans le probléme de la permutation des solutions d'une équa-
tion linéaire aux dérivées partielles du premier ordre. Comptes rendus de 1'Acad. des Sciences de
I'URSS., A, 1929, pp. 177—182. — Quelques additions au probleme de M. Buhl. Atti del Con-
gresso Intern. dei Matem., Bologna, 1928, T. III, pp. 45—46.

* G. PFEIFFER, Généralisation de la méthode de Jacobi pour l'intégration des systémes com-
plets d'équations linéaires homogénes. Comptes rendus de l'Acad. des Sciences de I'URSS., A,
1930, pp. 405—409.

® A. CrLEBscH, Ueber die simultane Integration linearer partieller Differentialgleichungen.
Journ, fiir die reine und ang. Math., 1866, B. 65, ss. 257—268. .

G. PFEIFFER, Sur les opérateurs d'un systéme complet d'équations linéaires et homogeénes
aux dérivées partielles du premier ordre d'une fonction inconnue. Comptes rendus, t. 190, 1930,

Pp. 909—9II.
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§ 1.

Sur les opérateurs différentiels des systémes de deux équations linéaires et
homogeénes aux dérivées partielles du premier ordre d’une fonction inconnue.

Prenons un systéme complet de deux équations linéaires et homogénes:

X = byl + bgd e+ Byt =, (1
YU) =gt t g+ gt —o, (2

qui satisfont a la condition:
XY(f) = YX(f)=2X(f) + u Y1), B

A0, pu=o.

Les équations (1), (2) possédent (r—2) intégrales indépendantes communes:

ul, u2, e . un——-Q. (4)

A léquation (1) appartiennent (n—1) intégrales indépendantes. Si l'on
ajoute aux intégrales (4) une intégrale de 1'équation (1), u,, qui ne satisfait pas a
I'équation (2), on aura formé un systéme de (n—1) intégrales indépendantes de
I'équation (1): ’

U, Wy, Ugy . .. Un—a. (5)

Le systéme le plus général des intégrales indépendantes de 1'équation (1) a

la forme:
Vo=@ thyy Wy, - .. Un—a), V3==0((Ug, Uq, . .. Un—), ... Un—o=00n—s(thy, Uy, ... Un—2). (6)
Celles des intégrales v;—(6), pour lesquelles:

(7vi_0q)i=0 ()
Quy, Ou, 7

sont des intégrales communes aux équations (1), (2).
Parmi les intégrales (6) une au moins n'appartient pas & 'équation (2), mais-
elles peuvent toutes ne pas étre des intégrales communes aux équations (1), (2).
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Partageons les intégrales (6) en deux catégories: 4 la premidre rapportons

les intégrales, qui n’appartiennent qu's I'équation (1):

(@) @o=wp(tg, uy, ... Un—s), @r=w (g, Wy, ... Un—s), ... Pi=wi(thg, Uy, . .. Un—s), (8)
Jw,
D, O (9)
y=0,1,...¢,

4 la deuxiéme les intégrales communes aux équations (1), (2):
(b) Ip,:+1=c6[+1(u1, gy v . . Mn._g), w¢+2:a7¢+2(u1, YUgy « v« Mn;g), e
Wn—a=n—a (U, Us, . .. Un—s). (10)

Si l'on substitue l'une des intégrales (b)—(10), soit v, dans l'identité (3),
alors ses termes, chacun séparément, seront nuls; si 1'on substitue l'une des inté-
grales (a)—(8), soit ¢, on obtient l'identité:

X Y(p)=uYp), (11)

Xlogo= —p, (12)
I

0:?@' (13)

D’aprés nos résultats’, le systéme d’'équations:

X(f)=o, Z{f)=cY(f)=o0 (14)
posséde la propriété:
XZ(f)— ZX(f)=1X(f), (15)
= gk 7 0.

La substitution dans la ligne (15) d’une intégrale ¢’, du groupe (a)—(8), et
différente de ¢, donne l'identité:
X(Z(g)) =o. : (16)

Ceci montre, que l'expression:

! G. PFEIFFER, Les théorémes expliquant une série de questions dans le probleme de la
permutation des solutions dune équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre. Comptes
rendus de I’Acad. des Sciences de 'URSS,, A, 1929, pp. 177—182,
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2§ =oY(g) =3 (17)

est une intégrale de 1'équation (I1). _

De la découle, qu'il existe la possibilité de construire, i partir de deux
intégrales ¢, ¢’ de l'équation (1) ne vérifiant pas l'équation (2), une troisidme
intégrale v—(6) de 1'équation (1): '

_Y()
T Y (18)
La transformation infinitésimale:
2N =0V (N =55 Y1) (19)

est l'opérateur différentiel, traduisant des intégrales (a)—(8) de l'équation (1) en
des intégrales v—(6). '

Si-dans la relation (3) u était nul, alors nous n’aurions pas besoin de passer
a la relation (15). Nous aurions l'identité:

X(Yig)=o; (20)
I'intégrale ¢ donnerait l'intégrale v'—(6) de 1'équation (1):
"= Y (¢). (21)

Mais, en méme temps que (21), l'expression (18) serait aussi une intégrale de
Véquation (1).

Les transformations infinitésimales:
A% (22)

représentent des opérateurs différentiels, traduisant les intégrales (a)

(8) de
I'équations (1) en ses intégrales v—(6).

Fixons la circonstance suivante: 'opérateur différentiel, traduisant les inté-
grales (a)—(8) de l'équation (1) en des intégrales v—(6), reste aussi opérateur
différentiel lorsqu'on le multiplie ou divise par une intégrale de 1’équation (1).
Quand p=o0, Y(p) est une intégrale de l'équation (1); en divisant le premier
opérateur (22) par Y (p), on obtient le deuxiéme.
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A partir des intégrales ¢—(8) on forme les ¢ correspondants — (13):

oo LTt 1 S S | (23)
CXlp) G0y Yipd day )T Vi) dwny
0 uy 0 Juy 0 duy, O

et les opérateurs correspondants (19):

Zy(f) =0, Y{f), Z: ()= 0. Y (f), ... Zi(f) = 0: Y (f). (24)
Quand u =0, aux opérateurs (24) on peut joindre l'opérateur:

Y (f). (25)

En multipliant les opérateurs (24) par des constantes arbitraires ou des
fonctions des intégrales (6):

iy, By K (26)

et en les ajoutant, nout obtiendrons l'opérateur:

Z(f)"'*:EoZo(f) +EZ(N)+ -+ EZ(f)=

= (Eyo, + Eyo, + - + Kia) Y(f) = (27)
E, £ L\ Y ()
dw, + 0w, + Owi | X ()
du,  Ju, du,

Le rapport de deux o—(23):

J w,
o Yips)) 0w,
o _ Vg _Ou 8
o, Y(ps) Ows %o 28)
Ou,

est une intégrale de 1'équation (1).
De 1a résulte, que tous les opérateurs (24) découlent de 1'un d’eux en le
multipliant par les intégrales de 1'équation (r).

Prenons deux intégrales de 1'équation (1):

q)(¢01 971, PP qh', '(,Uz'+1, “ e wn_g)’
£ 3 (‘Po, oy oo Gy Wity oo w,7_2)7
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qui ne satisfont pas & 1'équation (2):

o0 a0 oD
0P oy P (s0)
Y(#) =5 T + 50 Yg) + -+ 50 Tp)=o,

@, ¥ sont des fonctions arbitraires des arguments, prises de maniére précise.

Le rapport des expression (30):

100 100 100
X_@:‘Toa% 0, O, 0 0; (31)
YW) 10% 10% 1 0%

e e ST

6,0, o0,0¢p; 0 0

est une intégrale I'équation (I):
L’intégrale (28) satisfait & l'équation (2), si:

0(0@ . 0(1);: »
0”0 = 0?,&0 (%1, gy -« - un—?), (32)
(!)g == Wg (D(ul, ug, . s “n—2), (33)

ol @, ¥ sont des fonctions arbitraires de leurs arguments.!
En particulienr l'intégrale (28) peut étre une quantité constante K, alors:

wo =Ky + Fluy, us, .. . thns). (34)
Pour: .
! Le rapport:
0(1)9 0(07‘!
Ou, | Ou,
est une fonction des arguments u,, U, ... un—2. S'il satisfait & 1'éguation (2), alors il ne dépend
pas de u,, par conséquent: '
0 Wo 0 (7,4
du, | 0w, — Dy, Uy, o . o Un—2),

Pwp Owr on Jwp

2 3 =o0.
Jul Ou, Oul Ou,

Dans les lignes. (33) les fonctions @, P, étant intégrales de I'équation (1), sont en méme
temps des intégrales de 1'équation (2).

27—3343. Acta mathematica, 6l. Imprimé le 8 aolit 1933.
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9 =g+,
' (35)
K=1, ¥ =%(u,u,, ...u—s) ‘
I'égalité (17) donne l'unité:
Y(g)
Z(p)= ==X = 1. 6
@)= F(p) (36)

En appliquant a chaque intégrale (a)—(8) (¢+ 1) opérateurs (24), nous for-
mons (¢4 1) groupes, équivalents 'un 4 l'autre, des intégrales (28) de I'équation (1):

o o. . 0;
Zo(q)o):I: Z1(¢o);(;1a Zz(@o)zajg: ~--~Ai(¢o):j§
0 0 0
’, [ N a; O
Zo(¢1):;oa Z(p)) = 1, Z2(‘P1):;27 "“Zi((pl):;; (37)
1 . 1 1
y— % Y= )T 7 @) =
Zlp) =" Zilg)= s Zulp)=, ... Zilg) = 1.
Les intégrales:
o, Oy Or—1 Ov+1 0;
()_v’ GV ki 01} ? b) O',v y GV’ (38)
yv=0,1,2,...1,
peuvent aussi étre formées par l'opérateur (27):
Zig)=E2+ B2+ o + B "2 4 B+ B 2+ B
== Oy Jy gy Gy Oy .
v=0,1,2,...1.

En soumettant les intégrales (a)—(8) & 'action de 'opérateur arbitraire (24):

Zi(f)=a Y (f), (39)
j=0,1,...4,

nous trouverons la colonne de rang (j+1) des intégrales (37):

; g g 5
Jj(q)o):o_iy 41(9’1):;1,4,(%):;7
0 i
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Dans le cas ou les intégrales:
9, 99" (41)
de la catégorie (a)—(8) sont lies par les relations:
¢ = Zi(p), ¢ =Zg), ..., (42)
on reconnait le procédé de Jacobi, qui s’exprime par la ligne:

9 9 =Z(p), ¢ Zilg) .. .. 43)

Il consiste dans l'application successive du méme opérateur a l'intégrale ¢
(8).

Aprés que les moyens de construction des opérateurs différentiels, possédant

de la catégorie (a)

la propriété marquée par Poisson' sont constitués, la généralisation de la méthode
de Jacobi se fait évidente. Il ne reste plus, qu'a s’adresser & un des plus beaux
manuels, par exemple, aux lecons de M. Ed. Goursat.®

Tout ce qui a été dit & propos de l'équation (1) peut, il va sans dire, é&tre
appliqué & 1'équation (2).

8§ 2.

Les systémes de systémes complets successifs.’

Considérons des systémes complets d’équations linéaires et homogénes aux
dérivées partielles du premier ordre d'une fonction inconnue, comprenant plus
de deux équations, pour lesquels se généralisent immédiatement les résultats du
paragraphe précédent. Nous qualifierons la nature des systémes complets, qui
peuvent &tre intégrés par la méthode jacobienne généralisée, et proposerons de
les nommer: systémes des systémes complets successifs.

Supposons, qu'il est donné un systéme complet des g (g > 2) équations
linéaires et homogénes:

! »Encyklopédie der math. Wissenschaften...» B. II, 1, Heft. 2/3, s. 335.

? Ep. GoursaT, Legons sur lintégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre. Paris, 1921, pp. 77—38]1.

8 G. PrEIFFER, Généralisation de la méthode de Jacobi pour lintégration des systémes
complets d’¢quations linéaires homogénes. Comptes rendus de I'Acad. des Sciences de I'URSS, A,
1930, pp. 405--409.
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les symboles X,( ), Y( ) étant identiques.
Admettons en outre que les équations (44) forment un systéme complet;

alors, pour le systéme complet (44), (45) sont réalisées les conditions:

X X() = X Xi(f) = 3 o3, X000, (46)

J=1

G hk=1,2,...(g—1); i #£k,

qui expriment que le systéme (44) est complet, et les conditions:

XY ()= Y X ()= SEXalf) + 1 Y1),

—1

XY =TYX(H=D8X) + Y () (47)

g1

X1 Y(f) = Y Xga (f) = D 4 Xa () + s Y ().

h=1

Notons une circonstance importante. Si les équations (44), (45) sont multi-

pliées par des multiplicateurs quelconques:
@17 @2) LI @(1——11 @(1, (48)

fonctions des variables indépendantes, le systéme:

Z,(f)=0,X,(f)=o0, Z,(f)= 0, X,(f)=o0,... Zy1(f) = Op1 Xo1(f) =0, (49)
Zy(f)=0,X,(f)=0,Y(f)=0 (30)

posséde encore le caractére (46), (47): dans le systéme (49), (50) sera compris le
systéme complet (49). '
Les équations (44), (45) possédent (n—q) intégrales indépendantes communes:

Wyy Ugy o . . Un—q. (SI)
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Aux équations (44) appartiennent (n—g+ 1) intégrales indépendantes com-

munes:
Uy, Uy Ug,y o . . Un—y. (52)

L’intégrale u, du systéme (44) ne satisfait pas a l'équation (45).
Le systéme le plus général de (n—gq+ 1) intégrales indépendantes du systéme
(44) a la forme:

Vo= o (tos Uy, - - - tn—g)y V1= {thg, Uy - - . Un—q); - - . Vu—gq= Q@ (thg, Uy, . . . Un—q). (53)
Ces intégrales v;—(53), pour lesquelles:

a’b’i -“9%:0 ( )
ou, Ouy 54

sont des intégrales communes aux équations (44), (45).

Parmi les intégrales (53) une au moins n'appartient pas & 1'équation (45),
mais toutes peuvent n'étre pas des intégrales de 'équation (43).

Partageons les intégrales (53) en deux catégories: dans la premiére plagons
les intégrales, qui n’appartiennent qu'aux équations (44): ‘

(@) @o=w, (g, %y, - . . ttn—y), Pr=wy (Ug, ty, - .. Up—g), . .. @i=w; (g, ty, . .. Un—g), (5 5)
daw,
g = - 59)
v=0,1,...1,
8 la deuxidéme — les intégrales communes aux équations (44), (45):
(b) Yi+1 = c65+‘1(u1, Ugy « - . un._q), Yits = B;+2 (ul, Ugy o v un_q), A

e Wn—g = Gng (U, Ug, . .. Uny). (57)

Substituons une intégrale v, c'est-d-dire l'une des intégrales (b)—(57), dans
les identités (46), (47); alors dans celles-ci tous les termes, chacun séparément,
seront nuls; si l'on substitue une intégrale ¢, c'est-d-dire une des intégrales
(a)—(33), alors dans les relations (46) tous les membres seront nuls, mais les
relations (47) conduiront aux identités:
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'Xl Y(W)
X, Y(QP)

I

Yy Y(?}D)>
BTG, )

I

X1 Y (p) = ug—1 Y(g),

ou encore : Co
X logo= —u, ,
X, log 6 = — u,, (39)
X, log 0= — ug,
G = (60)
Y(g)
D’aprés nos résultats’, le systeme d’équations:
X, (f)=o0, X5(f)=o0,... Xyu(f) =0, Z(f) =0 Y(f) =0 (61)
possede les propriétés:
q—1
Xi Xe(f) — X Xa(f) = 299, X5 (), (62)
=1 ‘
G, k=1,2,...(gq—1); £k
q—1
XiZ(f)_ZXi(f)E‘Zl?Xh(f), (63)
N h=1

i=1,2,...{q—1),

[ — h
I} = oA}

En substituant dans les relations (62), (63) l'une des intégrales (a)—(53),
soit ¢  différente de ¢, nous observons, que dans la ligne (62) tous les termes
se réduisent séparement & zéro, tandis que la ligne (63) donne les identités:

i=1,2,...(g—1)

! G. PFEIFFER, Les théorémes, expliquant une série de questions dans le probleme de la
permutation des solutions d'une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre. Comp-
tes rendus de 1'Acad. des Sciences de 'URSS, A, 1929, pp. 177—182. '
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Celles-ci montrent, que l'expression:
Zg)= 0¥ (g)= (65)

est une intégrale du systéme (44).

De la découle, qu'il existe la possibilité de construire, a partir de deux in-
tégrales @, ¢’ du systtme (44), qui ne réduisent pas l'équation (435) & l'identité,
une troisidme intégrale r—(53) du systéme (44) et aussi, 2 l'aide de lintégrale
@ du systéme (44) — son opérateur Z(/f):

oo YOV iEL . (66)

Rl P-4

Et ainsi de suite.
La généralisation de la méthode de Jacobi est évidente.

Les systémes complets:

(R) X (=0 X:(N)=o0, ... Xeulf)=20, Xy(f)=r0, (67)

intégrables par la méthode jacobienne généralisée, doivent posséder les propriétés:

(Sx) XIXE(f)—;\—2X1(f)El:2X1(.f)+)"?2X2(f); (68)
(S:!) 4\',- Xs (f) — Xs Xi (./) = )-Lli X1(/‘) + lfz‘d X2 (f) + l;‘ii Xs (f)v (69)
=1, 2,

(S) (Ss) X; X4 (f) - X4 Xz(f) == lil-i Xl (f) + )-1'24 Xs (f) + '11?4 ‘Ys (/) + '2'?4 X.L(f): (70)

1=1, 2, 3;

(Sq—‘-’) A’i X'/—l (f) - X'/—l Xi (f) = 71‘ g1 X[ (f) 4
+:2.,'2,(1_1X2(f)+ R X()——l(f) (7')

i, g—1

i=1,2,...{qg—2);
(Sy—1) XiX (f)— Xe Xi(f) =24 X () + 2 X (/) + -+ H l;”q X, () (72)
i=1,2,...(g—1).

Nous proposons de les nommer — systémes des systémes complets successifs.
Aux conditions (S) le systéme (R)—(67) est non seulement complet, mais

aussi — systéme des systénies complets successifs. Les systémes: .
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() X, (f)=0o X,(f)=o, Xo1(f) =0; (73)
(1) X,(fl=0 X (f)=o, Xo—(f)=o; (74)
(Bq—s) X;()=0, X,(f)==0, X;(f)=o0; (75)
(]{(1—2) Xl (f) =0, . X2 (f) =0, (76)

renfermés en lui, sont tous complets. Les systémes: (R)—(73), (Ry,)—(74) ...
(Rg—s)—(75). de méme que le systéme (R)—(67), sont les systémes des systémes
complets successifs. A chacun des derniers systémes se rapportent les conclusions,
auxquelles nous sommes arrivés, en examinant le systéme (44), (435), possédanf
les propriétés (46), (47); si l'on multiplie les équations du systéme (R)—(67),
possédant la propriété (S), par les multiplicateurs (48), ce systéme ne perdra pas
la propriété (S).

Aux équations (67) appartiennent (n—gq) intégrales indépendantes communes:

Uy, Ugy o o o . Un—y; (77)
aux équations (73)—(n—q+1):
WUy, Ugy o . Un—yy Uy, (78)
X,(v) = o; (79)
aux dquations (74)—(n — q + 2):
Ugy Uy, o oo Un—gy V4, Ty, ‘ (80)
Xg—1(vy) = 0; (81)

et ainsi de suite: aux équations (75)—(n — 3):

Uy, Ugy o .. Un—g, Uy, Ta, .« .. Ug—s, (82)
X, (vy-s) = 0; (83)
aux dquations (76)—(n — 2):
Uy, Ugy o .. Un—q, Uy, Ty, - . . Vg—y, (84)
X (vg—2) 5= 0; (85)

a l'équation X ,(f)=0—(n —1):

Uy, Ugy . o o Un—qy Uy, Vgy - .. Vg1, ~ (86)

‘\'2 (1’41—1) 2= 0O, (87)
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§ 3.

La réduction d’un systéme complet quelconque d’équations linéaires et homo-
génes aux dérivées partielles du premier ordre d’une fonction incomnue au
systéme des systémes complets successifs.!

Montrons, que tout systéme complet d'équations linéaires et homogénes aux
dérivées partielles du premier ordre d’une fonction inconnue peut étre réduit au
systéme des systémes complets successifs d'une infinité de fagons.

Nos raisonnements représentent la généralisation des recherches de A.
Clebsch.? Ils sont plus simples, que ceux-ci. En effet, Clebsch réduit le systéme
complet des équations linéaires au systéme en involution, pour intégrer par la
méthode de Jacobi, nous réduisons le systéme complet des équations linéaires au
systeme des systémes complets successifs, — qui est moins restreint, que le systéme
en involution, — pour intégrer par la méthode jacobienne généralisée.

Supposons que soit donné le systéme complet des ¢ (g > 2) équations linéaires

et homogénes:

g O L of 0 OF
A (f) = ‘oz, *'gzaxz'*‘ t snoxn—oa
L 7 af 2 0f 2 af: .
“1‘.’ (f) - gl axl | §2 (9532 + + g‘"r 07;7). == 0, (88)
of af of
. KUY . ' U . - Y =
AQ(f) §laxl_’—§zam2+ +§”(7xn 0,
dont les intégrales indépendantes communes sont:
Ugy Uyy o o Uy (89)

Montrons, qu'il est possible de construire, a partir du systéme (88), le systéme
(R)—(67), possédant les mémes intégrales indépendantes (89), et jouissant en
outre de la propriété (S).

! G. PFEIFFER, Sur les opératcurs d'un systéme complet d'équations linéaries et homogénes
aux dérivées partielles du premier ordre d'une fonetion inconnue. Comptes rendus, t. 190, 1930,
PP. 909—9IT.

% A. CreBscH, Ueber die simultane Integration linearer partieller Differentialgleichungen.
Journ. fiir die reine und ang. Math., 1886, B. 65, ss. 257—268.

28 — 3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 9 aotit 1933,
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En profitant de la circonstance, ci-dessus indiquée, savoir que le systéme
(R)—(67) posséde encore la propriété (S), aprés la multiplication par des multi-
plicateurs quelconques des premiers membres des équations (67), nous ferons les
raisonnements, non pas sur la forme la plus générale de ce systéme, mais sur
une forme légérement simplifiée. _

Il n'est pas difficile de se convaincre, que les coefficients des relations:

A (=X, (N¥ep X, ()+ - o Xga(f)+er, g Xg1 () + e, ¢ Xo (),

A2 (f) Xz (f) SR o (AR X«/—2 (f) + @, g—1 X‘I—l (f) +azq X([ (/)7
: ' (90)
Ag— (f) = X (f) +tog,q Xy (f)7
Aq(f) — : X,

peuvent étre déterminés de fagon que les expressions:

X () XU o X () X () (o1)

fournies par la résolution des équations (9o), constituent un systéme (R)—(67),
aux intégrales (89), possédant la propriété (S).

Les intégrales (8¢) appartiennent & ce systéme (R)—(67). C'est évident par
ce que les systémes (88) et (R)—(67) sont équivalents.

Pour que le systéme (R)—(67) jouisse de la propriété (S), il est suffisant

et nécessaire, que les conditions suivantes soient remplies.

Premiére condition. Le systéme (R,)—(73) doit avoir une intégrale v,, qui
ne transforme pas 1'équation:
Xg(f)=44(f)=0 (92)

en identité:
X, (vy) = Ay (vy) 5= 0; : (93)

la. fonction ¢, est restreinte par la non-identité (93); par ailleurs elle est
arbitraire.

Cette condition détermine les coefficients:
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A5(0) _ As(o).

, @q= alvy) - Aq(vy)

e (94)
_ Ag (vy) _ éq_—l (”1)_
e X (vy) - Aq(vy)
Les relations (9o) prennent alors la forme:
B = AU = G A = X (e Xy )+
+ o1, 02 Xg—a (f) + @1, -1 Xo—1 (f),
B = Ay — 4 ) e () = X+
+ 0o, g2 Xga (f) + a9, 0—1 X1 (f),
o (95)
Bi-alf) = dralf) = 2520 4, 0) - Xealf) + oo Xes (),
B Aalo) | o |
Bq—l (f) ”—AQ—I (f) - Aq (1}]) A(I(f) — | Xqi‘l (f)’

Aq(f)zXq(f)-

Il est intéressant de faire attention au cas particulier, ou la fonction v,
est intégrale du systéme:
Ai(f)=0, 4,(f)=o, ‘--Aq——l(_f)":o- (96)
Ce dernier doit étre cofnplet. _
Les coefficients (94) se réduisent alors & zéro; il n’en résultera aucun chan-

gement dans les raisonnements.

Deuxieme condition. Le systéme (R,—(74) doit avoir une intégrale v,,

qui ne réduise pas 1'équation:

Xo1(f)=Bya(f)=o0 (97)
4 une identité: . o : ,
Xy—1(ve) = By—1 (1) == 0; (08)

la fonction v, est restreinte par la non-identité (98); par ailleurs elle est arbitraire.

Cette condition détermine les coefficients:
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B, (’)2) _ Bl(Vz)
Xe1(w)  Bini(w)

a1, 1=

P By(vs) _ By(v) ,
v Xo—1{ve) By a(vy)

Cop 0 g = Bq—_‘%_(pz)_ _ _Bf1—2 ('3’2)_
2017 g =

<1¥1 (v) By (vy)

Les relations (95) §'éerivent sous la forme:

01 (f) = B1 (f) B}:i(lv(g) )Bq—l (f) = X1 (f) teys X2 (f) A e, g2 Xq—2 (f) )
N =Bl — 2 Bt = X+ g2 Xea ()
Craalf) = Bua) = 52 () = Xos ()

Et ainsi de suite.

{100)

En définitive nous aurons le systéme (R)—(67), aux intégrales indépendantes

communeés (89), possédant la propriété (S):

W= Tl = P T = K=o,

Vo (f) = Us(f) — %:E_Z::z; Us(f) = X;(f) =0,
Cralf) = Bualf) = 2 Bralf) = Xoaln) o,
B lf) = dis () = 22 ()= X0 ()= o

A(f) = X, (f)=o.

{101)
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Il est clair, que l'on peut passer du systéme complet donné (88) au systéme
des systémes complets successifs (101) d'une infinité de fagons: les fonctions v sont
presque arbitraires et les expressions A (f) peuvent étre prises dans n'importe
quel ordre.

Cas particulier. Supposons que les intégrales:

vy, Vg« v . Vg1, (102)
satisfaisant aux non-identités:
X,(v)=0, X,ulw)=o0, ... X;(v,4)=20 (103)
sont les variables:
Xy Ty .« oo Ty—r, (104)
alors:
1- 2 q—
alq:»g—;’ a2(1=%) PR aq—lq E‘gq ) (105)
_a0f of . . Of
BIU)—naax2+naaxs+ + 7]ndxn,
L Of 2 Of of
B2(f) 2033' 7730x3+ +17 ()x"
(106)
of af of
— e —1 = ..
1}’/—1 (f) 73 (')xz + l’?s 0%‘3 + + nn dxn X’I IU)
1 Of f . OF _
'A(I(f)_ 10 +§ n(?.’L'n_X(I(f)
avec
gE— 5y
=" (107)
k=1,2,...(¢g—1); j=2,3,...m;
1 2 (I—2
a1, -1 = 772{_1 y O g—1= 7]211 ) Gg—2,¢—1 7 q_l, (108)
an=tglvu,l v rngl (109)
4
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J '
U)cdf+gf gt
. , (7f f
. — q—2 q 2 G—2
— =1 ()f g—1 Lf‘ L. q—1
'B'I_l(.f) UE! 0%2_*_77'1‘ ax3+ + 171[
L )f , f of
AO(./) - 1 () + § P i n dx”
ou
o it — it
J 7yt ’

k=1,2,...(¢—2); =34 -
Et ainsi de suite.

(109)

(110)

Le systéme (88) se transformera en le systéme des systémes complets successifs:

. . Of of
Xl(./)—' nqa +7t’”1()xq+1+

, 0 , 0 if

X, (/)= w5 S 1 g 52l

+ Ty 7 + 7 +1 5
Ox4—1 192, |

af . Of _ LOf . _Of
Xs (f) o 7Kq—20 Lg—2 + T 0xq—1 * e (792‘(1 * Tt 0x(l+1

Jxq+1

of af aof af
et M W e 9L q
Xo(f) = n z, 7 Oy + +n"“10x * "4 0, +

_9f
nq+ 1 8%(1-{- 1
possédant la propriét !

X Xobf) — X, X, () = 2 X, (f) + X, (mg—) X ()5
Xi X3(f) — X, X[(f)s

t=1, 2;

Xin(f)—Xqu(f)E)viqul(f) + )vz"qu(f) + o+

e Of
+ 7ty 0% = 0,
of
. 2 - P
+ n,,axn o,
()f
-+ 7 =0 111
TTn ox,, , (111)
v ar o
n()x" 4

3 Xy (f) + s X (f) + Xi(mia) X5 (f),

(r12)

+ 27 X (f) + Xi(oe?) X4 (),

i-=1,2,...(q—1).
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Dans le systéme (111) les opérateurs de I'équation:

X()=o )
et des systémes complets: ; : ,
X,(f)=0, X(f)=o;
X,(f)=o0, X;(f)=0, X3(f)=o0;
‘ (114)
Xl(f):ov XQ(f)"—"'O7 Xq—Q(f):o) Xq—l(f):O
sont les transformations infinitésimales: |
T AU
A partir du systéme complet: , ‘ o
A(f)=o0, A (f)=o0, ... dea(f)=0, A4(f)=0 - (116)

il est commode de construire le systéme (111) de la fagon suivante.

Prenons 1'une des équations (116), contenant la dérivée 2‘]:; soit. A,(f) =o.

dx,
) . . L2 . s s 2 0f . ) £ . .
A l'aide de 4,(f)= 0 éliminons la dérivée £ des autres équations (116); nous
1
obtiendrons le systéme:
B(f)=0, By(f)=0, ... Bya(f)=0, Bealf)=0. ~  (117)

‘ . p . . ‘ . . ., 0
., Parmi les équations (117) considérons en une, qui contienne la dérivée —03{;

soit - B (f)=0. A laide de Bg—i(f)=0 éliminons la dérivée of du reste

0z,
des équations (117); nous obtiendrons le systéme:
G(f)=0, Glf)=o, ... Cs(fi=0 Coalf)=0o. (118)
Parmi les équations (118) prenons en une, qui contienne la dérivée Py et ainsi
. ‘3

de suite.
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En définitive nous parviendrons au systéme des systémes complets suc-

cessifs (111):

Wl(f):X2(f):0a VQ(f):Xe(f):O’ Cq—'—’(f)"_‘ X(1~'2(f):0;

Boi(f) = Xoa(f) =0, 4,(f)=X(f)=o0. (119)
Si 'on prend:

I — G .
Tg—1 = TWg—o — *~* = 707 = 1,

ce qu'on peut toujours atteindre en divisant les seconde, troisiéme, ... derniére
équation (111) par leurs premiers coefficients, les opérateurs de 1'équation (113)
et des systémes complets (114) seront les transformations infinitésimales:

Xz(f)) XS(f)1 X‘l(f)’ (120)
dans les relations (112) les derniers termes disparaitront. Avec cette condition:
My =gy ==+ =gl=1 (121)

nous nommons le systéme (111) systéme des systémes complets successifs, générali-
sant le systéme de Jacobi. Il est simple de vue et supplée en entier le systéme
de Jacobi.

§ 4.
L’intégration des systémes des systémes eomplets successifs.

Occupons-nous de lintégration du systéme des systémes complets successifs
(R)—(67), dont la propriété caractéristique est (S).
Posons que dans l'identité (S,) les coefficients 4;,, 4i, sont différents de zéro:

70, Ao (122)

Dans ce cas il est indifférent de commencer par intégrer! I'une ou l'autre

des deux premidres équations du systéme (R):

Xi(f)=o0 ou X;(f)=o. (123)

Désignons les intégrales indépendantes de 1'équation:

X, (f)=o (124)

' En pratique, il est clair, yu'on commence par intégrer 1'¢quation qui parait la plus simple.
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par:
Pi Por - Prot. ' (125)
A la condition que:

X, (@u—1) # 0, (126)
ce qui ne restreint pas la généralité des raisonnements, la transformation infi-
nitésimale:

X3 (/)
Z(f) = 77 12

=X, g (127)

est 1'opérateur de 1'équation (124).
Ayant constitué les identités:

Z(¢1) — Wy (9)1’ ce 97:1—1)) Z(@Q) = Wy (%, - Wﬂ—1)7 Ce
A Z(wn—‘z) = wn—?(wn cee Wn—l), Z(¢n—1) =1, (128)

nous prenons la fonction:

0(g1, o, - - - Pr) (120)
et exigeons, que:
06 00 06 a6
20 =5 o+ 0wyt o+ 00wt o,
6 g, w, 9, w, dq)n_gw I (130)
Aoy _dgs_ . Agi—s_ g, (131)
w, Wy Wp—g I

Les intégrales indépendantes du systéme complet:

X (f)=0, X,(f)=o0 (132)
seront les intégrales indépendantes du systéme (131):

Bry @iy - - Pra. (133)

Quand dans V'identité (S,) le coefficient 4%, est nul, le coefficient 1!, est nul
ou non; supposons tout d’abord, qu'il n'est pas nul:

Az # 0, AL =:o0; (134)

I'expression (126) représente une intégrale de 1'équation (124):

X, (Q)n—l) = “7(9717 2T ¢n—l)- (135)

20—3343. Acta matkematica. 61. Imprimé le 9 aodt 1933.
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Les transformations infinitésimales:

(136)

sont les opdrateurs de 1'équation (124).

L’équation (124) admet simultanément les intégrales:

X, (‘Pl) = W, (q’n . %L——l)) o X ((Pn- 2) == 03:»-2(% ces 9011—1),

Xo(gna) =@y, ... pur)  (137)
et les intégrales:

7 - X2(9’!),_ _ O _
4(%) - X2 (Wn—l) - (5 == W (le cee q)n—l)’ ce
X (q),l._g) D p—s X, (¢‘n» ])
A n—2) == 2o ==, = We—y y « o Pn-1}y zZ n—1, = - = 8
= ™ 6 e @n g Zlpm) = 00 =T (138)
Les équations:
Xy(0)=o0 et Z(0)=o0 (139)

sont équivalentes I'une & l'autre:

a0 00 00 a6

XZ(O) = d¢1 Wy + (,)q).! Wy 4o + (’)q)n_g p—n + ()q),,__l ) ==
00 a0 6 00
= (0 (aq—)l w, + 0¢2 w, + o+ 0:;"_2 Wp—a + atp,,_l) =uw Z(e) (140)
Quand:
}.;g:O, )\-?2%0, (141)

on commence par intégrer non pas l'équation (124), mais l'équation:

X,(f)=o (142)
X, (/) (143)

et l'on prend:

comme opérateur.

Lorsque le systéme (132) est en involution, c'est-d-dire que
=0, A.=o, (144)

il n'importe pas de commencer par l'une ou l'autre des deux premiéres équations

(123) du systéme (R)-—(67). Pour l'équation X,(f):=o0 l'opérateur est la trans-
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formation infinitésimale X, (f), pour I'équation X,(f)=o0 l'opérateur est la trans-
formation infinitésimale X, (f). '

En disposant des intégrales (133) du systéme (132), nous allons a la con-
sidération des identités (S,).

Supposons d’abord, que 'un au moins des coefficients:

B (=12 (145)

n'est pas nul; alors & la condition que:

X (pn—a) # 0, (146)
ce qui ne restreind pas la généralité des raisonnements, la transformation in-
finitésimale: ‘

‘ X (f)
Z(f) = v I

est V'opérateur du systéme (132).
Ayant constitué les identités:

A (‘P}) = i (901, ce e (Prlt-—2); A ((])2) = w, ((P1, Ca (Pﬁ—2), B
- Zy (prs) = was @i, . . pna)y Zy(pn—a) =1, (148)

Oty @3, - .. Prs) (149)
et lui imposons de vérifier:
00, 00, 00, . . 6,
Z,(6,) dgt + agi ™ + + Gpis Wn—s + s ; (150)
d¢i o d s d§07:—3 d@n—?
ol wi w1 (151)

Les intégrales du systéme éomplet:
X(f=o, X(f)=o, X(f)=o (152)

seront les intégrales du systéme (151)‘: B
| Pk g, | (153)

Si les deux coefficients (145) étaient nuls:
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*:lx(l = Ov }'23 = O)

les transformations infinitésimales:

seraient les opérateurs du systéme (132).
Bt ainsi de suite.

Supposons, que les intégrales du systéme complet:

X](f.)‘-o, Xg(f):o, - X'l(f') =0,

l<qg—1

sont trouvées:
1—1

@,

1—1 -1
» Py - P

alors nous passons & la considération des identités ().
Si un au moins des coefficients:

I+1
"I, l+1

(i=1,2,...0

n'est pas nul, la transformation infinitésimale:

1\’[ +1 (/)
Xl +1 ((pﬁz:ll) ’

K@ D)= o

Zta(f)=

avec la condition:

est 'opérateur du systéme (156).
Ayant constitué les identités:

Zi— (@) = ' (q)ﬁ": cee q’i.:ll)’ T

-1 {—1

i ((pi:ll—l) =W, ((Pl R q)ga._}l)’ Zi— ((])51_;11) T

nous prenons la fonction:

01 —1 (Wll—lv Wi_l’ s wfll:ll)
et ainsi de suite.

Quand les coefficients (158) sont nuls:

[R5 S— +1 (R
Mk =o, At =o,. M} =0

les transformations infinitésimales:

I bl

(154)

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)

{(162)
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Xi+1(f)y Zia(f)= Yil:(;g’f—i‘l) (164)

sont les opérateurs du systéme (156).

La question, & proprement parler, est épuisée, mais nous voulons demeurer
au procés de Jacobi, sous lequel nous entendons 'application successive d'un méme
opérateur & l'intégrale donnée.

Il est, non au fond, mais pratiquement, la partie essentielle de la méthode
de Jacobi.

En admettant que l'intégration du systéme (R)—(67) est commencée par
I'équation (124), examinons deux cas essentiels.

Premier cas. Admettons que sont différents de zéro les coefficients:
T2 (165)

et du moins un des coefficients dans chacune des suites:

3 3
13 2’237
I+1 ~ 9l+1 1+1 ) )
}“1,Z+1’ l2,l+1’ s }’l,l+1’ (166)

En supposant, que dans les groupes des intégrales (125), (133), (153) ...
(157) ... ‘
P> P2y o - P2y Prn—1;

PL, @b, - . . Prs;
Ce e (167)
¢l1—17 ¢l2——'17 Lo wl_lla
outre les derniéres intégrales:
Pn—1, ¢71@_2, e g);:ll, Cey ' (168)
qui satisfont aux non identités (126), (146), ... (159), ...

Xg (@n—l) # 0, X3 (q%;_g) #0,... Xl+1(q35:_11) #0,... (169)

ne sont connues que les premiéres:
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-1

P Py P
4 l'aide des opérateurs (127), (147), ... (160), .. .:

Z(f), z,(f), ... Zi—(f), - ..

constituons les suites des intégrales:

7,

(170)

(171)

Qv =2 (p), @s=27 (@s), . .. i =Z (pi—1), i s1=2Z (@) =7 (@1, @s, ... P1);

o1, pr=2, (1), ps=Z,(p

), . (]),-llZZl((p[‘.—l), (})I':+l:Z1((Pl}):761(q)iy q);y e 9"}1);

(172)

o g = 2, gs = Zi @i, i =2 (q)f-,__ll—l),

I—1

1—1 —7 -1y 1 -1
Qi _+1r=L1—\@Qiy ) =mT—1\P1 , P2 ... @;_,

Dans les systémes (131), (151), ... se distinguent les systémes:

de, _ dep, . dpi—t _ de: o d@i—1
P2 Ps @i 7‘1(‘}91; Poy - - - ‘])') 1’
det_dgp _  _dgia  dei _dgn (173)
¢z s @i 7 (@1, P2, - .. @i) 1]

L]

qui s'intégrent indépendamment des autres équations des systémes (131), (151), ...

Deuxiéme cas. Admettons, que le coefficient (165) et tous
des suites (166) sont égaux i zéro.

les coefficients

En supposant, que dans les groupes des intégrales (167) sont connues scule-

ment les premiéres (170), 4 'aide des opérateurs:

X () X(f), - Ko (), - -

constituons les suites des intégrales’:

Py P = Xz(%), ¥y = X2(’Pz)> coopr = X, ((Pi—l)’

Pi+1 = Xz((Pi) = (%, Poy -

W}’ q); = XS({ﬁi)) m-ll == X3 (@;), e w;x = Xs(q)l}x—‘l)v

Pl 1= Xg(ph) = 7.l 2,

! Nous nous n'arréterons pas sur les cas particuliers,

(174)
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Parmi les systémes (131), (151), ... se distinguent les systémes:
dpy _dpy _ . _ gt dg: .
P2 Ps g Py @a @)
d(p1 dq)z = dpi— — dei, . (176)

@ P Pi, (g, 3, - @h)’

qui s'intégrent indépendamment des autres équations des systémes (131), (151), ...

Si nous désignons les rapport des suites (176) par:

dt, dts, ... (177)
alors, en intégrant les systémes (176), nous trouverons ¢, %, ... par des quadra-
tures. Ce seront celles des intégrales ¢, ¢, ... du groupe (167), analogues aux
intégrales (168), pour lesquelles: : ‘

Xt)=1, Xs(t)=1,... Xina(t)=1, ... (178)

La méthbde mentionnée de lintégration du systéme des systémes complets
successifs (R}—(67), auquel se raméne n'importe quel systéme complet represente
absolument la généralisation de la méthode de Jacobi.

Nous ne croyons pas inutile de donner des exemples.’

§ 5.

Les exemples.

Exemple premier.? Considérons le systéme complet:

_ of, of of _
XY= 0% m™ "t am©
Ay OO Of
X2(f)—xlax1+x2ax2+ Tmnaxn o, (179)
2 0f L L0 . 2 Of
X3(f)_ 101+12(9x2+ +.%n0xn——0,

! Nous avons intégré par la méthode indiquée beaucoup d'exemples.
2 1. A. SERRET, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, Dritte Aufl., B. ITI, Le]p

zig, 1909, ss. 529 und 537—538.
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X, X, (f)— X, X, () = X, (f), ' (180y)

X, X5 (f) — X X, (f) = 2 X5 (f), (1805)
X X () — X X () = X, ().  (180)
Les intégrales indépendantes de l'équation:
X, (f)=o,
de,=dxy= - =dxy
sont les fonctions: :
Q1= Xy = Ln, Py =Xy — Ly + . . Pr—1 = Ln—1 — L.

En vertu de l'idéntité (180,), la transformation infinitésimale:

X, (f)
est I'opérateur de 1'équation (181):
X2 (991) =@y, X2 (¢2) = Pay vy X2 (wn—l) = @np—1.
Formons la fonction:

O(@;, @2, - - - Pr)
de facon que:

a0 a0 00
X,(6) = 0g, %" + (,7(;2% + oot T L o,
Aoy _ a9y _ .. _ 99w,
('] P2 Pr—1

De la on voit, qu'au systéme:
X, (f)=o0, X;(f)=o0

appartiennent les intégr;ﬂes indépendants:

P ) _ Pa—2
Y wz ) Ty Yp—o = T/

Vi = Pn—1 o é:z:l Pn—1

En vertu des identités (180,), (180,), la transformation infinitésimale:

est 1'opérateur du systéme (189).

(180)

(181)

(182)

(183)

(190)

(191)
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Et comme:
X, (@1) = (x1 + 961:,)’?1,

X3 (¢n—1) = (i‘n—l + xn) Pn—1,

X, (’l’]) =1, (% - 97n-1)a
X, (‘pz) =1, (?2 - ‘Pn—l),

X, (Wn——?)‘z Wn—s (@n—s — qJn—l),’

alors:
7 wl (wl - )
VA = L,
(wl) Y2 ('I,Dn~2 - I)
Y, (1/12 —1)
Z\Y,) = —F —F—
) Yn—s (Yn—2 — 1)
; _ Vs (Wn—s — 1)
z (%—3) Wn—a (Qpn—Q — I) '
Z (Yn—a) = 1.

Cherchons la fonction:

0(71011 w2a e w‘ll—zy T,L’n——l)
telle que: .

.

. M_’?ﬁ W1(W1_I) 0_0 %(%"I) .
26)= oY, Yn—o(Yn—s — 1) * Py Wn—a(Pn—z — 1) * " _ B
‘ 00 'lpn—?:(wn——%} - I) + 06 —
OWn—3Pn—a(Wn—z — 1) = OPn—s

o,

ay, _ di, o dwn_; _ AWn—s .
Y, — 1) Yl — 1) Yo—s(Wn—s — 1) PYn—a(WPn— — 1)

Les expressions: ) .

— 'l/)n—2(wl - 1) — Pr—2 (¢1 - @n—l) — (xn——Q - xn) (x1 - mn—l) 77
lpl(wn—2 — I) @, (q%*2 —_ Wn—l) (xl - xn) ($n-2 - 9311—1)
30—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 9 aofit 1933.

%1
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(192)

(193)

(104)

(195)
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_ Yn— (y, — 1) _ ¢n—2(¢z — QPu—) (2n—s — 2n) (23 — Ln—)

BT — 1) gelpim — @) (2 — @) (o — @)’
o wn~2(wn—3 - I) o ¢n—2(¢n——3 — wn—l) . (xn—2 - xn) (mn—:i — -7/'11—-1)
An—3 — = =
Yp—s (wn—Q - I) Pn—3 (Qn-—Q e @n—l) (xn—S - xn) (xn——Q — xn—l)
sont les intégrales idépendantes du systéme donné:
CX,(f)=0, X(f)=0, Xy(f)=0. (199)

L'intégration du systéme (179) peut s’effectuer d'une autre maniére.
Remplagons le systéme (179) par le systéme, qui lui est equivalent, systéme
des systémes complets successifs:

0 ’ 0
H,(f) = (1 — 00) 0y — ) g+ ey — i)y — ) 3 + - +
+ (x"_g — acn__l) (1‘ -9 = xn) i— =0
2 n 0x”—2 )
O o _of : ,
H,(f) = (x, — ) oz, + (2 — ) o2, + + (p—2 — xn) Dz + (200)
of _
-+ (xn—l - xn) Fr - 0,
., 9f  _Of f of of _
H,(f)= 25 + xzaxg + + s g - + xn_l(?xn—l + o = O
Les expressions (198) sont les intégrales du systéme:
dz, o dm
(@, — 2n—) (@, — @0) (205 — @ua) (20 — )
_ ALp—3 _ d xn—a _ dxn—1 _ dxy, (201)
(xn—S - xn——l) (xn—:% - xn) (xn-—Q - xn—l) (xn-Q - xn) &)

ce qui est la méme chose que les intégrales de la premiére équation (200).

Exemple deuxiéme (Forsyth).!
Considérons le systéme complet:

! Ep. GOURSAT, Lec¢ons sur lintégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre. Paris, 1921, p. 96.



La généralisation de la méthode de Jacobi de l'intégration ete.

X,U) = (o — a5t + (6 — 20 )2 + (= 2) L =o,
X, )= los =) S+ (o — 2 J + (a— ) 5L =,
Xy () = (o = ) -+ (g — @) 5 + (= ) 5L =,
X, )= oy — ) gk + oo — w52 + = m) P —o,
X, X, () — X X, (f)=o, (203,)
X, X3 (f) — X X, (f) =— X, (), (2035)
X, X3 () — X, Xz(f)E_X2(f)v (2035)
X X(N—XX )= X (), (203,)
LX) —-XX()= X, (203;)
X X, () — X, X (f) = XN+ X0 (2034)
Les intégrales indépendantes de 1'équation:
X, (f) =o,
Cda _ day, _oday dwy dzy  da
Ty — Xy Le—Xy, Xy—az; O O O
sont les fonctions:
@1 = (2, — 25) — (25— xg), Py = @yt — 25) — 25 (g — ),
Ps =Ty, Py= %Ly, P5=— Tg

En vertu de l'identité (203,), la transformation infinitésimale:

X, (/)
est 'opérateur de 1'équation (204):
Xslg) =(ps— @)@y, Xolgs) = — (ps— @5, Xlgs) =0,
Xslp) =0, Xilps) = 95 — @

Cherchons la fonction:

0(¢1a P2; Pss P %)
telle que:

(202)

(203)

(204)

(205)

(206)

(207)

(208)

(209)
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a0 00 00
X,(0) = ﬁq)l('q)s - (174) Py — (E (st - (P4) Ps 5@2(9’3 - ¢4) =0,
doy__ dgy _dos _ de, _ dgs,

On déduit de la, qu'au systéme:

X, (f)=o0, X, (f) =0

appartiennent les intégrales indépendantes:

Y= @1 — PaPs

Vo=@ + @3P5, V3= @35, Y= @,

Grice aux identités (203,), (203,), la transformation infinitésimale:

X, (/)

est I'opérateur du systéme (212).

Attendu que:

on a:

Cherchons la fonction:
telle que:

o0

X3 (0) awl

(w.% -

6 (1, ¥, Y5, Yo

00

0
o, Wi+ e — Wy — W)l + o (W) = o,

Ys

dap, _ Ay, dy,

(’l’a"‘ﬂh)"h:@% +@D2'—(W3—w4)w3vW3—‘W4 o

{210)

(211)

(212)

(213)

(214)

(215)

(216)

(217)

(218)

(219)
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Au systéme: .
Xl(f)=°7 Xz(f')zoa Xs(f)zo (220)

appartiennent les intégrales indépendantes:

_ Uit Y

L =Y — PPy, Xe—wg_w4+‘p3e As = Yy (221)

En vertu des identités (203,), (203;), (203,), la transformation infinitésimale:

_ X X0 X0 X0
2/)= X, () - Xy — Xy . Ps— Py - Yy— Y, (222)

est Vopérateur du systéme (220).

Parce que:
Xy(p) = — (@1 + @) + (s — @) @y,
X, (p2) = — (@2 — @) @s, ,
Xy (ps) =o, (223)
X, (p) = @5 — @u,
X, (ps) =05
Xy () = — (o + ) + (W — )y,
X, () = — (W5 — P s,
X, () =o, (224)
Xy (W) = W5 — 5 o
X, () = — (W + v) — (s — 9.)%,
Xy (e) = — (W5 — ), {225)
X)) = — ¢y
on a:
Z () = — 72 + s,
Z(g) = — 1, (226)
Z(gs) =1
Cherchons la fonetion:
6 (21, 2o» 2s) (227)

telle que:
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a0 a0 490 a0

Z0)=——(y3— %) — = =0, 228
( ) 0%1 (Xa %2) 0%2 8%3 ( )
dy dys __dys

= e — A3, 22
Xs — X2 -1 I ( 9)
Les expressions:
w1 w2 ¢)
+ + oy + + @y + @ + @5
=X T Az Vs — 'tp Y+, = (Ps s Ps T Py T Ps
. N .
vy = (s — %)’ — 401 = (%1——% + Y3 — %) — 4+ 4 — Y)Y, = (230)
+ 2
(q)1 ~ P + s — @y t+ 9’5) - 4[ — QiP5 — ( Ps — ‘P4) 9”4]
Ps— @y ;

sont des intégrales indépendantes du systéme donné:
X, (f)=o0, X, (f)=0, X;(f)=0, X, (f)=0. (231)

Le systéme (202) peut étre facilement mis en forme de Jacobi, mais on n'a
pas besoin de le faire.



