ZUR KONVERGENZTHEORIE DER FOURIERSCHEN REIHEN.

Vox

OTTO SZASZ

in FRANKFURT A. MAIN.!

Einleitung.

Parey (4)? hat kiirzlich den bemerkenswerten Satz bewiesen:
Es sei
L0, .
(1) Sf(3) pa D (a» cos 3 + b, sinvF)

v=1

beschrinkt im Intervall (0, 27); ferner sei

dann sind die Partialsummen der Reihe (1) gleichmiissig beschrinkt im Inter-
vall (0, 27z). Ist ausserdem f(9) stetig in (0, 27), f(0) =f(272), so ist die Reihe
(1) gleichmissig konvergent in (o, 27).

Im folgenden zeige ich zuniichst, dass hier die Bedingungen (2 a), (2 b)
durch die allgemeineren
(3a) va, = —K) v=1,2,3,...
(3b) vb,= — K) K eine positive Konstante,

ersetzt werden konnen.
Des weiteren wird auf Stetigkeit verzichtet, und aus moglichst allgemeinen
lokalen Eigenschaften der Funktion auf die Konvergenz der Reihe geschlossen.

! Vorgetragen im mathem. Kolloguium zu Frankfurt a. Main am 11. Februar 1933.
2 Die- Nummern beziehen sich auf den Literaturnachweis am Schlusse der Arbeit.

24—3343, Acta mathematica. 6l. Imprimé le 8 aoht 1933.
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Dabei ergeben sich auch an sich interessante Hilfssiitze, insbesondere eine neue

Bestimmung des Sprunges der Funktion aus ihrer Fourierschen Reihe.

§ 1. Beschriinkte Funktionen.

1. Es sei nach Voraussetzung

(4) /=M, —n=9<un
setzt man
RS ICT T

so ist offenbar
a4 . <
@) ~ > + ; a, cos v,
und aus (4) folgt
(4) lp =M, —z<9 <

Setzt man

n
% )
o= 8p = 8p(P) == > + Za,, cos v, n=1,2,3, ...
1

so folgt aus (4') bekanntlich
(s) lso+s,++m|=Mn+1), —a=9<mn;
insbesondere fiir ¢ = 0, sa(0) = 4, wird

(5") 4o+ 4, + -+ Ax| < M(n + 1).
Nun sei
(6) A+ -+ Adn=[m+ 1)B,, n=o0,1,2,..-,

dann ist offenbar

A+ 4+ Appv=m+ v+ 1)Buyy —nBu_y, n =1, v = 0,

also
A"+“'+An+a~_ n .
C i =Bt (Bue— B
Hieraus folgt
n 1S
(7) An=Bus 4 o Bure— Buo) =~ S (dwea— 4i);

i=0
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insbesondere fiir » =0 bezw. » = n — 1 ergibt sich

, G
(7 ) An =Dy + n(Bn - Bn—l) = DB, + " +_'I' ; vay,
(7N) An = 2_B21;,_1 — Bﬂ—l bt ’]Illzll (72 et l)a,. (..),.
Hierbei ist nach (5')
(5”) |B.| = M, n==0,1,2,..
aus (5”), (3a) und (7) folgt nun
dyz—M— " Kz=z—M -K, n=123,...
n+ 1

und entsprechend aus (7”)

An§3M+n';—!K§3M+K, n=1,2,3,....

Somit ist

187

(8) IA7)I§3.B[+K, n:O, 1,2,‘...
Der Ubergang zu den Teilsummen sn($) gelingt nun durch Betrachtung der Aus-
driicke: .

1—cosvd . . 4 < A —(n 4 B

ay _'2‘ = Qy, Zaﬂv— ny Z v_(n I) Ty

. 0 0
dann ist A7 ==0, und
245 = A, — su(9), n=1,2,...;

ferner
n

% 1 Q P
2B =B, "1 %s,(o‘)._

Hieraus folgt nach (5) und (5”)

(9) | Bl = M, n=o0,1,2, ...

ferner folgt aus (3 a)

(10) vas = — K, =1,2 3, ....

Nun ist, entsprechend den Formeln (7’) und (7")

° n
& i‘_ _'__I— *®
(11) An—Bnkn+I;vaw

und
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n—1
I
(IZ) Az———ZBgn——l_B:—l —5Z(n——v)a;f+w.

y=1
Aus (9)—(11) folgt nun
Anz—M—K, —n=9<mn,
und entsprechend aus (12): |
A =sM+ K, —n =<9 <,
also '
(8") |43 <3M+ K, —an=9<m.

Aus (8) und (8') folgt schliesslich
Isn(@) | =245 —As| S 9M + 3K, —n =9 < m.
Zusammenfassend gilt der

Satz 1. FEs sed

S ;
F(3 ST ;(aw cos vJ + b, sin vI),
/)| =M fiir —n=9<n, van= — K fiir v=1; dann ist

=9M+ 3K, | 9| = n, n=1, 2, 3,

n
o
2T ?aw cos v

2. Setzt man

S —f(=9)

)

80 ist
w(@) ~ X by sin v,
1

und aus (4) folgt
|o@)] = M fir | ] = .
Nun ist

c.sinvd mw—9
ZELL:

y 0 << F <.
v
1

Setzt man also b, + % =B,
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Zj:( )Smw Zﬁwsmvﬁ Q9),

so ist
|29 = M + 72”-1(,
und
ﬂwZO, vy=1,2,3,...;

hieraus folgt nach Pavry (4)

(13) gg(M#;K):gMJrzﬂK.

n
D\ By sinvd

1

Nun ist bekanntlich

=1+ 2%, n=1,2,3,...,

!Zsm v

und somit wegen (13)

| Sbusined| < oM + 22K + (1 + 27K < oM + 22 K.

Es gilt also der

Satz 2. Unter den Voraussetzungen (3b) und (4) ist

n

Dbesinyd| < oM + 22K fiir || < =, o
1

v

§ 2. Stetige Funktionen.
1. Es sei f(3) stetig in (0, 27), f(0)=f(27); dann ist auch ¢(9) in (o, 27)
stetig, @(0) = @(27). Daher gilt nach Frsgr

(14) : %Egn -:— I :st(é) = 9(®)

gleichmiissig in (0, 27¢). Insbesondere fiir & = o wird

! Eine entsprechende Bemerkung machte schon Herr FEJER; er konnte auch die Konstante 9
auf elementarem Wege durch 2 ersetzen (miindliche Mitteilung 30. Miirz 1933).
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(14) lim B, = ¢(0).

n—> o

Hieraus und aus (3a) folgt nach einem Satz von Harpy (1909) und Lanpav
(3, Satz IIT) die Konvergenz der Reihe Za,. Ich beweise zuniichst folgende
leichte Verallgemeinerung des eben angewandten Satzes:

Lemma. Es sei D ¢, () gleichmissig summierbar (C, 1) in ¢ =9 = 8, und
0
veo(9) = — K gleichmiissig in (e, 8); dann ist =e¢, gleichmiissig konvergent in (a, §).

Beweis. Sei zur Abkiirzung
§13 I n
%Cv:Cn, n—_l_fI;C’W:Oh”, n=o0,1,2,...;

dann ist analog den Formeln (7) und (7')

(15) G Gl = (O — Gy — Mt E T it e
v

Nun ist nach Voraussetzung
| Gty — G2y < &, men = — K fiir n > N(g) und v =0

gleichmiissig im Intervall (¢, ). Daher folgt aus (15)

n v

w— Oty < — = - - K f =o.
C 4 v+1£+n+1Kfurn>N(8)’ y=0
Nun sei

v=[nVe|, also nVe—1<v=nVe,
dann ist
(16) O — OB <Ve+ KVe, n> Nle).

Entsprechend ist zuniichst

Cros + Crypr+ 4 Co=(n + )0 —(n =) Oy, nZv + 121,

und hieraus
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Cost+ +Ci m+1
H—H_‘ T = I (G — CiZo—y) + G2y,
also
, n+ 1 Co— Cp) + - + (O — Cpe
(15) C,— _0;:)_"_1:1;—{» I( w C'(nl)—r—l) +_( n ) - ( n— Un 1)
n+ T, Y ve, + ("’ ~— 1) Cnoy + "+ Cn—rt1.
= ~( n /n—-v—l) + o ’
vy + 1 v+ 1
fiir » = o fehlt hier das zweite Glied.
Nun ist nach Voraussetzung
|CY — Civa] <&, (n—v)en—r = — K fiir n —» > N*(¢)
gleichmiissig in ¢ =& = 8. Daher ist nach (15)
N n+ 1 K (v v—1 1
—_ D S — T —_ |
Ca nort vt T VI Ta—1 n—v+1
> -2 T e——K.
v+ 1 n
Ich setze wieder » = [nVe|; dann ist fiir n(1 — Ve) > N*
(16) On— O > "1y KV

Aus (16) und (16') folgt schliesslich die gleichmiissige Konvergenz der Reihe Xe,.

Zur Anwendung sei

c,=:z.,lrfnr-(?g—s'w19 v=0,1,2,...;
2

wegen (3a) und (14) sind die Voraussetzungen des Lemmas fiir o < 9 < 27 er-
fillt; da ferner Za, konvergiert, so konvergiert auch Za, cos »& gleichmissig in
(o0, 27). ' -

2. Fir die Sinusreihe w(3) gilt zuniichst entsprechend die gleichmiissige
Summierbarkeit (0, 1). Zum Nachweis der Konvergenz bedarf es einer weiteren
Hilfsbetrachtung. Ich will beweisen, dass

n

(17) lim © b, sinv9 =0 gleichmiissig in (0, 27).
g g

n—»x N
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Setzt man zur Abkiirzung
S 3 — I . (1)
121 by sin v 9 = Sy (), i E'J S, (9) = S5 (9),

1

n
Zb cos 79 = Cu(), D) C:(3) =(n + 1) C’(9),
1

so ist zunidchst
| Sids — 80| <& fiir n= N,(e), v =1

Hieraus folgt nach einem Satz von Szred (7)

| Da(SE, — SP)| < 2e(n + ), | Do(CPhy — CL)] < 26(n + ),

das heisst

n+w»
1 n+y— /I—I—I
'3 — 9| <
n+w g n+,,+ bi cos 49 — Z - Mbicosd 2¢,
n+v
I n+v—A+1 A4
n+ v ; nt 4l lblsmlﬁ—;?lblsmlf} < 2¢.

Bei festem n = N,(e) und » > N,(¢) folgt hieraus (n + » = m gesetzt)

wm

Z ﬂ U); gin 19

2 < 38, m > Nyle),

(18)

< 3e,

m
Z /Ib; cos A9
1

also die zweiten Cesiro-Mittel der Folge Ab; cos A9 (dies wurde schon von
8. Smon(5) bemerkt) und der Folge Ab;sin 29 konvergieren gleichmiissig nach
Null; dasselbe gilt fiir die Holderschen Mittel. Hieraus ergibt sich das gleiche
fir die Folge Abi(1 —sin29), und wegen Abi(1 —sin A9) = — 2K, nach einer
leichten Verallgemeinerung eines Satzes von Lanpavu (3, Satz II) die gleichmis-
sige Konvergenz der ersten Mittel, also gilt (17). Mit Riicksicht auf Formel
(7'} folgt hieraus die gle1chmas51ge Konvergenz der Sinusreihe. Damit ist be-

wiesen:

! Dieser verschiirft eine S. BERNsTEINsche Ungleichung. Fiir den Satz in dem hier be-
nutzten Umfange gab Herr FEJER (Bulletin of the Caleutta Math. Soc. XX, 1928/29, 49—54, insb.
§ 2) einen ganz einfachen Beweis. Die gleiche Bemerkung machte ich vor lingerer Zeit (Dez. 1918)
in ‘einem Brief an Herrn SzEGO; es ist das Analogon zu einem von mir gegebenen Beweise eines
Satzes von M. RIEsz.
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Satz 3. Es sei f(I) stetig, flo)=f(2n); wenn ausserdem (3 a) gilt so kon-
vergiert die Cosinusreihe gleichmdssig, wenn (3b) gilt, so konvergiert die Sinusreihe
gleichmdssig in jedem endlichen Intervall.

§ 3. Integrierbare Funktionen.

Im folgenden verwende ich an Stelle der arithmetischen Mittel hoherer
Ordnung das Poissonsche Integral, also die zu f(J) gehorige harmonische Funk-
tion und ihre Konjugierte. Von f(J) setze ich nur Integrierbarkeit im Le-
besgueschen Sinne voraus.

1. Der Fall der Cosinusreihe ist mit Hilfe eines Satzes von Harpy und
LirTeEwoon leicht zu erledigen. Setzt man

«w

a

;°+Zavcosw3.r”=P(r,3), o=r<i,
y=1

g0 ist bekanntlich

b4
2
1 _ o G—a
Pl 9)= “f[q)({} + 21) + g% — 21)] 1 — 27 cos 2t + 72
0
Sei nun
(19) Pr, 0)=%+21:avr”—>s filr r— 1 — 0.

‘Hin Satz von Harpy und Lirrrewoop (1) besagt, dass aus (19) und (3 a) die Kon-

vergenz der Reihe % + D) ay zar Summe s folgt. Gilt nun fiir ein 9
- .

(19) P(r, 9) — s(9) fiir o — o,
so ist auch

1 - 1—cosvd . 1

S [P(r, 0) — P(r, 9)] = ; @y = Zai(I) . — 2 [s — s(9)],
und

nan($) = — K;

® .
hieraus folgt die Konvergenzv der Reihe Z“” cos»J. Aus einer leichten Ver-
1
allgemeinerung des obenzitierten Satzes von HarpYy und LirrLEwoop folgt weiter,
25-—3343. Acta mathematica. 61. Imprimé le 8 aolt 1933,
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dass die Reihe Z ay cos v9 gleichmiissig konvergiert im Innern des Intervalls
- .

(¢, B), wenn daselbst (19') gleichmissig gilt, d.h. innerhalb jedes Stetigkeitsinter-
valls von (). Zu bemerken ist schliesslich, dass (19"} jedenfalls dann gilt, wenn

h

(20) %f{(p({} + 8 + (9 — )] dt— 2s(d) fir h— + o,

0

und wenn (3 a) gilt, so ist nach Harpy und Lirrrewoop (2, theorem 1 a)

h

(20) ;;fq)(t)dt—»s(o), ho + o,

0

auch notwendig zur Konvergenz der Reihe Za,.
Sei nun (20') erfiillt, so ergibt sich entsprechend durch Betrachtung der
Reihe ‘

Zaw cos vt ~ L [qo(t) — é@’(“} + 8+ 97(3‘“t))],

dass jetzt (20) auch notwendig ist zur Konvergenz der Reihe Za, cos»#. Somit

gilt der

Satz 4. Sei f(9) integrierbar, ferner gelte (3 a) und (20'); dann ist Za, kon-
vergent, ferner ist Za, cos vd dann und nur dann konvergent, wenn (20) gilt. Ist
f(9) in (o, B) stetig, so ist die Reihe in jedem innern Intervall gleichmdssig kon-
vergent. v

2. Zur Behandlung der Sinusreihe schicke ich einen auch an sich interes-

santen Hilfssatz voraus. Setzt man

Hir, 3)=%-°+2(avcosvé}+bvsinvﬁ)r”, o=r<i,

1 —rt

1 —27rcost+ r =l ) =20, —1),

g0 ist bekanntlich
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Hieraus folgt

DsH(r, 9) = X\ (vby cos vI — va, sinv9)r* = ;I;ff(t)Dgp(r, t—3)dt

— -—;I;tff(t)Dtp(r, t—dt = — z’ﬁff(t + 3) Deplr, t)dt.

Nun ist

j?f(t + 9D (r, it = — f £ — ) Duplr, dt,
also - 0 | |
(21) DoHlr, 9) = — f (& + 8) S (& — )| Deplr, di;
ferner ist 0 |
(22) fnl)tp(r, tydt = p(r, ) — p(r, o) = — 1—4_’72

0

Nach diesen Vorbereitungen beweise ich den

Satz 5. [Es ser fiir ein passendes g(3)

(23 tim o [ 1760 40— 70 =)= g at=o
dann st
(24) lim (1) Dy H{r, )= 9(9).

Offenbar gilt (23), wenn nur
S+ h)—f(F— h)— g(9) fiir h— + o;

g heisst dann der Sprung der Funktion f(t) an der Stelle J; zu seiner Bestim-
mung hat zuerst Herr Fryir Methoden angegeben.
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Zum Beweise setzen wir zur Abkiirzung
t

F& + =10 = = g(9) = F(t, 9), f F(e, $)de =it 9);

nach (21) und (22) ist

T
2r g9 1 [
(23) Dy Hir, 9) — }‘IL(—% - f Ft, 9)Dplr, at
; s .
Hierbei ist
Diplr, ) — 27(1 — %) sin ¢
iplr, ) =

‘ (1 —21‘cost+7‘2)2’
und nach Voraussetzung (23)

|wt, )| <et firo<t=dle)<=n

Nun ergibt partielle Integration

d

f F(t, 3)sin tdt
(

1 — 2rcost + r%)°
0 g R | ,
sin d(d, 9) __f cos (y(t, 3)dt f sin? ty(t, %) it

- (1 —2rcosd + r?? (1 —2rcost + 79?2 (1 —27cos t+ r%®
0

=@, + G, + G, (abkiirzend).

Hier ist
&d &
. < .. -
|(11|<4 (1 = cos d) — fiir 1—7 < g,(e)

ferner

3 J
|G2|<s tdt < tdt

[(I —7)? + 4rsin —] [( — 7P+ %21' tz]

0 0

und die Substitution t= T liefert

V9_

! Eine #hnliche Abschiitzung benutzte schon Herr HArDY (Trans, Amer. Math. Soe. 17,
1916, p. 305).
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R td¢ I 3 1dt 1 .
f[(l S+t (1 — 7,)2‘[ G+ (1 —1) 1, (abkiirzend);
0 Y .

somit ist

Analog wird -

)
3
16yl < 40 PO s<amte [ par
o= oL =

0 0
und
Bdt _ I t%ltfiz 1 I.
(1= +r&P P2a—r)? ) (1 + ) 200 —r)2?
-0 0
also
|Gl < st

Zusammenfassend ergibt sich

d
f F(t, 9)Dip(r, t)dt <A4(2 + 4n® I, + ﬁfilz), 1 —r < ge).

0

Schliesslich ist

3
. "'Ej 9)|dt
fF(t, ) Dip(r, dt| = 4 f (1 — cos ¢)*

d

Fi
:,—‘_li—sz(t, dt< e

r(1 — cos d)
0

A

fir 1 —r < go(e) < 0y;

aus diesen beiden Ungleichungen und aus (25) folgt sofort (24).

Es sei nun

%f[w(t)——w(— )]dt:%fm(t)dtgd fir h— + o,

0
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dann ist nach Satz g

(26) (1 “7‘)2'1/61}7”_‘% fiir 7 —>1 — 0.

Hieraus und aus (3 b) folgt unmittelbar (vgl. 6, Satz 2)

7n

(26" %;ybv%% fiir % — o,
Ferner sei
h
(27) f[w(a O+ o9 — ) dt— 2ho(®) + o(h):

0

bekanntlich ist dann
(27') va sinvd .+ — w(P) fir r -1 — o,

oder

@

(1= 1) 3 8,(3)r — w(9),

1

und hieraus folgt (vgl. 6, Satz 4)

blsin0+ ~+ vb, sinv$ s

I—~1Z — 8(I)]r (I—?‘)i S

Ferner folgt aus (26) oder (26')

1
also
S bi(1 —sind) + - + vb,(1 —sinvI)
t ’)2 PR 7
Wegen
I
Rv—v—l- I[bl(l_51n"9')+ b (1 —sinvd) = — 2K
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und hieraus nach (3) Satz II von Lanxpav' wegen vb,(1 — sinvd) = — 2K

R, — d fiir n— oo;
vis
also wegen (26):

n
I .
- —
nthsmv& 0.
1

Hieraus und aus (27') folgt nach einem bekannten Satz von TauBER die Kon-
vergenz der Reihe 25, sin»9.
Somit gilt der

Satz 6. Es sed f(9) integrierbar und es gelte (3 b) und

h h

(28) %fw(t)dt=%f[f(t)——f(—t)]dt—>d, h— +0;

0 0

dann gilt (26') und die Reihe 3b,sinvd konvergiert, wenn (27) gilt.

Man kann auch leicht zeigen, dass die Konvergenz ganz innerhalb eines
Stetigkeitsintervalls von w(4) gleichmiissig gilt.

3. Der Satz 6 ist umkehrbar; ich beweise nimlich den

Satz 7. Wenn (3b) und (28) erfiillt ist, so ist (27) auch notwendig zur Kon-
vergenz der Rethe =b, sin v-9.

Setzt man nimlich va sin»9 = 8, so ist
1
h

sin vh
v

RS Hldb—S—=— 8+ S si
zhf[w(&*-l-t)-l—w(& Bdt— 8 S—I—Zl_lbvsmv{}
0

n iy @ .
=S+ N+ D+ D ==8+8+85+8,.
1

n+1 1+4,

vasinw{} (sma/k_ I)';
- v vh

Nun ist offenbar

|SI—S|§'Zbysinv&——S +
1

hierbei ist

! Vgl. auch DoETScH, Math. Zeitschr. 11 (1921), 161—179; insb. Satz 1.
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sin vh
- = 2
vh =6(yh)’
also
|8, — 8| = E,b sin & — S| + nh2§ v| by

Ferner folgt aus (26') die Existenz einer Zahl d > o, so dass

n

Z 'va

1

und nach (3 b) ist offenbar

< 0n, n=1,2,3...;

v(by — |bu}) = — 2K, =1,23, ...

also
n

o= v|b| = D #b, + 20K < ( + 2K)n.
1 1
Somit ist
(29) |8, — 8=

Z b, sin 9| + (§ + K)n*h®.

n+1

m
V0]

Nun sei zur Abkiirzung = Ty, m, dann ist

3

also konvergiert T @ und es ist
z :ilﬂ <2(0 + zK) L.
" n "
Hieraus folgt
| b | 2(d + 2K) 1
= - .
5] = Z h 1+ A

1+l
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Es sei 1> ¢ > 0 gegeben, n» = [¢/h),"dann ist nh < &, und

(30) Abisinvd | < & fiir b < hyle) < e
w41 ’
Ferner sei A, = [a/eh], dann ist 1 + 4, > m/eh, also
{31) | S,| < &(d + 2K).

Schliesslich zerfillt das Intervall ([¢/h], [w/eh]) in hochstens [1/¢] + 1 Teilintervalle

. sin v
mit monotonem

3 h, daher ergibt partielle Summation mit Riicksicht auf (30)

2
(32) | So] <7, - 26" = 4e.

Zusammenfassend folgt' aus (29)—(32)

~S+Zbysinv3-wﬁ <1 +0+K)+ el +0d+2K),
- vh

also unser Satz.
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