
ZUR KONVERGENZTHEORIE DER FOURIERSCHEN REIHEN. 

YoN 

OTTO SZ~SZ 

in FRANKFURT A. MAIN. 1 

(i) 

E i n l e i t u n g .  

PA~E: (4) ~ ha t  kiirzlieh den bemerkenswerten Satz bewiesen: 

Es sei 
oo 

f ( ~ )  ~ a~ + ~ (a, cos , ~  + b, sin v,9) 
2 

besehri~nkt im Interval l  (o, 2z);  ferner sei 

(2 a) 6t~ ~_ O, 7.,~- O, I, 2, . . . 

(2b) b~, ~> o, v-= i, 2, 3, . . .  ; 

dann sind die Par t ia lsummen der Reihe (I) gleiehmiissig beschriink~ im Inter-  

vall (0, 2~). Is~ ausserdem f ( ~ )  s~etig in (0, 2z), f ( o ) = f ( 2 z ) ,  so ist die Reihe 

(I) gleichmi~ssig konvergent in (0, 2z). 

Im folgenden zeige ich zuni~ehst, dass bier die Bedingungen (2 a), (2 b) 

durch die allgemeineren 

(3a) v a , > - - K  I ~ = I ,  2, 3, . . -  

(3 b) vb~ _--> K ~  K eine positive Konstante ,  

ersetzt werden kSnnen. 

Des weiteren wird auf  Stet igkeit  verzichtet, und aus mSglichst allgemeinen 

lokalen Eigenschaften der Funkt ion  auf  die Konvergenz der Reihe geschlossen. 

1 Vorgetragen im mathem. Kolloquium zu Frankfurt a. Main am II. Februar I933. 
Die Nummern beziehen sich auf den Literaturnachweis am Schlusse der Arbeit. 

24--3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 lo 8 aofit 1933. 
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D a b e i  e rgeben  sich auch  an  sich i n t e r e s s a n t e  Hilfssi~tze. i n sbesonde re  eine neue  

B e s t i m m u n g  des S p r u n g e s  de r  F u n k t i o n  aus  ih re r  Fou r i e r s chen  Reihe .  

w I. Besehriinkte Funktionen. 

I. Es  sei n a c h  V o r a u s s e t z u n g  

( 4 )  

se tz t  m a n  

so is t  o f f enba r  

und  aus  (4) f o lg t  

(4') 

I f ( a ) [  =< M, - -  z < # < er; 

f ( , 9 )  + , f ( - -  # )  _ qP (,.9), 
2 

(a) ~ ao 
2- + ~ '  a.  cos ~ a ,  

1 

[ 9 ( a ) [ = < M ,  - - ~ r _ - - < a < z r .  

Se tz t  m a n  

So = a~, s , , - -  s . ( a )  ::- ao + ~ ,  a,, cos v a ,  
2 2 

1 

n - "  I,  2, 3, . . . ,  

so fo lg t  aus  (4') b e k a n n t l i c h  

(5) [So + S~ + " + s,,[ <= M(~2 + I), - - z  <= ,9 < ~r; 

i n s b e s o n d e r e  f i ir  ~9 = o, s . (o ) - - - -A ,  wird  

(5') 

N u n  sei 

(6) 

d a n n  is t  o f f enba r  

[A o + A~ + .. .  + A,,[ ~ M ( n  + i). 

Ao + . . .  + A ,  = (n + ~ )B , ,  n - - - ~ o ,  i~ 2, . ...~ 

also 

A,, + . + A,,~, ~ (n + v + I)Bn+,, - -  n B n - 1 ,  n "-> I, v ~ o, 

An + . . .  + An+,, = Bn+, + n ( B n + , , -  B4 , -1) .  
v +  I . v +  I 

H i e r a u s  fo lg t  

(7) A,. - -  B , . .  + 
I 

---~Vn ( B , ~ ,  - -  B,,- t)  - -  v-.i ~. i ~ '  (A,,4.~ - -  A,,)', 
y 

,~=o 
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insbesondere fiir v = o bezw. v = n -  I ergibt  sich 

I 
(7') .,4. = B n  + n (B , ,  - -  B , , - , )  - -  B , ,  + + - i  ~ '  v a ,  

n 
1 

n 
I 

( 7 " )  A .  = - -  B . _ ,  - , i  (" - z ) a . , . , .  

Hierbei  ist nach (5') 

(5") I B ,  I <- M ,  

aus (5"), (3 a) und (7') folg~ nun 

3 " -  O ,  I ,  2 ,  . . 

q2 
A , > _ - - M - -  K ~ - - M  - K ,  

n + l  

und entsprechend aus (7") 

A,,  <_% 3 M +  n - -  ! K <  3 M +  K, 

Somit ist 

(8) IA,,I =< 3 M +  K, 

n -  I ,  2 ,  3 ,  - ' ' ,  

n - -  1 ,  2 ,  3 . . . . .  

7~ : 0 ,  I, 2 ,  . . .  

Der l~bergang zu den Teilsummen s~(,9) gelingt nun durch Betrachtung der Aus- 

driicke: 

I - -  C O S  V t ~  . '~ln * 
a , ,  " . . . . .  = a v  ~, ) ,  a ~  

2 
0 

dann ist A : - - 0 ,  und 

= A,~, A,* - -  (n + I)B,~, 

ferner 

2 A*  = A,~ - -  Sn(,9), 

2 B z =: B, ,  - 

7~ 

n + l  
0 

Hieraus  folgt  nach (5) una  (5") 

~ -  I ,  2,  . . . ;  

(9) [B,*[ _--< M, n " -  O ,  I ,  2 ,  

ferner folgt  aus (3 a) 

(IO) va* > - - K ,  v = I, 2, 3, 

Nun is~, en~sprechend den Formeln (7') und (7") 

n 
, , I (ii) A~ = B, ,  + . . . .  va*, s n + i  

1 

und 
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I , 
(12) A~ -~ 2 B ~ n - 1  - -  .B,*-I n Z ( n  - v )an+, .  

Aus (9)--(1 I) folgt  nun  

A~ => -- M - -  K, - - z _ - - < , . 9 < z ,  

und entsprechend aus (12): 

A,~_--<3M+K, - - ~ _ - - < ~ < ~ ,  

also 

(8') IA,~I =< 3 M  + K, -- ~ _--< ~9 < z .  

Aus (8) und (8') folgL schliesslich 

[s~(,~)[ = 12A,* - A . I  =< 9 M  + 3K, --  ~ < ~ < m 

Zusammenfassend gilt  der 

Satz 1. Z s  se i  

0o 

ao f ( # )  ~ 2 + ~ (a, cos w9 + b~ sin v~), 
1 

[ f ( a )  l <= M f i i r  - -  ~ ~ a < ~ ,  v a ,  >= - -  K f i i r  v >= I;  d a n n  i s t  

1 

2. Setzt man 

so ist 

und aus (4) folgt  

f ( ~ )  - - f ( - -  &) = co(&), 
2 

0o 

oJ(~9) ~ ~ b~ sin v&, 
1 

I to(&)l =< M fiir l a l  ~. 

Nun ist 
oo . 

~ sin v& 

1 

K 
Setzt man also b~ + = fl,, 

, O < ,9 < ~r. 
2 

n----  I ,  2, 3, 
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so ist 

b~ + sin v ~  = ~ sin v ~  ~ t~(~), 
1 

und 

hieraus folg~ nach PALEu (4) 

( I3)  ~ ' 1  s in  V~[  

2 

/~ ~ o, V ~  I,  2, 3, � 9  "; 

= 9 M + 9scK. 
2 

Nun ist bekanntlich 

und somi~ wegen (I3) 

[ ~  b~ sin v~ 1 

~ sinw9 < I + 2 ~ ,  
v 

1 

n ~  I,  2, 3, . . . ,  

9 M +~z K +(I  + 2 z ) K < 9 M + 2 2 K .  1 
2 

Es gilt also der 

Satz 2. Unter den Voraussetzungen (3 b) und (4) ist 

~ b~ s inv#]  < 9 M + 22K ftir [~9[ % ~, 
1 

n ~ i .  

189 

w 2. S t e t i g e  F u n k t i o n e n .  

~. Es sei f (a )  stetig in (0, 2.),  f ( o ) = f ( 2 . ) ;  dann ist auch ~o(a)in (0, 2 . )  
stetig, q~(o)= ~o(2zc). Daher gilt nach FEJ~g 

(I4) lim I 
o 

gleichm~ssig in (o, 2~). Insbesondere fiir ~ ~-o wird 

z Eine entsprechende Bemerkung mach~e sch0n Herr FEJ~R; er konnte aueh die Konstante 9 
auf element~rem Wege durch 2 ersetzen (miindliche Mitteilung 3 o. Miirz I933). 
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(I4') lim B~ 9(0). 
n ~  oo 

Hieraus und aus (3 ~) folgt nach einem Satz von HARDY (I909) und LAI~DAU 

(3, Satz I I I )  die Konvergenz der Reihe ~a, .  Ich  beweise zun~chst folgende 

leichte Veral lgemeinerung des e b e n  angewandten  Sa~zes: 

oo 

Lemma.  Es sei ~ ,  c~(~) gleichmiissig summierbar  (C, I) in a < ,$ < fl, und 
0 

vc~(&) > - - K  gleichmi~ssig in (~,/~); dann is~ 2 e ,  gleichmi~ssig konvergent  in (a, fl). 

Beweis. Sei zur Abkiirzung 

c~,= Cn,  I C~, = C~ ), 
n + i  

0 0 

dann ist analog den Formeln (7) und (7') 

? ~ = 0 ,  I ,  2 ,  , . . ;  

( I 5 )  

I 

- -  (1) . . . . . . . .  Cn -c~+," '  ~+~, ( c ~ % -  Cn--,) -- ~C~+1 + (v ,)C,,+~+, + ' + C,~+, 

Nun ist nach Voraussetzung 

I (1) (1) > K f i i r n  > N(e) und v > o 

gleichmgssig im Interval l  (a, fl). Daher  folgt aus (i5) 

Cn (1) Tt - - C ~ + ~ < - -  ~ + . . . . .  K f i i r  n > N ( ~ ) ,  v > o.  
v + i  n + I  

Nun sei 

dann ist 

v = [nl/e], also n V e  - I <~ V ~ n i ~ ;  

(i6) - c~ +~ < V ~  + K V ; ,  ~ > N(~) 

Entsprechend ist zun~tchst 

Cn-v _jr. Cn--v+l -~- ~- Cn (n -{- I)Cn I) (. - -  y) ii) 

und hieraus 
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a l s o  

( i ; )  

C n - v  "l L JF Cn n -F I ( C ~  > __ C~(L 1) Jr- ~ - - v - - 1 ,  
v + I  v + 1  

(~n y(t) n + I (C<nl) (t) . . . .  C~-,,-1) + 
v +  I 

n + ,(~<,, (:~:L,_,) + 
= v + - - I t U n  - -  

( e L -  c~-~) + . . .  + ( c , , -  c,,_,) 
v + I  

Yen + ( V - -  I)Cn--1 + . . . .  -{- C n - - , + l .  

v +  i 

fiir v = o fehlt  hier das zweite Glied. 

Nun ist nach Voraussetzung 

I c~# ~ - c.-,-,l'"' < ~ . . . .  ( .  - v )  c n _ , ,  > - K f i i r  n - �9 > N * ( e )  

gleichm~ssig in a ~ ~-_<-ft. Daher  ist nach (15') 

- -  _ , _  - -  _ ~ + .  + . . , +  
v ,a- I Y -t- I "7 n - -  I ~ - - v  + I 

9 l + i  v 
> - - ~  - - - K .  

v +  I ~t 

Ich setze wieder ~ = [nV~]; dann ist fiir n(I --  V~) > N* 

(I6') Cn C ('' n + I 
n 

Aus (i6) und (I6') folgt schliesslich die gleichm~ssige Konvergenz der Reihe ~c~. 

Zur Anwendung sei 

l ~ C O S l ' ~  
c ~ = a ~  - -  V - - 0 ~  I ,  2,  . . . ;  

2 

wegen (3 a) und (I4) sind die Voraussetzungen des Lemmas fiir o _--< ~ _--<_ 2 z  er- 

fiillt; da ferner 2~a, konvergier~, so konvergiert  auch ~a ,  cos v~ gleichmgssig in 

(o, z~). 
2. Fiir die Sinusreihe eo(~) gilt  zun~chst entsprechend die gleichmSssige 

Sulamierharkeit  (C, I). Zum Nachweis der Konvergenz bedarf es einer Weiteren 

Hilfsbetrachtung.  Ich will beweisen, dass 

n 
I 

(17) lim n ~ ~b, sin ~ =: o gleichmgssig in (o, 27c). 
1 
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Setzt man zur A bkfirzung 

n 

b, sin v ~  ~- Sn(~) ,  I (1) 
1 1 

so ist zun~ehst 

1 1 

(1) (1) 

Hieraus  folgt  naeh einem Satz von SZEG5 (7) t 

I D/&+,  - -  S~l') I < o t t ' -+ .  , , ,  I < 

das heisst 

I 

n z r - ~  

I 

~ q - ~  

n•*n + v - -  2 + X )~bz eos  Z,~ _ ~ n - -  ]c + I 
n + v + I  n + I  

~.=1 ).=1 

n•n+v--]•+ I ~.basin~ ~ ~ n - - s  I 

1 1 

Ebz cos ~,~ ] 

bz sin E ~ [ 

Bei festem n = NI(~ ) und v > N~(e) folgt  hieraus (n + v = m gesetzt) 

( I8)  ~1' m ( m  + I) ~ b ~ . e o s ~  < 3e,  [ . ~  re (m- ( -  -x) ~bzsin ~.~ < 3e, rn > Na(~), 

also die zweiten Cesgro-Mittel der Folge ).bz cos ~ (dies wurde schon von 

S. SIDON(5 ) bemerkt) und der Folge ~ b z s i n ~  konvergieren gleichmgssig nach 

Null; dasselbe gilt fiir die HSldersehen Mittel. t t ieraus  ergibt sich das gleiche 

ffir die Folge s --  sin ~,a), und wegen s --  s in2~)  > -- 2K, nach einer 

leichten Veral lgemeinerung eines Satzes yon LANDAU(3, Satz II) die gleichmgs: 

sige Konvergenz der ersten Mittel, also gilt (i7). Mit  Riicksicht auf Formel 

(7') folgt  hieraus die gleichmgssige Konvergenz der Sinusreihe. Damit  ist be- 

wiesen: 

1 Dieser versch~rft eine S. BERNSTEINsche Ungleichung. Fiir den Satz in dem hier be- 
nutzten Umfange gab Herr FEJER (Bulletin of the Calcutta Math. Soc. XX, I928/29, 49--54, insb. 
w 2) einen ganz einfachen Beweis. Die gleiche Bemerkung machte ich vor l~ngerer Zeit (Dez. I918) 
in e inem Brief an Herrn S Z E G 0 ;  es  ist das Analogon zu einem yon mir gegebenen Beweise eines 
S ~ t z e s  y o n  M. R I E S Z .  
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Satz 3. Es sei f(~9) stetig, f(o)=f(2z); wenn ausserdem (3 a) gilt so kon- 

vergiert die Cosinusreihe gleichmdssig, wenn (3 b) gilt, so konvergiert die Sinusreihe 

gleiehmdssig in jedem endlichen Intervall. 

w 3. Integrierbare Funktionen. 

Im folgenden verwende ich an Stelle der ar i thmet ischen Mittel  hSherer  

Ordnung das Poissonsche Integral ,  also die zu f ( e )  gehSr ige  harmonische Funk- 

t ion und ihre Konjugier te .  Von f ( e )  setze ich nur  In tegr ie rbarke i t  im Le- 

besgueschen Sinne voraus. 

I. Der  Fall  der Cosinusre ihe  ist mit  Hilfe  eines Satzes yon ]=[AI~DY nnd 

LITTLEWOOD leicht  zu erledigen. Setzt  man 

so ist bekannt l ich 

a o + oos  r" = p ( r ,  e ) ,  
2 

Sei nun 

0 

o _ _ < r <  i, 

( I  - -  r~)dt 
i - -  2r  cos 2 t  + r ~ 

( I9 )  P ( r ,  o ) - ~  a~O + Z a , ~ " - - - ) 8  f a r  r - - ~  I - - O .  
2 

1 

Ein Satz yon HARDY und LITTL~WOOD (I) besagt, dass aus ( I 9 ) u n d  (3 a )d i e  Kon- 

vergenz der Reihe a~ + ~ a, zur Summe s folgt.  Gilt  nun fiir eln ,~ 
2 

1 

(IO t) P(r ,  e ) ' - * S ( ~ ) f i i r  r - - * I - - o ,  

so ist aueh 

i [/)(r, o) - -  P(r ,  9)] -~ Z a, I - -  cos v ~ .  r" = ~a~*(e). r" --* ~ [s - -  s(~)], 
2 2 2 

1 

und 
nan(e) ~ -- K; 

hieraus folgt  die Konvergenz  der Reihe ~ a~ cos r e .  Aus einer lelchten Ver- 
1 

a l lgemeinerung des obenzi t ier ten Satzes von I-IAauv und LITTLEWOOD f01gt weiter, 

25--3343. Acta mathematica. 61. Imprim6 le 8 aogt 1933. 
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dass die Reihe ~,  a, cos w9 gleichm~ssig konvergiert  im Innern  des Intervalls  
1 

(a, fl), wenn daselbst (I9') gleiehmiissig gilt, d .h .  innerhalb jedes Stetigkeitsinter- 

valls yon s(&). Zu bemerken ist sehliesslieh, dass (19') jedenfalls dann gilt, wenn 

h 

(20) h f [9(~9 + t) + 9(,9 --  t)] dt ~ 2s(~9) fiir h ---* + o, 

0 

und wenn (3 a) gilt, so ist nach HARDY und LITTLEWOOD (2, theorem I a) 

h 

(2o') ~ 9(t)dt-~s(o),  h---~ + o, 

0 

auch notwendig zur Konvergenz der Reihe 2~a~. 

Sei nun (2o') erfiillt, so ergibt sich entspreehend durch Bet rachtung der 

Reihe 

a ,  c o s  ~ t  ~ - q~(t) - q~(a  + t) + q ~ ( a - t  
2 

1 

dass jetzt  (20) auch no~;wendig ist zur Konvergenz der Reihe 2~a, cos v,9. Somit 

gilt der 

Satz 4. Sei f(~9) integrierbar, ferner gelte (3 a) und (20'); dann ist 2~a, kon- 

vergent, ferner ist ~a~ cos v,9 dann und nur dann konvergent, wenn (20)gilt .  Ist 

f(,9) in (a, ~) stetig, so ist die l~eihe in jedem innern Intervall gleichmdssig kon- 

vergent. 

2. Zur  Behandlung der Sinusreihe schiclte ich einen auch an sieh interes- 

santen Hilfssatz voraus. Setzt man 

so ist bekanntl ich 

0 0  

H(r,  ~9) = a o + ~ ( a ~  cos v,_9 + b, sin wg)r" 
2 ' 

I - -  r 2 

- 2 r  oo~ t + ~ - ' ~ - P ( " '  t ) = p ( r ,  - t) ,  

--Tg 

t -- ~9)dt. 

o ~ r <  ~, 
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Hieraus folgt  

f Dart(r, ~) = ~, (vb, cos ~,~ -- ~,a~ sin ~,~), . . . .  I f(t)Dap(r, t--~)dt 
2 7 g  

1 

Nun ist 

also 

(:~) 

ferner ist 

7t 

' f , -  - ' f s(' 2 ~  2 ~  
Jr ~) Dtp (r, t) d t. 

0 ~g 

f f(t+a)D,p(,., ,)dt=-- f f(a--t)D,p(r, t)dt, 
- - Z  0 

If Dart(r, ~ )=  -- 2~ [ f ( ~  

0 

+ t ) - - f ( ~ -  t)]Dtp(r, t)dt; 

(22) f Dtp(r, t)dt=p(r,  ~) --p(r, o)= -- I --4"r ~" 
0 

Nach diesen Vorbereitungen beweise ich den 

Satz 5. Es sei fiir ein passendes g(~) 

h 

�9 I 

h~+oh J 
0 

dann ist 

[ f (a  + t) - f ( ~  - ~) - g(a)] dt = o ;  

(24) lim (I -- r )Dar t ( r ,  ~) : ~g(~). 
r ~  1 - - 0  

Offenbar gil t  (23), wenn nur  

f ( ~  + h ) - - f ( a -  h ) ~ g ( ~ )  f~r h - ,  + o; 

g heisst dann der Sprung der Funkt ion  f(t) an der Stelle ~;  Zu seiner Bestim- 

mung  ha t  zuerst Herr  FEj]~R ~Iethoden angegeben. 
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Z u m  Bewe i se  s e t z e n  w i r  z u r  & b k i i r z u n g  
t 

f ( ,~  + t) - -  f ( ~  - t) -- g(,.~) = F(t, #), f . )  
0 

n a c h  (2I)  u n d  ( 2 2 ) i S t  

(25) Del l ( r ,  # ) -  2r  g(a) 
/g i : - r  2 

H i e r b e i  is~ 

Dtp(r, t)= 

u n d  n a c h  V o r a u s s e t z u n g  (23) 

= - -  F( t , .9)Dtp(r ,  t)dt.  

2 r ( I  - -  r ~) s in  t 

(I - -  2 r  cos t + r~) ~'. 

[~,(t ,  ,~)1 < ~t  f i i~ o < t=<  d(~) < ~,. 

N u n  e r g i b t  partsieile I n t e g r a t i o n  

8 
f F(t , ,9) sin t d t  = 

(I - -  2 r c o s  t + r2) ~ 
0 

_ s in . ( , , . )  _ f cos tg , ( t , .~)dt  
- -  (I - -  2 r  COS 1~ -I- r~) 2 (I - -  2 r  cos  t + r~) " 

= GI  + G~ + G~ (abki i rzend) .  

+ 4,.f 
0 

sin' tW(t, ~) 
(I  - - 2 r c o s  t + ru) 3 

I I i e r  i s t  

f e r n e r  I 

< - f i i r  I - - r < Q l ( e ) "  
I a l l  < 4 rS ( i  _ cos  d) 2 i - r 

d 

(I  - -  r)  ~ -~ 4r sin' 
Q 

u n d  die  S u b s t i t u t i o n  t = -  
I w r 

V; 

- -  r) ~ + ~ r t  ~ 

0 

t d t  
< '~% [0 -r)' + rt~] '' 

0 

~: liefert 

dt  

1 Eine /ihnliche Absch~tzung benutzte  schon Herr  HARDY (Trans. Amer. Math. Soc. I7, 
I916, p. 305). 
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i - i 
t d t I "t d "l; I 

[(I  - -  r )  2 --~ r t~]  ~ r(, - -  r )  ~ ( I  --I- T~I)2 - -  r ( I  - - , . ) , ~ / - 1  
(abkiirzend); 

0 0 

somit~ is~ 
:rg 2 6 

I G,,I < ,.(~ _ r ) , I .  

Analog wird 
d 

. I a~ [ < 4e f [ ( i  -r) ~t~dt+ r ~]~ < 4~e f 
0 0 

und 

also 

i i t3dt _ z 
[(I  - -  r )  2 -4- f t 2 ]  3 r ] ( I  - -  r ) '  ( I  

' 0 0 

Zus~mmenfassend ergibt~ sich 

4 ~3~ 12. ] 68  [ < ~.2(i - -  r) 2 

] /F( t ,  ~)Dtp(r, t)dt I 

t3dt 
[(I - -  r) ~ + rt'~] ~' 

t3 dt I 

+ t~? = , . , ( ,  _ r)~ I~; 

< - - -  2 + 4 , r ~ _ / 1 +  I6Z3) ,~  
, - r < e~(~). 

Schliesslich is~ 

F(t, 3)Dtp(r, t)dt 
$ 

7~ 
, f I~ ( t ,  a)ldt 

< 4 t O  --  r ) j  4;~(~- - - e o s ~  

- r  f l  < r(~ _ oosO)~ F(t,a)ldt<~ 
o 

f i i r  I - -  7" < Q2($) < QI;  

~us diesen beiden Ungleichungen u n d  ~us (25) folgt sofort (24). 

Es sei nun 

h h 

i f  ~ f  ~- [co(t) - -  r t)]dt = r -~ d fiir h --* + o, 

0 0 
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dunn  is t  n a c h  Sa tz  5 

(26) " d 
( I  - -  r )  Z y b ~  . . . .  fi ir  r --> I - -  O.  

1 

H i e r a u s  u n d  aus  (3 b) fo lg t  u n m i t t e l b a r  (vgl. 6, Sa tz  2) 

_ n d 

n 7t~ 
1 

F e r n e r  sei 
h 

(27) f [o(a 
0 

n ---o ~ .  

+ t) + ~ ( ` s  - t)] d t  = 2 h ~ ( ` s )  + 0 (h); 

b e k a n n t l i c h  is t  d a n n  

(27') y~ b, ~in ~ a . , ~  --, o,(`s) fiir , ~ ,  - -  o, 
1 

ode r  
r 

1 

u n d  h i e r a u s  folgt~ (vgl. 6, Sa tz  4) 

(I  - -  r) ~ [S~ (`S) - -  S~'(`S)] r ~ = (I - -  r) ~ b, sin `S + . . .  + v b~ sin v`s r ~ ~ o.  
v + I  

1 1 

F e r n e r  folg~ aus  (26) oder (26') 

also 

W e g e n  

_ | b~ + . . .  + v b ,  r , - -+- ,d  

1 

~ .  b,(I  - - s i n , S )  + . . .  + vb~(, - -  s in v`s) d 
(I  - -  r)  ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  V + I r~ --~ - "  

1 Y~ 

I 
[bl(l - -  s in`s )  + . . .  + vb~(I --  sin v`s] > - -  2 K  

fo lg t  h i e r aus  w i e d e r u m  

~_~R~ ---~d f i i r  n - +  ~ ,  
I 

n ~ 
1 
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und hieraus nach (3) Satz I I  yon LANDAV 1 wegen vb~(i - - s i n v ~ ) > -  2 K  

also wegen (26'): 

17~n ''~d- fiir n--+ ~ ,  

I ~ v b ~ s i n v ~ o .  
1 

Hieraus und aus (27') folgt  nach einem bekannten Satz yon TAUBER die Kon- 

vergenz der Reihe ~b,  sin v~. 

Somifl gilt der 

Satz 6. Es sei f ( # )  integrierbar und es gelte (3 b) und 

h h 

f = �88 (2s) ~- 
0 0 

dann gilt (26') und die Reihe ~b~ sin v,$ konvergiert, wenn (27) gilt. 

Man kann auch leicht zeigen, dass die Konvergenz ganz innerhalb eines 

Stetigkeitsintervalls yon co(#) gleichm~ssig gilt. 

3. Der Satz 6 ist umkehrbar ;  ich beweise niimlich den 

Satz 7. 
vergenz der t~eihe ~b~ sin v~. 

oo 

Setzt m~n n'~mlich ~9~ b, sin v~  = S, so ist 
1 

h 

,f 21~ [<o(a + t) + < o ( ~ - - t ) ] d t - - S = - - S  + y ~ b , ~ i n ~  . . . .  
1 

0 

Wenn (3 b) und (28) erf~Tllt ist, so ist (27) auch notwendig zur Kon- 

sin vh 
vh 

Nun ist offenbar 

1 1 

hierbei ist 

1 Vgl. auch  DOETSOH, Math .  Zei t schr .  I I (1921), 161- -179 ;  insb.  Satz  1. 
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also 

sin vh < I (vh) ~ 
I vh = 6  ' 

I s~ - s l__<  b, s i n , , a - - S  + ~ h  ~ ~lb, I. 
1 

Ferner folgt aus (26') die Existenz einer Zahl d > o, so dass 

vb,, < (~,  q~ = I, 2, 3, . . . ;  

und nach (3 b) ist offenbar 

also 

Somit is~ 

(29) 

~ ( b ~ - - I b ~ l )  :> - ~ K ,  �9 = I,  2, 3 , ' '  ", 

,r,~= ~ ' l b ~ l  < ~,b~ + 2nK < (d + 2/17)n. 
1 I 

I s , - s l _ - <  ~ b ,  s i n v a  + ( ~ + K ) n ~ h  ~. 
n+l  

Nun sei zur Abkiirzung ~ [ b ~ ] :  
n 

vn, m, dann is~; 

m--I [ 
Tn, m = Z 0"~ -- 6,--1 _ _ V  ~ {7n--ln 2 +~+{~m Z 0.,, I~2 

~ 1  (~ + 2 K) 
2 V + I 

,~ v (~, + I) ~ 

6 + 2 K  < - + 
~n 

[ ~  ( I ) ]  I 2 
< ( d + 2 K )  + 2  ~ < ( ~ + 2 K )  ; 

i] 
(~ + ~)~ < 

also konvergiert ~[b~] und es ist 

Hieraus folgt 

~n=  < 2(6 + 2K)" I .  
Y qZ 

? l  

< I m ]!~[ 2(d + 2 K )  I 

[ ~ 3 ] = h  Z . . . .  '~ < h I + J~n" 
1+2 n 
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Es sei I > 8 > o gegeben, n = [dh],'~dann ist nh < 8, und 

(3 ~ ) b, s i n v ~  < d  fiir h < h o ( 8  ) < 8 .  
I n + l  

Ferne r  sei ~,~ = [z/eh], dann ist I + ),~ > z/sh, also 

(3 I) Is~l < 8(d + 2K). 

Schliesslich zerfi~llt das In terval l  ([e/hi, [~r/shl) in hSchstens [I/8] + I Teil intervalle  

sin vh 
mit  monotonem vk-- '  daher  ergib6 partielle Summat ion  mit  Riicksicht auf (3 o) 

Is l<2 - . 2  : 4 e .  8 

Zusammenfassend folgg I aus (29 ) ' (32 )  

sin v h I - -  S + ~,  b, sin v g .  ~ - -  < e2(1 + (~ -~ K) + e(4 + d ~- 2 K),  

I 1 

also unser  Satz. 
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