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Einleitung.

Der klassischen Invariantentheorie liegt die allgemeine projektive Gruppe,
gebildet aus allen linearen und homogenen Transformationen von n Verinder-
lichen zu Grunde. Ihre zwei Hauptprobleme: die Frage nach der allgemeinen
Struktur der projektiven Invarianten gegebener Grundformen und die nach der
Endlichkeit, sind geldst, die erstere durch die symbolische Methode, die alles auf
Linearformen und deren Invarianten zuriickfithrt, die letztere allgemein durch
den beriihmten Basissatz von Hinsert und den unmittelbar darauf beruhenden
Hirserrschen Endlichkeitsbeweis.! Seine Methode ist, wie HiLsera selbst an-
gibt?, iibertragbar auf Gruppen, »wenn die Koeffizienten der die Gruppe bestim-
menden Substitutionen ganze und rationale Funktionen einer gewissen Amnzahl
von Parametern sind, derart, dass durch Zusammensetzung zweier beliebiger
Substitutionen der Gruppe eine Substitution entsteht, deren Parameter bilineare
Funktionen der Parameter der beiden urspriinglich ausgewihlten Substitutionen
gind und wenn es zugleich einen Differenziationsprozess gibt, welcher sich in ent-
sprechender Weise zur Erzeugung der zur vorgelegten Gruppe gehbrigen In-
varianten verwenden lisst, wie der Differenziationsprozess £2 im Falle der zur
allgemeinen projektiven Gruppe gehorigen Invarianten.» ,

Hivserr zeigt an derselben Stelle die Anwendbarkeit dieser Methode fiir

die orthogonale Gruppe und fiithrt als weiteres Beispiel fiir quaternire Formen

! D. HiLBEBT, »Uber die Theorie der algebraischen Formen», Mathem. Ann. 36 (1890),

S. 473—534.
* Ebenda, S. 532.
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die drei-gliedrige Gruppe® von linearen Punkttransformationen an, die eine irre-
duzible Raumkurve dritter Ordnung ungeiindert lassen.

Bine zweite Methode fiir den Beweis der Endlichkeit von Invarianten hat
Hurwirz? gegeben und fiir die projektiven und orthogonalen Invarianten auch
durchgerechnet. Sie entstand aus der fiir endliche diskrete Gruppen I' brauch-
baren Methode, eine gegebene Form allen Transformationen von I' zu unter-
werfen und aus den transformierten Formen symmetrische Funktionen, insbeson-
dere ihre Summe zu bilden, die dann Invarianten bei I' sind.?

Bei kontinuierlichen Gruppen geht die Summation iiber in eine Integration
und dass diese fiir die allgemeine projektive und fiir die orthogonale Gruppe
sinnvoll ausfithrbar ist, konnte Hurwirz nachweisen. '

In den letzten Jahren haben im Zusammenhange mit der Darstellungs-
theorie kontinuierlicher abstrakter Gruppen durch lineare Transformationen I.
Scuur* und H. Weyr® diesen Gedanken von Hurwrirz wieder aufgegriffen.
Insbesondere konnte Wryrn nachweisen, dass die durch ihn verallgemeinerte
Methode von Hurwirz fiir alle halbeinfachen Gruppen brauchbar gemacht
werden kann und dass »damit zum erstenmale auf natiirliche Weise ein grup-
pentheoretischer Giltigkeitsbereich fiir die Invariantentheorie abgegrenzt ist».°
Iech habe mich nie damit befreunden konnen, dass man zu derartigen rein al-
gebraischen Sitzen wie den, betreffend die Existenz einer endlichen Integritiits-
basis in Polynomringen bestimmter Art, transzendente Hilfsmittel wie Volums-
integrale, Uberlagerungsflichen und dgl. nétig haben sollte. Es kommt dies,
um ein einmal von H. Wzuyr selbst gebrauchtes Wort zu verwenden, einem »mit
Kanonen auf Spatzen schiessen» gleich.

Das Problem der Endlichkeit bei beliebigen kontinuierlichen Untergruppen
®, der allgemeinen projektiven Gruppe formuliert D. HiLBERT in seinem Pariser
Vortrag von 1900.” Es diirfte ihm jedenfalls entgangen sein, dass ein Jahr

! Auf einem anderen Wege habe ich deren Invarianten behandelt in Proceed. Akad. van
Wetensch. Amsterdam 33 (1930), 8. 1125—1132.

2 A. HURWITZ, Gottinger Nachr. (1897), S. 71.

? Vgl. etwa H. WEBER, Lehrb. d. Algebra II (2. Aufl.) (1899), 8. 227 oder ausfiihrlicher:
E. NOETHER, Mathem. Ann. 77 (1915), 8. 9o. -—— Diese Methode kann bei Kongruenzgruppen und
den dazugehorigen Modular-Invarianten versagen.

* 1. ScHUR, Berliner Ber. (1924), S. 189, 297 u. 346.

® H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 23 (1925), 8. 271 und 24 (1923), 8. 238 w. 377.

¢ H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 24 (1925), S. 302.

" D. HILBERT, Géttinger Nachr. (1900), 8. 281 und Compte rendu du 2iéme congrés inter-
national des Mathém. Paris (19oz2), 8. 92.
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frither (1899) dieses Problem im Prinzip durch L. Maurer gelost wurde.! Auch
mir war diese Tatsache bis vor kurzem unbekannt. Obwohl MavUrER nur die
Endlichkeit der absoluten Invarianten beweist, treten bei ihm doch die drei
wesentlichen Punkte deutlich hervor: FErstens die Endlichkeit bei eingliedrigen
Gruppen (vgl. den folgenden Abschnitt I), die auf die biniren Semi-Invarianten
fithrt und wobei von der Jordanschen Normalform einer Matrix Gebrauch ge-
macht wird.®? Zweitens der Aufbau der ®,-Invarianten aus den Invarianten
bezgl. eingliedriger Gruppen, wobei auch auf die Abhingigkeit der letzteren
Riicksicht genommen wird (Vgl. Abschnitt I1).®> Schliesslich dritfens in einer
besonderen Behandlung der einfachen Gruppen*, wobei betreffs deren Struktur
die von W. Kiruineg und E. Carran gefundenen Resultate verwendet werden.’

Sowohl der von Mavurer skizzierte als auch der von mir gegebene End-
lichkeitsbeweis ist rein algebraisch und von einer bestémmien Darstellung der
Gruppen &, unabhingig. Dass die Ergebnisse Maurrrs solange unbeachtet blie-
ben, mag vielleicht auf den Umstand zuriickzufiihren sein, dass MavrEer wieder-
holt auf nicht ganz leicht lesbare frithere Arbeiten verweist.® Inbesondere ist
fiir den Endlichkeitsheweis seine Einteilung der infinitesimalen Transformationen

ox

notig.”

X = vf afxy, in drei Klassen und die Voraussetzung, dass @&, »regulir» sei, un-
7

Der im folgenden in den Abschnitten I und IT gegebene Endlichkeits-
beweis ldsst uns erkennen: der wahre Grund fiir die Existenz einer endlichen

Integrititsbasis fiir die Invarianten beziiglich beliebiger kontinuierlicher Unter-

! I.. MAURER, »Ueber die Endlichkeit der Invariantensysteme», Sitzungsber. der bayr. Akad.
d. Wiss. 29 (1899), 8. 147—175; zum Teil mit einer angekiindigten Fortsetzung {die niemals er- .
schienen ist) neu bearbeitet in Mathem. Ann. 57 (1903), S. 265—313.

? Bei mir behandelt in Proceed. Akad. van Wetensch. Amsterdam 33 (1930), S. 47—50 u.
227—231I.

? Bei mir zum Teile behandelt ebenda, 8. 233—242.
Bei mir durchgefithrt ebenda, 8. 996—1002.
Vgl. die im § 14 genannte Literatur.
Vgl. auch eine Kritik dreier fritherer Arbeiten im 3. Bande der »Theorie der Transforma-
tionsgruppen» von 8. LiE, Leipzig (1893), 8. 80b.

" MAURER nennt die infinitesimale Transformation X (f) »reguliir von erster Art», wenn die

k__.
P

4
5

6

zu X (f) gehorige charakteristische Gleichung n-ten Grades 4(w) = |a wbﬂ = o nur die Wurzeln

o = o hat; X(f) ist »regulir von zweiter Art», wenn 4 (w)= o nur ganze rationale Wurzeln und
nur Elementarteiler erster Ordnung hat. In allen anderen Fiillen wird X (f) »irregulir» genannt.
Eine lineare homogene Gruppe nennt er »regulir», wenn die erzeugenden infinitesimalen Trans-
formationen so gewihlt werden kénnen, dass sie regulir (1. und 2. Art) sind.

30 — 31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 11 février 1932.
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gruppen der allgemeinen projektiven Gruppe ist der, dass sie ganze rationale
Funktionen sind, die durch lineare Operatoren (= infinitesimale Transformationen)
reproduziert werden oder Null liefern: diese Reproduktion durch lineare Operato-
ren liefert die natiirliche Abgrenzung der algebraischen Invariantentheorie.'

Im Abschnitt III behandle ich zwei Probleme, die sich bei der wirklichen
Aufstellung der ®,-Invarianten einstellen und auf Grund des Endlichkeitssatzes
geldst werden konnen: Das Typenproblem und der sogenannte Adjunktionssatz.
Sie sind zum Teile schon in grobem Umrisse formuliert von F. KrErivy in seinem
»Erlanger Programm».? Er stellt dort die beiden Aufgaben:

1. »HEs ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformations-
gruppe gegeben. Man entwickle die auf die Gruppe beziigliche Invariantentheorie.»

2. »Hs sei eine Mannigfaltigkeit und zn ihrer Behandlung eine auf sie be-
ziigliche Transformationsgruppe gegeben. Es werde das Problem vorgelegt, die
in der Mannigfaltigkeit enthaltenen Gebilde hinsichtlich eines gegebenen Gebil-
des zu untersuchen.»

Sie konnen, wie wir im folgenden zeigen wollen, fiir das lineare Gebiet
G» ((n — 1)-dimensionaler projektiver Raum), fiir kontinuierliche Gruppen von
linearen homogenen Transformationen in ihm und fiir algebraische, durch n-ire
Formen darstellbare Mannigfaltigkeiten gelést werden.

Ist wieder &, die gegebene lineare homogene Gruppe des Gebietes n-ter
Stufe G, so kommt die erste obiger Aufgaben in exakter Formulierung auf Fol-
gendes hinaus: Gegeben sind eine Reihe {F} = I, I, ... von n-dren Grund-
formen: es ist ein volles System von ganzen und rationalen &,-Invarianten der-
selben zu ermitteln. - Wir werden zeigen, dass dies geschehen kann durch Auf-
bau der ®,-Invarianten aus »Invarianten-Typen», das sind &,-Invarianten von
hochstens % — 1 Linearformen, und dass letzten Endes die Ermittlung dieser In-
variantentypen eine Aufgabe der Theorie der projektiven Invarianten bindrer
Formen ist.

Die-zweite der obigen Aufgaben lautet in strenger Fassung wie folgt: Im
G» sind neben den Grundformen {I} n-ire Formen {G} = G,, G,, ... gegeben,

welche die linearen Transformationen einer Gruppe G gestatten und bestimmen.

! Dass die (r-Invarianten eine endliche Ratfionalbasis besitzen folgt unabhingig vom End-
lichkeitssatze aus einem allgemeinen Theoreme von E. NOETHER, Gottinger Nachr. (30. Juli 1926),
8. 29.

? F. KLEIN, »Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen», Erlangen
(1872); wieder abgedruckt in Mathem. Ann. 43 (1893), 8. 63—100.
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Es sind die ®,-Invarianten von {F} zu ermitteln. Wir werden zeigen, dass hier in
allgemeinster Weise der >>Adjunktidnssatz» gilt: Man erhiilt alle §,-Invarianten der
Grundformen {I}, wenn man die projektiven Invarianten des vereinigten Systems
{I}+{G} ermittelt, die in den Koeffizienten der Formen {I'} ganz und rational,
in den Koeffizienten der Formen {G} hingegen algebraisch sind.

Der Adjunktionssatz fithrt auf bekannte Probleme der projektiven Invarian-
tentheorie. Ist hingegen die Gruppe nicht durch ihre Invarianten, sondern durch
ihre infinitesimalen Transformationen gegeben, so muss man erst die in den
beiden ersten Abschnitten dargestellten Methoden anwenden um die zur Gruppe
&, gehorigen Invariantentypen zu berechnen. TUnd hier éffnet sich fiir die In-

variantentheorie der linearen Gruppen ein weites Feld.
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ABSCHNITT 1.
Eingliedrige Gruppen.
§ 1. Die Jordansche Normalform.

Eine eingliedrige Gruppe linearer Transformationen in » Verinderlichen

Ly, Xy .- -, Tn ist durch eine einzelne infinitesimale Transformation
_9f . N N af k
(I) A(f)—a*x—l aixk—ZZ(,)—xia{xk

also durch eine Matrix |af| gegeben. Gilt fiir eine Form f(x) der z; identisch

in diesen Verinderlichen
(2) A{fy=qa-f,

8o nennen wir f eine A-Invariante.
Zwecks Ermittlung aller A-Tnvarianten f(x) gehen wir vermittels einer
linearen homogenen Transformation = S(y) oder ;= s¥y; mit nicht verschwin-

dender Determinante [sﬂ zu » neuen VYerdnderlichen y,, s, ,..., yn iber. Dabei

wird aus jedem f(x) ein ¢(y), aus (2) entsteht

(3) Nig)=a-yg,

wobei N (g) gleich dem transformierten A (f), also gleich -

0 0 )
(4) | Nlg) =5, Stasfym = 5o kg
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ist. Statt der Matrix A = |a!| haben wir dann die transformierte Matrix

(5) N=8148=|n mit n} = Slars*

mt

Wir wollen nun § so wihlen, dass N die sogenannte Jorpansche Normal-
form von A darstellt. Hierzu die folgende Erklirung.’
Die zur Matrix A gehorige charakteristische Gleichung

(6) Det |4+ E—A| = (=21 (l—Ag) . .. —diPh = 0
(ll # lk)’ (’1}1 + 1/2+ +7}h:n)

habe % verschiedene Eigenwerte oder Wurzeln 4; und zwar 4, »,fach, 4, »,-fach, ...,
A, vifach, Fir die Jorpansche Normalform gilt dann erstens

(7) » N =Lyl + [ Ll - ]|,

wobei die »Linder» L; quadratische Matrizen mit »; Reihen sind und die rechte
Seite von (7) andeuten soll, dass diese Linder lings ihren Hauptdiagonalen nach-
einander aufgereiht werden. In |N|| ist dann jedes Element ausserhalb der Lin-
der gleich Null, z. B.:

|

|

|

‘ ‘
i

| i
’ !
|
\ adl
§

Zweitens gehort zu jedem Lande L; mit »; Reihen eine geordnete Folge

von wenigstens einer und hochstens v»; ganzen positiven Zahlen d;1, 0;2, .. .,digi,
(1 <¢;<w), deren Summe = y; ist. Diese »Feldzahlen» bestimmen die ¢; Felder

Fs. ., in die das Land L; zerfillt:

ik

(8) (L = Fa,,|l + |1 Fagl + - +]Fs, )

Alle Elemente von I; ausserhalb dieser Felder sind wieder = o.

! Vgl. J. WELLSTEIN, Crelle 163 (1930), 8. 166—182. Wegen eines Beweises fiir die Trans-
formierbarkeit auf die Jordansche Normalform (nach H. WEYL) vgl. z. B. F. KLEIN-BLASCHKE,
Vorles. iiber hohere Geom., Sammlung Springer Nr. 22. 3. Aufl. (1926), S. 388.
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Ein Feld Fjy,, schliesslich hat die Gestalt

‘)\,i I (6] O\

Jo A1 o;

l

| o o A o
‘-Flk« ‘) ‘[
o o o . . lll‘

Eo o o . . ./L%

Zusammenfassend haben wir also fiir die Jordansche Normalform: N hat
in der Hauptdiagonale die Eigenwerte 1;, unmittelbar rechts von diesen Null
oder Kins und die Einsen bilden eine Reihe von Einser-Serien, deren Lingen
durch die Zahlen d;x — 1 gegeben sind; alle anderen Elemente in N sind Null

Nach (4) haben wir dann

(9) N(y)=1hi-y; oder =i+ 9+

je nachdem in der j-ten Zeile von N rechts der Hauptdiagonale eine Null oder
eine Kins steht. Steht eine Null, so zeigt (9), dass y; eine lineare N-Invariante
mit dem Multiplikafor A; darstellt. Es gilt auch das Umgekehfte: alle linearen
N-Invarianten setzen. sich linear und homogen aus den N-Invarianten y;i1, ¥,

zusammen, die zum selben Multiplikator 4; gehoren. Soll nimlich

n
Y= 2, m'y:
i=1

eine N-Invariante sein, so muss N (m’y;) =« - m'y;, also
m! (A yi+ &y +1) = o - m'y;, d. h.
(10) mt - gt gi = -t

werden, wo « konstant ist und & gleich Null oder gleich Eins zu setzen ist, je
nachdem in der é-ten Zeile von N eine Eins steht oder nicht. Aus (10) folgt
dann, dass nur diejenigen, zum selben Multiplikator 4, gehdrenden m? nicht Null
sein miissen, die zu einer Zeile mit & = o gehoren.

Treten in der Normalform keine HEinsen auf, so ist jedes y; eine N-In-
variante und die y; bilden also selbst eine endliche Integrititsbasis fiir alle N-In-
varianten g(y) Wenn in N nur ein einziger Einser vorhanden ist, z. B, bei
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N(y)=2, -y,+9,, so bilden y,, ys, ..., ¥n die Integrititsbasis fir alle N-In-
varianten und y, kann in keinem g (y) auftreten. Erst von zwei Hinsen an fin-

det man neue, nicht-lineare N-Invarianten g (y).

§ 2. Die nicht-linearen N-Invarianten.

Um diese letzteren zu ermitteln gehen wir allgemein aus von einer Form
p-ten Grades der v, ¥s, ..., Un

Dn

(11) g(y):Egplpz--.rn?/?’?/gz Y, (p1+p2+"'+]7n:17)

mit Koeffizienten gp,p,...p,, die wir uns lexikografisch geordmnet denken: wir
SALeN Gpp,...py = Jaee. .. q Wenn beim ersten der » Indizespaare p, ¢, P2 s, - - -,

PnQn, bei dem nicht beide Ziffern gleich sind, p;>¢q;. Esistalsoz. B. gy ... >¢5 - - -
a. 5. w. und gpoo... ist der grosste, go...p der kleinste Koeffizient.

a
Wir berechnen N (g) = 5}(/1 7y und finden aus (11):
;

N(g) = D {0 Opire. o 92 M9+ 615) v YPn + Dalpips.. vy YR YT
Aoy + e2g3)y§a oyt
= S Dbyt phat e Pada) o VB Y D pies g
’ YR T YRyt

oder, wenn wir die innere Summe rechts wieder nach den Potenzprodukten

y?...yPs ordnen und ein g;;.. mit einem negativen Index gleich Null setzen:
n

(12)  Nlg)= D {(prdy + Podat -+ pukn) - Gy, Y2 Y0+

+ 21)1 & Optl, =1 ps . pp YT - ?/ﬁ"}
p

Hieraus ergeben sich die Koeffizienten g von N(g):
(13) Goive oy =AD1 A F Do dat T pa ) Gpip. . .op T Pré1 Iptt o1 s py
+ Peés Ipupettp—1 . py T )

wobei wie oben & =1 oder = o0 ist, je nachdem N in der ¢ten Zeile eine Eins
hat oder nicht.
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Die durch die Gleichung (13) dargestellte lineare Transformation der Koef-

fizienten gp p,...p, 18t wegen

n
Ip:i+1, pr—1,p5 . .0 = G102 . . Dy,

Ops, p2+1, ps—1, 05, .- Pp = G012z .. Py

halbreduziert, das heisst ihre Transformationsmatrix hat in der Hauptdiagonale
tberall eine Zahl p, 4, +py4;,+ -+ +ppdy und rechts oberhalb der Hauptdiagonale
Nullen stehen. Fiir eine N-Invariante ¢ {(y)==o0, bei der N(9)=g(y) =« - g(¥)
ist, folgt also zunichst, dass der Multiplikator « die Gestalt

(14) =P h+pshy + - tpukn

hat und dass weiters

dg dg 9y 99
(1%) eld% Y + 820%%4— ‘l'vSlco?/k?/k—i-l + o+ e 0%“11/11—0

sein muss. Letzteres beweist man wie folgt. Wir teilen die » Verinderlichen
Y1 Y, - - -, Yn entsprechend den Einserserien und den in der Hauptdiagonale von
N allenfalls stehenden 2;, die weder oberhalb noch rechts eine Eins haben, in
Abschnitte

Yis Yoo - s Yut15 81585, + - oy Evgr - - (Auzoa 7}20)' )

BEine N-Invariante ¢(y) geht dann iiber in ein Polynom Gy, z,...), das wir in

eindeutiger Weise in G=G,+ G4+ --- so zerlegen, dass (7, homogen vom Grade
p’ in den y, homogen vom Grade ¢  in den ¢, .. .; dass G, homogen vom Grade p”’
in den y, homogen vom Grade ¢ in den 2,...; u.s. w. wird. Diese Zerlegung

sei angedeutet durch -

’ ’ oot

p q

q
G=G0Gy,z,..)+ Gyly,z,...)+

Keine zwei der Zahlenfolgeh . d, .. 9,4, ...; ... sind dann identisch.
"Aus N(G)= - G folgt dann, dass dieselbe Gleichung fir jedes G; gilt:

d.h. wir konnen von vorneherein annehmen, dass g homogen vom Grade p in
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den y, homogen vom Grade ¢ in den 2, ... ist. Gehort dann 1, zu den ¢, 4,
zu den 2z, ... (es kann auch A, = 1, sein), so gibt N(g9)=« - g:
N(g):“'.q:(ph‘*'q7~2 g+2 81!/:+1+Z—8k%+1+

Hieraus ergibt sich dann wegen a =pl,+qi,+ - die Gleichung (15).
Umgekehrt ist (15) auch hinreichend fiir die N-Invarianz von ¢ (%).
Bezeichnen wir jetzt die y;, die zur ersten Einserserie gehoren, mit ¥y, y,. . .,

Yut1, die zur zweiten Eingerserie gehirigen mit 2z, 25, ..., 241 u. 8. f., so kon-

nen wir an Stelle von (15) auch schreiben

dg ag g
6 7 7 . — Y
(16) (0% Ys + 6’y2y3 + o+ 99, Yu+1 ) +
99 99 S99 T
+'(ozl +—0zgzg4— +—0zwev+1) + =0

oder, wenn Z die Summation iiber alle verschiedenen Einserserien bedeutet:

§
o9 .~ . 99 dg v)
I SN v+ oy o+ —o0.
17) s (0?/1 Y2 0ys Ys 0 Yu

Diese Differentialgleichung ist aber nichts anderes als die charakteristische

Differentialgleichung fiir Semi-Invarianten bindrer Formen'
o6 8 = = B+ =)t () b e 2 () B+

+ 1y (Mil)§1§f;“1+yﬂ+l§’;
(18
pele )= Bl a s o1l () B G el

Eine Integrititsbasis fiir alle N-Invarianten g¢(y) — und damit auch fir
alle A-Invarianten f(x) — wird also gegeben durch ein wvolles System von Semi-
invarianten dieser bindren Formen (18). Die Grade dieser letzteren sind durch

die Anzahl der Einsen in den verschieden Einserserien s festgelegt.

! Vgl. z. B. E. B. ELLIOT, .Algebra of Quantics, Oxford (1895), 8. 112 ff. (» Annihilator» O, der
die » Anti-Semiinvarianten» charakterisiert). Hierzu auch L. MAURER, Miinchener Ber. 29 (1899), 8. 152.

31 — 81358. Acta mathematica. 58. Imprimé le 11 février 1932.



242 R. Weitzenbock.

Die Semiinvarianten sind projektive Invarianten der Grundformen, zu de-
nen noch eine spezielle Linearform hinzu genommen wird (hier &). Man erhilt
also die Endlichkeit fiir die Semiinvarianten aus der fiir die projektiven In-
varianten und die Semiinvarianten selbst findet man, indem man alle Komitanten
(In- und Kovarianten) der Grundformen (18) aufsucht und in den Kovarianten

&, & durch o, 1 ersetzt.

§ 3. Die Rationalbasis.

Da die Aufstellung voller Systeme von Semiinvarianten bei lingeren Ein-
serserien eine reichlich komplizierte Sache sein kann, wollen wir auch eine Ra-
tional-Basis fiir alle N-Invarianten g¢(y) ermitteln, hier lassen sich nidmlich die
Bagisinvarianten explicite angeben.

Sei zuniichst eine einzige Einserserie mit den dazu gehorigen Verdnder-

lichen ¥y, ¥s, - - -, Yu, Yu+1 gegeben. Dann haben wir die Differentialgleichung
dg 99 dg
7 4 =L Lo : =
(19) ay et T g e =0

die leicht auf die gewohnliche Weise zu integrieren ist und die u unabhingigen
Integrale liefert:

G (y) = Yu+1

I
Co () = Yu—1 Y1 — , Vi

. I
03 (y) = Yu—2 y;+1 — Yut Yu Y1 - g ?/;i

1 1

1 1
+ (= I)“——(M_z)!?/ﬁ P Yu—1 Yutr — (— 1)”—;!—1/5.

Fir C, haben wir neben

p— I ey
(21) On = Yu—m+1Yy 31 — 1Y Yu—mr2 Yorit o

m—lym
ml e

- (”— I)m (m__’z)! ?/ZI_Q Yu—1Yu+1— (_' I)m
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die Rekursionsformel

I I
(22) On = Yu—mr19y 51~ L1 Y0 Onmt = 3 Y O — -
1 2

. 1
“( _*)j?/L" Gy — 4

Jedes rationale Integral von (19) ist dann ein Polynom der Cy(y) von (20),
geteilt durch eine Potenz von #,+1.

Analog fiir eine zweite Einserserie von » Einsen und den dazu gehdrigen
Variabeln 2,, 2,, ..., &, 2,+1. Hier tritt dann neben die Polynome

Oy(e) = 2va

I
C, (Z) = &v—1&y+1 — 2 2y

I y—1
Ov(e) =2, 2071 — neaaT ot (— I)”——;/Tz:

noch die N-Invariante

(23) Ay = YuZrr1 = Yu+12s

und dasselbe gilt fiir alle weiteren Einserserien.

So ergibt sich im allgemeinsten Falle das Resultat, dass jede rationale
N-Invariante ¢g{y, #,...) ein Bruch ist, in dessen Zihler ein Polynom der C, (),
On(2), ..., 4, Ay, Ay, ... steht und dessen Nenner von einem Potenzprodukte

28, ... gebildet wird.

124
yM+1 r+1 -

§ 4. Beispiele.

Zur Verdeutlichung des Obigen seien einige einfache Beispiele besprochen.
1. Sei n=4. Dann haben wir die folgenden fiinf nicht-iquivalenten Ty-
pen von Normalformen:

A1

Y ; i
’ Al

A
| Ay
T, T, T, T, T

Y Aot ;
1

|
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Bei T, sind alle vier y; selbst N-Invarianten; bei T, nur y,, y; und y,;
bei T, haben wir zwei Einserserien von je einer Eins, also nach (18) die beiden

bindren Linearformen
py=a;=1y & + ys &
pr=Pf:=25 + 5= Ys &y + Yy &

Ihre Semiinvarianten sind also y,, ¥, und («f) ==y, ¥, — ¥, ¥, und diese drei Poly-
nome bilden die Integritdtsbasis fir diesen Fall.
Bei T, ergeben sich neben y, aus der binidren quadratischen Form

9 I . 2
‘}”3/:‘15:2?/1'53 + 2y & 8tys- &

zunichst deren Semiinvarianten «f, (¢8)* und aus diesen die N-Invarianten y,
I
und y; 93 — g3 (vgl (20)).

Bei T’ schliesslich haben wir y, und die binire kubische Form

9

3 I 2 2
'P'J:aé:‘6?/1'§f + g?/2'§1,2+ 395 & &y 8l
Deren Semiinvarianten sind
af, (@f)e;B:, (@B) (ya)B:y: und (aB)*(70)*(ad)(87);

sie liefern (vgl. (20)) neben y, die N-Invarianten
. 1,
Coly) = vs 95— , s

I
Coly) =y, 92 — ¥a¥sys t+ 3!/5
Dy)=— 18y, %ysys + 6yys + 9yt y: + 8y.y,— 392 9;.

Dies ist die Integrititsbasis fiir alle ¢(y); y,, C;(y) und C,(y) bilden die Ratio-
nalbasis. Wir haben in der Tat'

szﬁw@+9w.

! Vgl. ELLioT, le. S. 219.
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2. Sei n—8 und N die Matrix

4_7\7- = 12

Wir haben hier also drei Linder mit je einem Feld und im ganzen zwei Einser-

serien. Fiir die N-Invarianten ¢(y) erhalten wir die Rationalbasis
Yo Ys> Ys =25, d1a = Y385 — Y25 = Y3 Ys — Ya s

) 2 I
Coly) =295 — ¥1; Coly) = v, 9% — Yo Ysys + p Y

1 I
al — ~2 > o2
02(5)—5133 - 542 =YelYs— 2?/7

nnd als Nenner treten nur Potenzprodukte y?zf = y%y¢ auf.
Die Bestimmung einer Integritiitsbasis fiir die N-Invarianten g(y) erfordert
die Berechnung eines vollen Systems von Semiinvarianten einer bindiren ku-

bischen Form
P =06y i + 6y, E 5+ 3ys 58ty &l

und einer bindren quadratischen Form
Pr=29s 5 + 2y 55 +ys &

Man hat also ein volles System von projektiven Invarianten von ¢, und ¢, aufzu-
stellen und in den Kovarianten §,, §, durch o, 1 zu ersetzen. Es ergeben sich
80 15 Invarianten®; also enthilt die gesuchte Integrititsbasis, da noch y; mit zu

zdhlen ist, 16 Invarianten.

! Vgl. GORDAN-KERSCHENSTEINER, Vorlesungen fiber Invariantentheorie II, Leipzig (1887),
8. 323.
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§ 5. Absolute und relative A-Invarianten.

Wir schreiben jetzt wieder x statt y und es sei die Form f(x) eine A4-
Tnvariante mit dem Multiplikator «':

(2) , A(f)=a-f.

Wann gibt es absolute A-Invarianten? Wir wissen nach (14), dass « die
Gestalt hat

(14) a=pih + DsdatFPpuin

wo die p; ganze Zahlen =0 und die 4; die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
|JAE— A|=o0 sind. Notwendig fiir die Existenz von absoluten Invarianten
(¢ = 0) ist also das Bestehen einer positiv-ganzzahligen Relation

(24) . PiAy F Do hot o FPpky = 0.

Und dies ist auch hinreichend, denn es gibt nach (10) zu jedem A; wenigstens

eine lineare Invariante IL; und nach (24) ist also L# L% ... L?: eine absolute

A-Invariante. Ferner: es gibt nur relative, ganze, rationale Invarianten, wenn
keine Gleichung (24) moglich ist, und es gibt nur absolute Invarianten, wenn
alle 4; =0 sind.

Jetzt seien f=F const., fi, /3, ...fs A-Invarianten mit den Multiplikatoren

o, a, @, ..., 0. Dann gilt der
Satz 1: Ist
(25) =St

8o konnen rechis alle f; weggelassen werden, bei denen «; ==« ist. Sind also 2. B.

alle o; + «, so folgt f=o{x}.?

Beweis. s seien «;, o, ..., ar die untereinander und von o« verschiedenen
Multiplikatoren der Reihe ¢, a5, ..., «;. Wir bilden den Operator

pAd)=Ud—;E)(A—eE)...(4d—a E),

! L. MAURER, Lec. 8. 154 nennt bei einem reguliren A4 (f) zweiter Art eine relative Invari-
ante f eine »ausgezeichnete Funktion» und die ganze Zahl « in (2) ibren »Index»,
® Hierzu H, WEYL, Mathem. Zeitschr. 23 (1925) 8. 277.
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wenden wir ihn auf (25) an, so ensteht rechter Hand Null und links
Sl =(c—a)le —a) ... (e —a)-f,

wir wiirden also f=o0 bekommen, wenn ein ¢; von ¢ verschieden wire, gegen
unsere Voraussetzung f == const.

Satz 1 gilt in derselben Weise, wenn A(f) durch eine beliebige Trans-
formation X einer Gruppe & ersetzt wird und f sowie die f; & Invarianten sind.

Es gilt weiters der

Satz 2. Auch die absoluten A-Invarianten F(x) bilden einen endlichen In-
tegritdtsbereich.

Beweis. Die absoluten A-Invarianten F(x) sind ndmlich Polynome P(f)
absoluter und relativer A-Invarianten f;(z) mit A(F)=o0. Nach dem Hir-
BERTschen Basissatz lassen sich aus allen F' eine endliche Anzahl I, F,, ..., I\,
so auswiihlen, dass jede absolute A-Invariante F in der Gestalt

(26) F=F G (f)+ Fy Go(f)+  + o Gulf)

geschrieben werden kann, wo die G;(f) wieder Polynome der f;, also entweder
selbst A-Invarianten oder Summen solcher sind. Wenden wir also Satz 1 an
auf die Gleichung (26), so folgt A(G;) =o, d.h. die G; konnen so gewiihlt wer-
den, dass sie auch absolute A-Invarianten sind, wodurch Satz 2 bewiesen ist.
Zu jeder absoluten A-Invariante F'(x) gehort, wenn sie als Polynom der
relativen Invarianten dargestellt wird — wir setzen jetzt voraus, dass es solche
gibt — nach (24) eine verschwindende Linearform der 1; mit ganzzahligen Koeffi-
zienten p; =0 und umgekehrt. Der Inhalt des Satzes 2 kann dann auch wie

folgt formuliert werden:

Satz 3. Gegeben n komplexe Zahlen Ay, Lo, ..., M. Aus der Gesamtheit dey
Gleichungen P = piAy+pyldo+ - +Dnkn =0 mit ganzen p; = o ldsst sich eine end-
liche Anzahl P,, Py, ..., Py derart auswdhlen, dass jedes P in der Gestalt

P=g, P, + g, P+ +gnPu

met ganzen g, = o dargestellt werden kann.*

! L. MAURER, l.c. 8. 162,

* Dies ist ein spezieller Fall eines allgemeinen Satzes itber Linearformen von J. G. VAN
DER CoORPUT; vgl. Proceed. Akad. von Wetensch. Amsterdam 34 (1931), 8. 372—382. Vgl. auch
A. OSTROWSKI, Math. Ann. 78 (1918), 8. 98 und 81 (1920), 8. 22.
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Schliesslich konnen wir die Endlichkeit der A-Invarianten noch wie folgt

formulieren als

Satz 4: Alle ganzen rationalen Integrale der Differentialgleichung af x gi——:
i
. . . . . Of .
=« - f oder auch die der homogenen Differentialgleichung af xy G 0 bilden

einen endlichen Integﬂ'tdtsberez’ch.
Es sei hier noch auf den Unterschied hingewiesen zwischen A-Invarianten
f(x) und den Invarianten g(x} bei der einzelnen endlichen linearen Transforma-

af

0.’&'

tion A: fir erstere haben wir A(f)=alfxs =g - f, fiur letztere hingegen

9(#)=g(@x) = p - g(x;). Diese letzteren Formen g¢(x) bilden im allgemeinen
keinen endlichen Integritiisbereich. Denn wenn wir die Matrix [|a¥| wieder auf
die Jordansche Normalform transformieren, so gibt es zu jeder Wurzel 1; we-
nigstens eine lineare Invariante y;, wofiir also afyr =A% ist. Ist nun 4, =o,
so gilt fiir jedes Polynom g(y) =y - P(y), wo P(y) beliebig, g(y) = o, d.h. jedes
solche g¢(y) ist eine Invariante bei der endlichen Transformation A und es
‘existiert hier keine endliche Integrititsbasis.! '

§ 6. Minimalpolynome D (A4).
Sei f(x) == const. eine Form p-ten Grades der n Verinderlichen x;, z,, ...,

Zn, nicht notwendig eine A-Invariante. A(f)= alx: ist dann wieder eine

()‘L'l'
Form der x;, vom selben Grade wie f oder=o0. Ebenso A*(f)=A(4(f)),
A%(f),.... Da es nur endlich-viele linear-unabhingige Polynome vom Grade p

in den z; gibt, muss zu jedem f(z) mit kleinstem m = o ein »Minimalpolynom»
Dyi1(4) der Gestalt

( ) [Dm+1(A):Am+1+ dlAm'f‘ d2Am—1+ +dmA -+ dm—l—lz
27) .
| (A=) (A=) . (A—durr)

existieren, derart, dass

(28) ’ Dy+1{A)(f) = olas}

! Invarianten bei einer einzelnen endlichen Transformation A behandelt H. HirLTON, Proc.
London Mat. Soc. 10 (1902), 8. 423—445 und 11 (1912), 8. 96-—1I103.
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gilt. Ist f(z) eine A-Invariante mit dem Multiplikator «, so ist bereits
(A—a)-(f)=o0, also m=o0 und Dpi1(4)=D,(4)=A4 — . Und umgekehrt
ist fiir m =0 f eine A-Invariante.

Von diesen Minimalpolynomen gilt der

Satz 6: Zu jedem f(x)==const. gibt es ein einziges Minimalpolynom Dy1(A).
Ist P{A)==const. ein Polynom in A und verschwindet P(A)(f), so ist P(A) durch
Dni1(4) teilbar.

Beweis. Der erste Teil des Satzes folgt aus der Minimaleigenschaft und
aus (27); denn hiitten D . (A) und D) _  (4) die Bigenschaft (28), so wiirde

m-+1 m+1
ihre Differenz ein kleineres m ergeben. Zum Beweise des zweiten Teiles dividie-
ren wir P(4) mit Dy (4):

P(A) - Q(A) : Dm+1(A)+R(A),

wo R(A4) hochstens vom m-ten Grade in A ist. Schreiben wir rechts von allen
Gliedern der letzten Gleichung f, so folgt R(4)(f)=o, also R(X)=oo fiir alle
X, w.z.b. w.

Bs seien jetzt fi, f3, ..., fi A-Invarianten mit den Multiplikatoren «;, also

A(fi(@) = e - fi(w)

und weiter @(f) ein Polynom dieser f;- @ ist i. a. nicht wieder eine A-In-
variante. Wir bilden das zu @ (f) gehorige Minimalpolynom Dy,41(4) und be-
weisen hiertiber den

Satz 6: Die Gleichung Dumii(X) =0 hat nur einfache Wurzeln.
Sei ndmlich @ als Polynom der f; ausgeschrieben, mit Koeffizienten @y, ,, .. 5

(29) ® =3By, - [PPSO
Wir haben dann:

4 (o) :E@pmzmpj(]h“l +peayt - pia) [P S
(30) A (@)= Emp1p2~-?j(p1 @ T peeyt i) P i

Dut1(4) entsteht aus (29) und (30) durch Elimination der Produkte Dy, ...p; -
P ... fpi. Bezeichnen wir also mit dy, 0y, ..., dn+1 die untereinander verschie-

denen Werte von p, ¢, + pye,-+ - +pja; in den Gleichungen (30), so wird
32 — 31356, Acta mathematica. 58. Imprimé le 12 février 1932.
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L/ S |
A ((D) O, . . . . . . .. O
Amr(@) ot gm

und hieraus
Dir (A) = (4 — 0)(A—8) ... (A — Gnss) - TT(8; — 8,

woraus wegen J;%+dr Satz 6 folgt.
Ist @ selbst wieder A-Invariante, so wird m =1 und 6, =p;e¢;+ - +pj e
hat fiir alle Exponentensysteme p; denselben Wert.

ABSCHNITT II.

Mehrgliedrige Gruppen.

§ 7. Die allgemeine Struktur von &.

Jetzt sei

& =Gy, Gy, ..., Grlr>1)

eine r-gliedrige kontinuierliche Gruppe homogener linearer Transformationen in
n Verdnderlichen x, x,, ..., 2z, und erzeugt durch die » linear-unabhingigen

(mit konstanten Koeffizienten!) infinitesimalen Transformationen

(1) G=AN=L s, ¢,=B=Lpra, ...

(iber ¢ und % wird von 1 bis #» summiert).

Ist =G, Gy, ..., G; ein Teilsystem von &, fiir welches alle Klammer-
ausdriicke
{GZG}J:‘—FZsz (’l:,k:I,Z,...,j)
wieder nur durch G, G,, ..., G; allein ausdriickbar sind, so ist  eine Unifer-
gruppe von &. Gilt fir jedes G aus G(m=1,2, ... 7):
(2) (G Gn) = Ty Gy + T Gy + -~ + 19 Gy t=1,2,...,79),

so heisst § eine snvariante oder ausgeceichnete Untergruppe (Normalteiler) von ©.
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Hat & ausser sich selbst und der Identitit o keinen Normalteiler, ist also
ohne »eigentlichen» Normalteiler, so heisst & einfach. Binfache, nicht ein-glied-
rige Gruppen haben wenigstens die Ordnung drei.

Die Gesamtheit der Klammerausdriicke [(G; G4 (¢, k=1, 2, ..., ) bilden
einen Normalteiler & von &; er wird die (erste) Ablestung von & genannt. En-
digt die Reihe der Ableitungen @, &', ®", ..., &~V & mit = o, dann sind
alle infinitesimalen Transformationen von ®&®~1 untereinander vertauschbar,
G- ist also ein Asrrscher Normalteiler von &. & heisst dann auflosbar oder
wntegrabel.

Enthiilt eine Gruppe & keinen auflosbaren Normalteiler, so heisst sie halb-
einfach. Jede halb-einfache Gruppe € ist als direktes Produkt €, G,, ...,
€ (m=1) von einfachen Gruppen darstellbar': ist E; aus €;, Ej aus €, so gilt
filr 7=k stets [F; Ex] = o.

Wir werden in diesem § von einer Gruppe & ausgehen, bei der die Reihe
der Ableitungen mit &% (s = 1) abbricht, wo also & = @6+ = ... ist. Ist
®¥ =0, so ist © auflosbar; ist ¥+ o0, so stellt G eine Gruppe dar, die mit
ihrer Ableitung zusammenfillt. TLetzteres ist z. B. bei allen halb-einfachen Grup-
pen der Fall; es gibt aber auch nicht-halb-einfache Gruppen mit dieser Eigen-
schaft. _

Nehmen wir dann eine Basis (1) fiir ® so an, dass in ihr die infinitesi-

malen Transformationen von & enthalten sind, so haben wir folgendes Schema:

@j: GJ_, Gg, e e e e e e e e Gh, @(S)
o = G Gh oG B
3) 0 — Gy, Ge, . .G e
&6 = G

Hierbei ist h > h, > hy- - > he—y > hs = 0.
Ist ferner X¢ eine willkiirliche infinitesimale Transformation von G¢—1
und X@ aus G, so ist [X#~ X"] entweder Null oder wieder in ®“ enthalten.
Wir setzen h =1 voraus; die Gruppen ® mit & = ® werden wir spiter
behandeln.

! Vgl. E. CARTAN, These, Paris (1894), 8. 53.
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§ 8. ®%-Invarianten.

Eine Form F(x) der Veriinderlichen x;, fiir die identisch in allen x; die »

Gleichungen gelten
A(F)=ua-F, B(F)=g-F, ...,

heisst ®-Invariante. ,

Wir werden die Endlichkeit der &-Invarianten schrittweise beweisen. Ist
& nicht selbst auflosbar, so werden wir voraussetzen, dass die Endlichkeit der
G- Invarianten feststeht wnd dass wir eine Integritatsbasis der &Y-Invarianten
kennen. Von diesen ausgehend werden wir die Endlichkeit der &*-Invarian-
ten, dann die der ®G®—2.Invarianten u.s.f. bis zu den ®-Invariaten selbst be-
weisen. Ist dagegen & =o0, also ® selbst auflosbar, so nehmen wir eine be-
liebige infinitesimale Transformation X{— von ¢~ und suchen deren In-

varianten; die Endlichkeit dieser X(,f?__ll)-Invarianten steht nach Abschnitt I fest.

Ist hs—y > 1, so nehmen wir eine zweite infinitesimale Transformation ng—ll)_l
s

und bestimmen die Polynome der z;, die bei X}js—_ll)_l und X}js‘_ll) invariant sind.
Dies wird solange fortgesetzt, bis wir die @*—V-Invarianten haben. Von diesen
kommen wir dann wieder zu den ®¢—2.Invarianten u.s.f. bis zu den ®&-Invarian-
ten. Es eriibrigt sich dann noch die Fille ¢ = € = halb-einfache Gruppe und
®+E, =@ zu behandeln. Wir werden sehen, dass der Endlichkeitsbeweis
fir diese Fille auf ganz dhnliche Weise, wie eben geschildert, geliefert werden
kann durch Aufbauen von € aus einfachen Gruppen €.

Es sei f eine ®Y-Invariante, also X (f) =& f fiir jede infinitesimale Trans-
formation X aus &% und A sei eine infinitesimale Transformation aus G¢—2),
aber nicht auch von &?. Hs ist dann [4 X] wieder in G enthalten oder ver-

schwindet. Wir beweisen jetzt den

Satz: Ist f eine ©U-Invariante, so auch A (f).
Beweis': Die m+1 Formen der linearen Formenschaar Smi:

(4) A (f)=f, AN =S, A ) =A(f)=f", ..., A"(f)=/™

seien linear unabhiingig, fm+) = A™+1(f) dagegen linearabhingig von den For-
men (4). Ist A(f)=o0 oder =« - f, so ist nichts mehr zu beweisen; wir kon-

! Vgl. den von H. WEYIL gegebenen Beweis des Likschen Theorems tiber die Existenz von
Invarianten bei auflésbaren Gruppen: Mathem. Zeitschr. 24 (1925), S. 375.
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nen also m=1 voraussetzen. Jedes fm+tH—=Am+k(f) (k=1, 2,.. ) ist dann linear-

homogen durch die Formen der Schaar Sp+1 auszudriicken: Sp+: bleibt also als

(m + 1)-dimensionaler Raum bei der Operation 4 invariant. Wir wollen zeigen,

dass Smi: auch bei jeder Operation X, X', X”, ... von ¥ invariant bleibt.
Zuniichst ist, da f eine ®-Invariante:

(s) X(H=§f XN=F-fi XN)=E"Ff. .
dann:

X(f)=XA(f)=[XA(N+AX(N)=X(f)+§ A(f),
da [XA] = X’ wieder in &% liegt; also wird
(6) X(f)=§ f+&- 1.
Weiters, in derselben Weise:

X(f)=XA(f)=[XAS) + AX(f)=X"(/)+AX(f),
also, da

X(f)=XAf)=XAN+AX () =X"(Nl+E - AN=8§ F+§-S

ist und X (/') aus (6) entnommen werden kann:

X(f)=E&" - f+E - f+AE - fHE-F)=8" f+§ f+E - f+Ef7, A h
(7) X(f")=&"f+28 - f+E1".

Allgemein hat man bei X die folgende Transformation des Raumes Sp+1:

X(f) =§&-f
X(fy =8-f+&-f

(8) X(f)y =& fH28 f+&f"
X(Fm)=gm . fo L HEfm

Diese Gleichungen stellen eine lineare Transformation X des Raumes S 41
dar, deren Spur ={m + 1)-£ ist, wobei nach (5) § der zu f gehorige Multiplikator
von X war. Die Sp+1-Transformationen X', X", ... haben also die Spuren
(m+1)-&, (m+1)-£,.... Nun ist aber A ebenfalls eine lineare Sp.-Trans-
formation und es war X'=[XA| gesetzt; daher: Spur von X' = Spur von
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[XA] = XA~A4X, also= Null, also §=o0. Und ebenso schliesst man §"’==" =
={Em= o, 50 dass (8) iibergeht in

Also ist insbesondere

X(f)=XA(f)=§ =5 A(f), d.h
(9) XA(f)=4AX(f)=§-A(/).

A(f) ist also so wie f selbst eine G-Invariante, w.z. b. w.

Man sieht sofort, dass obiger Satz fir jede Gruppe und allgemeiner fiir
jede Menge infinitesimaler Transformationen & = X, X,, ... und eine ausser-
halb & liegende infinitesimale Transformation A gilt, wenn nur jedes [4 X/]
wieder zu & gehort: fiir jede R Invariante f ist auch A4 (f) eine R-Invariante.

8 9. Die infinitesimale Transformation 2.

Wir setzen jetzt voraus, dass wir ein kleinstes volles System

(IO) 2:{]/”}:.}017][2;“'7]:‘?

von &@.Invarianten kennen. f, sei eine dieser Basisinvarianten und vom Grade
p» in den x;. Es gibt zu jedem Grade p, nur endlich-viele l¢near-unabhingige
®@-Invarianten f,, /., f,.... Nehmen wir diese fiir jedes v=1, 2,3,...,s

zum Systeme I hinzu, so entsteht wieder ein endliches System

(11) S={f It

von wuntereinander linear-unabhingigen Formen und jede ®7-Invariante ist ganz
und rational durch die Formen aus 3 darstellbar. In 3’ werden aber, was bei
= nicht der Fall ist, im allgemeinen Formen f(z) vorhanden sein, die ganz und
rational — aber nicht linear — durch andere Invarianten von I’ ausgedriickt
werden konnen. Ist z. B.

2 =2y, By TyXy + 257,

so lautet 3':

a2 2 p
Tyy Loy Ly, Ty Lg, Ty, x3x4+x5‘l/‘6'

Nun sei 4 eine infinitesimale Transformation von ®¢—1 ausserhalb ®? ge-
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legen, sodass also entweder G~V =4, ¥ mit G~ identisch ist oder doch
eine invariante Untergruppe von &Y=V darstellt, deren Ableitung = & ist.
Wir denken uns die &@-Invarianten (11) nach den Graden in den x; ge-

‘ordnet:

(12) Er:flla f;:7 f,{,v L ) f](f;l); .ﬁm f;v .. -vﬂ&aZ); :{fl}, {f,u}, .

sodass alle f; Formen vom Grade p, alle f, Formen vom Grade p,, ... in den
Veriinderlichen x; sind. Jedes f von E'\hat dann bei der allgemeinen infinitesi-
malen Transformation A X+A X' +1"X"+ -+ von &Y einen bestimmten Mul-

tiplikator 2 - E+4" - E+ -
(13) AXAVX 4+ V(= E+N E+- ) f=d f

Wir ordnen ferner die f{¥ jedes Abschnittes {/;} von (12) nach diesen Multi-

plikatoren und erhalten so schliesslich statt (11):

(14) 2’:ﬁ; J[‘2, L '1f91; .917 927 vy gsz; hiv hza cv hsa; .

Dann haben alle f; aus (14) denselben Grad p, in den x; und denselben Multi-
plikator 4, bei einem beliebigen X aus ®&@; ebenso sind alle g; Formen vom
Grade p,=p, in den w; und haben denselben Multiplikator A,== 4, u.s.f.

Nun bilden wir A(f). Dies ist wieder vom Grade p, in den z; (oder ver-
schwindet) und ist nach dem vorigen § wieder eine ®“-Invariante und also we-
gen der Konstruktion von I linear und homogen durch die fi, gu, ... vom
Grade p, darstellbar.'

(13) A(f) = Wit A gut -~

Der Multiplikator von A (f;) bei @7 ist nach (9) gleich dem von f;, also == ,.
Nach dem Satze 1 des § 5 stehen dann in (15) rechts nur die f; und keine
G, h/v, ey dies gibt

(16) A (ﬁ):%[ij, A (gk):%‘,g Ou, A (hj):?l; Py oo

Hieraus folgt, dass die infinitesimale Transformation 4 in den Formenreihen

Ji, Gu, hs, ... eine infinitesimale Transformation U induziert mit

. ! Fiir absolute Invarianten vgl. L. MAURER, 1. c. 8. 166 (infinitesimale Transformation
Ci(f)); bei MAURER fehlt die hier unerlissliche Erweiterung von ¥ zu 2.
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or . oF
—_— - . - w P
wo F ein beliebiges Polynom der fi, gu, ... vorstellt.
Nehmen wir jetzt die Formen f, g, h, ... von (14) als neue Veriinderliche

und wenden wir den Satz von Abschnitt I an, demzufolge die Invarianten einer
eingliedrigen Gruppe, hier die -Invarianten @ (f, g, k, ...) mit

(18) AD)=a- @
eine endliche Integrititsbasis @,, @,, ..., @, haben, deren Basisinvarianten @;
homogen beziiglich der fi, homogen beziiglich der g,, ... sind, so ergibt sich aus

dieser Homogeneitit, dass die @; auch ®Y-Invarianten, also auch ®¢—-Invari-
anten sind.

' Sei nun umgekehrt F(z) eine G¢~V.Invariante. Dann ist F auch eine
®@-Invariante und also ein Polynom @(f:, gu, ks, ...) der Formen (14), das bei
A invariant bleibt und wofiir also (18) gilt. Somit ist @ ein Polynom der
®@,, @, ..., @,, d.h. auch die G¢—-Invarianten haben eine endliche Basis.

§ 10. Die U-Invarianten @.

Das »Somit», mit dem der letzte Satzt beginnt, bedarf einiger EKrorterung.
Wir haben nimlich aus dem Bestehen der Gleichung (18) oder

AD(f.g,..)=c-O(f,q,...)

auf @ = Polynom von endlich-vielen Basisinvarianten @, @,, ..., @, geschlossen.
Dies ist nach den Ausfiihrungen des ersten Abschnittes sicher richtig, wenn die
Verinderlichen f;, gk, ... untereinander wnabhdngig sind; die Schlussweisen, die
zu diesem Resultate fithrten, werden aber hinfillig, wenn dies nicht der Fall ist.
Und gerade dieses letztere wird hier im allgemeinen eintreten: die Polynome

fis Gk, - .. von (14) sind G-Invarianten zwischen denen eine Reihe von Syzygien

(19) S=o0{xz}, S=o{f, g,...}

bestehen, d.h. das Polynom S ist nicht Null, wenn seine Argumente fi, gz, . ..
als unabhiingige Verinderliche betrachtet werden; dagegen verschwindet S iden-
tisch, wenn alle f;, gi, ... durch die » unabhiingigen Veriinderlichen x;, @y, ..., Zn

ausgedriickt werden.
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Alle Syzygien zwischen den endlich-vielen Formen f;, g¢, ... deér z; ha-

ben nach einem Satze von D. HiLerT!' eine endliche Basis
(20) Sy, Sy, ., Ss

von drreduzeblen Syzygien (erster Art), d. h. es gilt erstens (19) fiir jedes S;,
zweitens ist fiir jedes S von (19) mit geeigneten Polynomen P;(f, g, ...)

(21) 8= 8, P+ S, Pyt + 8 Po=3 8 P; (frg,.. .}

und drittens ist kein S; von (20) durch die iibrigen Sy analog (21) ausdriickbar.

Wenn nun F(z) eine ®¢—V-Invariante ist, so ist, wie schon im vorigen §
bemerkt wurde, F'(x) auch ein Polynom ¥ der ®&“-Invarianten fi, gi, .... W ist
aber nur modd §; bestimmt:

(22) Flx)=%(f,9,..)+38 U.
Und weiter, aus A (F(x))=« - F(x) identisch in allen z; kann nur auf

AF)=ca ¥ (z}
nicht aber auf

AF)=a-# {f g,...}

geschlossen werden.

Ist andererseits, wenn die fi, gr, ... als unabhiingige Veridnderliche be-
trachtet werden, @(f, g, ...) eine Losung von (18), so ist dieses @ gewiss auch
eine ®Y—V.Invariante, wenn nachtriglich die Giltigkeit von (22) vorausgesetzt
wird; d.h. es ist wohl jedes @(f, g, ...) auch ein ¥ (oder verschwindet), aber
es muss nicht umgekehrt jedes ¥ (f, g,...) von (22) ein @ sein.

Aus

AW)—e =0z}, Zol{f, g, ...}

folgt nun, dass A (¥) — - ¥=0 eine Syzygie §=o0 darstellt, dass also

identisch in den f;, gr, ... gilt. Wir wollen jetzt zeigen, dass hieraus auf

! Mathem. Ann. 36 (1890).
33—31356. Acta mathematica. 68. Imprimé le 12 février 1932.
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geschlossen werden kann, d.h. dass man also tatsichlich alle G¢—?-Invarianten
P aus den U-Invarianten (18) (bei unabhiingigen fi, gi, ...) erhilt. Denn (24)

gibt unmittelbar

(25) Fla)=0(f(z), gl), ..) {z}.

Zum Beweise von (24) gehen wir auf die' Bedeutung der Polynome @ zu-
riick: sie sind Semi-Invarianten einer Reihe von bindren Formen ¢, ¢,, ..., ¢»
mit Koeffizienten f;, gi, ..., also projektive Invarianten der Formen®
(26) oV =@, @a, ..., o and L=0-§+1- §=1:.

Daraus haben wir auf die Endlichkeit aller @ geschlossen unter der Voraus-
setzung, dass die Koeffizienten f;, gi, . .. dieser Formen untereinander unabhingig
sind. Es ist also die Frage zu beantworten: bleibt diese Endlichkeit bestehen,
wenn diese Koeffizienten nicht mehr unabhiingig sind und wie erhilt man dann
die Invarianten ¥ dieser Formen (26)?

Hierauf gibt ein Theorem von J.. DEruvrs Antwort: Man erhilt jedes ¥
der Formen (26) mit abhdngigen Koeffizienten aus einer projektiven Invariante
@ derselben Formen mit unabhingigen Koeffizienten in der Gestalt (24), voraus-
gesetzt, dass das System der Qleschungen S;=o0; das die Abhingigkeit der Koeffi-
zienten der Formen (26) darstellt, selbst ein projektiv-invariantes Gleichungs-
system ust.?

Es kommt also nur noch darauf an zu zeigen, dass die Syzygien S;=o0
(Vgl. (20)) ein projektiv-invariantes Gleichungssystem der Formen (26) darstellen.
Lassen wir in (26) die Linearform L weg, so heisst dies: die Gleichungen
S; =0 missen semz-tnvariant sein. Dies ist nun in der Tat der Fall. Aus
S; = o {x} folgt zunichst A (S;) = o {x} und daher ist entweder auch

AS) =0 {f, g,...}
oder U (S;) = o stellt selbst eine Syzygie dar, d.h. wir haben in jedem Falle

(27) AS)==8TU: {f, g,..}

woraus die Semi-Invarianz aller §;= o folgt.

! Semi-Invarianten bei biniren Formen = affine binire Invarianten!

2 J. DERuYTS, Essai d'une théorie générale des formes algébriques, Luik (1890), S. 148 ff.
DErUYTS sagt dann, dass die Formen mit abhiingigen Koeffizienten eine »particularité essentielle»
besitzen.

L. MAURER, l.c. 8. 148 nennt die ¥ »spezielle», die ¢ »allgemeine» Invarianten.



Uber die Invarianten von linearen Gruppen. 259

§ 11. Der Ubergang von G- zu G¢—V.Invarianten.

Wir hatten
@i = 4, G

und = ={f,}] war ein kleinstes volles System von als bekannt vorausgesetzten
®9-Invarianten. Wir haben I erweitert zu einem System (11)

=1f Sl

von linear-unabhingigen ®®-Invarianten.

Die ®¢—-Invarinten findet man dann auf die folgende Weise. Im Raume
der Formen von 3 induziert A eine infinitesimale Transformation ¥ und von
dieser hat man alle U-Invarianten @(f,, f,,...) zu ermitteln, was wieder auf
die Berechnung eines vollen Systems von Semi-Invarianten binidrer Formen fiihrt.
Aus einer Integrititsbasis @,, @,, ..., @, konnen wir dann diejenigen @; weg-
lassen, fir die

@; (/> (@) = o {z}

ist und die, die ganz und rational durch die anderen @y ausdriickbar sind. Die
iibrighleibenden @; bilden dann eine Basis fir alle ®{—U.Invarianten. Wir
sehen: der Ubergang von den gegebenen ®.Invarianten f, zu den &7—-Invari-
anten @ ist konstruktiv, d.h. in endlich-vielen Schritten wirklich ausfithrbar.

Jetzt gehen wir zuriick zur Strukturtabelle (3) der Gruppe &. Wenn die
Untergruppe & ausserhalb der &Y~ noch eine infinitesimale Transformation
B enthilt, so setzen wir ‘

®i~1 — B, G~ =B, 4, G

und vollziehen den Ubergang von den ®{—!.Invarianten @; zu den ®—-Invari-
anten £ in derselben Weise mit Hilfe der durch B bei den @; induzierten in-
finitesimalen Transformation B (@) = B @

So fortfahrend gelangen wir nach h;—; — h; Schritten zu den ®%—V.-Invari-
anten selbst. Von diesen in derselben Weise zu den &¢—2.Invarianten u. s. f.

bis zu den &-Invarianten. Bei (3) miissen wir also beginnen bei den ®®).Invari-

! Beim urspriinglichen Beweise fiir die Endlichkeit der (55(1i~1)-1nvarianten in den Proceed.
der Akademie van Wetensch. Amsterdam, 33 (1930) wurde noch der Basissatz von HILBERT
benutzt, .
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anten und dann die ganze Reihe G, G,, ..., G, durchlaufen, was hochstens
h Ubergiinge BW—@®&¢—1 verlangt.

Hiermst ist ¢nsbesondere fir auflosbare Gruppen & die Endlichkeit der In-
varianten bewiesen.

§ 12. Beispiel fiir eine auflishare Gruppe.

Wir behandeln als Beispiel fiir eine auflosbare Gruppe die Gruppe ®, der
Euklidischen Bewegungen in der Ebene und suchen ein volles System von
®&,-Invarianten bei zwei Punkten 2 und .

Sind z;:x,:x,; die homogen-rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes x,

so ist die &; = A, B, C gegeben durch die drei infinitesimalen Transformationen

oF OF OF oF
—xlgz;—x20xlv B(F)—x:,;a—xl’ O(F)—-a%a'a;;

(28) A(F)

mit den Zusammensetzungsgleichungen
[BC]=o0, [BA]=C, [AC)=B.

Es ist also &, = B, C und ®, =o.

Wir beginnen mit der infinitesimalen Transformation C. Aus

0 17
0<f):x3(§x€ +?/3'0';/£

fiir eine Form f(x;, yx) erhalten wir die Matrix (die leeren Stellen bedeuten
Nullen): ‘

Xy Xy Ty Y. Y2 Ys

2 0 1
(0) . x5 o)
Yy o o o
s o 1
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Hieraus folgt, dass
(29) X1y Ty, Yis Y3 DA e Y33y

alle C-Invarianten sind. Die letzte ergibt sich als Invariante der beiden biniren

Linearformen ‘
Ze & + 235 und g £ + 436

entsprechend den beiden Einsen in (O).

Jetzt nehmen wir die C-Invarianten (29) und ergéinzen sie zu einem vollen

System I’ von lnear-unabhingigen Invarianten

(30) Xy, Xy, Y1s Ysy Tidk, TiYr, Yoyx fr ¢, k=1, 3 und wy;—ayY,.

Diese 4 + 10+ 1 =15 C-Invarianten nehmen wir nun als neue Verinderliche
(fi, gx, ...) und unterwerfen sie der infinitesimalen Transformation B. Da

B(xzya — XgYs) = 0, B(x))=w;, B(r)=o0

ist, so fithrt B(z:yx) wieder auf a;y mit ¢, 4 = 1, 3 und wir brauchen aus (30)
nur fir x,, @, ¥,, ¥s und X, Yy — 23 ¥y = (xy)y; die durch B erzeugte Matrix (B)

hinzuschreiben :

Xy Ty Yy ?/3: (rz:y)23

O I

0O

o}

Hieraus erhalten wir also ein volles System von &;-Invarianten

(31) Ty Y33 Yy X1 Ys; LolY3—LgYs.

®; ist die zweigliedrige Translationsgruppe der Ebene; (31) gibt also die Transla-
tionsinvarianten zweier Punkte z und .

Der letzte Schritt filhrt durch Hinzunahme der infinitesimalen Transforma-
tion A zu den gesuchten ®&,-Invarianten. Wir konnen vorerst z; und y; abson-
dern, die auch bei A absolut-invariant sind. Fiir die beiden anderen haben wir



262 V R. Weitzenbick.

Alzgy, — 2 yg) = + (@25 — 24 Ys) = (@9)ss
Alryys — 3 ys) = —— (Y — X1 Y3) = — (@ y)s1

mit der zugehdrigen Matrix

4. . .. 9}‘“5' L
— 1 o
Setzen wir dann
(32) fi= @yl + i @nly, fo= (@Y —i@y)y =V —1),

80 1st

A(fy=7i-fi, Af)=—7fi,

P

wodurch (4) in die Normalform “’ | transformiert ist. Also bilden
10 —2|

(33) @y, Ys; 1=12Y)es +7 (@y)sy und fo=(29s— 7 (@)

das volle System von Euklidischen Bewegungsinvarianten zweier Punkte x und y

in der Ebene. x, und y, sind absolute, f, und f, relative Bewegungsinvarianten.

(34) Sifo = (@ ys — @y ye)* + (wy yy— 2, 95)°

ist absolut-invariant und bildet mit x; und y; zusammen das volle System von
absoluten ®,Invarianten. (34) gibt in inhomogenen Koordinaten (x; =y, = 1)
das Quadrat des Abstandes der beiden Punkte.

§ 13. Absolute Invarianten bei auflosbaren Gruppen.
Es sei

®=X13X27 "'7Xh

eine auflosbare Gruppe linearer Transformationen in » homogenen Verdnder-
lichen z;; @, @,, ..., @, sei eine Integrititsbasis der H-Invarianten @ (z). Wenn
wir die allgemeine infinitesimale Transformation von £ durch

(33) X=X +X,+  +Xp=1tX,
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darstellen, so gilt fiir jede Basisinvariante @,:
(36) X(@) = Ap+ Bt +1 ) O=1Fhiyn- @ (v=1,2,...,0)

und wir wollen den Multiplikator
Ty=1t2

das »Gewicht> von @, nennen. Die h-¢ Zahlen 1;, sind dabei die Gewichte
der @, bei den infinitesimalen Transformationen X;:

(37) Xi(®,) =1, - @.

So wie bei einer einzelnen infinitesimalen Transformation (vgl. Abschnitt I,
§ 5, Gleichung (16)) gilt auch hier fiir -Invarianten @, @', @”, ... der

Satz 1: Ist
D=0 +0"+ -,

so stnd @', @”, ... alle vom selben Gewichte wie .
BEr wird genau so wie bei einer einzelnen infinitesimalen Transformation
bewiesen.

In derselben Art folgt hieraus mit Hilfe des HinseErTschen Basissatzes der

Satz 2: Auch die absoluten S)-Invarianten besitzen eine endliche Integrititsbasis.

Fiir absolute -Invarianten £ haben wir mit Hilfe der Basis aller (absolu-
ter und relativer) $-Invarianten: Q= Polynom der @,, @,, ..., @, Jedes £
hat das Gewicht Null. Daraus folgt, wenn es iiberhaupt absolute $-Invarianten
gibt, dass erstens mit gewissen ganzen Zahlen = o zwischen den ¢ Gewichten
T, = Ji» t' Beziehungen '

(38) U=p, I'+pr Tot+ - +p To=p hinti=0  {t}

bestehen mit r=1,2,..., 9, wo ¢= der Gliederzahl aller absoluten Basisin-
varianten Q,, £,, ..., 2, ist. Zweitens miissen — da jede absolute H-Invariante
2 nach Satz 2 ein Polynom der 2,, Q,, ..., Q, wird, alle Bezichungen der Ge-
stalt (38) mit ganzen Zahlen (= o0) ¢, ¢% ..., ¢° in der Form

(39) U=q' U+ Uy+ - +q° Us=o0 {t}}

darstellbar sein.
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Kennt man umgekehrt die ¢ identisch verschwindenden Linearformen U.
der Gewichte 7,, so bilden die Formen

1 2
12 14 nP¢
o @i .. (D@T
fiir r =1, 2, 3, ..., 6 'eine Basis fiir alle absoluten $-Invariaten Q.

§ 14. Einfache Gruppen.’

Wir stellen in diesem & vorerst Alles zusammen, was fiir den Endlichkeits-
beweis aus der rein algebraischen Theorie der einfachen Gruppen bendtigt wird.®
Die Beweise fiir die benutzten Tatsachen finden sich in den angefiihrten Arbeiten
bei Kinuineg, Cartan und bei Weyr und eine Wiedergabe derselben wiirde den
Umfang der vorliegenden Arbeit wenigstens verdoppeln.

Es sei =3 die Ordnung der einfachen Gruppe &,, {=1 ihr Rang.?

Dann kann man die r infinitesimalen Transformationen von ¢, — wunabhingig
von jeder besonderen Darstellung — in der folgenden Gestalt als gegeben
annehmen: '

! Vgl. Proceed. d. Akad. van Wetensch. Amsterdam; 33. November 1930.

2 W. KILLING, Mathem. Ann. 31, 33, 34 und 36 (1888-—1890); E. CARTAN, Theéses, Paris
(1894); H. WEYIL, Mathem. Zeitschr. 24 (1925), S. 354.

® Der Rang einer Gruppe ®; ist nach KILLING wie folgt definiert. Sind

af

X;t(f)=5;fiaf’lmk firi=1,2,...,r

die infinitesimalen Transformationen, also

X=X =yld tm

die allgemeine infinitesimale Transformation von &r, so gelten die Zusammensetzungsgleichungen

of

of ; & . .
[XiXu]= I’;IMXW = ﬁ(alzl a{c)u—ai’y a%’l)acj = P;#(Txi ai]wxj.
Die r infinitesimalen Transformationen Ei der adjungierten Gruppe sind dann
09
= ¥ ¢
B (g) Otapel £
und |§ 65 — I’g‘/1 ] = o gibt die »charakteristische Gleichung» der Gruppe Gr:
F—yp O+, (O =2 — -+ (L1 (DL = o.

(wr(#) ist = 0). Hier sind die Koeffizienten ;(f) Formen i-ten Grades in den #', #, ..., #". Die
Anzahl der untereinander unabhiingigen v, (f) ist dann der Rang der Gruppe Hr.
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(40) @57':H1, Hg, ey Hl; ]a, E—a, E@, E_ﬁ, ey Eg, E‘g.

Hier bilden die ! infinitesimalen Transformationen H,, H,, ..., H; eine l-gliedrige
Asgrsche Untergruppe $; von &, (mit vertauschbaren infinitesimalen Transforma-
tionen), sodass also jeder Klammerausdruck [H;H)]==o0 ist. Die r—/{ ibrigen

infinitesimalen Transformationen von (40) zerfallen in é(r— [) Paare wie z. B.

E,, E_, und es gilt, wenn e, a,, . .., o; [ komplexe Zahlenkoeffizienten bedeuten,

die nicht alle gleichzeitig Null sind:
{[E Ea] =y Ea, [Ht E—a] = —a; - F_,
(41) (BuB-o =H.=a,  H +ay Hy+ - +a- H.

Ist dann
H=ll-H1+lg-H2+---+lz-Iﬁ

die allgemeine infinitesimale Transformation aus ), so wird:
(42) (HE,)) = (A a1+ hyay+  +ha) Ey=c E, und [HE_ . =—a- - E_,.

Die in (42) stehende, nicht identisch verschwindende Linearform der !
Parameter 4,, 4,, ..., 4

(43) «=da,+host -+l

heisst die der infinitesimalen Transformation FE, entsprechende » Wurzel>. Wir
haben dann die » —1[ verschiedenen Wurzeln

(44) e, —a, '{@7 '—187“-70.7 —a
und fiir die Zusammensetzung von F, und FEj gilt

[EaEﬂ] = Naﬁ : Ea+(>’:

wobei die Konstante N,g= — Ng, == 0 ist, wenn « + 3 wieder als Wurzel in (44)
vorkommt. Ist hingegen « + 8 keine Wurzel, so ist Nyg=0 und EK, ist mit Eg
vertauschbar.

~ Aus den Wurzeln (44) kann man ein sogenanntes » Fundamentalsystem> aus-
wihlen: dies sind ! linear-unabhiingige Wurzeln «, 3, 7, ... (zwischen denen also
keine lineare Beziehung mit konstanten Koeffizienten besteht) und jede weitere
Wurzel ¢ ist eine lineare Form

34 — 31366, Acta mathematica. 568. Imprimé le 12 février 1932.
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o=a-ec+b-f+ -

mit ganzen rationalen Koeffizienten.!

Zusammengestellt haben wir also die folgenden Konstitutionsformeln:

(45) {[HlHk} =o, [HE)=a E, HE_)})=—«- FE_,

4 v

. FoE_)=qa, - Hy+ay Hy+ - +a;- Hy, [EQE{;] = Neg Forp.
Bezeichnet man die infinitesimalen Transformationen von &, mit X,, X,,..., X,

und ist [X; X, = ry, X,, so sind die Zusammensetzungskoeffizienten I}, darch

(45) vollstindig bestimmt.
Bei dreigliedrigen einfachen Gruppen &, kann man wegen [ =1 iiberdies
von den Parametern i; absehen und hat statt (43):

(46) (HE)— — 2E,, [HE )= 2E_,, [E.E_)—=H.

Der  Zusammenhang mit einer bestimmten Darstellung D von &, durch

lineare homogene Transformationen
Zo—— ok
(47) T = o L

in 7 Verdnderlichen ergibt sich wie folgt. In (47) kénnen die o’ als rationale

Funktionen der » Parameter A,, 4,, ..., &, Ao, 41—, . . ., Ay, A— vorausgesetzt wer-
den?, die sich in der Umgebung der Identitit A, = o reguliir verhalten. Setzen
. wir dann
(0 ot §
0 /11,)11:12: =0 - ai’ v’
g0 sind
(48) »szgggaﬁvxk (v=1,2,...,0, —0)

die » infinitesimalen Transformationen von &,, die zu dieser Darstellung D
gehoren.

Die kleinsten Werte von #, fir die eine solche Darstellung D von ein-
fachen Gruppen moglich ist, sind von E. Carrax bestimmt worden: 7 + 1 bei
der allgemeinen linearen Gruppe, 2! und 27+ 1 bei der orthogonalen, 217 bei der

! CARTAN, l.c., S. 65.
? ebenda, 8. 133.
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Komplexgruppe; bei den iibrigen einfachen Gruppen der Ordnung 78, 133, 243,
52 und 14 ist das kleinste » resp. 27, 56, 248, 26 und 7.

Gilt X, {f)= A4, f, so ist f eine X, Invariante. Die Multiplikatoren .4,
heissen bei $i-Invarianten » Gewichter. Ist

He=i, H +WHy+  + =0, X, + X, ++ X,

die allgemeihe infinitesimale Transformation von £, so hat eine $-Invariante f
bei H das Gewicht A4 =4 A, + Ay Ay + -+ 4y Ay

(49) H(f)=4"f.

Bs gelten dann die Sdfze®:

1. Hat die HrInvariante f das Gewicht 4 und ist f gleich der Summe
von Formen f', f”,... mit Gewichten =+ .4, so folgt f=o0, d.h. f verschwindet
fiir alle z; (vgl. Satz 1 in § 13).

2. Ist f=#0 eine HrInvariante vom Gewichte 4, so ist E,(f) entweder
= 0 oder ebenfalls eine §;-Invariante und hat dann das Gewicht 4 + «.

3. Ist f eine $;-Invariante vom Gewichte 4, so gibt es ein kleinstes m,

so dass
Er(f)= E.(Er— (f)) =0, Erti(fj=o

ist. E™(f) hat dann das Gewicht 4 + m - «a.

4. Es gibt bei einfachen (und ebenso bei halb-einfachen) Gruppen & nur
absolute &-Invarianten. Sei nidmlich X, (f)= 4, -/ wnd X,(f)= A, -f, so ist
(X, X,] (f)=o0 und jedes X, von & ist als Summe =[X, X,] zu schreiben.

§ 15. Dreigliedrige einfache Gruppen.
Wir behandeln zuerst dreigliedrige einfache Gruppen®
&, =H, L, E_,
mit den Gleichungen (46). Sei

E:ﬁ) fz,-- ':f!’«b

! ebenda, 8. 147.
* H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 23 (1925), 8. 277. .
# L. MAURER, Math. Ann. 57 (1903), S. 284 nennt H, Eq und E—¢ ein »Tripelsystem».
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ein volles System von H-Invarianten. Es kann als bekannt vorausgesetzt wer-
den, da H eine einzelne infinitesimale Transformation ist. Wir ergiinzen I zu
- einem vollen System 3’ von linear-unabhingigen H-Invarianten (vgl. § o).

Sei f; eine H-Invariante aus I vom Gewichte 4;. Dann ist FE.(f;) wieder
eine H-Invariante vom Gewichte 4;— 2 und also linear-homogen durch die In-

varianten des Systems I’ darstellbar:

(50) E.(f)) =% fi.

Von dieser inf. Tr. ﬂ’j %If Jr suchen wir ein volles System F,, F,, ..., F

d.fi

von absoluten A-Invarianten. Dann gilt
H(F'k) = Ay - Fy, Ea(Fk> = 0.

Vom System der F; ausgehend suchen wir ein volles System von absoluten

H-Invarianten F%:
(s1) H(F})=o0, E.(F})=o.

Ich behaupte, dass diese F} auch bei E_, absolut invariant sind und also die
gesuchte Integrititsbasis fir die &,-Invarianten bilden.

Es gilt nidmlich der Satz: Ist ¢ be: H und bei E. absolut invariant, so auch
ber E_n.t

Beweis. Es sei p die kleinste Zahl, wofiir EP'!(p) = o0 ist. (Vgl. Satz 3 des
vorigen §) Dann haben wir

Ea E“a (‘P) = [Ea E—a] (W) + E-w Eo: (¢) =0
E. B2y (p) = [Eo BE—o) E—o(g) + E—a E« E-o(p) = H E—(¢) =— « - E—o(p)

E.Ero(p)=—a (1 + 2) EX(¢p)
(52)

E Bl (g)=—a (1 +2+3+ - +(p— I))-Ep;;l((p)

BB (p)=—a- L p— 1) B2 (g)

! Fiar regulire inf. Transf. bewiesen bei L. MAURER, L c., 8. 288. Vgl. Anm. 16 der Ein-
leitung.
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Wird nun (Eo E )= E. E_o — E_. E, auf E”,(p) angewendet, so ergibt sich
wegen Eﬁ§1(¢):o und (52)

HE(p)=—p o Fllp)=c-Dlp—1) Elg),

also, da a - E%,(p)# 0 ist: p=o0, w. z. b. w.

§ 16. -gliedrige einfache Gruppen.
Jetzt sei
@7‘ = @l, Em, E—a, E/g, E_.[J’, N Eo', E—g

eine einfache Gruppe mit » > 3. Die [-gliedrige Abelsche Gruppe § ist auflis-

bar; wir konnen daher (vgl. § 11) alle §;-Invarianten ermitteln.

Sei
.]"1 ) f127 . '7f,u«
ein volles System von linear-unabhingigen (absoluten und relativen) $; Invarian-
ten f:
(53) ' Hz(ﬁc):llkﬁ (’&':I,Z,...,Z).
Ferner sei «, 8,7,...,7 ein Fundamentalsystem von Wurzeln (vgl. § 14).

Wir konstruieren genau so wie im vorigen § (Gleichung (50)) ein volles
System von linear-unabhingigen absoluten E,-Invarianten fi:

(54) ‘ Hz(f,k):]*z;uf,k’ Ea(f];)zo

Jetzt sei 8 eine von « und von - « verschiedene Wurzel. Es gibt dann ein gan-
zes a =0 derart, dass 8,8+ o,8+ 2¢,...,8+ ae Wurzeln sind, 1 (¢ + 1)«
aber nicht mehr.

Wir bilden FEg+ae (f) = Eg (f;). Wegen [E.Eg] =0 (¢ + f ist keine Wur-
zell) haben wir E, Eg(f,) = o, d. h. Eg (f;) ist wieder absolute E.-Invariante und
daher wird:

(55) Ey (f,)=BLf,.

Mit Hilfe dieser Gleichung suchen wir wieder die absoluten Eg-Invarianten f,

und bekommen so ein volles System von linear-unabhingigen Formen f, mit

(56) Hy(f}) =4y Sfi» Ee(fy) =0, Eg(f,)=o0 (8 =g+ aa).
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Nun sei y eine weitere Wurzel des Fundamentalsystems. Zu dieser Wurzel
gibt es dann mit ganzen %" und a’ eine Wurzel ) =y + V'8 + a'« ()’ = 0,4 = 0)
derart, dass weder y +{}' +1)8 + & @ noch y + ¥’ 8 + (@’ + 1)@ Wurzeln sind.
Dies kann man wie folgt einsehen. Es sei &’ maximal gewilhlt: y, y + 4, .. .,
y+ b’ B seien Wurzeln, nicht aber y + (4" + 1)8. Zu diesem y + b’ 8" suchen wir
das maximale d’, so dassalso y + '8 +«, y + b’ + 2¢,...,y + V'8 + a' @« Wur-
zeln sind. Wire bei y + 4§ + a’ « der Koeffizient b’ weiter zu vergréssern, so
hitten wir die Wurzel y + 4", 8 + &' ¢ mit maximalem ', > . Wiire hier wieder
&' zu vergrossern, so ergibe sich die Wurzel y + ', 8" + 4/« mit &', > b, und
@'y > d'. Dieses Anwachsen der Koeffizienten von §’ und von « kann nicht stets
neue Wurzeln erzeugen; es miisste also einmal y + b8 +a,a =y + b + a«
werden, was auf eine lineare Abhiingigkeit zwischen ¢ und g fihren wiirde.

Fir By = FE, 1y g+ve gilt dann
E.Ey(f,)=o, Eg Ey (fy)=o0,
d. h. Ey(f,) ist wieder eine Invariante /" von (36), also:
(57 Ey (f}) =GLf.
Wir finden hieraus die absoluten Ey-Invarianten f””
B =20 10 Bl ) =0, Bo(f)=o, By(f))=o
F=8+aa y=y+bg +da.

(58)

Wir gehen in dieser Weise weiter bis alle Wurzeln «, 3,7, . . ., 4 eines Funda-
mentalsystems aufgebraucht sind und erhalten so ein volles System fi* von In-

varianten, fiir die
(59) H(fi) =44 - [, Ee(f)=o0, Bg (f!)=0,..., Bu (f{")=0

gilt, wobei mit ganzen ps =0

[ o =a
Jﬂ=mm+ﬂ
(60) YV =psa+t pufty
l w=puna-+pef+--+u

ebenfalls ein Fundamentalsystem von Wurzeln bilden,
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Gehen wir jetzt vom vollen System der fi* iiber zu einem vollen System
von absoluten $-Invarianten F;, so sind diese F; nach (59) und dem im § 13
bewiesenen Satze auch bei F_, absolut invariant: E_,(F;)=o0. Wegen

[E_. E(g'] =N_-0,5 Eypy—1jets mit N, g0

folgt die absolute Invarianz bei Eﬁ'_a, ebenso die bei Kg_sq,..., Fg. Daraus
wieder nach dem Satze des § 15: E_3(Fi) = o, also schliesslich: die F; sind bei
©: und bei allen E4, des Fundamentalsystems absolut invariant, daher auch bei

allen F, der ganzen Gruppe &,.

, § 17. Halb-einfache Gruppen.
Es sei

@:.@1, @2, vy @m

eine halb-einfache Gruppe mit m > 1. Um auch fiir die €-Invarianten die End-
lichkeit nachzuweisen, fassen wir €,, €,, .. ., €, zur halb-einfachen Gruppe

Co=0C,,E,...,C

zusammen und setzen voraus, dass wir die G Invarianten ¢;(x) schon kennen.
Es sei
2= Pay - Pr

ein kleinstes volles System von €, Invarianten; wir ergiinzen es zu einem vollen
System 3" = {@;} von linear-unabhingigen € Invarianten.

Jetzt sei so wie in § 14 bei (40)
@1:©l; Ea, E—a, . .,Eo', E_o-.

Wir konstruieren dann die ©,-Invarianten genau so wie im vorigen §, indem wir
jetzt nicht die z;, sondern die €,-Invarianten ¢; von 3 als Veriinderliche nehmen.
] y 0 q)J

Hierzu haben wir vorerst die §;-Invarianten aufzusuchen, d. h., wenn wieder
S=H, H,,... H

ist, zuerst die H;-Invarianten %;(p;), mit diesen wieder die H;—-Invarianten
Q@) u s. £, so wie wir dies in § 11 fiir auflosbare Gruppen getan haben.
Hierbei bleiben die Uberlegungén des § 10 vollinhaltlich giiltig und alle auftre-
tenden Formen %, Q,... bleiben €y Invarianten, denn jede infinitesimale Trans-
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formation von €; ist mit allen infinitesimalen Transformationen von &, ver-
tauschbar.

Von den $i-Invarianten fi(p;) gehen wir dann so wie im vorigen § mit
Hilfe eines Fundamentalsystems «, 3,7, .., von Wurzeln in &, weiter. ,

Es steht somit jetzt auch die Endlichkeit der €-Invarianten fest und damit
erledigt sich auch der Fall des § 7, Gleichung (3), in welchem &% = € ist. Sind
nimlich die €-Invarianten v, (x) bekannt, so nehmen wir diese wieder als neue
Verinderliche und haben dann noch die Invarianten beziiglich der Gruppen ®

von (3) zu ermitteln, was wieder nach § 11 geschehen kann.

§ 18. Gruppen mit & = &, die nicht halb-einfach sind.

Wir haben jetzt noch den Schlusstein des Endlichkeitsbeweises zu legen und
noch Gruppen ® zu behandeln, die mit ihrer Ableitung & zusammenfallen und
doch nicht halb-einfach sind. Ist dies geschehen, so sind wir nach § 7 mit allen
linearen Gruppen fertig.

Es sei = K,, K,,..., K, eine nicht halb-einfache Gruppe mit & = {.
Wir bemerken vorerst, dass es nur absolute R Invarianten gibt. Wegen & = &
ist nidmlich jedes K; linear durch die [K, K,| auszudriicken. Wir kénnen uns
also, so wie bei den halb-einfachen Gruppen, auf absolute Invarianten be-
schrinken.

K enthilt einen maximalen auflisbaren Normalteiler N, dessen infinitesimale

~ Transformationen ¢' K, + t* K, + -+ t"K_ durch die aus den » Gleichungen’

(llg’?l@ =0 sich ergebenden Parameterwerte t':¢%:-- :¢" dargestellt werden. Die
Faktorgruppe ¢= &M ist halb-einfach® und also das direkte Produkt von ein-
fachen Gruppen. Wir werden, um die folgenden Uberlegungen moglichst iiber-
sichtlich zu gestalten, ¢ als einfache Gruppe voraussetzen. Bei halb-einfachem
¢ filhrt die im vorigen § gebrauchte Schlussweise zum Ziel.

Sei also (vgl. (40))

Q:ba €ay €—q, eﬂa e‘ﬁ7' v Gy € 62617 b27"‘>f)l7

wobei die Strukturformeln (41) und (45) mit kleinen Deutschen Buchstaben gelten.
Fiir unsere Gruppe & haben wir dann:

! Vgl. die dritte Anmerkung des § 14.
? Vgl. hierzu LIE-ENGEL I, 8. 301 ff. und E. CARTAN, 1 c., 8. 97 ff. (Faktorgruppe = groupe
associé).
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(61) R=N;, K,K,,. . . K;; K,, K_.,.. . K, K_,
und es gelten mod N die Kongruenzen®:

KiK)l=wK, |KiKoo= Ko |KEK]=o0
{Ka K_a] = E(Z[ Kl [I(a K{S] = Na{;’ N Kcz+ﬂ.

Bedeutet N eine infinitesimale Transformation aus M, so kénnen wir diese Kon-

gruenzen als Gleichungen wie folgt schreiben:

KiK)=aK,+ N KK JJ=—aK..+ N K K;) — N
(62) [KaK_a] =3, K;+ N [Ka K(s] == Naﬁ : Ka+ﬂ + N
[NN'| =N" INK;] = N [NK,) =N

Wir gehen nun so vor wie in § 16, indem wir zuerst ein volles System
Ji:Jes -+ Sfu von linear-unabhingigen absoluten Invarianten beziiglich der auflis-

baren Gruppe .
(63) @Z%’ K17K27"'3Kl

ermitteln. Dann ist jedes K,(f;) ebenfalls eine -Invariante, denn der Satz 2 des
§ 14 bleibt nach (62) fiir absolute H-Invarianten giiltie. Wir gehen dann so weiter
wie bei Gleichung (50). Auch der Satz des § 15 bleibt hier giltig: ist ¢ bei ©
und bei K, absolut-invariant, so auch bei K_,. Demzufolge verliuft die weitere
Konstruktion der §-Invarianten so wie von Gleichung (54) an: statt der Gruppe
O, des § 16 tritt hier die Gruppe (63).

Fin Beispicl fiir eine derartige Gruppe & bildet die Gruppe der Euklidischen
Bewegungen im R;. In homogen-rechtwinkligen Koordinaten x, : x, : x; : z, lauten

ihre sechs infinitesimalen Transformationen:

()= 0‘% ((=1,2,3 (Translationen)
)=yt —a L

0 E, (f)=x 00%: —x 509(_]; (Drehungen)
Bf) =gt —a )t

! Diese Kongruenzen konnte man auch durch Gleichungen ersetzen, doch brauchen wir dies

35—31856. Acta mathematica. 58. Imprimé le 18 février 1932.
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Wir stellen bei € = E, E,, E, vorerst die Normalform her, indem wir setzen

S T Xy
(63) ) x, 20 2,
E.—~F +i E, FoeFE, —i F,

wofiir dann gilt, vgl. § 15:

[HE)) =i B, [HE_))=—14 F—, |[E.E_J)=2iH ({=V—1).
Wir haben dann auszugehen von der viergliedrigen auflésbaren Gruppe
(66) $=H,, H,, H,; H.

Nehmen wir etwa zwei Punkte x und y. Als Translationsinvarianten fin-
det man leicht
(67) xy, Yy ond {(wY)se=x1y, — T4y ({=1,2,3)

wovon z, und ¥, auch bei H absolut-invariant sind. Dagegen wird
H(xy)s=— (x9)as, H(xy)oa = (ay)ya, Hxy)sy=o0.
Hieraus das volle System von $-Invarianten:
S =(ey)iy — 7 (xy)sy
(68) Tyy Yoo\ So = (@) (i= V—1)
Jo =@yl + ¢ (@y)sy.

Die beiden ersten sind auch absolute ., Invarianten, also iiberhaupt R -Invarianten;
bei den f; dagegen fiihrt E.(f;) wegen

E(f) =27 fs, B(f)=—7 fy, Ee(f) =0

zur Matrix

S e S
I o 27 0

o} o} —i | =V —=1)
0 0 o |

hier nicht. Es ist nimlich, wie KILLING behauptete, CARTAN bestiitigte und E. E. LEVI bewies
® =N, € wo N auflésbar und € halbeinfach. Vgl. E. E. LEvi, Atti di Torino, 40 (1905), 8. 551—
565 und LIE-ENGEL III, 8. 778, Satz Io. '
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woraus sich neben dem bei H nicht absolut-invariantem f; = (zy), + ¢ - (xy)s, aus
der biniiren quadratischen Form (vgl. § 2)

(69) ' e O =Fi - E+2ify L&+ 1 &8
die einzige nicht-lineare absolute ®-Invariante
J=fufs +/3 = 2wyl
ergibt. Fir inhomogene Koordinaten x, ==y, = 1 haben wir
I = (w — ) + (22 — )" + (s — 95)°,

also das Quadrat der Euklidischen Entfernung der beiden Punkte.

§ 19. Zusammenfassung.

Wir fassen unser Hauptergebnis zusammen in folgendem

Satz 1: Se: & eine kontinuierliche Gruppe linearer, homogener Transforma-
tionen der n unabhdngigen Verdnderlichen x;, xz,, ..., xn und F(x) eine &-Invari-
ante, d.h. es bestehe fiir jede infinitesimale Transformation A ans & identisch in

allen x; eine Gleichung A (F)= (ZE afxy=a F. Dann bilden alle diese ganzen

0x
rationalen I'(x) einen endlichen Integrititsbereich, d.h. jedes F ist ganz und ra-
tional durch endlich viele Basis-Invarianten Fy, F,, ... Fy darstellbar.’

Unser Beweis war von einer besonderen Darstellung der Gruppe & durch
lineare homogene Transformationen unabhiingig. Dies ermdglicht sofort eine An-
wendung auf m-ire Formen. Wenn man nidmlich von projektiven Koordinaten
§,8&,..., & und gegebenen Grundformen f (&), g(£),... dieser & ausgeht, dann er-
zeugt jede homogene lineare Gruppe & der &; eine isomorphe lineare Gruppe im
(N — 1)-dimensionalen Koeffizientenraum der Grundformen. Satz 1 kann dann

auch wie folgt ausgesprochen werden:

Satz 2: Die ganzen rationalen Invarianten von m-dren Grundformen bezig-
lich jeder Untergruppe der allgemeinen projektiven Gruppe von m Verdnderlichen
besitzen eine endliche Integrititsbasis.

! Proceed. Akad. van Wetensch. Amsterdam, 33 (1930), 8. 241; L. MAURER, Miinchner Ber.
29 (1899), 8. 175, wo der Satz I ohne Beweis ausgesprochen ist.
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Kehren wir zur Fassung von Satz 1 zuriick. Ist in 4 ()=«  F fiir jede
infinitesimale Transformation 4 aus & der Multiplikator « gleich Null, so ist I
eine absolute ®-Invariante. Hieriiber gilt der

Satz 3: Auch die absoluten ®-Invarianten bilden einen endlichen Integritiits-
bereich.

Sein Beweis wird mit Hilfe des HirperTschen Basissatzes genau so gefithrt
wie bei einer einzelnen infinitesimalen Transformation in Abschnitt I, § 5. So
gibt es z. B. bei halb-einfachen Gruppen nur absolute Invarianten.

Dem letzten Satze kann man dann, da fir absolute Invarianten A (I)=o

gilt, noch die folgende Fassung geben:

Satz 4: Gegeben sei in n unabhingigen Verdnderlichen ein System von line-
aren, homogenen, partiellen Differentialglerchungen

01
il VR RS Y
(70) D2, T 00 o bjxr=o0,....

Alle ganzen und rationalen Integrale J dieses Systems bilden einen endlichen Inte-
gritdtsbereich.

Denn fassen wir die linken Seiten gé axx, .. von (y0) als infinitesimale

i
Transformationen A (I) auf, so erzeugen alle A, B,... und die daraus durch den
Klammerprozess [4 B],... abgeleiteten infinitesimalen Transformationen eine 7-

gliedrige Gruppe, deren absolute Invarianten Integrale von (70) sind und umge-
kehrt.

ABSCHNITT III.
Das Typenproblem und der Adjunktionssatz.
§ 20. Die symbolische Methode.

Im Gebiete n-ter Stufe G, (projektiver, (#—1)-dimensionaler Raum R, 1)
hat man die Koordinatenreihen: Punktkoordinaten z;, Linienkoordinaten sri =

= (xy)ix, Ebenenkoordinaten 7wy = (xy2)ir;, Ga-Koordinaten
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Ti, Xiy « . . . . .’,Eid

Yio Yo - - - Yig
”1'17.2"'id:(x?/“.'z)iﬂ'?"'id: ’ ) '

giy By oo o Z'z'd

und schliesslich Gy_i;-Koordinaten oder Raumkoordinaten wu;. Xine n-dre
> Grundform> F ist dann ein Polynom mit einer oder mehrerer dieser Koordina-
tenreihen, homogen in den Grossen jeder Reihe.

Ist im @G, eine Gruppe @&, linearer homogener Transformationen x; = af
gegeben, so induziert jede ihrer Transformationen in den verschiedenen Koordi-
natenreihen und in den Koeffizienten Ager- .o, Bigg. .., ... von gegebenen Grund-
formen I}, Iy, ... ebenfalls lineare homogene Transformationen. Das Hauptpro-
blem der zur Gruppe &, gehorigen Invariantentheorie ist dann die Bestimmung
eines vollen Systems J,, J;, ..., Jn von &, Invarianten der Grundformen
F,, F,, ... '

Man kann nun ebenso wie bei projektiven Invarianten in dieser allgemeinen
Aufgabe die Grundformen F durch eine Reihe von Lenearformen in Punktkoor-
dinaten x; und in Raumkoordinaten wu, ersetzen: das ist der Grundgedanke der
symbolischen Darstellung jeder Grundform F. Dass dieses Zuriickgehen auf Li-
nearformen auch bei ®&,-Invarianten moglich ist, beruht erstens darauf, dass —
vgl. die beiden vorhergehenden Abschnitte — jede solche Invariante J homogen
in jeder in ihr enthaltenen Grissenreihe (Koeffizienten- oder Koordinatenreihe)
vorausgesetzt werden darf; zweitens aber auf der Vertauschbarkeit von Polaren-
prozess und linearer Transformation. Gebraucht man statt der letzteren die in-
finitesimale Transformation, so besagt dies: Ist die Form @ (&) der Veriinderlichen

&, &, ..., & eine X Invariante, also

identisch in den & und ist #; eine zu & kogrediente Reihe, so ist auch

(1 Ds, (@) =% ¢

eine X-Invariante mit demselben Multiplikator e.
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Wir haben nimlich

;o . oo B )
—0§i(9nkniak§r+ @ ny = Dgy X (@) =« - Dy (D).

(2) XDSW ((D) 0&

Daraus folgt weiter, dass auch das symbolische Zerlegen von Formenkoeffizien-
ten in Koeffizientenreihen von (symbolischen) Linearformen gegeniiber ®, in-
variant ist.

Ist also J(4s11...,...) eine ®,-Invariante, die die Koeffizienten A;;;. .. einer
Grundform [I' im Grade p enthilt, so polarisieren wir J mit p —1 Hquivalenten
Reihen Biyi. .., Cigi. .., .. (p—1)-mal{ Evektantenprozess), bis aus Jeine &, Invariante

Jl(AikL - Bikl~--, .. )

entsteht, die linear ist in den A;p...,in den By ..,.... Stellt man dann J, in der
itblichen Weise symbolisch dar!, so geht aus J; eine &, Invariante

_ Jyld, b, . e, B
von Linearformen

(@ x)=a 2, +ayx, + - +ax, bz),...

nn)

in Punktkoordinaten x; und von ebensolchen

(eu)=a, v, + ayu, + - +a u, Bud),...

noon?

in Raumkoordinaten wu, hervor: J ist symbolisch dargestellt. Das Zuriickgehen
von J, zu J ist durch Zusammenziehen der Symbole zu Koeffizienten Aq. ..,

DBiyi...,... und nachheriges Gleichsetzen

Aigr... =Bg... =+~
eindeutig moglich.
Man kennt also die Struktur der ®&,-Invarianten beliebiger Grundformen,
wenn man die ®,-Invarianten von beliebig vielen Linearformen mit Koeffizienten-
reihen a’,%’, ... und «, 3, ... angeben kann.

§ 21. Invariantentypen.

Die ®,-Invarianten beliebig vieler Linearformen mit Koeffizientenreihen
’ . . mn . .
a,¥,... and e B, ... oder, wie wir kiirzer sagen wollen, die ®,-Invarianten »von

! Vgl. meine »Invariantentheorie», Groningen (1923), 8. 91.
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Reihen» o', b',.. ., «, B, ... bilden die zur Gruppe ®, gehérigen » Invariantentypen»:
zum gleichen Typus rechnet man zwei Invarianten dieser Reihen, wenn die eine
aus der anderen durch Buchstabenvertauschung hervorgebt.® Tst z. B. &, die
allgemeine projektive Gruppe, so haben wir drei Invariantentypen: die beiden

Klammerfaktoren
@b .. .¢)=Zta,b,...q9, ... 9)=3Ta .../

und den Linearfaktor (¢’ ) =d,a, + a,a, + -+ a,a ; (b'c) oder (b'8) sind von
gleichem Typus wie (a’ «).

Der Satz, welcher fiir &, alle Invariantentypen angibt, wird »erster Funda-
mentalsatz (der symbolischen Methode) fiir &,-Invarianten> genannt. Der soge-
nannte »zweite 'undamentalsate> zihlt dann die Typen von irreduziblen Syzygien
erster Art der &,-Invariantentypen auf.

Durch die symbolische Methode ist die Frage nach den &,-Invarianten be-
liebiger Grundformen zuriickgebracht auf die nach den Invariantentypen beziig-
lich der Gruppe ®,. Hier kann man nun noch einen Schritt weiter gehen und
alles auf Invariantentypen mat nwr einer Art von Rethen, z. B. «,8, ... (kogre-
dient zu ;) reduzieren. Dies geschieht mit Hilfe von (n — 1)-filtigen Komplex-
Symbolen.?

Ist L
(3) . J=JdV,. . ap.. )

ein Invariantentypus beziiglich ®, und kommt in J die Reihe 4’ im Grade ¢>1
vor, so gehen wir vorerst wieder durch (¢ — 1)maliges Polarisieren mit neuen

Reihen &', ¢, ... zu einem

Jy=J,@, 0, ¢, .. 8. . )

iiber, das linear in allen Reihen mit Strich &', b, ¢, ... ist. Jetzt zerlegen wir
(4) a,=(—1""agay...an, ay=—(—1"" a,a;...an, ...

und ebenso bei b',¢’,.... J, geht hierdurch iiber in ein Aggregat von ®, Inva-
rianten

(5) J2:J2(avb:0>"'; C{,ﬁ,...)

! H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 20 (1924), 8. 134 sagt »Grundinvarianten»; E. WANNER,
Dissert. Zurich (1926) sagt »Grundinvariantentypen» (fiir Vektormvananben)
* Vgl Invariontentheorie, Groningen (1923), S. 88.
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die nur mehr Reihen ohne Strich enthalten, wobei unter diesen jetzt auch (n—1)-
fiiltice Komplex-Symbole auftreten konnen.

Kennt man umgekehrt alle ®,-Invariantentypen (5) mit untereinander ko-
gredienten Reihen «,b,¢,..., so kann man eindeutig zu den Typen (3) zuriick-
kehren. Man hat die Annahme zu machen, dass eine oder mehrere der Reihen
a,b,..., z. B. die Reihe a, (n— 1)fiiltige Komplexsymbole sind. Je #— 1 Reihen
a hat man dann zu einer Reihe &' nach (4) zusammen zu ziehen (»Ubergang
a—a’»), wodurch im allgemeinen neue Invariantentypen entstehen werden. In
den so entstehenden Typen hat man neuerdings die Annahme zu machen, dass
eine Reihe, z. B. b, (n— 1)-filtige Komplexsymbole sind und diese Reihen b hat
man dann wieder zur einen Reihe b' zu vereinigen. Diese Uberginge b — ¥,
¢—c,... sind so lange zu wiederholen bis keine neuen Typen (3) mehr auf-
treten. '

Wir kénnen uns also weiterhin auf &, Invariantentypen beschrinken, die
nur eine Art von Reihen, z. B. a,,¢,... ohne Strich enthalten: geometrish ge-

sprochen, &, Invarianten von Punkten (= Vektoren) z,y, ¢, .. ..

§ 22. Reduktion auf » — 1 Punkte.

Sei
(6) J=J{x,y, ..., 2¢t..)

ein ®&,-Invariante der Punkte 2, 9,.... Treten in J mehr als » Reihen auf, so
kann man nach einem bekannten Satze' .J als Summe von Polaren von Formen
J’ mit hochstens » Reihen darstellen. Sind die J’ bekannt, so auch die J, denn
durch Polarisieren konnen keine neuen Invariantentypen entstehen. Wir kon-
nen uns also uuf diese ®,-Invarianten J  beschrinken. Enthilt J’ gerade » Reihen
¥, -2, b so entwickeln wir J° in eine GorpaN-CarrLLIsche Redhe? nach Poten-

zen des Klammerfaktors (xzy ... zt):

(7) J=ZA0T + (wy .2ty SAVT, 4+ (w2t AW T
Hier bedeuten .7, W ... zusammengesetzte Polaroperationen, d. h. Polynome
der Argumente
0 .
P et /) =X, Y, ..., 8 1).

! Vgl. z. B. meine »Invariantentheorie», Groningen (1923), 8. 137.

? ebenda.
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Die Formen J,,J,,...,J» enthalten hichstens n— 1 Reihen x,y,... und gehen
aus J  durch Polarisieren und mehrmalige Anwendung des £2-Prozesses von CAYLEY

0"
I+
T 0x, 09y ... 0210ty

hervor. Alle diese Prozesse sind bei ®, invariant, d. h. J,,dJ,, ..., J; sind selbst
®,-Invarianten mit hchstens » — 1 Reihen. _

Die Frage nach allen Invariantentypen (6) ist also, wenn man den Klam-
merfaktor (xy..,zt) mit » Punkten als besonderen Typus aufzihlt (er ist selbst
bei allen linearen Gruppen eine Invariante, da er projektiv-invariant ist), zuriick-
gebracht auf die einfachere: Ermittlung aller &-Invariantentypen von hichstens

n—1 Reihen x,vy,..., 21

Wenn &, durch jhre infinitesimale Transformationen gegeben ist, deren all-
gemeinste

_Of &
X(f)—(')xia" x,
sei, so haben wir bei #» — 1 Reihen z, ¥, ..., # als allgemeine infinitesimale Trans-
formation o
0T or or .-

und die Bestimmung einer Integritiitsbasis fiir alle ®,-Invarianten J(z,¥,.. ., 2)

wird nach den beiden vorhergehenden Abschnitten eine in endlich-vielen Schritten

losbare Aufgabe. , ‘ »
Wir sahen, dass bei einer einzelnen Reihe z-fiir eine einzelne infinitesi-

male Transformation X die Ermittlung der X-Invarianten f(x) auf ein binires

Formenproblem reduzierbar ist: Ermittlung der Semi-Invarianten von binfiren

Formen ¢, (z), @.(x),... der Grade u,», .... Die Hinzunahme weiterer Reihen
¥, 2, ... #dndert hieran mnichts; es wird nur die Zahl der bindren Grundformen
grosser. Neben ¢, (z), ¢, (x), ... treten dann die gleichartigen Formen

%(y)Q oY), . pul2), @ol2), . ...

Zusammenfassend konnen wir also sagen: Die Ermittlung der &, Invarianten
gegebener n-drer Grundformen kann zuriickgefiihrt werden auf die Aufstellung aller

! Hierzu H. WEYL, 1. c.
36—31356. Acta mathematica. 58. Imprimé le 13 février 1932.
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Invariantentypen beziiglich ®, von hichstens n — 1 Punkten x,vy, ..., 2z und diese
Aufgabe ist letzten FEndes etn Problem der projektiven Invariantentheorie bindrer
Formen.
§ 23. Der Adjunktionssatz.
Es seien ,
(9) Jo={(zy, ..., 2t), Jylx,y,.. )., Jolz,y,...)

alle Invariantentypen einer beliebigen Anzahl von verinderlichen Punkten z,y, . ..
bezgl. der Gruppe ®&,. Hs sind dies n-ire Formen mit Koeffizienten, die als ge-
gebene Zahlen zu betrachten sind, .

Sind {F}=F,, F,,... gegebene n-iire Grundformen der Reihen z, v, ...,
die mit den Symbolreihen a,b,¢, ... symbolisch dargestellt werden und deren
Koeffizienten wir uns als frei-verdnderlich denken, so erhalten wir nach den Aus-
fithrungen der letzten drei §§ alle Bausteine fiir die &,-Invarianten dieser Grund-
formen {F}, wenn wir statt der Reihen «, 9, ... in (9) die Reihen a, b, ... nehmen.
Jede &,-Invariante der {F} kann dann als Summe von Produkten von Typen
J.(a, b,...) dargestellt werden, wobei diese Produkte selbst auch @T-Invariaﬁten
sind. Wir wollen uns fernerhin auf diese Produkte allein beschrinken. Wer-
den *nicht alle Reihen =z, ¥, ..., sondern nur einige davon in den J, durch Reihen
a,b, ... ersetzt, so erhilt man alle ®,Kovarianten der Grundformen {F7} als Pro-
dukte von Typen J,(a,b,..., x,y,...). Unter diesen ®,-Kovarianten der {F}
sind als extreme Fille die &,-Invarianten der Formen {F} (alle Reihen z,y, ...
ersetzt durch @, b,...) und die »identischen> ®,Kovarianten (9) (keine Reihe
2,9, ... ersetzt durch a, b, ...) mit enthalten.

Das Ersetzen von Reihen z,y,... in J,(x,y,...) durch Reihen a,b,... ist
durch VPolarenprozesse‘ Dyq, Dy, ... ausfithrbar, d. h. durch projektiv-invariante
Prozesse. Anders ausgedriickt: Die &,-In- und Kovarianten der Grundformen
{F} sind simultane projektiv“e Invarianten der n-iren Formen (0) und der Grund-
Jormen {F}. ,

Dass umgekehrt auch jede projektive Invariante des Systems {F} + {J,},
die von den Koefficienten der {F} nicht unabhingig ist, eine &, Invariante der
{F} ist, ist beinahe selbstverstindlich. Deuten wir nimlich eine projektive Trans-
formation durch Uberstreichen an, so gilt fiir eine projektive Invariante P(F,.J)
des Systems {F} + {J.}:

(10) P(F,J)=d"- P(F,J).
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Die Transformationen von &, sind spezielle lineare Transformationen der allge-
meinen projektiven Gruppe; deuten wir das. Transformieren mit Transforma-
tionen aus &, durch ~ an, so gibt (10):

P(F,J)=c- P(F,J),

d. h. es wird, da J = ¢ -J und P(F,J) homogen in den Koeffizienten jedes .,
ist, wenn wir

P(F,J)= Q(F)
setzen:

~ ~

QF)=P(F,J)=d" P(F,J) =" Q(F),

oder: @ (F) ist eine @, Invariante.

Die Gesamtheit der ®, Komitanten (In- und Kovarianten) des Grundformen-
systems {F} deckt sich also mit den projektiven Komitanten des erweiterten
Grundformensystems {F} + {J,}.

Nehmen wir nun als besonderen Fall den, dass die Grundformen {F} mit
einer oder mehrerer der Formen (g) identisch sind. Dann erhalten wir das Re-
sultat, dass die n-diren Formen (9) keine anderen projektiven Kovarianten haben
als sich selbst, oder: die projektiven Kovarianten einer oder mehrerer der Formen
(9) sind durch diese Formen (g) selbst gegeben. Die projektiven Invarianten der
Formen o, sind natiirlich Zahlen und zwar algebraische Zahlen beziiglich des
Kérpers, dem die Elemente der Matrices [|a*|| in den infinitesimalen Transforma-
tionen (8) angehoren.

Wenn wir die Gruppe &, nicht durch ihre infinitesimalen Transformationen
X (f), sondern durch n-ire Formen {G} festlegen, die bei den linearen Transfor-
mationen von ®, und nur bei diesen invariant bleiben:

(II) X(G)EgG {{L‘,y,...},

so sagen wir auch: die Formen G (z,y,...) »gestatten und bestimmen»> die Gruppe
®,. Diese Formen {G} sind dann ®,-Invarianten und also durch die Formen .J,
von (9) ganz und rational ausdriickbar. Andererseits ist es geometrisch evident,
dass die J, von (9) auch durch die Formen {G} bestimmt werden. Dies legt
die Vermutung nahe, dass zwischen den {G} und den {J,} ein projektiv-invari-
anter Zusammenhang besteht: mit anderen Worten: dass die Formen {J,} von
(9) projektive Kovarianten der Formen {G} sind.
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Dass dies nun’ in der Tat der Fall ist wollen wir der Einfachheit halber
zuerst filr Gruppen ®, beweisen, die nur absolute Invarianten besitzen. Es sei
also ®, vollig bestimmt durch Formen {G} mit

I
o

(12) X (@)= g atat G abyt @y,

wobei X (f)= 39}; af xy die allgemeinste infinitesimale Transformation aus ®, sei,
i

sodass wir unter den »” Grossen af genau r unabhiingige auswihlen kénnen.
Aus (12) ergeben sich dann eine Reibe von Gleichungen

(13) Lo(Git -, ab) = Lf af=o,

die linear-homogen in den Koeffizienten G**!"** der Formen {G} und linear-ho-
mogen in den af sind. Die Matrix der Koeffizienten Lfc’p muss dann, da die
Formen {G} die Gruppe ®, bestimmen, genau von Range #® — r sein, d. h. aus
(13) lassen sich »* —r der af linear und homogen durch die iibrigen » aus-
driicken. -

Sei nun fiir unser &, J, eine der Formen (9). Wir kdnnen voraussetzen,
dass ¢, als Polynom der =z, w,... unzerleghar und in reduzierter Gestalt ge-
schrieben ist (alle gleichen Potenzprodukte zusammengefasst) und dass weiters oJ,
nicht als Summe «J, + 8J, geschrieben werden kann, wo J, und J, ebenfalls
®,-Invarianten sind.

Sind dann J¢°? - die Koeffizienten von J,, so haben wir analog zu (13)
ein System von Gleichungen

(1a) MifJese--, ) = o

und zwar wenigstens so viele Gleichungen als J, Koeffizienten enthilt. Wenn
wir dann aus n® — ¢ unabhingigen der Gleichungen (13) und aus einer der
Gleichungen (14) n® — r der af eliminieren, so bleibt:

(15) , Ni(Get--, Jeor o af)=o0

und zwar identisch bezﬁglich der » unabhiingigen as. Hieraus ergeben sich Be-
ziehungen = o o ‘

(16) . : Pk(G,ikl,.A’ Jgoz..‘)_.:o

und das System dieser Gleichungen ist projektivinvariant, d.h. mit (16) gilt auch
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Pk(éi.kl.. ; j()d'!. ) =0,

wenn der Querstrich eine projektive Transformation 7' andeutet. Dies folgt aus

der Ableitung von (15); man hat nur G durch (,J durch J und die durch at
dargestellten linearen Transformationen A durch TAT-! zu ersetzen (was die-
selben af liefert).

Aus allen so erhaltenen Gleichungen (16), die linear in den J?°7 - gind,
konnen wir die J¢%7-- berechnen und rational durch die 7% - ausdriicken.
Wiire das nimlich nicht so und wiirden also einige der J¢°7 - frei-verinderlich

bleiben, so hitten wir

{(17) J,=dJ +J,

wo die Xoeffizienten in J; rationale Funktionen der (7*'--- wiiren, die von J:

dagegen willkiirlich blieben. Daraus wiirde aber folgen (wenn wir alle Koeffizi-
enten von J gleich Null nehmen), dass schon J, und jedes Potenzprodukt %% . . .
von J, eine &, Invariante () darstellt, was einen Widerspruch mit unserer Vor-
aussetzung betreffs der J, ergibt. Also sind in der Tat die Koeffizienten jedes
J, rationale Funktionen der Koeffizienten G*!--- der Formen {G}.

Bei relativen Invarianten fiithrt eine analoge Uberlegung zum Resultat,
dass die Koeffizienten der J, von (9) algebraisch von den G*'--- abhiingen.

Somit haben wir, wenn wir mit E. Stupy! eine projektive Kovariante der
Grundformen {G}, die in den Verinderlichenreihe x,y, ... ganzrational, in den
Koeffizienten dieser {G} hingegen algebraisch ist, eine ganze, algebraische, pro-
jektive Kovariante der {G} nennen: Die ®&,-Invariantentypen (o) sind, wenn die
Gruppe &, durch die Formen {(G} bestimmt wird, ganze algebraische projektive
Kovarianten der Formen {G}. Hieraus ergibt sich schliesslich der Adjunk-
tionssatz:

Ist eine lineare homogene Gruppe ®, im n-dren Gebiete dadurch gegeben, dass
die gegebenen Iormen {G} die Transformationen von &, gestalten und bestimmen,
so erhdlt man die &, Invarianten von Grundformen {F}, indem man vom erweiter-
ten Grundformensystem {I'} + {G} die projektiven Komitanten aufsucht, die von den
Koeffizienten der {(F} wund eventueller Koordinatenrethen ganz-rational, von den
Koeffizienten der {G} hingegen algebraisch abhingen.

! E. STUDY, Methoden zur Theorie der terndiren Formen, Leipzig (1889), S. I1.
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§ 24. Bemerkungen zum Adjunktionssatz.

Der Inhalt des Adjunktionssatzes wurde zum erstenmale in seiner vollen
Bedeutung wohl zuerst von F. Kimin in seinem »Brlanger Programm»s! aufge-
deckt. Doch ist er dort nicht bewiesen, sondern nur als heuristisches Prinzip
formuliert fur das Studium der Eigenschaften von Figuren bei Transformations-
gruppen, die durch gegebene invariante Figuren aus umfassenderen Gruppen aus-
geschieden werden. Das klassische Beispiel hierfiir ist die Elementargeometrie
des dreidimensionalen Raumes: die ihr zu Grunde liegende »Hauptgruppe» (Be-
wegungen und Ahnlichkeitstransformationen) wird durch den invarianten »Ku-
gelkreis» in der allgemeinen projektiven Gruppe ausgezeichnet?; metrische Eigen-
schaften von Figuren, die durch Grundformen {F'} gegeben sind, werden zu pro-
jekteven Bigenschaften, wenn ihnen der durch

(18) @ = (W' |) = ()" + ()" + (u,)” =0

dargestellte Kugelkreis adjungiert wird.

Dass es im Adjunktionssatze nicht geniigt, simultane projektive Invarianten
von {F} und {G} zu betrachten, die auch in den Koeffizienten der Formen {G}
ganz und rational sind, hat zuerst E. Strupy?® bemerkt und auch ich habe in frii-

heren Arbeiten darauf hingewiesen.* Sei nidmlich fiir n = 4
(19) O = (e = Sanuu =0

eine einfach-singulidre Fliche zweiter Klasse, die einen irreduziblen Kegelschnitt
K des R, darstellt und eine »Hauptgruppe» &, gestattet und bestimmt. K liege

in der Ebene mit der Gleichung

(@ 2)=Za,x,=o.
Ein einzelner Punkt y mit der Gleichung

F=Wy)=3Zuy =o0

! F. KLEIN, Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen, Erlangen
(1872); wieder abgedruckt in Mathem. Ann. 43 (1893), 8. 63—100.

? Historisches hierzau bei G. FANO, Mathem. Enzykl. IIT AB 4b, Nr. 3I.

3 E. 8tupy, Uber Bewegungsinvarianten und elementare Geometrie I, Leipziger Ber. 48
(1896), 8. 649—664; ferner: Geometrie der Dynamen, Leipzig (1903), 8. 123.

* Denkschriften der Wiener Akad. d. Wiss. 89 (1913), 8. 711; Mathem. Ann. 75 (1914), 8,
577; Mathem., Enzykl. III E,, Nr. 15.
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hat beziiglich der allgemeinen projektiven Gruppe &,; des R, keine Invariante.
Wohl aber bei der Gruppe &;, nimlich die Linearform

J=(d'y) = Sy,

die eine ganze rationale ®;-Invariante des Punktes y darstellt.

Gehen wir andererseits aus vom erweiterten Formensystem
(20) F=y), ©®=(u)?

und dessen projektiven Invarianten. Unter diesen ist keine Invariante zu finden,
die linear in der Reihe y wiire; wohl (e By y)?, das bei einfach-singulirem @ ein
Quadrat einer nicht-symbolischen Linearform (a’y) wird. Darum ist, solange
diese «;; als unabhingige Variable betrachtet werden, (¢’ y) wohl ganz-rational
in den Koeffizienten von F, aber nicht auch in den Formenkoeffizienten «;; von
®@; erst (¢'y)® wird dann eine ganze rationale simultane Invariante der For-
men (20). ‘

Ein weiteres einfaches Beispiel haben wir fir % = 2, wenn die eingliedrige
Gruppe &, im bindren Gebiete dadurch gegeben ist, dass ihre linearen Trans-
formationen eine bindre quadratische Form G = a; = a2} + 2 a2,y + g 22
invariant lassen. Hier zerfillt G selbst in zwei lineare irrationale Kovarianten

OG=a;—=a: =02, + @, 2,) (B2, + B,,)

und ein Punkt y hat bei ¢, die beiden linearen Invarianten ¢, und 8,. Diese
Verhiiltnisse finden wir z. B. bei den relativen Drehungs- (und Bewegungs)-Inva-
rianten in der Euklidischen Ebene vor.!

Im allgemeinen Falle kénnen wir sagen, dass uns die Theorie der projek-
tiven Invarianten von Formen mit unabhingigen Koeffizienten und ihr natiir-
liches Werkzeug -— die symbolische Methode — die algebraischen Kovarianten
nicht liefert. Stellt man nidmlich auch die, die Gruppe &, festlegenden Formen
{G}, mit Hilfe von Symbolreihen 4, B, ... symbolisch dar, was fiir das Ermitteln
der projektiven Invarianten von {F} + {G} oft auf bekannte und geldste Auf-
gaben fithren kann, so wird man bei speziellen Formen {G} und ihren projek-

! Ein weiteres einfaches Beispiel entnehme ich einer brieflichen Mitteilung von H. WEYL:
®r = Drehungsgruppe in n Verinderlichen = Gruppe aller reellen Transformationen, die @ (x) =
= (@} + 2§ + -+ )" invariant lassen. Ein Punkt y hat X'y? als Gr-Invariante und dies ist

nicht ganz und rational durch G (y) ausdriickbar.
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tiven Komitanten nicht immer mit den Reihen 4, B, ... allein auslangen. BEs
kann nidmlich eine projektive Komitante der {G} in Faktoren G’ zerfallen, die
ganz in den Variablenreihen z,¥,... sind.! Die Koeffizienten dieser Formen G’
miissen aber nicht wieder mit den Reihen A4, B, ... darstellbar sein, sondern kon-
nen die Einfiihrung neuer Symbolreihen oder Grossenreihen L, M, ... notwendig
machen.

Ein einfaches Beispiel fiir diese Verhiltnisse haben wir wieder bei der
Hauptgruppe der Elementargeometrie. Die Adjungierte von @ in (19) ist x?;
dies ist eine projektive Kovariante von @, die in zweil Linearfaktoren zerfillt.
Die Linearform G =z, ist nicht mit Hilfe der Symbolreihen e von (20) darstell-

bar. Setzt man

G=x,=(lw)=0 x,+0 -z +0 23+ 11,

go fithrt man neben den Reihen @, 8, ... die neue Reihe I'=0:0:0:1 ein und
Jetzt kann man die ®;-Invarianten von quaterniren Grundformen {F} als pro-
jektive Invarianten von {F} + {®@} + {G'} betrachten, die nun auch ganz und
rational von den Koeffizienten «;; und 7 der Formen @ bzw. G’ abhingen und
neben «, 8, ..., 1" keine weiteren Symbolreihen mehr erfordern.

Hat man sich bei gegebenen {I'} und {G} alle nétigen Symbol- und Gréssen-
reihen 4, B,..., M, N, ... verschafft, die zum Aufbau der ®,-Komitanten von {F}
als projektiver Komitanten geniigen, so hat man damit einen Ausgangspunkt ge-
wonnnen, der auch zum zweiten Fundamentalsatz der ®&,-Invarianten fiihrt. Man
geht dann aus von den fiinf Typen II; von Identititen bei projektiven Invari-
apn‘nen'2 und untersucht die verschiedenen Typen von Identititen, die sich ergeben,
wenn eine oder mehrere der in den II; stehenden Reihen durch Symbol- und Gros-
senreihen A, B, ..M, N, ... ersetzt werden. Hier wird insbesondere dann ein
neuer Typus einer Identitit vor den Tag kommen, wenn sich die projektiven In-

variantentypen von II; in neéue ®,Invariantentypen verwandeln.

§ 25. Beispiele zum Adjuhktionssatz.

Wir behandeln schliesslich noch einige Beispiele, die die Bedeutung des
Adjunktionssatzes illustrieren.

! Hierauf hat schon H. BURKHART hingewiesen gelegentlich einer Kritik der KLEINschen
Formulierung des Adjunktionssatzes: Mathem. Ann. 43 (1893), 8. 206. ‘
® Vgl. etwa meine »Invariantentheorie», Groningen (1923), 8. 9s.
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Der einfachste Fall liegt vor, wenn das System der n-diren Formen {F}, das

die Gruppe &, festlegt, aus einer einzigen Linearform

(21) L=0z)=3IlLa

besteht. ©, ist dann die affine G;*uppe des Gfn; ihre Invariantentypen sindl:
(22) (ab...gm), @b ...9w), @b ...q0), (I'a), (ab);

sie entstehen also aus den projektiven Invariantentypen durch Hinzunahme der
Reihe . .
Dasselbe haben wir, wenn das System {G} aus mehreren Linearformen

(23) (le x)? (Z; LU), c (l,@ x) und (pl ul)7 (pz M,), R (pdu,)7

also aus ¢ Linearformen (/;z) in Punktkoordinaten z; und aus ¢ Linearformen
(pre) in Raumkoordinaten wu; besteht. Die zu dieser Gruppe gehorigen Invari-
antentypen ergeben sich aus

(24) (ab...gm), @b ...g'm), (a'b)
wenn eine oder mehrere der Reihen a,b,...; a" ¥, ... durch p,, p,, ... resp. durch
I;,1,,... ersetzt werden. Hs ist dabei gleichgiiltiz ob die Formen (/;z) von den

Formen (px#’) unabhiingig sind oder nicht; eine Abhiingigkeit hiitte nur zur Folge,
dass von den Zahlen (I;p;) einige verschwinden.

Bei o =1, 6=1 wird &, die sogenannte »affine Gruppe mit festem Punkt>.
Bei g==0, o=n—1 ist @, die Gruppe &, der Schiebungen und Streckungen
(Translationen und perspektive Ahnlichkeitstransformationen), die ®&,-Invarianten
sind die Schiebungs- und Streckungsinvarianten, die absoluten ®&,-Invarianten
sind die Schiebungs- oder Translationsinvarianten.?

Neue Invariantentypen erhilt man, wenn die Formen {G} auch G¢-Koordi-
naten enthalten. Der einfachste Fall ist der, dass

(25) G = (a' w)* =2 Sa;; win

eine Linearform in Linienkoordinaten s ist. &, ist dann die sogen. » Kom-
plexgruppe>, deren Invariantentypen von H. Weyr und (fiir ausgeartete Kom-
plexe) von E. Wanyer bestimmt wurden.® Man erhilt diese Typen aus (17),

! Vgl. Jabresber. d. Deutsch. Mathem. Ver. 22 (1913), 8. 192—209
® Vgl. Proceed. Akad. van Wetensch. Amsterdam 34 (1931), S. 214.
® H. weYL, Mathem. Zeitschr. 20 (1924), 8. 131 und E. WANNER, Dissertation Ziirich (1926).

37 — 31856. Acta mathematica. 58. TImprimé le 19 février 1932.
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indem man die Reihen &' (2 Reihen) bzw. a(n — 2 Reihen) von (25) adjungiert.
Bei den n-dren Semi-Invarianten, denen die Transformationen der Gestalt

J;Elza}x1+afm2+--'+a?xn

o 2

Ty = @y Xy + -+ atxn

o n
\xn +az,

zu Grunde liegen (sie bilden eine &, mit » = é(n2 + n —2)) ist das System der

Formen {G} bestimmt durch: einen festen R._,(x, ==0), in diesem ein fester

Ry~ (@n=0, Z,—1=0), ..., in diesem eine feste Gerade (z,=0, zy—1=0, .. ., £;=0)
und auf dieser ein fester Punkt 1:0:---:0. Wir haben somit
(26) ' {G} == Tn, TTn—1,n, Tn—2n—1,n, -+« 7T34. .0, U,,

d.h. {G} enhilt die Linearform x, in Punktkoordinaten, die Linearform 7m,—i .
in Linienkoordinaten, ..., die Linearform #, in Raumkoordinaten.
Die Invariantentypen sind hier

( an, (ablu—1,n, (@bClu—a n-t,n, ..., (ab... gm)

' ’ ’ ’ LN ’ ’ ’ ’ (a,b)
15’17(‘1}))12» (@ b ) as, con (@ gt )

(27)

Bin weiteres hierher gehoriges Beispiel haben wir bei den Invarianten der

»gestuften Transformationen>. Man teile die n Verinderlichen z,, wx,, ..., z, in
k Abschnitte
Xi=(way...xp), Xo=(2pr12psa-..2g), ..., Xoe1= (@41 Xrra... 2z,
Xk = ((L‘,g+1, ey CCn)

Dann kann man die gestuften Transformatiouen in der Gestalt darstellen
X1 =4 X+ 4 X+ 4+ A Xi
(28) X, = A Xyt A X

Xk - Akk Xk ..

' H. WEYL und E. WANNER, 1. c.
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Hier bedeuten die A4;; Matrices, 4,, z.B. mit p Zeilen und ¢ — p Kolonnen
u.s.f. Die Determinanten der A4;; sind # o.
Diese Gruppe der gestuften Transformationen kann man festlegen durch

die invarianten #-dren Formen
(29) . {G} T Ts41,542, . ..my TUrt1, 042, . 0y -« TTp+1,p+2, ... 0,

die, gleich Null gesetzt, lineare, ineinander geschachtelte Riume von # — s — 1,
n—1r—1,...,n—p-—1 Dimensionen darstellen. Der Adjunktionssatz gibt die

Invariantentypen®:

{ (ab...gm), (c...gmhps1,. .ny-- (€. . gMst1,. n

raqr r oy 7 g ! ’ g ’ (d’b).
(@b ... gw), (@b ... dVa. p,.. @Y. . W)

(30)

Fiir p=1,9=2,...,8s=n—1 kommen wir wieder auf die Semi-Invari-
anten zuriick.
Bei den orthogonalen Invarianten haben wir zuerst allgemein die Gruppe &,

einer nicht-ausgearteten quadratischen Mannigfaltigkeit
(31) G=Sapxixr=(a z)? =0,

die fiir den speziellen Fall

(32) A G = (wa) =2} + @l + - + x}
die Typen

(33) (ab. .. gm), (ad)

der orthogonalen Invarianten erzeugt, wobei a, b, ... jetzt Reihen mit oder Reihen

ohne Strich sein konnen. Auch bei einer u-fach ausgearteten Form (31) mit der
Normalform

G(M):{L‘;+1 + $;+2 + -+ .’L’fl

sind die Invariantentypen mit Hilfe des Adjunktionssatzes leicht anzugeben.?

Fiir o= 1 erhiilt man die Bewegungsinvarianten bzw. die der Hauptgruppe.

Nehmen wir bei den gestuften Transformationen (28) 2 n Veriinderliche

(34) Xgy Xy ooy Ty Ty Ty, - ooy T

! Hierzu E. WANNER, 1. ¢, S. 14.
* ebenda, S. 16,
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mit k=2, p=n und iiberdies A, gleich der Nullmatrix, so haben wir die Trans-

formationen
Xy =a,wt o+t
® ___ 1 n
Xy, =0, %+ +ayw,
¥ _ 1, n
In = 0nZy T+ QX

(35) Fr = aldy ot @,
—% 1 = N on
Ty = o, T+ ey In
T PR o
&y = Gp &y + 0+ o)y

mit |e¥]| # o, |a*| # o.

Man kann diese Transformationen charakterisieren durch die beiden invari-
anten Formen ‘

(36) ' Gy = 2. .n, GzzGi:”w...n.

Nehmen wir als drittes G, die quadratische Form

(37) Gy=u, % + 2y@y + + + Xp Ty, = ()

hinzu, so ergeben sich fiir Reihen @, @; b, b:... (vgl. (34)) ohne Strich die In-
variantentypen

(38) fi=\(ab...gm), fo =(ab...gm), f,=(ab) + (abd),

wovon die ersten beiden n-reihige Determinanten sind und analog zu (37) ge-
setzt ist:

(39) f;:(ab):alzl+a262+"'+ani)-n.

Beschrinkt man sich auf Punkte

Gyily: " @y 0:0: 0
des Gebietes G, der Vefétnderlichen Zy, %y, . . ., 2y und ebenso auf Punkte
0:0: - :0:b:by: by
des Gebietes Gn deé zweiten Satzes #,, &, ..., Tn der Variablen, so vereinfacht

sich f; von (38) noch und kann durch f, von (39) ersetzt werden, sodass hier
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(40) Sfi=1(ab...gm), fo=(Gb...gm), f, = (ab)

die TInvariantentypen fiir Punkte aus G, und G, sind. Denten wir in (35) die
iiberstrichenen Grossen #; und of als komplex-konjugiert zu xz; bzw. «f, so gehen
(40) in die Typen der n-iren wnitdren Invarianten iber.!

! Vgl. W. H. TURNBULL, Proceed. Akad. van Wetensch, Amsterdam 34 (1931), 8. 413—41I9.
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