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GRUPPEN. 

Einleitung. 

Der klassischen Invariantentheorie liegt die allgemeine projektive Gruppe, 

gebildet aus allen linearen und homogenen Transformationen yon ~ u 

lichen zu Grunde. Ihre zwei I-Iauptprobleme: die Frage nach der allgemeinen 

Struktur der projektiven Invarianten gegebener Grundformen und die nach der 

Endlichkeit, sind gel5st, die erstere durch die symbolische Methode, die alles auf 

Linearformen und deren Invarianten zuriickfiihrt, die letztere allgemein durch 

den beriihmten Basissatz yon Iz[ILBERT und den unmittelbar darauf beruhenden 

H I L ~ T s c h e n  Endlichkeitsbeweis. 1 Seine Methode ist,, wie H I ~ E ~ T  selbst an- 

gibt ~, iibertragbar auf Gruppen, >>wenn die Koeffizienten der die Gruppe bestim- 

menden Substitutionen g~nze and rationale Funktionen einer gewissen Anzahl 

von Parametern sind, derart, dass durch Zusammensetzung zweier beliebiger 

Substitutionen der Gruppe eine Substitution entsteht, deren Parameter bilineare 

Funktionen der Parameter der beiden urspriinglich ausgewghlten Substitutionen 

sind und wenn es zugleich einen Differenziationsprozess gibt, welcher sich in ent- 

sprechender Weise zur Erzeugung der zur vorgelegten Gruppe gehSrigen In- 

varianten verwenden l~i,sst, wie der Differenzi~tionsprozess Y2 im F~lle der zur 

allgemeinen projektiven Gruppe geh5rigen Invarianten.>> 

HII~B~aT zeigt an derselben Stelle die Anwendbarkeit dieser Methode fiir 

die orthogonale Gruppe und fiihrt als weiteres Beispiel fiir quatern~re Formen 

1 D. I-IILBEBT, , ,0ber die Theorie der algebraischen Formen,,, M~them. Ann. 36 (I89o) , 

S. 473--534. 
Ebenda, S. 532. 
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die drei-gliedrige Gruppe I yon l inearen Punk t t r ans fo rma t ionen  an, die eine irre- 

duzible Raumkurve  drif ter  Ordnung  unge~tndert lassen. 

Eine zweite Methode fiir den Beweis der Endliehkeit  yon Inva r i an ten  hat  

HuI~WiTZ ~ gegeben und fiir die projekt iven und  or thogonalen  Inva r i an ten  aueh 

durchgereehnet .  Sie entst.and aus der fiir endliehe diskrete Gruppen  F braueh- 

baren NIethode, eine gegebene Form allen Transformat ionen  yon F zu unter-  

werfen und  aus den t ransformier ten  Formen  symmetr ische Funkt ionen,  insbeson- 

dere ihre Summe zu bilden, die dann  Inva r i an ten  bei F s ind3 

Bei kont inuier l ichen Gruppen  geht  die Summat ion  fiber in eine In t eg ra t i on  

und dass diese fiir die allgemeine projektive und ffir die or thogonale  Gruppe 

sinnvoll uusfi ihrbar ist, konnte  Hul~WlTZ naehweisen. 

I n  den letzten ffahren haben im Zusammenhange  mit  der Darstel lungs-  

theorie kont inuier l ieher  ubstrakter  Gruppen dureh lineare Transformat ionen  I. 

S c o u r  4 und  H. W ~ L  '~ diesen Gedanken von gU~WlTZ wieder aufgegriffen. 

Insbesondere  konnte  W E w  nuehweisen, dass die dureh ihn veral lgemeinerte 

Methode yon HuI~WITz fiir alle halbeinfachen Gruppen brauchbar  gemaeht  

werden kann  und  dass ~damit zum erstenmale auf natfirliche Weise ein grup- 

pentheoret iseher  Giltigkeitsbereich fiir die Invar ian ten theor ie  abgegrenzt  ist~3 

I ch  habe mieh nie damit  befreunden k5nnen, dass man  zu derar t igen rein ul- 

gebraischen S~tzen wie den, betreffend die Existenz einer endlichen Integrit i t ts-  

basis in Po lynomr ingen  best immter  Art,  t ranszendente  Hilfsmit te l  wie Volums- 

integrale, Uberlagerungsfl~chen und  dgl. nStig haben sollte. Es kommt  dies, 

um ein einmal yon H, W~YL selbst gebrauehtes  W o r t  zu verwenden, einem ~mit 

K~nonen auf Spatzen sehiessem~ gleieh. 

Das Problem der Endliehkei t  bei beliebigen kontinuier l iehen Unte rgruppen  

(~,,. der al lgemeinen projektiven Gruppe formulier t  D. HII,  BEI~T in seinem Par iser  

Vor t rag  yon I9OO. 7 Es diirfte ihm jedenfalls  en tgangen  sein, duss ein J a h r  

Auf einem anderen Wege h~be ich deren Inv~rianten behandelt in Proceed. Akad. v~n 
Wetenseh. Amsterdam 33 (I93O), S. II25--II32. 

A. Hu~wI~rz, GSttinger N~chr. (I897), S. 7I. 
Vgl. etwa H. W~]BER, Lehrb. d. Algebr~ II (2. Auff.) (1899), S. 227 oder ~usfiihrlicher: 

E. NOETHER, M~them. Ann. 77 (I9~), S. 9 o. --  Diese Methode kann bei Kongruenzgruppen und 
den dazugehSrigen Modul~r-Invarianten vers~gen. 

4 I. SCl~UR, Berliner Ber. (I924) , S. I89, 297 u. 346. 
:' H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 23 (I92~) , S. 271 und ~4 (I9~), S. 238 u. 377. 

H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 24 (~925), S. 392. 
D. H~LBE~T, G5ttinger Naehr. (19oo), S. 28I und Compte rendu du 2 i~me congr~s inter- 

national des Math6m. P~ris (I9O2), S. 9 ~. 
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friiher (I899) dieses Problem im Prinzip durch L. MAugEg gelSst wurde. 1 Auch 

mir war diese Ta~sache bis vor kurzem unbekannt. Obwohl MAUg~R nur die 

Endlichkeit der ubsoluten Invarianten beweisL treten bei ihm doch die drei 

wesentlichen Punkte deuflich hervor: Erstens die Endlichkeit bei eingliedrigen 

Gruppen (vgl. den folgenden Abschnitt I), die auf die bin~ren Semi-Invarianten 

fiihr~ und wobei yon der Jordanschen Normalform einer Matrix Gebrauch ge- 

macht wird. ~ Zweitens der Aufbau der (~r-Invarianten aus den Invarianten 

bezgl, eingliedriger Gruppen, wobei auch auf die Abh~ngigkeit der letzteren 

Riicksicht genommen wird (Vgl. Abschnitt II). ~ Schliesslich drittens in einer 

besonderen Behandlung der einfachen Gruppen 4, wobei betreffs deren Struktur 

die yon W. KILLINa und E. CAgTAN gefundenen Resultate verwendet werden. ~ 

Sowohl der yon MAUR~R skizzierte als auch der yon mir gegebene End- 

lichkeitsbeweis ist rein algebmisch und yon einer bestimmten Darstellung der 

Gruppen (~ unabh~ngig. Dass die Ergebnisse ~AURERS solange unbeachtet bile- 

ben, mag vielleicht auf den Umstand zuriickzuffihren sein, dass MACgER wieder- 

hol~ auf nicht ganz leicht lesbare friihere Arbeiten verweist. ~ Inbesondere ist 

fiir den Endlichkeitsbeweis seine Einteilung der infinitesimalen Transformationen 

~Jia~x~ in drei Klassen und die Voraussetzung, dass ~r  )) regul~r )) sei, un- X 

nStig. ~ 

Der im folgenden in den Abschnitten I und I I  gegebene Endlichkeits- 

beweis l~sst uns erkennen: der wahre Grund ffir die Existenz einer endlichen 

In~egrit~tsbasis ffir die Invarianten bezfiglich beliebiger kontinuierlicher Unter- 

1 L. MAURER, , ,Ueber die E n d l i c h k e i t  der  I n v a r i a n t e n s y s t e m e ~ ,  S i t zungsber .  der bayr .  Akad .  

d. Wiss .  29 (I899), S. 1 4 7 - - I 7 5 ;  z u m  Tel l  m i t  e incr  angek f ind ig t en  F o r t s e t z u n g  (die n i e m a l s  e r -  
s ch i enen  ist)  n e u  bea rbe i t e t  in  M a t h e m .  Ann .  57 (I9O3), S. 255- -313 .  

Bei  m i r  b e h a n d e l t  in  Proceed.  Akad.  van  W e t e n s c h .  A m s t e r d a m  33 (I93o), S. 4 7 - - 5 o  u. 
2 2 7 - - 2 3 I .  

3 Bei  m i r  z u m  Tei le  b e h a n d e l t  ebenda,  S. 233- -242 .  

4 Bei  nl i r  du rchge f f ih r t  ebenda ,  S. 996--IOO2. 

Vgl.  die i m w  14 g e n a n n t e  L i t e ra tu r .  
6 Vgl. aueh  e ine  K r i t i k  dreier  frf iherer  Arbe i t en  im  3. Bande  der , ,Theorie der T r a n s f o r m a -  

t ionsgruppen , ,  yon  S. LIE, Le ipz ig  (1893), S. 8o6. 

7 MAURER n e n n t  die in f in i t e s ima le  T r a n s f o r m a t i o n  X ( f )  , ,regul/ir yon e rs te r  Art , , ,  w e n n  die 

zu  X ( f )  gehSrige  cha rak t e r i s t i s ehe  G l e i e h u n g  n- ten  Grades  A (~) = [ a ~ - -  o~ ~ [ = o n u r  die W u r z e l n  

= o ha t ;  X ( f )  i s t  , , regular  yon zwei ter  Art, , ,  w e n n  A(oJ)= o n u r  ganze  r a t iona le  W u r z e l n  u n d  

n u r  E l emen ta r t e i l e r  e rs ter  O r d n u n g  ha t .  I n  a l len  a n d e r e n  F~l len  wi rd  X ( f )  , , irregul~r~ g e n a n n t .  
E ine  l ineare  h o m o g e n e  Gruppe  n e n n t  e r  ,,reguliir,,, w e n n  die e r z e u g e n d e n  i n f i n i t e s ima l en  Trans -  

f o r m a t i o n e n  so gew/ ih l t  we rden  kSnnen ,  da s s  sie r egu l a r  (I. u n d  2. Art)  s ind.  

3 0 - - 3 1 3 5 6 .  Acta mathematica. 58. Imprlm6 le 11 f~vrier 1932. 
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gruppen der allgemeinen projektiven Gruppe ist der, dass sie ganze rationale 

Funktionen sind, die dureh lineare Operatoren (=infinitesimMe Transformationen) 

reproduzier~ werden oder Nuli liefern: diese Beproduktiou dutch li~eare Operato- 

ten liefert die natiirliche Abgre~zung der algebraischen Invariantentheorie.' 

Im Abschnitt I I I  behandle ieh zwei Probleme, die sieh bei der wirklichen 

Aufs~ellung der ~,.-Invarianten einstellen und auf Grm~d des Endlichtceitssatzes 

gelSst werden k5nnen: Das Typenproblem und der sogenannte Adjunldionssatz. 

Sie sind zum Teile schon in grobem Umrisse formuliert yon F. KLEIN in seinem 

,>Erlanger Programm>>. e Er stellt dort die beiden Aufgaben: 

I. >)Es ist eine Mannigfattigkeit und in derselben eine Transformations- 

gruppe gegeben. Man entwielde die auf die Gruppe beziigliche Invariantentheorie.>> 

2. ,>Es sei eine Mannigfaltigkeit und zu ihrer Behandlung eine auf sie be- 

ziigliche Transformationsgruppe gegeben. Es werde das Problem vorgelegt, die 

in der MannigfMtigkeit enthaltenen Gebilde hinsichtlich eines gegebenen Gebil- 

des zu untersuehen.,> 

Sie kSnnen, wie wir im folgenden zeigen wollen, fiir das lineare Gebiet 

Gn ( ( n -  I)-dimensionMer projektiver Raum), fiir kontinuierliche Gruppen yon 

linearen homogenen Transformationen in ihm und ~iir algebraische, durch n-itre 

Formen darstellbare Mannigfaltigkeiten gelSs~ werden. 

Ist  wieder (~,. die gegebene lineare homogene Gruppe des Gebietes n-ter 

Sbufe G,~, so kommt die erste obiger kufgaben in exakter Formulierung auf lq'ol - 

gendes hinaus: Gegeben sind eine Reihe (F} = F~, ~ , . . .  yon n-gren Grund- 

formen: es ist ein volles System yon ganzeu und rationalen | der- 

selben zu ermitteln. Wir werden zeigen, dass dies geschehen kann durch Auf- 

bau der (~,.-Invarianten aus ,Invarianten-Typen>>, das sind ~t,.-Invarianten yon 

hSchstens n - - I  Linearformen, und dass letzten Endes die Ermittlung dieser In- 

variantentypen eine Aufgabe der Theorie der projektiven Invarianten bi~girer 

Formen ist. 

Die zweite der obigen Aufgaben lautet in strenger Fassung wie folgt: Im 

G,, sind neben den Grundformen (F} n-gre Formen ~"stt-'~ = G1, G~, . . . gegeben, 

welehe die linearen Transformationen einer Gruppe G~ gestatten und bestimmen. 

1 Dass die (~r-Inv~rianten e[ne endliche Rationalbasis  besitzen folgt unabhfingig vom End- 
lichkeitssatze aus einem Mlgemeinen Theoreme yon E. NOETHEIr GSttinger N~chr. (3 o. Juli  I926), 

S. 29" 
F. KLEIN, ~Vergleichende BetrachSungen fiber neuere geometrische Forschungen, ,  Erl~ngen 

(I872); wieder ~bgedruckt in M~them. Ann. 43 (I893), S. 63--Ioo.  
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/ t Es s ind  die |  yon  , F J  zu e rmi t t e ln .  W i r  werden  zeigen,  da.ss h ie r  i n  

a l l g e m e i n s t e r  W e i s e  der  >>Adjunkti0nssa.tz>> g i l t :  Ma.n erhi i l t  a.lle |  der  

G r u n d f o r m e n  eF* ~ w e n n  m a n  die pro jek t i ve~  Inva. r ia .n ten des v e r e i n i g t e n  Sys t ems  

~ . j . ~ G j  e rmi t t e l t ,  die i n  den  K o e f f i z i e n t e n  der  F o r m e n  f~'~ ga.nz u n d  ra.tiona.1, 

i n  den  Koe f f i z i en t en  der  F o r m e n  {G} h i n g e g e n  a l ge b r a i s c h  s in& 

D e r  A d j u n k t i o n s s a t z  f i i h r t  a.uf b e k a n n t e  P r o b l e m e  der  p r o j e k t i v e n  Inva.ria.n- 

t e n t h e o r i e .  I s t  h i n g e g e n  die G r u p p e  n i c h t  d u r c h  ihre  Inva.r ia .nten,  s o n d e r n  d u r c h  

ih re  in f in i tes ima. len  T r a . n s f o r m a t i o n e n  gegeben ,  so muss  ma.n e rs t  die in  den  

b e i d e n  e r s t e n  A b s c h n i t t e n  da . rges te l l ten  M e t h o d e n  a .nwenden  u m  die  zur  G r u p p e  

6L. g e h 5 r i g e n  Inva . r i a .n t en typen  zu b e r e c h n e n .  U n d  b i e r  5 f iner  s ieh ffir die  I n -  

va. r ia .ntentheorie  der  l inea.ren G r u p p e n  e in  wei tes  Feld .  
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A B S C H N I T T  I. 

Eingliedrige Oruppen. 

w i. Die Jordansehe Normalform. 

eingliedrige Gruppe l inearer Transformat ionen  in n Ver~nderl ichen 

is~ durch eine einzelne infinitesimale Trans format ion  

O f  ak " ~ O f  ~ 
A (f) =3-f~ xk '~ a. xk 

O Xi  
i~1  k= l  

also durch eine Matrix I[a ll gegeben. Gilt fiir eine Form f (x )  der x, identisch 

in diesen Vergnderl ichen 

(2) A (f)  = a - f ,  

so nennen  wir f eine A-Invariante. 

Zwecks Ermi t t lung  aller A- Invar ian ten  f (x )  gehen wir vermittels einer 

l inearen homogenen  Transformat ion  x -~  S(y) oder xi ~ s~ Yk mit  nicht  verschwin- 

dender  Determinante  Is~l zu n neuen Ver~nderl ichen Yl, Y~ . . . . .  , y~ fiber. Dabei  

wird aus jedem f (x )  ein g(y), aus (2) ents teht  

(3) N(g )  = 

wobei N(g) gleich dem t ransformier ten  A (f) ,  also gleich " 

(4) 
Og -k 0 g n~ yk 
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_ _  ki ist. Start  der Matrix A -  Ha~l] haben wir dann die t ransformierte  Matrix 
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(5) N =  s - ~  A s --114ll mit  n ~ = S~-'~s k i ~l m" 

Wir  wollen nun  S so w~thlen, dass N die sogenannte JORDA~sche Normal- 

form yon A darstellt .  Hierzu die folgende Erk l~rung)  

Die zur Matr ix A gehSrige charakterist ische Gleichung 

(6) D e t  I~" E - - A I -  ( ~ - - ~ , ) ~ ' ( ~ - - ~ ) ~ . . .  (Z--X~)v~ = o 

(~ # ~) ,  (~ + ~, + + ~ - -  . )  

habe h versehiedene Eigenwerte oder Wurzeln ~i und  zwar Et vl-fach, ~ v2-faeh, . . . ,  

gh vh-fach. Fiir die JORDANsche Normalform gilt  dann erste,ns 

(7) I[N][ = IILxl[ + IiL~ll+ "-4-i[L~li, 

wobei die )) L~tnder >> Li quadratische lViatrizen mit  v~ Reihen sind und die rechte 

Seite yon (7) andeuten soll, dass diese L~Lnder l~ngs ihren Hauptd iagona len  nach- 

einander aufgereiht  werden. In  [[Ni[ ist dann jedes Element  ausserhalb der L~tn- 

der gleieh Null, z. B. : 

IIxIl = 
L 

i L2 

L3 

Zweite~s gehSrt zu jedem Lande L~ mit  vi Reihen eine geordnete Folge 

yon wenigstens einer and  hSchstens vr ganzen positiven Zahlen dr1, d~2, . . . ,diet ,  

(I--<Qi--<vi), deren Summe =v~ ist. Diese >> Feldzahlen ,) bestimmen die er gelder  

F%, in die das Land Li zerf~llt: 

(s) IiLtl = I[F~II + I I ~ ! l  + - -  +IIF%/I .  

Alle Elemente yon Li ausserhalb dieser Felder  sind wieder = o. 

t Vgl. J. WELLSTE~X, Crelle I63 (I93O), S. I66--I82.  Wegen eines Beweises ffir die Trans- 
formierbarkeit auf die Jordansche Normalform (nach It. WEYL)vgl.  z. B. F. KLEIN-BLASCHKE, 
Vorles. fiber hShere Geom., Sammhmg Springer Nr. 22. 3" Anti. (I926), S. 388. 
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Ein  Feld  F~ik schliesslich ha t  die Gesta l t  

h i  I O 

o h~ I 

~ : 0 

0 

0 0 

0 O 

0 

0 

0 

h i  I 

hi 

Zusammenfas send  haben wir also fiir die Jordunsche  Normal fo rm:  _Y hat  

in der Haup td iagona le  die E i g e n w e r t e  hi, unmi t t e lba r  rechts  yon diesen Nul l  

oder Eins und die "Einsen bilden eine Reihe yon Einser-Serien,  deren L~ngen 

durch die Zahlen ~i,.k-- I gegeben sind; alle anderen Elemente  in 2V sind ~ul l .  

Naeh  (4) haben wir dann  

(9) N ( y i )  = h~ �9 y j  oder : h i  �9 ~}'J-yj4-1 

je nachdem in der j - ten  Zeile yon 5 r rechts der Haup td iagona le  eine Null  oder  

eine Eins steht.  S teht  eine Null, so zeigt (9), dass y j  eine l i n e a r e  N - I n v a r i a n t e  

mit  dem Mult ip l ikator  h/ darstell t .  Es gil t  auch das Umgekehr te :  alle l inearen 

N- Invar ian ten  setzen, sich l inear  und homogen aus den N- Invar ian ten  y j ~ ,  ~ . i 2 , . . .  

zusammen, die zum selben 3/Iultiplikator hi gehSren. Soll n~mlich 

i i 
�9 7 ,  ' 

m y~ ~- m y~ 

eine N-Invar ian te  ~T[  ^.'l i . sein, so muss iY [m~ yi) : a . m y~, also 

i m i ( ~ k y i + ~ i y i + l )  = a �9 m y i ,  d . h .  

(io) m i . h k + m  i -1-  ~ i - - l ~ c ~ ' m  i 

werden, wo ce kons tan t  ist und ei gleich Null  oder gleich Eins zu setzen ist, je 

nachdem in der /-ten Zeile yon N eine Eins s t e h t  oder  nicht.  Aus (IO) folgt  

dann,  d~ss nu r  diejenigen,  zum selben Mult ipl ik~tor hk gehSrenden m ~ nicht  Nul l  

sein miissen, die zu einer Zeile mit  ei ~ o gehSren.. 

Tre ten  in tier Normal fo rm keine Einsen auf, so ist jedes yi eine N-In- 

var iante  und  die yi bilden also selbst eine endliche Integr i t~tsbasis  fiir alle N-In-  

var ian ten  g (y). Wenn  in N nur  ein einziger Einser  vorhunden  ist, z. B, bei 
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N ( y ~ )  ~ ~ , t ' y l - t - y ,~ ,  so bilden y~, y ~ , . . . ,  yn die Integri t~tsbasis  fiir alle N-In-  

var ianten und y~ kann in keinem g(y) uuftreten.  Ers t  yon zwei Einsen an fin- 

der man  neue, nicht-lineare -Y-Invarianten g (y). 

w 2. Die n i ch t - l i nea ren  N - I n v a r i a n t e n .  

Um diese letzteren zt~ ermitteln gehen wir allgemein aus von einer Fo rm 

p-ten Grades der y~, y~, . . . ,  yn 

(~ ~) g(y) = z g , , ~  .,~ y~,~ .,~ .... y~n (pi +p~ + + ~ = p )  

mit Koeffizienten gp,~ .... Pn, die wir nns lexikografisch geordnet  denken:  wir 

sagen g~)i~. ) . . . .  P?~ ~ gq~q . . . .  q n '  wenn beim ersten der n Indizespaare  p~ q~, p.~ qe, . . . ,  

p~  q,~, bei dem nicht  beide Ziffern gleich sind,p~>q~. Es ist also z. B. gm �9 �9 �9 >g~s~ �9 �9 �9 

u. s. w. und g~oo.., ist der grSsste, goo...p der kleinste Koeffizient~. 

W i r  berechnen N ( g ) =  ~'~q n~y~ und finden aus (I i): 
a iy" 

~] ' (g)  = Z { p l  gp, p2 . p n y P ' - - l ( Z l Y l ' ~  ~ l y 2 )  y p2 yPnn'2[- ~O2gp, p:~. a,P, ~IP ~--1 .. �9 �9 " . . P n . ~ l  :r �9 

�9 (z~y~ + ~ y ~ ) y ~  y~: + } 

P 
�9 y ~ , - i  y ~ + ~  . . .  y , ~ } ,  

oder, wenn wir d i e  innere Summe rechts wieder nach den t )o tenzprodukten 

y~ , . . ,  y~, ordnen und  ein gik~.., mit einem negat iven Index  gleich Null  setzen: 

y ~ l ,  y~n + (~)  2 v ( g ) - ~ { ( p l ~ , + p ~ z . ~ + - . + p ~ z , ~ ) . . q ~  ~ 

P 

I-Iieraus ergeben sich die Koeffizienten ~ yon N(g):  

( I 3 )  gP, P . . . .  P n =  ( ( P l Z t + - ~ 2 ~ ' 2 " z F  "'" ~ ~ n Z n )  "gP ,  P . . . .  Pn +-]01~1 "gp,-t-I,  P2--1, P . . . .  Pn + 

+ P ~ e e  " g p ,  p2+~,p3--1 . . . .  Pn + "" " )  

wobei wie oben st ~ I oder ~ o ist, je nachdem N in der /-ten Zeile eine Eins 

hat  oder nicht. 
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Die durch die Gleichung (I3) dargestellte lineare Transformation der Koef- 

fizienten gp,~ . . . .  p~ ist wegen 

gpl+l ,  p~-- l, Pa . "'Pn ~ gPl  P 2 . . .  Pn 

gp~, p.~+l, Pa--I,P4, . .. Pn ~ gP~Pe " ' ' Pn 

halbreduziert, das heisst ihre Transformationsmatrix hat  in der Hauptdiagonale 

iiberall eine Zahl p~Z~ +P2 Z.~+... +p~Z,~ und rechts oberhalb der Hauptdiagonale 

Nullen stehen. Fiir eine N-Invariante g ( y ) ~ o ,  bei der . N - ( g ) = g ( y ) : a  .g(y) 

�9 ist, folgt also zun~chst, dass der Multiplikator a die Gestalt 

(I4) 

hat  u n d  dass weiters 

a : p ,  Z 1 § Z.2 § " +iO~ Z,, 

Og Og Oq Og _y~ = o 
a yk uy,--i 

sein muss. Letzteres beweist man wie folgt. Wir  teilen die n Vedinderlichen 

YL, Y2, . . . ,  Y,~ entsprechend den Einserserien und den in der Hauptdiagonale von 

N allenfalls stehenden Z~, die weder oberhalb noch rechts eine Eins haben, in 

Abschnitte 

Y l , Y 2 , .  � 9  y ~ §  2'1, z 2 , . . . ,  2',-t-1; . . .  ( # ~ o ,  ~ ~> o , . . . ) .  

Eine N-Invariante g(y) geht dunn fiber in ein Polynom G(y, z , . . . ) ,  das wir in 

eindeutiger Weise in G = G  l§  G2§ so zerlegen, dass G 1 homogen vom Grade 

p' in den y, homogen vom Grade q' in den z , . . . ;  da,ss G 2 homogen vom Grade p"  

in den y, homogen vom Grade q" in den z , . . . ;  u . s .w ,  wird. Diese Zerlegung 

sei angedeutet durch 
p'  q' p "  q,, 

G---- GI(y, z, . . .) + 62(y, z, . . . )  + . . . .  

Keine zwei der Zahlenfolgen to', q', . . . ;  p",  q", . . . ;  . . .  sind dann identisch. 

Aus N ( G ) =  a.  G folgt dann, dass dieselbe Gleiehung fiir jedes Gi gilt: 

N(Gi) = a "  Gi, 

d.h.  wir kSnnen yon vorneherein amlehmen, dass g homogen vom Grade p in 



Uber die Invar ia ten yon linearen Gruppen. 241 

den y, homogen  vom Grade  q in den z , . . .  ist. GehSr t  dann  Zl zu den y,  ~ 

zu den z , . . .  (es kann  auch At = Z~ sein), so g ib t  N ( g ) =  e . g :  

Og 
~T(g)=r162 . g :  (p~l +q)~,2+ ...) g + Z ~ j i s iY  i+1 + Z ~ ' q  ~k,~k-I-l+ "'" OZk 

Hieraus  ergib~ sich dann  wegen a : p ~ l + q ~ +  ... die Gle ichung  (I5). 

U m g e k e h r t  ist  (IS) auch h in re ichend  fiir die N - I n v a r i a n z  von g(y). 
Bezeichnen wir  je tz t  die y~, die zur  ers ten Einserser ie  gehSren,  mi t  Yl, Y2. - ' ,  

y~+l, die zur zweiten Einserser ie  geh5r igen  mi t  z~, z ~ , . . . ,  z~+~ u. s. f., so k5n- 

nen  wir  an Stelle yon (I5) auch schre iben 

(I6) ( O.q O.q Og ) 

oder, wenn ~ die S u m m a t i o n  fiber alle verschiedenen Einserser ien bedeute t :  
8 

y ~ +  - - -  + . . - §  = 
Oy y ~ ~yt y~+~ o. 

8 

Diese Diffdrent ia lg le ichung ist  aber  nichts  anderes  als die cha rak te r i s t i sche  

Di f fe ren t ia lg le ichung fiir Semi-Invarianten bin&'er 1;'ormen ~ 

(,:) (:) 

(18; 

Eine Integrit~tsbasis ffir alle N-]~nvarianten ,q (y) - -  und damit aueh ffir 

alle A - I n v a r i a n t e n  f (x)  - -  wird also gegeben durch  ein volles System von Semi- 
invarianten dieser binSren Formen (~8). Die Grade  dieser le tz te ren  sind durch  

die Anzahl  der Einsen in den verschieden Einserser ien  s fes~geleg~. 

Vgl. z. B. E. B. ELLIOT, Algebra of Qu~ntics, Oxford (x895), S. II2 ft. (,,Annihilator,, O, der 
die * Anti-Semiinvari~nten* ch~rakterisiert). Hierzu auch L. MAVRER, Miinchener Ber. 29 (I899), S. 152. 

3 l -  31356. Acta mathematica. 58. Imprim6 le 11 f6vrier 1932. 
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Die Semiinvurianten sind projeld~ive Invuri~nten der Grundformen, zu de- 

nen noch eine spezielle Line~rform hinzu genommen wird (hier ~.2). ~r erh~lt 

ulso die Endlichkei~ fiir die Semiinwri~nten uus der fiir die projektiven In- 

variunten und die Semiinv~ri~nten selbst finder m~n, indem m~n ulle Komit~nte~ 

(In- und Kowrlanten)  der Grundformen (~8) ~ufsucht und in den Kovuriunten 

~ ,  ~,, durch o, ~ ersetzL 

w 3. Die Rationalbasis. 

D~ die Aufstellung voller Systeme yon Semiinv~riunten bei li~ngeren Ein- 

serserien eine reichlich komplizierte S~che sein kunn, wollen wit uuch eine Ra- 

tional-Basis fiir alle N-[nvuri~nten g (y) ermitteln, hier lassen sich ni~mlich die 

Basisinwriunten explicite angeben. 

Sei zuniichst eine" einzige Einserserie mit den d~zu gehSrigen Ver~nder- 

lichen Yl, Y~, . . . ,  Y,,~, Y~+I gegeben. D~nn huben wir die Differenti~lgleichung 

Og 00~ ~ Oq ~-~ y~ ( I9 )  Cgy l y ~ - b  + ' "  § ~)~ y , + l = O ,  

die leicht uuf die gewShnliche Weise zu integrieren ist und die tt unubh~ngigen 

Integr~le liefert: 

I 2 
C] (y) - -  Y , - 1  yl,-~ l - -  2 yt~ 

C 3 (y) = y[ t -2  ~ + 1  - -  y , t -1  Y ,  Yt~-~.l + I y~ 

(2o) 3 

. . . . .  . . . . . . .  . . , . 

I __ I 

I . ~--2 f t -  I # 
-~ ( - - I ) / ~  ( ~ _ _ 2 i ! Y / t  Yl t - - lY l  t-b1 - - ( - -  I ) ~ f - - y / ~ .  

Fiir C.~ h~ben wir neben 

(2I)  C~ = - .  ~ ~ . ~ - ~  - - 
I 

r! 
m--2 y~y~-m+2 y~+~ ~ . . . .  

_~ ( _ _ i )  m I . . . . .  2 . .  1"" (__I )m ~ y / -  I m 
( m - 2 ) !  ~" Y ' -  ~ + ~ - -  . ~  Y" " 
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die Rekursionsformel 

(22 )  C m  = ~ ~ .m- -1  I I 

I I m - - 

{ m  - 

Jedes rationale In tegra l  von (I9) ist dann ein Polynom der C,~(y} yon (2o), 

geteilb durch eine Po{enz yon y ,+l .  

Analog fiir eine zweite Einserserie yon v Einsen und den dazu gehSrigen 

Variabeln &, z ~ , . . . ,  z,, z~+l. Hier  t r i t t  dann neben die Polynome 

{'~11 (2') ----- Zvq-1 

I 
C~ (z) ~ z~,-12%,+1 . . . .  z,~ 

2 

{v ~-I g~ 
~'1Z,v+ 1 i ! Z" Z2 ~+1 

noch die N-Invariante  

(z3) A~ = y ,  z~+~ -- y,+~ z~ 

und d~sselbe gil~ ffir alle weiteren Einserserien. 

So ergibt sich im al lgemeinsten Falle das Resulta~, dass jede rat ionale 

s g(y, z , . . . )  ein Bruch is~, in dessert Z~hler ein Polynom der C~(y), 

C,~(z) , . . . ,  /t12, His, H'a~, . .  �9 steht  und dessen Nenner  yon einem Potenzprodukte  

~ gebildet wird. Y ~ + l Z ~ + I  �9 ' "  

w 4. Beispiele. 

Zur VerdeuHichung des Obigen seien einige einfache Beispiele besprochen. 

I. Sei n = 4. Dann  haben wir die folgenden ti inf nicht-gquivalenten Ty- 

pen yon Normalformen:  

~2 
& 

I 

11 I 
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Bei Ta sind alle vier Yi selbst N- [nvar ian ten ;  bei T 2 nur  y~, Ys und Y4; 

bei Ts haben wit  zwei Einserser ien yon je einer  Eins, also nach (I8) die beiden 

binfiren L inear fo rmen  

qJu-- a ~ -  yj~l +y2~-~ 

cf~ = fl~ = z, ~ + z~ ~., = y.~~ + y~ ~_~. 

Ihre  Semiinvar ianten sind also y.~, y~ und (aft) --- y~ y~ --- Y2 Ya und diese drei Poly- 

home bilden die Integri t~tsbasis  fiir diesen Fall. 

Bei T~ ergeben sich neben y~ aus der bin~il'en quadrat ischen Form 

2 

zun~chst  deren Semiinvar ianten  a~ (aft)'-' und aus diesen die N- Inva r i an ten  Ys 

I 2 
u . d  .v~ us - -  ~ y :  (vgl. (2o)). 

B e i  T~ schliesslich haben wir Y4 und die bin~re kubische Form 

~Y a~ ~ I 3 2 

Deren Semiinvar ianten sind 

ct~, (afl)2 ct~fl~, (afl)~ (za) fl~7~ und (a fl)" (76)" (a6) (f17); 

sie l iefern (vgl. (20)) neben y~ die N- Invar ian ten  

I 2 

c'~(u) --- u.~ .us - 2 u ,  

Ca(Y) = Y l f f ]  - - Y ~ Y a Y 4  + I s 
3 y.~ 

D ( y ) =  - -  is.u,u.~usU~ + ~/lu~ + 9:,;, u~ + s;/~ y , - - 3  v~:u~. 

Dies ist die Integriti~tsbasis fiir alle g (Y); Y4, C2 (y) und G~ (y) bilden die Ratio- 

nalbasis. W i r  haben in der Ta~ 1 

= - - - ( 8 C ~  + 9C~). D ( y )  u] 

i u  F~I,LIOT, ]. C. S. 219. 
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2. Sei n =  8 und N die Matr ix  

N =  

~3 I 

~L~ I 

245 

Wi r  haben hier  also drei L~tnder mit  je einem Feld und im ganzen zwei Einser- 

serien. Fiir die N- Invar ian ten  g (y) erhal ten  wir die Rationalbasis  

Y4, Ys, Ys.= za, ~/1~ = Y3 z8 - -  Y~ z2 = ya Ys ~ Y4 Y7 

I ~., C3 (~]) Yl Y~ - -  -~- I a 

nnd als Nenner  t re ten  nur  Po tenzproduk te  y ~ z ~ - -  ~ Y4 Y8 auf. 

Die Bes~immung einer Integriti~tsbasis fiir die N- Invar ian ten  g (y) e r fo rder t  

die Berechnung  eines vollen Systems yon Semiinvar ianten  einer bini~ren ku- 

bischen Form 

~0 3 = 6 f f l '  ~ -~ 6 Y2 '  ~, ~2 -~- 3 Y3 ~ ~] + Y~ ~8~ 

und einer biniiren quadrat ischen Form 

~ = 2 y~ .  g~ + 2 y <  ~1 g~ * y~ .  g~. 

Man ha t  also ein volles System yon projekt iven Invar ian ten  yon ~03 und ~v,~ aufzu- 

s~ellen und in den Kovar i an ten  ~1, ~ durch  o, I zu ersetzen. Es ergeben sich 

so I5 Invar ian ten l ;  also en~hiflt die gesuchte Integrit i i tsbasis,  da noch Y5 mi t  zu 

ziihlen ist, i6 Invar ian ten .  

Vgl. GORDAN-KERSCHENSTEINER, Vorlesungen tiber Invar iantentheor ie  II, Leipzig (I887), 

S. 323 . 
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w 5. Abso lu te  und  r e l a t i v e  A - I n v a r i a n t e n .  

W i r  sehreiben je tz t  wieder  x start  y und  es sei die F o rm  f ( x ) e i n e  A- 

Invar ian te  mi t  dem Mult ip l ikator  al: 

(2) A (.f) - -  c~. f .  

W a n n  

Gestal t  ha t  

gibt es absolute A-Invar ian ten?  Wir  wissen nach (I4), dass a die 

a = p ~ h  1 + p ~ h ~ +  "+p~h,~  

Wo die pi ganze Zahlen _-->o und die hi die Wurze ln  der charakter is t i schen Gleichung 

] h E - - A ] = o  sin& Notwendig  fiir die Exis tenz yon absoluten Inva r i an ten  

(a ~-o)  ist also das Bestehen einer  posit iv-ganzzahligen Rela t ion  

(24) Pl hi + P2 h.2 4 "'" +pn h,~ = O. 

Und dies ist auch hinre ichend,  denn es gibt  nach (IO) zu jedem hi wenigsteus 

eine l ineare Inva r i an te  Li  und nach (24) ist also L ~ ' L ~ . . .  LhPh eine absolute 

A-Invar iante .  Ferner :  es gibt nu r  relative, ganze, ra t ionale  Invar ian ten ,  wenn 

keine Gleichung (24) mSglich ist, und es gibt nu r  absolute Invar ian ten ,  wenn 

alle ~x ~ o sind. 

J e t z t  seien f +  const., f l ,  ~ , . . . f ~  A- Invar ian ten  mi t  den Mult ip l ikatoren 

a, al ,  a ~ , . . . , a ~ .  D a n n  gil t  der 

Satz 1: I s t  

(25) f = f l  + f2 + " "  + f~, 

so kSnnen rechts alle f i  weggelassen werden, bei denen c~i @ ce ist. 

alle ai 4 a, so folgt  f=-- o{x}.  '~ 

Sind also z. B. 

Beweis.  Es seien a~, c~, . . . ,  ar die un te re inander  und  yon a verschiedenen 

Mult ip l ikatoren der Reihe %, % , . . . ,  a~. W ir  bilden den Opera tor  

(A) = (A - -   iE)(A - -  ( A  - -  E ) ;  

1 L. )/[AuRER, 1. C. S. I54 nennt bei einem reguliiren A (f) zweiter Art eine relative Invari- 
ante f eine ,,ausgezeichnete Funktion,, und die g~nze Zahl s~ in (2) ihren ,,Index,,. 

Hierzu tI, WE~ZL, Mathem. Zeitschr. 23 (I925) S. 277. 
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wenden wir  ihn auf  (25) an, so ens teh t  r ech te r  H a n d  Nul l  und  l inks 

f .  9 ~(c~) = (c~ - -  cei) (a - -  c~k)... (~ - -  (~r)" f ,  

wir wiirden also f =  o bekommen,  wenn  ein m" yon ~ versehieden wgre, gegen 

unsere  Vorausse tzung  f q= eonst.  

Satz I gil t  in derselben Weise,  wenn  A ( f )  dureh  eine bel iebige Trans-  

fo rmat ion  X einer Gruppe  ~ ersetzt  wird und f sowie die f i  |  sind. 

Es gi l t  weiters  der 

S a t z  2. Aueh die absoluten A-Tnvarianten F (x )  bilden einen endliehen s 

tegri tdtsbereich. 1 

Beweis .  Die absolu ten  A- Inva r i an t en  F ( x )  sind ngmlich  P o l y n o m e  P ( f . )  

absolu ter  und  re la t iver  A - I n v a r i a n t e n  3~(x) mi t  A ( F ) - ~ o .  Nach  dem HIL-  

nE~Tschen Basissatz  lassen sich aus allen /; '  eine endliche Anzahl  1~, F 2 , . . .  , 2~m 

so auswghlen,  (lass jede absolute  A- Inva r i an t e  T '  in der Ges ta l t  

.(26) ~ ' =  /~'1 " G~(f)  + !~' 2 �9 G2( f )  ~ + ~ " G,,~(f) 

geschr ieben werden  kann,  wo die Gj ( f )  wieder P o l y n o m e  der .1~, also en tweder  

selbst A - I n v a r i a n t e n  oder  S u m m e n  solcher sin& W e n d e n  wir  also Satz I an  

auf  die Gle ichung  (26), so fo lg t  A ( G j ) =  o, d .h .  die Gj kSnnen so gewghl t  wer- 

den, dass sie auch absolute  A - I n v a r i a n t e n  sind, wodurch  Satz  2 bewiesen ist. 

Zu jeder  ubsoluten A- Inva r i an t e  F ( x )  geh5rt ,  wenn  sie als P o l y n o m  der 

re la t iven I n v a r i u n t e n  darges te l l t  wird - -  wir  setzen je tz t  voruus, duss es solche 

gibt  - -  nuch (24) eine verschwindende  L i n e a r f o r m  der s mi t  ganzzahl igen  Koeffi- 

z ienten pi-->--o und umgekehr t .  De r  I nhu l t  des Satzes 2 kann  dann auch wie 

fo lg t  fo rmul ie r t  werden:  

S a t z  3. Gegeben n komplexe Zahlen ~,, ~ , . . . ,  ~,~. Aus der Gesamtheit der 

Gleiehungen P =29, ~ +P2 ~2 + " +29n ~n -~ 0 mi t  ganzen p~ >= o ldsst sich eine end- 

liche Anzahl  1)1, 1)2, . . . ,  P~** derart auswdhlen, dass jedes P in der Gestalt 

P =  gl -Pl + g~ P~ + "'" + gm Pm 

mi t  ganzen g~ >= o dargestellt werden kann. ~ 

L L. MAURER, 1. c. S. I62.  
2 Dies ist ein spezieller Fall eines allgemeinen Satzes tiber Linearformen yon J. G. VAN 

DER CORPUT; vgl. Proceed. Akad. yon Wetensch. Amsterdam 34 (I93I), S. 372--382. Vgl. such 
A. OSTROWSKI, Math. Ann. 78 (I918), S. 98 und 8I (I92o), S. 22. 
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Schliesslich kSnnen wir die Endl iehkei t  der A-Invar ian ten  noeh wie folgt  

formul ie ren  als 

k O f  Bat~. 4: Alle ganzen rationalen Integrale der Differentialgleichung a t Xk Ox t 

of  ~: xk = o bilden -= a . f  oder auch die der homogenen Differentialgleichu~g a t O~x,. 

ellen e~dlichen I~tegrith'tsbereich. 

Es sei hier  noch auf den Unterschied hingewiesen zwischen A- Invar ian ten  

f (x )  und den Inva r i an ten  g (x) bei der einzelnen e,~,dlichen linearen Transforma- 

O f  
tion A." fiir erstere haben wit  A ( f )  = a~ xk :~x i : c~ . f ,  fiir  letztere h ingegen 

g (~i) = g (a~ xk) -~ te " g (xt). Diese le tz teren F o rm en  g (x) bilden im al lgemeinen 

keinen endlichen I, ntegrith'tsbereich. Denn  wenn wir  die Matr ix  I! a~![ wieder  a u f '  

die Jordansche  Normal fo rm t ransformieren ,  so gibt  es zu jeder  Wurze l  s we- 

nigstens eine l ineare Inva r i an te  yt, wofiir also akiYk = Zi yi ist. I s t  nun  ~ = o,  

so gilt  fiir jedes Po lynom g ( y ) =  yt" P(y),  wo P(y)  beliebig, g (~))~ o, d .h .  jedes 

solche g(y) ist eine Invar i~nte  bei der endl ichen Trans fo rma t ion  A u n d e s  

exist ier~ hier  keine endliche Integrit i i tsbasis.  ~ 

w 6. l l l in imalpo lynome D (A). 

Sei f ( x )  ~ eonst, eine Form p-ten Grades der n Ver~nderl iehen xl ,  x~, . . . ,  

�9 k O'f x,~, n icht  no twendig  eine A-Invar iante .  A ( f )  a~ xk ~ ist dann  wieder eine 
x i  

Form der xt, yore selben Grade wie f o d e r = o .  Ebenso A ~ ( f ) = A ( A ( f ) ) ,  

A 3 ( 2 f ) , . . . .  Da es nu r  endlich-viele l inear-unabhiingige Po lynome vom Grade -p  

in den xi gibt, muss zu jedem f ( x ) m i t  kleinstem m >--o ein >>Minimal~olynom>> 

Dm+I(A) der  Gesta l t  

[Dm+~ (A) = A m+~ + d~ A m + d~ A? n-1 + ... +dm A + d~+~ = 

(27) 1 - (A - -   1)(A - -  ( A - -  

existieren, derar t ,  dass 

(28) Dm+l (d) ( f )  ---- o {x~} 

l I n v a r i a n t e n  bei  e iner  e inze lnen  end l i chen  T r a n s f o r m a t i o n  A b e h a n d e l t  1t. HILTON, Proc. 

London  Mat .  Soc. IO (I9O2), S. 4 2 3 - - 4 4 5  u n d  II (I912), S. 96 - - IO3 .  
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gil~. I s t  f (x)  eine A- Invur i an te  mit  dem Mult ip l ikator  a,  so ist bereits  

(A--  a) .  ( f )  = o, also m : o und I)m+l(A) = Da (A) = A --  ~. Und  umgekehr t  

ist fiir m = o f eine A-Invariante .  

u  diesen Minimalpolynomen gilt  der  

Satz  5: Zu jedem f(x)=~ const, gibt es ein einziges Minimalpolynom Dm+~(A). 
Lvt P(A)=Vconst. ein Polynom in A und verschwindet P(A)(f) ,  so ist P(A) dutch 
Dm+i(A) teilbar. 

Beweis. Der  erste Tell  des Satzes folgt  aus der Minimale igenschaf t  und 

aus (27); denn hii t ten D:,+~(A) und / )~+I(A) die E igenschaf t  (28), so warae  

ihre Differenz ein kleineres m ergeben. Zum Beweise des zweiten Teiles dividie- 

ren wir B(A) mi t  D.,+~(A): 

P (A) = Q (A). D~+~ (d) + B (A), 

wo B(A) hSchstens vom m-ten Grade in A ist. Schreiben wir rechts  yon allen 

Gliedern der letzten Gleichung f ,  so folgt  R ( A ) ( f ) =  o, also R (X)------o fiir alle 

X, w . z . b . w .  

Es seien je tz t  f l , f ~ ,  . . . , d~  A-Invar ian ten  mi t  den Mul t ip l ika toren  ai, also 

A - ( x )  

und weiter  (P( f )  ein Po lynom dieser f~.  q) ist i. a. n icht  wieder  eine A-In- 

variante.  W i r  bilden das zu @ ( f )  geh5rige Minimalpolynom D~+~(A) und be- 

weisen hieri iber den 

Satz 6: Die Gleichung D,~+~(X)= o hat nur eiufache Wurzeln. 
Sei n~mlich q) als Po lynom d e r ~  ausgeschrieben,  mi t  Koeff iz ienten @p,p . . . .  pj 

(29) @ = Z q)p:p:~...pj . f ~ f~ . . . f jP j .  

W ir  haben dann:  

(3o) 
A ( (D) = ~ (~)p,p . . . .  pj ( ~ l  ~ + ~)~ (%.2 + " " " + ~ j  (%j) fPl i f p~ . . . f jPJ 

- -  . . . .  + . . Y ? J  

D,~+I(A) en ts teh t  aus (29) und (30) durch  El iminat ion  der P roduk te  @p . . . .  pj. 

�9 f p l . . ,  f f j .  Bezeichnen wir  also mi t  di, d.a . . . .  , dm+i die un te re inander  verschie- 

denen W e r t e  yon Pl ~1 +P,~ a . 2 + + P j a j  in den Gle ichungen (30), so wird 
32--31356. Acta mathematica. 58. Imprim6 le 12 f6vrier 1932. 
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u n d  h i e r a u s  

D~+~(A)(qJ)= 

R. Weitzenb6ck.  

(/) I . . . . . . . . . .  I 

A (m) d, . . . . . . . . . .  d,,+~ 
2 2 

A 2 ( ~ )  dt  . . . . . . . . .  ~ m + l  

Am+l (~)  (~lm+l (~ra+l 
. . . . . . . .  m +  1 

~ - O .  

Dm+l ( A ) =  (A - -  (~1)(A--(~2) . . . (A - -  dm+~) �9 H ( &  - -  &), 

w o r a u s  w e g e n  d~4dk Sa tz  6 folg~. 

I s t  q) se lbs t  w iede r  A - I n v a r i a n t e ,  so wi rd  m = I u n d  dl = Pl  al  + . . + pj aj 

h a t  ffir  al le E x p o n e n t e n s y s t e m e  p~ d e n s e l b e n  W e r t .  

A B S C H N I T T  I I .  

J e t z t  sei 

w 

Mehrgliedrige Gruppen. 
Die allgemeine Struktur yon | 

(~) = G1, G~,  . . . ,  G r ( r  > I )  

eine r -g l i edr ige  k o n t i n u i e r l i e h e  G r u p p e  h o m o g e n e r  l i n e a r e r  T r a n s f o r m a t i o n e n  in 

n Ver i~nder l ichen x l ,  x , ~ , . . . ,  x,, u n d  e r z e u g t  d u r c h  die r l i n e a r - u n a b h i i n g i g e n  

(mit  k o n s t a n t e n  Koef f i z i en ten ! )  i n f in i t e s ima len  T r a n s f o r m a t i o n e n  

(i) O f  k Of  b ~ x k , . . .  
G1 = A ( f )  = --Oxi a.z Xk, G 2 = B ( f )  = 

(fiber i u n d  k w i rd  yon I bis n summie r t ) .  

I s t  ~ = G i, G~. , . . . ,  Gj ein T e i l s y s t e m  yon  ~ ,  ff ir  welches  al le K l a m m e r -  

ausdr f i cke  

[Gi ek] = I'~k e l  (i, k = i ,  2, . . . , j )  

w i e d e r  n u r  d u r c h  G1, G ~ , . . . ,  Gj al le in  a u s d r i i c k b a r  sind,  so i s t  ~ e ine  Unter- 

gruppe yon  (~. Gi l t  ff ir  j edes  G,~ aus  (~(m ~ I,  2, . . . ,  r): 

(2) [G~G,~]=F~mG~+F],,~Ge+ ' "  +FJmG i ( i =  I, 2, . . . , j ) ,  

so he i s s t  ~ eine invariante ode r  ausgezeichnete Untergruppe (Normalteiler) yon  |  
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H a t  | ausser sich selbst und  der Identit~tt o keinen Normalteiler,  ist also 

ohne >>eigentlichen>> Normalteiler,  so heisst | einfach. Einfache,  nicht  ein-glied- 

rige Gruppen haben wenigstens die Ordnung drei. 

Die Gesamthei t  der Klammerausdri icke [G~ G~.] (i, /c : I ,  2, . . . ,  r) bilden 

einen l~lormalteiler | yon (~; er wird die (erste) Ableitung yon (~ genannt .  En- 

digt die Reihe der Ablei tungen @, (~', |  ...,.(~(8-1), | mit  |  o, dann sind 

alle infinitesimalen Trunsformutionen yon (~(~-1) unterein~nder  vertauschbar,  

| ist also ein AB~.Lscher Normaltei ler  yon | (~ heisst dann autiSm'bar oder 

integrabel. 
Enthii l t  eine Gruppe (~ keinea auflb'sbaren Normaltei ler ,  so heisst sie halb- 

eiufach. Jede ha!b-einfache Gruppe ~ ist als direktes Produkt  ~1, ~_~ . . . .  , 

@m(mHI) yon einfachen Gruppen darstel lbarl :  ist Ei aus @i, /~k aus ~k, so gilt  

fiir i ~ ]c stets [El Ek] = O. 
W i r  werden in diesem ~ von einer Gruppe (~ ausgehen, bei der die Reihe 

der Ablei tungen mit  (~j(8)(s H I) abbricht, wo also | . . . .  ist. I s t  

| so ist | auflSsbar; ist | so stellt (~(~) eine Gruppe dar, die mit  

ihrer Ablei tung zusammenfiillt.  Letzteres ist z .B. bei allen halb-einfachen Grup- 

pen der Fall;  es gibt abet  auch nieht-h~lb-einfache Gruppen mi t  dieser Eigen- 

schaft. 

l~ehmen wir dann eine Basis (I) ffir | so an, dass in ihr die infinitesi- 

malen Transformat ionen yon | enthal ten sind, so haben wir folgendes Schema: 

(3) 

@' e:~ ~' --  , G~ . . . . . . . . . . .  Gh,; | 

I | = G~ ~), G~),. . . . . .  G(~; | 

(~(~) ~ ~(~) 

I-Iierbei ist h > hi > h~... > h8-1 > h8 = o. 

Is t  ferner X (i-1) eine willkiirliche infinitesimale Transformat ion yon (~(i-1) 

und X (i) aus (~(i), so ist [X (*-1) X(')] entweder l~ull oder wieder in | enthal ten.  

W i r  setzen h H I voraus; die Gruppen | mi t  @3'-----| werden wir spgter 

behandeln. 

l Vgl. E. CARTA~, Th~se, Paris (1894), S. 53. 
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w 8. | 

Eine Form F(x) der Ver~nderlichen xi, fiir die identisch in allen x~. die r 

Gleichungen gelten 

A (~') = a .  1~', B (F) = fl- 1~', . . . ,  

heisst (~-Invariante. 

Wir  werden die Endlichkei t  der ~- Invar ian ten  schrittweise beweisen. I s t  

(~ nich~ selbs~ anfl5sbar, so werden wir voraussetzen, dass die Endlichkeit der 

(~(~)-Invariante~ feststeht und dass wir eine IntegritStsbasis der ~(~)-Invarianten 

kennen. Von diesen ausgehend werden wit  die Endl ichkei t  der | 

ten, dann die der ~3(~-2)-Invarianten u. s.f. bis zu den |  selbst be- 

weisen. Is t  dagegen (~(s)- o, also (~ selbst auflSsbar, so nehmen wir eine be- 

liebige infinitesimale Transformat ion X(h~-l) yon (~(~-1) und suchen deren In- 

varianten;  die Endlichkei t  dieser X~-~}-Invarianten s teht  nach Abschni t t  I lest. 

I s t  h~-i > ~ so nehmen wir eine zweite infinitesimMe Transformat ion X (~'-:) 
h s__ 1 --1 

und best immen die Polynome der x~, die bei X~[~_~_~ und X~ -~).~_~ invariant  sind. 

Dies wird solange fortgesetzt,  bls wir die | haben. Von diesen 

kommen wir dann wieder zu den (~(~-2)-Invarianten u. s. f. bis zu den ~-Invar ian-  

ten. Es eriibrigt sich dann noch die Fi~lle ( ~ -  ~ ~ halb-einfache Gruppe und 

(~ ~ ~ ,  ( ~ ' =  (~j zu behandeln. W i r  werden sehen, dass der Endlichkeitsbeweis 

fiir diese F~lle auf  ganz ~hnliche Weise, wie eben geschildert, geliefert werden 

kann  durch Aufbauen yon ~ aus einfachen Gruppen ~i. 

Es s e i f  eine @(i)-Invariante, also X (f)  -- ~ . f  fiir jede infinitesimale Trans- 

format ion X aus ~(i) and  A sei eine infinitesimale Transformat ion aus (~(i-1), 

aber nicht  auch yon | Es ist dann [AX] wieder in (~(i) enthal ten oder ver- 

schwindet. Wi r  beweisen jetzt  den 

Satz: Ist f eine | so auch A (f) .  

Beweis~: Die m +  I Formen der l inearen Formenschaar  S~+~ 

(4) A ~  A ( f ) = f ' ,  A ( f ' ) = A ~ ( f ) = f  '', . . . ,  A '~(f)=f( '~)  

seien linear nnabhi/ngig,  f ( ~ + ~ ) =  A ~+~ (f)  dagegen linear-abhi~ngig yon den For- 

men (4). I s t  A ( f ) =  o oder = a . f ,  so ist niehts mehr  zu beweisen; wir kSn- 

Vgl. dell  yon It .  WEYI, g e g e b e n e n  Beweis  des LIEschen  T h e o r e m s  fiber die E x i s t e n z  yon 

I n v a r i a n t e n  be i  auf lSsbaren  G r u p p e n :  Ma them.  Zei t schr .  24 (I925) , S. 375. 
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hen also m~--I voraussetzen. Jedes f(m+k):A'*+k(f) (k--I ,  2, . . . )  ist dann linear- 

homogen durch die Formen der Schaar S~+l auszudriicken: S~+i bleibt also als 

(m + I)-dimensionaler Raum bei der Operation A invariant. Wir  wollen zeigen, 

dass S~+~ such bei ]eder Operation X, X', X", . . .  yon | inv~riant bleibt. 

Zun~chst ist, da f eine | 

(5) x(/)=~./, x ' ( f ) = g ' . Z  x " ( f ) = g " . f , . . . ;  
dann: 

x (f') = XA (I) = [XA] (f) + A X (/): X'(f) + ~ . A(f), 

da [XA] = X'  wieder in ~(i) liegt; also wird 

(6) X (f ') = ~'. f +  g. f ' .  

Welters, in derselben Weise: 

X( f " )  = X A  (f') = [XA] (f') + A X ( f ' )  = X '  ( f ) +  A X ( f ' ) ,  

also, da 

X ' ( f ' ) =  X ' A ( f ) =  [ X ' A ] ( f ) + A X ' ( f ) =  X" ( f )  + ~'. A(f)  = ~" . f  + ~' . f '  

ist und X ( f ' )  aus (6) entnommen werden kann: 

X( f " )  = f '  . f + f  . f ' +  A ( f  . f + ~ . f ' ) =  ~" . f+~'  . f+~'  " f  +~.f",  

(7) x ( f " )  = E' . f + 2 ~' . f '  +~ . f" .  

(s) 

d.h. 

Allgemein hat nlan bei X die folgende Transformation des Raumes Sm+l: 

I 
X ( f )  = - ~ . f  

X( f ' )  = ~ ' . f  -+-~. f '  

| X(f") --f ' . /+2~' .f '+~.f" 

X (f(m)) __ ~(.~). f +  . . . . . . . . .  § ~. f(m). 

Diese Gleichungen stellen eine line,re Transformation X des Ruumes S~+l 

dar, deren Spur = (m + I).~ ist, wobei nach (5) ~ der zu fgehSr i ge  Multiplikator 

yon X war. Die S~+i-Transformationen X ' , X " ,  . . .  haben also die Spuren 

(m + 1) �9 ~', (m + I) �9 ~", . . . .  Nun ist aber A ebenfalls eine lineare S,~+l-Trans- 

formation und es war X ' =  [XA] gesetzt; duher: Spur yon X ' ~ S p u r  yon 
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[XA] -- X A - - A X ,  also = Null, also ~ ' - -  o. Und  ebenso sehliesst man  ~"-~- . . . .  

=~(m)~ O, SO dass (8) i ibergeht  in 

X (f(k)) = ~. f(k). 

Also ist insbesondere 

X( f ' )  = X A ( f ) =  ~ . f ' = g .  A ( f ) ,  d.h. 

(9) X A  ( f )  =  X(f) = A ( f ) .  

A ( f )  ist also so wie f selbst eine | w. z. b. w. 

Man sieht sofort ,  dass obiger Satz fiir jede Gruppe  und al lgemeiner  fiir 

jede Menge infini tesimaler  Trans fo rmat ionen  ~ =  X1, X ~ , . . .  und eine ausser- 

halb ~ l iegende infinitesimule Trans fo rmat ion  A gilt, wenn nur  jedes [AXi] 

wieder zu ~ geh5rt :  fiir jede ~- Invar iunte  f i s t  auch A ( f )  eine ~-Invar iante .  

w 9. Die infinitesimale Transformation ?/. 

W i r  setzen je tz t  voraus, dass wir ein kleinstes volles System 

z = { / . ) = A ,  A ,  . . . ,  f .  

yon (~(~)-Invarianten kennen, f i  sei eine dieser Basisinvarianten u n d v o m  Grade 
p~ in den xi. Es gibt  zu jedem Grade p~ nur  endlich-viele linear-unabh~ngige 

(~(~)-Invarianten f~, f~ ,  J~', . . . .  Nehmen  wir diese fiir jedes v =  I, 2, 3, . . . ,  s 

zum Systeme ~ hinzu, so ents teh t  wieder ein endliches System 

(II) *~,'= (f~, t~, d'<:',...} 

yon untereinander linear-unabhh'ngigen Formen  und  jede (~(i)-Invariante ist ganz 

und ra t ional  durch die Formen  aus ~' darstellbar.  In  2 '  werden aber, was bei 

n icht  der Fall  ist, im al lgemeinen Fo rmen  f (x)  vorhanden  sein, die g~nz und 

ra t ional  - -  aber n icht  l inear  - -  dureh  andere Inva r i an t en  yon 2 '  ausgedri ickt  

werden kSnnen. Is~ z. B. 

so laute t  ~' :  

~ , ~  X 1, X 2; X,~X 43Vx  5 x  6, 

x~, x~; x~l, xl x~, x~, x3 x4 + x5 x6. 

Nun sei A eine infinitesimMe Transformat ion  yon ~j(i-1) ausserhalb | ge- 
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legen, sodass also entweder | A, | mit  (~(i-1) identisch ist oder doeh 

eine invari~nte Untergruppe von | darstellt ,  deren Ablei tung = ~(i) ist. 

Wi r  denken uns die ~(i)-Invarianten (I I) naeh den Graden in den x~ ge- 

ordnet:  

(I2) : ' ~ f t ,  f~, f ~ ' , . . . ,  fi'"); f~,, f~, . . . .  , f l : ' ) ;  . . . .  {fa}, { /~*}, . . . ,  

sodass alle fz Formen vom Grade pa, alle f~  Formen vom Grade _ps, . . .  in den 

Vergnderlichen x/ sin& Jedes f yon 2 '  hat  dann bei der al lgemeinen infinitesi- 

mMen Transformation )~ X + 4' X '  + )J' X; '  + ... von ~(~) einen best immten Mul- 

t iplikator Z �9 g + A' - ~' + .. : 

(I3) ( Z X +  X ' X '  + . . . ) ( f ) = ( , ~ .  ~+,~'. ~' + . . . ) . f = _ d  . f .  

Wit" ordnen rerner die fz (*) jedes Absehnit tes {3~,} yon (I2) nach diesen Multi-  

plikatoren und erhal~en so schliesslich s ta t t  (I i): 

( I4 )  "~t~-fl, f 2 , ' "  . , f  st; gl,  g2 , ' "  ", ~s~; hi,  h 2 , . . . ,  hsa; . . . .  

Dann  haben alle j~ aus (14) denselben Grad Pl in den x~ und denselben Multi- 

plikator -//1 bei einem beliebigen X aus | ebenso sind ~lle gi Formen vom 

Grade P,2~Pl in den x~ und haben denselben Mult ipl ikator  / /~=_//~ u. s. f. 

Nun bilden wir A(2~). Dies ist wieder vom Grade Pt in den x~ (oder ver- 

schwindet) und ist nach dem vorigen w wieder eine (~(i)-Invariante und also we- 

g e n d e r  Konst rukt ion  von 2~' l inear and  homogen durch die fz,  g /* , . - ,  vom 

Grade Pl darstellbar-1 

(i 5) A (j~) = ?l~fx + ~l~' g~, + - . .  

Der Mult ipl ikator  yon A (.)q) bei | ist naeh (9) gleich dem von J~, also - -z /1 .  

Naeh dem Satze I des w 5 stehen dann in (I5)reeh~s nur  die fz und keine 

gt*, h,, . . .; dies gibt 

(i6) A (fi)=?l~.fz, A (gk)=?~ g, ,  A (hj)=?I] h,, . . . .  

Hieraus folgt, dass die infinitesimale Transformat ion A in den Formenreihen 

f z ,  gt~, h ~ , . . ,  eine infinitesimale Transformation 9~ induziert  mit  

1 Fiir  absolu te  Invar ian ten  vgl. L. MAUREI~, 1. C. S. I65 ( infini tesimale Trans fo rmat ion  
C;;~ (f)) ;  be i  MAUI~EI~ fehl t  die hiel" unerl~issliche E rwe i t e rung  yon X zu ~ ' .  
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(I7) 
OF OF 

~ ( F ( f ,  g , . . . ) ) = a f t .  ~ A  + og ~ g ~  + " 

wo F ein beliebiges Polynom der f i ,  g,, . . .  vorstell~. 

bIehmen wir jetzt die Formen f ,  g, h , . . .  yon (I4) sls neue Veri~nderliche 

und wenden wir den Sstz von Abschnitt I an, demzufolge die Invsrianten einer 

eingliedrigen Gruppe, hier die ~/-Invsrisnten q)(f, g, h , . . . )  mit 

( i8 )  (m) = m 

eine endliche Integritgtsbasis @~, q). , , . . . ,  q)~ hsben, deren Basisinvsrisnten q)~ 

homogen beziiglich der fl ,  homogen beziiglich tier g,, . . .  sind, so ergibt sich ass 

dieser Homogeneit i t ,  dsss die q)i such | also such | 

snten sin& 

Sei nun umgekehrt F(x) eine @~i-~)-Invarisnte. Dann ist /;' such elne 

(~(i)-Invsrisnte nnd also ein Polynom q)(fa, g,, h , , . . . )  der Formen (I4), das bei 

A invsrisnt bleibt und wofiir also (I8) gilt. Somit ist @ ein Polynom der 

q)i, @.~,..., q),o, d.h. auch die ~([-1)-Invarisnten hsben eine endliche Basis. 

w m. Die ~.Invarianten O. 

Dus ~)Somit*, mit dem der letzte Satzt beginnt, bedarf einiger ErSrterung. 

Wir  hsben ngmlieh sus dem Bestehen der Gleichung (I8) oder 

(O(f ,  g , . . . ) ) =  a .  O( f ,  g , , . . )  

suf @ =  Polynom von endlich-vielen Basisinvsrisnten @1, @2, . . . ,  @e geschlossen. 

Dies ist nach den Ausfiihrungen des ersten Abschnittes sicher richtig, wenn die 

Vergnderlichen f~., gk , . . ,  untereinander unabhh'ngig sind; die Schlussweisen, die 

zu diesem Resultste fiihrten, werden sber hinfgllig, wenn dies nicht der Fall ist. 

Und gersde dieses letztere wird hier im sllgemeinen eintreten: die Polynome 

d~, g k , . . ,  yon (I4) sind @(i)-Invarianten zwischen denen eine I~eihe yon Syzygien 

(i9) S -=o  ix}, i f ,  a , . . .}  

bestehen, d.h. dss Polynom S ist nicht Null, wenn seine Argumente f i ,  gk , . . .  

als unsbhgngige Vergnderliche betruchtet werden; dagegen verschwindet S iden- 

tisch, wenn alle 2~, g~, . . .  durch die n unsbh~ngigen Ver~nderlichen xl, x2, . . . ,  xn 

ausgedriiekt werden. 
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Alle Syzygien zwischen den endlich-vielen Formen d~, gk, .. der xt ha- 

ben nach einem Satze yon D. HILBERT ~ eine endliche Basis 

(20) S,,  & . . . .  , & 

yon irreduziblen Syzygien (erster Art), d .h .  es gilt erstens (19)fi ir  jedes St, 

zweitens ist fiir jedes S yon (19) mig geeignegen Polynomen P t ( f ,  i f , . . . )  

(21) s - -  s~ P~+ & ~,~+ . .  + & P , =  : & ~ ' t  { f ,  y , . . . }  

und drittens isg kein & yon (20) durch die iibrigen Sk analog (2I) ausdriickbar. 

Wenn nun _F(x) eine | ist, so ist, wie schon im vorigen w 

bemerkt wurde, F(x)  auch ein Polynom W der | j~, gk , . . . .  W ist 

aber nur modd Si bestimmt: 

(22) ~'(x) = T (f ,  g, . . . )  + 2~ & Ut. 

Und welter, aus A (F (x ) )~  c~. F(x) identisch in allen xt kann nur auf 

~(~)  ~- ~. ~ {,} 

nich~ aber auf 

~I[(T) ~_ c~. W {f, g, . . .} 

geschlossen werden. 

Is t  andererseits, wenn die ft., g k , . . ,  als unabh~ngige Veri~nderliche be- 

trachtet werden, @(f,  g , . . . )  eine LSsung. von (18), so ist dieses q) gewiss auch 

eine | wenn nachtrgglich die Giltigkeit von (22)vorausgesetzt  

wird; d.h. es ist wohl jedes @(f ,  g , . . . )  auch ein W (oder verschwindet), abet 

es muss nicht umgekehr~ jedes W(f ,  g , . . . )  yon (22) ein q} sein. 

Aus 

~ ( ~ ) - - ~ . ~ = o { x } ,  ~ o { f ,  g , . . . }  

folgt nun, dass ~,[ ( T ) - :  a .  W =  o eine Syzygie S-~  o darstell~, dass also 

(23) 9 ~ ( T ) - - a . T = - & p r  g , . . . }  

identisch in den 3~, g k , . . ,  gilt. Wir wollen je tz t  zeigen, dass hieraus auf 

(24) ~ ~ q)+2 ~2 & Qt {f, g, . . .} 

Mathem. Ann. 36 (I89o). 
33--31356. Acta mathematica. 58. Imprim6 le 12 f4vrier 1932. 
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geschlossen werden kann,  d .h .  class man also tats~chlich alle @~i-1)-Invarianten 

iV aus den 9~-Invarianten (18) (bei unabhi~ngigen j~, gk , . . . ) e rh i~ l t .  Denn (24) 

gibt unmit te lbar  

(25) (x)-= �9 

Zum Beweise yon (24) gehen wir auf  d i e  Bedeutung der Polynome @ zu- 

riick: s i e  sind Semi-Invarianten einer Reihe yon bini~ren Formen ~ ,  9~ . . . .  , q~ 

mit  Koeffizienten j~, g~, . . . ,  also projektive Invar ian ten  der Formen 1 

(26) { ~ } ' = ~ 1 , ~ , . . . , ~ 0 ~  und L = o . ~ t + I .  ~.2=1~. 

Daraus haben wir auf  die Endl ichkei t  Mler @ geschlossen unter  der Voraus- 

setzung, dass die Koeffizienten fi, gk, �9 . .  dieser Formen untere inander  unabhi~ngig 

sind. Es ist also die Frage  zu beantworten:  bleibt diese Endl ichke i t  bestehen, 

wenn diese Koeffizienten nicht  mehr anabhi~ngig sind und  wie erh~lt man  dann 

die Invarian~en T dieser Formen (26)? 

I t i e rauf  gibt ein Theorem yon J .  Dv.~vYTs Antwor t :  Man erhi~lt jedes W 

der Formen (26) mit  abhh)tgigen Koeffizien~en aus einer projekt iven Invar ian te  

q) derselben Formen mit  unabhh'ngigen Koeffizienten in der Gestalt  (24), voraus- 

gesetzt, dass das System der Gleichungen S i - - o ,  das die AbhSngigkeit  der Koeffi- 

zienten der Formen (26) darstellt, selbst ein projektiv-i~variantes Gleichungs- 

system ist. ~ 

Es komm8 also nur  noch darauf  an zu zeigen, dass die Syzygien S i = o  

(Vgl. (2o)) ein projektiv-invariantes Gleichungssystem der Formen (26) darstellen. 

Lassen wir in (26) die Linear form L weg, so heisst dies: die Gleichungen 

S i ~ - o  mfissen semi-invariant sein. Dies ist nun in der Tat  der Fall. Aus 

Si ----- 0 {x} folg~ zuniiehst 9A (Si) ~ 0 {x} und daher  ist entweder auch 

{f, . , , . . .} 

oder ?~(S~)= o stellt selbst eine Syzygie dar, d .h .  wir haben in jedem Falle 

(27) ~ (Sr ~ Z Sr Ur ( f  , g, . . .) 

woraus die Semi-Invarianz aller Sr = o folgt. 

1 S e m i - I n v a r i a n t e n  bei  bini~ren F o r m e n  = affine bini~re I n v a r i a n t e n !  

J.  DERUYTS, ESSM d ' u n e  th6or ie  g~n~rale des  fo rmes  Mg~br iques ,  Lu ik  (I89O), S. I48 ft. 

DE~UYTS sag t  dann ,  dass  die F o r m e n  m i t  abh/~ngigen Koef f iz ien ten  eine , p a r t i c u l a r i t 5  essentielle,~ 

bes i tzen .  
L. I~AURER, 1. c. S. I48 n e n n t  die ~/" ,speziel le , , ,  die q[, ,,allgemeine,, I n v a r i a n t e n .  
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w i i. Der  [~bergang y o n  (~(i). ZU |  

Wir  ha t ten  

(~(/---1) = A, (_St (i) 

und 2~ = {.f,} war ein kleinstes volles System yon uls bekana t  vorausgesetzten 

| Wir  haben 2 erweitert  zu einem System (I I) 

Z ' =  {fi., J;', f ; ' ,  . . .}  

yon l inear-unabhgngigen (~(/)-Invarianten. 

Die | finder man dann auf die folgende Weise. Im  Raume 

der Formen yon ~' induziert  A eine infinitesimale Transformat ion ~ und yon 

dieser ha~ man alle ~- Invar ian ten  @ (f , ,  f~ . . . .  ) zu ermitteln,  was wieder auf  

die Berechnung eines vollen Systems yon Semi-Invarianten bingrer Formen fiihr~. 

Aus einer Integriti i tsbasis @1, ~0.,, . . . ,  @r kSnnen wir dann diejenigen q)j weg- 

lassen, fiir die 

@j ( f ,  (x)) ~ o {x} 

ist und die, die ganz und rat ional  durch die anderen ~k ausdrfiekbar sind. Die 

iibrigbleibenden @i bilden dann eine Basis fiir alle q6~;-l/-Invarianten. Wir  

sehen: der iJbergang yon den gegebenen | f~ zu den |  

an ten  q) ist konstruktiv, d.h .  in endlieh-vielen Sehri t ten wirklieh ausfiihrbar.* 

aet~t gehen wir zuriick zur Strukturtabel le  (3) der Gruppe (~. Wenn  die 

Untergruppe ~(*-11 ausserhalb der q6(1 i-~) noeh eine infinitesimale Transformat ion 

B enthglt ,  so setzen wir 

| = B, | = B, A, | 

und vollziehen den ~)bergang von den (~i-1)-Invarianten q)j zu den | 

anten  Y2k in derselben Weise mi t  Hilfe der durch B bei den q)i induziexten in- 

finitesimalen Transformat ion ~(@j)-= ~ @ k .  

So for t fahrend  gelangen wir nach h i - 1 - - h i  Schri t ten zu den (~(i-1)-Invari: 

anten selbst. Von diesen in derselben Weise zu den (~(i-~")-Invarianten u. s. f. 

bis zu den ~-Invar ianten.  Bei (3) miissen wir Mso beginnen bei den | 

1 Beim urspr i ingl ichen Beweise fiir die End l ichke i t  der  ( ~ - - l ) - I n v a r i a n t e n  in den Proceed.  
der Akademie  van Wetensch .  Amste rdam,  33 (I93o) wurde  noch der  Basissatz  yon HILI~EI~C 
benu tz t ,  
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anten und dann die ganze Reihe G~, G ~ , . . . ,  G~ durchlaufen, was hSchstens 

h Uberggnge (~(i)_~| verlangt. 

Hiermit ist insbesondere fiir auflSsbare Gruppen | die Endlichkeit der [n- 
varianten bewiesen. 

w 12. Beispiel fiir eine aufliisbare Gruppe. 

Wir behandeln als Beispiel fiir eine auflSsbare Gruppe die Gruppe (~8 der 

Euklidischen Bewegungen in der Ebene und suchen ein volles System yon 

| bei zwei Punkten x und y. 

Sind x~ : x2 : x3 die homogen-rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes x, 

so ist die | ~ A, B, C gegeben durch die drei infinitesimalen Transformationen 

OF OF OF OF 
( 2 8 )  A ( F )  = X 1 0 X  2 X2 IOX--' ~ ([(~) = x3 IOX--' C ( F )  = x 3 0 ~  2 

mit den Zusammensetzungsgleichungen 

IBC]=o, [BA]-~C, [Ac]~-B.  

r rr 
Es ist also ~ = B, C und ~ ~ o. 

Wir  beginnen mit der infinitesimalen Transformation C. Aus 

o.f o f 
c ( f )  = x~ ~ + y3 ~ yi 

fiir eine 

Nullen): 

Form f(x~, yk) erhalten wir die Matrix (die leeren Stellen bedeuten 

x 1 

x~ 

( e )  . . . .  x~ 

Yi 

Y~ 

Y3 

x l  x2 xs  Yl Y~ Ys 

0 O" 0 

0 I 

0 

0 0 

0 
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Hieraus folgt, dass 

(29) x l ,  x~, Yl, YS und x ~ y 3 - - x s y  ~ 

alle C-Invarianten sind. Die letzte ergibt sich als Invariante der beiden bin~ren 

Linearformen 

x ~ t  + x ~  und Y~I + Y~2 

entsprechend den beiden Einsen in (C). 

Jetzt nehmen wir die C-Invarianten (29) und ergi~nzen sie zu einem vollen 

System ~' von linear-unabhg&gigen [nvarianten 

(30) x l ,  xs, Yl, Ys; XiXk, x iyk ,  y~yk fiir i, ~ =  I, 3 und x ~ y 3 - - x 3 y  2. 

Diese 4 + Io + I - - I 5  C-Invarianten nehmen wir nun als neue Yeriinderliche 

(f ' ,  gk , . . . )  und unterwerfen sie der infinitesimalen Transformation B. Da 

B ( ~  y~ - x~.v~) - -  o ,  B G )  = ~ ,  B ( ~ )  = o 

is~, so fiihr~ B(x iyk )  wieder auf xiyk  mit i, ]c = I, 3 und wir brauchen aus (3 o) 

nur fiir xl, x~, y~, y~ und x e y  3 - x  8y~=(xy)~ 3 die durch B erzeugte Matrix (B) 

Xl X3 Yl 

(B )  . . . .  

hinzuschreiben : 

I 

0 

0 

y~ (xv)~ 

I 

O 

O 

Hieraus erhalten wir also ein volles System yon (~'8-Invarianten 

(3 I) Xs, Ys; x 3 y l - - x l Y s ;  x2ys- -x~y~.  

| ist die zweigliedrige Translationsgruppe der Ebene; (30 gibt also die Transla- 

tionsinvarianten zweier Punkte x und y. 

Der letzte Schritt fiihrt dutch Hinzunahme der infinitesimalen Transforma- 

tion A zu den gesuchten | Wi t  kSnnen vorers~ x a und y~ abson- 

dern, die auch bei A absolut-invuri~nt sin& Fiir die beiden anderen haben wit 
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A ( ~  yl - -  x~ y~) = + (x~ y.~ - -  ~ ~ )  = (x y)~ 

mit der zugehSrigen Matrix 

(A) . . . .  

(x y)~1 (x y)~ 

0 I 

- -  I 0 

Setzen wir dann 

(3~) A = (zy)~ + i(~s)~, A = (~y)~ - i(~y)~ 

so ist 

A (A) = i . A ,  

i O 
wodurch (A) in die Normalform /o 

(33) x~,, y~; A = (xY)~a § i . (xy)a~ 

( i = V - ~ ) ,  

A ( A )  = - -  i . A ,  

transformiert ist. Also bilden 

das volle System von Euklidischen Bewegungsinvarianten zweier Punkte  x und y 

in der Ebene. x 3 und Y3 sind absolute, f~ und .f~ relative Bewegungsinvarianten. 

(34) 

ist absolut-invariant und bildet mit x 3 und y~ zusammen das voile System yon 

absoluten (~8-Invarianten. (34) gibt in inhomogenen Koordinaten ( x ~ = y 3 =  I) 

das Quadrat des Abstandes der beiden Punkte. 

w 

Es sei 

~3. Absolute Invar ianten bei aufliisbaren Gruppen. 

~ = X 1 ,  X ~ , . . . , X h  

eine auflSsbare Gruppe linearer Transformationen in n homogenen Ver~nder- 

lichen xi; O1, @,2, . - . ,  @Q sei eine Integrit~tsbasis der ~-Invarianten @(x). Wenn 

wir die allgemeine infinitesimale Transformation yon ~ durch 

(35) X - ~ t l X ;  + t2X~ + "" +thXh ~ tiX~ 
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darstellen, so gil~ fiir jede Basisinvariante (P,: 

(3 6) X (q),) ----- (t~;~, + t~Z~ + . . .  + t h ,~ , ) .  q) = ti)~,, �9 ep 

263 

(v---- I, 2, . . . ,  O) 

und  wir wollen den Mult ipl ikator  

I'~ ~ t ~ ~ 

das >>Gewicht>> von q)~ nennen. Die h . e  Zahlen ~i~ sind dabei die Gewichte 

der q)~ bei den infinitesimalen Transformat ionen Xi:  

(37) X ~ ( r  ~ - "  ~ .  

So wie bei einer einzelnen infinitesimalen Transformat ion (vgl. Abschni t t  I, 

w 5, Gleichung (I6)) gilt  auch hier fiir ~- Invar ian ten  q), q)', @", . . .  der 

S a t z  1:  1st 

- -  @' + (/)" + .. :, 

so sind r @ " , . . .  alle yore selben Gewichte wie O. 

Er wird genau so wie bei einer einzelnen infinitesimalen Transformat ion 

bewiesen. 

In  derselben Ar t  folgt  hieraus mit  Hilfe des IIILB~RTschen Basissatzes der 

Satz  2: Auch die absoluten ~J-Invarianten besitzen eine endliche Integritdtsbasis. 

Fiir absolute ~- Invar ianten  t~ haben wir mi t  Hilfe  der Basis aller (absolu- 

ter  und  relativer) ~- Invar ianten:  s  Polynom der @~, (/),2,..., q)e' Jedes s 

hat  das Gewicht Null. Daraus folgt,  wenn es i iberhaupt absolute ~- Invar ian ten  

gibt, dass erstens mit  gewissen ganzen Zahlen ~ o zwischen den 0 Gewichten 

T~ ~ ~ t ~ Beziehungen 

(38) Ur = p )  T l + P r  ~ T~+. .  +p~ 1'Q-~p~s ~=- 0 /t  ~} 

bestehen mit  r ~ -  I, 2 , . . . ,  o, wo a ~  der Gliederzahl aller absoluten Basisin- 

varianten ~1, s . . . .  , s ist. Zweitens miissen - -  d a  jede absolute ~-Invar iante  

s nach Satz 2 ein Polynom der s s . . . ,  s wird, alle Beziehungen der Ge- 

stal t  (38) mit  ganzen Zahlen ( ~  o) q~, q~, . . . ,  q~ in der Form 

(39) 
darstellbar sein. 

U=G ~ G l + q  ~ U s +  +q~ U~-=-o /t '} 
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Kenn~ man umgekehr~ die a identisch verschwindenden L inea r fo rmen  U, 

der Gewichte  T , ,  so bilden die Fo rmen  

1 2 
~)Pr. o P r  . . . . .  O ~ r  ~ 

fiir r =  ~, 2, 3, . . . ,  a ' e ine  Basis fiir alle absoluten ~J-Invariaten t~. 

w ~4. Einfache Gruppen? 

Wir stellen in diesem w vorers t  Alles zusammen, was fiir den Endlichkeits-  

beweis aus der re in  a lgebraischen Theor ie  der e infachen Gruppen  benStigt  wird3  

Die Beweise fiir  die benutz ten  Tatsachen finden sich in den angef i ihr ten  Arbei ten  

bei KILraNG, CARTON und bei WErr~ und  eine Wiedergabe  derselben wiirde den 

Umfang  der vor l iegenden Arbe i t  wenigstens verdoppeln.  

Es sei r >  3 die O r d n u n g  der e infachen Gruppe  |  1 > I ihr  l~ang. 8 

D a n a  kann  man die  r infini~esimalen Trans fo rma t ionen  yon | - -  unabh~ngig 

yon jeder  besonderen Dars te l lung - -  in der fo lgenden  Gestal~ a!s gegeben 

annehmen:  

i Vgl. Proceed.  d. Akad.  v a n  W e t e n s c h .  A m s t e r d a m ;  33. N o v e m b e r  I93O. 

W. KILLXN% M a t h e m .  Ann .  3 I, 33, 34 u n d  36 ( I888- - I89O) ;  E.  CARTAN, Theses ,  Pa r i s  

(1894); H. WEYL, M a t h e m .  Zei tschr .  24 (1925), S. 354. 
8 Der  Rang e iner  Gruppe  (~r i s t  nach  KILLING wie fo lg t  dcfinier t .  S ind  

X z ( f ) =  ~ a ~ ,  ~Xk fiir 9, = I ,  2 , . . . ,  r 

die i n f in i t e s ima len  T r a n s f o r m a t i o n e n ,  also 

X ( f ) =  tz X z ( f )  = O fa~  a tax  k 
U X i  ' 

die a l lgemeine  in f in i t e s ima le  T r a n s f o r m a t i o n  yon  (~r, so ge l t en  die Z u s a m m e n s e t z u n g s g l e i c h u n g e n  

, O f  (a k 4 ,  ~ - -  ak ai, 4) xj - ~ 0 f . 

Die r i n f in i t e s ima len  T r a n s f o r m a t i o n e n  E z  der adjungierten Gruppe s ind  d a n n  

O(p a tq 
E;.(~) = 0 t,~P~ "t 

charakterzstische Gleichung, der  G r u p p e  (~r: und I~ ~'~ -- r~x tel = o gibt die , ' ' 

~r -- ~l (t)~ r-I + ~ (t) ~r--2 ..... +" (--I) r-I ~r--I (t)~ = O. 

(~r ( t )  i s t  ~- O). Hier  s ind  die Koef f iz ien ten  ~vi(t ) F o r m e n  / - ten  Grades  in den  t I, t ~, . . . ,  t r  Die 

A n z a h l  tier u n t e r e i n a n d e r  u n a b h i i n g i g e n  ~Pi(t) i s t  d a n n  der  Rang tier G r u p p e  ~ r .  
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(40) ~ - ~ , / t , , . . . ,  H~; ~ ,  E _ . ,  E,~, E _ ~  . . . .  , E~, F,_~. 

Hie r  bilden die 1 infinitesimalen T r a n s f o r m a t i o n e n / / 1 ,  H~, . . . , / / z  e ine/-gl iedr ige 

A9~Lsehe Unte rg ruppe  ~t yon ~ (mit ver tauschbaren  infinitesimMen Transforma-  

tionen), sodass also jeder  K lammerausd ruek  [//~Hk] ==o is~. Die r - -1  i ibrigen 

infinitesimalen Trans fo rmat ionen  yon (40) zerfal len in I ( r - - l )  Paare  wie z. B. 
2 

~'~, E - ,  und  es gilt, wenn al, a.2 . . . .  , al 1 komplexe Zahlenkoeff izienten bedeuten,  

die n icht  alle gleiehzeitig Null  sind: 

{ [H~. E~] = , , .  E . ,  jR, ~_~] ~- - , , .  ~ _ .  

(4I) [E~ ~_~j = H .  = aj �9 H 1 + a~'H~ + .. q- el" Hr. 

I s t  dana  

H =  ~1 "/-/i + L~ �9 + ... +~t~ �9 H~ 

die Mlgemeine infini~esimale Trans format ion  aus ~l, so wird:  

(42) [HE,]  = (Z 1 cr 1 + ~,2 c(2 - ~ ' "  ~- ~l at). Ea = Cr Ea lllld [/-I/~--al = --C~' E--a. 

Die in (4z) stehellde, n icht  iden~iseh versehwindende Line~r form der  1 

Pa rame te r  2,, L2, . . . ,  2z 

(43) ~ = Z,a, +Z~a~+ ... +Z~at 

heisst die der infinitesimalen Trans fo rmat ion  E .  entspreehende >~ W u r z e b ~ .  Wir  

haben dann die r - - /  versehiedenen Wurze ln  

(44) a, - - a ,  fl, - - f l ,  . .  ., a ,  - - a  

nnd fiir die Zusammensetzung yon E~ and  E~ gil t  

wobei die Kons tan te  N ~ - ~ -  Na~ 4: o ist, wenn a + fl wieder  als Wurze l  in (44) 

vorkommt.  Is t  l i ingegen a + fl keine Wurzel ,  so ist N ~  = o und  1~, ist mi t  ~ 

vert~usehbar.  

Aus den Wurze ln  (44) k~nn man  ein sogenanntes  >>Fundamentalsystem>> aus- 

wiihlen: dies sind 1 linear-unabhi~ngige Wurze ln  a, fl, 7 , . . .  (zwisehen denen also 

keine l ineare Beziehung mi t  kons tan ten  Koeff iz ienten besteht) und jede weitere 

Wurzel  q is~ eine l ineare Form 

34--31356. Acta  mathematica, 58. Imprim6 le 12 fgvrier 1932. 
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q - ~ a . a + b . f l +  ... 

mi~ ganzen ra t iona len  Koeffizienten.  1 

Zusammengestell~ haben wir also die fo lgenden  Kons t i tu t ionsformeln :  

(45) []~E_~] = cq. H~+a.~ H ~ + . . .  +at .  H~, [E~E~] -~ N,~E,~+~. 

Bezeichnet  man  die infinitesimalen Trans fo rma t ionen  yon | mi t  X1, X ~ , . . . ,  Xr,  

und ist [X~X,] ~ F [ X ,  so sind die Zusammensetzungskoeff iz ienten I':' durch  

(45) vollst~ndig bestimmt.  

Bei dreigl iedrigen einfachen Gruppen  | kann  man  wegen l ~ I iiberdies 

yon den P a r a me te rn  )u absehen und ha t  s tar t  (45): 

(46) [HE~] = - -  2 E~, [HE_,]  ~ 2 E - ~ ,  [E~ E_~] = H .  

D e r  Zusammenhang  mi t  einer  bes t immten 

l ineare homogene  Trans fo rma t ionen  

(47) 2~-~a~x~ 

Darstellung D yon ~ durch 

in n Veri~nderlichen ergibt  sich wie folgt. In  (47) k5nnen  die a~ a l s  ra t ionale  

Funk t ionen  der r P a r a m e t e r  ~1, ),.2, . . . ,  ;~l, ).~, ~-~, . . . ,  )~,~).-~ vorausgesetzt  wer- 

den ~, die sich in der Umgebung  d e r . I d e n t i t ~ t  Z, ~ o reguli~r verhal ten.  Setzen 

wir  dann 

oo, t = 
0 ~ / ~  = ~ . . . . . .  o i, �9 

SO sind 

(48) X ,  O.f ak ( ~  I ,  2, . . . ,  g, --(~) 

die r infini tesimalen Trans format ionen  y o n  (~r ,  die zu dieser Dars te l lung D 

gehSren. 

Die kleinsten W e r t e  yon n, fiir die eine solche Dars te l lung  D yon ein- 

fachen  Gruppen  mSglich ist, sind yon E. CAaTA~ bes t immt  worden:  1 + 1 bei 

der al lgemeinen l inearen Gruppe,  2 1 und  2 l +  I .bei der or thogonalen,  2 l bei der 

1 CAI~TAN, 1. c., S. 65. 
2 ebenda, S. I33. 



0ber  die Invarianten y o n  linearen Gruppen. 267 

Komplexgruppe ;  bei den iibrigen e infachen Gl"uppen der Ordnung  78, I33 , 248, 

52 und 14 ist das kleinste n resp. 27, 56, 248 , 25 und 7 .1 

Gi l t  X~ ( f ) ~  A~.  f ,  so ist f eine X~-Invariante.  Die Mul t ip l ika toren  z / ,  

heissen bei ~ - I n v a r i a n t e n  >>Gewichte>>. Is t  

H = Z  I H  I + Z . 2 H 2 + . . . + Z I H ~ = Z  I X  I + Z ~ X ~  + . . . + Z l X ~  

die ~llgemeine infinitesimale Trans fo rmat ion  von ~l,  so ha t  eine ~l - Invar iante  f 

bei H das Gewicht  _4 ~- Z~ f/~ + Z 2 ~/,~ + .. - + Zt ~/t: 

(49) H ( f )  = _/1. f .  

Es gel ten dann die Sit'tze~: 

i. H a t  die Ql-Invuriante f das Gewicht  _4 und ist f gleich der Summe 

yon Formen  f ' , f " ,  . . .  mit  Gewichten  :~: _d, so folgt  f ~  o, d. h. f verschwindet  

fiir alle x~ (vgl. Satz I in w I3). 

2. Is t  f ~  o eine ~t - Invar iante  vom Gewichte A ,  so ist E~ ( f )  en tweder  

o oder  ebenfalls eine ~ - I n v a r i a n t e  und  hat  dann  das Gewicht  A + a. 

3. I s t  f eine ~ - I n v a r i a n t e  yore Gewichte  _4, so gibt  es ein kleinstes m, 

so dass 

E~ ~ (f) = E~ (~*a ~ - 1  (f)) ~ o, -Eam+i (J~) ~ O 

ist. EO~(f) ha t  dunn das Gewicht  z / +  m . ~ .  

4. Es gibt bei e infachen (und ebenso bei halb-einfachen) Gruppen  (~ nur  

absolute (~-Invarianten. Sei nis X l , ( f ) = f l , .  f u n d  X ~ ( f ) = A ~ . f ,  so ist 

[X,  X~] ( f ) - - o  und jedes Xr yon | is~ als Summe 2~[X~ X,] zu schreiben. 

w i5. D r e i g l i e d r i g e  e in fache  Gruppen .  

W i r  beh~ndeln zuers~ dreigl iedrige einfuche Gruppen  ~ 

mit  den Gle ichungen (45). Se i  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1 ebenda, S. 147. 
H. W]~YL, Mathem. Zeitschr. 23 (1925) , S. 277. 

'~ L. MAUIIEI~, Math. Ann. 57 (I9O3), S. 284 nennt H, Ea und E--a ein ~>Tripelsystem,,. 
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ein volles System yon H-Invarianten. Es kann als bekannt vorausgesetzt wer- 

den, da H e i n e  einzelne infinitesimule Transformation ist. Wir  erggnzen ~ zu 

einem vollen System ~' yon linear-u~abhii~gigen H-Invarianten (vgl. w 9). 

Sei j~ eine H- Inwr ian te  aus 2'  yore Gewichte ~ .  Dann ist E~(2~ ) Wieder 

eine H-Inwr ian te  vom Gewichge ~ i -  ~ und also linear-homogen durch die In- 

wr ian ten  des Systems ~' darstellbar: 

(5o) ~ .  @)  = 9[~ f ~ .  

O F  
Von dieser inf. Tr. ~ 91~fk suehen wir ein volles System /;1, T~ . . . .  , T'~ 

yon absoluten N-Invarianten. Dann gilt 

H(~'~ )  = _ q ~  27' �9 ~, E . ( F ~ )  = o .  

Vom System der /~'~ ausgehend suchen wir ein volles System yon absoluten 

H-Invarianten F~ : 

(5 i )  H ( ~ )  = o ,  E ~ ( F ~ )  = o.  

Ich behaupte, dass diese F~ such bei E - ,  absolut invariant sind und also die 

gesuchte Integritiitsbasis fiir die ~3-Invarianten bilden. 

Es gilt niLmlich der Satz  : I s t  9v bei H und bei 1~'~ absolut invariant,  so auch 

bei E_~. 1 

Beweis. Es sei p die kleinste Zahl, wofiir EP+a I ( 99 )=  O ist. (Vgl. Satz 3 des 

vorigen w Dann haben wir 

(5~) 

[ E ~  E _ o  (~)  - [E~ E - a ]  (~)  + E _ ~  E ~  (~)  = o 

~ .  ~ o  (~) = [E~ ~ - ~ 1 E _ ~ ( ~ )  + E _ ~  E ~  ~_~ (~) = H Z _ ~  (~)  = - -  c ~  ~'_~ (~) 

Eo ~"  ~ (~) = - -  ~ (i + 2 )  E &  (~) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Z a E  pa(~9) ~ - - -  c~. (I -1-2 .-Jr- 3 - [ - "  -{- ( i f - -  I ) ) .  E P a  1(~) 

E o  E'--o (~)  = - -  ~ .  P-. (V - - ~ )  ~,__-;1 (~) 
2 

1 Ffir regul~re inf. Transf. bewiesen bei L. MAUREI~, 1. c., S. 288. Vgl. Anm. I6 der Ein- 
leitung. 
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Wird nun [E~ E-~] = ]~'~ E-~ -- E-~ E~ auf EP-~ (~) angewendet, 

wegen EP+~I(q))= o und (52) 

H E ~ _ ~  (~)  - -  - -  p .  , .  1,'~ ~(~o) = a .  P (p - -  ~ ) .  ~ 5 ,  (~), 
2 

also, d~ a.  EL~(9  ) ~ o ist: p = o, w. z. b. w. 
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so ergibt sich 

ein volles 

ten f :  

(53)  

w I6. r -g l iedr ige  einfache Gruppen. 

Jetzt sei 
|  ~t; E~, E -~ ,  EI3, E--~, . . ., 2Eo, E - ~  

eine einfache Gruppe rnit r >  3. Die !-gliedrige Abelsche Gruppe ~z ist auflSs- 

bar; wir kSnnen daher (vgl. w I I) alle ~l-Invarianten ermitteln. 

Sei 

A , A , . . . , f ~  

System yon linear-unabh&gigeu (absoluten und relativen) ~t-Invarian- 

�9 H i  ( fk )  = •ikfk ( i - - -  I, 2 , . . . ,  1). 

Ferner sei a, ~, 7 , . . . ,  *2 ein Pundamentalsystem yon Wurzeln (vgl. w I4). 

Wir konstruieren genau so wie im vorigen w (Gleiehung (5o))ein volles 

System yon linear-unabhiingigen absoluten E~-Inwrianten f~.: 

(54) H, (f'~) = Z~;. f ; ,  ~ (f ; )  = o. 

Jetzt  sei fl eine yon a und yon - - a  versehiedene Wurzel. Es gibt dann ein g~n- 

zes a>=o der~rt, dass fl,r ~ , f l+  2 a , . . . ~ +  a a  Wurzeln sind, fl + (a + I)a 

abet nieht /nebr. 

Wit  bilden E~+~ ( f ~ ) = / ~ ,  (f~). Wegen [E~Ef] = o (~ + f i s t  keine Wur- 

zel[) h~ben wit 1~, E f  (J~) = o, d. h. E f  (f2) ist wieaer absolute E~-Invari~nte und 

daher wird: 
(5 5) ~ ,  (s = ~ f j .  

Mit Hilfe dieser Gleiehung suehen wit wieder die absoluten Ef-[nvar iantenf~ '  

und bekommen so ein volles System yon linear-unabhgngigen Formen f~' mit 

(56 ) H~(f~')=Z','k'f~', E ~ ( Z ) = o ,  E f ( Z ) = o  ( f l ' = f l +  aa). 
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Nun  sei 7 eine weitere Wurzel  des Fundamentalsys tems.  Zu dieser Wurzel  

gibt  es dann mit  ganzen b' und a' eine Wurzel  7' ~ 7 + b' 8' + a' ~ (b' ~ o, a' ~ o) 

derart,  dass weder 7 + .(b' + I)fl' + a ' a  noch y + b' 8' + (a' + I)ct Wurzeln  sind. 

Dies kann man wie folg~ einsehen. Es sei b' maximal  gewithlt: 7, 7 + 8 ' , . . . ,  

7 +  b'8' seien Wurzeln,  nieht  aber 7 + ( b ' +  I)fl ' .  Zu diesem 7 + b'8' suchen wir 

das maximale a', so dass also y + b '8 + 5, 7 + b'~' + 2 5 , . . . ,  7 + b'fl' + a ' a  Wur-  

zeln sind. Witre bei 7 + b'fl' + a'5 der Koeffizient b' weiter zu vergrSssern, so 

hi t~en wir die Wurzel  7 + b'~ fl' + a '5  mi~ maximalem b'~ > b'. Wttre hier wieder 

a' zu vergrSssern, so ergi/be sich die Wurzel  7 + b'l 8' + a'~ 5 mit  b'~ > b~ und 

a'~ > a'. Dieses Anwaehsen der Koeffizienten yon fl' and  yon 5 kann nicht  stets 

neue Wurzeln  erzeugen; es miisste also einmal 7 + b'~fl' + a~a = 7  + b'kS' + a'k5 

werden, was auf eine lineare Abh~tngigkeit zwischen 5 and  fl f i ihren wiirde. 

Fiir E~, ~ L~+b'f+a ' .  gil t  dann 

= o,  o ,  

d. h. E ~ , ( f ; ) i s t  wieder eine Invar iante  f '  von (56), also: 

(57) L~, ( f ; )  = ~Jfj ' .  

Wir  finden hieraus die absoluten E~,:Invarianten f "  

{ H:( r'% ~,,,,o . . . . . . . . . .  
(5s) , =  

8 ' = 8 + a c t ,  7' 7 + b' fl' + a' 5 ,  

Wir  gehen in dieser Weise weiter bis alle Wurzeln  a, fl~ y, . . . ,  tt eines Funda-  

mentalsystems aufgebraucht  sind und erhal ten so ein volles System f(k') yon In- 

varianten,  fiir die 

(59) H ' ( f ~  ~)) = Zl{)" ~kt'<~), E~ ( f ~ ) ) =  o, E f  (f(k~)) = 0, . . . ,  E~, ( f ~ ) ) =  o 

gilt, wobei mi t  ganzen pik >= 0 

5P~t~ 

fi' = p,~, a + fl 

(60) 7' = P ~ l a  + P3~8 + 7 

tt' = p a i n  +p128 + "'" + tt 

ebenfalls ein Fundamenta l sys tem yon Wurzeln bilden. 
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Gehen wir jetzt vom vollen System der f(k" ) fiber zu einem vollen System 

von absoluten .~t-Invarianten 1//, so sind diese F/ nach (59) und dem i m w  15 

bewiesenen Satze auch bei E_~ absolut invariant: E _ , ( F / ) =  o. Wegen 

[E-~Ey] = N-:~,~," E(p,~_~)~+,~ mit N_~.~, ~ o 

folgt die absolute Invarianz bei Ey_~, ebenso die bei E~,-2 . . . . .  , E~. Daraus 

wieder naeh dem Satze des w ! 5: /~' ~ ( F ~ ) -  o, also sehliesslieh: die F~ sind bei 

~ und bei alien E_+~ des Fundamentalsystems absolut invariant, daher aueh bei 

alien F.. der ganzen Gruppe | 

w i7. Halb.einfache Gruppen. 
Es sei 

eine halb-einfache Gruppe mit m > I. Um auch fiir die ~-Invarianten die End- 

lichkeit nachzuweisen, fassen wir ~2, ~ 3 , . . . ,  ~m zur halb-einfachen Gruppe 

setzen voraus, dass wir die @o-Invarianten !pi(x) sehon kennen. zusammen und 

Es sei 

i~ -- 91, ~,2, �9 .., ~ 

ein kleinstes volles System yon @o-Invarianten; wir ergiinzen es zu einem vollen 

System ~' ~ {~0j} yon linear-unabhh'ngigen @o-Invarianten. 

Jetzt sei so wie in w I4 bei (40) 

@1 = ht; E~, E - a , . . . ,  E~, E_~. 

Wir konstruieren dann die ~l-Invarianten genau so wie im vorigen w indem wir 

jetzt nicht die xi, sondern die ffo-Invarianten ~j yon :~' als Ver~nderliche nehmen. 

Itierzu haben wir vorerst die ~t-Invarianten aufzusuchen, d. h., wenn wieder 

# ~ = H 1 , H ~  . . . .  , I t~  

ist, zuerst die H~-Invarianten W/(~y), mit diesen wieder die Hl- l-Invarianten 

t2(W~) u. s. f., so wie wit dies in w II ffir auflSsbare Gruppen getan haben. 

ttierbei bleiben die Uberlegungen des w IO vollinhaltlieh gfiltig und alle auftre- 

tenden Formen W, t2 , . . ,  bleiben ~o-Invarianten, denn jede infinitesimale Trans- 
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formation yon ~l ist mit allen infinitesimalen Transformationen yon ~0 ver- 

tauschbar. 

Von den fJ>Invarianten fk (q~j) gehen wir dunn so wie im vorigen w mit 

tIilfe eines Fundamentalsystems a, fl, 7 , . . ,  yon Wurzeln in ~L welter. 

Es steht somit jetzt auch die Endlichkeit der ~-Invarianten lest und damit 

erledigt sich auch der Fall des w 7, Gleiehung (3), in welehem | @ ist. Sind 

nfimlieh die ~-[nvarianten ~Pi (x) bekannt, so nehmen wir diese wieder als neue 

Ver~inderliche und haben dann noch die Invarianten beziiglich der Gruppen | 

yon (3) zu ermitteln, was wieder nach w i i geschehen kann. 

w 28. Gruppen mit |  | die nicht halb-einfach sind. 

Wir haben jetzt noch den ScMusstein des Endlichkeitsbeweises zu legen und 

noch Gruppen | zu behandeln, die mit ihrer Ableitung (~' zusammenfallen and 

doch nicht halb-einfach sind. Ist  dies geschehen, so sind wir nach w 7 mit allen 

linearen Gruppen fertig. 

Es sei ~ - K  l, K s . . . .  , Kr eine nicht halb-einfache Gruppe mit ~ ' =  ~.  

Wir bemerken vorerst, dass es nur absolute ~-Invarianten gibt. W e g e n  ~ ' ~  

ist ngmlich jedes K i  linear durch die [KmK,,] auszudriicken. Wir kSnnen uns 

also, so wie bei den halb-einfachen Gruppen, auf absolute Invarianten be- 

schrgnken. 

enthiilt einen m a x i m a l e n  auflSsbaren Normalteiler ~,  dessen infinitesimale 

Transformationen t~ K1 + t~ K2 + . . . .  ~ t " K  r durch die aus den r Gleichungen ~ 

-- o sich ergebenden Parameterwerte t 1: t 2 : . . . :  t" dargestellt werden. Die 
0 # 

Faktorgruppe c ~ ~ / ~  ist halb-einfach e und also das direkte Produkt yon ein- 

fachen Gruppen. Wir werden, um die folgenden (Jberlegungeu mSglichst iiber- 

sichtlich zu gestalten, e als einfache Gruppe voraussetzen. Bei halb-einfachem 

e fiihrt die im vorigen w gebrauchte Schlussweise zum Ziel. 

Sei also (vgl. (4o)) 

e = ~; e~, e - ~ ,  e,~, e - ~ , . . . ,  %, e - ~  ~ = ~, ~ , . . . ,  ~, 

wobei die Strukturformeln (4I) und (45) mit kleinen Deutsehen Buehstaben gelten. 

Fiir unsere Gruppe ~ haben wir dann: 

1 Vgl. die dri t te  A n m e r k u n g  des w 14. 

2 Vgl. hierzu LIE-ENGEL I,  S. 3oi ff. und  E. CARTAN, 1. c., S. 97 ft. (F~ktorgruppe = groupe 
associ~). 
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~ = ~ ;  K~,K,a,...,Kg; Ks, K-,,. . . ,Ko, K_o. 
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and  es gelten mod ~l~ die Kongruenzent :  

Bedeutet  5 r eine infinitesimale Transformat ion aus ~)~, so kSnnen wir diese Kon- 

gruenzen als Gleiehungen wie folgt  schreiben: 

(6~) 

[K~ Ks] = a~ Ks + iV [h5 K_~] = a~ K - s  + 2V 

[KsK_.] = z~,K~+ N [KsK/ = Ns~" Ks+~+ N 
[X2V'] = ~V" [NK,] = N '  INKs] = N' .  

Wir  gehen nun so vor wie in w I6, indem wir zuerst ein volles System 

ft,f.a,...,f~ yon l inear-unabhgngigen absolutes Invar ian ten  beziiglich der auflb's- 
bares Gruppe 
(63) gO = sj~; K~, K ~ , . . . ,  K, 

ermitteln. Dann  ist jedes Ks()~) ebenfalls eine go-Invariante, denn der Satz z des 

w I4 bleibt nach (6z) ffir absolute go-Invarianten giiltig. W i t  gehen dann so weiter 

wie bei Gleichung (50). Auch der Satz des w 15 bleibt hier giltig: ist ~ bei go 

und bei K~ absolut-invariant,  so auch bei K-~ .  Demzufolge verli~uft die weitere 

Kons t rukt ion  der g~-Invarianten so wie yon Gleichung (54) an: start  der Gruppe 

go~ des w ~6 t r i t t  hier die Gruppe (63). 

f in Beispicl ffir eine derartige Gruppe ~ bildet die Gruppe der Euklidisehen 

Bewegungen im / t  8. In homogen-reehtwinkligen Koordinaten  x I : x~ : xa : x 4 lauten 

ihre seehs infinitesimalen Transformat ionen:  

(64) 

r o f  
H; ( f )  = .~ ~) x% 

, Of 
- - -  _ _  X 3 ~1 (f) .2 o .~ 

[ , o f  
- -  25' 1 .E, (f) x~ o x~ 

, Of 
- - - -  - -  X 2  

( i = I ,  2, 3) 

Of 

Of 

Of 
o.1 

(Translationen) 

(Drehnngen) 

Diese Kongruenzen  lLSnnte m a n  auch durch  Gleichungen ersetzen, doch brauchen  wir  dies 

35--31356. A c t a  m a t h e m a t i c a .  58. Imprlm4 le 13 f6vrier 1932. 
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W i r  stellen bei ~ = E'~, E~,  E'~ vorers t  die N o r m a l f o r m  her,  indem wir  setzen 

z ~ = E i  +i.E'~, E_~=E', - - / . E ;  

I of of 

wofiir  dann  gilt,  vgl. w 15" 

(66) 

[HE~] = i .  ~ ,  [HE_~] = - -  i .  E_~,  [E~ E-~I = 2 i H (i = V - ~). 

Wir  haben  dann  auszugehen  yon der v ierg l iedr igen  auflSsbaren Gruppe  

~ = H ' , ,  H; ,  H'~; H .  

N e h m e n  wir  e twa  zwei P u n k t e  x und y. Als T rans l a t i ons inva r i an t en  fin- 

det m a n  leicht  

(67) x4, Y4 and (xy)i~ = x~ y~ - -  x 4 y~ ( i =  I, 2, 3) 

wovon x~ und Y4 ~uch bei H absolu t - invar ian t  sin& D a g e g e n  wird 

H (xy L = - - ( x ~ ) 2 ,  , H(zy)2~ = ( x Y L ,  H (xy)~  = o. 

Hieraus  das volle Sys tem yon ~ - I n v a r i ~ n t e n :  

(6S) x~, y~: A = (xy)~, (i = V - - i )  

Die beiden ers ten sind uuch absolute  E~- Invar ian ten ,  also f iberhaupt  ~ - I n v a r i a n t e n ;  

bei den f i  dagegen  f i ihr t  E ~ ( ~ )  wegen 

E ~ ( f j ) = 2 i .  fa ,  E ~ ( f ~ ) = - - i .  f3 , .E,(f.,) = o 

zur Mat r ix  

f l  f~ f~ 

o 2 i  o 

0 0 - - i  (i = ] f - -  I) 

0 0 O 

hier nicht. Es ist n~mlich, wie KILLING behauptete, CARTAN best~tigte und E. E. LEVI bewies 
(~ = ~, ~, wo ~ aufl5sbar and ~ halbeinfach. Vgl. E. E. LEVI, Atti di Torino, 4o(I9O5) , S. 55~-- 
565 und LIE-ENGEL III, S. 778, Satz IO. 
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woraus sieh nebe.  dem bei H nieh~ absolut- invariantemf3--(xy)~ + i .  (xy).~ aus 

der bin~ren quadratischen Form (vgl. w 2) 

(69) ~o (~) = fa .  ~ + 2 i A �9 ~, ~ + f~- ~ 

die einzige nieht-lineare absolute ~-Invarian~e 

J = f l f ~  + f~ -= 2 (xy)i"~ 

ergibt. Fiir inhomogene Koordinaten x a = Y4 = I haben wir 

j - =  (x  1 _ yl)2 ~_ (x 2 2__ ff2)2 _~ (x  3 _ y 3 ) 2  

also das Quadrat der Euklidisehen Entfernung der beiden Punkte. 

19. Zusammenfassung. 

Wir fassen unser Hauptergebnis zusammen in folgendem 

Satz 1: Sei | eine kontinuierliche Gruppe li~earer, homogener l'ran~forma- 

tionen der n unabhh'ngigen Verh'nderliehen xj,  x 2 , . . . ,  x ,  und F(x)  eine | 

ante, d.h. es bestehe fiir jede infinitesimale Transformation A ans | identisch in 

OF k 
allen xi eine Gleichung A (F) . . . .  a~ xk ~ a . F. Dann bilden alle diese ganzen 

Oxi 

rationalen F(x)  einen endl ichen Integrith'tsbereich, d.h. jedes F i s t  ganz und ra- 

tional dutch endlich vide Basis-Invarianten F1, F 2 , . . . ,  F~ darstellbar? 

Unser Beweis war yon einer besonderen Darstellung der Gruppe (~ durch 

lineare homogene Transformationen unabh~ngig. Dies ermSglicht sofort eine An- 

wendung auf m-~re Formen. Wenn man n~mlich yon projektiven Koordinaten 

~l, ~2,. �9 ~m und gegebenen Grundformen f(~), g (~), . . .  dieser ~i ausgeht, dann er- 

zeugt jede homogene lineare Gruppe (~ der ~i eine isomorphe lineare Gruppe im 

(N--I)-dimensionalen Koeffizientenraum der Grundformen. Satz I kann dann 

auch wie fo lg t  ausgesprochen werden: 

S&tz 2: Die ganzen rationalen Invarianten von m.dren Grundformen beziig- 

lich jeder Untergruppe der allgemeinen projektiven Grulope yon m Verffnderlichen 

besitzen eine endliche Integrith'tsbasis. 

1 Proceed.  Ak~d.  van  W e t enseh .  A m s t e r d a m ,  33 (I93O), S. 24I ; L. ~r Mi inchne r  Ber. 

29 (I899), S. I75, wo der Satz  I ohne  Beweis  a u s g e s p r o c h e n  ist .  
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Kehren  wir zur Fassung yon Satz I zuriick. I s t  in A ( F )  ~ a �9 F fiir jede 

infinifesimale Trans fo rmat ion  A aus 63 der Mult ip l ikator  c~ gleich Null, so ist F 

eine absolute (~-Invariante.  t t ie r i iber  gilt  der  

Satz 3: Aueh die absoluten 6J-Invarianten bilden einen endlichen TntegritYt,s'- 

bereieh. 

Sein Beweis wird mit  Hi l fe  des I-IILBERTscheu Basissatzes genau so gefi ihr t  

wie bei einer  einzelnen infinitesimalen Trans fo rmat ion  in Absehni t t  I, w ~. So 

gibt  es z. B. bei halb-einfachen Gruppen  nur  absolute Invar ian ten .  

Dem letzten Satze kann  man dann, da fiir absolute Inva r i an ten  A ( / / ' ) - - o  

gilt, noch die folgende Fassung geben:  

Satz 4: Gegeben sei in n unabhh'ngigen Verh'nderlichen ein System yon line- 

aren, homogenen, partiellen Differentialgleichungen 

O I  k O I  b~xk=o, 
(70) Ox a ~ X ~ = O ,  Ox~ . . . .  

Alle ganzen und rationalen Integrale J dieses Systems bilden einen endlichen Inte- 

grith'tsbereich. 

O I  k 
D e a n  fassen wir die l inken Seiten ....... a i xk, . . von (7 o) als infinitesimale 

0 xi 

Trans fo rmat ionen  A ( I )  auf, so erzeugen alle A, B , . . .  und die daraus du tch  den 

Klammerprozess  [ A B ] , . . .  abgelei teten infinitesimalen Transformat ionen  eine r- 

gliedrige Gruppe,  deren absolute Inva r i an ten  In tegra le  yon (7 o) sind und umge- 

kehrt .  

A B S C H N I T T  I I I .  

Das Typenproblem und der Adjunktionssatz. 

w 2o. Die symbolische Methode. 

I m  Gebiete  n-ter Stufe G~ (projektiver,  (n- - I ) -d imensionaler  Raum R~ 1) 

hat  man die Koord ina tenre ihen :  Punk tkoord ina ten  xi,  Lin ienkoord ina ten  ~r, ik-~ 

: (xy)ik, Ebenenkoord ina ten  zik~ ~ (xyz)~k~, Gd-Koordinaten 
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]~[1 i.," �9 "i d ( x y  " " z)i~ i2. . . i d 

Xi~  X~  2 . . . . .  X f ( t  

Y i t  Y i2  . . . . .  Y i  d 

~*i~ Zi,z . . . . .  ~ i  d 

. . .  und sehliesslich G~-FKoordinaten oder Raumkoordinaten u~. Eine n-gre 

~>Grundform>> F i s t  dann ein Polynom mit einer oder mehrerer dieser K0ordina- 

tenreihen, homogen in den GrSssen jeder Reihe. 

Ist  im G~ eine Gruppe | linearer homogener Transformationen ~:i = a~ xk 

gegeben, so induziert jede ihrer Transformationen in den versehiedenen Koordi- 

natenreihen und in den Koeffizienten A i k t . . . ,  B ,  k a . . . ,  . . .  yon gegebenen Grund- 

formen 1"~, F ~ , . . .  ebenfalls lineare homogene Transformationen. Das ttauptpro- 

bIem der zur Gruppe | gehSrigen Invariantentheorie is{ dann die Bestimmung 

eines vollen Systems J~, J 2 , . . . ,  J~ yon | der Grundformen 

G , G , . . .  
Man kann nun ebenso wie bei projektiven Invarianten in dieser Mlgemeinen 

Aufgabe die Grundformen F durch eine Reihe yon L i . n e a r f o r m e n  in Punktkoor- 

dinaten xi und in Raumkoordinaten u' i ersefzen: das ist der Grundgedanke der 

symbolisehen Darstellung jeder Grundform F. Dass dieses Zuriickgehen auf Li- 

nearformen ~ueh bei @,.-[nwrianten m5glich ist, beruht erstens darauf, dass - -  

vgl. die beiden vorhergehenden Absehnitte - -  jede solche Invariante J homogen 

in jeder in ihr enthaltenen GrSssenreihe (Koeffizienten- oder Koordinatenreihe) 

vorausgesetzt werden darf; zweitens aber auf der Vertauschbarkeit yon Polaren- 

prozess und linearer Transformation. Gebraucht man start der letzteren die in- 

fini{esimMe Transformation, so besagt dies: Ist  die Form @(g) der Vergnderlichen 

~,, ~ , . . . ,  ~,~ eine X-Invariante,  also 

X(o)= kgk= . 

iden~isch in den ~i und ist V~ eine zu ~ kogrediente Reihe, so ist aueh 

eine X-Inv~riante mit demselben Multiplikator ~. 
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W i r  haben  ngmlich 

0 ~ (p 0 0  

Da r iu s  folg~ weiter,  duss auch das symbolische Zerlegen von Formenkoeffizien-  

ten in Koeff iz ientenre ihen yon (symbolischen) L inear formen  gegeniiber  63r in- 

v~riant  ist. 

I s t  ~lso J ( A i k z . . . , . . . )  eine IN,.-Inwriante, die die Koeff iz ienten Aik>..  einer 

Grundfo rm /~' im Grade p enthi~lt, so polurisieren wir J mit. p -  I i iqu iwlen ten  

Reihen Bik>. . ,  Cikt . . . , . . .  (p- -  I)-mul(Evekt~ntenprozess),  bis uus J e i n e  6~- [nwr iun te  

J1 (A~kl. : . ,  Bikl. �9 . . .) 

ents teht ,  die linear is~ in den Aik~..., in den B~k~..., . . . .  S~ellt nmn dann J1 in der 

iiblichen Weise symbolisch dar  I, so geht  aus J~ eine ~)~-Invariante 

yon Linearformen 
4 (.', b ' , . . . ; . ,  ~, . . . )  

( . 'x) = . ;  < + . ; . ~  + + .',~<,, (b' x), . . . 

in Punk tkoord in~ ten  x~ und yon ebensolchen 

( ~ ' )  = < < + ~ u'2 + +~,~<~, ( ~ . ' ) , .  

in Raumkoord inu ten  u' k hervor:  J ist symbolisch dargestel l t .  Das Zuri ickgehen 

yon J,2 zu J ist  durch  Zusummenziehen der Symbole zu Koeffizienten AiT~l..., 

Bikz . . . , . . .  und nachher iges  Gleichsetzen 

Aikl . . .  : Bikl . . .  ~ " 

eindeut ig  mSglich. 

Mun kenn t  also die S t ruk tu r  der (Sir-Invuriunten beliebiger Grundformen ,  

wenn man  die |  yon beliebig vielen L ineur fo rmen  mi t  Koeffizienten- 

re ihen a', b ' , . . ,  und  a, f l , . . ,  angeben kunn. 

w 2I. Invariantentypen. 

Die |  beliebig vieler L ineur fo rmen  mi t  Koeff iz ientenre ihen 

a', b ' , . . ,  a nd  a, fl . . . . .  oder, wie wir kiirzer sagen wollen, die @~-Invuri~nten ))von 

Vgl. meine ,,Invariantentheorie,,, Groningen (I923) , S. 9 I. 
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Reihen>> a', b ' , . . . ,  c~, f l , . . ,  bilden die zur Gruppe (~Jr gehSrigen >>Invariantentypen>>: 

zum gleichen Typus rechnet  man zwei Invar ianten  dieser Reihen,  wenn die eine 

aus der anderen durch Buchs tabenver tauschung  hervorgebt ,  i I s t  z. B. (S3,. die 

allgemeine projekt ive Gruppe, so haben wir drei Invar ian ten typen:  die beiden 

Klammerfak~oren 

und den Linearfaktor  ( a ' a ) = a : a ~  + a'~ a,. + ... + a: %,; (b'a) oder (b' fl) sind yon 

gleichem Typus wie (a' a). 

Der  Satz, welcher ffir (~r alle Invar ian ten typen  angibt,  wird >>erster Funda- 

mentalsatz (der symbolischen M e t h o d e ) f i i r  (~-Invarianten>> genannt .  Der  soge- 

nannte  >>zweite Fundamentalsatz>> z~thlt dann die Typen yon irreduziblen Syzygien 

erster  Ar t  der |  auf. 

Dureh  die symbolische Me~hode ist die Frage  nach den |  be- 

l iebiger Grundformen zurfickgebracht auf die nach den Invar ian ten typen  beziig- 

lich der Gruppe (~r. Hie r  kann man nun noch einen Schrit~ wei~er gehen und 

alles auf  Invariantentypen mit  nu t  einer A r t  yon Beihen, z. B. ~, fl . . . .  (kogre- 

dient  zu xi) reduzieren. Dies geschieht  mit  I t i l fe  von ( n -  I)-f~ltigen Komplex- 

Symbolen. ~ 

I s t  
(3) J =  g(a' ,  b ' , . . . ;  a, ~ , . . . )  

ein Invar ian ten typus  bezfiglich ~t~ und kommt  in J die Reihe a' im Grade q >  I 

vor, so gehen wir vorerst  wieder durch (q - - I ) -mal iges  Polar is ieren mit  neuen 

Reihen b ' , c ' , . . ,  zu einem 

J l = J l ( a ' , b ' , c ' , . . . ;  a,~,  . . .) 

fiber, das linear in alien Reihen mit  Strich a', b', c ' , . . ,  ist. detzt  zerlegen wir 

(4) a: = ( - - i ) ' ~ - - i a ,  a ~ . . . a n ,  a', = - - ( - - I ) ' * - - i a i a 3 . .  . a , , , . . .  

und ebenso bei b', c', . . . .  J i  geht  hierdureh fiber in ein Aggregat  yon | 

r ianten 

(5) J ~ - -  J~(a, b, c , . . . ;  c~, f l , . . . )  

i H. WEYL, Mathem. Zeitschr. 20 (I924) , S. I34 sagt , ,Grundinvari~nten,,;  E. WANNER, 
Dissert. Z~irich (I926) sagt >~Grundinva.rian~entypen~ (fiir Vektorinvarian~en). 

VgL Invariantentheorie ,  Groningen (I923) , S. 88. 
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die n u t  mebr  Reihen ohne Str ich enthal ten,  wobei un te r  diesen je tz t  auch (,~--i)- 

f~ltige Komplex-Symbole  uuf t re ten  kSnnen. 

K e n n t  mun umgekeh r t  ulle (~.-Invari~ntentypen (5) mi t  un te re in~nder  ko- 

gredienten  Reihen a, b, c , . . . ,  so kann  m~n eindeut ig  zu den Typen  (3) zuriick- 

kehren.  M~n h~t die Annuhme zu machen,  dass eine oder mehrere  tier Reihen 

a, b , . . . ,  z. B. die Reihe a, (n - - I ) - f~ l t ige  Komplexsymbole  sind. Je  n - - ~  Reihen  

a hut  mun dunn zu einer Reihe a' n~ch (4 )zusammen  zu ziehen (>>tJbergang 

a ~ a'>~), wodurch im ~llgemeinen neue Inv~ri~nten~ypen ents~ehen werden. In  

den so en ts tehenden Typen  hat  mun neuerdings  die Ann~hme zu machen,  d~ss 

eine Reihe,  z. B. b, (n- - I ) - f i i l t ige  Komplexsymbole  sind und diese Reihen b h~t 

m~n dann wieder zur einen Reihe b' zu vereinigen. Diese IJberg~tnge b ~ b ' ,  

c ~ c ' , . . ,  sind so l~nge zu wiederholen bis keine neuen Typen  (3) mehr  ~uf- 

t reten.  

W i r  kSnnen uns ulso wei terhin  auf  |  beschr~nken, die 

nu r  eine Ar~ yon l~eihen, z. B. a, b, c , . . .  ohne S~rich en tha l ten :  geometr ish  ge- 

sprochen,  6)~-Inwrianten yon P u n k t e n  (-~ Vek~oren) x, y, z , . . . .  

w 22. R e d u k t i o n  auf  n - -  I P u n k t e .  

Sei 
(6) J :  J ( x , y , . . . ,  z ,  t , . . . )  

ein ~ - I n w r i a n t e  der P u n k t e  x, y , . . . .  Tre ten  in J mehr  als n Reihen auf, so 

kann  man n~ch einem bek~nnten Satze ~ J ~ls Summe yon Poluren  von Formen  

J '  mit  hSchstens n Reihen durstellen. Sind die J '  bekunnt,  so ~uch die 3-, denn 

durch  Pol~ris ieren kSnnen keine neuen  Inv~r i~ntentypen ents tehen,  W i r  kSn- 

nen uns ulso uuf  diese (~r-Inv~rianten J '  beschr~nken.  Enth~l t  J '  gerade n Reihen 

x, y , . . . ,  z, t, so entwickeln wir J '  in eine G O R D A ~ - C A r E L L I s c h e  i~e ihe  2 n~ch Poten-  

zen des Klammerfuk tors  ( x y . . .  z t ) :  

(7) g '  = ~ Lf'~ Jo + ( x y  . . . z t )  . ~ z~ (1) J i  - F ' "  -F ( x y  . . . z t )  h . j(h) jh .  

H ie r  bedeuten  j i 0 )  ~/(~), . . .  zusummengesetzte  Poluroper~t ionen,  d. h. Po lynome  

der Argumen te  

0 
D ~  = ~" 0 ~  ~ (~i ~] = x, y , . . . ,  z, t). 

i Vgl. z. B. meine ~Invariantentheorie~, Groningen (I923) , S. I37. 
ebenda. 
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Die Formen J0, Ji  . . . .  , Jh enthaRen hSchstens ~ -  I Reihen x, y , . . .  und gehen 

aus J '  durch Polarisieren und mehrmalige Anwendung des s yon CXYLEY 

~ n 

~ +  
-- 0 x l  0 y ~ . . .  0 Zn--1 0 tn 

hervor. Alle diese Prozesse sind bei (~r invariant, d. h. Jo,  J 1 , . . . ,  Jh sind selbst 

(~r-Invarian~en mit h5chstens n -  I Reihen. 

Die Frage nach allen Invariantentypen (6) ist also, wenn man den Klam- 

merfaktor ( x y . . ,  zt) mit n Punkten als besonderen Typus aufz~hlt (er ist selbst 

bei allen linearen Gruppen eine Invariante, da er projektiv-invariant ist), zuriick- 

gebrach~ auf  die einf~chere: E r m i t t l u n g  aller @~-lnvar ia~tentypen  vo~ hb'ch~tens 

n - -  I R e i h e n  x ,  y, . . ., z. ~ 

Wenn (~,. durch ihre infinitesimale Transformationen gegeben ist, deren all- 

gemeinste 

O f  a~ x k z (f) 

sei, so haben wir bei n -- I Reihen x, y , . . . ,  z als allgemeine infinitesimale Trans- 

formation 

O I  k O l ak i xk + O I a~ yk + . . . + _ _  a. z~. 

and die Bestimmung einer Integrit~tsbasis fiir alle (~.-Invarianten J ( x ,  y , . . . ,  z) 

wird nach den beiden vorhergehenden Abschnitten eine in endlich-vielen Schritten 

15sbare Aufgabe. 

Wir  sahen, dass bei einer einzelnen Reihe x fiir eine einzelne infinitesi- 

male Transformation X die Ermittlung der X-Invarianten f ( x )  auf ein bin~res 

Formenproblem reduzierbar ist:  Ermittlung der Semi-Invarianten yon bin~ren 

Formen ~%(x), 9~ (x ) , . . .  der Grade t t ,~ , . . . .  "Die Hinzunahme weiterer Reihen 

y, z , . . .  ~ndert hieran nichts; es wird nur die Zahl der bin~ren Grundformen 

grSsser. Neben 9%(x), q~(x) , . . ,  treten dann die gleichartigen Formen 

. . . .  

Zusammenfassend kSnnen wir also sagen: D i e  JErmitt lung der Or - Invar ian t en  

gegebener n-&~er G r u n d f o r m e n  k a n n  zur i ickge f i ihr t  werden a u f  die A u f s t e l l u n g  aller 

1 I-Iierzu i .  WEYL, 1. C. 

36--31356.  Acta mathematiea. 58. Imprimd le 13 fdvrier 1932. 
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Invaria~tentypen beziiglich (~  yon hSchstens n -  I Punkten x , y , . . . ,  z und diese 

Aufgabe ist letzten Endes ein Problem der projektiven [nvariantentheorie bindrer 

~oFmen. 

(9) 
Es seien 

w 23. Der Adjunktionssatz. 

Jo - ~  (xy . . . .  , zt), J1 (x, y , . . . ) , . . . ,  Je (x, y , . . . )  

alle Invariantentypen einer beliebigen Anzahl von ver~nderlichen Punkten x, y , . . .  

bezgl, der Gruppe ~ .  Es sind dies n-~re Formen mit Koeffizienten, die als ge- 

gebene Zahlen zu betraehten sind, 

Sind (F} = F~, F~ , . . .  gegebene n-~re Grundformen der Reihen x, y , . . . ,  

die mit den Symbolreihen a, b, c , . . .  symbolisch dargestellt werden und deren 

Koeffizienten wir uns als frei-veri~nderlich denken, so erhalten wir na.ch den Aus- 

fiihrungen der letzten drei w167 alle Bausteine fiir die (~-Invarianten" dieser Grund- 

formen (/?~, wenn wir start der Reihen x, y , . . .  in (9) die Reihen a, b, . . .  nehmen. 

Jede | der (F}  kann dann als Summe yon Produkten yon Typen 

Jr (a, b . . . .  ) dargestellt werden, wobei diese Produkte selbst auch ~- Invar ian ten  

sin& Wir wollen uns fernerhin auf diese Produkte allein beschri~nken. Wer- 

den 'nicht alle Reihen x, y , . . . ,  sondern nur einige davon in den Jr  durch Reihen 

a, b , . . .  ersetzt, so erh~lt man alle | der Grundformen {I~) als Pro- 

dukte yon Typen J , ( a , b , . . . ,  x , y , . . . ) .  Unter diesen 63~-Kovarianten der {F)  

sind als extreme F~lle die (Str-Invarianten der Formen {/'~ (alle Reihen x, y , . . .  

ersetzt durch a, b , . . . )  und die >)identischen>> (~-Kovarianten (9) (keine Reihe 

x , y , . . ,  ersetzt durch a, b , . . . )  mit enthalten. 

Das Ersetzen yon Reihen x , y , . . ,  in Jr (x, y, . . .) durch Reihen a, b , . . .  ist 

durch Polarenprozesse Dxa, D y b , . . .  ausfiihrbar, d. h. dutch projektiv-invariante 

Prozesse. Anders ausgedriickt: Die (~-In- und Kovarianten der Grundformen 

{F} sind simultane projektive Invarianten der n-dren Formen (9) und der Grund- 

formen {iF}. 

])ass umgekehrt auch jede projektive Invariante des Systems {F} + {Jr}, 

die yon den Koefficienten der {F} nieht unabh~ngig ist, eine | der 

(F} ist, ist beinahe selbstverst~ndlich. Deuten wir n~mlich eine projektive Trans- 

formation dureh Uberstreiehen an, so gilt fiir eine projektive Invariante _P(F,J) 

des Systems {F} + ~f'LJ.x" 

(IO) P(~ ,  J) =- zl ~. P ( F ,  J) .  
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Die Transformationen yon | sind spezielle lineare Transformationen der allge- 

meinen projektiven Gruppe; deuten wir d a s  Transformieren mit Transforma- 

tionen aus | dutch ~ an, so gibt (IO): 

P (F, J ) =  a .  P (F, J), 

d. h. es wird, da J - ~  a ' .  J and P(F, J) homogen in den Koeffizienten jedes J ,  

ist, wenn wir 

P (F, J)  : Q (F) 

setzen : 

Q (/5) : p (~, j )  = a". P (/~, J)  = c/" Q (F), 

oder: Q (F) ist eine | 

Die Gesamtheit der ~,.-Komitanten (In- und Kovarianten) des Grundformen- 

systems {F} deckt sich also mit den projektiven Komitanten des erweiterten 

Grundformensystems (F}  + ~J~j ~ ~. 

:Nehmen wir nun als besonderen Fall den, dass die Grundformen (F}  mit 

einer oder mehrerer der Formen (9) identisch sind. Dann erhalten wir das Re- 

sultat, dass die n-~ren Formen (9) keine anderen projektiven Kovarianten haben 

als sich selbst, oder: die projektiven Kovarianten einer oder mehrerer der Formen 

(9) sind durch diese Formen (9) selbst gegeben. Die projektiven Invarianten der 

Formen J,,, sind natiirlich Zahlen und zwar algebraische Zahlen beziiglich des 

KSrpers, dem die Elemente der Matrices [la~H in den infinitesimalen Transforma- 

tionen (8) angehSren. 

Wenn wir die Gruppe | nicht durch ihre infinitesimalen Transformationen 

X( f ) ,  sondern durch n-~re Formen {G} festlegen, die bei den linearen Transfor- 

mationen yon |  nur bei diesen invariant bleiben: 

(II) X(G)--  ~. G {x,y, . . .} ,  

so sageu wir auch: die Formen G (x, y , . . . )  >>gestatte~ und bestimmen>) die Gruppe 

| Diese Formen ~ ~ ~G~ sind dann (~r-Invarianten und also dutch die Formen J ,  

yon (9) ganz und rational ausdriickbar. Andererseits ist es geometrisch evident, 

dass die Jr  yon (9) auch durch die Formen {G} bestimmt werden. Dies legt 

die u  nahe, dass zwischen den ( e }  und den {J~} ein projektiv-invari- 

anter Zusammenhang besteht: mit anderen Worten:  dass die Formen {J,} yon 

(9) projektive Kovarianten der Formen {G} sind. 
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Dass dies nun '  in der Tat  der Fall  ist wollen wir der Einfachhei t  halber  

zuerst fiir Gruppen (~r beweisen,  die nur  absolute Invar ian ten  besitzen. Es sei 

also (~,. v511ig best immt durch Formen {G} mit  

OG k O G  k x (I2) X ( G ) = - - a .  x k+  - - a i y k  + . . . ~ o  ( x , y , . . . j ,  
OXi ~ COyi 

of  
wobei X ( f ) =  "" a i xk die allgemeinste infinitesimale Transformat ion aus (~,. sei, 

0 xi 

k genau r unabhgngige auswiihlen kSnnen. sodass wir unter  den n * GrSssen a i 

Aus (I2) ergeben sich dann eine Reihe yon Gleichungen 

(I3) L e ( G i k l ' " , a k i ) - ~ L i k  o, k,Q ai ~-- 

die l inear-homogen in den Koeffizienten G i~l' '" der Formen (r)x \ ~ j  und  linear-ho- 

mogen in den aik sind. Die Matrix der Koeffizienten L ik,Q muss dann,  da die 

Formen {G} die Gruppe (~r bestimmen, genau yon Range n ~ -  r sein, d .h .  aus 

k l inear und  homogen durch die iibrigen r aus- (I3) lassen sich n ~ - r  der a~ 

driicken. 

Sei nun  fiir unser (~r J r  eine der Formen (9). Wi r  kSnnen voraussetzen, 

dass J,. als Polynom der xi ,  y k , . . ,  unzerlegbar und  in reduzierter  Gestal t  ge- 

scbrieben ist (al[e gleichen Potenzprodukte  zusammengefasst)  und dass welters Jr  
j ,  -j,, nicht  als Summe a + g �9 geschrieben werden kann, wo J '  und J "  ebenfalls 

(~r-Invarianten sind. 

Sind dann Jea~ .. die Koeffizienten yon Jr ,  so haben wit  analog zu (I3) 

ein System yon Gleichungen 

(14) M~ ( J e ~ . . .  , a~) = o 

and  zwar wenigstens so viele Gleichungen als J~ Koeffizienten enthglt .  W e n n  

wir dann aus n e - - r  unabhgngigen der Gleichungen (I3) und  aus einer der 

Gleiehungen 14) n 2 -  r der a~ eliminieren, so bleibt: 

( i5).  .Nr '. .., J e ,~ . . . ,  a~ )~  o 

Hie raus  ergeben sich Be- und  zwar identiseh beziiglich der r unabhgngigen a,.. 

z iehungen 
) = o 

und das System dieser Gleichungen ist 19rojektiv:invariaut, d .h .  mi t  ( I6)g i l t  ~uch 
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Pk(~i~'~ , ] Q ~  )__o, 

wenn der Querstrich eine projektive Transformation T andeutet. Dies folgt aus 

der Ableitung yon (~5); man hat nur G durch G, J durch J und die durch a~ 

dargestellten linearen Transformationen A durch T A T  -1 zu ersetzen (was die- 

k liefert). selben a t 

Aus allen so erhaltenen Gleichungen (i6), die linear in den J e ~ . . .  sind, 

kSnnen wir die J('~ . . . .  berechnen und rational durch die G ik1-" ausdriicken. 

Wi~re das niimlich nicht so und wiirden also einige der J o ~  frei-veriinderlich 

bleiben, so hiitten wir 

(17) = J :  + J : ' ,  

wo die Koeffizienten in J :  rationale Funktionen der G 'k1"- wiiren, die yon J :  

dagegen willkiirlich blieben. Daraus wiirde aber folgen (wenn wir alle Koeffizi- 

enten yon J:' gleich Null nehmen), dass schon J '  und jedes Potenzprodukt ~ y ~ . . .  

yon J~' eine (,~,.-Invariante (9) darstellt, was einen Widerspruch mit unserer Vor- 

aussetzung betreffs der J,, ergibt. Also sind in der Tat die Koeffizienten jedes 

J ,  rationale Funktionen der Koeffizienten G ikl.., der Formen {G}. 

Bei relativen Invarianten fiihrt eine analoge 0berlegung zum Resultat, 

dass die Koeffizienten der J,, yon (9) algebraiseh yon den G i k t  abhSngen. 

Somit haben wir, wenn wir mit E. ST.UDY 1 eine projektive Kovariante der 

Grundformen {G}, die in den Ver~nderlichenreihe x, y , . . .  ganz-rational, in den 

Koeffizienten dieser {G} hingegen algebraisch ist, eine ganze, algebraische, pro- 

jektive Kovariante der {G} nennen: Die 6L-Invariantentypen (9) sind, wenn die 

Gruppe (,~ durch die Formen {G} bestimmt wird, ganze algebraische projektive 

Kovarianten der Formen {54}. Hieraus ergibt sich sehliesslich der Adjunk- 

tio~ssatz." 

Ist  eine lineare homogene Gruppe | im wSre~ Gebiete dadurch gegeben, dass 

die gegebenen 1/ormen {G} die Transformatio~en yon O~r gestatten und bestimmen, 

so erhSlt man die ~-Invaria~te~ yon Gru~dformen {F}, i~dem man yore erweiter- 

ten Grundformensystem {F} + { G} die projektiven Komitante~ aufsueht, die von den 

Koeffizienten der {F} und eventueller Koordinatenreihen ganz-rational, vo~ den 

Koeffizienten der {G} hingegen algebraiseh abhh'ngen. 

1 ]~. STUI)Y~ Methoden zur Theorie der tern~iren Formen, Leipzig (I889) , S. I I. 
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w 24. Bemerkungen zum Adjunktionssatz. 

Der Inhal t  des Adjunktionssatzes wurde zum erstenmale in seiner vollen 

Bedeutung wohl zuerst yon F. KLEIN in seinem >>Erlanger Programm>> ~ aufge- 

deckt. Doch ist er dort nicht bewiesen, sondern nur als heuristisches Prinzip 

formuliert fiir das Studium der Eigenschaften yon Figuren bei Transformations- 

gruppen, die durch gegebene invariante Figuren aus umfassenderen Gruppen aus- 

geschieden werden. Das klassische Beispiel hierfiir ist die Elementargeometrie 

des dreidimensionalen Raumes: die ihr zu Grunde liegende >>H~uptgruppe>) (Be- 

wegungen und ~hnlichkeitstransformationen) wird durch den invarianten >>Ku- 

gelkreis>) in der allgemeinen projektiven Gruppe ausgezeichnet~; metrische Eigen- 

schaften yon Figuren, die durch Grundformen {F} gegeben sind, werden zu pro- 

jektive~, Eigenschaften, wenn ihnen der durch 

( I8 )  O = (U' l U ' ) =  (g',)~ q - ( g ' ) 2  -I-(U'.) 2 =  O 

dargestellte Kugelkreis adjungiert wird. 

Dass es im Adjunktionssatze nicht geniigt, simultane projektive Invarianten 

yon {_F} und {G} zu betrachten, die auch in den Koeffizienten der Formen {G} 

ganz und rational sind, hat zuerst E. STUDY ~ bemerkt und auch ich habe in frii- 

heren Arbeiten darauf hingewiesen. 4 Sei ni~mlich fiir n ~ 4  

( I9)  (P == (a u ')  2 --- : aik U: *t' k = O 

eine einfach-singuliire Flgehe zweiter Klasse, die einen irreduziblen Kegelsehnitt 

K des R~ darstellt und eine >> Hauptgruppe ,> ~3 v gestattet und bestimmt. K liege 

in der Ebene mit der Gleichung 

x )  - -  = o .  

Ein einzelner Punkt  y mit der Gleiehung 

F = (W u )  = z y ,  = o 

I F. KLEIN, Vergleichende Betrachtungen fiber neuere geometrische Forschungen, Erlangen 
(I872); wieder abgedruckt in Mathem. Ann, 43 (I893), S. 63--IOO. 

Historisches hierzu bei G. FANO, Mathem. Enzykl. I I I  A B 4  b, Nr. 3I. 
E. STUDY, Uber Bewegungsinvarianten und elementare Geometrie I, Leipziger Ber. 48 

(I896) , S. 549--554; ferner: Geometrie der Dynamen, Leipzig (I9O3) , S. I23. 
4 Denkschriften der Wiener Akad. d. Wiss. 89 (I913) , S. 7II; Mathem, Ann. 75 (I914), S. 

577; Mathem. Enzykl. I I I  El ,  ~qr. 15. 
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hat  beziiglich der allgemeinen projektiven Gruppe ( ~  des R~ keine Invariante. 

Wohl aber bei der Gruppe (~7, n~imlich die Linearform 

die eine ganze ratiouale (~7-Invariante des Punktes y darstellt. 

Gehen wir andererseits aus yore erweiterten Formensystem 

(2o) t ' =  (~' y),  ~ = (~ u')' 

und dessen projektiven Invarianten. Unter diesen ist keine Invariante zu finden, 

die linear in der Reihe y w~re; wohl (a,3yy) ~, das bei einfach-singul~rem @ ein 

Quadrat einer nicht-symbolischen Linearform (a'y) wird. Darum ist, solange 

diese aik als unabh~ingige Variable betrachtet werden, (a'y) wohl ganz-rational 

in den Koeffizienten yon F, aber nicht auch in den Formenkoeffizienten aik yon 

q); erst (a'y) ~ wird dann eine ganze rationale simultane Invariante der For- 

m ~  (~o). 

Ein weiteres einfaches Beispiel haben wir fiir n = s, wenn die eingliedrige 

Gruppe | im bin~ren Gebiete dadurch gegeben ist, dass ihre linearen Trans- 
2 2 formationen eine bin~re quadratische Form G ~ a~ ~ all x~ + 2 a~xl  x~ + a~2 x~ 

invariant lassen. Hier zerfSllt G selbst in zwei lineare irrationale Kovarianten 

G = ~ = ~ , .  ?~ = (~, x~ + ~, x~) (~  ~ + ~, x,) 

und ein Punkt  y hat  bei (~1 die beiden linearen Invarianten aj und flu. Diese 

Verh~ltnisse finden wir z. B. bei den relativen Drehungs- (und Bewegungs)-Inva- 

rianten in der Euklidischen Ebene vor3 

Iin allgemeinen Falle kSnnen wir sagen, dass uns die Theorie der projek- 

riven Invarianten yon Formen mit unabh~ngigen Koeffizienten und ihr natiir- 

liches Werkzeug - -  die symbolische Methode - -  die algebraischen Kovarianten 

nicht liefert. Stellt man n~mlich auch die, die Gruppe (~,. festlegenden Formen 

{G}, mit Hilfe yon Symbolreihen A , B , . . .  symbolisch dar, was fiir das Ermitteln 

der projektiven Invari~nten you {F} + {G} oft auf bekannte und gel5ste Auf- 

gaben fiihren kann, so wird man bei speziellen Formen {G} und ihren projek- 

1 E i n  wei te res  e in faches  Beispiel  e n t n e h m e  ich e iner  br ief l ichen M i t t e i l u n g  von  It .  WEYL: 

(~r ~ D r e h u n g s g r u p p e  in  n Ver~nder l i chen  = Gruppe  al ler  ree l len  T m n s f o r m a t i o n e n ,  die G (x) 

(x~ + x~ + . . .  § x2)~'n i nva r i ~n t  lassen.  E in  P u n k t  y h a t  ~ y ~  als  (~ r - Invar i an te  u n d  dies i s t  

n i c h t  ganz  u n d  ra t iona l  du rch  G (y) ausdr f ickbar .  
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riven Komitanten nicht immer mit den Reihen A, B , . . .  allein auslangen. Es 

kann niimlich eine projektive Komitante der {G} in Faktoren G' zerfallen, die 

ganz in den Variablenreihen x, y , . . .  sind. 1 Die Koeffizienten dieser Formen G' 

mfissen aber nicht wieder mit den Reihen A, B , . . .  darstellbar sein, sondern kSn- 

hen die Einfiihrung neuer Symbolreihen oder GrSssenreihen L, M , . . .  notwendig 

nmchen. 

Ein einfaches Beisplel fiir diese Verh~ltnisse haben wir wieder bei der 

Hauptgruppe der Elementargeometrie. Die Adjungierte yon @ in ( I9 ) i s t  x:4; 

dies ist eine projektive Kovariante von (P, die in zwei Linearfaktoren zerf~llt. 

Die Linearform G ' :  x~ ist nicht mit Hilfe der Symbolreihen a Yon (20)darstell- 

bar. Setzt man 

G ' = x ~ = ( l ' x ) : o . x ~  + o . x ~  + o . x  8 +  I . x 4 ,  

so ffihrt man neben den Reihen a, f l , . . ,  die neue Reihe l ' = o : o : o : i  ein und 

j e t z t  kann man die | yon quatern~ren Grundformen {F} als pro- 

jektive Invarianten yon {F} + {~P} + {G'} betrachten, die nuu aueh ganz und 

rational yon den Koeffizienten a~k und l' der Formen @ bzw. G' abh~ngen und 

neben a, f l , . . . ,  l' keine weiteren Symbolreihen mehr erfordern. 

Hat  man sich bei gegebenen {F} und {G} alle nStigen Symbol- und GrSssen- 

reihen A,  B ,  . . . ,  M,  N,  . . . verschafft, die zum Aufbau der (~r-Komitanten yon {F} 

als projektiver Komitanten geniigen, so hat man damit einen Ausgangspunkt ge- 

wonnnen, der auch zum zweiten Fundamentalsatz  der ~ir-Invarianten fiihrt. Man 

geht dann aus yon den fiinf Typen H~ yon Identit~ten bei projektiven Invari- 

anten ~ und untersuch~ die verschiedenen Typen von Iden~it~ten, die sich ergeben, 

wenn eine oder mehrere der in den He stehenden Reihen durch Symbol- und GrSs- 

senreihen A, B , . . . ,  M, N , . . .  ersetzt werden. Hier wird insbesondere dann ein 

neuer Typus einer Identit~t vor den Tag kommen, wenn sich die projektiven In- 

variantentypen yon / / i  in neue (~-Invariantentypen verwandeln. 

w 25. Beispiele zum Adjunktionssatz. 

Wir behandeln schliesslich noch einige Beispiele, die die Bedeutung des 

Adjunktionssatzes illustrieren. 

1 Hierauf h a t ' s c h o n  H. BURKHART hingewiesen gelegentlich einer Krit ik der KLEINschen 
Formulierung des Adjunktionssatzes: Mathem. Ann. 43 (~893), S. 2o6. 

2 Vgl. etwa meine ,,Invariantentheorie,,, Groningen (I923) , S. 95. 
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Der einfaehste Fall  l iegt vor, wenn das System der n-~ren Formen {F}, das 

die Gruppe (~tr festlegt, aus einer einzigen Line~rform 

L - (l ' x) = Z l~ x~ 

(~r i s t  dann die affine Gruppe des G~; ihre Invar i~ntentypen sind~: 

(a b . . .  gnu), ( a ' b ' . . . g ' m ' ) ,  ( a ' b ' . . .  g'l '), (l'a), (a' b); 

also aus den projektiven Invar ian ten typen  durch t l inzunahme der 

D~sselbe haben wir, wenn das System {G} ~us mehreren Linear formen 

(23) (~'~ x), (z'~ x ) , . . . ,  (~' ~) una (p~ ,'), (p,~ u ' ) , . . . ,  (~u'), 

also aus Q Line~rformen (1;.x) in Punktkoord ina ten  xi und aus a Linearformen 

(pku') in Raumkoordina ten  u; besteht. Die .zu dieser Gruppe gehSrigen Invari- 

~ntentypen ergeben sieh aus 

(24) ( a b . . .  gin), (a'b' . . .  g'm'), (a' b) 

wenn eine oder mehrere der Reihen a, b, . . . ;  a' b ' , . . ,  durchp~,p2,  . . .  resp. durch 

/'~, l '~ , . . ,  ersetzt werden. Es ist dabei gleiehgiiltig ob die Formen (ll.x) yon den 

Formen (pk u') unabh~ngig sind oder nieht;  eine Abh:,ingigkeit h:,[tte nur  zur Folge, 

dass yon den Z~hlen (l~2)k) einige versehwinden. 

Bei r = I, a ~  I wird (_~,. die sogenannte >~affine Gruppe mitfestem Punkt~. 
Bei ~ ~ o ,  a ~ n - - i  ist (~r die Gruppe 6~ tier Schiebu~gen und Streckungen 
(Tr~nslationen und perspektive Ahnlichkeits transformationen),  die (~n-Invari~nten 

sind die Schiebungs- und  Streekungsinvarianten,  die absoluten | 

sind die Sehiebungs- oder Tr~nslationsinvarianten.  2 

Neue Invar ian ten typen  erll~lt man, wenn die Formen {G} aueh Gd-Koordi- 

na ten  enthalten.  Der einfaehste Fall  ist der, d~ss 

(2s) e = (~' ~)~= 2 z~;~ ~,~ 

eine Linearform in Linienkoordinaten  ~ik. ist. Dr ist dann die sogen. >>Kom- 
plexgruppe>>, deren Inv~r iantentypen yon H. WEYL and  (flit ausgeartete Kom- 

plexe) yon E. WA~NEg best immt wurden. ~ Man erh~lt diese Typen ~us (I7) , 

Vgl. J ah re sbe r .  d. Deutsch .  M a t h e m .  Ver. 22 (I913), S. I 9 2 - - 2 o  9 

2 Vgl. Proceed.  Akad.  van  W e t e n s e h .  A m s t e r d a m  34 (I93I),  S. 214. 

8 H. W]~YL, M a t h e m .  Zei t schr .  2o (I924) , S. I3I  u n d  E. W n ~ E R ,  Di s se r t a t ion  Z i i r i ch ( I926  ). 

3 7 -  31356. Acta mathematica. 58. Imprim~ le 19 f6vrier 1932. 
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indem man die Reihen a' (2 Reihen) bzw. a ( n -  2 Reihen) yon (25) adjungiert. 

Bei den n-~ren Semi-Invarianten, denen die Transformationen der Gestalt 

1 2 , ~ a ~ a , x  1 q- a~x,~ q - . . . q -  an, xn 

X2 2 n a , , X , ~  ~ " ' "  q- ( t : X n  

Y,, = + a'~ x .  

I 
zu Grunde liegen (sie bilden eine @~. mit r = - ( n ~ +  n -  2)) ist das System der 

2 

Formen {G} bestimmt durch: einen festen R n - 2 ( x ~ o ) ,  in diesem ein fester 

R,,-3 (x,,=o, x, , - l=O), . . . ,  in diesem eine feste Gerade (x,,=o, x.,,-~=o, . . . ,  x3=o) 

und auf dieser ein fester Punkt  I : o : . . . : o .  Wir haben somit 

(26) { G} ~ x . ,  e r , - 1 , , ~ ,  z . - 2 .  n - - l ,  n ,  �9 � 9  7934 . . . .  U ' I ,  

d.h.  G} enh~tit die Linearform x,,~ in Punktkoordinaten, die Linearform z,~-~,,, 

in Linienkoordinaten, . . . ,  die Linearform u'~ in Raumkoordinat~en. 

Die Invariantentypen sind bier 

(27) ~ "~' ( ,~ )n-1  .... ( , b + _ ~ , ~ , _ l , ~ , . .  , ( , t ~  . . g , , )  
1 a'l, (a' b')12, (a' b' ct)t23 , . . . ,  (a t b ' . . . . q '  7/'tt) (a t b) 

Ein weiteres hierher gehSriges Beispiel haben wir bei den Invarianten der 

))gestuften Transformationen>). 1 Man teile die n Ver~nderlichen Xl, x~, . . . ,Xn in 

k Abschnitte 

X 1 = ( x  I x 2 . . .  xp), X 2 = ( X p §  x p + 2 . . .  X q ) , . . . ,  Xk--1 = ( X r + l  X r + 2  �9 �9 �9 X s ) ,  

X ~  = ( x ~ + 1 ,  . . . ,  x ~ ) .  

Dann kann man die gestuften Transformatiouen in der Gestalt darstellen 

_ _  

X l = A l l X ,  + AleX2 + +A~kXk 

X2 = Ao~ X~ + + A2k Xk 

X~ = Akk Xk. 

1 H .  W E Y L  u n d  E .  W A N N E R ,  1. c. 
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t t i e r  bedeu ten  die A~k Matr ices ,  A~  z .B.  mi t  p Zeilen und  q - - p  Kolonnen  

u. s . f .  Die  D e t e r m i n a n t e n  der A~i  sind ~ o .  

Diese Gruppe  der  ges tu f ten  T r a n s f o r m a t i o n e n  kann  m a n  fes t legen durch  

die inva r i an ten  n-i~ren F o r m e n  

(~9) G} === 7 g s + l , s + 2 , . . . n ,  ;gr+l,r@2 . . . .  n ,  �9 � 9  2 ~ ; p + l , p + 2 , . . . n ,  

die, gleich Nul l  gesetzt ,  l ineare,  ine inander  geschachte l te  R~iume yon n - - s - -  I, 

n - -  ?" - -  1, . . . ,  n -:- p - -  I D imens ionen  darstel len.  D e r  Ad junk t ionssa t z  g ib t  die 

I n v a r i a n t e n t y p e n  1: 

(ab.. 
(30) (.' b' (.' b) 

.qTft), ( C . . .  gT)7,)p+l . . . .  n , . . . ,  ( e . . .  g?Y/)s+l . . . . . .  

. .  g t  ~vft,), ((I, '  b t  . . . d t ) i2 . . . p ,  . . . ,  ( a  t ~)' . . . ht)12. . .s  

F i i r p = I ,  q = 2 , . . . , s = n - -  I k o m m e n  wir  wieder  auf  die Semi-Invar i -  

an ten  zuriick. 

Bei den or thogona len  I n v a r i a n t e n  haben wir zuerst  a l lgemein die Gruppe  ~,. 

e iner  n ich t -ausgear te ten  quadra t i schen  Mann ig fa l t i gke i t  

(3~) G = z ~ x ~  = ( ~ ' x )  ~ = o, 

die fiir den speziellen Fall  

(3~) ~ = ( x ~ ) - - x ~  + x~ + 
die Typen  

(33) (ab . . . g i n ) ,  (ab) 

2 
-]- Xn 

der o r thogona len  I n v a r i a n t e n  erzeug~, wobei  a, b, . . j e tz t  Re ihen  mi t  oder  Re ihen  

ohne Str ich sein kSnnen. Auch bei einer #-fach ausgea r t e t en  F o r m  (3 i) mi t  der 

N o r m a l f o r m  

= Xtc+l + X~+2 + "  -~ Xn 

sind die I n v a r i a n t e n t y p e n  mi t  t t i l f e  des Adjunkt ionssa tzes  leicht  anzugeben.  ~ 

Fiir  # = I erhi~lt m a n  die Bewegungs inva r i an ten  bzw. die der  H a u p t g r u p p e .  

N e h m e n  wir  bei den ges tu f t en  T r a n s f o r m a t i o n e n  (28) 2 n Veri~nderliche 

(34) 

1 Hie rzu  E. WAN:NE:R, 1. c., S. I4. 
'~ ebenda,  S. I6. 
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mit  k = 2, p = n und iiberdies AI~ gleich der Nulhnatr ix ,  so haben wir die Trans- 

format ionen 

* l n F X~ ~ C~ 2 X 1 -t- " ' '  -1- ~2  X n  

XTI r/, X l  -~- ' ' "  -}- 'rt ~ i~ X n  

(35) 
X ,  1 - - -  c~ ~, 2~  + . . .  + ~? :~,~ 

- 1  
~ x l  -[- " -I- a 2--n X n  ~' 

X n " ~ -  

- k  
mit l a ~ ] #  o, l ai l  # o. 

Man kann diese Transformat ionen eharakterisieren dutch  die beiden invari- 

anten Formen 

(36) G1 = 2 ~ 1 2 . . .  n ,  ( ~ 2  - - -  ( ~ i  = 1g '12 . . . . . . .  

Nehmen wit  als drit tes G~ die quadratisehe Form 

(37) G a - - x t 2 1  + x ,2s  + " "  + x.,~2,~ - - ( x 2 )  

hinzu, so ergeben sieh fiir ge ihen  a, a; b, b ; . . .  (vgl. (34)) ohne Strieh die In- 

var iantentypen 

(3 8 ) Z = ( a b  . . . g i n ) ,  f ~  = ( a b  . . . g~h) ,  f ~  - -  ( a b )  + (( tb) ,  

wovon die ersten beiden n-reihige Determinanten  sind und analog zu (37) ge- 

setzt~ ist : 

(39) s = ( a b ) - - . ~ b ~  + a~b~ + .  + anb-~. 

Beschris man sich auf Punk te  

(t  l : 6 t  2 :  . . . .  a n : O ' O :  ' : O  

des Gebietes G,~ tier Veris x~, x .2 , . . . ,  x,~ und ebenso auf Punkte  

o : o . . . . .  o : bl : b~ . . . .  : bn 

des Gebietes G,~ des zweiten Satzes 2 1 , 2 ~ , . . . ,  2~ der V~riablen, so vereinfaeht  

sich f3 yon (38) noeh und kann durch J'8 yon (39) ersetzt werden, sodass hier 
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(40) A = ( a b . . .  ~,,,), f~ = ( a b . . .  ~/,~,), A = (,b) 

d~e I n v a r i a n t e n t y p e n  fiir P u n k t e  aus Gn und ,7 ( ~  sind. D e n t e n  wir  in (3S) die 

f ibers t r ichenen GrSssen 2i und  a~ als komplex-kon jug ie r t  zu x~ bzw. a~, so gehen 

(40) in die Typen  der n-gren unitiiren Isvarianten fiber. 1 

Vgl. W. H. TUI~NBULL, Proceed. Akad. van ~Vetensch. Amsterdam 34 (I93I), S. 413--4I 9. 

T 


