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w ~. Introduct ion.  

En donnan t  au pr,ineipe de Huygens la forme d 'un syllog'isme, M. Hud~mard  

dtubli une hidr~rehie dans les 6nonces divers et nul lement  ~quivalents de ce 

principe, pour s 'a t tacher  ensuite ?~ l '~tude de lu proposit ion qu'il  appelle la 

mineure de I-Iuygens. ~ On peut  prdsenter le probl~me de M.  Hadan~ard sous la 

forme suivante. Un problSme de Cauchy soit pos(~ pour l'@quation gdn~rale 

O~u ~ Ou I '  (A) A ~  - - - -  + B~ + Cu  = 
,,~=0 0x~0x~  ~=o O ~  

du type hyperbolique norn~al, c'est-g-dire, ayan t  la forme caract6ristique inddfinie, 

g m dimensions positives ou g m dimensions ndgatives; A~lz, B~, C sont  des 

fonctions connues des x~. Soit A (0) le cbne caractdristique r~trogr~de issu du 

point  0(~)~-~ 0(~ o . . . .  , ~m) et qui ddcoupe ~ la surface qui porte les donndes de 

Cauchy une portion S. Envisageons les dqu~tions (A) homog~nes: T (qui est, en 

gdn@ral, une fonct ion donn@e des x,) @gal s z~ro. Admettons  ensuite que, dans 

]e domaine S, les donn~es de Cuuchy sont nulles par tout  except~ une rSgion @ 

situ6e tout  enti~re g l ' intdrieur de S e t  n ' ayan t  avec M (0) de points communs.  

I1 est des gquations, par exemple l '~quation des ondes hypersph~riques 

1 voir ses Lectures on Cauchy's Problem et l'5dition frangaise de cet ouvrage: Le probl~me 
de Cauchy (Paris, H e r m a n n ,  I932) , pp. 75, 239, 324. Voir aussi l'expos6 de M. Hadamard dans le 
Bull. Soc. Math. Fr. tome LII, p. 6IO (I924). 

32--3932. Acta mathematica. 71. Imprim6 lo 11 septembre 1939. 
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O + . . . .  O x Z , ]  = 

telles que leur int6grale u(~) ayant pour argument le point 0(~) est pour un 

probl~me ainsi pos6 nulle identiquement, c'est-s en tous les points-arguments, 

pour routes les r6gions Q et pour routes les donn6es de Cauchy (fonctions, sur- 

faces qui les portent) qui satisfont aux conditions 6num6r6es. Le probl~me de 

M. Hadamard consiste en la recherche des dquations de cette esp~ce, l~-ous les nom- 

merons des dquations ~ ondes pures, en les opposant ainsi aux 6quations des ondes 

diffusion. (Ces deux esp~ces repr6sentent ensemble la totalit6 des 6quations du 

type hyperbolique normal qui sont des 6quations des ondes). 

Les 6quations dont il est question 6rant lin6aires, si les donn6es de Cauchy 

se composent additivement de deux parties r6gu|i~res port6es par la m6me sur- 

face, la solution est la somme de deux solutions correspondantes, et comme, dans 

le cas des on~les pures, les donn6es situ6es s l ' int6rieur du c6ne M (0) et qui ne 

touchent pus s sa surface m~neraient, s elles seules, s une solution qui s'annule 

au sommet 0(~) du c6ne A(0) ,  on a le principe suivanr qui est en m6me temps 

la d6finition d'une 6quation s ondes pures: 

Principe de var ia t ion des donn~es. Une ~quation ~ o~des pures ~tant donn~e, 

on peut varier d'une fagon quelconque les donn~es de Cauchy dans une r~gion e 

int&ieure au c6ne /1 (0) et n'ayant avec lui de points communs, sans que l'intdgrale 

u (~) au sommet de ce cbne en soit changde, 8upposd que la variation ne fait  pax 

perdre aux donndes leur rdgularitd requise par la thdorie d'intdgration. 

Et voici comment le probl~me de M. Hadamard se rattache ~ la mineure 

de I-[uygens. L'ensemble des points 0 (~) dans lesquels l'int6grale u (~) n'est pas 

nulle identiquement est d6fini, pour les 6quations 's ondes pures, par la propri6t6 

que les c6nes A ( 0 )  coupent notre domaine e. Tous ces points sont donc au 

voisinage, d 'autant  plus 6troit que Q est plus petit, d'un c6ne caract6ristique 

ouvert sur l'avenir (si nous regardons A (0) comme ouvert duns le passd) et issu 

d'un point s l 'int6rieur de e. La mineure de I-Iuygens ne fair que traduire cette 

image de propagation d'une impulsion localis6e initialement duns Q. 

Le probl~me que M. Hadamard s '6 ta i t  pos6 d'abord 6tait de signaler les 

conditions n6cessaires et suffisantes auxquelles dolt satisfaire une 6quation du 

type hyperbolique normal pour 6tre une 6quation ~ ondes pures. M. Hadamard 

a r6solu ce probl~me interpr6t6 en son sens large. I1 a d6montr6 d'une part  

que ~oute 6quation (A) s un nombre impair de variables ind6pendantes est une 
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6quation ~ diffusion: cont ra i rement  ~ ce qui se pr6sente pour les 6quations 

ondes pures, les r6gions ~ l'int6rieur du cbne ~/(0) contribuent ici ~ la valeur 

u(~) de l'intggrale en O (~). D'autre part, pour les @quations s un nombre de 

variables pair et 6gal ~ 4, 6, etc. (le cas de deux variables est toujours un cas 

diffusion, comme le mon~re d@j~ la re@rhode d'infdgration de Riemann), M. 

Hadamard a trouv6 une condition qui dolt @tre remplie et qui suffit pour que 

la diffusion n'apparaisse pas. De cette condition qui s'exprime au moyen de sa 

solution dl~mentaire, M. Hadamard dit qu'elle donne une r6ponse ~ son probl~me, 

mais non la r6ponse, et qu'on le souhaiterait ))beaucoup plus r6solu)) qu'il ne 

venait de l'4tre En effet, ce qu'on d@sirerait savoir avant tout, c'est s'il existe 

des 6quations s ondes pures en dehors des 6quations (E~) et, naturellement, en 

dehors des 6quations qu'on peut en d6duire par des transformations 6videntes. 

La condition de ~r Hadamard ne nous en dit rien; et, en g6n6ral, il semble 

fort malais6 d'en tirer des indications plus pr6cises sur la forme des 6quations 

ondes pures. C'est pourquoi nous restreindrons, avec M. tIadamard, son pro- 

bl6me, en nous Proposant de former routes les dquations ~ ondes pures, c'est-h-dire 

de les 4crfre explicitement, dans leur forme gdndrale. 

~ous nous bornons ici au cas de quatre variables et des coefficients A,fl 

constants. Cela nous permettra de pr6senter notre m6thode avec ie plus d e  

simplicit6, et il suffit de modifications plutS~ techniques pour traiter d'une 

mani~re analogue le cas des A,fl variables, ce que nous raisons ailleurs. 

La propri6t6 qui distingue la classe d'6quations cherch6e est une propri6t6 

de leurs int6grales. On n'abordera donc pas le probl~me que nous venons 

d'6noncer autrement qu'~ travers une th6orie d'int@gration des 6quations hyper- 

boliques. La m6thode d'int6gration cr66e par lYl. Hadamard s'inspirait des 6qua- 

lbions s nombre de variables impair. C'est pour cela, peut-@tre, que cette m6thode 

s'est montr6e assez mal adapt6e au probl~me des ondes pures qui n'existait, 

comme M. Hadamard l'a montr@, que pour un nombre pair de variables. 

Nous aborderons le probl~me de M. Hadamard en prenant pour point de 

d@part la re@rhode d ' int6gration que nous avons d6velopp@e pour les 6quations 

nombre des variables pair et aux Ar variables. 1 11 faudra la d6charger cepen- 

dan~ du calcul diffdren~iel absolu (don~ nous nous sommes servi d'une fagon essen-. 

M. Mathisson: Eine neue L6sungsmethode far D~erentialgleichungen yon normalem hyper- 
bolischem Typus, Math. Annalen, Bd. Io7, page 400 (I932) et une correction dans le re@me volume. 

M. Mathisson: Die _Parametrixmethode in Anwendung auf hy~erbolische Gleichungssysteme, 
Prace Matematyczno-Fizyczne, vo]. 4I, page I77, Warszawa I933. 



259, M y r o n  Mathisson .  

t ielle dans nos t r avaux  cit6s) qui forme, d'ailleurs,  un obstacle pour  plusieurs math& 

maticiens,  - -  un r eman iemen t  rgalisable sans difficult6s dans le cas des Asl~ 

constants .  I1 f aud ra  aussi renoncer  an problSme de Cauchy simplifi6 qui nous 

a suffi pour  p r&en te r  notre  mgthode d ' i n t6 g ra t i o n  mais qui est insuffisant  pour  

les applicat ions que nous  avons en rue.  ~ 

Nous  avons g in tdgrer  l 'dquat ion 

3 
(I,  I) I~'(~) O S t t  tOSU OSU OS'~ A a O~t 

=-04 \ox~ +ox~ +o~.~l-' + ~ o~§ 
o t t o  

avec les valeurs initiales 

I, 2) 0 ~ (o, x,, x,, ~ )  = ~ ( . .  ~s, ~ )  (O, Xl, X~, X3) = ~ (X l, X-j, X3) , 0 ~  0 

sur le plan (ou, plus exactement ,  l 'hyperplan)  x0 = o. Les coefficients A ~, C et  

le second membre  T sont  des fonct ions  connues des variables xs et  d 'une r~gu- 

larit6 que nous supposons suffisante pour  just i f ier  nos op@ations.  

L '6quat ion  adjo in te  a la fo rme 

' ( I  3) (~ 02,2 I~2~) g~2~) OS/j,~ ~ O(As~)) 
' ~ O x g  \Ox~ + ~ + . . . . .  Ox~ O-x~! Oxs + Cv o. 

S~O 

On a, d'aprbs le tbdor~me connu, 

j r( ) 0 v Ou 
(1,4) [vl; ' (u)--uG(v)]dxodxldX2dxa= u ~ - - v  o7 i -  AslcSuv d J ,  

1) f f  a=O 

off D signifie un domaine  g quat re  dimensions et J la surface qui le renfe rme;  

0 
0 ~  est la d5rivde dans la di rect ion de la conormale de J ;  k s (a = o, I, 2, 3 ) s o n t  

les cosinus directeurs  de cet te  eonormale.  Les As g indices in f&ieurs  sont  

d6finis par  
A o = A  ~ A I = - - A  i ( i = I , 2 , 3 ) .  

Pour  D nous prenons le domaine  limitd par  le c6ne carac t&is t ique  1 / ( 0 )  don t  

le sommet est le point  s 0(~), par  la surface S de Cauchy (le plan x 0 = o )  et  

1 Nous devons g Mme IrSne Mathisson la pr6sentation que nous donnons iei de notre mdthode 
d'intdgration. 

2 Nous 4crivons (x) et (~) au lieu de (xo, xl, x2, a'8) et (~0, ~1, ~2, ~s)- 
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par le cylindre mince F eonstrui t  au tour  de l 'axe du e6ne (Fig. I). (I1 est s 

peine n6cessaire de remarquer  qu'il  s 'agit  d 'hyperc6ne et d 'hypercylindre.)  

I [ ~ Y , : o  = 0 

Fig .  L 

Le th6or6me (I, 4) a ma in tenan t  la forme 

if /(o ) d .d  0 u 

I / ~  A \ a--o / 

("  ~) I + l ( . ,  . . . .  v - -  . .  ~o~ . v i ~  § ; { .  . . . .  , v -  -- ~ ~o~ owl s d s . O V  Ou . O v  Ou  ~ 

( I '  \ a ~ v  I S \ a~O l 

Nous allons t ransformer  chaque terme de la somme du second membre. 

I) L ' in tdgrale  gtendue au c6ne -/1. 

Soit 
r :  V ( X  1 - -  ~1) 2 -J- (X 2 - - -~2)  2 ~- (X 3 --- ~3) 2 . 

Les k s son~ proportionnels 

x ,  - ~ x~ - ~., 

r r r 
X3 - -  ~3 

La conormale ~ la direction de la gdnSratrice du 

g6ngratrice ont  la forme 

( I ,  6)  0 x o  _ 0 x~ _ x~ - g,: 
Or I, Or  r 

c6ne; les 6quations d 'une  

(i---- I, 2, 3). 

Le long d 'une g6n6ratrice, une fonct ion f ( x )  quelconque devient  fonct ion de r 

seul, et on a, en vertu de (~, 6), 

o f _  of  + ~, o /x~-  ~=d.E. 
0 n 0 Xo 8 xi  r d r 

i ~ l  
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d 
Nous r6servons le signe ~ aux d6rivations le long d'une gdn6ratrice de ./1. 

la formule (I, 5) il faut poser 

d -4 = r2 dr  dto, 

Dan s 

off d o  est un angle solide 616mentaire. 

Un calcul facile donne 

(,,7) u ~ - V o ~  A ~ u v  d-4= dr +2r'un(v)  
A a=O 

off 

(~,s) n ( v )  - ~ + - -z A ~  v. 

d r  do~, 

Nous d6finissons la fonction auxiliaire v de fagon qu'il y air 

(I, 9) U(v) = o. 

L'int6grale de cette 6quation differentielle ordinaire donne la fonction v le long 

d'une g6n6ratriee de .d et d6pend d'une constante arbitraire. En fixant cette 

constantel nous posons pour routes les g6n6ratrices 

(~, ~ o )  v = -  e o 
r 

Ainsi, la fonction auxiliaire se trouve d6finie pour deux points-arguments 0(~) 

et A(x) dont le premier est le sommet d'un c6ne _4(0) et le second se trouve 

sur la nappe du mSme c6ne. Nous d6finissons la fonetion v(~, x ) p o u r  deux 

points 0(~) et A (x) quelconques par la construction suivante (dont la pr6c6dente 

est un cas particulicr). La droite 

( I ,  I I )  Xl  = ~1, X 2 ~ -  ~ ,  XB = ~3 

&ant  l'axe de -4(0), nous construisons le c6ne _4(0') dont la nappe passe par 

A(x) et dont le sommet 0'(~') se trouve sur la droite (I, II). L a f o n c t i o n  

v(~, x) sera donn6e par la formule (I, io) ~ cela pros que l 'int6gration de o ~ r 

sera s effectuer le long de la g6n~ratrice du cbne -4(0').  I1 est important de 

remarquer que, le point auxiliaire 0'(~') restant le m~me quand 0(~) se d6ptace 

le long de l'uxe (I, i i), on a 
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Ov(~, x) 
- -  O ,  

0 Go 

Grace s no t re  choix de la fonc t ion  v, on peut  in tdgrer  par  r appor t  ~ t0 le 

second membre  de l '6galitd (I, 7), et  on a 

) f r u ~ - - V ~ n - -  A , k ' u v  d A =  + r ~ u v d ~ o - -  r ~ u v d c o ,  
a=O ] Ct 

off C1 est la surface d ' in tersect ion du cbne _//(0) et du cyl indre F, et C est la 

t race du c6ne _//(0) sur le plan S. Quand on cont rac te  le cyl indre F en le 

f fa isant  coincider ~ la l imite avee son axe, l ' int~grale r ~ u v d  co t end  vers z~ro, 

C1 
et on a 

( I ,  I2)  U ~ - -  V-~ - - - Z  Aa~C~uy all1 = -- r~uydr 
a~O ] C 

2) L'intdgrale gtendue au cylindre F. 

On a 
d F = r ~ d w d x o ,  

Donc  

1~o ~ O, k i -~- x i -  ~i 
r 

i) 0 
- - ~  _ _  - - ~  

On Or 

( i =  i, 2, 3). 

E n  con t rac tan t  le cylindre ( r -~  o), nous obtenons  

(1, I3) u ~ v- j~ n A~k~uv  
g ~ O  

~ o  

d r = 4 = f u (Xo, g,, 12, g~) d Xo. 
0 

3) L'intdgrale dtendue ~ la su;face de Cauchy. 

On a 
d S = r ~ d r d c o ,  

k O ~  + I,  k l ~ k 2 ~ k 3 ~ o ,  

0 0 
. - - ~  

0 u ~ x  o 
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Donc~ 

(~, ,4)  f(ov U ~ n - -  
S 

V-~n - -  A~, l~ u v d S -= 
ct=O 

- - f , . . [ .  ( . v - ~ ) +  vOA OXo| 
8 

d r d ( o .  

En rassemblant les formules (I, I2), (I, 13) et (I, I4) et en supposant  que la 

fonetion u est l'in%grale de l'6quation (I, I), nous d6duisons de l'6galit6 (I, 5) 

f Iv r ~ q ~ v d w  + 4~: - -  

D 0 

S 

/. 
T - u G (v)] d Xo d x~ d x,, d x~ = - -  ] 

[ 

En diffdrentiant cette ~g~litd par rapport g ~o, nous obtenons 

(I,  ,5)  

of 4 ~ u ( ~ ) - -  _0 [ ' u G ( v ) d x o d x l d x 2 d x  3 + ~oo v T d x o d x ~ d x 2 d x  3 
O ~ o j  

1) D 

of,~[( o~) ] of +~oo ~ ~ 4 O v - ~  ~ + , ~  d,.d~O+ o~ ~ , . ~ o .  
S C 

On peut effectuer la diff6renti~tion d~ns les trois premi6res int6grMes. On a d'abord, 

en d6composant le champ d'intggr~tion D e n  des couches c6niques donf l'6pais- 

seur dans la direction x o est dxo:  

~o 

9 o A(O') 

o' -~ o' (Xo, ~1, ~,  ~3). 

On obtient, en diff6rentiant, la fonction sous le signe d'int6gration 6rant ind6- 

pendante de ~0: 

~ f 0 ~o u G (v) d x o d xl  d x~ d x .  = u G (v) d x l  el x2 d x . .  

I)  A 

D'une m~ni~re anulogue, 
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'f f 0-~o v T dx o dx~ dx2 dx~ : v T dxl dx~ dx  3. 

1) A 

Enfin, 
0 

+.q....= f{f.. [.(.~ 3:o) 
S 0 c 

les c 6rant des spheres de rayon r<-~o; dans eette int6grale, nous avons dG 
�9 p �9 

compos6 le champ d'int6gration en des couches spherlques d'6paisseur d r - - d ~ o .  

La diff6rentiation par rapport s ~o donne 

. C~ofr' [~ (A~176 ) +v~]d,o. 
S 6' 

L'6quation (I, 15) prend donc la forme 

0, 16) i f f 4 z ; u  (~)=  -- u G ( v ) d x ~ d x 2 d x  3 + vTdx~dx~dx~  

A A 

f [ ( ' ~ )  l of. 
C C 

I 
C'est une 6quation de Fredholm au noyau G(v). Ce noyau a u n  infini r~ tout 

I 
au plus, car les termes qui auraient 6ventuellement l'infini ~ disparaissent 

(le laplaeien de _L 6rant 6gal ~ z6ro). On pourrait nommer (I, 1(5) la formule 

de Poisson gdndralisde. 

w 2. Une transformation d'int6grales. 

Une 6quation 

(2, i) F(u) = T 

avec les conditions initiales 

l u (o, 51, ~., z ~ , ) = ~  (xl, x., x,), 
(~, ~) 

/ ~ o  (o, = ~ (~1, x~, 5,) X2~ 

3 3 - - 3 9 3 2 .  A c t a  ma themat i ca .  71. I m p r i r a 6  le 11 s e p t e m b r e  1939. 



258 

6tant donnde, 

tion de l'dquation de Fredholm 

Myron Mathisson. 

1~ solution du problbme de Cauchy se trouve amende s la solu- 

G (v) d V + ,f(~) (~) + f(~)(~), 

d V =  dx~dx~ dx~, 

off G est l 'adjointe de (~, ~), 

4) 

et 

5f = v T d V  

A 

v d 0 2  " 

C C 

En effeetu~nt 1~ diffdrentiution par rapport s G0, on ~ en vertu de 

d~0 = d r ,  

(2, 5) f(~')(~)--4-~ r 2 v A ~  + t p +  Or + ~v 0 r  do2. 
C 

Les fonetions f(1) et f(2) offrent une unalogie purfaite uvec les potentiels re- 

turd~s de l'~qu~tion des ondes sphdriques. Les donnges du problSme de C~uchy 

gtalges sur S e t  leurs ddriv6es rencontr6es par le eSne .4(0) issu de O(~)d~finis- 

sent 1~ fonction 

(2, 6) f(~) =3,'(1)(g) + f(2)(g) 

de notre 4quat ion intdgrale. Si les donn4es s'annulent, tout en restant r~gu- 

li~res, en dehors d'une r~gion 0 int6rieure g la trace C de .4 (0), Mors, pour une 

~quation (z, I) homog~ne ( f ( i )=  o), 

f ( g )  = o ,  

eomme on volt immddiatement des formules (2, 4) et (2, 5). On peut dire, par 

cons6quent, que, d'apr~s notre dquation int6grale (2, 3), ehaque 61~ment de la 

surface des donn6es ~met une onde pure en premiere approximation (pour une 

dquation intdgrMe qui se r~sout par approximations successives, comme 1~ n6tre, 

1~ fonction eonnue f(~) ~t~nt une premiere approximation). 

Ifu (2, 3) u (~) 4 
A 
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Envisageons le cas de T~-o ,  c'est-s de 

(~, 7) f(~) =f(~)(~). 

C'esf ~ partir de ee c a s q u e  nous avons donnG en suivant M. Hadamard, la 

d6finition d'une 6qua~ion "~ ondes pures. D'apr6s la remarque que nous venons 

de faire, iI suffirait que l '6quation int6grale se r6duislt 

(2, s) ~ (~) = f ( ~ ) ,  

pour que l'6quation hyperbolique eorrespondante ffit une 6quation ~ ondes pures. 

On #at tend ~ ce que i'dquation (2, 8) en soit aussi Ia condition n6cessaire. 

Car si l'dquation 

(2, 9) f u G (~) d v = o 

A 

(qui a pour cons6quence l'6quation (2, 8)) n'6tait pas vraie, les u(x) sous le signe 

d'int6grale qui d6pendent par l 'interm6diaire de leur ebnes A (0) issus de points 

P(x) des donn6es int6rieures ~ .//(0), introduiraien~, en vertu de l'6quation (2, 3), 

ees donndes dans u(~), ee qui serait incompatible avec l'hypoth8se des ondes 

pures. Pour arriver s une ddmonstration rigoureuse des formules (z, 8) et (2, 9), 

il faut examiner de plus pr8s la solution de l'6quation intdgrale (2, 3). 

Les expressions 

(~, x), 0 v (~, ~), ~ Iv (,;, x)], 
0 xa 

regarddes eomme fonctions de deux points-arguments seront ddsormais considd- 

rdes, pour un poin~ ~'(~) fi,~e, comme ayant le c6ne .,4(1)) pour surface de dis- 

eontinuit6 et s 'annulant pour des points qui n 'appartiennent pa.s ~ d (P). L'ex- 

pression G[v(~, x)] ainsi d6finie sera le noyau de l'6quation int6grale (2, 3); 

I 
en est alors le param~re.  

4~  
Soit maintenant 

(2, IO) ~) (~) = (~1 (~) - -  t f G Iv (~, x)] f  (2) (x) d V, 
4 z 

A 

(2, I I)  ~Dp (~) -- if 4-- a [~ (g, x)j ~_~ (~) d V. 
A 
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La  solution de l '6quation (2, 3) est alors donnge par la s6rie 

r 

(2, + y,  
p ~ l  

dont  la convergence devient 6vidente, si on compare l 'gquation int6grale (2, 3) 

une gquation de Volterra eonvenablement  choJsie. 

Pour  une raise en formule du princ@e de variation des don~,des du w I, il 

f au t  t rouver  la variation d q) que subit q~(~) en consdquence d 'une variat ion des 

donn6es de Cauchy. Or, la forme primitive (2, I o) de q) se prSte real ~ un  

pareil caleul. Les donn6es qui en t ren t  dans f(~)(~) sont  intdgrdes sur une trace 

variable d 'un c6ne 1/(0),  comme on le volt dans la formule (2, 5). Ce que nous 

devons chercher ~ r~aliser, c 'est 6videmment une forme de q) 06 une int6grat ion 

fitendue g la surface des donn6es S apparMsse explicitement. 1 

On arrive s la repr6sentat ion eherch~e de qg(g) par une t ransformat ion  que 

nous Mlons d6crire. Soit ~(~,, x) une fonet ion de la seule variable x et qui 

d6pend en outre d 'un param~tre eont inu ~t. On peut  admet t re  que ~(/~, x) est 

cont inue ainsi que routes ses d6rivdes, pour g--4 = o. Pour  le passage s la l imite 

~t = o notre fonct ion dolt avoir la propri6t6 intdgrale suivante: 

f (2, 13) l i m  ~ (~ ,  x) F ( x )  d x  = _F(O), 
/z=0 

- - c J o  

F(x) 6tent  nne fonction continue, finie pour x =  + ~ ,  d'ailleurs quelconque. 

La  courbe de la fig. 2 indique la r6alisation possible de ~(#, x); pour ~ - + o  elle 

dolt s 'dtirer vers le hau t  (le long de l 'axe des ~), en ga rdan t  au cours de cette 

ddformation une aire constante 6gale g I. On peut choisir, par exemple, 

(2, I4) ~(/x, x ) -  I --(~)~ e 

(Anx fonetions F(x) de la formule (2, I3) qui ne seront pas d6finies dans tou t  

l'in~ervalle ( - - ~ ,  + cr on pourra  adjoindre un prolonffement fietif convenable.) 

1 Nous engageons le lecteur ~ prendre d~s ma in tenan t  connaissance de la formule (2, 3 I) s t  
de la figure schdmatique 5 (don~ la ldgende est la formule (2, 36) s t  son explication dans le texte). 
On voit  qu'i l  faut  in terver t i r  l 'ordre des intdgrat ions dans qi (~), ce qu 'on peut  faire en su ivant  
une mdthode indiqu6e par  2r t Iadamard  (Lefons sur le probl~me de Cauchy p. 422). Nous suivrons 
une autre  mdthode. 
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Soient O(~) et A (x) deux points arbitrMres de l'espace (x) et soit I / (P)  le 

c6ne qui passe par le point A(x) et dour le sommet P ( ~ ' ) e s t  situ6 sur une 

parallgle g l'axe des Xo, men6e par O(~). Nous d6finissons 

(2, 15) (~, x) = v (~', x )  C (~, go - ,~;). 

Lu nouveile fone~ion ~ est une fonct ion  v dilu6e, 

continue par rapport ~ son argument A(x), d~bar- 

rass6e de la surface de discontinuit6 qu'avait v(~, x) 

pour 0(~) f ixe.  Lorsqu'il s'agit d'une expression qui 

renferme des d6riv6es de v, il es~ facile de trouper 

le proc6d6 convenable de dilution. On remplacera, 

0v 
par exemple, ~ par 

(2, ~6) o~ (g ,  x) _ o~(~' ,  x' C(~,~ g o -  ~o). 
0 x~ 0 x~ 

_/ 
F i g .  2. 

Y 

I1 est aisg de vdrifier que la formule (2, 5) se d6dui~ par un passage ~ la 

limite t t - - o  de la formule 

(2, 17) f(2)(~;tt ) =  4 z  r ~ + 9 0 r r  
S 

d S  

(d S est l'616ment de la surface S), dans laquelle l 'argument compos6 (g; #) in- 

dique un remplacement de v et de ses d6riv6es par les expressions (2, I5) et 

(2, 16). (La surface s laquelle s'6tend l'in~6gration, c'est la surface S de Cauchy 

et non la truce C de _///(0).) On a, en effet, 

f 
,S 

o 

f{f[ -~ lim 9 
t ~ : 0  r 

0 c 

+ ~ ( A ~  + 2 9 + ~ +  0 9 ) ]  
r O r  d S ~  

Ov + v A ~ 2 9  
Oxo 9 + - -  + ~ +  r 

r Oxo! 
C 

+ v  

~ d  ~} C(~, go - ~)d_~o = 

(les c sont les traces des chnes int6rieurs K A (O)), La fonction ao(~) que nous 
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avons introdui te  par la formule (2, Io) est, d'apr~s ee que nous venons de dire, 

1~ limite pour  tt = o de 

I ( G [v (~, x ) ] f  (2) (x" tt) d V. (2, 18) �9 (~, tt) --  4 z~ ~-- ' 

A 

Ecrivons expl ie i tement  la fonct ion 

(2, I9) 

I liln G [v (~, x)] f (Y) ~ 0 r' 0 Xo 
A S 

d V  

~ . = o  
A S 

�9 A~ 2--~!Y~),, + ~(y)+ ~ - ,  1dS d~. 

Les x 6tant  les eoordonndes des points de _4, nous avons ehoisi les y pour  les 

points  de S. On a dvidemment  

On peut  faire entrer  G sous l ' int~grale int~rieure et in terver t i r  les intdgrations.  

Le r6sul tat  de ces op6rations est 

I liin f (y) G Iv (g, x)] - ~ r '  0 x o 
@ (~) - -  4 • ,=o 

S A 

(2, 20) 4 7c ~=0 j (  r 
S 

f G [~ (~, x)] ~ (x, y) d V ] d X. 
A 

Considgrons, par  exemple, l ' int6grale 

(2~ 2 I )  

A 

dont le champ d ' int6grat ion est eonsti tu6 par  la surface 1 / (0 )  (coordonndes x). 

Soit  -//' (B) le cbne de l 'avenir  issu du point  B (y) de la surface S (fig. 3). C o n -  
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trairenlent s ee qui arrive g la fonetion v(x, y) pour un argument (y) fixe, la 

fonetion b(x, y) d6finie par la formule (2, I5) ne s'annule pas en un point A(x) 

ext&ieur g A'(B).  Le segment A A' de la droite parallble ~ 1'axe des xo ayant 

une longueur a (le point A'(x') est le point off cette parallble rencontre le ebne 

A '  (B)), on a, par ddfinition: 

(2, 22)  

Dgcomposons 1%ldment 

d'un facteur scalaire d r  

(2, 23) 

v (x, v) = v (.',  v )  ~ (~, ~ 

d V en un produit d'un dl4ment r~dco d'une sphere et 

d V - ~ r ~ d w d v .  

, , A ( x ) /  

/ "xc/~e 
B ~ y )  

o(~) 

Quand le 

posantes 

(2, ~4) 

Fig. 3. 

point A (x) subit, tout  en restant sur .4 (0) un ddplaeement aus corn- 

d x.  = k" dz, 

(off k" sont les eosinus direc~eurs d'une gdndratrice de A(0)), a qni figure dans 

(2, 22) prend un aeeroissement d a. Nous allons gtablir la relation entre d a et 

dr .  (Nous suivrons une mgthode fort 61dgante indiqude par M. I-Iadamard). 

Les eoordonndes (x') d'un point A'(x') s 'expriment rdgulibrement par les coor- 

donn~es 

suivante: 

(2,  25 )  

d'ofi 

(2, 26) 

du point A(x) et par la longueur ~ du segment AA'  de la mani@re 

I" 7' 1' 

Les k ~ sont proportionnels g 

dxo  ~ d x  O -  dff, d x ~  d x i  (i - -  I ,  2, 3). 

! / 

xo = Xo - ~, x i  = x i  ( i  = I ,  z ,  3), 
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Soient Z ~ les cosinus directeurs de la gdngratrice A ' B  du c6ne _d'(B); ils sont 

proportionnels 

(~) I, - - - - ,  
r' r" r' 

Les d x', issus de A'(x') qui dgfinissent le plan tangent  de A ' ( B ) e n  A'(x')  

satisfont s l'~quation 
' 1 ' Z~ P Z3 t (2, 27) Z ~  dxl + dx2 + d x a ) - - o .  

Les dx" ayant les valeurs (2, 26), substituons-les dans l'&quation (2, 27). 

aura, en utilisant (2, 24) , 

(2, 28) d ~ = q d a, 

off 
- - - I  

On 

~" Y' r yv r ?v 

L'dqua~ion du plan tangent 's -//(0) en A (x) dtant 

X o  - Xo + x~ - ~1 ( X x  - x l )  + x~ - ~ ( x ~  - x,~) + ~ - ~ '  ( x 3  - x~) = o ,  
~' r r 

le d~nominateur de q ne s'annule que si la direction (~) est parall~le s ce plan. 

Or, cela ne peut arriver que si les g~n~ratrices 0 A et B A '  sont parall~les et, 

par consequent, situdes dans le plan qui passe par l'axe de _//(0) et le point B. 

Pour 0 et B fixes, nous trouvons ainsi une g~n6ratriee critique 0A.  Nous 

pouvons l'exclure d'abord de l'int6grale (2, 2I) avee un segment 6troit de A ( 0 )  

qui la renferme et poser ensuite ce segment ~gal s z~ro dans (2, 30) off le d6- 

nominateur de q est different de zdro sans restrictions. 

Les formules (2, 23) et (2, 28) donnent 

(2, 29) d V =  qr~ deoda. 

En utilisant la formule (2, 29), nous arrivons ~ la forme suivante de l'int&grale 
x(~, y; F,): 

+Qo 

I(g,~;~,)=f{fa[~(Lx)]vW', ~)q,.'~do}:(~, .)do, 
- - ~  S (a) 

~(a) &tang l e ' l i e u  des points de ~4(0) pour lesquels a----const. D'apr~s la for- 

mule (2, I3), l'int&grale tend, pour ~-~ o, vers l'expression en accolades prise 

pour # = o .  On a 



Le probl~me de M. Ha damard relatif ~ la diffusion des ondes. 265 

& 

off # est le lieu des points de _//(0) pour lesquels a = o; au t rement  dit, # est la 

surface d ' intersection des c6nes -//(0) et f / ' (B ) .  

En effectuan~ la mSme t ransformat ion  sur les autres termes de la formule 

(2, 2o), nous obtenons 

. . . .  
4 ~  ~c(y 

S & 

(2, 3 I )  

' Or' 0Xo q d d S  

4 ~. r 
S 

f 
8" 

fonct ion 

(v) o v 
oxo 

I1 est clair que les int6grales 6tendues ~ la surface # sont continues par  rapport  

aux y s l ' int~rieur de _//(0). Lorsque B tend vers un point  A(x) de f / ( 0 ) ,  la 

G [v(~, x)] OVOr,(X, y) a un infini r ~ . r ,  ~ I  I tout  au plus, et les fonctions 

et G(v) v ont  un infini r2. ~ tout  au plus. Les int~grales 

�9 f 
j I I "~dco 
8" ,9' 

sont finies pour B t endan t  vers un point  de _/1(0). Pour  le d6montrer,  remar- 

quons que la surface 8 est le lieu des cercles d ' intersect ion de deux sphSres 

dont  l 'une se propage et l '~utre se contracte a v e c l a  mSme vitesse, de sorte que 

1'on a pour leurs rayons s un  moment  x 0 

(2, 32) r - ~0 - Xo; r '  = Xo - ~;.  

Donc, s chaque moment  

(2, 33)  
r 

r + r ' =  ~ o - -  ~ 0 =  0 

et notre surface ~ est un ellipsoide de r6volution. 

relat ion 

(2, 34) r ' e - - ~ q ~ + r  ~ - 2 q r c o s T .  
3 4 - - 3 9 3 2 .  A c t a  mathemat ica .  71. I m p r i l n 6  lo 11 s e p t e m b r e  1939. 

La figure 4 r/ous fourn i t  la 
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Des formules  (2, 33) et  (2, 34) on t i re  

0 I - -  a e 
(2, 35) r = -  �9 ; 2 I - -  ~ cos 

r '  6) i - -  2ce cos Y + a2 

2 I - -  a COS 7 

Fig. 4. 

Q 

O 

L'616ment de surfuce p rend  la fo rme  

doJ-~-sinydTdg; o - < - 7 - - < z ;  o - - < q ~ _ < 2 z .  

~66 

0(r 

c 12 
Fig. 5. 

I1 est  ~ pr6sent  facile de v6rifier que les int6grules I 1 et I~ r e s t en t  finies pour  

B t endan t  vers un point  de A(O) ,  c 'est-s pour  a - ~  I. On u, en effet, 

27g[~ I ~ CC ~ I - -  {~ ( I -  a2)2[t I __ ~ I  a)2l  ~ . ] ~  ~ L - ~  2 - 2 - - - - ~  l o g T ~ +  2 .  ( ~ - ~ ) ~  (~+ ~ o  '~' 

2Tg{ I - -  ~2 I - -  ~ 47~ 
�9 O f  

Lu t r ans fo rnm t i on  d ' in t6grales  

(2, 36) I(e..4) ~ 1( ,9 .  S) 

que nous venons d 'e f fec tuer  sur  un exemple  pur t icul ier  peu t  8tre r6sum6e uinsi 

(fig. 5): 

(I) fo rme  pr imi t ive :  e, chump de 1~ premi6re  int6gr~t ion,  v~riuble ~vec A(x) ;  

.4 champ  fixe de 1s seconde in t6gra t ion ;  
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(2) forme transformde: ~, champ de la premibre intggration, variable avec 

B(y); S champ fixe de la deuxibme intdgration. 

Comme l ' in~grale s transformer ~tai~ bien la limite, pour le passage tt ~ o, 

de l'int4grale (2, 2~), l 'inversion que nous sommes permis de l'ordre de deux 

operations, du passage s la limite t t = o  e~ de l'int~gration dtendue s S, ne 

prate s aueune objection. 

w 3. Lemme fondamental .  Condition n~cessaire et suffisante. 

Lemme: Pour une dquation ~ ondes pures homog~ne, l'int@rale du probl~me de 
Cauchy se r~duit ~t la fonction connue de t'~quation intdgrale corres~ondante. 

Autrement dit, on a, au lieu de l'dquation (2, 3), la formule 

(3, ~) u (~) = / (~)  (~) 

En effet, la formule (z, 3 I) peu~ ~tre gcrite sous la forme 

o~ (~) = �9 (~) = f i '  (~, y) ~(y) a s  + 

+ I(~,  y) A ~ ~ ( y ) .  ~-~!- -Y-) + ~, (y) + ~ s, 
" r O r  J 

S 

off 1 a la wleur  (2, 30) et 

I'(~, y )= f G[v (~, x)] [Ov(x,~_r -~ y) Ov(x,o Y)] qr~ dco. 
�9 - -  Xo 

0 

Dans les itSrations q)p de la formule (2, II) le rSle de I e t  de I '  sera jou~ par 

leurs itSrations 

L (~, Y) --  f G Iv (~, x)] • (x, y) d V, I~, ./3, 
t ]  

A 

et 

I~(~, y), 1,1, I ~ , . . . .  

On aura la formule (2, I2) sous la forme 

S 
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off 
oo 

(~, y ) =  ~ z~ (~, y), 
p=O 

r 2 ( ~ , y ) = ~  (~ ,y )+  A ~  Z(~,y �9 
p=O 

Comme l'intdgration s'dtend s present s la surface S de Cauchy, le pri~cipe de 

variation des donndes du w I est immddiatement appliquable. Des deux donn4es 

de Cauchy qui peuvent ~tre varides ind4pendemment l'une de l'autre, varions 

d'abord %0. Comme la variation 6 u (~) es~ nulle, on a 6videmment 

z (f, y) - -  o. 

Varions ensuite l 'autre donn6e de Cauchy, ~; le mSme principe nous donne 

z' (~, y) = o. 

Notre lemme est d~montr& 

Th~or~me: Pour qu'une dquation du type hyperbolique normal soit une (~qua- 

tion ~ ondes pures, il f au t  et il suffit que la fonetion v correspondante annule 
l' dquation adjointe. 

I1 faut  donc et il suffit qu'on air identiquement en 0(~) et en A (x) 

3, 3) e [v (~, x)] -~ o. 

La condition est ~videmment suffisante, car elle annule le noyau de l '6quation 

int6grale (z, 3), eL on a pour T =  o ]a solution du probl~me de Cauehy sous la 

forme (3, I) (voir ce qui a 6t6 dit s propos des formules (2, 4) et (2, 5)). 

D'autre part, la formule (3, I) a pour consgquence l'6quation 

(3, 4) ( G  [v (~, x)] u (x) d V = O, 
. ]  

A 

Or, on peut prescrire arbitrairement (sous rgserve de r6gularit6) la fonction u(x) 

sur notre cSne _4 (0). Cela reviendra ~t chercher les donnges de Cauchy des- 

queues elle r~sultera, c'est-s ~ la modification suivante du probl~me de 

Cauchy: une int6grale de l'6quation (2, I) ~tant donn~e sur .4(0),  on la cherche 

l'intgrieur de _4(0). De la solution de ce problSme on tirera les valeurs que 

u(x) et sa d6riv~e 4oivent prendre sur S pour qu'on air, en effet, aux points 
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de A(O)  la fonction u(x)  voulue, e u  caractgre arbitraire de u(x) dans. l '6qua- 

tion (3, 4) on d6duit  la condi t ion (3, 3) qui se montre  ainsi n6cessaire. 

Passage aux variations de T. Nos ra isonnements  se bornaient  jusqu '~ pr6- 

sent  s une 6quation (2, I) homogbne. Comme la condit ion (3, 3 )annu le  le noyau 

de l '6quation int6grale (2, 3), on aura pour  une 6quation ~ ondes pures non 

homog~ne 

u (~) = f ( ~ )  ~___f0)(~) + f(2)(~). 

La pat t ie  f(1) qui est donnde p~r la formule (2, 4) s 'annule 6videmment,  si T 

s 'annule en dehors d 'une r6gion .o' int6rieure (sans points communs avec les 

frontiSres) au domaine D ayant  pour  frontiSres -4 (0)  et la surface des donn6es 

S. '  Nous  arrivons Mnsi an suivant  

Th6or~me de la va r i a t ion  de T: Pour une 6quation it ondes pures la variation 

u (~), en un point 0 (~), de l'int@rale est nulle, si elle provient d'une variation 6 T 

qui s'a~nule en dehors d'une r@ion Q' int6rieure au c ~ e  M (O) et n'ayant pas avec 

lui de points communs. 

Invariance.q. On peut  indiquer  deux classes de t ransformat ions  6videntes 

qui changent  une 6quation ~ ondes pures de la forme (2, I) en une 6quat ion 

ondes pures de ]a m6me forme. Ce sont:  

(a) les t ransformat ions  de Lorentz qui la issent  invariante l '6quation des 

ondes sph~riques, 

(b) les t ransformat ions  de la fonct ion cherch6e u en une fonct ion cherch6e 

u' donn6es par les subst i tu t ions  

= 

avec une fonct ion ~ (x) donn~e (rgguli&re). 

La  Substi tution (b) change l '6quation (2, I) en  

, a ~ , a ., Ou r T 
( 3 ,  s )  - 

i = I  a=O 

off 

0 _-= A i  _ a (3, 6) A ' ~  ~ + 2~x~x o l o g Z ;  A 'i 2 ~ l o g ; ~  ( i =  1,2,  3), 

(3, 7) C ' = C +  ~ , A  s01~  2 + ~  [] = x ~ ~ . 
Ox~ 0 o Oxi 

a=O ~=1 
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Pour les indices inf6rieurs, on aura 

0 
(3, s) A~ = A~ + ~ ~ lo~ ~ (~ = o, , ,  ~, 3). 

La condition G (v )=  o, Mnsi que les consdquences qu'on peat en tirer, dolt 4tre 

invariante par rapport aux transformations (a) et (b). Nous profiterons de cette 

circonstance duns le paragraphe suivant. 

w 4. La m6thode du d6veloppement de G(v). 

Revenons au problbme de M. Hadamard. La condition G ( v ) =  o indique 

notre recherche une direction s prendre. Voiei le plan qu'on congoit tout  

naturellement. 

I ~ D6velopper, a u  voisinage d'un point 0(~), la fonction v suivant les 

puissances de r. 

2 ~ Calculer, d'aprbs ce d6veloppement, le d6veloppement analogue de G (v). 

3 ~ EgMer s z6ro les termes cons6cutifs du ddveloppement de G(v) e~ uti- 

liser chaque 6quation Mnsi obtenue ~ la simplification des suivantes. 

4 ~ Profiter de la circonstance que le point 0(~) peut @tre arbitrMrement 

choisi. 

I1 semble rMsonnable d'esp6rer qu'un petit hombre de puissances de r Mnsi 

traitdes au d~veloppemen~ de G(v) suffira ~ caractdriser complb~tement les coeffi- 

cients d'une 6quation s ondes pures. 

Commen~ons par le d6veloppement de A~ en s6rie de Taylor au voisinage 

du point O(g). Rempla(;ons, pout' simplifier ce ddveloppement, l'6quation (2, I) 
par une 6quation qui en r6sulte par une transformation (b), avec une fonetion 

dont nous Mlons indiquer le choix. La formule (3, 8) donne sueeessivement 

0 
A~ = A~ + 2 ~-~ log ~, 

, (oA: + o 4; 1 , (oAo oA d 
2 \Ox~ O x ~ l = 2  \Ox~ + Ox,~] + 2 ox~Ox~' 

(4, I) 

O 3 log ;~ 
+ 

0 x~ 0 x~ 0 x~ 
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3 ' ~ 3  

2 4 \ 0 x ~  Ox#Ox~ + Ox#Ox~ Ox~ + Ox~Ox~Ox~ 

" 2  t 

I= + -0 x~ 0 x,~ 0 x f l  

I 6 3 A~ + -4- + + 
24 ~OX~x~Ox#Ox~ Ox~Ox~zOx ~ Ox~Ox~ Ox,~ Ox~Ox,~Oxfl  

i 6 ~ log  Z + 
30x,~Ox~Ox~Oxt~ 

On voit done qu'en donnant, en un point, aux d6riv6es de log Z jusqu's celles 

du quatri8me ordre des vMeurs qui annulent les seconds membres des 6quations 

(4, I) on impose certMnes relations qui sont toujours r6alisables en un seul 

point d6termin6, aux A~ et ~t leurs d6riv6es jusqu"s celles du troisi8me ordre. 

Les d6rivdes de log Z que nous trouvons ainsi d6finissent les termes du premier 

jusqu'au quatrigme ordre au d6veloppement de log Z autour du point choisi. 

Posons en 0(~) 

(4, 2) 

0 x~ 0 xz 

I 0 2 A'~ 

I (')8 A'~. 
a~t*~~ = -6- O x~ O x~ O x~ 

= -  o ) ,  

Nous aurons en 0(~) 

(4, 3) 

A P _~-  
c~ O ~  

_ oA" d I {OA'~ + - o, 
2 \Ox~ Ox~! 

Cr ~ -.}- O:tt,,co). -]- ~v to~ t  t @ Cr z O .  

Soient X ~ les coordonn6es relatives d'un point P(x)  par rapport ~ 0(~). Nous 

aurons le d6veloppement, la sommation par rapport aux indices ~gaux dtant sous- 

entendue (une convention que nous garderons d6sormais), 

(4, 4) A" I i / ~  X~ + a ~  X~ X �9 + a).~;,.)X~ X ~ X ~ + 
2 
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Le cMcul devient plus sym6trique, si on in t rodui t  le vecteur a ~ parall~le ~ l 'axe 

des x 0: 

(4, 5) a ~ - -  I ,  a i = 0 (z' = I ,  2 ,  3) 

et la variable s dfifinie par 

(4, 6) s = X  ~  

( r =  V(x~)  ~ + (x~) ~ + (x~)'~). 

On v~rifie faci lement  la re la t ion 

(4, 7) 

Notre fonct ion ~, d6velopper est 

X 2 ~  a "~8 q- ]r 

r 

V = = - - ~  0 
I" 

Les c6nes A(O')  dont  le sommet O' se troupe sur la droite r ~  o ont  pour 6qua- 

t ion s = const, de sorte que l ' int6grat ion le long d 'une g6n6ratrice de A (0') sera 

effectuer en supposant  8 constant .  En subst i tuant  (4, 7) dans (4, 4 )e~  en 

int6grant  le long d 'une g6ngratrice, c'est&-dire pour des k ~ constants,  nous 

aurons 

(4, 8) v = - + - J q r 2 ~ k  ~a ~s + a2~, r s  + �9 
r 4 

Nous a~ons orals, en nous appura . t  sur (4, ~) et (4, 3), les t ~ m e s  ayant po~r 

facteur  

~ k 2 k~ = - k ~ ( / : / ~  + o ,  
2 

~zz~,,kXk~k ~ =I-kZk'k~(c~z~,, + -~,z + e~2~)= o, 3 
et nous avons renonc6, Pour y revenir plus tard,  aux termes du troisi~me ordre. 

Introduisons,  pour abr6ger nos cMculs et les rendre plus symgtriques, les 

2o nombres g"~ et g~fl d~finis par 

g o o = i ,  gOi_.~O, gik={-- 

go0= I, g0i-~O, gik={-- 

I pour i ~- k 

o pour i + k, 

I pour i - ~  k 

o pour i ~ k 

(i, k =  I, 2, 3) 



Le probl6me de M. Hadamard relatif ~ la diffusion des ondes. 273 

et d6finissons les op6rations d 'abaissement et d'616vation des indices par 

v: . . z . . .~_~gat ,  v : . . t  ~ . . . .  w : : : t ~ . . . = g x t ~ w :  2. . . .  

Nous avons indiqu6 par les points l 'existence possible d 'autres  indices�9 

quons que 
WX V z ~ r ~ V2 

{:  our 
L'op6rateur  [] 6rant d6fini par  

CO2 

l 'adjointe  G(u) est donn6e par  

Remar- 

O(A~u)  + Cu .  
(4, 9) e [ ] .  o xo 

Pour  avoir le d6veloppement de G(v) ,  nous d6veloppons les coefficients A~ 

d'apr~s (4, 4) et substi tuons 

(4, IO) 
C'~-(C')o+ \Oxdo 2~Ox~axM X~X~' + ' "  

0 A '~ I 
: c o  ~ X ~ + - a  ~ X a x e +  . . . .  

D a n s  la seconde des formules (4, IO) nous  avons utilis6 la seconde des relat ions 

0A'~ 
- - ~ - - - o  en 0(~). (4, 3) ou, plus exactement,  sa cons6quence: cOx, 

Voici le calcul s faire: dans 

(4~ I I) 

+ (V')0+ t \ O x d o  "~ 2[~ox~ax.]o "~, 

nous aurons ~ subst i tuer  X ~ d'apr~s (4, 7) et v d'apr~s (4, 8). En consid6rant  

I I 
s e t  r comme 6rant d 'ordre I e t  - ,  comme 6rant d 'ordre - - I ,  - -2  respective- 

r r ~ 

ment,  nous aurons tous les termes de G(v)  ~ part i r  de l 'ordre --2,  ce que nous 
35--3932.  Acta mathematica. 71. Imprim6 lo 11 septembre 1939. 
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noterons  

vante: 

(4, I2) 

Myron Mathisson. 

symbol iquement  en ~crivant la condi t ion G (v)-~ o sous la forme sui- 

G(v)  ---~ [ - -  2] -~ [ - - i ]  n t- [o I + [i] -t- . . . .  o. 

Le e a l e u l  se fair  eommod6ment ,  si on ~tablit  d ' abord  quelques formules  

intermgdiaires.  En  pa r t an t  des relat ions 

(4, I3) 

k ~  I, k ~=-Xi 

Os 
0 xz -~ - -  kz, 

Or ~ _ . - - ( a z + k x ) ,  
0 xz 

kzk ~==-0, a~a z =  I, kz qz ~ ~ I 

faeiles ~t contr61er, nous arr ivons 

(4, 14) 

0 I I 

0 k~ I 

[ ]  (k ~ k ~ r) = ~ ( ~ ,  + 2 k ~ k, r + 2 w k~ ~ + 2 ~ ,  ~ ) ,  

[ ]  ( ~  k,,~ ~) = ~ [ ]  (k ~ k ,  r) - 4 k ~ ~ ' ,  

2 2 0 I 4 
� 9  ) = 2 s  ~ ( r ) - - ; s k ~ .  

En sp6cialisant les re la t ions  que nous venons d ' indiquer,  on arrive ~ des rela- 

t ions de contr61e fo r t  simples et assez nombreuses.  En voici quelques-unes: 

a - - - ~ o ,  - - - ~ o ~  
0 xz a~ 0 xz 

a~ a ,  [ ]  (k ~ k" r) ~- [ ]  r, 

0 I 

xz \ r f  
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En utilisan~ les relations (4, 14), nous 

termes du d6veloppement (4, I2): 

I- 2]-o, 

i - i ]  IC'/o - - = O ~  
(4, I~) r 

_ / _ 
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calculons faci lement  les trois premiers  

Nous avons utilis6 la formule 

(4, I6) a"a~ ~ + 2 ~s :2 = o 

qui est la consdquence de la troisi~me des relations (4, 3). Si on t ient  compte 

de la signification des k x donnge par  la premibre des formules (4, 13), on voit 

immddia tement  que la troisibme des 6quations (4, I5) ne peut  subsister pour  un 

k ~ quelconque que si l 'expression en accolades s 'annule. On tire ainsi de (4, 15) 

les conditions suivantes: 

(4, I7) 

( CP)o = 0 

I [~O (Jt~ __ ,,, ] 

3 - [ % ' -  + [\o  lo 
~ O ,  

Appelons expression invariante par rapport ~ (b) une expression dont  la valeur 

num6rique ne change pas lors d 'une t ransformat ion  (b). On a la p.roposition 

6vidente: si une expression invariante par rapport ~ (b) s'annule en un point pour 

une certaine fonction 4, elle s'annule en ce point pour une fonction ~ quelconque. 

Ce point  udmis, envisageons l 'expression 

I O A ~  I 
(4, 18) C A~ A~ ~. 

2 0 x ~  4 

Les formules (3, 6), (3, 7) et (3, 8) appliqu6es s l 'expression (4, 18) qui a subi une 

t ransformat ion  (b) mon t ren t  qu'elle est invariante  par rapport  fi (b). D 'au t re  

part,  en 0 (~) et pour la fonct ion 2 qui nous a permis d '6tablir  les relat ions 

(4, 3) en 0(~), l 'expression (4, 18) se r6duit  s (C')o qui est dgal s z6ro, d'apr~s 

(4, I7). Doric, en 0(~), 
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(4, 19) C 1 0 A "  I A ,  A , = o  
2 0 xl~ 4 

I 

Le point 0(~) 4tank un point quelconque, 1~ condition (4, 19) subsiste partout.  

La seconde des conditions (4, 17) se compose de deux  termes dont  le second 
peut 8tre 4crit sous la forme 

2 0 X~ ]-10 

ce qui, d'apr~s (4, 19), est 6gal s 

u xz ]o  

qui s'annule, en vertu de la premiSre des formules (4, 3). I1 ne reste dans la 

seeonde condition (4, 17) que 

(4,20) I I (  0 0 A "  1 
OX./o 

Envisageons les expressions 

0 Az 0 A~ 
Hz, -- 0 x~ 0 x~ ' 

(4. 2I) 
I OHm" 0 O A  ~ 

- -  [ ]  A~ - -  �9 
sz - -  O x~ O x~ O x~ 

La premiSre, le rotationnel de Az, est manifes tement  invariant par rapport  ~ la 

t ransformation (b), d'ofi la mSme invariance pour la seeonde. Or, en 0(~) et 

pour une fonction ~ d4termin6e, s z = o ,  d'apr8s (4, 20). Par  invariance, cette 

4quation subsiste pour une fonction ~ quelconque; 0(~) 6tan~ quelconque, on a 
sans restrictions 

(4, 22) 

I OHi" 
0 A~ 0 A~ 

- 

Si on in te rpr~e  les Hz~ comme les composantes du champ 61ectromagn6tique 

exprim4es par les potentiels Az, les 4quat ions  (4, 22) ne sont autre chose que les 
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6 q u a t i o n s  de  M a x w e l l  duns  le  v ide ,  sous  l a  f o r m e  qu i  es t  h a b i t u e l l e  en r e l a t i v i t d  

r e s t r e i n t e .  ~ 

L a  c o n d i t i o n  (4, 22) es t  f o r m 6 e  p a r  u n  s y s t ~ m e  de  4 ~qua t i ons ,  e l le  es t  d o n c  

p l u s  r i c h e  que  la  c o n d i t i o n  (4, I9). E t  c e p e n d a n t  les  5 c o n d i t i o n s  d o n t  n o u s  

d i s p o s o n s  d6 j s  ne  c a r a c t d r i s e n t  pus  s u f f i s e m m e n t  les  coe f f i c i en t s  d ' u n e  6 q u a t i o n  

o n d e s  p u r e s ;  n o u s  le  v e r r o n s  q u a n d  n o u s  a u r o n s  l a  c o n d i t i o n  n 6 c e s s a i r e  e t  

su f f i san te .  P o u r  a r r i v e r  s ceUe-ci,  i l  f a u t  t e n i r  c o m p t e  d u  t e r m e  d u  t r o i s i ~ m e  

o r d r e  r e s t6  i n e x p l o i t ~  d a n s  le d 6 v e l o p p e m e n t  (4, 4) e t  p o u s s e r ,  en  c onsdque nc e ,  
r 

j u s q u ' a u  q u a t r i ~ m e  o r d r e  le d d v e l o p p e m e n t  de  e 0 So i t  Q l ' e n s e m b l e  de  ces  

t e r m e s .  A l o r s  

r r 

Q - ~  k z ~ X ~ d r  +-2 kzaz~*~X~X*X~ 

0 0 

N o u s  ne  n o u s  i n t 6 r e s s e r o n s  q u ' a u x  t e r m e s  qui  p e u v e n t  d o n n e r  duns  G(v)des  

t e r m e s  d u  p r e m i e r  o r d r e  en  r. So i t  It] l ' e n s e m b l e  de ces t e r m e s .  C o m m e  les  

v a r i a b l e s  s e t r  son t  i n d 6 p e n d a n t e s  l ' u n e  de  l ' a u t r e ,  i l  es t  p e r m i s  de  t i r e r  de  

l ' 6 q u a t i o n  [I] ~ - o  la  c o n s e q u e n c e  Jr] ~ o. L e  t e r m e  [I] g r a n t  d u  p r e m i e r  o r d r e  

en r e~ s e n s e m b l e ,  [r] n e  r e n f e r m e  p a s s .  U n  t e r m e  de  Q en s ~ r  ne  n o u s  

i n t 6 r e s s e r a  dor ic  pas ,  les  d e u x  d i f f 6 r e n t i a t i o n s  d o n t  n o u s  d i s p o s o n s  d a n s  G ( v ) n e  

p o u v a n t  nous  d 6 b a r r a s s e r  que  de s ~ t o u t  au  p lus .  11 e s t  f a c i l e  c e p e n d a n t  de  v o i r  

que  le t e r m e  en  ser ~ ne  nous  i n t 6 r e s s e r a  p a s  n o n  p l u s :  les  d e u x  d i f f 6 r e n t i a t i o n s  

d o n t  n o u s  d i s p o s o n s  p r o d u i r o n t ,  en  effet ,  l a  c o m b i n a i s o n  

03 08 
g~flO X~ 0 X~ 

Je dois "~ M. Hadamard la remarque suivante. Les transformations (b) forment un groupe, 
et il e n e s t  de m~me des transformations qu'elles induisent sur les Aa et leurs ddriv6es partielles, 
- -  d6rivdes premieres, pour commencer. Duns ces conditions, on peut former tous les  invariants 
de ce groupe par la m6thode elassiqne de l'homologue rdduit: il suffit de choisir le facteur ~ par 
des conditions qui le d6terminent au troisi6me ordre pros, c'est-h-dire que routes les ddtermina- 
tions de ). ainsi conditionndes aient entre elles un contact du second ordre. C'est prdcis~ment le 

cas pour les deux premieres conditions (4, 3). Ceci fair, les nouvelles valeurs C' et O A'a seront 
Ox2 

prdcisdment les invariants cherchds, l~aturellement, on retrouve ainsi les quantit6s (4, I8) et (4, 2I). 
Une mdthode route semblable s'appllque ~ la recherche des invariants diff6rentiels du second ou 
du troisi6mc ordre en An, ~ l 'aide de la troisi~me et quatri~me condition (4, 3). 
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qui s 'annule, en ver tu  de 1~ seconde et de la qu~trigme des formules (4, I3). 

Le premier  terme de Q es~ jus t emen t  de cette c~t6gorie, puisque, en ver tu  de (4, 7) 

le terme kXI2[~,k ."r  s 'annulant  en eons6quenee de l an t~symetne  de far~. I1 ne 

nous reste donc, dans Q, que les termes en s r  "~ et en r ~. Ce dernier  est 6gal fi~ 

-Is-ri multipli6 p~r 

4 

en ver~u de 1~ quatr igme des relat ions (4, 3). Le seul terme de Q qui reste, e'es~ 

I ~ kw 
2 ~ o ~  k ~" a ~ r 8 ~, 

d'of i  on ealeule fac i lement  l 'ensemble [v] des termes de v qui peuvent  eont r ibuer  s It]: 

[V] : rI + I /~2#]~2a# 8 2  + 2I ~21 ..... ]~Za#]C~'ke)81 "'2, 

(cf. le ddveloppement  (4, 8), dont  nous omet tons  ~ pr6sent le te rme du second 

ordre qui ne pourra i t  produire,  duns G (v), qu 'un terme d 'ordre  z6ro apr~s une 

double diff6rentiution, ou bien un terme d 'ordre deux uprSs une seule diff6rentia- 

tion, cette derni~re ne pouvunt  avoir lieu qu 'en m~me temps qu 'une multiplica: 

t ion p~r un coefficient A2 dont  le d6veloppement  (4, 4) commence par un terme 

d 'ordre  un, ou enfin un terme d 'ordre  deux qui proviendrui t  de Cv) .  

L~ formule (4, I I) nous permet  d%crire 1 

(4, 24) 

[H = 

.~J2 ~ ,, I ~ce{3 ~a 08  I 69S e' ~ 4' l l . 
- -  ",  " 2 aCS--O x~ + -2 k ~ k ' r  Ox~-Ox~ O x ~ ] J o  

I1 semble que [] (kZk~k~sr ~) fournit un terme de [r], si la premiere diff6rentiation porte sur 
Os Ok~ 

s, l 'autre sur un des ke. Or, il s 'agit de g~oxt~ Ox~' ce qui est dgal 

- -  k ~ '  Ok~ dk~ 
0 x~ = - d-V = o 

(le vecteur k ~ est constant le long d'une g6n6ratrice). 
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Les formules (4, I3), (4, I4), (4, 23) et les relations 

0 k" 2 0 s 0 (r ~) d (r e) 
-- - -  , 2 g @  - -  2 - -  4 r ,  [] s Ox. r Ox. Ox~ d r  

f I  z k'*-O s _ /~r~ k x kt' = o 
"~ 0 xz 

nous permet ten t  de trouver 

_ I [),.] = - -  3 CO. # ~, o) ]C )" a t t  ]c ~' ]c~ - -  6 2  # ,  to ct 2 ]c # ]c* ]coJ + I ]~t* k *  C t - -  - - - -  
r 2 0 x~ 0 x.  0 x~ /Jo  

Transformons eette expression. On a 

3 

d ' o f i  la somme des deux premiers termes: 

Or, a~ est sym6trique par rappor~ aux trois derniers indices, d'aprSs (4, 2), et 

le coefficient de --  a" U k ~ k ~ disparalt,  en vertu de la derni8re des formules (4, 3). 

Ce qui nous reste de ! [r] peut 8tre d6eompos6 de la fagon suivante: 

[ I 0 ~ (OA'z~ I 02 iOAt21 0~ ( 
20xz lJo 

Utilisons la relat ion qui peut dtre tirde de la dernigre des formules (4, 3): 

e ~  + ~';i ~ + ~i~ + e~.~,--o, 
e'est-~-dire 

[ o , o ] 
2 0 x ~ O x ~ \ O x ~ ]  + O x ~ [ 3 A ~  + o~x~ o- -~  

Nous aurons 

oz~bx,~Ox~/]o tox, o' 
d'ofi 

= I - k t t k ' [ 4 0  a ' ' -  02 (0.AG~I 0 ~ ( C  t 
(4, 25) ~[rl 2 OTx, D ~ 4 0 z ~ O x , \ O z ~ / +  Ox~Ox, 

,oA, ll 
) Ox~lJo" 
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Pour  t r ans former  (4, 25), donnons  aux ~quations (4, 22) une forme qui r4sulte 

de (4, 2~): 
o (OA 3 

(4, 26) [~ A~ Ox~ kOx~l =- o. 

Appliqu~es ~t nos A' . . . .  z en 0(~) et dlfferentlees par rappor t  g x~, elles pe rmet ten t  

d'4crire, au lieu de (4, 25)i 

(4, 27) [I2 0--~- -~Ct I OAtiv\ "] 
I-Er] = r  OxoOx,~ 2 o-g)]o ~ k"=o. 

De la condit ion (4, I9) appliquge g nos A' z et C ,  nous tirons, en la diffgrentiant  

en 0 (~): 

(4, 28) Ox~,Ox-~ C' I 2 a~ f ]o-~  ~"m~162176 

(I1 faut  tenir  compte de 

i[o, 
4 0 x ~ O x f l  (A''A' ') o= g~" f~'~H~ 

qui r~sulte de la premiSre et de la seconde formule (4, 3).) 

r&ul te  

(4, 29) ga, I2[,~,~ I2[t,~ lc~ k(~ = o. 

De (4, 27) et (4, 28) 

Le coefficient de /c~k~ est symdtrique en a, ~. Or, une condit ion 

(4, 30) h~g k ~ k~ = o 

qui subsiste, en 0 (~), pour un  h~  sym&rique et pour t o u s l e s  k z issus de 0 (~) 

a pour consequence 

En effet, 1s proport ionnali t6 de h~a et de g ~  r6sulte de la confronta t ion de 

(4, 30) et de g,~k'~ka=o: ces deux 6quations sont satisfaites par l 'ensemble 

des g6n6ratrices du mSme c6ne. 

Une cons6quence de (4, 31 ) est que h ~ = o  pour a ~ ,  d'ofi la conclusion 

(4, 32) g~t,/2/~f/),~ = o pour a ~= ~. 
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Soit  main tenant  k ~ choisi de sorte qu 'on air 

281 

(4, 33) k ~  I, k 1 =  I, k 2 = k  s = o ,  

ee qui revient  ?~ donner  s k ~ une direction qui se proje t te  sur l 'espace des X t, 

X ~, X 3 le long de l 'axe des X 1. Si on tien~ compte  de (4, 32 ) et  de (4, 33), on 

trouve faci lement  que l 'dquation (4, 29) devient  

d'ofi 

g2'g (H~0 H/Z0 -[- H ~ I - ~ I )  ~ --[(-/~/20) 2 "~-(--~30) 9' "Jl- (-[/r21) 2 -[-(/~31)~] = O ,  

it2o = f-/3o ~---/2/~ = f/-3~ = o. 

Si on ehoisi~ k ~" de sor~e qu 'on  air 

k 0 = - - I ,  k 1 = k 3-~- O, k ~ == I ,  

on arrive, par  un calcul analogue au prgcddent,, s 

= / z 3 0  =/t1  = o. 

Donc,  t o u s l e s  / t ~  s 'annulent :  

\Oxr Ox~/o o. 

Les H ~  ~tant invariants  par rappor t  s (b) et  le point  0(~) dtant quelconque,  

Oil  a 

(4, 34) H ~  = 0 An 0 A~ o 

Les  gquations (4, 34) sont  les condit ions d'intggrabili~6 des 6quations aux 

diff6rentielles totales pour  une fonct ion eherchge log 

0 log ,~ 
(4, 35) 2 - - - -  + A~-~ o. 0 xa 

I1 existe donc une fonct ion ;~ qui sat isfai t  aux 6quations (4, 35) et  qui, choisie 

comme fonction gdn6ratrice de la t ransformat ion  (b), permet  d'arriver,  par  une 

t ransformat ion  (b), ~ une 6qua~ion (I, I) aux 

Atc~ = O 
36--3932.  Acta mathematica, 71. Imprim6 le 12 sep~embre 1939. 



282 Myron Mathisson. 

dans tout le domaine de r6gularit6 des A,. Mais, l '6quation primitive 6tant une 

6quation ~ ondes pures, le coefficient C' de notre 6quation transform6e dolt 

satisfaire ~ la condition (4, I9), C'est-~-dire, 

d'ofi 

C' I 0 A ' "  I A '~ A '~ =- o, 
2 . Ox~ 4 

C' ~ o, 

dans le m~me domaine. 2qous arrivons donc au th6or~me suivant: 

Les  6quations ~ ondes pures  du type (2, I) sont ident iques  it l '6quation des ondes 

sph6riques, ou se t rans forment  en l'6quation des ondes sph6riques p a r  la subst i tut ion 

u - - ~  u', oit )~ est une fonct ion  convenablement ehoisie. 

Qu'il me soit permis d'adresser rues bien vifs remerciements ~ M. Hadamard 

qui a bien voulu s'int6resser de tr~s pros s mon travail et le rendre plus clair par 

des remarques que seul l'in6galable connaisseur de ces recherches a pu faire. 


