SUR LES CONDITIONS DE STABILITE D’'UNE DISCONTINUITE
DANS UN MILIEU CONTINU.
[APPLICATION A LA THEORIE DES CAVITATIONS.]

PAr

HENRI PONCIN
4 BORDEAUX,

Table des matieres.

Chapitre 1. Généralités.

1. Hypothéses relatives au milieu continu en mouvement. — 2. Notations. —
3. Equations dn probléme. ~— 4. Note sur certaines relations fonctionnelles.

Chapitre II. Détermination des potentiels dont Uaction peut conduire & des configurations
stables.

1. Notations. Etude de la proj’ection du champ sur la direction X,. — 2. Etude
de la structure des potentiels U dans le cas ol, ni la rotation instantanée ni la
fonction q(t) ne sont constantes. — 3. Détermination exacte des potentiels U par la
connaissance des fonctions qui réalisent la représentation conforme dun domaine D,
sur un anneau circulaire. — 4. Détermination approchée des potentiels lorsque le
domaine D, est de faible étendue. — 5. Les potentiels qui correspondent au cas
étudié dans les paragraphes précédents sont multiformes. — 6. Ktude de la structure
des potentiels dans le cas ou la fonction g{f) est constante. Potentiels uniformes.
— 7. Etude de la structure des potentiels dans le cas ol la fonction q(1) est
identiquement nulle et dans le cas ol la rotation instantanée est constante. —
8. Résumé des résultats obtenus. Détermination des potentiels de stabilité dans
les cas physiques.

Chapitre ITI. Etude d'un cas concret. Structure des potentiels de stabilité pour une surface
du second ordre.
1. Enoncé du probléme. Propriétés fondamentales de la transformation I(L)
pour une courbe du 2° ordre. — 2. Détermination du potentiel Uy, (z). — 3. Déter-

1—3932. Acta mathematica. 71. Tmprimé le 1 mars 1939



2 Henri Poncin.

mination des potentiels U, (2), U;p(2) et des fonctions h,. — 4. Détermination
rigourense d'un mouvement avec une discontinuité du 2° ordre. — 5. Détermination
approchée du mouvement dans le cas d’'un domaine fluide de faible étendue.

Chapitre IV. Ktude des systémes associés d’ordre un et dewx. Détermination des mouve-
ments qui leur correspondent.

1. Détermination des potentiels dans le cas du champ de pesanteur. — 2. Etude
succinte des mouvements qui correspondent aux surfaces du second ordre. — 3. Déter-
mination des potentiels dans le cas d'un champ de forces quelconque.

Chapitre V. Ktude des systémes associés d'ordre trois.

1. Etude du systéeme (4. Conséquences relatives au mouvement d’entrainement.
—- 2. Ktude du systéme H,.

Chapitre VI. Détermination compléte des mouvements d'une surface limite de cavitation.

1. Equations du probléme. — 2. 3. 4. Intégration qualitative. — 5. Conclusion.

Chapitre VII. Etude des systémes associés d'ordre supériewr & trois. Détermination com-
pléte du mouvement d'une discontinuité.

1. Systéme d’ordre 4. — 2. Cas d’un mouvement de rotation. — 3. Cas d'une
surface limite de cavitation. — 4. Systémes d’ordre 5, 6 et 7.

Chapitre' VIII. Conclusion.

Introduction.

Dans une publication antérieure’ nous avons étudié un groupe important
de mouvements relatifs & un milieu eontinu. Ces mouvements se poursuivent
dans des conditions telles qu'une cavitation produite & un instant donné au sein
du fluide se déplace en conservant sa forme initiale. La recherche des conditions
de stabilité d'une telle cavitation constitue une premiére étape dans l'étude des
mouvements pour lesquels la déformation au cours du temps se révéle trés lente.
— Dans le travail en question nous avons en particulier obtenu le résultat sui-
vant: Lorsque les lignes de flux du champ des vitesses sont invariantes relative-
ment aux surfaces solides chacun de ces mouvements peut étre considéré comme
résultant de la composition d’'un mouvement d’ensemble M, et d'un mouvement
avec déformation M, Les mouvements I, se répartissent en deux groupes:
1° les mouvements R, dans lesquels la rotation instantanée a une valeur con-

stante w,; 2° les mouvements R; dans lesquels la rotation a l'instant ¢ a pour

! H. PoxcCIN, Sur les cavitations de forme permanente. Publications scientifiques et tech-
niques du ministere de 'air n° 18. [G. V. 1933.}
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valeur 1/At. Les mouvements M, dépendent & la fois des paramétres qui carac-
térisent le mouvement d’ensemble et d'une fonction liée & la forme de la surface
qui limite la cavitation. — Mais 1'aspect extérieur du mouvement — en 1'absence
de toute recherche expérimentale précise sur l'allure du champ hydrodynamique
ne nous renseigne pas sur la variation possible des lignes de courant autres que
celles qui correspondent & la limite de la cavitation. Pour étudier le probléme
dans toute sa généralité — ce qui permet de donmer a la détermination des
mouvements R, et R; tout son intérét — il était donc nécessaire d’abandonner
T'hypothése de l'invariance du champ hydrodynamique. C’est ce que nous avons
fait dans la présente étude.

Nous nous proposons d'ailleurs un probléme encore plus général: nous con-
sidérons un milieu continu incompressible limité extérieurement par une surface
solide S. A un instant donné nous constatons l'absence de tourbillons® I'exi-
stence d'un plan directeur pour le champ hydrodynamique® et l'existence d'une
surface de discontinuité L telle qu'au passage a travers cette surface la densité
subit un saut brusque .#¢. Nous nous proposons de déterminer les conditions
dans lesquelles cette surface comserve sa forme initiale au cours du mouvement.
Ces circonstances se rencontreront en particulier dans la considération de l'en-
semble de deux fluides nou miscibles et comme cas particulier dans I'étude des
surfaces limites de cavitation (la variation .7¢ est dans ce dernier cas égale a la
densité du fluide considéré).

Au chapitre I nous rappelons briévement les principes de la détermination
du champ hydrodynamique dans le cas ot il existe une surface de discontinuité
stationnaire, tels qu’ils résultent d'une étude récente.®* Nous les appliquons aun
chapitre II & la recherche de la structure des potentiels dont I'action peut
conduire a de telles configurations stables. Ces potentiels satisfont a certaines
conditions que remplit en particulier le champ de la pesanteur ce qui nous
permet de donner un sens physique aux questions que nous étudions. Cependant
dans les paragraphes suivants nous abandonnons ce point de vue pour nous
proposer la détermination de tous les potentiels de stabilité sans égard a leur

! Le cas des mouvements tourbillonnaires est envisagé dans une note qui paraitra pro-
chainement.

? Pour les mouvements dans I'espace qui mettent en wuvre des procédés de calcul tout diffe-
rents de ceux que nous utiliserons ici. Cf. C. R, Académie des Sciences Paris, T. 196, p. 756.

? H. PONCIN, Sur les équations du mouvement d'un milieu continu dans le cas de discon-
tinnités stationnaires relatives 4 Ia densité. (Journal d¢ mathématiques pures et appliquées. Paris
1939.)
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réalisation effective. Si nous étudions ce probléme ce n'est pas par simple jeu
analytique mais parce que cette étude nous permet de construire une méthode
de caleul qui grice & sa généralité méme s'est révélée par la suite applicable a
des problémes en apparence trés différents et qui, eux, ont un sens physique
précis. L'existence des prolongements analytiques établis dans le mémoire déja
cité! et la transformation I(L) définie dans ce mémoire, joue un rdle prépondérant
dans cette étude. Ceci montre la fécondité, en hydrodynamique, des méthodes
que l'on peut déduire de cette notion.

Nous reprenons au chapitre IV l'étude des conditions de stabilité d’'une
surface de discontinuité lorsque le champ des forces extérieures est le champ de
la pesanteur. Nous sommes conduits a distinguer plusieurs cas suivant le nombre
de relations qui existent entre les fonctions du temps dont dépend le mouve-
ment d’ensemble. Lorsque le nombre de ces relations est maximum les mouve-
ments sont les mouvements R, et R; précédemment étudiés® mais lorsque ce
nombre est plus restreint les potentiels hydrodynamiques dépendent de deux
fonctions qui sont liées par un systeme d'équations intégrales. ILa surface de
discontinuité ne peut donc pas avoir dans ce cas une forme quelconque. Nous
obtenons (chap. V. § 3, 4) l'équation intégrale qui la détermine. A priori il ne
semble guére possible d'en tirer parti pour la détermination explicite des solu-
tions mais une intégration qualitative de cette équation nous permet de résoudre
complétement le probléme que nous étudions. Nous remarquons en effet que,
pour que ce probléme ait un sens il ne suffit pas que les fonctions que nous
avons introduites au cours des calculs satisfassent aux équations obtenues. Encore
faut-il qu'elles conduisent & des surfaces acceptables c’est & dire & des surfaces
dont les sections par les plans paralléles au plan directeur sont des courbes fer-
mées sans point double. Or nous démontrons {chap. VI et VII) qu’il n’'existe
aucune solution de l'équation intégrale qui satisfait & ces conditions. Ceci nous
prouve que les mouvements R, et R; sont les seuls mouvements pour lesquels
une surface de discontinuité relative & la densité du milieu continu (et en parti-
culier une surface de cavitation) peut conserver sa forme initiale au cours du
mouvement. Ce résultat montre tout l'intérét qui s'attache & la détermination

compléte de ces mouvements dans 1'étude des cavitations.

! H. PoNcIN, Sur les équations du mouvement d'un milieu continu dans le cas de discon-
tinuités stationnaires relatives & la densité.

? H. PoNCIN, Sur les cavitations de forme permanente. Publications scientifiques et tech-
nigues du ministére de Yair n° 18. [G. V. 1933.]
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CHAPITRE 1.
Généralités.

1. Hypothéses relatives au milieu continu en mouvement.

Le milieu continu en mouvement est limité par une surface indéformable S
animée d'un mouvement M, et il existe & l'intérieur une surface I qui est une
surface de discontinuité stationnaire relative a la densité. Cette surface partage
le milieu continu en deux régions contigues D, et D,. Dans chacune de ces
régions la densité peut 8tre considérée comme constante et le mouvement, irrota-

tionnel, admet un plan directeur. Lorsqu'on traverse la surface L la densité
subit une variation brusque .7g.

2. Notations.

1°. Les systémes de référence utilisés seront:
a) un triedre O, (x) fixe.

—

b) un triédre C,(x) attaché 3 S.
c) une famille de triédres C(M/t) attachés a linstant ¢ aux diverses par-

ticules fluides M et définis par les vecteurs unitaires ,§; 5;, —S; respectivement
dirigés suivant la tangente, la normale principale et la binormale & la ligne de
flux qui passe en M & linstant ¢

2°. Eléments cinématiques: a) Mouvement M,: point principal O, accélération
principale y(f). Rotation instantanée o (#).

b) mouvement M,: champ de vecteurs vitesses w (M/2).
3°  Opérateurs différentiels:

D:S((;;)
vwn=s(5;.5)
VU= (‘;Z)g
rv=520.

0 .%‘;2
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La notation F’ désigne la fonction imaginaire conjuguée de la fonction F. La
notation £ appliquée & une fonction harmonique £(x,, x,) désigne la fonction

associée définie par grad Q = x; A grad Q.

3. Equations du probléme.

Nous supposons que la fonction
(1) &= H(u)

analytique en # pour les valeurs de module inférienr & l'unité représente la sec-
tion de L, pour un déplacement de # sur l'axe réel dans les conditions précisées

! Lorsque « prend des valeurs

dans le mémoire deja c¢ité dans l'introduction.
complexes de module inférieur 4 l'unité le point M défini par l'équation 1 et

le point @ défini par 'équation

(2) {=H'(u)

décrivent deux régions d, 0 contigues et séparées parvun arc de L. Ces deux
régions se correspondent de facon biunivoque. La transformation ainsi définie
est la transformation par image & travers L, transformation que nous désignons
par I{L). Cette transformation conserve la grandeur des angles dont elle change
le sens d'orientation et laisse la courbe L invariante. ILa relation géométrique
entre les points homologues M et u est définie par

M+uy, M—y -
(3) L[ :_“+z 2“/\x3]=o.

A Yintérieur du domaine D, le champ hydrodynamique est défini par l'équation
(4) ;’:(9;7'5) = wy (£) gr;d ?211 {x) + ¢ (?) gxgd 5_212 (o) + % A g (¢) + 2_9;3 Ao (t)

et a lintérieur de D, par

—

(s) U (@) = wy(t) grad Qy (@) + 2 A wy(t) + 2725 A @ (0).

Les fonctions £y, sont des fonctions harmoniques respectivement définies dans
les domaines D; et D,. Sur la section de L considérée elles sont liées au champ

de forces extérieur par la condition

© w (M) — S hela g:(0) =o.

! H, PoxNCIN, Sur les équations du mouvement d'un milien continu dans le cas de discon-
tinnités stationnaires relatives i la densite. ’
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L’expression des fonctions ¢ et 7 est donnée dans le tableau suivant:

Valeur de i Fonction g, (t) Fonetion associée h, {x)

I g (t) I

9 1 R . —
2 w*(t) g?l"ékhvgu_&vgzx+291ﬂ7DQ11"“29295'D921]
3 20()al) 5[V Q) + D2y
4 ¢ () 4-vao

2 JQ 12

dw 1 — —
5 at 41; [0 211 ~ 02 2y

dq e g
6 : dt 0 Qe
7 7 () oy [M (L))
8 7. (t) a, [M(L)]
9 75 (1) ay [M (L))

Certaines propriétés de la transformation I(Z) nous ont permis de définir le
prolongement analytique des fonctions 24, en dehors des domaines ol elles sont
liées au champ hydrodynamique. Cette étude nous a conduit & leur associer 3
fonctions analytiques en 2 définies par:

(7) 20y = — [—ZZ—g + Un] - [Z’f + U’u]
(8) 2 Q= — Uy + Uls]
(9) 20, =— [’%C + Ugl] — [Z’ZC’ + Uél]-

Nous avons démontré que dans tout leur domaine d’existence ces fonctions

satisfont aux équations suivantes:
0, Uy (e) — 0. Uy (¢) + e A ohy[Gr(2 + L)) =0

0 Uple)—idohg[Ga(z +L(e)l =0
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o [&Uﬂﬂﬂ_g]igl[ﬂ&ﬂ a4t é’]z

dez 2dez 2 dz 2dz 2

+2493Ch [G——](Z+ C(Z))] + Z/Q'chjgzo

== h L 1G-ale + £(2)

z 24
|+ 2o + s =0
olt G—; désigne la fonction inverse de la fonction H () + H'().

4. Note sur certaines relations fonetionnelles.

Au cours de ce travail nous aurons plusieures fois 'occasion d'utiliser cer-
taines propriétés de l'ensemble des fonetions

Flaly) = Zﬁ ) 9:(v)

=1
les groupes de variables (@, @ ... %) eb y(yyys...y) étant indépendants.

Nous supposerons que les fonctions f et g admettent une suite de dérivées par-
tielles continues jusqu'a l'ordre » et que la condition

Flxly)=o0
est identiquement vérifiée & V'intérieur de certains domaines des espaces z et v,

dont aucun ne se réduit & un point. Or en prenant les dérivées successives par

rapport 4 x nous obtenons, pour calculer les fonctions ¢ & lintérieur du do-
maine (y) un systéme d’équations linéaires et homogénes qui donneront pour ces
or fi
identiquement nuls, on reconnait la condition nécessaire qui exprime que les

fonctions des valeurs nulles & moins que les déterminants ne soient

fonctions f(x) ne sont pas linéairement distinctes. Pour qu’elles se réduisent &
p fonctions linéairement distinctes il faut et il suffit que les déterminants formés
avec (p + 1) de ces fonctions soient nuls, I'un au moins des déterminants formés
avec p fonctions étant différent de zéro. En amenant les fonctions ainsi dé-

finies aux p premiers rangs des fonctions f on peut donc écrire un systéme F')

‘relatif 4 ces fonctions dans l'espace x:
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e =12, ...] — —
(IO) I’(P) ll 7‘:: i , ‘(Z;-’p) ﬁp-Hr) (x) — Zaﬁp‘*“ﬁ(x)::

auquel est associé dans l'espace y le systéme:

t=1,2,...P . o =
(11) G { : gi(y) + 2 aP ™ gpin(y) =o.
k
Les systémes F@ et G seront dits systémes associés d’ordre p. En donnant
a p toutes les valeurs entiéres de 1 4 » nous obtiendrons ainsi un groupe de »
systémes associés intéressant respectivement les espaces () et (y).

CHAPITRE TI.

Détermination des potentiels dont action peut conduire a des
configurations stables.

1. Notations. Etude de la projection du champ sur la direction X}.

Considérons sur la surface de discontinuité L une section droite déterminée 4,.
Prenons le plan de cette section comme plan de référence x; = o et étudions le
mouvement de cette section 4, entre les instants #, et ¢,. A linstant initial elle
occupe la position 1,(t,), puis le paramétre ¢ variant, elle occupe diverses posi-
tions dont l'ensemble constitue une surface tubulaire g,. Les sections de g, par
des plans paralléles au plan x, sont des courbes égales, que V'on déduit de 4, (¢,)

par un déplacement décomposable en une translation O O, suivie d'une rotation
t

j w(t)dt--ozs. Considérons maintenant le plan 2; =h et la section de L par ce
1y

plan soit 4,. Dans son mouvement 4, décrit une surface tubulaire o, qui se dé-
duit de o, par la translation hz, Si b varie de facon continue entre les limites
0, H, nous obtiendrons par la construction précédente une famille de surfaces 3
un parametre, qui remplit un certain volume V de l'espace X.

Dans le cas particulier ou le point O se déplace normalement & ;3 [cas d'un
entrainement par rotation, par exemple| les courbes 1,(t) forment une famille de
courbes & un paramétre, toutes situées dans un méme plan. Si elles admettent

une enveloppe E, la surface o, est constituée par la portion de plan limitée par
2--3932. Acta mathematica. 71. Imprimsé le 1 mars 1939.



10 Henri Poncin.

certains arcs de I, et certains arcs appartenant aux courbes A,(f,) et 4,(f,). Le
domaine 7V est constitué par l'ensemble des points intérieurs an cylindre droit
de base g, et de hauteur H.

Chaque point M intérieur au volume V est atteint par un point (au moins)
de la surface de discontinuité dans son déplacement entre les instants ¢, et ¢,
et les équations:

() X, (00) = ay () + 1 fovar o 1 gifuvnr — 2
(2 X, (00 = a3 () — L s fomae g H aforna =y

permettent de calculer en fonction des coordonnées du point M linstant du
passage de L en ce point et la valeur du parameétre # qui définit sur I la
position du point coincidant. La résolution des équations (1), (2) conduit aux

formules:
(3) U =7 (Xn X2)
(4) t= ”—2(X1: X2)

de telle sorte que 1'on peut écrire:

(s) Xy

il

7Ty [n—l <X17 X2)7 T—2 (X17 X2)]
(6) Xy = m, [m (X, X,), (X, Xy)l.

Dans le plan de cote h (h << H) l'empreinte de l'ensemble ¥ constitue un en-
semble analogue au précédent mais les valeurs des paramétres qui correspondent
aux courbes frontiéres sont respectivement o et a4(h). Dans le plan de cote
h (h > H) les courbes frontiéres correspondront aux valeurs a,(h — H) et a,(H).

L’enveloppe E pouvant étre considérée comme lieu de points caractéristiques,
il existe en général une région R en partie limitée par des arcs de cette en-
veloppe et dont tous les points sont atteints & deux instants distinets (au moins)
par la surface L. Pour les points de cette région R les équations (1) admettent
deux solutions distinctes us, & et wy, tr. Les surfaces L(t) et L(f) se coupent
suivant un segment de droite

M; My =[H + a;(t) — ag (tl)]—x"g
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Le potentiel U étant une fonction du point M les forces qui en dérivent sont
les mémes aux instants ¢ et { en tous les points du segment M; Mi. FEn pro-

jection sur l'axe X,; nous avons donec:

(7) 7 (t) =y (t)

et nous aurons une relation analogue pour tous les points de L (f) intérieurs a
la région R. Nous obtiendrons donc:

(8) y(t) =7 ()

pour toutes les valeurs de ¢ comprises dans un certain intervalle d’amplitude finie.
Si nous faisons maintenant varier #; entre les limites ¢, et #, nous déduisons de
I'étude qui précede la conclusion d’aprés laquelle y (f) conserve une valeur con-
stante dans tout cet intervalle. D’ou le résultat suivant:

En tout point de Uensemble V précédemment défini le champ qui dérive du
potentiel U est uniforme en projection sur Uaxe X,.

L’expression de ce potentiel peut donc étre mis souns la forme:
() UXy, Xy, Xy) =7X; + Uy (X, Xy)
et d’apres les résultats du chap. I:

(10) U, (Xu X,) = 2 i lm—1 (X5, Xo)) - gile—a (X, X))

Pour préciser la structure de ces potentiels nous serons conduit & distinguer les
cas suivants

1°.  Aucune des fonctions g;(t), g¢(t), he(u) n’est identiquement nulle.

2°. La fonction gq(¢) est identiquement nulle. [g(#) se réduit alors & une
constante.]

3°. La fonction g,(f) est identiquement nulle. [Les fonctions £,,, se réduisent
alors aux seules fonctions £2,; et £,,]

2. Structure des potentiels U dans le cas ou ni la rotation instantanée
w(f) ni la fonction ¢(f) ne sont constantes.

Au point « dans le plan (u) correspond dans le domaine fluide le point 2
tel que l'on ait:

(11) u= G_ylz + ()
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Nous calculerons les valeurs des fonctions Uy et Uy, au moyen des relations

établis au chapitre I. et nous obtiendrons ainsi:

(12) Uise) =%y (G e + ().
1

Dans les hypothéses faites la fonction hy(u) est une fonction de w analytique en
tout point de l'axe réel de module inférieur & l'unité. Soit §; un point singu-
lier de la fonction U,,. En tracant les cercles C, et (', de centres (1) et (—1)
qui passent par S; nous mettons en évidence une région du plan « qui posséde
la propriété suivante: Si M est un point de cette région il existe un ensemble
de points intérieurs au segment (—1, +1) tels que le cercle qui a pour centre
un point de cet ensemble et qui passe par M ne contienne pas le point S;. En
effectuant cette construction pour tous les points singuliers S; de la fonction
U,, nous définissons une certaine région contigue & l'axe réel telle qu’d chacun
de ses points M correspond un segment intérieur au segment (—1, -+ 1) constitué
par les centres des cercles passant par M et ne contenant aucun des points sin-
guliers §. En particulier nous pouvons considérer la région limitée par les
paralléles & l'axe imaginaire u, = + 1 et #, = — I, et par l’hyperbole équilatére
de sommet S et d'axe uw, =o0. [Cette hyperbole se réduit & deux droites si le
point singulier est réel]. Pour tout point M intérieur a cette région le point
m projection de M sur l'axe réel fait partie de l'ensemble et U/}, est holomorphe
& l'intérieur du cercle de centre m de rayon m M. On peut donc définir le pro-
longement analytique de U;, & partir du point m sur la normale & l'axe réel
passant en ce point au moyen du développement de Taylor:

e

(13) Upg=""~

2 *g.frl,)‘_m zmth, 2mt1
o < zm + 1) duimtt

Lorsque le point # est l'image d'un point de la surface S, on pourra écrire,

d'aprés la condition aux limites relative & cette surface:

. (— 1)m d2mA1 _— 0
(r4) . % (2m + 1)! dumHl Y A9

= 0.

D’aprés I'étude que nous venons de faire nous sommes certains de la convergence
du développement qui figure dans le premier membre de cette relation. Nous
désignerons par F(u;, uy) la fonction qu'il représente.
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Les points singuliers de la fonction H(u)==K(u)+ ¢ L(«) ont été déter-
minés par la donnée de la courbe L. A partir de ces points singuliers nous
pourrons définir par des considérations analogues a celles que nous avons faites
relativement & la fonction U, une certaine région dans laquelle nous sommes
certains de la convergence des développements:

o W T EmH L am e K
(15) &= K@)+ X(—1) (2m + 1)}! du™t! 2= 2m! dui™

u2m—1 d?m—lL u?m d2mL
— m+1 2 2 .

(16) = L (u) +Z' 2m—1'dum‘1+2- 2m!du%’"
Pour simplifier 1’écriture posons:

_— u22m deK
(17) 6= K(u) + 3y (= 1P 1 T

u?m——l d'zm—lK
= — )= 2

(r8) G =2 (= 1) (2m— 1)1 dudm?

. u%m d‘sz
(19) Ga“* L(“l) + Z(_ I)m27n! d u?[m

u')m—l d2m—-1L

Y — 1\ 2 -
(20) G4 2( I) (zm— I)' du‘zlm—l
La fonction U, sera définie par: [ch. I, § 3]

1\ =— Uy =
(21) Ule) =2 U (2) + 678 )
51 ¢
et sur la frontiére S du domaine I) on aura.
01 I) _ d2m—1
(22) ZJQ[G (G ——G3) -+ G4(G + G + Z?’)’n—-——l)'u%m ld—;ﬁla:—l}%
__Z_QQ_[,“ d U21 + J = 0.
du,

Comme précédemment la convergence des développements qui figurent au premier
membre de cette relation est assurée, dans la région R. Soit G (u, ;) la fone-
tions des 2 variables réelles (u;, u,) définie par le premier membre de (22). Les

deux équations:
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(23) F(uy, u)) =0
(24) G (ug, us) =0

représentent dans le plan u# le méme arc de courbe image dans ce plan de la
frontiere § du domaine D. On en econclut que le Jacobien de ces fonctions est
identiquement nul. Cette relation:

) D)~

développée conduit & une condition relative aux fonctions h;(u) et hy(u): une
seule de ces fonctions peut étre prise arbitrairement, 'autre s'en déduit par la
considération de 1'équation (25) ou simplement en écrivant la compatibilité des
équations (23), (24) considérées comme équations en w, Les deux fonctions hjy et
hg étant ainsi choisies les autres fonctions h s'en déduisent par la considération
des équations générales (I). Cette seconde partie du calcul sera dans tous les
cas susceptible d'une résolution effective. Le seul point délicat est la recherche
de la liaison qui existe entre les fonctions h; et h, L’existence des solutions
de T'équation aux différences qui résout le probléme envisagé résulte des consi-
dérations qui précédent mais la détermination effective des fonctions qui corres-
pondent & des données mécaniques déterminées peut étre dans certains cas plus
délicate. Citons un cas ou elle peut étre effectuée de facon rigoureuse: celui ot
I'on connait les fonctions qui réalisent la représentation conforme du domaine
D, sur un anneau circulaire et un cas ou elle peut étre effectuée de facon
approchée: celui oi le domaine D, est constitué par une bande de faibles

dimensions.

3. Détermination exacte des potentiels U par la connaissance des fonetions qui
réalisent la représentation conforme du domaine I, sur un anneau circulaire.

Soit
(26) Z: Xl (‘xh x2) + Z)(2 (xn xz)

la transformation qui réalise la représentation conforme du domaine D, sur le
domaine du plan Z compris dans l'aire annulaire limitée par les cercles de rayon
un et a. Considérons deux fonctions réelles P(u) et @(u) de la variable réelle
% continues dans l'intervalle (—1, -+ 1) telles que:
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(27) | Z]* = P*(u)
aux points qui se correspondent sur L au moyen des relations:

{Z:xl + T,
(0OX,0OM)=mwu
et

(28) | Z)? = @*(w)

aux points qui se correspOndent sur S. Notons que la variation des fonctions
P(u) et @(u) dans l'intervalle ol elles sont définies résulte de l'allure géométrique
des profils (L) et (S) et de la position du point principal O dans leur plan. Nous
pouvons le supposer intérieur & L pour fixer les idées. La fonction

(29) ¢ =1log ¢ =’y (x;, @) + {2y (2, )

ou l'on prend une détermination quelconque pour le logarithme que l'on s'astreint
4 suivre par continuité 4 partir de M, devient par l'intermédiaire de la trans-
formation conforme (z - Z) une fonction analytique de Z admettant la constante

cyclique 27z relative 4 un circuit entourant le cercle de rayon . On a done

P (u)

o) du.

+1
(30) log a zflog
-1

Les fonctions Q, (x;, z,) et 2, (x;, z,) deviennent par la transformation (26) des
fonctions de X,, X, qui satisfont aux conditions:

(31) 82, (cos mu, sin mwu)= —é Q* (uw)

(32) 0 (a cos mu, asin wu) = — é P2 (u)
(33) Q5 (cos wu, sin wu) =1

(34) Qs (a cos wu, asin wu)=o.

En introduisant les fonctions elliptiques dont les 1/2 périodes sont w, =1 et

7 .
w; = — log @ on peut done écrire:
7T
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+1
(35) R, (a cos mwu, asin wu)= 2ﬂfP2( )C(u—o)do—Mng 0) Ly (u — o) d o.
—1
L'intégrale relative i { étant considérée comme égale & sa valeur principale au

sens de Cauchy. D’autre part on a:

= T
0, =— .
(36) 12 lOg au
D'ott il résulte que la constante cyclique X, a pour valeur K; = L-i?ﬂ}l- Entre

e, 0 0 . . .
les dérivées an et AN respectivement prises suivant les normales aux courbes

qui se correspondent dans les plans z et Z existe la relation:
(7) a2l 2 =1a2] Sy
on

Plagons nous en un point de L. La dérivée tangentielle de la fonction x' (X, X,)

1 4P e
a pour valeur — ——— et la dérivée normale:

w Pdu

3 x=h=22P0+ L [tu—a’5

+>—flOgQ pu—o+1)do.
On a done

(39) ldz)®=]z|*|as'|?

: 1 dP?
L | P e 0l REEE

et par suite:
1
— eLe 2 2 2
(40) o= | g T b (u)] .
Ceci nous permet de calculer les valeurs que prennent les fonctions kg (u), hg(u),

hy(u), hy(u) et hg(u) aux différents points de L. Les deux derniéres de ces fone-
tions se calculent directement au moyen des relations:
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(42) mu~,§;@/2uau—wm—\—~:/m o)l — o) do
— 7 Bl

Quant aux 3 premiéres leur connaissance exige le calcul préalable des expressions
V 8y, VR, V(R ), z-D 2y et - DL, Or nous pouvons écrire:

_(994), (024 |dZ| [ag,l 2 (00, 2]
(43) V& “( 03) + ( an a2 I\as) T\aw
_|dZ]E [0 2,4
(44) v Ql? - (ZZ' [01\7’»
=R 2o |2 2|7 [02, 02 2(090)]
(45) v DQ qz [01\7 on % \os)
- = NdZ12f0 R, 04 dx'\?
— 2 21 — 22 2
(46) 7D 2y de [0N oNT ¢ (os)]
|AZ|P0 8 0o
(47) 2D 0y = ¢ |dz‘ IN ON
+1
0911 T pe I ;
(48) =H,,(u) = — 5 P*(0) — 3 | Plo)l(n—0)dPlo)
JdN 7T a

2 —
Zanf(‘) (#—o +1)do

D’ou l'on déduit l'expression des fonctions k sous la forme:

a® n? [ d P?

2 ‘‘‘‘‘
2AQ [r] PP+ataPthid uz] (%) P

(40) Iyl — =

d ()2 ,
"""" Qz;gi) o, Hi(u) + 29 PPhHy(u) — 20, Pz.thl(“)]

3—3932. Acta mathematica. 71. Imprimé le 1 mars 1939.
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__a'nte B 2

(50) hy () = — 2o dp +va2.vr2P2h2du‘2ﬁloga[ﬁll(u) + P h(u)]
- Yote AW 1

(51) ) = 240 AP+ a®m? PEhEdu® o (log a)*

Le potentiel U est ainsi complétement déterminé par la donnée des fonctions

Pu) et Q(u) et par les conditions méeaniques du mouvement d’entrainement.

4. Détermination approchée des potentiels lorsque le domaine D,
est de faible étendue.

Nous supposons dans ce paragraphe qu'il est possible de négliger & partir

d'un certain ordre les puissances de la portion de vecteur S,(Z) intérieur & D),.

S’il en est ainsi nous pourrons définir S & partir de L par la longueur dn qu'il

faut porter & partir de L sur le vecteur S, pour obtenir le point correspondant
de S. L’hypothése faite nous permet de réduire & leurs premiers termes les
développements dont la convergence a été établie an § 2. On aura dans ces

conditions:

(52) I{uyg, ny) = e dﬁﬂ —1I

o, du

hs(u) sera définie en fonction de hg(u) et des éléments géométriques de la courbe L

(arc s, rayon de courbure R) par l'équation:
| Tiosar, —204s M ]
(53) i) = [ [iearn =22 00 20l as].

K2

De la connaissance des fonctions h; et h;, on déduira comme il a été dit au § 2
T'expression des fomctions h,, hy et hy.

5. Les potentiels qui eorrespondent & ce premier cas sont multiformes.

Pour les valeurs entiéres de » on a:

n .
(54) , hs(w + 2 n) = hs(u) + Z%Kl

(55) : hg ( + 2n) = he (u) 4+ n 51—9K2
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maijs a deux valeurs de # qui différent d'un nombre pair correspondent les mémes
valeurs de X,, X, c'est i dire le méme point du domaine 7. Comme nous avons
vu que la constante K, était nécessairement différente de zéro, il en résulte que
les potentiels ainsi déterminés me peuvent pas étre uniformes. Les fonctions ¢
qui conduisent & un potentiel uniforme ne sont donc pas linéairement distinctes.
La conelusion subsiste si l'un des mineurs du premier ordre du déterminant
principal est nul & moins que lon ait:

dq dw

(56) at =" ar

car dans ce cas la fonction h; + m kg sera périodique si les constantes cycliques
satisfont 4 la condition

(s7) K +mK,=o0
l'existence d'un potentiel uniforme entraine donc une relation de la forme
(s8) gt) =ma(t) +q

ou m et ¢ sont deux constantes. Une substitution linéaire convenablement c¢hoisie
conduit alors a un probléme dont toutes les équations sont analogues a celles
que nous avons écrites mais pour lequel la fonction g,(¢) est identiquement nulle
de sorte que la fonction k;(u) n'a plus d’existence effective. La relation (12) ne

peut plus étre écrite et les conséquences qui en ont été déduites ne subsistent pas

6. Etude de la structure des potentiels qui correspondent au cas oi la
fonetion ¢(¢) est constante [Potentiels uniformes].

Si la rotation w(t) n'est pas constante (le cas particulier o w est constant
sera envisagé au § 7) la fonetion U, (z) peut étre déterminée en fonction de hj (u)

et de Uy (2) au moyen des équations générales (I). Nous pouvons écrire:

A
(59) Uy (2) =%2 Usle) + 4 ¢ hy (1)
Nt

9
et la condition relative & S s’écrit en conservant les notations du § 2:

(65) G (uy, g) = 0.

Si d'autre part la counstante g est différente de zéro (g = o sera envisagé au § 7)
nous déterminerons (7, au moyen de l'équation différentielle:
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d A
(61 |4 2] - -4 2Ly,
et nous écrirons comme au § 2 la condition relative i cette fonction sur S ce

qui nous conduira a:
(62) H(u/h HZ) =0

qui doit étre compatible avec (60). Les fonctions h, et h; dépendent donc l'une

de l'autre. On écrira par exemple

(63) Dl w)=°

L’'une d'entre elles, h, par exemple, étant prise comme fonction de base, on en
déduira h; par l'équation (63) et hy, iy seront définies, d’aprés les équations géné-
rales I par un simple calcul de substitution.

Dans les cas envisagés aux § 3 et 4 le procédé de calcul exposé sera
applicable, au moins dans son principe. Si par exemple le domaine D, satisfait
aux conditions du § 4 nous déterminerons U,, par l'intégration de 1'équation
différentielle le long d'un segment rectiligne du plan « normal en M i l'axe réel.
Posons
(64) [ hy(w) + By (u) =2 R (h,)
| 7y () — By () = 20 T (hy)

65) Add=RM)[(AG+dG)—(dGE+dG)) +2T(h)]dG, dGy+ dlydG,
(66) B*dus=[R%(h) + J2 ()] [(d G} + d G3)? +
F(AE+dER+2d 62— d6G) (dGE+ d G,

Dans le cas général la fonction H (u,, u,) a pour expression:

| 3
(67) H g, ) = [}g]- - f (A, ) + B (g, w)]* oy
()

et si nous pouvons, dans les conditions du § 4 réduire les développements a leur
premier terme la fonction G (u,, u,) devient:

ds? ds d hy
(68) G (“n “2) =0 u2d—u% 91 5 B (u) — 0 Ay + Ao dn
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on a donc:

=P [ dst) _[et [dshd _es Ay
(69) b (“) [4 9] [h4 4 (h% + hfi)zlz]% [d Q] f R(u) - Ade ‘M“

(7} ()

7. Structure des potentiels qui correspondent aux cas ou la fonction ¢(f) est
identiquement nulle et ou la rotation w(f) est constante.

Si la fonction ¢(¢) est identiquement nulle, les fonctions g(f) d'indices 3, 4
et 6 sont identiquement nulles. Du systéme différentiel fondamental ne sub-
sistent plus que les relations:

(70) 0, Uy le) — 0y Uy (2) + ¢4 @hg(u) =0

2

g ... ¢ 2 z i
(71) gl[dUn —!—édg—%dz] —gz[dUgquEdC—gdz] +

+zdgdzd§[h2(u)+%]:o.

La premiére de ces relations, jointe & la condition aux limites relative a la

fonction U,, conduit comme précédemment 4 la condition:
G (g, uy) == 0

et la seconde condition nous permet de calculer hy(u) en fonction de hy(u) et de
H(u). Enfin si la rotation instantanée w(f) est la méme & chaque instant, la

relation (71) subsiste seule et la fonction h, () peut étre prise arbitrairement.

8. Résumé des résultats obtenus. Détermination des potentiels dans
les cas physiques.

Nous avons ainsi obtenu, indépendamment de toute considération sur leur
possibilité physique l'expression générale des potentiels U qui peuvent conduire
a des configurations stables pour I'ensemble de deux fluides non miscibles. Cette
expression générale mise sous la forme:

(72) U(Xh Xy, Xs) =y X, + Zgi [7'”—1 (Xia Xz)] b [”~2 (Xl» XQ)]

dépend de la donnée de sept fonctions dont deux caractérisent les surfaces
frontieres et trois le déplacement sans déformation M. De la donnée des
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fonections h et H qui caractérisent le domaine fluide nous déduirons toutes les
fonctions h; par les procédés que nous venons d'indiquer. Les fonctions n_; et

7t—y seront déterminées par la résolution en u et ¢ des équations

(73) X, =ua,(t) + K{u) cos a(t) — L(u) sin «(f)
(74) X, =a,(t) + K(u) sin «(t) + L (u) cos a(t)
(73) Kf)=1[H()+ H@) L= 1 @) — Hw).

Les fonctions ay, ¢, o caractérisent le mouvement M,. (On pourrait d'ailleurs
prendre ¢ comme paramétre au lieu de ¢). Au moyen de ces données les fonetions

g ont pour expression:

(76) 5= (77) w0 = (45)
(78) gl =200 %5 (79) g:(0)= (1)
(80) nl) =25 (81) o)=Y
(82) gl = (83) sl =4

Elles introduisent deux arbitraires g (f) et ¢(f) qui ne sont lides qu'a la structure
des potentiels considérés. ‘

Les raisonnements qui précédent supposent essentiellement que le point M
considéré appartient au domaine V qui a été défini au § 1 et les potentiels ne
sont déterminés que dans ce domaine mais les circonstances physiques dans les-
quelles se produisent les mouvements que l'on étudie fourniront en général —
ne serait-ce que par des considérations de continuité — la facon naturelle de
les prolonger en dehors de ce volume,

Cherchons par exemple parmi le groupe obtenu, les potentiels dont la valeur
au point M (X,, X,, X;) ne dépend que de la distance de ce point M & un plan
fixe & wune droite fixe ou & un plan fixe: Si les variables d’espace ne s'intro-
duisent dans l'expression du potentiel que par l'intermédiaire de la distance d du
point M & un plan fixe il est naturel de prendre ce plan comme plan de réfé-
rence et de choisir l'axe O X, dans ce plan. Soit dans ces conditions a l'angle
que fait la normale au plan de référence avec la direction de la rotation in-
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stantanée . D’apres les résultats obtenus au § 1 le potentiel est uniforme en
projection sur . On en déduit:

8 U= "
(84) " cosa
D’ot les 2 cas suivants:

1° les forces qui dérivent du potentiel U sont d’intensité constante.

2° l'accélération y est nulle et la rotation w est dans le plan de référence
(a: ;—t) Si les variables d’espace ne s'introduisent que par l'intermédiaire de

la distance & une droite fixe nous choisirons pour O X, une direction 4 la fois

Y

normale & la rotation w et & cette droite. En utilisant toujours la propriété

du potentiel en projection sur w nous obtenons:

-

(85) 76 — sin & (X, cos « + X, sin «) %% PN

et cette relation entraine:
(86) y = 8in ¢ = 0.

Les forces gui dérivent du potentiel U/ sont donc normales & la direction de la

rotation @ et le mouvement du point principal est uniforme en projection sur
cette direction.

Enfin si les variables d’espace ne s'introduisent que par l'intermédiaire de
la distance du point M & un point fixe O nous choisirons ce point comme origine
du triédre de réference X. En raisonnant comme dans les cas précédents nous
obtenons:

3(;(6]. =0 avec 0= X!+ X+ X

(87) 70 =X
et le probléme n'admet auncune solution effective.

La premiére condition a laquelle doit satisfaire le potentiel conduit dans les
cas envisagés soit & des champs de force uniformes tel le champ de la'pesanteur
au voisinage de la surface terrestre, soit i des forces normales i la direction P
avec la condition y=o0. Il faut enfin tenir compte de la forme du potentiel
U, (X;, X,;). Dans un champ de direction constante le potentiel U, ne dépend
que de la variable X, si bien que 'on a une identité de la forme:
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(88) D hi{u) d e (u) cos e Z B (u) sin e (8) d 2, (u )gég(i

i

da1 d h;

+Z dtdu+2

t! h,'

(¢) sin e ()

+ Z x5 (1) %% o (t) cos « (t) =

et comme mnous l'avons vu au chapitre I une telle identité entraine l'existence
de deux groupes de relations linéaires entre les fonctions de # qui figurent au
premier membre de la relation (88) et les fonctions de f qui figurent dans cette
méme relation.

Nous obtiendrons un résultat analogue dans le cas ou les forces qui dérivent
du potentiel U rencontrent l'axe X;. En exprimant que le potentiel U, n’est
fonction que de la somme X7+ X3 nous obtenons:

(80) S [y 008 ¢ (1) — a, sin o] [w () ge(0), ) G2 — 2003, 0y “?J

dr <o dg:
——/ﬁ;hl(u)—— =

Les fonctions de ¢ qui figurent dans les expressions (88) et (8g) sont définis par
la connaissance des fonctions qui caractérisent le mouvement du point M en
projection sur le plan X, X, et la fonction g(¢). Cette circonstance exclut a
priori certains groupes de relations linéaires entre ces fonctions. La possibilité
du déplacement conduit ainsi 4 un certain nombre de combinaisons linéaires
entre les fonctions de # mais I'étude que nous venons de faire nous montre
gquil n’existe en réalité que deux fonctions distinctes. Nous obtiendrons donc
un certain nombre de conditions qui expriment la compatibilité des relations que
nous avons obtenues dans les paragraphes précédents et celles que nous venons
d’obtenir ici par la considération de la réalité physique. La discussion de ce

point sera poussée complétement dans les chapitres suivants.
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CHAPITRE ITL

Etude d'un cas concret. Structure des potentiels de stabilité pour une
surface du second ordre.

1. Enoneé du probléeme. Propriétés fondamentales de la transformation I(L)
pour une courbe du second ordre.

Quelques exemples concrets ot nous allons conduire complétement le dé-
veloppement des calculs indiqués au chapitre II vont nous perméttre de préciser
certains points du raisonnement. Nous nous proposons de détérminer les poten-
tiels de stabilité relatifs & une surface L du 2° ordre. La section de cette
surface par le plan x; = 0 sera caractérisée par la distance focale F I = 2¢ et

par l'excentricité lczaf—d - Le point principal sera pris au centre de L et le

paramétre sera l'anomalie excentrique queé nous représenterons par mwu. Dans
ces conditions la transformation I(L) sera définie par les formules:

(1) z2=ccos (mu + i a)
(2) L{=cecos{mu—1ia).

Lorsque # décrit le segment (— 1, + 1) du plan complexe « le point M d’affixe
z défini par la relation 1 déerit la courbe L. En chacun des points de cette
courbe les fonctions 2z et { prennent des valeurs imaginaires conjuguées. Lorsque
u prend la valeur imaginaire w; + ¢ u, les points M et u images a travers L, ont
leurs coordonnées cartésiennes définies par les formules suivantes:

(3) [ 2= ¢ cos wu, ch (e — 7w uy)
| 2 = ¢ sin wu, sh (¢ — muy)

() & = ¢ cos wuy ch (a + wu,)
§, == ¢ sin wuy sh (@ + = u,).

Il nous sera commode dans la suite de repérer les points du plan au moyen de
leurs coordonnées elliptiques relatives aux points F et F’. On trouve facilement
l'expression des coordonnées (e, e;) du point M et des coordonnées (g;, &) du point
g en fonction de u,, #, sous la forme:

4—3932. Acta mathematica. 71. Imprimé le 1 mars 1939.
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[ e, = ¢* sh swu, sh (mu, — 2 a)
(s) leg=g[ch 2@ — COS 27T,

2
¢

& = - [ch 2 — cos 2 wuy.
2

(6)

J & =¢” sh wu, sh (wu, + 2 a)

Les points M et u sont donc situés sur une méme branche d’hyperbole dont
les foyers F et I’ sont confondus avec les foyers de L. Si nous désignons par
M,, M, les points de rencontre de cette branche d’hyperbole et de la courbe L

on vérifie aisément que la droite M u est paralléle &4 T'un des vecteurs 67; (M)

ou S,(M,). La fonction [(¢) est une fonction algébrique en z définie par

I'équation:
7) L+ (B —2)2* — a1 — ][ — ¢*] = 0.

Elle admet done deux déterminations. Les points de ramification sont les
foyers I' et F' de L. La surface de Riemann X associée a une courbe du
second ordre se compose donc de 2 feuillets F; et %, reliés I'un & l'autre par
une ligne de croisement tracés le long du segment qui joint les foyers. La
correspondance entre les projections sur le plan simple des points associés sur
cette surface de Riemann sera définie par une construction géométrique trés simple
ou nous utiliserons la propriété de parallélisme des droites M pu et :S*;(Ml) Une
fois construit le faisceau des coniques homofocales définies par les points I et
F’ il nous suffira d’'établir par la propriété signalée la correspondance entre les
points d'une des hyperboles du faisceau pour obtenir la correspondance entre
les diverses ellipses.

Supposons tracé un chemin / le long de I'hyperbole qui passe par le point
M, de la courbe L sur le feuillet &, de £. Le point associé décrira & partir
de M, un chemin 2 tracé sur le feuillet &, et se projetant & l'intérieur de L.

Lorsque le chemin ! traverse l'ellipse du faisceau (F, F’) d’excentricité Eﬁ%a

le point u passe du feuillet & sur le feuillet F;,. Lorsque M se déplace sur L
dans un sens déterminé, le point associé, restant sur &, traverse (en pI‘O]eOtIOn

sur le plan simple) le contour de L puis s'éloigne & l'infini.
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2. Détermination du potentiel U, (z).

Au point M du feuillet F, de X qui se projette sur le plan simple en un
point m intérieur & L est associé un point u de &, qui se projette & I'extérieur
de L. A ce point u est associé un point u’, au point 4’ un point u” et ainsi de
suite. Nous obtenons ainsi & partir du point M une suite de points g, u', u”/, . . .
et d’aprés les propriétés du potentiel IV, établies dans les chapitres précédents
nous pouvons écrire:

(8) Up (M) = — U’y (1) = Uy () = — Uy (") = -

Ces formules nous permettent de prolonger analytiquement la fonction U, (2)
sur la surface £ toute entiére & partir des valeurs que prend cette fonction aux

points intérieurs & L. On trouve ainsi son expression sous la forme

2 2  "sh®z2a
2ch2e 2 4chza

(9) Uy (Z)

Comme le parameétre » définit de fagon simple les différents points du plan
repérés au moyen de leurs coordonnées elliptiques nous écrirons l'expression du
potentiel U, en fonction de w. Nous obtenons ainsi:

(10) U21(u):_"(':“'chOI’SiHZHM.

Lorsque le point M déerit un chemin quelconque ! situé & l'intérieur du domaine
D, le point associé u est parfaitement déterminé par continuité i partir du
point de rencontre de / et de L. La fonction { est donc parfaitement définie

et Ia valeur de Uy l'est également.

3. - Détermination des potentiels U/, et U,, et des fonctions ..

a) Potentiels multiformes: Les fonctions de base dans le cas des potentiels
multiformes sont, comme nous l'avons vu, les fonctions hy(u) et hy(u). Soient K,
et K; les constantes cycliques relatives aux potentiels U7;; et Uy, pour une cir-
culation directe sur L. Les fonctions [h;(u) — K u] et [h(u) — K,u] sont deux

fonctions du parameétre w«, définies et continues pour les valeurs réelles de u de
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module inférieur & l'unité. Elles admettent la période 2. Nous définirons ces
fonctions par 'ensemble [a,, b)) des constantes de Fourier qui leurs sont attachées
dans l'intervalle (— 1, + 1), ensemble défini par:

.*1
a; (p) = f (hs(u) — K u] sin preu-du
-1
+1
s (p) = f lhs () — K, u} cos prru-du

~1

+1
ag (p) = / Uig () — Kyu] sin prew-du
2

(12)

+1

by (p) = f (g () — Ky u] cos pwu-du.

~—1

Avec ces données le potentiel /|, est détini pour toute valeur de u par:

5 A : . .
(13) Uy,= zg~9 a; (0) + K u + a;(1) sin svw + b; (1) cos wu
1 L
+ (a.;, (2) — R ggth za) sin 27w + by(2) cos 2 wu
¢4

+ Z (ay (p) sin p v + by{p) cos p 7ru)J .

p=3

Le potentiel U/, est de méme défini par:
(14) Uy = L%ﬁ [aﬁ (o) + Kyu + Z, (ag (p) sin prwu + bg(p) cos p?tu)] .
1

A lintérieur de D, le champ hydrodynmnique -se déduit immédiatement des
variations des potenﬁiels Uy, et U, Quant & U, il dépend, ainsi que nous
Vavons vu au chapitre II, des fonctions h,(u), hy(u), hy(u). Dans le cas qui nous
occupe ces fonctions sont liées aux domnées h;(u), by (1) par l'intermédiaire des
relations: o
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2 2

: 092 2 2
1 g (i th 2a+~sh za-——chza
(13) 20 = . ;

2 2 2 2
¢ ¢*sh® 2 e ¢
— ¢ 408 20 cos 2wu — %2 th? 20 co8s 4TU
o 80,

, th2e [ch ze —@cos 27m]-§£5 + 28 (d h5)
2 | 0 du 7w, du

— d hg . de dhs
(x6) hy () = st (ch 2 @ — cos 27ru)du[8h 2t 2%0291 du

—-g;gth 2¢q cos 27ru]

¢

(17) by (u) = 4292'“ I (Cfl};)

a*c¢® ch 20 —cos 2mwu

b) Potentiels uniformes: Les fonctions de base sont les fonctions hy(u) et
hs(w). Uy et U, ont pour expressions:

" R2
(18) Un:ii—h;)(u) e g2th2asin27m¢

1

(19) Up=1tc f [(ch2a — cos 2 wu) hy (u)* du
(m

et les fonctions hy(u) et hy(u) attachées a U s'écrivent sous la forme:

2
¢ Q312 Y sh?2g—2
(20) hy () = 3 th® 2 + ° 2 sh «— ch 2«

(31

g, th? 2¢

__[c_g_,_cg_gg_ sh® 2¢
8 0

€os 2 7w YU — cos 4T u
2 A g ch zaJ 4

—i—thza[ch 2a—~—g cos 2~vu]dh5+~—l—4—g(dh5)

7T 0 du = et du

_c¢melb hy () ]‘f [2 e dhs
(21) h3(u)—2[ng [chza—cos 2mul |we? o du

4 sh 2¢ — 2th 2 ¢ cos 2nu]-
0
't
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Si le flux relatif est indépendant du temps la fonction h,(u) est identiquement
nulle. Enfin si la rotation instantanée est uniforme il ne subsiste plus qu'une
fonction h: la fonection k,{(u) et le potentiel U,, a pour expression:

-1
(22) Un:-—z'gf sh 2a-u+gcz[gl] “—’an(u)du.

‘ ' il 4
Ny, = (ch 2 a — cos 2 wu)? [4 ?th(u)—l—(z 020y 0 th® 20 cos 2w u

+2.4()Ch ZOZ—Qg—CTl‘?a“

sh? 2 a]é

. I G
Les fonctions de base sont liées comme on sait par: %EA’ ¢ %——— 0 et dans le cas
1 2

particulier qui nous occupe on trouve, tous calculs faits:

(23) Bl u) = gt~ Kyus— 3 as(p) sh prows cos pron

+ Zbe(p) sh p 7w u, sin p 7w u,

o, Ic? c? c?

(24) G(ul,ug)zﬁ[;chza-}-;shzashznug—;chzachzﬂuz — 2 K, u,
— 2a;(1) cos wuy sh wuy + 2 b;(1) sin 7w, sh wu, + [CE j‘g ch 2 wu,
+c—2&th2ash2nu —C—‘—Q—L—za(z)sh2nu]cos2nu

240 2T o 5 2 1

+ 2b5(2) sh 27wy sin 27w, — 2 ) a;(p) sh pwu, cos p
+2 D bs(p) sh preu, sin pov .
Nous allons utiliser ces expressions pour résoudre complétement dans le cas des

surfaces du second ordre les problémes étudiés au § 3 et 4 du chapitre précédent.

4. Détermination rigoureuse d’un mouvement pour lequel existe une
surface de discontinuité du second ordre.

Si la fonction h;(«) est une fonction linéaire de wu:

(25) g (u) = Kyu
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la fonction F'(uy, u,) s'écrit:

(26) Fuy, uy) = 2% — K, u,.

Sur S, frontiére extérieure du domaine D, on aura:

=& L.
(27) ui’ A 0 K2

L'image de S dans le plan # est un segment paralléle 4 l'axe réel. S est done
une ellipse du faisceau (I, F'). D’autre part G (uy, u,) est définie par:

(28) G {uy, u;) =¢e%¢,[ch 2e +sh2ash 2wu,—~ch 2a ch 27wu,] — 2 K, 4 0 us,.
Si le potentiel U, est uniforme (K, =o0) la condition @ (u,, u,) ==0 deviendra:
(29) Uy — 2@ = O,

Les fonctions /% sont des fonctions périodiques en # et les mouvements étudiés

dépendent des paramétres qui définissent l'excentricité de L (paramétre o), le

rapport des densités (g') et la section S (paramétre K,). Tout caleul fait il vient:

2

(30) ho(u)=A, + 4, cos 2xu + A, cos 4 mu

sh 2a¢ + cos2nu

(31) hy(u) = Ag—— =

5¢ch2a¢ —cos 27u

(32) hy () = Ay ~——— -

*ch2e—cos 2mwu
(33) hy(w) = Ag sin 2 war,

Les constantes A sont définies en fonction des parameétres choisis par les ex-

pressions:
¢?
A _— 2 2 2 _ 2 . 4
(34) 2 294@811"40:[910}1 2a(ch? 2« 4ch2qsh 2a + 2 sh* 40)
+9,0,8h?2a(4ch®2¢ —2sh 2e ch® 2¢ + sh® 24a)
— 292 sht 2 ¢ ‘
V_Mcg 2, _ —-9*2]
A2_2ch25:[0h 2a—chz2e P
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2
" [

o s el Mt 2e— g sht 2]

_ & chz2a

3 240ashza

e
T 4ctdo o

4

01— 02

2
Ay -:Z—[I + ate coth 4a].

Le potentiel U est défini par la connaissance des fonctions h et dépend en outre
de la nature du mouvement d’entrainement. Supposons par exemple, pour fixer

les idées, que ce mouvement d’entrainement soit un mouvement de rotation autour

d'un axe perpendiculaire au plan de L et de rotation w :il[—(f- La région V est

alors la zone comprise entre les plans de cotes o et H et les cylindres coaxiaux
d'axe O0X; et de rayons c¢sh e et ¢ ch «. Dans cette région les paramétres
et ¢ sont définies par:

(35) cos 2ﬂ?t=j§(Xf+X§)——ch 20
Xi, Xi Y - X! X3
(36) tg® /4 [;23 + Fl— I] T X, X, tg p + 2 + 'b;‘—- [ == 0.

En portant la valeur de w tirée de 'équation (35) dans les expressions des fonc-
tions h et la valeur de ¢ tirée de (36) dans les expressions de g nous obtiendrons
le potentiel U aux différents points (X,, X,) du domaine V.

5. Détermination approehée du mouvement dans le cas ou Vun des fluides
remplit un domaine annulaire de faible étendue.

Considérons un point M de la surface de discontinuité et construisons en

ce point le vecteur —S; Ce vecteur rencontre S en un point N. La longueur
M N =0Jn est une fonction connue des coordonnées elliptiques (e,, e,) qui fixent
la position du point N dans le plan, ces paramétres étant lides par une équa-
tion F(e, ;) =0 qui constitue 1'équation de S en coordonnées elliptiques. Avec
les notations définies ci-dessus nous aurons:
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2
o Ci&y 1

(37) On' =" Wz

et au degré d’approximation précisé au chapitre Il nous pourrons écrire:

1du

3 ) =2 f s () 52

(u)

2 1
. . ¢sh4a ~1 ch 2a)§tg nu]
(39) hs(u)= —o,c*sh 2a-u + ¢, ha [2ch 2« ? are tg [(~————2 o

2

¢ 1
+ e th 2 ¢ sin 2 v — Zﬂf[eg(u)Pﬁﬂdu

. P o .
(41) G (uy, ug) =0, ch2a-e.e, + ctoysh®2c-e, — »-59 2 sh 4a [;l th — % sh 2 aJ
et la fonction H (u,, u,):

(42) H (uy, ug) = we* 4 9hy(u,)[ch 2¢ — cos 2w u,)us — o,

On obtiendra I'équation qui lie les fonctions h, (u) et /s (u) en éliminant la variable

H(ulv “2) =0

uy entre les équations:
G (uy, uy) =0

en tenant compte des équations (5) et (6).

CHAPITRE 1V.

Etude des syst®mes associés d’ordre un et deux. Détermination des
mouvements qui leur correspondent.

1. Détermination des potentiels dans le cas du champ de la pesanteur.

Nous avons vu que si les forces extérieures se réduisent aux forces de pesanteur
la stabilité de L ne peut étre obtenue que par les mouvements dans lesquels
le vecteur rotation (f) a constamment une direction verticale. La condition de

stabilité s'éerit alors sous la forme:

5—3932. Acta mathematica. 71. Tmprimé le 1 mars 1939,
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(1) 2,9:(t) hi () = o.

D'autre part au chapitre II (§ 6) nous avons montré gn'une telle relation entraine
l'existence de deux systémes associés relatifs, le premier aux fonctions g et le
second aux fonetions h.

Considérons d’abord les systémes d'ordre un. Si l'on prend la fonction w (¢)

comme fonction de base le systéme , se présente sous la forme trés simple;

(2 9(0) = a0 1)

(irv‘
dq )
T (£)

On en conclut que les fonctions w () et ¢ () prennent des valeurs proportionnelles.!
D’aprés Pexpression de la fonction £ qui définit le champ hydrodynamique nous
pouvons supposer la fonction £, identiquement nulle. Le mouvement d’entraine-

ment est alors défini par:

(3) do= —lo?dt

(4) Y0 = lagw, + a; 2 0* (0.

Si A =0 on trouve une rotation uniforme [mouvements R,). Si /7 o la rotation

instantanée & l'instant ¢ a pour valeur

(5) ; , ‘*’(025} [mouvements R;].

Le systéeme H, se réduit & l'unique équation en #:

(6) By (1) — A hs (1) + ag e, () + a; 2, () + a, = o.

Désignons par u le rapport % des densités, par ¢ le nombre complexe ag + ¢ a;.
> pe X

1 11 résulte de la forme des fonctions g(f) [chapitre I] que les systémes d’ordre deux conduisent
au méme résultat et que par suite, il n’y aura pas licu de les étudier.
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En: tenant compte de l'expression des fonctions % (u) en fonction de U,, et de
Uy -mous pouvons écrire la relation précédente sous-la forme: .

dz 2 dz 2] dC

dz r 2 di -\ 277
+,u[az-#dC+200~z§—d—Z‘(ddI;—1+gd_g_é)J

) [d o -t ol LR R A A

+ 21hpu Uy =o.

Posons:
) @ Un 2 dl L
(8) Vile) iz T 3ds 2
N @ Uy 2 dl ¢
(9) . VZ(J)_ d.: +2 d'Z 2

En éliminant les fonctions U, (z) et U, (2) entre les relations (7), (8), (9) nous

obtenons:

avy, 1., d(dz +(é—d)d/+(z—a)(/g
S 2 V,de

[ dEd) CdV, , d (d/) (C—a)dz-‘.—(z—d)dé’]
+&/,[~—— —1] Vl[I ir + Vi at + iz

Le mouvement sera entiérement déterminé par la donnée de L et du vecteur
vitesse en un point de cette surface. Les questions qu’il faudra résoudre pour
arriver a la solution seront les suivantes: ’

1°.  Détermination de la fonetion 0, (x;, x,): Cette fonction est une fonction

harmonique réguliere en tout point du domaine D, intérieur & L et définie par
la succession des valeurs — (—~—~) qu'elle prend sur L.

2°. . Détermination de la fonction {(z) et recherche du domaine de régularité
de -cette’ fonction. — Cette partie du probléme revient, comme nous 1'avons vu,
a l'étude de la correspondance I(L). Il est bon de noter a ce sujet que la rela- -
tion des points correspondants se conserve dans une représentation conforme faisant
passer d'une courbe algébrique a une autre courbe algébrique. - Il résulte de cette
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remarque que la solution des questions (1) et (2) sera immédiate si l'on conmait
la fonction qui réalise la représentation conforme de la région intérieure & L sur
le cercle de rayon unité. On pourra par exemple prendre comme fonction auxi-

linire pour réaliser cette représentation la fonction D(u) lide & la variation de

l'angle (@, S,) lorsque M déerit la courbe L dans un sens déterminé [cf. H.
Villat, Lecous sur 'hydrodynamique, G. V. 1930, p. 38]. La courbe L et tous
les éléments du mouvement seront détermninés en fonction de 6 (u).

3°.  Détermination de la fonction U, (2) par la condition

24

Uy (Z) = - P (921 + 3921)

et étude du prolongement analytique de cette fonction i 1'extérieur de L suivant
les principes exposés au chapitre II.

4°. Détermination de la fonction V,(z) par l'intégration de l'équation (10)
et étude des intégrales de cette équation suivant les valeurs initiales.

5°. Construction des lignes de vecteurs du champ hydrodynamique au moyen
de la condition:

wl(t) Vilg)=iw+ o)z

Détermination des surfaces S acceptables et, par la construction des points sin-
guliers limitation de la plus grande masse fluide qui peut étre entrainée dans un
mouvement qui conserve la stabilité de L.

En derniére analyse, nous sommes ainsi conduits & I'étude des intégrales et
des points critiques de l'équation (10). — Rappelons que d’aprés la signification
des paramétres cette équation se simplifie dans les cas suivants:

a) le mouvement est un mouvement de rotation [a = o],

b) la rotation w(f) est uniforme [4 = o),

c¢) la densité ¢, est nulle. L est surface de cavitation [u=0]. Dans le
cas b) lintégration de 1'équation (10) est immédiate et conduit & 1'expression
suivante:

(1) V@ = [ Vel + o — 1) e~ az — af— ) 25
Le cas ¢) a été étudié en détail dans la publication citée dans l'introduction:
Sur les cavitations de forme permanente. Dans le cas général la marche des
calculs ne différe pas notablement de celle qui a été indiquée dans ce cas parti-
culier. Aussi nous rapporterons nous i cette étude en nous contentant d'indiquer
ici un résumé des résultats obtenus:
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La fonction V7, est une fonction multiforme a une infinité de branches.
Nous la considérerons comme fonction d'un point qui se déplace sur une surface
de Riemann X formée de feuillets superposés reliés par des lignes de croisement
sur lesquels on a tracé un certain nombre de coupures que le point ne doit pas
franchir. Nous commencerons donc par déterminer les points singuliers des inté-
grales et le mécanisme suivant lequel les différentes branches de la fonction
s'échangent dans le voisinage de ces points. Cette étude nous permettra de
construire la surface 2. Si la courbe L est une courbe ordinaire de cette sur-
face nous pourrons suivre & partir dun point initial quelconque M, pris sur
cette courbe le prolongement analytique de la fonction V), le long des chemins
directs issus de M, qui se déduisent de L par déformation continue sans rencontrer
ni coupure ni ligne de croisement. La topographie de la surface X permet donc
indépendamment de tout autre renseignement d’'avoir une idée suffisamment
préeise des mouvements possibles et de la masse fluide maxima qui peut étre
entrainée sans que la stabilité de la surface de discontinuité en soit altérée.
Les points remarquables de cette surface X peuvent étre classés en 3 groupes:

1° les points (§,) qui dépendent uniquement de L et non de la vitesse
moyenne du fluide. Ce sont les points singuliers des fonctions z et { et les points
de Briot-Bouquet de 'équation (10).

2° les points (§,) qui dépendent 4 la fois de L et de la vitesse moyenne du
fluide. Ils correspondent aux racines de I'équation:

Vi(e/h, u, Vo) =o.

Ce sont des points critiques algébriques. Au voisinage de chacun d'eux la sur-
face X posséde deux feuillets reliés par une ligne de croisement issue du point
considéré.

3° les points (&) qui correspondent aux points ol la vitesse complexe w
s'annule. Pour certains d'entre eux Ies lignes & ne satisferont pas aux con-
ditions d’analysis situs nécessaires. On tracera done sur les feuillets corres-
pondants de la surface de Riemann des coupures partant de ces points qui
seront infranchissables pour les images des particules fluides.

On peut remarquer que, pour définir un mouvement qui correspond a une
classe déterminée de courbes algébriques on peut prendre comme donnée, l'en-
semble des points (§,). On obtiendra par exemple trés simplement, par cette
méthode, les mouvements pour lesquels la discontinuité a une section circulaire

ou elliptique.
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Nous avons vu que lorsque le paramétre A est nul (mouvements R,) les
équations du probléme se simplifient de fagon notable. Dans ce cas nous con-
naissons la fonction V; de facon explicite. Une seule intégration déterminera

les ligries S et la constante cyclique du mouvement.

2. Etude succinte des mouvements qui correspondent aux surfaces du
second ordre.

Nous avons obtenu, dans le chapitre TII les éléments qui correspondent aux
surfaces du second ordre. D’autre part la détermination compléte des mouve-
ments R (A/0) qui correspondent au cas des cavitations a été faite dans la publi-

cation déja citée. En adoptant les notations de cette étude nous obtenons:

1

(12) Q + 180y = — — s [B222 + (K22, (6) — iy (e) 2

2(1 + &2
— k(@ (c) — a®) — 2 (e)]
, B B () —diay (o)
(13) Vel2) = L+ et 2(1 + 9

Nous obtenons alors l'expression de V, (z) d’apres les formules du § 1. On pourra
en déduire les éléments du mouvement et la détermination des surfaces de Rie-
mann qui leur correspondent par une discussion analogue en tous points a celle
qui a été faite & propos des cavitations. On utiliserait & ce propos, la repré-
sentation sur un rectangle du domaine extérieur & L muni, sur l'axe réel,
d'une coupure qui joint au point a linfini les points images des foyers de L
par rapport au cercle de Monge. La suite du calcul s'effectuerait a l'aide des
transcendantes elliptiques. L’'introduction dans le probléme du paramétre u et
de la fonction V,(z) n'introduisant pas de changement notable nous ne répe-
terons pas ce calcul qui suivrait de facon trop servile celui qui a été développé
dans 1'étude des cavitations- elliptiques.

3. Détermination des potentiels dans le cas d’un champ d’attraction quelconque.

Nous avons vu au chapitre II que la stabilité de L pouvait étre assurée
par. un champ de forces d'attraction lorsque ces forces admettent un plan directeur
et que la direction de la rotation o (f) est normale & ce plan. La condition
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w (/) = 3 1sfu)ge(t) = o

montre par la considération des systémes associés qui s’en déduisent qu’il est
nécessaire dans ce cas que le mouvement d'entrainement soit un mouvement de
rotation uniforme. L’équation qui définit le mouvement relatif prend alors la

forme:
(14) wh hy (W) + g — F(28) =0

la fonction F'(r) dépend du potentiel extérieur. A ce dernier terme prés, 'équa-
tion est la méme que celle que nous avons rencontrée dans le cas du champ de
la pesanteur. L'équation différentielle & laquelle elle conduit, donne lieu par

suite & des considérations analogues.

CHAPITRE V.

4
Etude des systémes associés d’ordre trois.

1. KEtude du systtme G,. Conséquences relatives au mouvement
d’entrainement.

Prenons comme fonctions de base les fonctions ¢ (¢) et w(f). Le systéme G,

prend dans ces conditions la forme suivante:

| do= (v, ¢dt
) | dg= Q,(w, ¢)dt
(2) 9(t) = @s(w, g)dt

[ 7= Qulo, 0)d
3 Ut = o 11

Q @z @5 Q) et @5 représentent des formes quadratiques homogenes relativement
a o(f) et q(f), dont I'ensemble est défini par le tableau matriciel:

Ay Qe Ay
Uy gy (o
(4) Ggy Qg9 gy

| Gy Qyn Oy

Az Oz9  Upg
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Le systéme H associé s'éerit sous la forme:

[ (a)  haols) + ay ks (s) + gy Mg (5) + [ag, + a2, (s) + a5 25 (5)] = 0
(s) (b) 2hy(s) + aphs(s) + agy lgls) + [ag + ap >, (8) + agpx,(s)) =0
[ (€)  hy(s) + ayghy(s) + gyl () + [@gg + @ygmy (s) + asg 5 (s)] = o.

Mais nous avons montré que les fonctions hy(s), hy{(s) et h,(s) sont des fonctions

périodiques. ! désignant la longueur de la courbe L (nécessairement fermée) on a:
ho(s + 1) = hy(s)
(6) hy(s + 1) = hy(s)
l hy(s + 1) = hy(s).
Pour les fonctions h; et hy on a:

hyls + 1) =hy(s) + - K
o) ot D=y + 2 K,

— Oy
(8) hels + 1) = he(s) + 4911%

K, et K, étant deux constantes réelles dont la seconde est nécessairement diffé-
rente de zéro. Or d'aprés (5 a) on a:

(9) ho(s + 1) — ho(s) + ay [hs(s + 1) — hs(s)] + agy [he(s + 1) — hg(s)] = 0
et par suite:

(10) an K, + a,, K, = o.

On trouverait de la méme facon: |

(11) ay K, + ay Ky =0

(12) ais Ky + a, K, = o.

On a done [m étant une constante de valeur finie|:

(13) Qa1 _ U _ Oy K,
3 = K,
ay Qe Qg 2

Les coefficients des deux premiéres lignes du tableau matriciel (4) sont done
proportionnels. On déduit de 1a que les fonctions ¢(#) et w(f) sont liées I'une a
l'autre par la condition:



Sur les conditions de stabilité d'une discontinuité dans un milieu continu. 41

(14) q()=ma(f) + q

ou ¢ représente une constante. En changeant la définition des fonctions £ on
peut, sans modifier le résultat final, supposer que la constante m est nulle et la
constante ¢ égale & l'unité, si bien que la fonction w(f) est une intégrale de

I'équation différentielle du premier ordre:
(13) do=Q(v, 1)dt.

Si le discriminant: A = ai, — 4a,, ;5 de la forme quadratique @, est négatif on
voit que la rotation instantanée (f) augmente indéfiniment dans le voisinage de
certaines valeurs de £, ce qui constitue une impossibilité physique. 11 est dounec

nécessaire de supposer les paramétres liés par la condition:
(16) @y — 4 (11 Gy = O

et en désignant par w, et w, les racines (réelles) de 1'équation:
=3 1 2 q

(17) Q,(w, 1)=0
on a:
(18) dw=a;{w— w)(w—eo,)dt

et en choisissant convenablement V'origine des temps:

w; — w, '

(19) w(f =20

(20) A=a, {0, — w,).

La rotation instantanée tend donc asymptotiquement vers une valeur finie. Les

conditions relatives & l'accélération du point principal:
21) 7 () = @y {w, 1)
(22) 72 (f) = Q5(o, 1)

achéve la détermination des mouvements d’entrainement, qui comprennent en
particulier les mouvements de rotation qui correspondent au cas ol les formes
Q4 et ¢, sont identiquement nulles. La recherche de ces monvements se révélant
inutile, a cause des conséquences que l'on tire de la considération du systéme
associé [, nous n'effectuons pas le calcul, nous contentant de vérifier que ces

mouvements ne se heurtent a priori & aucune impossibilité physique.
6—3932. Acta mathematica. 71. Imprimé le 2 mars 1939,
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Lorsque les paramétres satisfont a la condition:
2
(i == 40y, 3= 0
la rotation instantanée a l'instant 7 est de la forme:

(23) o (t) = w, + f?'

Elle tend asymptotiquement vers une rotation uniforme. Les mouvements corres-
pondants peuvent étre considérés comme résultant de la superposition d'un mouve-

.ment M, et d'un des mouvements M; précédemment étudiés.
0 P

2. Etude du systéme H,.

Avant d’aborder I'étude du systdme associé H, nous modifierons légérement
la forme des fonctions L données explicitement au chapitre I de facon i mettre
en évidence les valeurs que prennent les dérivées normales des fonctions £ aux
différents points de la courbe L. En désignant par V(s) I'angle:

(24) ‘ V= (M: g])

et en tenant compte des conditions aux limites:
1 : 1,0y
(25) -Qu:'—z'Mz ..(221: —5]11" .(212-:0

relatives a (L) on trouve sans peine:

2
(26) \V ‘Qll = (aa—!ill) 4+ M2cos® V

= (9 %)
) V 8= ( dn )

380,08
(28) Y (-Qn 912) = —(ﬁl —57;3
(29) z- 5911 = — M? cos® V —| M| sin V%%‘-
0 2y,

DRy = — Mecos® V—|M]sin V

8

(30) o
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(31) 7z D Q= — | M| sin V%?f'

En introduisant les expressions des fonctions h; que 'on déduit de ces formules,
dans les équations du systéme H,; nous obtenons:

2
(32) o [0;2” | M| sin V] — 0 [9%1 — | M| sin V]

=49 M+ za, (e 521 — ¢ -én] - 2.4 Qagy + ay @y + g xy)

[0 82, 00 ) 7Xe) —
(33) 20 RT;;] '”b’;;g — | M| sin Vﬁ] = 2 a5 [0 2oy — 0 2]

—2dolap + apx, + a5,

. [ 2., 12 = . ’
(34) el =2 Oyg (02 29y — 0y Ry — 2 A 0 [tgy + a3, + a5g7,).
 On

1% cas.: Le descriminant de la forme quadratique @, est positif.
Nous conduirons, dans ce cas le calcul de la facon suivante: Par addition membre
& membre des équations (32), (33) et (34) aprés multiplication par les facteurs 1,
3
I 1 11 1 {1 I I . . P Y I
ey gy I,y 5y 1, o - *), ~~~~~ dont le déterminant égal a - {— -—-)
W W Wy 3 2 \w, W, W 0, 2 \w, Wy

est différent de zéro nous obtiendrons le systéme équivalent

3s) @ [%%1 + L 0% | M sin V]“ — 6 [‘909“ — | M| sin VJ
1

» 2‘— WL L 5 _I—
+ Ao M 24@[Q3(I, 601) -+ Q4(I, wl)xl + Qa(L wl)xz]

08y 108 : ]2m 08 ; :
(36) 91[0% +w2 T | M| sin V| =9, 5 | M|sin V

+49-Mz—249[Q3( )+ Q4( )x1+ Q5(1, w—:)xe]

08y | 1 08y : ] [0911 108, . ]
0 [0n -{—wl on lﬂ[lsm V FP +w2 an | M| sin V

24

:g.,[‘m“ | 31| sin V]+4 e —

I
] P [(“n gy 7 hig Uag + oy “33)
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I . I
+ e ay — 5"12 Qg + QA ) 2y + { gty — 2 Qg Oge T gy (g ] Xy

iy — 404 Q =~ e
+ T g, Q) — 0y )]

Posons pour simplifier 1'éeriture:

(38) M (s)=2A0 iQS(I, a—;) + Q4(I, él)xl + (35(1, i)@]

1

9 Me=2aefa(n 2+ a(n Ha e

-
I 1 ,
(40) M, (5) = 6‘;34 @ (“13 Ay — 2 Qyy gz T gy ass) + (‘113 aqy — > Qyg Ay 7 Qg3 443) Ty
1 |

1 Al — 40y Qyg - =
+ (“13 gy — > Qg Qsg + gy 053) 952] + [91 2y — 0 921]-

En écrivant que le produit des deux fonctions qui figurent aux premiers membres
des équations (35) et (36) est égal au carré de la fonction qui figure au premier

membre de l'équation (37) nous obtenons:

0 82, . * M (s) — M, (s) M,y (s)
| “'M'm"]—M1<s)+M2<s>—zM3<s)

(41) Ao -M*(s) + o

0 2,
on

B
et en portant la valeur ainsi trouvée de M* .4 ¢ -+ ()2[ — | M| sin VJ dans

le 2° membre des équations (35) et (36) nous trouvons:

08y 108y, : ]2_ My (s) — My ()]

42) 01[(942 +w1 an || sin V T M, (s) + M, (s) — 2 My(s)
08y | 108 _ . ]2_ (M, (s) — M, ()]

(43) 91[ on w, On || sin V| = M, (s) + My(s) — 2 M,(s)

et par suite [ = + 1]:

982y _La-Qm__ .
(44) dn + w, On | 1] sin VzeMs(s)—Ml(s)
?Bl_l _I_QEJE_.IMI sin 7V M, (s) — M, (s)

on  w, On
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Les dérivées normales des fonctions £2,, et £, sont donc liées par 1'une ou
'autre des conditions suivantes:

0y _vaptsmy— 2% L [L
(43) an =M | sin V On M,(s) — My(s) L w, M, (s)

g (52wl
W oAt VO [, 20

+ L) — (i + i) , (s>]-

1 W Wy

Nous examinerons successivement ces deux hypothéses.

1 hypothése ¢ = + 1 [Relation (45)]. On a dans ce cas:

08, [a), M, (S) — Wy M, (8) + (wz - w1>Ma (5')]2
Q[M ‘anﬂ (e0g — 0y 1, () + Ty () — 2 M, (3)

{a7)

mais si nous différentions la relation (40) en tenant compte du fait que les fone-
tions £, et £, sont les fonctions conjuguées de £2,; et 2, et en nous déplacant

sur I, nous obtenons:

am 0 92y, = agdM;
(48> 01 on = 02— On TA A ds

ou 4 représente le vecteur:

240 I — 1 —
(49) A [(“13 ty — 5“12 gy + ayy a43> x + (“13 @51 — > o (g + gy “53) 95'2]

et par suite:

Lo (50 My 0 8 e
(50) [91 l Ml sin V + Aﬁ du__ Qs 0,};1 —A- S]]
0y [, M, (5) — wy My (s) + (wp — ) 1”3‘(3)]2_
(wz — w,)* [ M, (s) + M, (5) —2 M, (S)Jl

D’autre part, en dérivant par rapport & s les deux membres de I'équation (41) et
aprés quelques simplifications nous pouvons écrire:



46 Henri Poncin.

dM, M, + M,—z2 DM,
(50 "0 Tr—ar ][[—M][(

e d (00 e
0y — )| M| cos V — ds( T M sin V)

_1aM My— M, 1dM,M,— M,

T 2ds My— M, 2ds M,— M,

Portant cette valeur dans I'équation (50) nous obtenons finalement:

: oo 09y ay (My+ M, —2M,)* ‘
5 [eldtlsin v -ty e BL A o (o eos v

—

| M| sin V]2 ffffffffff B 591——~—~~~J2
an 1 (3, = M,) (M, = 1)

2 A (M, — M) (M, — M))ds

(13 0s (M + M, — 2 M,° d [0!221

— 0 [w1 ]V[ - sz + ( wl) IV[::P
(w3 — @,)® M, +_Zlf—2M;

Les composantes du vecteur B sont des expressions quadratiques homogénes
relativement a M,, M, M, dont les coefficients s’expriment facilement en fonc-
tion des coefficients du tableau matriciel (4).

A la condition (52) nous adjoignons la condition:

[2(s) — — @2 [0 8 _ L Mi—M M,
(53) M?2(s) = 0[ — | M| sin V] +g@ W, + 3 — 2 M,

Si le mouvement d’enfrainement est un mouvement de rotation les fonctions

M,(s) et M,(s) se réduisent & des constantes et le vecteur B est nul. Placons
nous dans ce cas et supposons en outre que le centre de rotation soit extérieur a
L, pour fixer les idées. La fonction 2" =log # sera réguliére dans le domaine D).
Supposons réalisée une représentation conforme du domaine D), sur l'intérieur du
cercle de rayon unité et soit f(o) la valeur que prend sur ce cercle au point
d’argument o la partie réelle de la fonction z’. En utilisant des résultats clas-
siques sur l'expression des dérivées normales en un point du cercle on trouvera
les formules suivantes, ol la fonction f(o) est supposée satisfaire 4 des condi-
tions de Lipschitz:

L[S —f 0
2nfilo) |, 0w
2

(54) tg V= du

=]
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10, _ 1 [0S0 =101
{35) A% __ 1 s,
tg -
* 1= 0 p ) 217

Les équations du probléme se présentent sous forme de 2 équations intégro-
différentielles relativement aux fonctions f(s) et M,;(s). Sans doute, semble-t-il
compliqué d’obtenir ces fonctions sous forme explicite et de déterminer ainsi les
courbes L mais nous pouvons néammoins sans faire cette résolution, résoudre les
problémes qui se posent. Tout d'abord remarquons qu’il nous est tres facile de
constater si une courbe I déterminée satisfait ou non au probléme. Pour cette
courbe nous connaissons en effet la fonction f(o). Les équations du probléme
deviennent alors deux équations algébriques en M, L'étude de la compatibilité
de ces équations constitue un simple calcul algébrique, qui nous montrera de
fagon évidente si l'équation obtenue est ou n’est pas une identité relativement
a la variable 6. Dans le 1 cas la courbe L serait solution du probléme, dans
le 2° cas elle ne saurait convenir. — Ce procédé de recherche ne nous conduit
pas a la détermination des courbes I mais nous savons que, pour que le pro-
bléme ait un sens il ne suffit pas que les fonections introduites au cours des
calculs satisfassent aux équations écrites. Encore faut-il qu'elles conduisent &
des courbes I acceptables, c’est a dire & des courbes fermées sans point double.
Par exemple toute fonction qui- condunit & une courbe L présentant des branches
infinies est & rejeter. Cette restriction explique comment 'étude qualitative des
solutions du systéme intégrodifférentiel suffit au but que nous poursuivons actuel-
lement. En effet la fonction f(o) doit étre une fonction périodique, de période
2, bornée dans lintervalle o, 2. Avant d'entreprendre cette étude gualita-
tive, nous établirons les équations qui correspondent aux cas que nous n’avons

pas encore examinés et qui pourront étre envisagées sous le méme point de vue.

2° hypothése e = — 1 [Relation (46)].
Un calcul en tout point analogue & celui que nous avons développé dans le

1" cas nous conduit a:

0 L2y . : ]2_ 1 [w1 M + wy My — (0, + ng) M,)?
(57) [ On | 2] sin V" —_91(‘”2*0’1)2 M, + My —2M,
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et les équations do probléme sont les suivantes:

(58) [QllMlsm V—@20_%+“1s (M, + My — 2 M,)*

do-|M|cos V

on A (My— M) (M, — M)
s M+ M, —2D)° 4 [0921 . ]2 B, ]2
%2 A My — M) (M, — M) ds| on [ M] sin V[ + (M,— M,) (M,— M)

01 [w, M, + 0y My — (0, + @2)%]2

(&)2——0)1)2 MI+M2_2M
2 — @ |08 ; oL Mi—=L M,
(59) M () = dg[dn | M| sin V] .JQM + M, — 2M

2% cas: Le discreminant de la forme quadratique Q, est nul:
Soit w la racine double de I'équation:

(60) Ql (w, I) = 0.
Cette racine est également solution des 2 équations
o0 _
(61) [ o ]m_1 o)
Ie] _
(62) 2% =0

I

Nous multiplierons les relations (32), (33) et (34) par les facteurs 1, 5%)7 v et

I 1 . . .
o, W et nous ajouterons membre 4 membre les équations obtenues en tenant
)

compte des conditions (60) et (62). Nous obtiendrons ainsi les équations:

08y 108 98y I_
(63) 91[072 t |M|smV “an —|M|sin V

0 2y 4 2 __ 0Q% ?_Q,% »Qé »
92[ — | M| sin I]+49 M 49[6 F Bt G, T

08y L@m ] 12 [0 Qs 0 Q4 ]
(64) 01[ dn +w dn | 2] sin ¥V an =e dq * dq 1+ dq

auxquelles nous adjoindrons, pour former un systéme équivalent au systéme fonda-
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mental I'équation obtenue en divisant membre & membre les égalités (33) et (34).

0.0 . cppz p
Nous savons en effet que ;fi est nécessairement différent de zéro.

J 8 o
==t — | M| sin V - -
6 ) on I l . Oy (92 0y — o -Qn) + (0, — (’1) (a32 Ty +oag %)
5 a9 rs) Q
0_@ 2055 (05 251 — 01 Q1) + 2(0, — 04) (agy + ayg @ty + a5 3y)
n
’ 0 9,
L’expression %%1 + I;—C%Z — | M|sin V est nécessairement différente de zéro
. . 7} 7} . .
sans quoi 1'équation (64) conduirait & 0% + —(7‘34 x, + d)(g"’xg =0 ce qui est im-

possible. On peut donc diviser membre & membre les équations (63), (64) ce qui
conduit a:

02 | 3| sin 1"
(66) EL._—_‘_JA =
9 Ly
on

gz(é%l——UMlsm V) + Ao (M?) — Q(%+QQ4 1+Lg5x2)

o dn d 0w d
B 04 , 040, 0 Qs ]
49[041 * dq Tt dq

La comparaison des égalités (65) et (66) nous donne la valeur de @, 2y — 0, 2,
sous la forme:

(67) 41 511 — & :921 = {0, — 01 *L“)j_(— l)
avec:
(68) Pls)=do - M* + 99(00921 | M| sin V) + 4 [ (0 26, 0 % @y + 0_%902)

06 04, ) @5
_Azalgdo[dw + Ow @yt waz

s, @ @5 étant des formes homogenes du 2¢ degré on a:

et par suite:

7-—3932. Acta mathematica. 71. Tmprimé le 2 mars 1939,
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(69) Pls)=A0-M*?+ g, [adg“—ljl/ﬂ sin V] +2a,40[Q, + QQCI + Q5.

D’autre part:

(70) P(s)= —2a,40(Qs+ Quay+ Qs 3) + A 0 (@ T gy 2 + a5 ,) -
0Q; , 06, 0 Qs , 0Q, 0 QA 0Q;
(ﬁ(_] + dq x; + dq @a ) + A @ lagy + gy a5y ) dw + w ot FP

est un polynome du 2° degré en x, et x, qui se réduit d’ailleurs & son terme

constant lorsque le mouvement d’entrainement est un mouvement de rotation.

O
En portant dans le 1°* membre de l'équation (64) I'expression de a_()”n tirée
de (66) nous obtenons:
02 _ a1 s ;7]2_ [Pls) + Py (s)]?
(71) "1[ o | Mlsin V] = P(s) + P, (s)
en posant:

(72) ‘P2(‘9) =—dp [2 “12(@3"‘ Qs+ stg) + %& + 0;%‘ xy + ~(9—ij2]

w

(73) Pa(s):“'ZJQ[am'f':_o] (@5 + Qu, + Q).

P,(s) et Py(s) sont des polynomes du premier degré en x,, x, qui se réduisent a
leur terme constant dans le cas des mouvements de rotation. Xn dérivant par

rapport & s les relations (67) et (69) nous obtenons:

09, 98, aP,  PdP

(74) 0, —e g, T Iy
AP _ : 0.2y T

(75) So=2d¢|M|cos ngds[ 5ot — | M| sin IJ

dx dx
+2“1249[Q4 1‘* @s 2J
Les équations du probléme s'écrivent donc:

(76) Mz'—:jg[P(s)_Qz (%l_lﬂ“ sin V) + 20, 40(Qs+ Quuayt anz)]
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600, del _deb,
77 alpl) P |20 LT TR s o bl eos ¥

2 2
"2;}(00%1“|M| sin V) zamde(&d”l + Qﬁd”“’))-—lm sin V]

— [P(s) + Py(s)* =o.

C’est sous cefte forme que nous allons discuter le probléme.

CHAPITRE VI.

Détermination compléte des mouvements d’'une surface
limite de cavitation.

1. Equations du probléme.

Pour appliquer les considérations du chapitre précédent au cas ou la surface
L limite une cavitation intérieure au fluide il suffit d’attribuer la valeur zéro &
la- constante g, qui figure dans les équations obtenues. Dans ces conditions nous
obtenons les 3 systémes suivants:

. 1 Mi(s)—M M,
(1) M) = o B+ My—2 M (9

() loy—ol* 3(6) =20, 31 | sim ¥ (01, 5} — D) (04 ()20
[Systéme 1] \
B % cos V(M,+M,—2 Ms)]z_[Ma (8)—= M, )* (M (5)— DM)" -

[, My—wy My +(w,—w,) My (s)]* = 0

B y 1 Mi(s)—M, M,
(3) ) = Q1M1+M2—2M3()

(4) [wg—o,|® [M35(s)— M, M) [Sin V(M () — ML) (M (5)~— M)
[Systéme 2]

2
- l_Z_; cos V(M1+M2—2M3)] — [ M {s)— M, J? [ M (s)— M, )" -

5 oy My + 0y My— (0 + 0,) Myfs))® = o
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) i =T =z,

0

[Systéme 3] - ,
©) o [2 o P, ;"S-(:) +sin V] M (s)- [P(s)+ P)—[P(s)+ PJ* =o.

2. Intégration qualitative du premier systeme,

La premiére des équations du systéme donne les valeurs de la fonction
M,(s) aux points de L qui se trouvent & une distance donnée de 0. A partir de

cette valeur nous pourrions trouver au moyen de la seconde équation les valeurs

correspondantes de l'angle V' que fait le vecteur S, avec le vecteur M. Ceeci
nous permettrait pour toutes les valeurs numériques des constantes, de déter-

miner de fagon exacte le ehdmp des vecteurs E; et par suite la construetion des
lignes de force de ce champ. Parmi ces lignes se trouve la courbe L. 1l est
évident, d’aprés la nature méme du probléme, que d'une des lignes intégrales on
peut en déduire une infinité par rotation autour de 0. D’autre part, & chaque
valeur de | M| correspond deux valeurs de M,, & chaque valeur de M, 2 valeurs
de tg V. Donc par chaque point du plan passent 4 courbes intégrales réelles

4

ou imaginaires. La question qui se pose est de savoir si parmi les «* courbes

L Valeurs de M, (s)

‘Mi Me

Valeurs de | M|

m
|
Ml + Mz —————— 'T —————————————————— —
2 |
|
ML ____

Fig. 1. Cas M, <o
M, <o
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1
V-M Valeurs de | M
M1+.Mg..__.__r—l ————————————— L-J)
2 )
|
|
M‘l o c— —
Iig. 2. Cas M, <o
T LI - o MRSERRIIY R - s Tid Mz > 0 —EBa G - .=
1
Ml+ M2 ——————————— —— e s em eSS s G am g

—V M, M,

ainsi déterminées il en est qui satisfont aux conditions précisées dans le cha-
pitre V. Sur une telle courbe V et | M| varient de fagon continue. Donc M,
varie de facon continue. De plus | M| varie entre deux limites positives car la
courbe n'ayant aucun point 4 l'infini est intérieure 4 une couronne circulaire
ayant son centre au point O; la limite inférieure peut d’ailleurs étre nulle (si le

centre de rotation est sur L). Pour ces valeurs limites U'angle V a pour valeur

;—v sauf si la limite inférieure de M est nulle anquel cas V tend vers o lorsque

Al s : Ty s . . L
| M| diminue. La racine V = 5 doit d’ailleurs étre racine double dans les équations.



54 Henri Poncin.

Les courbes de variation de M,(s) en fonction de | M| que nous avons
représentées dans tous les cas possibles montrent que ces conditions entrainent
les circonstances suivantes: ‘

1°. M, et M, sont des constantes négatives [M, < M,)].

2°. L passe par O et est intérieure au cercle de rayon V — M.

D’autre part la condition relative & la limite de ¥ lorsque | M| tend vers

zéro exige la compatibilité des 3 équations:

() M5 — M, M, = o.
(8) M, + My—2M,=o.
(9) w, My — w3 My + (w0, — @) M, = o.

La moyenne arithmétique ne pouvant étre égale 4 la moyenne géométrique si
M, 4 M, nous nous trouvons en présence d’une contradiction.

Le raisonnement précédent n’étant plus applicable lorsque les constantes M,
et M, sont égales il convient d'examiner ce cas particulier. Le systéme (1)

s'éerit alors sous la forme:

(10) M2 (s) = — —— (D, + M,).
20

2
(1) (M, + 3] [sin V— 4%‘ cos V] — [M, — M} =o.

n . Y2 : 7 : ~
Pour V= S on trouve M, = 0. Par suite 1'équation se réduit a:

2
a B
“18 6os V] —1=0

(12) [Sin V—4A

et se décompose en deux équations distinctes:

. I6a?3 - A2

te V
(13) g Sa A

(14) cos V =o.

by

Les courbes qui correspondent & (13) sont des spirales logarithmiques et ne
conviennent pas au probléme. Les courbes qui correspondent & (14) sont des
cercles de centre 0.
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Il résulte de cette discussion que les cercles de centre O sont les seules
courbes L possibles. Soit « le rayon du cercle. ILe systéme fondamental prend

dans ces conditions la forme:

2 —_—
(15) [ng’;l ~ a] =a®—2ay — 2a;, ;.
080,080 —
(16) v ﬁ [“’d“)‘;l - “] = gy — (yy 24y
002,12 ) —
(17) [T/};Z] = — 2&33 —_ 26[713 Qll‘

Il résulte de la que les fonctions 2, (7795 et (77%2 prennent des valeurs constantes

sur le cercle. Les conditions aux limites relatives aux fonctions £y, et £, mon-
trent que ces fonctions prennent elles méme des valeurs constantes sur le cercle.
La fonction analytique £, + ¢ Q,, constante sur un arc de courbe de longueur
finie sera constante dans tout son domaine d’existence. Les fonctions £2 n’étant

définie qu'a une fonction (de t) prés, nous aurons:

(18) Q () = Q45 (2, ) g (1)

et nous serons alors ramenés au cas précédemment étudié qui conduit aux mouve-
ments M, et M; et en général aux mouvements étudiés dans la publication

signalée sur les cavitations de forme permanente.

3. Intégration qualitative du deuxiéme systéme,

L'intégration du 2° systéme conduit a4 des considérations en tous points
analogues 4 celles que nous venons de développer. La nature géométrique des
courbes intégrales qui sont solutions des équations, nous met en présence de
contradictions et d’impossibilités si les constantes M, et M, ont des valeurs

différentes. . Dans le cas ou elles prennent la méme valeur on obtient:

(19) M=+ M

2
(20) (e, — w,)? (B, + IM,) [sin v — 4 oo, V] (g + g (M, — M) = o.



56 . Henri Poncin.

Lorsque | M| tend vers o M,(s) tend vers — M, et la condition (20) exige que
T'on ait soit M, = o0 soit (w; + w,) ==0. Dans le premier cas on obtient:

(@, — @,)° [Sill 17— %" cos VT-— (0, + )*=0

et les courbes intégrales sont des spirales logarithmiques, des cercles de centre
O [si w; = 0] ou des droites passant par O. Dans le 2° cas on a:

. 4 Qg
sin V—""cos V=0
' A

relation qui conduit aux mémes conclusions.

4. Intégration qualitative du troisiéme systéme.

. . 7€ . .
Pour que I'équation (6) admette V' = = comme racine pour certaines valeurs
que I'éq ; p

de P il est nécessaire que les équations

JP+P3:=0

(21) |P+ P,=o0

soient compatibles ce qui exige P, = P; a moins que P, ne soit nul. Si nous
éliminong les cercles de centre O dont nous avons précédemment étudié le mouve-
ment on voit que l'équation se simplifie dans le cas ot Py = P, et que la con-
dition précédente exige — méme dans ce cas — que la constante P, soit nulle.
Mais s'il en est ainsi la condition (67) nous montre que la fonction £,, est égale
4 l'unité en tout point de la courbe L. La fonction P(s) ne peut en effet &tre
nulle que lorsque L est un cercle de centre (. Si nous nous reportons mainte-

a2
nant au systéme fondamental on en conclut que ~— 2 est constant. Comme

on
0y
on
=ct*. De la il résulte que | M| est constant et on retombe sur le cas des cercles

=0 P'équation (32} conduit & | M | cos V=c'* et V'équation (33) & | M| sin I~

étudié précédemment.
5. Conclusion.

En résumé aucun des systémes différentiels auxquels se rameéne le probléme

en derniére analyse, n'admet de courbe intégrale satisfaisant aux conditions
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d’analysis situs imposées par la nature physique du probléme. Il en résulte que
nous devons conclure & l'incompatibilité des équations du systéme H; [cette in-
compatibilité étant d'ailleurs entendue au sens restreint que nous venons de
préciser] et par suite & l'impossibilité de mouvements physiques qui seraient
définis par ce systéme H,.

CHAPITRE VII.

Etude des systémes associés d’ordre supérieur a trois et détermination
compléte du mouvement d’une surface de discontinuité.
i. Systémes d’ordre 4.

En conservant les notations du chapitre V nous pouvons éerire les systemes
associés G, et H, sous la forme:

(1) do = Q (v, q)dt -+ a,gH)dt
. (2) dqg= Qylw, q)dt + ayg(t)dt
o (3) 7= Qulo, q) + ay g (f)
(4) ye = Qslw, q) -+ as, 0 (1)
(3) Dy () 4 ay Ry ls) + gy g (s) + agy by (8) + ag hg(s) =
(6) 2y (8) + @y lis () + g hg(s) + @yl (s) + az hg(s) =
o D) B9+ sl 0) e ) + a3 5) =
(8) 1+ oay hy(s) + asy lig(8) + ay T, (s) + agy hg (s) =

Les considérations développées au chapitre précédent s’appliquent au cas actuel
si bien que l'on peut — en changeant seulement les notations relatives aux
fonctions 2 -— supposer, sans détruire la généralité que le coefficient a,, est nul
ainsi que les coefficients de la forme ¢),. Dans ces conditions, si I'on suppose
connue la fonetion ¢(f), la rotation instantanée o (f) est définie par l'intégration
d'une équation de Riccati. Si aun contraire, la rotation instantanée est une fone-
tion connue du temps on en déduit la valeur de ¢(¢) au moyen de V'équation (1)
et T'accélération du point principal au moyen des équations (3) et (4). Il en
résulte que les mouvements M, sont ceux pour lesquels 1'accélération du point
principal est liée 4 la rotation instantanée par une condition de la forme:

8—3932. Acta mathematica. 71. Tmprimé le 2 mars 1939.
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. = de\
(0 Fo = (7, 7, i

ot les composantes de y, sont des polynomes du second degré en w et les compo-

santes du vecteur 73 constantes. Ils comprennent en particulier tous les moun-
vements de rotation.

En transformant les équations (5), (6), (7) du systéme H, comme nous avons
transformé au chapitre précédent les équations du systéme H, nous obtenons
des relations analogues aux équations (32), (33), (34) ot l'on suppose nuls les

coefficients de la forme ,. En outre l'équation (8) conduit entre les fonctions

Q) et Q, a une relation de la forme:

. } Ao
(10) 08 — 0 2y = " 1+ ag ey +oag ).

14
En portant la valeur de cette expression dans le second membre des équations
(32), (33), (34) et en tenant compte de la condition:

B Y A

(r1) AL 2 On ay { *ds

nous obtenons:

0 8y Vo o LI j”f’;iil
(12) [gz P oo Msin V+ A sl] = e
09, . ] b4+ B-M L = =
1 S Msin V| =, s v AeMP+d+ DM
(O PR

b, ¢, d sont des constantes et les vecteurs B, (!, D sont des vecteurs constants.
b b b b

Leurs expressions sont données dans le tableau suivant

[ b=g a, 10
Je=2z2aya,
" l(lz——Z//g({”
: ay,
l B= 014 0(ag ay — ay ”’42);1 + (@ a5, — @y ag) E;J
(13) 1 0=2 gl oy — ay ”43)351 + {agg a5 — ay, ag) _73']
D= 24 (ayay — ay “44);; + (g a5 — ayy ag,) ;;]

gy
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21

- . N . 0 Q . . 7172 ’ 7 .
On déduit de la deux expressions de "5, en fonction des éléments géométriques

de la surface de discontinuité.

d 8y _
(16) an

_Ae®b+B-M)—(¢+ C-M)lo,(D-M+d)+ (4 - sl —o, M sin V) +o, 0, M*—g} M cos® V]

~29192((,,-M+c)(11 s— 40 M sin V)
et:

(17) 2{e, M sin V(‘(:”j}]J'rc)(vA s;—0, M sin V)?+[oi M2—g, 0, M* cos® V']
—o0, D M —o d[c+C-M|—FB - M—1V)[4-s,—0, M sin V]

+o, Msin V[B- Jl[—%—b]}f{:-z—l%—dg(B M +1)

—o (C-M+c)[(A-5,—o, M sin V)2+ 2 M? cos® V—op,0, M*+0,D- M+ 0,d] =
En exprimant la condition de compatibilité des équations (16) et (17) on obtient
une premiére relation entre les éléments géométriques de la courbe L, qui donne

lien 4 une discussion analogue & celle que nous avons faite au chapitre précé-

0 £y
dn

est déterminée par la donnée de cette courbe ce qui conduit & une deuxiéme

dent. On peut d’ailleurs remarquer que l'expression de la dérivée normale

condition, mais aprés les résultats de lintégration qualitative il est inutile d’en-
visager cette derniére étude. La conclusion est la méme que celle qui a été
déduite de 1'étude du systéme H,.

2. Cas d’un mouvement de rotation.

Si le mouvement d'entrainement est un mouvement de rotation les formes

quadratiques ¢, et @; sont identiquement nulles. Par suite les valeurs prises

par les fonctions 2, et £, sur L sont liées par une relation de la forme:
(18) 0 2y — 0, 82y = c*.
La dérivée normale de la fonction 2, est constante, et comme sa dérivée tan-

. . . LU
gentielle est nulle, la fonction analytique « 9}‘— est constante sur un are du plan
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z de longueur finie. Klle est, par suite, constante dans tout son domaine d'exi-
stence. Comme U, n’est certainement pas constant, nous trouvons pour son
expression, une fonction linéaire en z. Les courbes L et S sont alors des droites

ce qui est incompatible a la signification physique du probléme.

3. Cas ont la surface de discontinuité limite une cavitation.

Si l'on tient compte du fait que £, est sur L une fonction lindaire des

variables x, et x,, le systéme fondamental prend la forme suivante:

7Xe) . b a Qyy Qyy— Cyy Uy sy —dly, (s
(19) SN — Mosin V| =D A 2 A T, T T TS
dn ayy Gy Qqy -
1759 . 1oL, o - Qo gy =y Ly Qg (gy = Chyy s
(20) Oo _ gpgin v |90 = e o BT ey D O T e
| O 1 dn ayy an ' gy

0\ agau—aag (g sy =0y, sy ay,
(21) ((9“71‘ == g B DH T 2 L o Rk

Zn 4 ayy

La relation entre les éléments géométriques de la courbe L, qui exprime la

compatibilité des équations de ce systéme devient:
(22) (M2 4+ Mz, @) M, (), o) + M, (xy, 2,) =0

M, M, et M, étant des fonctions lindaires de wx, et w,. [, ferait donc partie
d'une famille de cubiques, ayant des points & linfini. Il n'est donc pas utile
de pousser la discussion plus avant: en effet nous nous heurtons la & une im-

possibilité physique.

4. Systémes d’ordre 5, 6 et 7,

Les systemes associés (/; et H; s'écrivent:

daw R . dq

(23) ar = Wt apoqtoayqt +oa,g(t) -+ oag At
2 2 d

(24) Y1) = oy 0° F g 0+ Ay @° + sy 9 () + g d;l

’ o 0 L1

(25) o (t) = ay @0 + @y wq + ag g + ay g (f) + ag 5]7,’
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(26) Do (8) + @y s (8) + ag by (s) + ayy hg(s) =
(27) 2 hy (s) + a1y lis (8) -+ @os iy (5) + age hy(s) =
(28) Iy (s) + ayhy(s) + asgh, (s) + agy hg(s) = o0
(29) T+ ay g (s) + ag iy (8) + gy hig(s) =
(30) D (8) + ayshs(s) + ass hy (s) + agshig(s) =

Effectuons une circulation autour de L en tenant compte de la périodicité des
fonetions i autres que hy; et hz. Nous obtenons par un raisonnement analogue
a celui du chapitre précédent:

an K, =a, K, =a, K, =a, K, =K, + a; K,=o0.
Dés lors deux hypothéses sont possibles:
Premiére hypothése K, = K,=o.

J () = Qg == (g == Uy, == O
Deuxiéme hypothése K,
| =%
1
Or nous avons vu précédemment que la fonction £,, admettait nécessairement
une constante cyclique relative & une circulation autour de L. La premiére
hypothése est donc & rejeter mais si nous adoptons la deuxziéme nous constatons,
d'aprés l'équation (29), qu'il existe sur la courbe I une relation linéaire en 2z,
et x, et ceci est impossible.
Des considérations analogues s’appliquent aux systémes d’ordre 6 et d'ordre

7 et nous devons, par suite, conclure & l'impossibilité de tels systemes.

CHAPITRE VIIL

Conclusion.

En résumé, les systémes associés d'ordre égal ou supérieur a trois, tels qu’ils
ont été définis au chapitre I, ou bien sont incompatibles ou bien conduisent a
des solutions qui ne sont pas acceptables pour le probléme posé au début de ce
travail. Seuls, les systémes d'ordre un et deux conduisent & des solutions
acceptables. Par suite la stabilité d'une surface de discontinuité relative a la
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densité d'un milien continu en mouvement irrotationnel, ne peut étre assurée que
par les mouvements d’ensemble définis par ces systémes d’ordre un et deux c'est
4 dire soit par des mouvements uniformes du type R, soit par des mouvements
amortis du type R;. La surface de discontinuité peut avoir une forme quelconque
et le mouvement de déformation des éléments fluides est lié aux éléments géo-
métriques de cette surface. Dans chaque cas envisagé on pourra déterminer le
mouvement de déformation par les méthodes exposées au chapitre IV. Dans le
cas particulier des surfaces de cavitation on utilisera les procédés qui ont été
indiqués avec quelques détails, dans la publication Sur les cavitations de forme
permanente, i laquelle nous nous sommes déja reportés plusieures fois au cours
de ce travail.

N —



