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(Seconde Par~ie.) 1 

On a pos6 g la ~ t e  de la th6orie des 6qua~ions int6grales le probl~me de 

met t re  les fonc~ions harmoniques  sous la forme d 'un po~entiel. Le  probl~me principal  

d0n~ nous allons nous occuper dans ce m6moire, pr6sente avec le problbme indiqu6, 

d 'une par t  une analogie formeUe eL d'au~re par t  une diff6rence essentielle. 

L 'analogie  sera imm6diate,  parlons plut6t  de la diff6rence. Tandis  clue, en cherchant  

pr6ciser le probl~me indiqu6, il fal lai t  de prime abord renoncer  ~ des masses 

int6rieures au domaine, c 'est jus tement  par  le potent iel  de telles masses que nous 

nous proposons de repr6sen~er les fonct ions dont  nous nous occupons; bien entendu,  

ces fonct ions ne seront plus suppos6es d'6tre harmoniques.  On salt que pour  des 

fonct ions suffisammen~ rgguli~res, continues par  exemple et admettan~ des d6riv6es 

continues des deux premiers ordres, l '6quation de Poisson 

~ f  = - 2 ~ e (x ,  y) 

fourn i t  la solution de ce probl~me, la couche s densit~ Q qu'elle d6finit donnan~ 

lieu ~. un  potent iel  logar i thmique qui ne diff~re de la fonct ion que par  une 

fonct ion harmonique;  on pour ra i t  dire, et cette expression est facile s pr6ciser, 

, Voir pour la premiere partie ces Acta, t. 48 (I926), p. 329--343 �9 Uf. aussi, pour un expos6 
sommaire dea id6es d6velopp6es dans le pr6sent m6moire, ms conf6rence imprim6e dans les Acta 
Univ. Franc.-Jos., Szeged, t. 2 (I925) , p. 87--Ioo. Cf. encore N. WIEN~K, Laplacians and continuous 
linear functionals, mdme journal,  t. 3 (I927), P. 7 - I 6 ,  dont l'ordre d'id6es est en relation tr~s 
intime quoique nullement 6vidente avee le sujet d6velopp6. 

41--29643. Act~ ~ z ~ t / r  84. Imprim6 18 11 juillet 1930. 
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qu'elle en diff~re par un autre potentiel provenant  de masses ext~rieures. C'est 

en par tant  d'hypoth~ses plus larges que nous allons a t taquer  le m~me probl~me, 

en admet tan t  des distributions de masse qui ne peuvent 6tre caract~ris~es par leur 

densitY, ainsi entre autres des distributions ponctuelles ou r~parties sur des lignes, 

en nombre fini ou infini d~nombruble. ~ Le potentiel logari thmique d 'une couche 

de masses n~gatives de ce type g~ngral est une fonction subharmonique pas n~ces- 

sairement cont inue  et il pourra m~me admettre  des infinis. Le but principal du 

present m~moire est de faire voir que route fonction subharmonique dans un 

domaine D peut ~tre repr~sent~e, e n  substance, par le potentiel  d 'une couche de 

masses n~gatives, rgparties sur le domaine D. 

II convient d'observer que c'est seulement pour fixer les idles que nous 

parlons de fonctions de deux variables; en effet, les r~sultats et t o u s l e s  d~tails 

du present m~moire s '~tendent imm~dia~ement a u  cas d 'un nombre quelconque 

de variables, en particulier au eas de l'espace et du potentiel de Newton. 

i .  L a  r6partition des masses. 

Les r~sultats que je ~'ais d~velopper dans ce  paraffmphe et dans le suivant, 

seront d 'une dvidence immediate pour tous ceux qui connaissent l'id6e de fonction 

addit ive d 'ense~ble et la th6orie de l ' int~gration par  rapport  s de relies fonctions. 

I1 aurai t  donc suffi de r~sumer sommairement ces rdsultats; cependant  je prdfbre 

ies presenter sous une forme inddpendante et conforme s la nature  des applications 

que nous en allons faire, en me bornant  aux fonctions d'ensemble ouvert. 

Soit E un ensembl e plan ouvert  et supposons que l 'on fasse correspondre s 

" chaque sous-ensemble buvert e de E ,  y eompris E lui-m~me, une quantit6 p (e)et 

que cette fonction d'ensemble jouisse des propridtds suivantes: 

i )  o; 
2) lorsque el est contenu darts e~, on a ~t(e~)~p(e~); 

3) elle est continue infdrieurement; cela veut dire que lorsque les ensembles 

e,~ vont en croissant vers l 'ensemble e, on a ~t (e,,)-* ~ (e); 

4) elle est additive, c'est-k-dire que l 'on a /~ (e~ + e2) --  ft (el) + ~t (e.~) pour 

e~, e2 s~ns point commun, tandis que, en g~n~ral, ~t (el) + Ft (e~) --  ~t (e, + e~) + ~t (e~ e~). ~ 

Cf. pour l'6tude du potentiel logarithmique ~ ee point de vue g6ndral: G. C. EVANS, 
Fundamental points of potential theory, The Rice Inst i tute  Pamphlet, t. 7 (I92o), P. 252--329. 

Nous d6signons par e~ + e 2 (somme des ensembles el, e2) la r6union des dl6ments appartenant 
au moins ~ r u n  de ces ensembles, par el e 2 (produit des ensembles e~, e2) la r6union des 6ldments 
compris darts ehaeun des deux ensembles. 
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Ces hypotheses 6rant remplies, nous convenon s de dire que tt (e) d~finit une 

rdpartition de masses positives sur l 'ensemble E ;  tt (E) en est la masse totale. Plus 

bri~vement, nous dirons que tt (e) est une eouche positive. Les couches n6gatives 

se d6finissent d 'une mani~re analogue et !orsque tt (e) est une couche positive, 

ta  fonction" d'ensemble --re (e) d6finira une couche n6gative e~ inversement.  Nous 

pourrons nOus borner s consid6rer les couches positives, les r6sultats concernant  

les couches n6gatives 4rant alors imm6diates, 

Soit done tt (e) une couche positive r6partie sur El Envisageons un des 

ensembles e et son compl~mentaire ouver~ par rapport  s E ,  c'est-s l 'ensemble 

ouvert form6 par les points int6rieurs de l 'ensemble E - - e  et qne nous d6signerons 

par E-- .e .  Comme e et E - - e  sont sans point commun, on aura, par les hypo- 

theses 2) et 3), 

, (e) (E--e) <= ,, (E). 

Dans cette formule, le signe d'6galit~ pourra tenir  ou ne tenir  pas. Pa r  exemple' 

si l 'on pole,  par d6finition, re(e)dgale s la mesure .ou  ce qui revient au n~me~ 

6gale ~ l 'aire int~rieure de l 'ensemble e, on aura le signe d'6galit6 ou on ne 

r a u r a  pas suivant que la par~ie de la frontibre de e contenue en E est de mesure" 

nulle ou non. 

Dans t o u s l e s  cas off c'est le s igne . . . .  " d egaht~ qm tient,  convenons de dire 

que l 'ensemble e est rdguli~ "~ (par rappor~ s la couche tt (e)). Pour  16gitimer cette 

d6nomination, nous montrerons tout  s r heure qu's un  certain point de rue, malgr6 

les apparences, ce sont les ensembles r~guliers: qui f on t  la r~gle et  que les autres 

ne font  qu'une exception rare. Mettons d 'abord notre d~finition sous une nouvelle 

forme. Envisageons ~l'ensembie e 0 et ~ous les ensembles e contenant  e o et ses 

points fronti~res appar tenant  s  c'est-s tous les ensembles ouverts e tels que 

e + ( E - - e o )  = E .  

Soit ~(e0) la borne infdrieure des masses tt(e) des ensembles e envisag4s; comme 

e o fair pat t ie  de t o u s l e s  e, on a t t (eo)~ ~(e0); d'aiUeurs, si l 'on voulait  donner  

quelque nora s la quantit6 ~ (eo), on p0urrai~ rappel ler  la masse ext~rieure de e0. 

De la relation (r) on c o n c h t  q u e  r o n  a 

Ce s ensembles correspondent en substancc ~ ce que l'on appelle ensemble normal dans la 
th6orie g4n~ralc des fonctions d'ensemble; cf. C. DE LA VALL~E POUSSI~, Int~grales de Lebesguc 
etc. (Collection Borel), Paris, Gauthier-Vill~rs, I916, p. 86. 
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~,(e) + t ,(Z--eo) >--_ t,(E) 

pour tous les ensembles e que nous venons d'envisager e~ que, par cons6quent, 

(2) ~(~o) + t, (E -~o )  _--> t, (E). 

D'autre  part, consid6rons les ensembles e,` form6s par les points de E dont  la 

distance de l 'ensemble e o est; < I/n. Ils tLppar~iennent ~ l~ classe envisag6e d'en- 

sembles e en sorte qu'on a 

(3) ~; (~o) --< ~, (~.). 

De plus, comme les ensembles e,` et E--e, ,  sont sans point commun, on a 

ce qui, avec (3), donne que 

(4) 

t, (e,`) + ~ (E--en) <= t' (E) 

~(~o) + ~ (E--~,,) _-< , ( ~ ) ;  

enfin, comme les ensembles ouverta E--e,`  vont en croissant vers E--eo,  on aura 

encore 

(5) t* (E--e,,) --~ tt (E--eo). 

De (4) eL (5) il vient q u e  

-fi (eo) + t* ( E ' e o )  <= tt (E) 

et compar~e avec (2), cette formule nous dit; que l 'on a pr~cis6ment 

(6) ~ (eo) + /z (E--eo) = # (E). 

II s 'ensuit  immgdia~ment  que la condition ndcessaire et suffisante pour que e'o soit 

r~gulier c'est que l'on ait  

(eo) = ~ (~o). 

Cela 6tant~, considdrons une varidt6 d'ensembles e, d6pendant  d 'un  pammStre 

eont~inu t; nous supposons que l 'ensemble et croisse avec t d 'une maniSre mono- 

tone et; plus pr6cis6ment que, pour t l < t , ,  e~, contienne ea ainsi que ses points 

frontiSre appartenant; s .E. Dans cette hypo~hSse, la fonction g(t)----tt(et) sera 

une fonc~ion croissante de t r admet t ra  au plus une infinite" d~nombr~ble do 
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poinl;s de discontinuitY. ~ a i s  toujors que g (t) esl; continue (ou seulement con- 

l;inue ~ droite) pour t-~to, l 'ensemble eto sera r~gulier. En effet, on a, par l 'hypo- 

thbse false sur les ensembles et, g ( t ) = t s  (et) < g ( e t ) <  g ( t+o)  de sorte que Fhypo- 

l;h~se g (to) ---- g (t o + o) entralne g (eto) :-- -fi (%), c'est-'~-dire que et0 est r~gulier. Donc 

les ensembles et sonl; rdguliers, exception f a r e  au plu~ d 'une infinit~ d~nombrable 

d'enl;re eux. Un raisonnement  ana logue  t ient  dans le cas off l 'ensemble et d~crolt 

pour t croissant. 

Voil~ quelques exem.ples de l;elles varifies. 

I) Les ensembles form,s  par les points de E donl; la distance de l 'ensemble 

e 0 esl; < t el; que nous venons de consid~.rer pour les valeurs par~iculi~res t ~- I/~. 

2) Les ensembles fo rm,  s par les points de e o dont  ta distance de l 'ensemble 

E--eo  esl; > t. I1 s 'ensuit qu'il y a, pour cha~lue e0, r~gulier ou non, des parties 

r~guli~res ~puisant la masse /s (%) avec une approximat;ion aussi precise qu'on 

voudra. 

3) Les parties E ( x < t )  de E cara~l;gris~es par la relation en parenl;h~se. De 

mgme les ensembles E ( x > t )  el; les ensembles analogues par rapport  s y. 

Tous ces exemples sont des cas particuliers du suivanl;: H 6 t ~ n t  un ensemble 

quelconque, ouvert ou non, appar~enanl; b~ E on n 'y appartenanl; pas, on d6finira  

Et el; E---t comme l'ensemble des points de.-E dont  la disl;ance de H est respec- 

t ivement plus peril; ou plus grand que t. On aura d'autres exemples en se ser- 

vant  d'aul;res syst~mes de coordonn~es. 

D~montrons encore le fair suivanl; dont  nous aurons besoin dans la suite. 

Lorsque les ensembles el, e2 sont rdguliers, les ensembles e~-~ e2 e t e  1 es le seront 

~galement. 

Posons, pour simplifier l'~criture, E - - e ~ =  es, E--e~ = ea, alors on aura, par 

hypoth~se, 

~, (e~) + , .  (e~) = ~, (E), 

et d'aul;re part,  

En a j o u ~ n t  

vient ~lue 

(e~) + ~ (~) = ~ (E) 

(e~) + ~ (e~) = ~ (e~ + e~) + ~ (e~ e~), 

(e~) + ~ (e~) = ~ (e~ + e~) + ~ (e~ e~). 

les deux premieres ~quations et. en re t ranchant  les dev~ aul;res, i l  
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[# (~, + e,) + ~ (~ e,)] + It, (~ e,) + ~, (~ + ~,)] =. 2 ~ (E). 

Comme les ensembles el + e s el; e s e4, de m8me que les ensembles e~ e~ el; e 3 + e, sonl; 

sans poinl; eommun, la valeur d'auetlne, des deux expressions enl;re crochets ne 

" pourra 'surpasser la quanl;il;6 /z (E); par eons6quent, ees expressions donnent  pr6ei- 

sdment g(E).  Mais les ensembles ese ~ el; es+e 4 sont respecl;ivement idenl;iques 

E--(e~+e~) el; E--e~ e~ ou en font  pattie'; done on a, s plus forte raison, 

tt (e, + e,) + l* ( E--(e ,  + e~)) = t* (E), tt (e, e~) + tt ( E--e ,  e~) = g (E) 

c'esVs que les ensembles e t+  e 2 el; el e~ sonl; rdguliers, c. q. f. d. 

2. L ' in t6gra le  de S t le l t jes  et  le potentiel logarithmique. 

Soil; f ( P )  une foncl;ion uniform6ment continue des points de E et formons 

l 'expression 
7/t 

(I) Z f ( Pk) g (ek), 
; /r 

off les ensembles ouverts el, e z . . . .  ,em consl;il;uenl; ee que nous appellerons une dg- 

composition permise de l 'ensemble E,  c'esVg-dire qu'ils sonl; sans point commun 

�9 deux s deux et 

(~) ~ (e~) - -  ~ ( 8 ) ;  
k = l  

de plus, le poinl; Pk esl; suppos6 d'appal4enir ~ ek. 

Envisageons une suite infinie de l;elles d6eompositions que nous d6signerons 

par J1 ,  J 2 , . . .  el; soil; ~= le plus grand des diam6l;res des ensembles ek figurant 

darts la d6eomposil;ion J , .  Supp0sons que ~,--*o avec I/n; il s'ensuit, pax un 

raisonnement  elassique, que (I) tend vers une limil;e d6l;ermin6e ind6pendante du 

choix des points Pk el; la mgme pour l;outes les suites du type eonsid6r6. Cel;l;e 

limil;e, l ' int~grale au sens de Sl;iell;jes de la fonetion f ( P )  par rappor~ ~ la eouche 

~t (e), sera d6sign~e par 

f f ( P )  d tz. 

P6ur  r eette d6finil;ion, il nous reste encore ~ monl;rer qu'il  y a en effel; des 

d6eompohil;ions permises de sorte que le diambt-re maximum ~ soil; aussi peti t  que 
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l'on voudra. Or, une telle d~eomposition pourra 8tre faite par exemple en se  

'servant des ensembles E(x<t), E ( x > t ) ,  E~<t), /g(y>t)  dont nous avons parl~ 

s titre d'exemple et en choisissant une suit~ de valeurs t de sorte que les droites 

x = t et y = t partagent E en des morceaux suffisamment petits e t  que, d'autre 

�9 part, les di~s ensembles soient r~guliers. Ators, en faisant abstraction des points 

appartenant aux droites de d6composition, les dits morceaux seront des ensembles 

ouverts, produits d'ensembles r4guliers et par suite, rdguliers eux-m6mes. I1 

en r~sulte immddiatement, que ces ensembles e~, sans point commun deux s 

deux, satisfont s l'hypoth~se (2), c'est-~.-dire qu'ils donnent une ddcomposition 

permise. 

Le potentiel logarithmique 

(3) y) = u(Q) - - f  log (,- = p Q )  
t ]  
F 

off Q = (x, y) d~signe le point attir6 par nos masses, n'entre pas en g6n~ral dans 

la d6finition de l'int6grale que nous venons d'envisager, la fonction ~ int6grer 

f(P) = - - l o g  PQ devenant infinie pour P =  Q. 0 'est  par un proc~d6 bien connu 

que nous passerons du cas des fonef.ions continues au cas de ce logarithme. 

Nous nous servirons des fonetions fn(P; Q) 6gales ~ la plus petite des quanr 

-- log PQ et n. Oes fonctions ~tant continues par rapport ~ 19 et Q, l'iut~grale 

par rapport h. 19 

f~ (P; O)dl~ 
E 

aura un sens et d~finira une fonction u,,(O). Observons tout de suite que cette 

fonetion est continue et superharmonique; en effet, la fonc~ion f,, (P; Q) l'es~ par 

rapport s O variable, pour P arbitrrairement fix~; il en sera de m~me pour les 

fonctions d~finies par les expressions 

(4) Z A(Pk; Q)~u(e,), 

correspondant s l'expression (I); enfin, le passage s la limite 6rant uniforme, la 

limite u~ (Q)=  u,, (x, y) sera-elle-mSme continue et superharmonique. 

Faisons croltre n ind6finiment; alors les fonctions fn (P; Q) et u, (Q) iront en 

croissant, les premi&res vers - l o g  PQ; quant aux derni~res, je dis que leur llmite 

u(Q) es~ finie presque partout, c'est-s sauf peut-6tre pour certains points Q 
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formant  un ensemble de mesure nulle. Pour  le voir, on ~.'aura qu's montrer  que 

l ' int6grale de u,(Q) ou, ce q u i  revient au mgme, que celle de l 'expression (4) 

par  rappor~ ~ Q, 6tendue ~, un domaine born6 quelconque, ne d6passe pas 

une certaine borne ind6pendante de n. Notre assertion en d6coule par un 

th6or~me bien connu. Or, l ' inf~grale de f~ (Pk; Q), 6tendue "~ un domaine born6 

quelconque reste toujours inf6rieure s ceUe de la fonction - - log/ )k  Q, 6f~ndue au 

plus grand domaine dans lequel elle est positive, c'est-'~-dire au cercle de rayon 

I auf~ur de P~ comme centre; cette dernibre inf~grale ayan~ la valeur zr/2, l'int6- 

grale de l 'expression (4) ne surpassera pas la borne (~d2)#(E). Par  cons6quent, 

comme nous venons de le dire, la fonction limite u(Q) sera finie presque partout;  

elle deviendra infinie .positive pour l 'ensemble de mesure nuUe qui reste. Ainsi 

nous avons donn6 un sens pr6cis ~ l ' inf~grale (3); enfin, le potentiel  u(Q)d6finie 

par cette int6grale venan~ d'etre construite comme la limite d 'une suite croissante 

de fonctions superharmoniques,  sera elle-mg~me superharmonique. 

D'une mani~re analogue, le pote~tiel logarithmique d'une couche n~gative - -~  (e) 

est subharmonique; en effet, pour y arriver, on n 'aura  qu's changer le signe de la 

fonction u (Q). 

Enfin il nous faudra  dire quelques roots relativement au cas particulier off 

la couche ~(e) admet une fonction de densit~ e(P)  = e(~, v), c'est-s qu'il  exis~e 

une fonc~ion e (~, ~), in~grab le  p. ex. au sens de LE~S~U~, de sorte que r o n  

air, pour tout  ensemble e, 

,le)= f fe( ,v)d dv. 
Dans ce cas, on volt imm~diatement  que la difference entre la somme ( I ) e t  

l ' in~gra le  

ne pourra pas surpasser, 'en module, la somme 

k = l  

off l 'on a d~sign~ par mk l 'oscillation de la fonction continue f ( P )  sur l 'ensemble 

ek, de sorte que, quand on passe de la somme (I) "s l ' int~grale de 'St ie l t jes ,  la 

difference en question ~end vers z~ro. Par  consequent on a pr~cis~ment 
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E E 

En appliquant cette ~quation aux fonctions f~ (P; Q) que nous venons de con- 

sid~rer et qui vont en crdissant vers log I/r, on aura, par un second passage g 

la limite, 

E E 

3. La recherche  des masses .  

Nous allons dtudier de plus pros la relation entre une eouche de masses 

ndgatives --tt(e) et son potentiel logarithmique u(Q). Nous ferons cette 6rude 

de sorte que nous finirons par r~soudre le problbme de l'inversiou du po~entiel: 

connaissm~t le potentiel d'une certaine couche de masses ndgatives, ddtermi~er la 

couche que l'on suppose inconnue. 

Commengons par ajouter aux ddveloppements du paragraphe precedent quel- 

ques remarques, compldmentaires concernant les parties du plan pour lesquelles 

le potentiel u (Q), subharmonique en g~n&al, devient pr5cis~ment harmonique. Tout 

d'abord, il en sera ainsi pour t o u s l e s  points ext~rieurs g E c'est-g-dire n'appar- 

f~nant ni 's E ni s sa fronti~re. En effet, lorsque P appartient g E et Q varie 

g l'ext~rieur de E, la fonction log PQ est continue ainsi que routes ses dgrivdes; 

de plus, si l'on fair varier /) dans E et Q dans un ensemble fermi, composg de 

points ext~rieurs, t o u s l e s  passages g la limite qui interviennent au calcul de 

u(Q) et de ses d&iv6es, seront uniformes en P e t  Q de sorte que l'int~grale (3) 

du paragraphe precedent pourra s'interpr~ter imm~diatement comme int~grale de 

fonction continue et que de plus, les ddriv4es de u (Q) ainsi que les int~grales 

ddpendant des d~riv6es dont il sera question, pourront ~tres calculdes en effec- 

tuant les mgmes op&ations sur la fonction log PQ sous le signe d'inf~grale. I1 

en vient en premier lieu que la fonction u (Q) satisfait, pour Q extdrieur g E, "X 

l'dquation de Laplace, e'est&-dire qu'elle est harmonique. En voici une autre 

consequence qui nous sera d'importance. Soit /" une courbe fermde dont les 

points sont exf~rieurs g E ,  d'ailleurs suffisamment.r~guli~re (compos~e par exemple 

d'un hombre fini d'arcs dont la tangente varie d'une faqon continue) et envisa- 

geons l'int~grale 
42 - -  29643.  A c t ~  mathemat ica .  54. I m p r i m 4  le 11 j u i l l e t  1930. 
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(i) I = -  : - s, 

P 

formge avec la d6riv~e de u(Q) par  rappor t  '~ la normale extdrieure et  en par- 

courant  1" au sens positif. Alors deux ca~ extremes "seront s dist inguer:  I) lors- 

que F entoure l'ensemble E, on aura I = ~  (E); 2) lorsque E est compl~tement ex- 

t6rieur ~ F, on aura tz ( E ) =  o. D'ailleurs,  ce second fair  n 'es t  qu 'une autre  ex- 

pression de ce que u(Q) est harmonique  sur F et s l ' intdr ieur  de c e t t e  courbe. 

Ces r~sultats subsistent,  avec cles modifications dvidentes, quand on rein- 

place F par  plusieurs courbes ferm2es l imitant  un  domaine auquel  l 'ensemble E 

est compl~tement intdr ieur  ou compl~tement ext6rieur.  

Jusqu' ic i  tou t  ce que nous disions concernai t  l 'ensemble des points ext6rieurs 

'~ E ,  on pourra i t  dire l 'ensemble a priori vide de masses. Cependant  il pour ra  

y avoir  d 'autres  par~ies vides, sans rble effectif dans le calcul du potent ie l  e t s e  

~ompor~ant, par  consequent,  tou t  comme l 'ensemble :que nous venons de con- 

siddrer. Tout  ce qu 'on peut  dire sur ce sujet  est compris en subsC~nce dans 

l 'observat ion suivante. 

Soit  e un ensemble tel  que /~ ( e ) =  o et soit e o nn ensemble  r6gulier, faisant  

par~ie de e, d'aiUeurs quelconque. Soi~ e~, e ~ , . . . ,  e,~ Une ddcomposit ion permise 

de l 'ensemble E,  au sens du paragraphe  prdc~dent, intervenan~ dans le calcul de 

nos in~gra~es. Rempla~ons chaque e~ ( k = I ,  2 . . . .  , m) par  deux autres  ensembles 

savoir par  e o ek e~ (E--eo)ek; il en r~sultera une n0uvelle d6composition permise, 

r les eI~sembles qui in terv iennent  ~tant r~guliers. En operant  ainsi avec tou~es 

les d~compositions int~rvenan~ dans le calcul on pourra  supprimer ~ous les 

termes correspondan~ aux ensembles e 0 ee; en effe~, les ensembles e 0 ee fa isant  par~ie 

'd'un ensemble e a rec /~(e)  = o, on aura aussi ~(e  0 e~)= o. Mais cela dit  pr~ci- 

sgment que dans le calcul de nos int~grales, on pourra  remplacer  l 'ensemble E 

par  l 'ensemble ~ - - eo .  P a r  consdquent, en ce qui concerne l 'al lure de la fonct ion 

u(Q) et en part icul ier  le calcul de l ' intdgrale (~), les points de eo se compor ten t  

ent i~rement  comme s'il s 'agissait des points ext~rieurs ~ E.  

Cela ~tan~, passons au cas plus ddlicat quand la courbe F traverse des masses 

effectives. Dans ce c~s,  comme nous ne Savons pas si la d6rir~e normale  f igurant  

dana l ' intggrale (I) a un sens ou n'en a p a s ,  nous aurons 's recour i r  s une not ion 

auxiliaire in t rodui te  dans notre  premier  mdmoire. Ls nous avons considdr6 des 

anneaux ~2, formds par  deux courbes simples ferrules C~ et (/~ dont  la premiere 

dtai~ intdrieure s la seconde; de plus, en d~signant par  U~ la meilleure majoran te  
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harmonique de la fonctiou 

envisag~ l ' in~gra le  

331 

subharmonique u(Q) dans l 'anneau I2, nous avons 

f d UiS d s 
Ii~= j d,e 

off l'int~graLion se faisait  le long d 'une courbe fermge suffisamment rdguli~re, 

parc0urunL l 'anneau I2 au sens positif, la valeur de l ' intdgrale ne ddpendant  pas 

d'ailleurs du choix particulier de cetLe courbe. Soit, en particulier, u(Q) notre 

poten~iel logari thmique et soient e~ eL e2 les parties de / i :  comprises respectivement 

s l ' int~rieur de C1 eL de C~; cela posd, je dis que l 'on a 

(2) 2 ~ ,  (el) ~ /12 ~_~'2 ~"~(e~.). 

Pour  d~mon~er  la premiere de ces in~galit~s, rappelons qu'il existe des 

ensembles ouverts rdguliers e, parties de e~, int~rieurs avee leur fronLi~re ~ la 

courbe 6~ et tels que /~ (e) soi~ aussi proche de ~ (ej) que l 'on voudra. L'in6galRd 

ddmontrer  esL ~videmmenL dquivalente s ee que l 'on aR 

pour tous ces ensembles e. Envisageons done un de ces ensembles, soit eo,. e~ les 

deux rgparLitions de masses 

~o (e) = ~ (% e), ~, (e) = ~ ((E--~o) e), 

d~finies par ces formules pour t o u s l e s  e compris en E ;  alors, e o dtant  rdgulier, 

On a u r a  

et 
= , o  + , 1  (e) 

u = . o  (q)  + u, (Q), 

u o et u 1 d~signant les poLentiel~ :logariLhmiques des coaches --#o eL --#1. Enfin, 

d~signons par r(o) "et 1 (1) les analogues de Ii2 , correspondanL respectivement & u o eL ~12 . I2 

h. ul. Comme la fonction Uo(Q) est harmonique sur C1 e t s  l'exLdrieur de ce~te 

eourbe, elle sere sa propre meiUeure majorante  harmonique dans l 'anneau I2, de  

sorte que 

=fd o d 
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l'int6gra~ion se faisant le long d'une eourbe ferm6e F entourant C~. 

que l'on a pr6cis6ment 

2 ~ ~ (+0) = ~o). 

I1 s'ensuit 

D'au~re part, la fonction u~(Q), potentiel d'une couehe n6gative, 6rant sub- 

harmonique dans ~out le plan, on aura, d'apr~s une r~gle g6n6rale 6~ablie vers  

la fin de notre premier m6moire, 

Comme on a encore 6videmment 

il vient que 

I i  + ~ I ( 0 )  -L .~(1) 
- " - 1 2  + 1 2  ' 

2 ~ t: (e,) =< I12, 

ce qu'il s'agissait de d6montrer. 

On proc6dera d'une mani6re analogue ~)our d6montrer la seconde des ing- 

galif~s (2), mais en choisissant maintenant un ensemble ouvert r6gulier compris 

dans l'ensemble E--% et '~ distance positive de la courbe C~. Tels seront par 

exemple, sau l  peut-6tre pour une infinit6 d6uombrable de valeurs du param~tre t, 

les ensembles form6s par les points de JE ext~rieurs "~ C2 et dont la distance de 

Cz est > t. De plus, comme pour t--* o, ces ensembles tendent en croissant vers 

l'ensemble E--%, il en sera de m6me des masses tt qui y correspondent, e'est-~- 

dire que l'on pourra choisir l'ensemble es du type consid6r6 de sorte que tt (%) 

soit aussi proche de tt(E--e~}-~tt(E)--~i(e~) que l'on voudra. La seeonde des 

in6galit6s (2) ser~ donc d6montr6e quand on aura prouv6 que l'on a 

(3)  

A ce but, fa is ,ms la d6compos i t ion  tt (e)~--tts (e)+ tt~ (e) en posant  

~ (e) = ~ (q  ~), ~ ,  (~) = ~ (E__--~) e); 

soient u s e t  u~ les potentiels eorrespondant ~ - - / h e t  --#4 et soient I~) et I~  ) les 

analogues de I~.  Le po~entiel u3 6taut harmonique sur C~ et "~ son int~rieur, 

o n  a u r a  

(4) I~) =- o. 
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D'autre part, la fonction u4 6rant subharmonique, il vient des r6sultats d6velopp6s 

vers la fin de notre premier m6moire que la quantit6 T(~) ne surpassera pas l a  

quantit6 analogue 1 (4) correspondant ~ la fonction u~ et s un anneau 34 entourant 

l 'anneau I2. Or, l 'anneau 34 pourra 8tre choisi de sorte qu'il entoure tout 

l'ensemble E - - e  8 et que, par cons6quent, le potentiel u 4 soit harmonique dans 

l'anneau, y compris son contour; donc 

~?,) jd.oa~, 
r 

off F est une courbe ferm6e entourant l'ensemble E--ea,  c'est-s entourant 

routes les masses qui donnaient lieu au potentiel u 4. Par  suite, 2 z I~ )  est 6gale 

la masse complSte 

et, en r6sum6, 

(5) 

~ ( E - - e . )  = # (E)  - -  ~ (e.) 

~ x~)_-< ~ ~ x~1) = u (E):  ~ (e~). 

T(31 + I~), les formules (4) et (5) entralnent Comme on a encore 6videmment I12 = - , 2  

l'in6galit6 (3) qu'il fallait d6montrer. 

Notre raisonnement s'6tend presque imm6diatement au Gas d'une figure 

eompos6e de plusieurs anneaux que nous avons eonsid6r6e ~ la fin de notre 

premier m6moire. Soient A,, A, . . . .  , AM des  anneaux ext6rieurs 1 Fun k l'autre, 

entour6s 1 tons par l 'anneau A 0 et soient /1, I 2 , . . . ,  I~; Io les quantit6s analogues 

~ I12 calcu16es pour ces anneaux. Pour avoir une notation analogue .s ce qui 

pr6c6de, d6signons par C1 l'ensemble des contours ext6rieurs des n premiers anneaux 

et du contour int6rieur de A0 et par C2 1'ensemble des contours qui res~ent, et 

posons 

(6) 1,2 = I 0 -  (1, + x2 + . . .  + I~). 

Rappelons le th6or6me 6non'c6 k la fin de notre premier m6moire; ce th6o- 

r6me nous disait que lorsque une fonction u (x, y) est subharmonique dans un domaine 

comprenant nos anneaux ainsi que l'ab'e limit~e par les contours C1 (ou ce  qui 

1 Nous entendons ees ' express ions  au sens strict, cn supposan t  que les c o u r b e s l i m i t s m t  les 

divers anneaux  n 'a ien t  mmun poin t  ca commun.  
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r e v i e n t  au  m6me,  

derniers) ,  on a 

(7) 

comprenan~  les con tou r s  C 2 a ins i  que l ' a i re  l imi t6e  pa r  ces 

I o  > l ,  + Z2 + . . . + I m .  ~ 

Cela nous  di~, dans  la  

l ' hypo th~se  fai te ,  

not~at;ion que nous  v e n o n s  d ' a d o p t e r  que l ' o n  a, d a n s  

11~->_ o. 

Mais on a plus. JEnvisageons une seconde figure du m~me type, eompos6e des anneaux 

A'I, A '~ , . . .  ,A',,; A'o, ehoisie de sorte que l'aire limit6e par le syst~me de contours 

C'1 qui y correspond comprenne celle limit6e par C~. Supposons que la fonetion 

en question u(x,y)  soit subharmonique daus un domaine comprenant les co~tours 
r C'~ ainsi que l'aire limit6e par ees contoum et soient 1"1, I ' ~ , . . . ,  I',,; I o et 

"/'1~ = / ' 0 - - ( / ' 1 + / ' 1 +  "" +1'~) lea quantit6s qui correspondent aux quantitds Ik, I~0. 
Alors je dis que l'on a 

(8) /12 <~/e12.2 

P o u r  v6rifier e e ~ e  in6gal i t6 ,  on  n ' u u r a  qu '~  g r o u p e r  les a n n e u u x  consid6r6s de la  
P 

muniSre  su ivan t e .  On  considSre d ' a b o r d  les a n n e a u x  A o e t  A o; comme la  f igure 

form.6e pa r  ces deux  u n n e u u x  sa t i s fa i t  aux  hypo theses  du  th6orSme que n o u s  

v e n o n s  de ruppe le r ,  il  v i en t  que 

I o < I '  o. 

N o t r e  th6or~me s ' app l i que  de m6me  a u x m  figures form6es  e h a c u n e  pa r  u n  des 

a n n e a u x  Ak et  pa r  ~ous les A'z qu ' i l  en~oureS; en  ajou~an~ les m in6ga l i t6s  que 

l ' o n  ob~ient,  i l  v i e n t  que 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

t Voici en quelques mot~ la d6monstration de l'in6gali~6 (7) que je n'ai pas d6velopp6 dans 
mon premier m6m0ire. Soi~ U la meilleure majoranf* ha rmoniquo de ]a fonction u, form6e pour 
l'aire limitde par les contours C 2 et rempla~ons u par la fonction u - - U ;  alors on aura k modifier . 

les quantit6s I k en retranehant les quantitds analogues lk corrospondant g U, et comme eet~e 

fonetion est harmonique et commo par consdquent 1 0 = I i + . - . + l m ,  la quantitd I ~  de la formule 
(6) no subira aucune modification. D'autre part, on a .pour les I k modifi6es, greece au lommo du 
premier m6moire, 

-1"0>----O; I k ~ O  ( k =  1 , 2  . . . . .  m ) ,  

e'est, k-dire que I o ~ L + I ,  + ..- + I~ .  

Ce fair subsiste sons l'hypothese plus g6n6ralo que les domaines limit6s par C~ et Cl fassent 
partie respeetivement de eeux l imi t s  par C' t et C' t. 

I1 pourra se passer que A~ no renferme aueun des A'I, mais co eas ne pourra so prdsen~er 

que si u(Q) est subharmoDique dans tou~e l'aire enMur6e par Ak; or dans co cas on a Ik>_-o. 
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k : l  l ~ 1  

En re t ranehant  eerie indgal i~  de la prdeddente, on aura  l 'indgalitd (8)qu'il  fal lai t  

d~montrer.  

Cela dtant, revenons ~ la couche. --/~(e) et au potentiel u(x, y)-~ u ({2) qui 

y correspond.. Soient e 1 et e~ les parties de-~: renfermdes respectivement par les 

systbmes Cl et C 2. Nous avons "~ prouver que l'in~galJt6 (2) reste va lab le  dans 

le cas envisage. Or, pour ce but, nous n 'avons qu'~ r~p~ter les considdrations 

faites .au cas d 'un seul anneau, en c6nservant m~me les notations dont  le sens 

dans le cas actuel est dvident. I1 n 'y  aura, dans tout  le raisonnement,  que deux 

sortes de modifications; i ~ quelques fois, comme par exemple dans le caleul de 

i(0) on aura s choisir pour chemin d ' in~gra t ion  plusieurs courbes ferrules au 
12 ' 

lieu d 'une seule eourbe F, avec des conventions ~viden~es coneernant leur situa- 

t ion et le sens de parcours; 2 ~ au lieu de comparer deux quantit~s du type I12 

caleul~es pour deux anneaux entourant  l 'un l 'autre, on aura ~ donner le rSle de 

ces anneaux aux deux figures form~es de plusieurs anneaux que nous venons de 

consid~rer; ainsi par exemple, pour ~tablir l'in~galit~ 

2 -<_ 

qui correspond ~. la formule (5), on aura  s remplacer  les anneaux I2 et 34 par 

.les deux figures considdr~es, en ehoissant la seconde de ces figures de sorte que 

les contours CPl renferment  1'ensemble E--ca;  enfin, il faudra  appliquer l 'indgalitg 

(8) "~ la fonction subharmonique u4(Q). 
Zes in~galitd$ (2) ~tant ainM .~tablies dans route leur g~n~ralitd, nous sommes 

's m6me d e  r6soudre le probl~me pos~: connaissant  le potentiel d 'une eergaine 

couche n6gative --/~(e), d6termJner cette couche que l 'on suppose inconnue. 

Observons tout  d 'abord que l 'ensemble ~ n 'est  pas uniquement  d6termin6 

par le potentiel u(Q); en effet, nous avons vu que r o n  peut ajouter  s cet en- 

semble et aussi en retrancher, avec quelque pr6eaution, des ensembles ne con- 

tenant  pas de masse effective sans que le potentiel en soit irrit~. Pour  nous 

d6barrasser de l ' inconv6nient de cette ind'6termination, convenons de regarder comme 

identiques deux couches /z(e) et /z' (e) r~par~ies sur les ensembles E, E' toujours 

q u e  l 'on a, pour t~)ut ensemble ouverg e,/~ (e E)----/~' (eE'). I1 s 'ensuit  imm6dia- 

~ement de ce que nous  avons dit  sur les ensembles rides que les potentiels de ees 

deux Couches sont identiques. Grs ~ la convention faite, On pourra fixer les 
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idles en supposant par exemple que E soit l'int~rieur d'un cercle tracd autour 

de l'origine comme centre et de rayon suffisamment grand. 

Cela dtant, soit e un ensemble ouver~ compris dans E et supposons pour 

l ' instant que e soil une aire simplement connexe. SoR I2 un anneau formd par 

les courbes C1 et C~, comprises en e et dont la premiere est int~rieure s la 

seconde. Faisons varier cet anneau de sorte que l'ensemble el limitd par C1 tende 

vers l'ensemble e; alors lea indgalitds (2) nous assurent que, avecla notation adoptde, 

2 

Ainsi notre probl~me est rdsolu pour les ensembles simplement connexes. 

Lorsque e es~ d'un seul tenant, mais qu'il es t multiplement connexe, on 

aboutira au m6me r6sulta~ en se servant, au lieu d'un seul anneau, de Ia figure 

ddja indiqu6e, composde de plusieurs anueaux et situde de sorte que les contours 

C~ e~ l'aire limit~e par ces contours soient compris dans e, et en faisant varier 

cette figure de sorte que l'ensemble e I renfermd par les contours C1 tendevers  

l'ensemble e. 

Mais  cette r~gle pour calculer tt(e) s'6tend aussi au cas g6ndral off l'on me 

suppose plus que l'ensemble e soit d'un seul tenant;  bien entendu, on aura s 

introduire d'abord des notations convenables. Darts ce cas g6ndral, on placera 

dans i'ensemble e, au lieu d'une seule figure compos6e d'anneaux, un hombre fini 

de relies figures G~, G ~ , . . . ,  G,, ext4rieures l'une s l 'autre; c'es~-s telles que 

les domaines fermds limitds par les divers syst~mes de contours C~ k), analogues s C~, 

soient sans point commun deux s deux. Soient  ~ )  les quantit6s analogues 

I~2, e~ k) et e~ k) les domaines ouverts limitds par les syst~mes de contours C~ k) et C(~), 

analogues s C1, C~. Alors on aura, d'apr~s (2), 

et, par cons6quent, en ddsignant par e~ rensemble somme des e~ ~) et en  ~crivant 

I~  ) = I~ ,  ii vient que 

t ,  __< _-_ a = y ,  __< , ,  
k = l  

Or ces in6galit6s montren~ ne~tement que sf l'on ra f t  varier lea figures G~, G2, . . . , G,  

en changeant mOme leur hombre lorsqu'il le faudra  et cela de sorte que l'ensemble e, 

tende vers i'ensemble e, on aura 
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z .  : (e), 

tout  comme dans les cas que nous venons de considdrer. 

Ajoutons s ces rdsultats d'ordre ggndral quelques roots concernant un cas 

particulier important ,  celui off l 'on a '~ calculer It(e) pour l ' int6rieur d 'un  eercle 

C, de rayon r. Duns ce cas, on pourra 6videmment supposer que l 'anneau I2 

soit limitd par deux cercles C 1 et C2 de rayons r 1 e t r  2 et coneentriques s C. 

]~[ais dans ce cas, comme nous l 'avons d6js observd dans notre premier m6moire, 

on aura 

Z(r,)-Z(r,) 
1~ ---- z Z log  r l - - log  r~' 

off nous avons ddsigng par I(Q) la va.leur moyenne de la fonetion u(x, y) sur le 

cercle de rayon # et concentrique ~. C. En rappelant  encore que I(Q) est une 

fonction convexe de log Q et que par consequent elle est continue, il vient que 

It(e) est prdcisement dgale ~ la ddrivde h gauche, pour # ~ r, de la fonction I(#) par 

rapport ~ log #, c'est-'s que l 'on a 

It (e) = r Z '  (r). 

4 Le th~or~me principal. 

Nous allons at taquer  notre probi~me principal: ]~tant donn6e, darts u~ do- 

maine ouvert D, la fonetion subharmonique u ( Q) -~ u (x, y), continue ou non, existe-t-il 

une eouche de masses ndgative~q --It(e) r@arties sur 1) dont u(Q) est, en substance, 

le potentiel logarithmique? 

Si, pour l ' instant,  je formule le probl~me de cette fa9on vague en me r~ser- 

r an t  de le pr~ciser plus loin, C'est pour des raisons assez graves. Tout  d'abord, 

lorsque u(Q) est pr~cisement harmonique et l 'on eherche ~ d6terminer une couche 

--it(e) dont  elle est le potentiel,  les masses I t (e )devront  ~tre fournies par la 

voie indiqude au paragruphe pr6cddent. Or, dans ce ca~, routes les quantitds 

Ik s 'annulent,  c'est-~-dire que r o n  aura It ( e )~  o pour chaque ensemble ouver~ 

faisant  pat t ie  de D et comme le potentiel de cette couche s 'annule partout,  il 

faudrai t  avoir u (Q) --  o. D'une fa~;on plus gdndrale, lorsque u (Q) est le potentiel  

logari thmique correspondant "s une certaine couche --it(e) rdpartie sur D et h(Q) 

d6signe une fonction harmonique dans D, d'ailleurs arbit~aire, notre m6thode 

appliqu6e s u (Q) + h (Q) fournira  les mgmes masses It (e) que pour u (Q) elle-mgme. 
43 - -  29643.  Acta mathematlca. 54. I m p r i m 6  le  12 j u i l l e t  1930. 



338 ~'r~d~ric Riesz. 

C'est-~-dire que, en g~n~ral, le plus que l'on pourra exiger c'est que le potentiel 

en question repr~sente la fonetion donn~e u (Q) ~ u~e fonetion harmonique ad- 

ditive pr~s.. 
Mais il y a encore une seconde difficult& Considdrons la fonction ddfinie 

par la s~rie 

~ , P1.Q 

I.=1 

off les P1. et P--k sont des points de l'axe des x aux abseisses i//c, -- Ilk. Cette 

s6rie converge absolument dans tout le plan sauf si Q coincide avee l'un des 

points P1., /)-1. pour lesquels le terme eorrespondant devient respectivement infini 

ndgatif ou positif. La fonetion u(Q) ddfinie par la s~rie, harmonique sauf aux 

points /)1. et /)-k, peut ~tre consid~r~e eomme fonction subharmoniqfie dans tout 

le plan, apr~s en avoir exclu les points /)-k. EUe sera donc subharmonique dans 

tout domaine ne contenant aucun point /)_1., par exemple dans le carrd D limitd 

par les droites x ~ o ,  x-~ 2, y ~ - - I ,  y ~  I. On voit aussi imm~diatement qu e si 

u(Q) dtait un potentiel logarithmique ou la somme d'un tel potentiel et d'une 

fonction harmonique, la couche correspondante, d~termin~e par la m~thode indiqu~e, 

se composerait de masses ~gales ~. l'unit~ ndgative, plac~es aux points /)k, c'est- 

�9 h-dire que, avec l a  notation adopt~e, /~ (e) devrait ~tre ~gale au hombre des points 

/)~ appartenant ~ l'ensemble e. En par~iculier, #(D) serait infinie. Toutefois, 

on pourrait encore essayer de sauver la situation en dtendant la d~finition du 

potentiel au cas off la masse ~ot~le est infinie, par ezemple en le calculan~ d'abord 

pour des ensemlJles E intdrieurs avec leur fronti~re s D et en faisant tendre E 

Cependant, de cette sorte, on serait amend s former la somme de vers D. 

la s~rie 

co 

log p1. Q 
1 . - 1  

et cette sdrie est absolhment divergente. C'est-s que notre potentiel de~en- 

drait partout infini. 
Ces remarques nous sugg~rent de formuler le probl~me comme il suit. ]~tant 

donn~e, dans un domaine ouvert D, la fonction subharmonique u(Q)-u(x ,y ) ,  

existe-t-il une fonction d'ensemble ~u(e), finie et d~termin~e pour ehaque ensemble 

ouvert e int~rieur s D ainsi que sa fronti~re, de sorte que, consid~r~e pou r u n  

tel ensemble ouvert E, d'ailleurs quelconque, et pour ses parties e,--/~ (e) soit 
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une couche n~gative dont le pot~ntiel logaritl]mique ne diff~re de la fonction 

donn~e u(Q) que par une fonction harmonique sur l'ensemble E?  

�9 ]~nonc~ sous cette forme, notre probl~me est bien pos~; en effet, nous allons 

y r~pondre par l'affirmatif. 

Consid~rons d'abord le cas off u(x, y) est continue et admet des d~rivges 

continues des deux premiers ordres. Ce cas rentre dans l'Analyse classique d'apr~s 

laqueUe la couche de densit~ J u / 2  ~ = (u'~'~+u'~'y)/2 ~ r~pond s notre probl~me. 

I1 s'ensuit immddiatement que dans ce cas les quantit~s 

,/ ~(e)=~ Xudxdy 

et les quantit~s I~  qui correspondent ~ des anneaux ou ~ des figures plus com- 

plexes inscrits dans l'ensemble e, seront li~es par les relations ~tabiies au para- 

graphe precedent. 

Pour ~tudier le cas g~n~ral, d~finissons la fonction d'ensemble ~ (e), pour 

tout ensemble ouvert e int~rieur avec sa fronti~re au domaine D, par le m~me 

proc~d~ par l eque l  nous avons reconstruit la couche correspondant ~ un po~en- 

tiel donn~, c'est-~-dire comme la limite des quantit~s I1~ correspondant ~ u(Q)et  

Calcul~es par la vole indiqu~e au paragraphe precedent. Cependant clans le cas 

actuel nous savons seulement que la fonction u(Q) est subharmonique sans con- 

"naltre son rapport aux potentiels logarithmiques et par consequent nous ne pourrons 

pas nous reporter aux r~,sultats concernant ces potentiels. Nous aurons s prouver 

ind~pendamment que les limites en question existent, c'est-s que lorsque, avec 

les notations adopt~es, on fair varier les figures G1, G ~ , . . . ,  G~ de sor~e que 

l'ensemble e 1 enferm~ par les syst~mes de contours C~ 1), C~2),..., C~ m) tende vers 

l'ensemble e, la quantitg correspondante 

k ~ l  

tend vers une limite finie et  d~termin~e. Pour ce but, nous aurons ~ gSn~ra- 

liser une fois de plus les th~or~mes finals de notre premier m~moire. 

�9 Pour simplifier l'expression, nous dirons que la figure�9 G est comprise <lans 

le domaine D ou qu'elle l'est darts rensemble ouvert e s'il en est ainsi pour le 

domaine ferm~ limit~ par les contours C~ correspondan~s; tel sera le cas, ~ plus 

forte raison, pour le domaine ferm~ l imi~ par les contours C~. N0us dirons que 
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l e s  figures G~, G~ sont ext6rieures l'une s l 'autre si tes domaines ferm~s limit6s 

par les deux syst~mes de contours C(21) , C~ 2) qui y correspondent n'ont aucun point 

commun. Enfin, nous dirons que G est int~rieure s G si le clomaine ouvert 

limit~ par les courbes (J~ est compris dans le domaine ouvert limit~ par le sys- 

t~me de courbes C1 correspondant h. G. 

Cela pos6, soient G1, G2, . . .  , Gin; G1, G ~ , . . . ,  G~ deux syst~mes de figures 

du type consid6r6, comprises dans le domaine D; supposons que routes les G 

soient ext6rieures l'une ~ l 'autre et qu'il soit de m~me quant aux figures 6L 

Supposons de plus que chacune des  figures G soit int~rieure ~ l'une des figures 

G, tout en permettant d'ailleurs qu'il y air plusieurs G int6rieures s la m~me (; 

et que d'autre part, pour l'une ou l 'autre des figures G-, il n'y air aucune G qui 

y est int6rieure. Darts ces hypotheses, nous dirons bri6vement que le systSme 

(Gk} est intgrieur au syst~me (Gt) .  

D6signons' par ~k),/~0 les quantit~s ]1~ ~lui correspondent aux figures Gk et Gl 
1 2  1 2  

Je dis que, dans les hypotheses faites, on a 

k=l  l = l  

Cett~ in6galit6, g6n6ralisation imm6di~t~ de l'in6galit~ (8) du pamgraphe pr6c6- 

dent, se v6rifiera comme celle-ls en groupant d'une mani~re convenable les anneaux 

dont se composent les figures consid6r6es. D'aiUeurs, sans restreindre la g~n6-. 

ralit6, on pourra supposer que n = ~ ;  en effet, dans le cas g6n6ral, on obtiendra 

(2) en ajoutan~ les in6galit6s qui correspondent aux figures G~ une '~ une et 

aux G~ qui y sont int6rieures, en rappelant encore que l'on a toujours /~(~)> o 
1 2  ~ " 

Pour n - -  I, consid6rons la figure form6e par l 'anneau A~ ~), appartenant 's la figure 

G1 (et entourant les autres anneaux A~), A(~),. dont est compos~e cette figure) 

et par les anneaux analogues A~ k) appartenan~ respectivement aux figures G~. Ces 

anneaux satisfaisant; aux hypotheses de l'in~galit6 (7.) du paragraphe pr6c6dent, 

on aura, avec des notations 6videntes, 

72 >_ + + + 

Mais on aura aussi l'in6galit6 analogue pour chaque syst~me d'anneaux form6 

par un des anneaux A~ ~) et par tolis les anneaux ]jt) qu'il entoure. Enfin, on 

aura ./~k)~O quand l 'anneau A~ k) n'entoure aucun des anneaux A~. 1). En ajoutant 

toute~ ces in6galit6s, il vient que 
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off la sommation s'~tend s tous l e s  i, k qui int~rviennent, sauf s i ~ o .  Enfin, 

en retranchant cette in~galitd de l'in~galit~ (3), on aura l'indgalit4 (~-) qu'il 

s'agissait ~ ddmontrer. 

Or, en possession de cette indgalit~, nous sommes ~ m~me de prouver que 

lorsque le systkme eompos~ des figures GI, G 2 , . . . ,  G,n, ext~rieures l'une 5 l'autre et 

int~ieures • l'ensemble ouvert e, varie de sorte que l'ensemble e I e~fer~?e par les 

syst~mes de contours C~ 1), C~2),..., C~") tend vers l'ensemble e, la quantit~ I~  d:..fiuie 

par la formule (I) qui y correspond tend vers une limite finie et ddtermin~e. Tout 

d'abord je dis que la quantit~ I12 reste infdrieure ~ une certaine borne finie. Pour 

le voir, construisons un syst~me analogue ((~z), compris dans le domaine D et 

tel que les figures Gk soient comprises dans l'ensemble ~1 qui correspond an 

sys~me (Gl/ ,  c'est-h-dire qu'il se compose des domaines ouverta limitds par les 

divers sys~mes de contours C~). En d~signant par _T~ la quant i~ analogue ~ I12 

qui correspond au syst~me (Gt~, on aura, d'apr~s (2), 

c'est-~-dire que I1~ ne pourra jamais d~passer le quantit~ -f1~. Comme d'autre 

part, on a toujours / ~ < o ,  la quantit4 ~ admettera, pour e~-~e, des limites 

infgrieure et supdrieure, finies routes les deux et nous n'avons s d~montrer que 

ce que .ces deux limites coincident. En tout cas, il y aura deux suites de syst~mes 

S~, S~ , . . .  et S'~, S '~ , . . . ,  du type ( G ~ ,  compris dans e et t~ls que les ensembles 

du type el qui y sont attaches tendent vers e et cela de sorte que les quantit~s 

~ ) ,  ~,..~(~)-. et /~.~)'~9., ~r(2)',. , . qui y correspondent par une notation ~vidente, ten- 

dent respectivement vers les dites limites inf~rieure et sup~rieure. Considdrons 

un des syst~mes Se soit S~0 et parcourons la suite S'~, S '~ , . . .  ; comme les ensembles 

du type e~ qui correspondent ~ ces syst~mes, tendent vers l'ensemble e, le syst~me 

S~0 ser~ compris dans ces ensembles s par~ir d'un rang Suffisamment 61ev~; le 

fair analogue subsiste lorsqu'on compare un systbme S'~,~ la suite (S~). I1 

s'ensuit que l'on pent former une suite $1, ~ , . . .  de sorte que S"~ soit int~rieur 

S~+ ~, que de plus les S" appartiennent alternativement aux suites (S~) et 

(S't}. Mais pour une telle suite, les quantit~s correspondantes I ( I I " ,P  )'' 
1 2  1 2  ~ " " ~ 

forment une suite croissante e~ bornde, allant par cons~quen~ vers une limite 

d~.terminde, et comme celle-ci devra coincider s la fois avec les limites infgrieure 
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et supdrieure en question, ces deux limites coincident elles-m~mes, ce qu'il fal lai t  

d~montrer. 

Pour  ~tudier la fonction d'ensemble 

(4) /, (e) -~ Hm [~  . 

que nous venons de d~finir, observons d 'abord que l 'on volt imm~diatement par 

ce qui pr6cbde que cette fonction Satisfait aux hypothbses I)--3) pos6es au com- 

mencement  du paragraphe I ~ et que de plus elle est additive en ce qu'il  s 'agit 

de deux ensembles sans point" commun. Ce qui est plus difficile s prouver c'est 

que l 'additivit6 subsiste pour deux ensembles ouverts quelconques au sens pr6cis6 

dans l 'hypothSse 4), c'est&-dire que l 'on a 

/~ (el) + / ~  (e~) = # (e, + e2) + p (el e~). 

Pour  vdrifier cetf~ dquation, nous aurons s envisager cert~ines fonctions auxiliaires 

que nous uUons introduire. 

En par tant  de la fonction u(Q)=u(x,y), passons s une uutre fonction en 

y appliquant l 'opgration que nous ddsignerons par ~[r et qui consiste "~ rem- 

.placer la fonction u par sa moyenne arithm~tique calculde pour l 'aire d 'un  cercle 

de centre (x, y) et de rayon r, c 'est4-dire par l ' int~grale de u dtendue s cette 

aire de cercle, divis~e par r ~ z.  En faisant  varlet  le centre du cercle et en conser- 

r an t  l e  rayon r, nous.  aurons d~fini .une nouvelle fonction 9/ru. On pourr~ 

r~pg~r ce proc~dd e n s e  servant ~ chaxlue occasion de valeurs diffdrentes ou de 

la m~me valeur de r; on parviendra de cette sorte ~ des fonctions que l 'on d~signera 

par ~lr~ 9~r, u, 9/~, 9/~ 9)~, u, 9~ u, etc., la seconde notat ion indiquant  par exemple 

que l 'on a appliqu6 successivement les opdrations 2~,, 9~,, 9~r,. Bien entendu, si 

la fonction u (Q) n 'dtai t  donn~e que duns le domaine D, les nouvelles fonctions 

ne le seront que dans une par~ie de ce domaine; ainsi par exemple 9~ u le sera 

en tout  point Q de D dont  la distance de la fronti6re est sup6rieure s 3 r. Mais 

je me h s  d 'a jouter  que, duns les applications, nous disposerons des  quantit6s 

r de sorte qu'elles deviennent infiniment petites, c e  qui permettra  de remonter  

au domaine entier. 

Les op6ruti0ns i~Ir s 'appHquent s toute fonction f(x, y) int6grable au sens 

de Lebesgue et ont l 'effet de rendre continue la fonction ~I~f. C'est-ls une 

cons6quence bien connue du th6orbme de M. LEBESOUE d'aprbs lequel l ' int6grale 

~ t e n d u e  s an  ensemble infiniment peti t  est infiniment petite elle-m~me. De plus, 
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on montre par un raisonnement appartenant s rAnalyse classique que l'op6ration 

?l, a l'effet de transformer les fonctions continues en des fonctions admettant 

des d6riv6es premibres continues, et d'une fa?on g6n6rale, qu'elle transforme les 

fofictions admettant des dgriv6es continues des n premiers ordres en des fonctions 

qui en admettent jusqu'~ rordre n + ~. E n  effet, l'int6grale double donnant le 

rapport des accroissements 

?L.f(Xo + h, y)--2,.f(xo, y) 
h 

peu~ ~tre calcul6e par deux int6grations successives; en faisant abstraction �9 

un instant du d6nominateur hr~v,  o n a u r a  d'abord s calculer l'int6grale de la 

diff6rentielle f d  y le long du cercle de rayon r trac6 autour du point (x0, Y0)comme 

centre et puis int6grer par rapport ~ x de xo jusqu's  x0 + h. I1 vient de .1~ que 

la limite, pour h ~ o ,  c'est-s la d6riv6e de ~r f (x ,y )par  rapport ~ x  au point 

(Xo, yo) existe et qu'elle ser a fournie par l ' int6grale de la diff6rentielle f d y ,  prise 

le long du cercle de rayon r autour de (x0, Yo)comme centre, divis6e par r ~ ~. De 

m~me quant s la dgrivation par rapport s y, Lorsque la  fonction f (x ,  y) admet" 

des d6riv6es continues d'ordre n, les d6riv6es de m~me ordre de 9Jrf se calculent 

en interchangeant l'ordre de 1;int6gration e~ des diff6rentia~ions, c'est-s en 

appliquant l'op6ration ~/~ aux dites ddriv6es de f (x ,y);  par cons6quent, d'aprbs 

ce que nous ve'nons de r les d6riv6es d'ordre n de ~[~fadmettront des d6riv6es 

premieres continues3 

Pour appliquer ces rgsultats g6n6raux aux fonctions subharmoniques u (x, y) 

et pour voir l'effet particulier que produit l'op6ration ~ ,  lorsqu'on la fair agir 

sur de telles fonctions, il f a u t  montrer tout  d'abord que ces fonctions sont int6- 

grables s l'int6rieur de D, ou ce qui revient au m~me, qu'elles sont in tdgrables  

dans route aire circulaire, appartenant avec sa fronti~re au domaine / ) .  Soit K 

une retie aire, au Centre Q0 et au rayon r et supposons pour l ' instant que la 

fonction u(Q) air une Valeur finie au point Q0. Dans ce cas, l'int6grabilit6 de 

la fonction u(Q), semi-continue par hypoth~se, est une cons6quence imm6diate de 

ce que u est int6grable lin6airement sur tout cercle concentrique s  de rayon 

0 ~ r et�9 que de plus, la moyenne arithm6tique de u (Q), calcul6e pour ces cercles, 

1 Cf. E. LEVI, Sopra una proprietk caratteristica delle funzione armoniche, Atli el. R. Accademia 
dei Lincei, t. I8 (I9O9) , i ~ sere., p. IO--IS. Voir encore, pour eet ordre d'id6es, la contribution 
tr6s int6ressante de M. T. CARLEMAN dans: G. P•LYA U. G-. SZ]~GS, Aufgaben nnd Lehrs~itze aus 
der Analysis, Berlin, Springer, I925, t. I., p. 29I. 
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est  une fonct ion croissante de # pour  o ~ # ~ r. Or, l 'ensemble des points pour  

lesquels u (Q) est finie 6taut  par tout  dense duns D, route aire circulaire K int~rieure 

avec sa fronti~re ~ D fair pat t ie  d 'une aire du type particulier que nous venous 

de consid6rer. 

D u  raisonnement  qui pr6c~de il s 'ensuit  encore que Yon a par tou t  

(3) . (x, y) _-< ~r u (x, y) 

et que, d ' u n e  fa?on plus ggn4rale, 

(6) ?Ira U (X, y) ~ ~rl U (X, y) (r2 < rl). 

De plus, toute fouction subharmonique jouit d'une certaine esp~ce de continuit~ qui 
s'exprime par l'dquation 

(7) u (x, y) = lira ~r u (x, y). 
~ ' ~ 0  

En effet, i l  vient de l 'in6galit6 (6) que pour  r - ~ o ,  ~[,. u (x, y) v a v e r s  une limite 
�9 �9 �9 �9 

determlnee, finie ou infinie n6gative. Ce dernier cas ne pourra  se presenter,  

d 'apr6s  (5), que si u (x, y ) ~  - -  ~ .  Quand la valeur u (Xo, Yo) est finie on observera 

que, l a  fonction u (x, y) 6taut  semicontinue sup6rieurement, on a pour tout  r positif" 

arbi t ra i rement  choisi, 

(8) u (~, y) = < .  (~0, yo) + 

duns le voisinage du point  (Xo, Yo) et que, par cons6quent, on a aussi 

~. u (~o, y0) --< u (x0, yo) + ~ 

pour  r suffisamment petit. Compar~e avec (5), cette in~galit6 fournit  l 'dquation (7). 

~Iais on peut  aller plus loin. Tout  d'abord, il vient par  une application r6p6t6e 

de l'in~galit6 (6) que l 'on a 

et  en particulier 
~'~ ,, (~, y) ~ ~~ (~, u) (2-~ ~ 2-1). 

C'est:~-dire que les fonctions ~ u (x,y), d~pendant du p a r a m ~ r e  r, d6croissent 

avec r. J e  dis que l 'on a 

(9) u (x, y) = lim 9~ u (x, y). 
r - - * 0  

Cela ce vdrifie de la m~me mani~re que l '~quation (7)- D 'une  part, il vient par  

une i terat ion de l'in6galit6 (5) que 
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(x, .v) =< - (x, y). 

D'autre  part,  les ?/~' u (x, y) allant en ddcroissant avec r, ?1~' u (x, y) ira vers une 

limite ddterminde, finie ou infinie ndga t ive .  Ce dernier cas ne pourra se presenter,  

d 'apr~s (8), que si u (x, y ) = -  oo. Quand la valeur u (Xo, Yo) est fin;e, l 'in6galit~ 

(8) est valable  duns un certain v0isinage du point  (Xo, Yo) et ron  pourra supposer 

r suffisamment pet i t  pour que le calcul de ?l~ u (x0, Y0) s 'effectue sans qu'il faille 

sortir  de ce voisinage; il s 'ensuit  que l 'on a aussi, pour  r suff isamment petit, 

(ii) (Xo, y0) < u (xo, y0) + 

Or, l '4quation (9) est une consequence immediate  des in4galit~s (IO) et (I I). 
Posons,  pour simplifier l '~c r i tu re ,  

(x, y) = u (x, y); 

alors le fair essentiel qui ressort  des considerations pr~c~dentes e ' e s t  qu'il existe 

des fonctions un (x, y), aubharmouiques et continues aiusi que leurs d6riv6es des deux 

~remiers ordres, qui w n t  en d6croissant vers la fonction u (x, y). En rdalitd, ces 

fouctions ne sont pas d~finies pour  le domaine tout  entier; 'cependant les ensembles 

pour  lesquelles nous les avons d~finies vont  en croissant vers D et ce la  nous 

suffira pour  le but  que nous porsuivons. 1 

Les fonctions u~ (x, y) donnent  lieu b~ des fonetions d 'ensembles ~n (e), d~finies 

par  l ' intdgrale de dun~2 z dtendue sur l 'ensemble e. Ces fonctions d 'ensemble 

sont 4videmment additives; pour  en conclure qu'il en est de m~me quant  s la 

fonction d 'ensemble t~(e), correspondant  ~ la loner;on u(x,  y) et ddfinie par  l '~qu a- 

t ;on (4), il nous faudra  faire voir que, duns un certain sens que nous allons 

pr6ciser, la fonction d 'ensemble /~ (e) est la limite des fonetions d ' ensembles /~  (e), 

Pour  cet effet, consid~rons un anneau A intdrieur avec sa fronti~re au  domaine 

D et pour  cet anne~u, formons les meilleures majorantes  harmoniques  U(x,  y), 

U~ (x, y) des fonctions u (x, y), Un (x, y). D'apr&s le paragraphe 2 ~ de notre premier 

m~moire, les U~ tendent  en ddcroissant vers la fonction U et comme ces fonctions 

sont harmoniques,  la convergence est uniforme s l ' int4rieur de l 'anneau A et cela 

1 Cf. pour uu artifice analogue, T. RAD6, Remarque sur les fonctions subharmoniques, Comptrs 
Rendus de l'Acad~mie d. Sc., Paris, t. I86 (I9Z8), p. 346--348. M. RAD5 se serf des carr~s au lieu 
des cercles, ce qui revient au meme autant qu ' i l  s 'agit d'une analyse des fonctions subharmoniques 
continues; mais les suites analogues ~ (uu)  que l 'on obtient de cet te  sorte, manquant d'6tre mono- 
tones, elles ne conviennent pus pour l 'analyse du cas g6n6ral. 

4 4 -  29643. Acta mathematica. 54. Imprlm6 le 12 juillet 1930. 
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non seulement pour les Un et leur limite /7, mais aussi pour les ddriv~es de ces 

fonctions. " I1 s 'ensuit que si l 'on d~signe respectivement par I e t  I (~) les int~gra- 

les du type rant  de fois consider6 correspondant 's l 'anneau A et aux fonctions 

u et un, on aura  aussi 

I (~) --* I.  

Ce r6sultat s'dtend, par addition, s t ous l e s  systbmes compos6s de figures G comme 

nous les avons envisag6s; c'est-s que l'on a, avec une notation 6vidente et 

pour tout  tel systeme, 

(I2) I~)--~ I~2. 

Oela 6f~nt, envisageons uu ensemble ouvert e o, intdrieur avec sa fronti6re 

au domaine D. Soit ~ (e0) la masse exf~rieure correspondant s l 'ensemble eo, cal- 

culde conformdment s la d~finition pos6e au paragraphe I ~ e'est-'s la borne 

infdrieure des quantit~s /z (e) correspondant aux ensembles ouverts e comprenant  

e 0 ainsi que sa fronti~re. Supposons que /z(eo)=~(eo), c'est-'~-dire que, avec rex- 

pression ' adoptde au paragraphe I ~ l 'ensemble e 0 soit r~gulier par rapport  ~ la 

fonction d'ensemble /~(e). ~ Je  dis que, sous l 'hypoth~se faite, on a ,  

, n  (eo). 

En effet, l 'hypoth~se fai te nous assure que, pour e positif arbi trairement choisi, 

il y en a des ensembles ouverts e, comprenant  e o ainsi que sa fronti~re de sorte que 

(e) < (eo) + 

Soit ~ un tel ensemble. Envisageons un syst~me de. figures Gz comprises en 

8, ext6rieures l 'une "~ l 'autre et en tourant  dans leur ensemble l 'ensemble e o. Alors 

la quantitd I1., qui y correspond sera comprise entre /z(e0)et/~(eo)q-~. D'autre  

part,  d'apr~s la d6finition de /~(e), on pourra trouver un syst~me du m6me type 

{Gk}, compris darts eo et tel que la quantit6 I1~ qui y correspond soit plus grande 

que #(eo)--~. Ddsignons enfin par I~) et /=~) les qua~tit~s analogues qui corres- 

"pondent aux syst~mes (Gk} et ((~} et aux fonctions u,~(x,y). Alors l '6quation 

(I2) nous assure que l 'on aura aussi, pour n suffisamment grand, 

, < ) < (e0) + 

et eomme, d 'autre  part,  

Observons que sons cette forme, la d~finition des ensembles r~guliers ne d~pend point de  
l'additivit~ do la fonction d'ensemble /1 (e). 
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I~) =< ~,, (eo) ---<- Z~ ~ 

il vient que, pour n suffisamment grand, 

(e0)--* < ~ (*o) ----< g (*o) + *, 

c'est-s que 
t*, (eo)--4 g (eo), c . q . f . d .  

Voici une consequence imm6diate de cette 6quation. La  fonction d'ensemble 

#=(e) 6tant additive, on a pour deux ensembles ouverts quelr e 1 et e~ 

et cette relation s e  conserve s la limite. Par  consdquent, si les ensembles e 1, 

e~, e 1 + e~, e~ e~ sont r~guliers par rapport  '~ /~ (e), on aura aussi 

+ , = ,  + + , 

II s 'agira de d6montrer que cette ~quation subsiste dans le cas gdn6ral. Pour  cela, 

d~signons par t u n e  variable positive et soit e~ 1) le sous-ensemble de el, form~ par l es 

points dont  la distance de la frontibre est plus grande que t; soit el2) le sous- 

ensemble analogue de e2 et envisageons encore les ensembles e?)+ e~ 2), e~ 1) e~ 2). Le 

raisonnement  gdn6ra l  concernant les vari~t~s monotones d'ensembles et, fair au 

paragraphe I ~ 6 r a n t  valable pour les ensembles envisages, il s 'ensuit  que tous 

ces ensembles sont r~gullers par rapport  ~ tt(e), sauf peut-Stre ~ une infinit6 

ddnombrable d 'entre eux. Donc on pourra faire aller t vers z~ro de sor~e que 

les ensembles correspondant aux valeurs parcourues soient  r6guliers, et comme 

la fonction ~t (e) est continue inf6rieurement, les valeurs respectives de g (e) iront  

vers les limites" # (el) , tt (e~), ~t (e I + e~) et /t (et e~).' On en conclut que l '~quation 

13) est valable sans exception; c'est-s que l 'additivit~ de la fonction d'ensemble 

/z (e) est d~montrde. 

Etudions enfin la relation qui existe entre la fonction u (x, y) eL le po~entiel 

de la couche - - / t  (e), "form6 pour un ensemble ouvert E int6rieur avec sa fron~i~re 

au domaine D. Supposons encore pour l ' ins tant  que l 'ensemble R soit r6gulier 

par rapport  s tt(e). 

continue dans ~ ,  

Dans ce cas on a, pour f~ute fonction f ( P )  uniform~ment 

E E 
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En effet; 

sommes 

si l'on d6compose E en des ensembles r6guliers e, et l'on forme les 

m 

(I ~) Z f(Pk)I~. (ek), ~, f(P~) l* (e~). 
k=l k=l  

/)k appa14enant s ek, la premiere de ces sommes tend vers la seconde pour n--* or 

Or la diff6rence entre les int6grales envisagdes et les sommes respectives est,, 

en module, inf6rieure ou 6gale s la plus grande des oscillations de f (P) sur les 

ensembles ek, multipli6e respectivement par #~ (E) ou/~ (E). Comme/*,~ (E)--*/* (E) et, 

comme, d'autre part, on peut choisir les ensembles ek de sorte que les oscillations 

en question soient aussi petites que l'on voudra, il s'ensuiL que l'on pourra ap- 

procher ind6finiment les deux intdgrales par des sommes (I 5) et cela uniform6ment, 

par rappor~ ~ n; la relation (I4) en d6coule imm6diatement. 

Envisageons maintenant les potentiels des couches =-/,,~ (e) eL - - /~  (e), form6s 

pour l'ensemble E, 

Nous allons montrer que 

(i7)  rU" (X,y). 

En effet, il vient des r~gles ggngrales concernant  les int6grations successives que 

les int6grations en (I6) et l'op6ration 9~ peuvent ~tre interchang6es de sorLe que 

les fonctions 9~ru* et 9~ru* pourront ~tre calculdes en rempla~ant log P Q par 

l a  foncti0n que l'on obtient en y appliquant l'op6ration 2~. Or cette fonction 

?I~ log / )  Q 6Lant continue par rappol4 aux points variables P e t  Q, la formute (14) 

pourra ~tre appliqude et fournira la relation (I"7) qu'il fallait d6montrer. 1 

Cela grant, nous sommes s m~me de comparer la fonetion subharmonique 

donnde u (x, y) all potentiel u*(x, y). Pour eela, envisageons les fonctions 

h(x,v)=u(x,v)--u" 

La relation (17) eL la relation dvidente 9.I~un-~9~ru donnent q u e  

t En  r6alit6 on ~ aussi  

r (x, y)---> u* (x, y) ; 
U n 

cela vient  imm6dia tement  des consid6rations qui  suivent.  
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?2~ h,~ (x, y)-* ?l~ h (x, y). 

Or les fonctions h~(x, y) ~tant harmoniques dans E (d'apr~s la th~orie elassique 

du potentiel), on a 

~ h. (x, u)= h. (x, u) 
e~ par consequent 

h. (~, u )~  ~ h (~, u). 

Cette relation est valable ind6pendamment de r ~ condition que r reste plus petit 

que la distance du point (x,y) de la fronti~re de l'ensemble /i:. Donc ~rh(x,y) 
ne ddpend pas de r, ce qui p e m e t  d ecrlre 

~r h (x, y )=  h" (x, u). 

D'autre par~, on eonclut de la relation (7) et de la relation analogue eoncernant 

la fonetion subharmonique u ~ (x, y) qu'une ~elle relation est valable aussi pour la 

fonetion h (x, y)-~ u (x, y) --  u" (x, y), en tout point (x, y) tel q u e  l'une au moins des 

valeurs u (x, y), u" (x, y) est finie. C'est-s que l'on a pour tous ces points (x, y) 

(I 8) h (x,y) =h" (x, y) -~ !~r h (x, y) ~-- ?1~ h" (x, y), 

l'dgalit6 des deux dernlers membres s'ensuivant par intdgration de celle des deux 

premiers. De plus, la fonction h ~ (x, y ) =  ?~r u (x, y)--2~ u" (x, y) ~tant continue et la 

relation (I8) ~tant valable presque partou~ dans l'ensemble E, il s'ensuit que l'on 

a partout dans eet ensemble 

h" (x, y)-~ ~ h" (x, y) 

et cette relation nous assure, par un th~or~me bien connu, q u e l a  fonctiou 

continue h * (x, y) est harmonique en tout point de l'ensemble E. 

En r6sum~, la diffdrence 

. (x, u)-~" (~, y) 

est dgale s la fonetion hamonique  h" (x, y) en tout point de l'ensemble E, except6 

ceux pour lesquels eette diffdrence n'a pas de sens, les deux termes devenant 

infinis ~ la fois. C'est-~-dire que, dans E, le potentiel u" (x,y) admet une valeur 

finie ou infinie ndgative en m~me temps que la fonction u (x, y) et c'est le premier 

cas qui se prdsente presque partout dans E, donnant lieu s la relation 

(x, y) = u" (x, y) + h" (x, Y), 

off h ~ (x,y) est unr foneti.oa ha.rmonique, san~ exception~ d~ns !'ensemble E. 



350 Frederic Riesz. 

Enfin lorsque l 'ensemble E n'est  pas r6gulier par rapport  s la fonc~ion 

d'ensemble /~ (e), on n 'aura  qu's envisager un ensemble rdgulier E 0 dont  E fair 

partie et former le po~entiel u~ (x, y) et la fonction harmonique h~ (x, y) ~- u (x, y) - -  

- -u~(x ,y)  qui correspondent s l 'ensemble E 0. Alors, d'apr~s ce que nous venons 

de voir au paragraphe pr6c6dent, la diff6rence 

h" (x, U) - -  y ) =  (x, y) - -  u" (x, y), 

potentiel de la couehe donn6e par/~ (E e)--/, (E o e), sera harmonique dans l 'ensemble 

J~, vide par rapport  s cet~e couche. .  I1 s 'ensuit  que la fonction h* (x, y) est har- 

monique elle-m6me, ce qu'il fallait  prouver. 

En r6sum6,, 6non~ons notre th6or~me principal: 

Toute fonction u(Q) subharmonique dans un domaine D donne lieu ~ une fonc- 

tion d'ensemble # (e), positive, monotone, additive et continue infdrieurement, ddfinie 

pour les ensembles ouverts intdrieurs ainsi que leur fi'onti~re au domaine D et cela 

de sorte que l'on ait pour tout ensemble ~ du type considdrd 

u(Q)-~ f l o g / )  Qdl~ + h(Q) 

la fonction h( Q) dtant harmonique en tout point de l'ensemble ~E. 

Observons encore que ce th6or~me g6n6ral renferme entre autres un th6or~me 

616men~aire sur les singularit~s des fonctions harmoniques,  ~tabti par BSCHE~ 

en 1903 et retrouv6 il y a quelques arts par M. PICARD. 1 Ce th~or~me di~ 

qu'une fonction harmonique dans un domaine D ~ l'exception d'un point P dans lequel 

elle devient infinie de signe ddte~nind, est ndcessairement de la forme 

c log r + h (Q) (r ~- P Q). 

En effet, en supposant par exemple qu'il s'agisse d 'une infinie n6gative, 

n o t r e  fonction est subharmonique sans exception dans D, si bien que le th6or~me 

g6n6ral y pourra 6tre appliqu6. D'autre  part, la fonction 6rant par tout  harmoni- 

que "~ l 'exception du point P, /~ (e) s 'aunulera saul  lorsque P appart ient  & e et 

t M. B6CHER, Singular points of functions which satisfy partial differential equations of 
the elliptic type, Bulletin American Math. Society, t. 9 (1903), p. 455--465.; E. PICARD, Deux 
th~or~mes 61~mentaires sur les singularit~s des fonctions harmoniques, Com2)tes t~endus de l'Aca- 
demie d. Sc., Paris, t. 176 (1923), p. 933--935. Cf. encore O. D. KELLOGG, On some theorems 
of BScher concerning isolated singular points of harmonic functions, Bulletin American Math. Society, 

t .  32 (1926), p. 664--668,  
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pour tous ces ensembles, /~ (e) aura la m~me valeur c, ce que l'on pourra aussi 

exprimer en disan~ que la masse totale 6gale ~ - - e  est concentric au point P. 

Le th~or~me s'ensui~ d'une mani~re 6vidente. 

Qu ' i l  me soit permis d'attirer encore l 'attention, sans entrer dans les ddtails, 

une cons6quence importante de notre th~or~me principal; c'est qu'il entr'ouvre 

la vole pour une analyse de l'allure infinit~simale des f.onctio~s subharmoniques, en 

r6duisant cette analyse s celle du po~entiel logarithmique; en effet, s ce point 

de rue, l a  fonction harmonique additive ne compte rien. 

5. Seconde d~monstration du th~or~me principal. 

Nous allons indiquer sommairement une autre dgmonstration de notre th~or~me 

principal, ayant l'a~antage de ne pas exiger l'~tude des relations qui existent entre 

la fonction d'ensemble /~ (e) et les anneaux qui nous serviront s l'6valuer. ]~[ais 

en 6change, la m6thode que nous allons indiquer sera moins directe que l'autre; 

c'est par l'interm6diaire des fonctions auxiliaires u,(x, y) et des fonetions d'en- 

sembles #~ (e) qui y correspondent que nous construirons la fonction d'ensemble 

~e (e) et au lieu de d6montrer la convergence de la suite /~ (e), convergente en 

r~alit6 comme nous venons de le voir, nous nous contengerons d'affirmer l'existence 

d'une suite par~ielle con~ergente. Pour  cet effet, nous nous reportgrons au 

principe g6n6ral que voici. 

Supposons donn6e une suite de fonctions ~n (e) d'ensemble ouvert, positives, mono- 

tones, continues inf6rieureme, t et additives ~, d~finies ~oour tousles ensembles ouverts 

int6rieurs avec leur fronti~re au domaine D, ou encore, d'une facon plus g6~6rale, 

admettons que i~n (e) soit seulement ddfinie ~ partir d'un certain rang n, variant avec 

l'ensemble e. Supposons de plus que, pour chaque ensemble e, la suite i~,~ (e) reste 

inf6~ieure ~ une borne finie, cette borne pouvant d'ailleurs varier d'une mani~re 

quelconque avec l'ensemble e. Dans ces hypotheses, la suite I~,(e) admet une ou 

1 Cela Veut dire quc !cs /~n (e) satisfont aux hypotheses I) ---4), pos~es ~ la t~te d o paragraphe 
I~ Observons que l"hypoth~se 3), exigeant la continuit~ inf6rieure, n'est pas esscntielle; en effet, 
si cette hypothese n'4tait pas remplie pour une fonction d'ensemble ~u(e)satisfaisant aux autres 
hypotheses, la fonction d'en~emble /~*(e) ddfinie comme la limite sup~rieure des quantitds /~(el) 
form6es pour tous  les ensembles ouverts el appartenant $t e ainsi que leur fronti~re, satisfait aux 
hypotheses I ) - -4)  ct d'autre part, / i ( e ) = / z *  (e) pour tout ensemble r~gulier par rapport ~ /~* (e). 
C'est" par cette raison que 1'on pourrait supprimer l'hypoth~se 3) dans les pr~misses, tout en la 
maintenant dans la conclusion. D'ailleurs, le passage de /z(e) ~ /~*(e) est analogue a celui par 
lequel nous passcrons tout ~ l'heure, dans le texte, de ~o (7~) ~ p (e). 
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plusieurs limites g(e); eela veut dire qu'il existe dessuites partielles ~t (n) (e) tendant 

vers une fonction d'ensemble ls (e), positive, monotone, continue infdrieurement et additive, 

et cela pour tout ensemble ouvert e r6gulier par rapport h # (e). 

Ce principe se ddmontre de la mgme manibre que son analogue pour les 

fonctions d'intervalle,  compris "en substance dans un th6orbme bien connu de 

~I. H~.LLY. Envisageons et d6signons par z ceux de nos ensembles e qui sont 

limit6s par un ou plusieurs polygones don t  les sommets aleut des eoordonn6es 

rationnelles; comme ces ensembles z font  une infinit6 d~nombrable on pourra tirer, 

de la suite des ~tn(ei, une suite partielle /t(") (e) convergeant, pour chacun des 

ensembles z ,  vers une limite finie et d6termin6e ~t o (~) d6finissant, pour les en- 

sembles ~, une fonction d'ensemble positive, monotone et additive. Cela ~tant, 

on d6finira la fonction d'ensemble g(e), pour chaque ensemble ouvert e, en la 

posant  6gale ~ la borne sup~rieure des quantit6s go (~r) form6es pour tout  ensemble 

int6rieur avec sa fronti~re ~ l 'ensemble e ou ee qui revient au m~me, en la 

posant dgale ~ la limite, 6videmment existante et univoquement  d6termin~e, des 

quantit~s ~t o (~r) ~orm~es pour des ensembles z allant en croissant vers l 'ensemble e. 

II  vient imm~diatement de cette d6finition de la fonc t ion  # (e) que cette fonction 

d'ensemble ouvert  est positive, monotone, additive et continue infdrieurement. Pour  

faire voir que la suite g(n) (e) converge vers g ( e ) p o u r  tout  ensemble r~gulier, 

soit e o un tel ensemble, e~ an  autre ensemble ouvert, comprenant  e o ainsi que sa 

frontibre et choisi de sorte que /s (e~)</t(eo) + e, e d6signant une quantit6 positive 

arbi trairement petite, donn6e d'avance. Soit ~ un de nos ensembles polygonaux 

construit  de sorte qu'il  soit eompris de mgme que sa fronti~re dans l 'ensemble 

e I et que d 'autre  part  e o et sa frontibre en fassent partie. Alors on aura 

6videmment 
(eo) --< ~o (~ , )  < ~ (%) + ~. 

Soit de plus ~ un de nos ensembles polygonaux, compris avec sa frontibre en 

eo et choisi de :sorte que 

. o  ( ~ )  > ~ (eo) - ~: 

Alors en rappelant  que ~t(n)(~r)--*~to(Z), on volt que l 'on aura  aussi, ~ part ir  d'un 

cer ta in  rang n, 

. (%) - ~ < ~(~)(~)  _-< ~(")(eo) ---- ~(")(~,)  < ~ (%) + ~; 

on  en conclut que #(")(eo)-~tt(eo), ce qu'il fa l la i t 'prouver .  

Pour  que le principe de choix que nous venous d'6tablir puisse 6tre appiiqu6 

aux fonetions d'ensemble /t,(e) du paragraphe pr6e~dent, correspondant aux fonc- 
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s X tions un (x, y) ---- 9~1/, u ( , y), rappelons que la fonction d'ensemble/~n (e) 6fair fournie 

par l'int~grale de Aun/2 z ~tendue ~ur l'ensemble e e t  que, par cons6quent, cette 

fonction d'ensemble remplit les hypotheses pos6es s la t~te de notre principe, I1 

ne nous reste qu'une seule hypoth~se s vdrifier, savoir que, pour chaque en, 

semble e, la suite /~,, (e) est bornde sup~rieurement. Or cornme chaque ensemble 

e pen t  ~tre couvert compl~tement par un hombre fini d'aires circulaires, il suffira 

de vdrifier notre hypoth~se pour de teUes aires. Envisageons l'int4rieur d'un 

cercle de c e n t r e  (Xo, Y0) et de rayon ro; pour eet ensemble, 1.a valeur de /~, (e) 

s'obtient en considdrant comme fonction de log r la valeur moyenne I .  (r) de la 

fonction un(x,y), calculde sur les eercles au centre (Xo, Yo) et de rayon r; /~,~(e) 

n'est que la d~riv~e de cette fonction pour r----r o. Par  eonsdquent, en choisissant 

un rayo n r 1 < r0, la quantit~ #~ (e) ne pourra d6passer la valeur du rappor~ 

log r~ -- log ro 

Or, ce rappor~ allant, pour n ~  oo, vers le rapport analogue correspondant s la 

fonction u (x, y), il devra res te r  inf6rieur g une borne ne d6pendant pas de n; 

il s ' en su i t  qu'il en sera de m6me pour les quantit6s /~(e). ~ Par  cons6quent, il 

est permis d'appliquer notre principe de ehoix aux fonctions d'ensemble #~(e) et 

d'en tirer de ce~te sorte une suite partielle /~/~)(e) allant vers une fonction d'en- 

semble /~ (e), positive, monotone, additive e t  continue inf6rieurement et cela pour 

tout ensemble e r6gulier par rapport s /z (e). 

La d6monstration du thgor~me principal s'ach~ve comme au paragraphe 

pr6e6dent, en par~ant de la formule (I4); on n'aura qu's remplacer la suite/~,~(d) 

par la suite par~ielle choisie ,u (~) (e) et les fonetions u~(x, y) par celles d'entre 

elles qui correspondent ~ la suite ehoisie. 

5. Representat ion de u(x,y) moyennant  la fonetion de Green. 

On salt que sous certaines conditions de r~gularit~ impos~es au domaine 

D et s la fonction f (Q)=f(x ,y)  d~finie daus ce domaine, l'intdgrale 

1 On aurai t  p u  aussi  s 'en rappor te r  ~ un  th~or~me d 'une ~vidence immediate  que je ne 

me rappelle pas  d 'avoir  rencontr6 dans  les traitds d 'Analyse.  Ce th~or~me dit ,  en  substance,  que 

route suite convergente de fonct~ons cont'exes peut dtre ddrivde terme h terme. D'une  fa~on precise, 

lorsque les fonctions fn(x), convexes dans l ' interval le  (a,b), t endent  vers une fonction l imite f(x),  
on a pour  a < x < b  

f'_=< li~ s lira s  -<_f+. 

45 --  29643. Acta mathematica. 54. Imprirn6 l e  12 juillet 1930. 
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27~ 
D 

form~e avec la fonction de Green G (P, Q)=  G (~, 7; x, Y) c0rrespondant au domaine 

D et avec le laplacien J f = ~ ' x  +f~y, reproduit la fonetion f (x ,  y) ~ . h e  fonetion 

harmonique additive h(x,y)pros et que la difference f(x, y)--h(x,y) s'annule sur 

la fronti~re de D. La question se pose sous queUe forme et darts quelles con- 

ditions g~n6rales, cette relation s'dtend aux fonctions subharmoniques. 

SoR u(Q)-~u(x,y) une fonction subharmonique dans le domaine D et soit 

t~ (e) la fonetion d'ensemble qui y Correspond par la notation adoptde. Env i sageons  

l'int~grale gdn4ralis~e de StieRjes 

(I) v(Q) = f G(P, Q)d#, 
a ]  

- D 

off l 'intdgration se fair .par rappor~ s P et 0fi l'on ddfinit l'int4grale dtendue 

D comme la limite des int~grales 

(2) Vk (Q) : f G (1) Q) d~, 1 
t ]  

Ek 

ies ensembles ouverts Ek allant en croissant vers le domaine D. Comme la 

I 
diffdrence G (P, Q ) - ! o g ~ - Q  est harmonique par rapport ~ _P ainsi que par rap- 

.port s Q, l'intdgrale (2) existe pour presque tout point Q de D et ne diff~re de 

--u(Q) que par une fonction harmonique en Ek. Les ensembles Ek allant en 

croissant vers le domaine D~ les fonetions vk(Q) iront aussi en croissant et il 

en sera de m~me- quant aux fonctions hk(Q)-~vk(Q)§ u(Q), harmoniques dans 

les Ek. Or, d'apr~s le th~or~me de HXRNACK, il n'y a que deux cas qui pourront 

se presenter;  ou bien ces fonctions hk(Q) tendent vers une fonction limite h(Q) 
harmonique dans D, ou bien elles croissent au dels de route limite. C'est seule- 

ment dans le premier des deux e a s q u e  l'intdgrale (I a u n  sens e t  1'on a, dans 

co ca, s~ 

(3) v (Q) : h (Q) - u (Q). 

On montre par un raisonnement fa.milier que la limite des intggrales (2), c'est 

dire la fonction v (Q) ne d~pend pas du choix particulier de la suite des Ek. 

' ~ L'int~grale (2) elle-m~me est d~finie de la m~me fa~on que le potentiel .  
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Voici maitenant une condition n6cessaire pour que ce soit le premier cas 

qui se pr6sente, c'est-s pour que l'int6grale (I)'existe. La fonction G(P, Q) 

et la fonction d'ensemble /, (e) 6rant non-n6gatives, il en sera de mSme quant s 

la fonction v(Q). Compar6 ~ (3), cela nous dit que 

u(Q)<=h(Q) 

c'est-k-dire qu'il existe une fonction harmonique supdrieure ~ la fonction u (Q) dans 
le domaine D entier. 

s allons montrer que cette condition n6cessaire est aussi suffisante. Suppo- 

sons qu'elle soit remplie et soit H(Q)=H(x,y) une fonction harmonique sup~- 

rieure ou 6gale s la fonction u(Q) dans tout le domaine D. Pour  prouver l'exis- 

fence presque partont de la fonction v(Q) 4~finie par l'int~grale (I), nous aurons 

s mon~rer, conformdment s la d~finition de l'int~grale (I), que la suite des fonc- 

tions vk(Q) ddfinies par l'intdgrale (2) et allant en croissant avee k reste born~e 

presque partout e n  D. Or c'est une consequence immediate de l'in~galit6 

(4) f G (_P, Q) dlz <= H ( Q ) -  u(Q), 
E 

valable pour chaque ensemble E du type consid6r6 e~ que nous allons v6rifier. 

0bservons d'abord, que ehaque ensemble E faisanV partie d'un ensemble E 

r6gulier, nous pourrons supposer, sans restreindre la g6n6ralit6, que l'ensemble 

E envisag6 soit r6gulier. Cela 6rant, soit D' un domaine compris avec sa fron- 

fibre en D et comprenant l'ensemble E ainsi que sa fronti~re; supposons de plus 

que D' soit choisi de sorte que l'on puisse y appliquer les m6thodes classiques 

de la Th6orie du potentiel et que, eu pal4iculier, il y corresponde une fonction 

de Green G' (P, Q) s'aunnlant d'une fagon continue sur la fronti~re de /)'. On 

pourra par exemple supposer ..clue le domaine D" soit la r6union d'un nombre 

fini d'aires circulaires, l~eprenons les fonctions u,(Q)=9.1~/nu(Q) dont nous nous 

sommes servis auparavant et les fonctions d'ensemble/~,(e) qui y correspqndent, 

en supposant que I/n soit inf6rieur ~ la distance de D' de la fronti~re de D;  de 

cette sorbe les fonctions us (Q) et leurs d6riv6es des deux premiers ordres seront 

continues dans D', y compris sa fronti~re et m6me un peu au del l  de cette 

fronti~re et l'on ponrra y appliquer !a th6orie r D'apr~s cette th6orie, 

1~ fonction d6finie par  !'int6gr~le 
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(5) V'(P, Q)d#,,- 2~ 
D' D'  

ne diff6re de u,(Q), dans le domaine D', que par une fonetion harmonique h~ (Q) 

admettant "s la fronti6re de D' les m6mes valeurs que la fonetion u~ elle-m6me. 

Comme 
. U " 8 H u~(Q)--~g~/~ (Q)~?/1/,, (Q)=It(Q), 

on aura aussi, dans le domaine D', 

h,(Q)<H(Q). 

D'autre part, u~(Q)>=u(Q); par consgquent, on a 

h,, (Q)-u,~ (Q) <= H(Q)- u (Q), 

e'est-s que, en aucun point Q de D', la valeur d e  l'int4grale (5) ne surpasse 

la diff6rence H(Q)-u(Q). I1 s'ensuit que 

p 

. 2  l /  
E D' 

Pour en passer ~. l'in~galit~ (4) qu'il nous faut v6rifier, on pourrait s'en 

rappo~+~er aux relations, aisdes s prouver, 

f G(P, Q)d#n~ f G'(P, O)dt,--, f G(P, Q)dtt, 
lg E 1?, 

correspondant respectivement s n--* or e~ ~ / ) ' -~D,  cette derni~re relation en- 

tralnant la relation G' (P, Q)--* G (P, Q).I Cependant eomme c'est seulement une 

in6galit~ qu'il s'agit de v6rifier, on pourra aussi" se tirer de l'affaire par le raison- 

nement moins precis qui suit. Ddsignons par G(P, Q;v) ]a fonction ~,gale 

G (P, Q) parlour off la valeur de cette fonction ne surpasse pas le hombre v et 

~.gale ~r v ailleurs et soit G'(P,  Q;v) la fonction analogue attach6e ~ G'(P, Q); 

�9 alors on aura, avee des notations ~videntes, 

C'est  prdcis6men$ de eette sorte que l 'on d6finit la fonction de Green pour les domaines 
D de type g6n~ral, 
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~(Q)-u(Q)~ f o'(P,Q)a,.>= f 
E E 

G'(P,  Q;v)d~,~--* 

- , f  G'(P,Q;~)d~-, f G(P, Q;v)dl~. 
B E "  

En effe~, les deux passages s la limif,~, sont l~gitimes, le premier comme la fonction 

G'(P, Q;~) est .continue et le second puisque la convergence de G'(P, Q;v) vers ~ 

G (P, Q; v) est monotone et m~me uniforme dans l'ensemble E. Par  consgquen~ on a 

f G(P, Q; v ) d l ~ H ( Q ) - - u ( Q )  
E 

e~ comme le premier membre ~nd,  pour v--* '~,  vers le premier membre de (4), 

cette derni~re indgali~ se trouve v~rifige. 

Ainsi nous avons ddmontr~ le thdor~me suivant: 

Pour que la fonctlon u(Q), d~finie et subharmonique dans le domaine D, puisse 
~tre reprdsentde moyennant la fonetion de Greeu G (P, Q) de ee domaine sous la forme 

u (Q) = - f a (P, Q) d .  + h (q) 
D 

oft # (e) est une fonction d'ensemble positive, monotone, additive et continue inf&ieure- 
ment, ddfinie pour les ensembles ouverts e int&ieurs avec leur fronti&e au domaine 
D et oft h(Q) est une fonction harmonique dana D, il faut  et il suffit qu'il existe 
une fonction harmonique supdrieure ~ la fonction u(Q) dans tout le domaine 1). 

Ajoutons enfin que la fonction harmonique h(Q) figurant clans la reprdsenta- 
tion n'est que la plus petite parmi les fonctions harmoniques sup&ieures dans D ?t 
la fonction u (Q).~ En effet on a,  d'une pan, u (Q)=< h (Q) et d'autre pan,  d'apr~s (4), 

h(Q)-u(Q)+ f e(P, Q) d~ <=u(Q) + H(Q)--u(Q)=H(Q), 
D 

off H(Q) ddsigne l'une queleonque des fonetions harmoniques en question. 

x L'idde de la plus petite fonction harmonique h (Q) sup6rieure ~ la fonction subharmonique 
u (Q) daus le d0maine ent ier  D ne devra pas fitre eonfondue avec celle de la meilleure m a j o r a n ~  
harmonique, l 'al lure des fonetions u (Q) et  h !Q) sur  la fronti~re de D n 'd tan t  soumise ~ aueune 
hypoth~se. 
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D'ailleurs la fonction h (Q) pourra ~tre caractdris$e, sa~s faire appel ~ la reprd-" 

sentation de u(Q), comme la borne supdrieure des meilleures majorantes harmoniques 

de u(Q) fortunes pour les domaines D' ou ce qui re,dent au mg~me, comme la limite 

de ces meilleures majorantes lorsque le domaine D' tend en croissant vers le domaine 

D. En effet, la meilleure majorante harmonique formde pour D' variera aussi 

en croissant et eomme elle ne pourru jamais surpasser aucune des fonctions H(Q), 

elle tendra vers une fonction harmonique h'(Q)~=H(Q). D'autre part, il est 

~vident  que la fohction h" (Q) est elle-m~me une H(Q). Par consequent, elle n'est 

que la plus petite parmi ces fonctions, c'est-s que h ~ ( Q ) ~ h ( Q ) e t  c'est 

pr~cisdment ce qu'il fallait d~montrer. 

Pour illustrer ces r~sultats, essayons de les appliquer ?~ la fonctlon subhar- 

monique u (x, y) = log ]f(x + iy)] : log ] f(z)], .f(z) d~signant une fonetion holomorphe 

dans le domaine D. La couche /* (e) qui y correspond, se compose 4videmment 

des masses ponctueiles plac~es dans les z4ros de la fonction f(z) et dgales, an 

signe pros, ~ la multiplicit~ des z4ros respectifs. Soient ~, ~ , . . .  ces z4ros, compt4 

chacun avec sa multiplicit4; alors l'int4grule (~) correspondant au cas envisag~ 

pourr~ &re raise, avec une notation ~vidente, sous la forme 

(6) f o 
k 

Done, par le th~or~me d~montrd, la convergence de la sdrie (6) est dquivalente 

s l'existence d'une fonction hamonique  U(z) sup4rieure ?~ la fonction log lf(z) I. 

or ,  l'existence d'une telle fonction est en m~me temps une condition ndcessaire et 

suffisante pour que la fonction f(z)  puisse ~tre raise sous la forme 

f ( z )  = (z) (z), 

produit de deux fonctions holmo~Thes qD(z)et ~p(z), dent la premiere est suppo,~e 

'd'Otre born~e et la seconde de ne pas s'annulr dans le domaine D. En effet, lorsqu'il 

e n e s t  ainsi, on a 

log If( ) I =< log + log 

et e'est pr~cis~ment une fonction harmonique qui figure au second metal)re. In- 

versement, en supposant la condition remplie, posons 

q) (z) = e v (z) +, v (~) ,'9~ (z) ~- f (z)/ ~ (z), 
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r ( z )  d~signan~ la con.iug~e de U(z); alors on aura  I~  (z)l --< ~ et , ( z ) n e  s ' a n n u l e =  

pas dans le domaine D. Ajoutons  que si l 'on prend, en particulier,  la plus pet i te  

parmi les fonctions U(z), la fonct ion ~0 (z) sera telle que log [~ (z) l est repr6sent6e 

par  la s6rie (6), ou c e  qui revient  au mgme, on aura, h. un fac~eur arbi~raire de 

module I prbs, 

= H 
k 

off nous avons posg 

V d6signant la fonct ion conjug~e s G. 

Quand 1) est le cercle unitd, on re tombe au produi t  infini bien connu 

(7) II  
k I - - ~ k Z  

dont  la convergence dans le cercle ent ier  es t  assur6e par  la convergence absolue 

du produi t  T/~k. 1 Donc, pour le cercle Unit4, la convergence absolue du produi t  

H~k, ou ce qui revient  au m~me, la convergence de la sdrie ~ ( I - - [ ~ k ] )  est une 

condition ndcessaire et suffisante pour que f ( z )  puisse Otre raise sous la forme exi- 

gde. Bien entendu,  ce fair  pourra  aussi ~tre d6montrd par  les m~thodes de la 

Thdorie des fonctions,  sans faire appel aux fonct ions ' subharmoniques .  ~ 

Quant  s la fonct ion ~0 (z) d~finie par  le produi t  (7), comme eile est holomorphe  

et bornde dans l ' intdrieur  du cercle unitd, elle admet t ra  des valeurs limites radiales 

presque en tou t  point  de la pdriph~rie. Cela vient par  un th~or~me c~l~bre de 

FATOU et j 'ai  ajout~ aut'refois que, duns le cas part icul ier  envisage, ces vuleurs 

l imites sont presque par tou t  de module unit~, s C'est-s que la fonction 

subharmonique l o g ] r  (z)] aura, presque partout, une valeur limite dgale ~t zdro. Or 

il y a deux ans, par  un calcul ingdnieux, ~I. LITTLEWOOD est parvenu s d~montrer  

que ce f a i t  subsiste, dans le cra~ d'un domaine circulaire, pour taate folwtion subharmo: 

I W BLASCHKE, Eine Erweiterung des Satzcs yon Vitali fiber Folgen analytischer Funktionen, 
BericMe d. sdcbsischen Ges. d. Wiss., Math.-phys. Klasse, t. 57 (1915), p. I94--2oo. 

Cf. A. OSTROWSKI, 0bcr die Bedentung der Jensenschen Formel fiir einige Fragen der 
komplexen Funktionentheorie, Acta Univ. JFranc.-Jos., Szeged, t. I (1923) , p. 8o-87. Pour le 
cas d'un demi-plan cf. R. M. GABRIEL, An improved result concerning the zeros of a function 
regular in a half-plane, Journal of the London Math. Sot., t. 4 (I929), P. 3o7--3o9 �9 

F. RIESZ, ~'ber die Randwerte einer analytischen Funktion, Math. Zeitschrift, t. 18 (I923) , 
p. 87---95. 
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nique qui .peut ~tre repr~sentde par la formule (I). i En eombinant ee rdsuitat avee 

le thgor~me g6n6ral que je viens de d~montrer (et que j ' a i  dgjs ~noncd aut refo is  

sans ddmonstration) e~ avee le thdor~me de FATOU, il pourra ~tre mis, avee M. 

LXTTL~.WOOD, SOUS la forme suivante, gdn~ralisation du th~or~me de FATOU: 

Toute fonction u(x,y) subharmonique dans l'int~rieur du cercle, unitd et teUe 

que la valeur moyenne du module de u(x,y), 

2 ~  

l u (r cos  e, r s in  O) l dO 

0 

reste born~e pour r <  i et en partieulier~ route fonction 8ubharmonique et born~e 

sup&'ieurement dans le cercle unitd admet presque partout des valeurs limites radiales 

finies et ddtermindes. 

I1 eonvient d'ajouter que  la m4thode de 1~. LITTLEWOOD s'applique ~ des 

domaines d'un type beaucoup plus gdn~ral. D'aiUeurs, dans le cas de deux vari- 

ables que nous venons d'envisager, rien n'emp~ehe de tirer parti de la reprdsen- 

ration conforme. 

1 j .  E.  LITTLEwooD, Mathemat ica l  notes  (8); On funct ions suhharmonic  in a circle (II), 
Proceedings of the London Math. 8oc. (2), 28 (I928), p. 383--394- 


