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Einleitung. 

I. Die Entwicklungen dieser Arbeit setzen Untersuehungen yon Cayley fort. 

Cayley hat  wiederholt kombinatorische Aufgaben behandelt, deren Zweck ist, die 

Anzahl gewisser >>B~ume>> zu bestimmen. 1 Einige seiner Aufgaben sind einer 

chemischea Interpretation f~hig: Die Anzahl der betreffenden >>B~ume>> ist gleich 

der Anzahl gewisser (theoretisch mSglicher) isomerer ehemischer Verbindungen. 

Die ausgedehnten numerischen Rechnungen Cayleys wurden yon mehreren 

Autoren, iusbesondere yon Chemikern nachgepriift und zum Teil berichtigt. Einen 

eigentlichen Fortschritt  brachten meines Erachtens erst die Publikationen yon 

zwei amerikanischen Chemikern, yon ttenze und Blair, die nicht nur die nume- 

rischen Rechnungen Cayley's um ein gutes Stiick welter fiihrten, sondern aueh die 

Methode verbesserten und weitere Klassen yon Verbindungen in die Berechnung 

einbezogen. ~ Ohne unmittelbaren Zusammenhang mit den Cayleyschen Fragen 

wurde andererseits erkannt, durch'Lunn and Senior 3, dass gewisse Isomerenzahlen 

in enger Beziehung zu den Permutationsgruppen stehen. 

In  der vorliegenden Arbeit werde ich die Cayleysche Fragestellung in ver- 

1 CAYLEY 1- -8 .  Die f e t t g e d r u c k t e n  Ziffern h i n t e r  N a m e n  in  Kapi t f i l schr i f t  verweisen  au f  

die kurze  L i t e r a t u r z u s a m m e n s t e l l u n g  S. 253 welche  n u r  die am  h~uf igs ten  z i t ier ten,  m i t  d e m  

H a u p t i n h a l t  der  Arbe i t  n~her  z u s a m m e n h ~ n g e n d e n  Schr i f t en  en th~l t .  Wei te re  L i t e r a t u r a n g a b e n  
finder der  Leser  im Buche  yon D. KONIG 1 ferner  bei  A. SAINTE-LAGU~, M6mor ia l  des  sciences  
m a t h ~ m a t i q u e s ,  fasc. I8. 

BLAIR U. HENZE, 1 - -6 .  

8 LUNN u. SENIOR, 1. 

19--36808.  Acta mathematica. 68. Imprim6 le 28 mal 1937. 
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sehiedenen ti insiehten erweitern, ihre Beziehungen zur Theorie der Permutations- 

gruppen und zu gewissen Funktionalgleichungen darlegen und bis zur asympto- 

tischen Berechnung der betreffenden Anzahlen verfolgen. Die Resultate sind in 

den nachfolgenden vier Kapiteln enthal~en, fiber deren Inhalt  die weReren Num- 

mern der Einleitung ngher berichten. Yon der Untersuchung, die ich hier aus- 

ffihrlich darstelle, habe ich einige Ergebnisse schon friiher skizziert. 1 

2. Uber Permuta~ionsgruppen habe ieh eine kombinatorisehe Aufgabe vor- 

zulegen, die sieh dutch ihre Allgemeinheit und dureh die Einfachhei~ ihrer LS- 

sung empfiehlt. Um die nahe Verwandschaft dieser Aufgabe mit den ersten 

Elementen der Kombinatorik deutlieh vor die Augen zu ffihren, lege ieh sie bier 

an einem ganz konkreten Beispiel vor. 

Gegeben sind 6 Kugeln yon drei Verschiedenen Farben, 3 rote, 2 blaue, I gelbe ; 

Kugeln gleicher Farbe sind als ununterscheidbar anzusehen. Auf  wie viele Arten 

kann man diese 6 Kugeln auf die 6 Ecken eines f r e i  im Baume bewegliehen 

Oktaeders verteilen? (Verteilen heisst: jeder Eeke eine Kugel zuordnen.) 

Wenn das Oktaeder im Raume so fixier~ wiire, dass dureh seine Lage die 

6 Eekpunkte als individuell versehieden eharakterisiert wi~ren, etwa als obere und 

untere, hintere und vordere, linke und reehte Eeke, so wi~re die Antwort, wie 

aus den ersten Elementen bekannt 

6 t  
- -  6 0 .  

3! 2! i! 

Der springende Punkt  der Aufgabe ist aber der, dass die Eeken weder indivi- 

dualisiert, noch vollstgndig ununterseheidbar sind, sondern dass solche und nut  

solehe Positionen unter  den erw~thnten 60 als nieht verschieden gelten, welche 

dureh Drehungen des Oktaeders ineinander iiberfiihrbar sind. 

Zur Antwort auf die aufgeworfene Frage muss man die Permutationen, 

welehe die 24 Drehungen der Oktaedergruppe zwischen den Oktaederecken ver- 

anlassen, genau ins Auge fassen. Wir zerlegen diese Permutationen in Zyklen 

und wit ordnen jedem Zyklus von gegebener Ordnung eine Unbes~immte zu: 

Einem Zyklus I-ter Ordnung (einer dutch die Drehung unverrfick~en Ecke) sei 

fl ,  einem Zyklus 2-ter Ordnung (einer Transposition) sei f~, einem Zyklus 3-ter 

Ordnung f~ zugeordnet u.s.w. Einer Permutation, welehe in ein Produkt  elemen- 

~enfremder Zyklen zerlegt is~, sei das Produkt derjenigen Unbestimmten zuge: 

1 P6LYA, 1--5. 
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ordnet, welche den einzelnen Zyklen entspreehen. Somit werden folgende Pro- 

dukte den einzelnen Drehungen des Oktaeders zugeordnet: 

ff~ der >>Ruhe>>, welche die ~>identisehe Permutation>> der g Ecken, also 5 

Zyklen I-ter Ordnung bewirkt; 

f [ f 4  einer 9o~ um eine Diagonale; 

f ~ f ]  einer I So~ um eine Diagonale; 

f28 einer I So~ um die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier 

gegeniiberliegenden Kanten; 

ff~ einer I2o~ um die Yerbindungslinie der Mittelpunkte zweier 

gegeniiberliegenden Seitenfliichen. 

Man bemerke, dass diese 5 Typen bzw. durch 

I, 6, 3, 6, 8 

Drehungen in der Gesamtgruppe vertreten sind. Man nehme das arithmetische 

Mittel der 24 Produkte, die den 24 Drehungen zugeordnet sind; das entstehende 

Polynom der Unbestimmten fx, f~, fa, f4, 

24 

nenne ieh den Zylclenzeiger der Permutationsgruppe, welehe die 0ktaedergruppe 

zwisohen den 60k t aede reeken  veranlasst. 

Die LSsung der vorgelegten kombinatorischen Aufgabe wird dureh folgende 

u gegeben: M a n  setze in dem Zyklenzeiger 

f i =  x + Y + Z, f~ = x~ + Y~ + z~, fa = x~ + Y~ + Z~, 

f i -~ x ~ + y4 + z 4 

und entwickle den so entstehenden Ausdruck nach Potenzen yon x, y, z;  der Koeffi- 

zient von x a y~ z in dieser Entwicklung ist  die gewiinschte Anzahl.  Sie ist 3, welche 

Zahl man auch an der Figur leicht feststellt. Man bemerke noeh, dass der vor- 

her zum Vergleich herangezogene, zur elementars~en Kombinatorik gehSrige Fall, 

in welchem die 6 Ecken als individueU verschieden betraehtet wurden, unter  

dieselbe Vorschrif~ f~ll~: Denn sind die Ecken individuell verschieden, so lassen 

sie nut  die identische Permutation zu, d.h.  die aus einer einzigen Operation 

bestehende Permutationsgruppe vom Grade 6, deren Zyklenzeiger ]~ ist, und 

die Zahl 
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6! 
3 ! 2! I! 

ist eben der Koeffizient yon x S y2z  in der Entwicklung yon (x + y + z) ~. 

Kapitel I erSrtert den dutch das vorangehende Beispiel nahegebrach~en 

allgemeinen Begriff yon >>Konfigurationen, welche inbezug auf eine Permututions- 

gruppe ~quivalent sind>>, begriindet die ausgesprochene Vorschrift in ihrer all- 

gemeinen Fassung und bringt verschiedene anschliessende Beziehungen kurz zur 

Sprache. 

3. his >>Baum>) bezeichnet man, nach Cayley, ein geometrisch-kombinato- 

risches Gebilde, das aus >>Punkten>) und >>Strecken~ zusammengesetzt ist; jede 

Strecke verbindet zwei Punkte, in einem Punkte treffen sich eine beliebige An- 

zahl yon Strecken; das ganze Gebilde ist zusammenh~,ngend, u. zw. wird der Zu- 

sammenhang bei einer gegebenen Anzahl yon Punkten durch mSglichst wenig 

Strecken bewerkstelligt: daher iibertrifft die Anzahl der Punkte die der Strecken 

genau um eine Einheit u n d e s  sind im Gebilde keine geschlossenen Wege mSglich. 

Man unterscheidet einkantige, zweikantige, d r e i k a n t i g e . . .  Punkte des 

Baumes, je nach der Anzahl der Strecken, welche im betreffenden Punkte sich 

begegnen; ein einkantiger Punl~ wird auch >)Endpunkt>> des Baumes genannt. 

Man kann einen beliebigen Endpunkt des Baumes auszeichnen und als 

~Wurzelpunkt>> .bezeichnen; einen Baum, an welchem ein Wurzelpunkt bezeichnet 

ist, nenne man einen )>Setzbaum>); die yon dem Wurzelpunkt verschiedenen 

Punkte eines Setzbaumes heissen >)Knotenpunkte>). Wird  am Baum kein Wur- 

zelpunkt ausgezeichnet, also alle Punkte als gleichartig betrachtet, so nennt man 

den Baum, im Gegensatz zu den Setzb~umen, einen >>freien>> Baum. 

Vom topologischen Standpunkte aus werden zwei BRume, welche in ihren 

Zusammenhangsverh~ltnissen iibereinstimmen, als nicht verschieden betrachtet; 

die gen~ue F~ssung dieser Definition (und einiger Rhntichen, weniger bekunnten 

Definitionen) wird in Nr. 34--35 besprochen. Es bedeutet im folgenden 

�9 n die Anzahl der topologisch verschiedenen freien B~iume mit n Punld0en; 

Tn die Anz~hl der topologisch verschiedenen SetzbRume mit n Knotenpunkten. 

Die Bestimmung der Anzahlen ~ und Tn hat schon Cayley in bemerkens- 

werter Weise gefSrdert. Die Definition yon ~ ist einfacher als die yon Tn, da ja  

der Begriif des >>freien>> Baumes eine Komponente weniger enthRlt als der des 

>>Setzbaumes,> ; hingegen stelite sich heraus, dass vom an~lytischen Standpunkte aus 

T ,  einfacher Ms ~, ist: :Man kann ~ in durchsichtiger Weise erst dann berech- 
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hen, wenn Tn schon bekannt ist. Zur Berechnung yon T~ stell~e Cayley die 

merkwiirdige Gleichung 

(1) T l x +  T2x ~+  T3x ~+  "'" + T,~x ~ +  ... 

= ~ (~ - x ) - ~ ,  (~ - x ~ ) - ~ , ( i  - ~ ) - ~  . . .  (~ - x~)-~, ,  . . .  

auf, die als PotenzreihenidentitKt inbezug auf x aufzufassen ist und durch Koef- 

fizientenvergleichung die rekursive Bestimmung der Zahlen T~, T2, Ts, . . .  ge- 

statte~. Es ist, wie man es aus der Gleichung (I) und durch anschauliehes Pro- 

bieren mit Figuren iibereinstimmend finder, 

T : = r ,  T ~ = : ,  T ~ = e ,  T ~ = 4 ,  T ~ = 9 ,  . . . ;  

vgl. die Zusammenstellung der Anfangs- 

glieder der Reihe (I) mi~ den abgeztihlten 

Setzb~iumen in Fig. I, in weleher die 

Wurzelpunk~e doppelt ausgezeichnet 

sind: zu unters~ gezeichnet und durch 

einen Pfeil bezeiehnet, wtihrend die 

Kno~enpunkte durch kleine Kreise be- 

zeiehnet sind. 

Wenn man die erzeugende Funk- 
tion 

(~) 

i Y 
X § X 2 + 2 X  3 § 

Fig. i .  

t ( z )  = T ~ x  + r ~ x  ~ + r ~ x  ~ + . . .  + r , x  ~ + . . .  

# 
v 

4 X  4 + . . .  

der topologischen Setzbtiume einfiihrt, kann man die Cayleysche Gleichung (I) 

als eine Fuuktionalgleichung fi ir  t (x)  auffassen, welche man in den beiden fol- 

genden ~quivalenten Gestalten 

(,') t ( ~ l _ ~ , T § 2 4 7  §  

t(=) t(=) ' + t (=')  t(=) ' + 3 t (x)  t (x ' )  + 2 t (=' )  ] 
(I") t (x )  = x I + -~.  + 2! + 31 + "'" 

schreiben kann. Beide Fassungen haben ihre Vorziige: Es client die 'Formel (I') 

als Ausgangspunl~ zur asymptotischen Berechnung yon Tn und ~,, und die For- 

lael (I") als Ausgangspunkt zu Verallgemeinerungen. (Im allgemeinen Glied der 

Reihe rechts in (I") kann man niimlich den Zyklenzeiger der symmetrischen 

Gruppe yon n Elementen erkennen.) 
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Man kann nun beliebig viele zu T~ und ~ analoge Anzahlen berechnen, 

wenn man die Cayleysche Gleichung (I) in der neuen Gestalt (I") zum Vorbild 

nimmt und die darin enthaltenen gruppentheoretischen Andeutungen richtig 

auffasst. 

Es seien bier zun~chst nur zwei Anzahlen genannt, welche im folgenden 

behandelt werden. Es bezeichne 

Q,~ die Anzahl solcher topologisch verschiedenen freien B~ume, welche nur 

einkantige und vierkan~ige Punkte, u.zw. genau n vierkan~ige Punkte enthalten; 

R,~ die Anzahl solcher topologisch verschiedenen Se~zb~ume, welche n u r  

einkantige und vierkantige Punkte, u.zw. genau n vierkantige Punkte enthalten. 

Die Definition der Zahlen Q~ und Rn ist yore rein geometrisch:kombinato- 

risehen Gesichtspunl~e aus gesehen etwas gekiinstelt; immerhin Verhal~en sie 

sich zueinander analog wie ~n und T,: Es ist (~,~ aus Rn, und B ,  Ms Koeffizient 

in der Po~enzreihenentwicklung der erzeugenden Funktion 

(3) r ( x ) = / r  + / ~ ,  x + R~ x ~ + . . .  + _n. x ,~ + . . .  

zu bestimmen, welche der Funktionalgleichung 

(4) r (x) = I --}- x r (x) 3 + 3 r ( x ) r  (x '~) + 2 r (x 3) 
6 

geniigt. 

4- Es ist die chemische Bedeutung, und nicht die rein geometrisch-kom- 

binatorische, welche die eingehende Betrachtung der Anzahlen Q~ und R,~ reeht- 

fertigt. 

Ein in der Anzahl Ok inbegriffener Baum, der neben n vierkantigen nur 

noch einkantige Punkte besitzt, enth~ilt yon der letzteren Art yon Punkten not- 

wendigerweise 2 n -~ 2, also insgesamt 3 n + 2 PunkCe; vgl. Nr. 36. Wenn die 

vierkantigen Punkte vierwertige C-Atome und die 2 n + 2 einkantigen Punkte 

einwertige H-Atome vertreten, wird aus dem Bantu die Strul~ufformel eines 

Paraffins,  d. h. einer chemischen Verbindung yon der Molekularformel C,~H2,-~, 
u.zw. entsprechen topologiseh verschiedene B~ume mR den besagten Punktzahlen 

n und 2 n + 2 strukturell verschiedenen aber gleichzusammengesetzten, isomeren 

Paraffinen yon der besagten Formel Cn H2n+2. Es bedeute~ also 

(~ die Anzahl der s~rukturisomeren Paraffine yon der Molekularformel 

Cn H~n+2. ~hnlicherweise ist 

/~n die Anzahl der strukturisomeren Alkohole yon der ~Iolekularformel 
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6~H2n4~ OH; als ~Wurzelpunkt>) wird hierbei derjenige Endpunkt des Baumes 

bezeichnet, welcher das Radikal -- 0 H darstellt (die iibrigen 2 n + I Endpunkte 

stellen je ein H dur). 

Die chemische Bedeutung der geometrisch-kombinatorischen Anzahlen Q,~ 

und /~n macht uns darauf aufmerksam, dass die Begriffe der organischen Chemie 

zu vielen analogen Anzahlen Anlass geben, die ebenfalls rein geometrisch-kom- 

binatorisch definiert und (lurch analoge Oberlegungen berechnet werden kSnnen. 

Ich zi~hle die wichtigsten Anzahlen hier in chemischer Terminologie auf; die 

kombinatorische Definition erfordert Vorsicht und eine l:ingere Auseinanderse~- 

zung (vgl. Nr. 33--35). Es bezeichne im folgenden: 

an die Anzahl tier stereoisomeren Paraffine yon der Molekularformel CnH2n+2; 

Sn die Anzahl d e r  stereoisomeren Alkohole yon der Molekularformel 

CnH2n+I O H; 

x~ die Anzahl der strukturisomeren Paraffine yon der Molekularformel 

C,~ H2,~ § 2 oh~e asymmetrische Kohlenstoff atome ; 

Qn die Anzahl der strukturisomeren Alkohole yon der Molekularformel 

Cn H~n+l 0 H ohne asymmetrische Kohlenstoffatome. 

Es stellt sich heraus, dass auch diese Anzahlenpaare an und Sn, un und Qn 

sich {ihnlich berechnen lassen wie die vorangehenden ~n und Tn, Q,~ und R,~: Man 

kann an auf S,,, ~ auf Q~ zuriickfiihren, und die Anzahlen Sn, Qn ergeben sich 

als Koeffizienten der beziiglichen erzeugenden Funktion 

(S) 8(X) = S O d- S i x  d- S 2 x  ~ -{- . . .  d- S n x  n ~- " ' ' ,  

(6) q ( x ) =  qo + q~ x + Q~ x ~ + :.. + Q~x n + . . .  

aus der beziiglichen Funktionalgleichung 

~. (~)~ + 2 ~ ( ~ )  
(z) ~ ( z ) =  : + x , 

3 

(8) q(~) = ~ + ~ q ( x ) q ( x ' ) .  

Die einfachste analytische Natur unter den Funktionen q(x), r(x), s(x), t(x) hat 

q(x), deren Funktionalgleichung (8) mit der bemerkenswerten Kettenbruchent- 

wicklung 
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( 8 ' )  q - 
X 

I 

X ~ 

X 4 
I 

X 8 

X 16 
I 

I - -  �9 

gleiehbedeutend ist. 

Die Kapitel I I  und I I I  enthalten den Beweis der ausgesprochenen Be- 

hauptungen fiber die Anzahlen Qn, R , ,  Sn, :In, X,, Qn, an, ~n und die Behandlung 

einiger weiteren geometrisch-kombinatorischen bzw. chemisch-kombinatorischen 

Anzahlen. 

5. Es wurde hs hervorgehoben, dass die Anzahl der Isomeren in den 

homologen Reihen msch zunimmt, wenn die Anzahl der C-Atome anwiichst. Auf 

Grund des Vorangehenden kann man diese Bemerkungen wesentlich prazisieren 

und asymptotische Ausdriicke fiir die Isomerenzahlen angeben. Dass wir anf 

dem eingeschlagenen Weg bis zur asymptotischen Berechnung gelangen, scheint 

mir am deutlichsten zu zeigen, dass wir uns auf dem rechten Wege befinden. 

Die kombina~orisehe Definition ergibt teils unmittelbar, teils durch eine 

leichte (~berlegung (vgl. Nr. 36--37) die Ungleichungen 

(9) I __--< Xn < On < fin,  On ----< 't-n, 

(m) i <= 

Durch weniger naheliegende kombinatorische Betrachtungen (Nr. 
erh~l~ man welter 

_ , < T n < l  2n--2 . 

n ~ - - !  n! = = n \ n - -  I ] 

4 I, 43, 45) 

Man bezeichne die Konvergenzradien der vier Reihen q (x), r(x) ,  s(x),  t ( x ) ( i n  

dieser Reihenfolge) mit x, q, a, 3. Die Ungleichungen (Io) und (I2)ergeben 

beim Grenziibergang Ungleichungen zwischen x, 0, a, 3, jedoch entschieden we- 

niger als die bei geeigneter Behandlung der Funktionalgleichungen (I'), (4), {7), 

(8) sich ergebenden Beziehungen 
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( I3)  I > ~ > O >  (~, 0 > ~ ,  

( ) ' I  4" a > 4 I I - - ,  - - ~ z ~  -. 
27 e 4 

Die Bestimmung der Konvergenzradien x, Q, a, ~ ist der erste Schritt zur 

asymptotischen Berechnung der entsprechenden kombinatorisehen Anzahlen. Man 

gelangt welter, indem man das funktionentheoretische Verhalten der vier Potenz- 

reihen q (x), r (x), s (x), t(x) an der Konvergenzgrenze feststellt. Jede besitzt auf 

ihrem Konvergenzkreis nur einen einzigen singul~ren Punkt,  der auf  der positi- 

yen reellen Achse liegt, u.zw. ist dieser singul~re Punkt  fiir q (x) ein Pol  erster 

Ordnung, hingegen fiir r (x), s (x), t(x)ein algebraischer Verzweigungspunkt erster 

Ordnung, u.zw. ein solcher, in dessen Umgebung die Funktion beschr~nkt bleibt. 

Itieraus kann man das a symptotische Verhalten yon Qn, Rn, S,, T ,  leicht fest- 

stellen. 

Zur Formulierung der Resul~ate bediene ich reich der folgenden Sprech- 

weise: Wenn 
A~ 

lim ~ = C 

und C eine positive Zahl ist (o < C <  ~r unter Ausschluss der Grenzen!), so 

schreibe ich 

(I~)  An = Bn 

und gebrauehe die Redewendung, die mit (15) gleichbedeutend sein soll: A~ ist 
asymptotisch proportional zu Bn; den Grenzwert C werde ich dabei Proportionali- 
tdtsfaktor nennen. Die Beziehung der >>asymptotischen Gleichheit>> 

A,  ~ B ,  

besagt also mehr als (I5), n~imlich erstens, dass (I5) stattfindet, und zweitens, 

dass der Proportionalit~tsfalr~or I ist. 

Was man auf dem angedeuteten funkCionentheoretischen Wege erh~lt, l~sst 

sich mit der eben definierten Abkiirzung so aussprechen: 

(I6) 
3 _ 3  _ 3  

woraus man welter berechnen kann, dass 
20--36808. Acta mathematica. 68. Imprim~ le 28 mai 1937. 
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_~  _~ _5 
(I7) ~n ~ ~ -n ,  ~n ~. q--nn ~, an.~ a - n n  ~, ,rn ~ V--nn 

Ich hebe noch hervor, als besonders einfach, die Beziehung 

(I8) q .  ~ 2 ~ . .  

Das Interesse dieser Resultate wird vielleicht mehr ins Auge fallen, wenn 

einige Verallgemeinerungen der Rn und Qn betreffenden asymptotischen Formeln 

in chemischer Terminologie ausgesprochen werden. 

Die A~zahl  der strukturisomeren Kohlenwasserstoffe von der Formel CnH2n+2-2~ 

ist asymptotiseh proportional zu ~-nn(a~-5)/2. Fiir /z ~ o ist dies das Resultat  fiir 

die Paraffine, also fiir Qn. Fiir /~ = I is~ der Prop0rtionalis sehr ein- 

fach, n~mlieh x/4. 

E8 seien X ' ,  X " ,  X ' " ,  . . .  X (1) voneinander verschiedeue einwertige Radikale. 

Die Anzahl  der strukturisomeren Stoffe yon der Formel C~ H2n+ 2-t X '  X "  . . . X (t) ist 

asymptotisch proportional zu ~--" n (2t-~)/2. Diese Stoffe sind als >>l-real substi~uierte 

Paraffine>) zu bezeichnen; die Radikale X', X", . . .  X (~) miissen voneinander und 

yon den Alkylen verschieden sein. Die Aussage ergibt fiir l -~ o das asymptotische 

Verhalten yon Q~, ffir l =  I das yon R, .  Der Propor~ionalit~tsfaktor hat die 

Form L ;~, wo L und ;~ bestimmte, yon 1 unabh~ngige Zahlen sin& 

Die Anzahl  der isomeren Benzolhomologen yon der ~[olekula~formel C6+,H6+ 2, 

ist asymptotisch proportional der Anzahl  der isomere~ Alkohole CnH2n+I O H ,  u.zw. 

ist der Proportionalith'tsfaktor [r(o)~ + r(Q)r (Q~)~]/2. Ebenso geht das Anwachsen 

der Isomerenzahlen in anderen homologen Reihen (z. B. in der aus dem 5Taphta- 

lin oder in der aus dem Anthracen ausgehenden Reihe) den Isomerenzahlen Rn 

der Alkoholreihe asymptotisch proportional vor sich, und der Proportionalit~tts- 

faktor ist aus dem Zyklenzeiger der Permutationsgruppe der substituierbaren 

Stellen des StammkSrpers der homologen Reihe leicht zu berechnen. 

6. Die vorangehenden vier Nummern geben den Inhalt  der nachfolgenden 

vier Kapitel nicht vollst~ndig an, mehrere Punkte yon einigem Interesse blieben 

unerwghn~. Um die Ausdehnung der Arbeit nicht ungebiihrlich zu vermehren, 

und die Masse der Einzelhei~en zu meistern, musste ich an einigen Punkten, die 

mir weniger wichtig erschienen, auf die ausfiihrliche Besprechung verzichten und 

mich mit einer Skizze begniigen. Es liegt in der Natur des Gegenstandes, dass 

mir manchmal nicht nur Definitionen, sondern auch formale Rechnungen und 

sogar heuristische Betrachtungen wichtiger erschienen, als ausfiihrliche Beweise, 
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und daher wird an den letzteren am meisten gespart. Insbesondere wird, wenn 

eine Reihe analoger Siitze zu beweisen ist, nur ein Beweis ausgeffihrt, und die 

anderen dem Leser fiberlassen, vielleicht mit einem Hinweis auf den Unterschied 

yore ausgefiihrten Beweis. Leichte Konvergenzbetrachtungen werden 5fters ohne 

Erw~hnung fibergangen. 

I. GRUPPEN. 

Definitionen. 

7. Wir  gehen nun daran, die Aufgabe, die hinter dem Beispiele der Nr. 2 

steekt, in gebfihrender Allgemeinheit zu formulieren. Die VeraUgemeinerung des 

Beispiels geht in zwei Richtungen vor sich: Einerseits miissen die >>farbigen 

Kugeln~, yon denen in Nr. z die Rede war, durch allgemeinere, kompliziertere 

Gebilde ersetzt werden, welche im folgendem >>Figuren>) heissen sollen; anderer- 

seits muss die in Nr. 2 betrachtete, durch die Oktaederdrehungen veranlasste 

spezieUe Permutationsgruppe durch eine allgemeine Permutationsgruppe ersetzt 

werden. 

Ich stelle nun die nStigen Definitionen zusammen, zuerst fiber Figuren, 

dann fiber Permutationsgruppen. Ich gebrauche dabei eine mSgliehst konkrete 

Sprache, mit r~iumlich-anschaulichen Wendungen, und lasse an einer Stelle eine 

unwesentliche Spezialisierung eintreten, welche dann am Schlusse leicht behoben 

werden kann. 

8. Figurenvorrat. Wir betrachten eine Reihe yon wohlunterschiedenen 

Gegenstiinden q)', q)", q)'", . . .  q~(~), . . . ,  welche wir Figuren nennen wollen. 

Die Gesamtheit dieser Figuren heisse der Figurenvorrat [q)]. 

Die Figur q~(~) enth~lt drei Kategorien yon farbigen Kugeln, a~ rote, fl~ 

blaue, 7~ gelbe (~ = I, 2, 3, �9 �9 .).1 Wir  wollefi uns kurz so ausdrficken: die Figur 

~(~) hat den Kugelinhalt (a~, fl~, 7~). 
Es kann mehrere Figuren geben, welche dieselben Anzahlen an Kugeln jeder 

Farbe enthaRen. Die Anzahl der Figuren yore Kugelinhalt  (k, l, m)se i  ak~m. 

Man nenne die Potenzreihe 

In der Betrachtung yon drei Kategorien anstatt einer beliebigen Anzahl yon Kategorien 
besteht die ~m Schluss yon Nr. 7 angekfindigte unwesentliche Beschr~nkung. 
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k=O l~O m~O k , l , m  

die abzShlende Potenzreihe des Figurenvorrates [q)]. 

Es sind die Zahlen a~lm als endlieh vorausgesetzt. Uber die Konvergenz 

der Potenzreihe (I, I) wird Nichts ausgesagt: sie dien~ in fiblicher Weise nur zur 

formalen Zusammenfassung der mit dem Koeffizientensys~em vorzunehmenden 

rein algebraischen Operationen. 

Im Beispiel der Nr. 2 haben wir nur mit drei verschiedenen Figuren zu 

tun: die ers~e bes~eht aus einer roten, die zweite aus einer blauen, die drit~e aus 

einer gelben Kugel, sie haben bzw. den Kugelinhalt (~, o, o), (o, ~, o), (o, o, ~). 

Die abz~hlende Potenzreihe dieses Figurenvorrats ist 

x + y + z .  

Auch die in Nr. 3 betraehtete Reihe (2) is~ eine abzi~hlende Potenzreihe; 

der Figurenvorrat umfass~ die topologiseh verschiedenen Setzbiiume, die Rolle 

der in den >>Figurem> enthaltenen >>Kugelm) wird yon den in den Setzb~umen 

en~haRenen Knotenpunk~en gespielt, es gibt nur eine Kategorie yon Kugeln, 

und dementspreehend h~ing$ die Reihe nur yon einer Variablen ab. Fig. I zeig~, 

wie die Figuren (Se~zb~ume) mit demselben Kugelinhalt (Knotenpunk~zahl)in 

einem Gliede der abz~hlenden Rethe vereinigt zu denken sind. 

9. Es kann under Ums~iinden yon Vorteil sein, der Figur q)(x) eine Vari- 

able zuzuordnen, welche man ruhig mit demselben Zeichen q)(~) bezeichnen kann. 

Man be~rachte die Reihe 

( i, 2) eP' x"l y~l z'l, Jr q)" x"~ y~  z~ + . . .  + ~(~) x ~  yfl~ z ~ § "" 

[~] 

Die Summation ~ ist fiber den ganzen Figurenvorrat [qo] zu erstrecken und (/) 
[r 

bezeiehnet eine allgemeine Figur, vom Kugelinhal~ (a, fl, 7), aus dem Vorrat [qo]. 

(Diese Bezeichnungen werden im folgenden beibehalten.) 

Ieh nenne die Reihe (i, 2) die f igurierte Potenzreihe des Vorrates [q)]. Setz t  

man  q o ' :  q ) " ~  q ) ' " -~  . . . .  I in der f igurierten Potenzreihe, 8o geht diese in die 

abzlihlende Potenzreihe iiber. Dieser offenbare Zusammenhang der Reihen (I, I) 

und (I, 2) wird im folgenden yon einem gewissen Nutzen sein. 
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IO. Permutationsgruppe. Wir betrachten eiue Permutationsgruppe ~ yon 

der Ordnung h und dem Grade s. 

Man sagt, dass eine Permutation den Typus [Jl, J~, J~, .~ .  is] hat, wenn 

sie j~ Zyklen I-ter, j~ Zyklen 2-ter . . . .  und js Zyklen s-ter Ordnung enth~lt; 

ein Zyklus erster Ordnung wird dureh einen unversetzten Gegenstand gebildet. 

Gemeint sind natfirlich Zyklen ohne gemeinsame Elemente, so dass 

(I, ~) I j~ + 2j~ + 3 J~ + "'" + s j , -~-s  

die Gesamtzahl der permutierten Gegenstgnde ist. Wit  wollen die Anzahl der- 

jenigen Permutationen der Gruppe ~, welche yore Typus [Jl,J2, . . .Js] sind, mit 

hj, j~...js bezeiehnen. Es ist offenbar 

(I,4) ~ h j ,  j,. i s : h ;  
(J) 

hierbei ist die Summation iiber alle Typen, d. h. alle nichtnegative ganzzahlige 

LSsungssysteme Jx, J2, �9 �9 �9 js der Gleichung (I, 3) zu erstrecken. (Diese Bedeutung 

des Symbols ~, soll in der Folge beibehalten werden.) 
(/) 

Es seien f l ,  f~, f3, . . . . f *  unabhitngige Veriinderliche. Man betrachte das 

Polynom 

' ~ ,  hj, j . . . .  ~ f J ,  f ~ , . . . A s ,  (~, 5) /~ ~) 

dessen Kenntnis auf die Kenntnis des Systems der Anzahlen hj, j~...j~ hinausli~uft. 

Man bezeichne das Polynom (I, 5) als den Zyklenzeiger der Gruppe ~.t  Der 

Zyklenzeiger ist ein isobares Polynom vom Gewichte s, wenn der Veriinderliehen 

f~ das Gewicht a beigelegt wird ( a =  I, 2, . . . s); vgl. (I, 3). Die Koeffizienten 

des Zyklenzeigers sind nichtnegative rationale Zahlen yon der Summe I und 

yore kleinsten gemeinsamen Nenner h. (In Nr. 2 ist der Zyklenzeiger der dort  

betraehteten Permutationsgruppe yon der Ordnung 24 und dem Grade 6 auf- 

ges te l l t  worden.) 

I I. Jetzt haben wir den Figurenvorrat [q)] mit der Permutationsgruppe 

0 in Beziehung zu setzen. 

1 In einer friiheren Publikation (P6LYA 4) verwendete ich statt ,,Zyklenzeiger,, die Bezeichnung 
Symmetrieformel,,. 
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Die s Gegenst~nde, welehe dureh die h Permutationen der Gruppe ~ per- 

mutiert werden, wollen wir als s bestimmte Stellen im Raume auffassen. (Im 

Beispiel der Nr. 2 i s t s  ---- 6 und die 6 Raumstellen bilden die 6 Eckpunkte eines 

Oktaeders.) Wir numerieren diese s Stellen mit I, 2, 3 , . . .  s und wir setzen auf 

die a-re Stelle eine beliebige Figur q)a aus dem Vorrat [~] (fiir a =  I, 2 . . .  s); 

so entsteht die Konfiguration (q)~, q)2, . . ,  q)~). Es sei hervorgehoben, dass Wie- 

derholung erlaubt ist, d.h. es darf dieselbe Figur aus dem Vorrat [O] auf mehre- 

ren, eventuell auf allen s Stellen derselben Konfiguration auftreten. Zwei Kon- 

figurationen (q)~, q)e, . . .  q)s) und ((/)',, (P'~, . . .  q)'~) heissen gleich, wenn 

q)l = q)'l, q)~ = q)'~, . . .  q)* : q)'~, 

d.h. wenn sie genau die gleiche Besetzung der s Stellen durch die Figuren yon 

[q)] durbieten. Die Konfiguration (q)~, O ~ , . . .  q)~) hat den Kugelinhalt (k, l, m), 

wenn die s Figuren q)~, ~2, . . -  ~ zusammen k rote, l blaue und m gelbe Kugeln 

enthalten. 

Es sei 

(I,6) S = ( I  2 3 . . .  s )  
il i~ i 8 i~ 

eine Permutation yon s Gegenstiinden; es wird die Konfiguration (Ol, O~, . . .  O~) 

durch S in (q)i,, qgi.., . . . .  q)i~) iiberfiihrt. Man sagt, dass zwei Konfigurationen 

inbezug auf  fJ dquivalent sind, wenn es eine Permutation in der Gruppe ~ gibt, 

welche die eine Konfiguration in die andere iiberfiihrt. 

Jede Konfiguration ist mit sieh selbst inbezug auf ~ ~quivalent, da ja die 

identisehe Permutation zu ~ gehSrt. Es kSnnen aber auch ungleiche Konfigura- 

tionen zueinander inbezug auf ~ ~quivalent sein. Die]enigen Konfigurationen, 

welche inbezug auf ~ zueinander ~quivalent sind, bilden ein Transitivitdtssystem. 
Alle Konfigurationen innerhalb desselben Transitivit~f~ssystems haben denselben 

Kugelinhalt. 

Man bezeichne mit Aktm die Anzahl der voneinander verschiedenen Transi- 

tivit~tssysteme, welehe aus Konfigurationen yore Kugelinhalt (k, l, m)gebi lde t  

sind. Anders gesagt, es ist Ak~,~ die Anzahl der inbezug attf ~3 inSquivalenten 
Konfigurationen vom Kugelinhalt (k, l, m). 

I2. Die allgemeine Aufgabe, welche das Beispiel der Nr. 2 als sehr spe- 

ziellen Fall umfasst, l~sst sich nun so ausspreehen: Gegeben ist der ~u 
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vorrat [a0], die Permutationsgruppe ~,  und ein bestimmter Kugelinhalt (~, l, m). 

Gesucht ist die Anzahl  A~,~ derjenigen aus [(P] gebildeten Konfigurationen, welche 

inbezug a u f  ~ inh'qui~alent sind und den gegebenen Kugelinhalt  (~, l, m) besitzen. 

Man fasse die gesuchten Anzahlen A ~  zur Potenzreihe 

k = 0  / = 0  m = 0  k, l, m 

zusammen, welche man fiiglich als die abz~hlende Potenzreihe der in~quivalenten 

Konfigurationen bezeichnen kann. Die LSsung der gestellten Aufgabe wird darin 

bestehen, dass wit die abz~hlende Potenzreihe F ( x ,  y, z) der in~quivalenten Kon- 

figurationen durch die abz~ihlende Potenzreihe f ( x ,  y, z) des gegebenen Figuren- 

vorra~es [q)] mit Benutzung des Zyklenzeigers der gegebenen Permutationsgruppe 

ausdriicken. 

Vorbereitende Aufgaben. 

I]. Wir wollen zuerst denjenigen Spezialfall der in Nr. I2 ausgesprochenen 

allgemeinen Jkufgabe behandetn, in welchem ~ die symmetrische Gruppe ~s vom 

Grade s ist. In diesem Fall ist eine Konfiguration jeder anderen iiquivalent, 

die aus ihr durch eine beliebige der s! Permutationen hervorgeht. D .  h. es 

komm~ bei der Feststellung der Aquivalenz gar nicht darauf an, in welcher 

Anordnung die s Figuren der Konfiguration die s Stellen besetzen, sondern nur 

darauf, welche Figuren in der Konfiguration vorhanden sin& Es bedeutet also 

Ak~ im vorliegenden Spezialfalle ~ -- ~ die Anzahl  der Kombinationen mi t  Wie- 

derholung con s Figuren aus dem Vorrat [q)l mit  Gesamtkugelinhalt (k, l, m). Bei 

dieser, durch die Spezialisierung ~J ~ ~ bedingten besonderen Bedeutung yon 

Akl~ sei die durch (I, 7) definierte Potenzreihe F~(x, y, z) genannt. Wi t  woUen 

alle Reihen F1, ~'~, F3, . . .  auf einen Schlag bestimmen. 

Wenn man das Produkt 

(I, 8) ( I § u ~ '  x ~, y2, z~" + u ~ (1)' q)' x ~" y~ '  z ~'l' + "'" ) 

( I + u q)"x~ y~ zr 2 + u ~ O" q)"x~'- y~" z ~ + " ' )  

. . . . .  , . . . . . . .  ~ . . . . . .  

l-[ ( i + u O x~ y~ z~ + u~ q) ep x ~  y~,~ ~2", ' + . . .)  
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ausmultiplizier~, wird jede Kombina t ion  mi~ Wiederholung yon s Figuren q)~, 

q)~, . . .  q)s, welche zusammen den Kugelinhal~ (k, l, m) haben, durch ein Glied 

ver~reten. 

(i, 9) 

u~ ~)1 ~)~ �9 �9 �9 ~ s  X k y~ Z m 

Wird  also in dem Produk t  (i, 8) 

(/)' ~--- ~ "  -=~ ~ ' "  . . . . .  I 

gesetzt, so wird der Koeffizient yon uSxky~z  ~n die gesuchte Anzahl A k ~  und der 

Es ist noch zu be- Koeffizien~ yon u s die gesuchte Potenzreihe Fs(X,  y, z) sein. 

achten, dass das P roduk t  (I, 8) auch in der Form 

(I~ I0) H (I - -  U O x a y ~ 2 ' ? )  - 1  

u: ) 
= exp ~_~ ~ z ~ y ~ z 7  + - -  ~_~ ~ x ~ y ~ z ~  + . . .  

[r 2 [~] 

geschrieben werden kann, und dass in der  le~zten Zeile die erste Summe unter  

dem exp-Zeichen die figurierte Potenzreihe  (I ,2)  des Figurenvorra tes  [~] dar- 

stell~. Man erh~lt also fiir (I, 9) aus (I, 8) bzw. (1, lO) 

( i ,  i ~) ~ + ~, F~ (x, y, ~) + u s F~ (x, y, ~) + . . .  + u~ F~ (~, v, ~) + . .  

k~0 l~0 m=0 

( U  U ) 
= exp ~ f (  , y, ~) + ~ f (x  ~, y', ,~) + ~ f ( ~ ,  v~, ~) + ... 

u f (z, y,  z) u~$(~ ~, y~, z 2) us f (:c ~, ~ ,  ~ l  
1 2 3 

~ e  e e . . .  

~/, f ( x ,  y, zp', uV, f ( xL  y', z > u~, f ( x L  v~, 

jl=0 j3=0 j~=o " 

Um die dri t te  Zeile dieser Formel  a u s  der dr i t ten Zeile y o n  (I,  IO) ZU erhalten, 

muss man neben der Schlussbemerkung yon Nr. 9 noch weiter  beachten,  dass 

fiir (I, 9) auch 
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and der der aRernierenden Gruppe 2 ,  li~sst sich so sehreiben 

I ~ 8! [I + (--  I) j~+j4+j6+''" ] 
,7) 

Man sieht, dass (~, i2) dasselbe VerhMtnis zum ZyMenzeiger (~, ~6) hat, wie (i, IS) 

[unter Beachtung yon (I, I2) und (~, I4)] zu (I, I7). Wir  wollen nun folgendes 

vereinbaren: Die Funkt ion f (x)  in den Zyklenz~ger einzusetzen, heisse 

(I, I8) Z = f ( x ) ,  f~=f(x~),  f3=f(xs), . . .  

zu setzen; die Funkt ion f ( x ,  y) in den Zyklenzeiger einzusetzen heisse 

f~ = f ( x ,  y), f~ = f ( x  ~, y~), f3 = f (  xa, y3), . . . 

zu setzen; u . s .w ,  fiir Funktionen mit  einer beliebigen Anzahl von Variablen. 

Nach dieser Vereinbarung kSnnen wir die beiden bisher erhaltenen speziellen 

Resulgate (flit ~ - - - ~  und ~ = g[s) in folgenden WorSen gleichmi~ssig aus- 

sprechen : 

Urn die abzdhlende Potenzreihe der aus dem Figurenvorrat [~0] gebildeten, 

inbezug au f  die Permutationsgruppe ~3 indquivalenten Konfigurationen zu erhalten, 

setze man die abzdhlende Potenzreihe yon [$] in den Zyklenzeiger yon ~J ein. 

Die so formulierte Aussage trifft, wie es bald nachgewiesen werden soll, 

fiir eine beliebige Permutat ionsgruppe ~ zu. Die allgemeine, alle Permutations- 

gruppen umfassende Aussage wird im folgenden als der I lauptsatz  (des I. Kapitels) 
bezeichnek 

17. Der IIauptsatz trifft sicherlich zu in dem weiteren Speziaifall, in 

welehem die Permutat ionsgruppe ~ vom Grade s die Ordnung I hat, d. h. nur  

die identische Permutat ion umfasst, also zwei nichtidentische Konfigurationen 

als nichti~quivalen~ gelten und der Zyklenzeiger f~ ist. Zuriickiibersetzt in die 

iibliehe Ausdrueksweise ist dies wohlbekaant,  enthal ten in der LSsung einer 

wohlbekannten aUgemeineren Aufgabe, die man (fiir s ~ 3, Spezialisierung un- 

wesentlich 0 so aussprechen kann: 

Gegeben sind yon drei Figurenvorrdten [~)], IT], IX] die abzShlenden Potenz- 

reihen, welche bzw. f ,  g, h heissen. Gesueht ist die abzdhlende Potenzreihe der 

Figurentripel (@, T,  X) wobei q), T,  X v o n e i n a n d e r  unabhh'ngig  die beziig- 

lichen Figurenvorrdte [~], [~], [X] durchlaufen. 
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Was unter der abz~hlenden Potenzreihe der Figuren~ripel (q), T, X ) z u  

verstehen ist, muss noch explizite gesagt werden: eine Potenzreihe in den drei 

Variablen x, y, z, worin der Koeffizient yon xkymz z die Anzahl derjenigen Tripel 

(O, T, X) angibt, deren drei Figuren O, T, X den Gesamtkugelinhalt (k, l, m) 

haben, d.h.  insgesamt k rote, 1 blaue und m gelbe Kugeln enthalten. 

Die Anzahl der Kugeln der 3 Sorten sei bezeichnet mit a, fl, 7 in q) (wie 

vorher), m i t a ' ,  fl', ~; in T, mit a", fl", 7" in X. Jedem Tripel (O, T, X) sei das 

Produkt  �9 T X der Unbestimmten zugeordnet. Die figurierte Potenzreihe der 

Produkte ist 

~ ~ �9 T X x  ~+"'+~'' y~+~'§ z~ '+z'+~'' 
[r L'~] LX] 

[r [~] [x] 

das Produkt der figurierten Po~enzreihen. Setzt man hierin I fiir alle Unbe- 

stimmten q)', q)", . . .  T', T",  . . .  X', X", . . . ,  so erh~lt man: Die gesuchte abzShlende 

Potenzreihe ist das Produkt der gegebenen. In dieser Fassung haben wir uns 

yon der unwesen~lichen Beschr~.nkung der Fakt, oren~ahl auf 3 schon befreit. 

Es handelt sich hier um ein seit Euler bekanntes elementares Prinzip, dem ich 

wohl die folgende Fassung geben daft: Wenn die einzebzen Elemente eider An- 

ordnung voneina~der unabMingig gew~hlt werden diirfe~, so ist die abzlihlende 

Potenzreihe der Anordnung das Produkt der abzh'hlenden Potenzreihen der einzeluen 

Elemente. 

x8. Die Beantwortung der folgenden Aufgabe wird das Gemeinsame an 

dem Aufbau der Formeln (I, I2) und (I, I4) weiter aufkl~ren. 

Gegeben ist die abzh'hlende Potenzreihe (I, I) des Figurenvorrat~s [q)] und der 

Typus [J~, J~, �9 �9 �9 J~] der Permutatio~ (I, 6). Gesucht ist die abziihlende Potenzreihe 

d~]e,igen Konfigurationen (O1, q)~,. . .  0~) von s ~u aus dem Vorrat [O], 

welche dutch die Permutation (I, 6) in sich selbst iiberfiihrt werden. 

Man bezeichne mit X~,~(S) die Anzahl der.~enigen Konfigurationen mit 

Kugelinhal~ (k, l, m), welehe dureh S, die Permutation (I, 6), in sieh selbst iiber- 

fiihrt werden. Gesucht ist also die Po~enzreihe 

Xk~(S) xk ~ z~" 
k,l,m 
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Die Konfigurat,ion (q)~, ~ ,  . . .  q)s) wird dann und nur dann durch (I, 5) in 

sich selbst, iiberfiihrt, wenn 

(I, I9) ~i,---- ~1, q);~-= q)2, . . .  q)/~ = ~s. 

Es sei nun (a, b, c . . . .  k, l) ein in der Permut,at,ion (I, 6) enthalt,ener Zyklus 

und es sei ~ seine Lgnge (seine Ordnung). Wenn die Konfigurat,ion ( ~ ,  (P~ . . . .  q)s) 

bei Ausiibung y o n  (I,5) in sich selbst iiberfiihrt, wird, so besagen gewisse 

unt,er den  Gleichungen (I, I9), dass 

q)a-~ Ob = q)c . . . . .  q)k = Or. 

D. h. e s  miissen die Figuren, welche durch (I, 6) zyklisch mit,einander verbunden 

sind, einander gleich sein. Hingegen kann man in jedem Zyklus eine Figur frei 

aus dem Vorrat, [q)] wghlen. 

Eine durch die Permut,ation (I, 6) in sich selbst, iiberfiihrte Konfigurat,ion 

kSnnen wir also auffassen, als eine Anordnung yon j~ + j~ + ... + jx + ... + j~ 

Zyklen. Die Figuren innerhalb desselben Zyklus sind mit,einander identisch, die 

Figuren in verschiedenen Zyklen sind voneinander unabh~ngig aus dem Vorrat, 

[q)] zu w~hlen. Wenn der Kugelinhalt einer in einem gewissen Zyklus yon der 

Lgnge Z befindlichen Figur (/~, l, m) ist,, so ist der gesamte Kugelinhalt, der in 

demselben Zyklus befindlichen Figuren (~k, ~l, Am); daher ent,spricht, diesem 

Zyklus die abz~hlende Pot,enzreihe 

: f ( x  ~, y~, za), 

und die gesuchte abzghtende Pot,enzreihe der durch S in sich selbst, iiberfiihrt,en 

Konfigurat,ionen ist, nach dem am Ende der Nr. 17 ausgesprochenen Prinzip, 

ein Produk~ yon 3"1 + J2 + "" + J~ Fakt,oren: 

(i, 20) xk,  (s)x F =f(x,  v, f(x v f(x , 
k, l, m 

Best immung der Anzahl der in~quivalenten Konfigurationen fur eine beliebige 
Perm utationsgruppe. 

I9. Um die allgemeine Aufgabe der Nr. I2 zu 15sen, bet,racht,en wir einen 

best,immt,en Zahlent,riPel k, l, m und die Gesamt,heit, aller Konfigurat.ionen vom 

Kugelinhalt, (k, l, m) (genau k rot,e, 1 blaue, m gelbe Kugeln). Es sei C eine 

best,immt,e unt,er diesen Konfigurat,ionen. 
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Suchen wir unter den h verschiedenen Permutationen yon 

& , & , & , . . . &  

die.ienigen g heraus, welche C in sich selbst fiberfiihren (es existiert mindestens 

eine solche Permutation, niimlich die identische); diese g Permutationen bilden be- 

kanntlich eine Gruppe (~; (~ is~ yon der Ordnung g, (~ is~ eine Untergruppe yon ~. 

Die Anzahl derjenigen verschiedenen Konfigurationen, in welche C durch 

die Permutationen yon ~ iiberfiihr~ werden kann, d. h. welche mit C inbezug 

auf ~ gquivalent sind, ist bekanntlich h/g; jede dieser h/g Konfigurationen wird 

yon genau g Permutationen yon ~ in sich selbs~ fiberffihrt, ngmlich yon den 

Permutationen einer zu (~ unter ~ konjugierten Untergruppe. Also wird jede 

zu C iiquivalente Konfiguration in genau g Gliedern der Summe 

(I, 2I) Xklm(Sl)  "q- Xklm(S2) dr "'" "q- Xklm(Sh) 

(Bezeichnung yon Nr. I8) mitgerechnet, und trggt somit zu dieser Summe g 

Einheiten bei. Nun ist aber die Anzahl der zu C inbezug auf ~ gquivalenten 

Konfigurationen, wie gesagt, h/g; die ganze Klasse dieser zu C gquivalenten 

Konfigurationen, d. h.  das ganze durch C bestimmte Transitivitii~ssys[em trggt 

somit zur Summe (I, 2I) 
h 
- . g - - h  
g 

Einheiten bei. All die verschiedenen Transitivitgtssysteme inbezug auf ~ gqui- 

valenter Konfigurationen leisten zu (I, 2I) den gleichen Bei~rag h, also ist 

(,, 22) Xk,m(S,) + Xk,m(S, )+ ... + X k , ~ ( & ) =  h A k ~ .  

Die gesuehte erzeugende Funktion (I, 7) ergibt sieh aus (I, 22) und (I, 2o): 

+ + . . -  + 

Z F(x,  ~) Y, 
k.t.m h 

= x Z Z x ,m(S)xkv'z' , 
h (~) k,t,m 

I Z)J' f ( x  ~, Z~) j~ " f (  xs, V', Z*) j* (I, 23) ~ ( * ,  ~/, Z) = ~ Z / ( X ,  y, y ' ,  . . 
(~) 

Hierbei ist ~ fiber alle h zur Gruppe ~ gehSrigen Permutationen S zu er- 
(~) 

streeken. Man kann in dieser Summe die Permutationen yon demselben Typus 
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[J l , J . , , . . . J , ]  zusammenfassen; ihre Anzahl wurde in Nr. Io mit hj, j.~...~, be- 

Bei dieser Zusammenfassung nach Typen n immt  die Formel (1, 23) die zeichnet. 

Gestalt 

(I, 24) 
I 

F(x,  y, z) -= lz ~ hj, j .... a'8 f (x ,  y, z)J, f ( x  2, y~, z*)J'~.., f ( x  '~, y*, z*)'* 
Ci) 

an. Beaehtet man die Definition (I, 5) des Zyklenzeigers der Gruppe ~, so finder 

man den allgemeinen Satz, der am Ende der Nr. I6 bloss auf Grund yon Bei- 

spielen.ausgesprochen wurde, durch Beweis vollkommen erhgrtet. 

2o. In der vorangehenden {Jberlegung treten nur  einfachste Sgtze der 

Gruppentheorie auf, welche sich unmittelbar an den Begriff der Gruppe an- 

schliessen. Un{er Voraussetzung yon etwas mehr Vorkenntnissen kann man den 

Beweis anders fassen. (Es werden weder die im folgenden heranzuziehenden 

Begriffe der Darstellungstheorie, noch die Bemerkungen dieser Nummer in den 

spi~teren Nummern gebraucht.) 

Die aus dem gegebenen Figurenvorrat [q)] gebildeten Konfigurationen 

( ~ ,  q)~, . . .  ~ )  yore Kugetinhalt (k, l, m) erfahren bei jeder ger tauschung der s 

Stellen dureh die gegebene Gruppe go eine Permutation, und diese Permutationen 

bilden eine Darstellung 5~k~ der gegebenen Gruppe go. Es ist 5~klm, wie go, 

eine Permutationsgruppe: go vertauscht Stellen, und ~kl,~ Konfigurationen, die 

auf den yon go vertauschten s Stellen aufgebaut, sind. Die in Nr. I8 definierte, 

dureh die Formel (I, 20) berechnete GrSsse Xktr~(S) ist der Charakter derjenigen 

Permutation yon 5~kzm, welche der Permutation S yon go zugeordnet ist. Die 

Anzahl Akz~ ist, gemgss ihrer Definition in Nr. 1 I; die Anzahl der verschiedenen 

Transitivitg{ssysteme der Permutationsgruppe ~kl,~; diese Anzahl ist aber, nach 

einem bekannten Satz ~, das arithmetische Mittel der Charaktere Xkl,~ (S) tier 

Permutationsgruppe ~kz~, womit wir die entscheidende Formel (1, 22)nahezu 

erreichen. Um (1, 22) auf dem eingeschlagenen Wege vollstgndig zu beweisen, 

muss man noch bemerken, dass Akzm in (I,22) auch dann das arithmetische 

Mittel der Charaktere yon ~kt,~ ist, wenn ~kl,~ keine getreue, sondern nur eine 

verkiirzte Darstellung yon go ist, in welchem Falle die Ordnung von 5~kl~ nicht 

h, sondern nur ein Teiler yon h i s t .  

Aus diesem Zusammenhang geht folgender  Satz hervor: Ist gO ei~e Perrnuta- 

tionsgruppe, S eine Pern~utation ~on go vom Typus [Jl, J~, �9 �9 �9 J~], f (x ,  y, z) eine beliebige 

1 Vgl. z.B.A. SP~.ISER, Theorie der Gruppen von endlieher Ordnung, 2. Aufl. (Berlin 1927), 
S. I20~ Satz IO2. 
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Potenzreihe in x, y, z mit nicht~wgativen ga~zzahl(qen Koeffi~ienten, und k, l, m ein 

Tripel natiirlicher Zahlen, so ist der Koeffizient yon xkyt zm in der Reihenentwicl:- 

lung (I, 20) der Charakter von S in einer gewissen, dutch f (x ,  y, z) und k, l, m 

spezifizierten Darstellung von ~. Herr  Professor I. Schur teiite mir eine Her- 

leitung dieser Aussage aus bekannten S~tzen der Darstellungstheorie mik 

Das der Permutationsgruppe ~ zugeordnete Polynom (I, 5), das ich hier 

Zyklenzeiger nannte, wird, wenn ~ die symmetrische Gruppe ist, als die Haupt- 

charakteristik yon ~ in der Darstellungstheorie bezeichnet. Herrn Schur verdanke 

ich den Hinweis darauf, dass auch der Zyklenzeiger einer beliebigen Permuta- 

tionsgruppe, welche ja Untergruppe einer geeigneten symmetrischen Gruppe ist, 

fiir die Darstellung dieser symmetrischen Gruppe yon Bedeutung ist. t Es soll 

aber hier auf die Zusammenh~inge des Dargelegten mit der Darstellungstheorie 

nicht welter eingegangen werden. 

Ebenfalls Herrn Schur verdanke ich den Hinweis auf eine Uberlegung yon 

Frobenius ~, womit die Uberlegung der Nr. 19 sehr nahe verwandt ist. 

Spezialfltlle. 

2I. Spezielle Permutafionsgruppen. Folgende wohlbekannte spezielle Per- 

mutationsgruppen, aUe vom Grade s (d. h. es werden s Gegenst~nde permutiert) 

treten in den sp~teren Anwendungen des in Nr. I5 formulierten ttauptsatzes 

5frets auf: 

~ , ,  die symmetrische Gruppe yon s Gegenst~nden, von der Ordnung s!; 

~ ,  die alternierende Gruppe yon s Gegenstiinden, die die gera~en Permuta- 

tionen umfasst und die Ordnung s!/2 hat; 

~,,  die zyklische Gruppe yon Grad und Ordnung s, erzeugt dutch eine 

zyklische Vertauschung yon s Gegenst~nden; 

~s, die Diedergruppe yon Ordnung 2s, die die Permutationen umfass~, 

welche die s Ecken eines starren regul~ren s-Ecks bei s~mtlichen 2 s Deckbe- 

wegungen des s-Ecks erfahren; 

(~s, die Permutationsgruppe vom Grad s und Ordnung I, welche bloss die 

identisehe Permutation umfasst. 

I I. SCHUR, Darstellungstheorie der Gruppen, Vorlesungen an der Eidg. Technische Hoch. 
schule, herausgegeben yon E. Stiefel. (Ziirich I930. ) Vgl. S. 59--6o. 

2 Sitzungsber. d. Akademie Berlin (I9O4), S. 558--57I. Vgl. w I. 
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In  dem Haup~satz der Nr. I6 tr i t t  der Zyklenzeiger der betraehteten Per- 

mutationsgruppe auf. Der Zyklenzeiger yon ~ ,  ist in (I, I6), der yon 9/s in 

(t, I7)aufgestell t .  Fiir die kleinsten Zahlenwerte yon s haben diese Zyklenzeiger 

die folgende Gestalt: 

(~) 

(~) 

fl 

f I + A  

(~) f + 3ZA + 2A 
6 

(~,) [~ + 6 f j ~  + 3]~ + 8f~f3 + 6A 
24 

(~) j~ 

(~) fl ~ + 2A 
3 

]~ + 3f~ + s E A .  
I 2  

Die Zyklenzeiger yon ~8, ~s, ~)s seien hier gegeben: 

R 

i ,k 
(38) ~ Y~ ~(k)f~i, 

k!s 

i ~J~ J ~  L 4 
+ f ~ ) .  

Der Zyklenzeiger yon ~8 ist unmittelbar, der yon ~8, wie auch der yon ~s, is~ 

auf Grund yon Bekanntem leicht aufzustellen. Sowohl in der Formel fiir ~ wie 

in der fiir ~), ist die Summation fiber siimtliche Teiler k yon s zu erstrecken. 

In der Formel fiir ~8 gilt die obere Zeile fiir ungerades s ---- 2 a -  I und die un- 

tere fiir gerades s ~ 2 a. Die Spezialf~lle fiir die kleinsten Zahlenwerte yon s 

sind in der oberen TabeUe mitenthalten, d~ 

22--36808. Acta mathen~atica. 68. Imprim~ le 28 mai 1937. 
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22. Spezielle FigurenvorrKte. Es seien zwei spezielle Figurenvorriite her- 

vorgehoben, die in der Literatur schon ffir beliebige Permutationsgruppen be- 

trachtet worden sind. 

a) Der Figurenvorrat besteht ans n Figuren, jede Figur enthi~lt nur eine 

Kugel, je zwei verschiedene Figuren enthalten Kugeln yon verschiedener Farbe. 

Kurzum, der Figurenvorrat besteht aus n verschiedenfarbigen Kugeln und die 

abzi~hlende Potenzreihe dieses Vorrats ist 

X 1 T x~ + "'" + x n .  

Die Aufgabe der Nr. I2 ist ffir diesen speziellen Figurenvorrat so auszu- 

sprechen: Gegeben ist eine beliebige Permutationsgruppe ~ vom Grade s und n 

nichtnegative ganze Zahten kl, k~, . . .  k~ yon der Summe s. Auf wie viele in- 

bezug auf ~ ini~quivalente Arten kann man auf s Stellen eine Konfiguration yon 

s Kugeln aufbauen, yon welchen /c 1 eine erste, k~ eine andere, . . .  kn eine ge- 

wisse n-re gegebene Farbe haben? Die LSsung erfolgt, gemi~ss Nr. 16, durch 

das Einsetzen yon 
m f ~ - - - - - x ~ + x ~ +  ..- + x  n 

in den Zyklenzeiger yon ~ und das Aufsuchen des Koeffizienten yon 

k n x ,x 2. 
in dem durch das Einsetzen entstandenen homogenen Polynom vom Grade s. 

(Die Aufgabe der Nr. 2 i.st ein spezieller Fall hiervon.) 

Diese Aufgabe wurde, in etwas verschiedener Fassung, schon yon Lunn und 

Senior behandelt, die die chemische Bedeutung tier Aufgabe erkannten (vgl. unten, 

Nr. 55) und eine yon tier hier gegebenen ziemlich versehieden aussehende LSsung 

dafiir aufstellten. ~ Man kann die LSsung yon Lunn und Senior als eine be- 

sondere rechnerische Ausgestaltung tier hier gegebenen LSsung nachweisen, und 

aus dem Umstand, dass bier ffir fm die m-re Potenzsumme der Unbestimmten 

x~, x~ . . . .  xn eingesetzt wird, mit Beniitzung klassischer Formeln fiber symme- 

trische FunkCionen weitergehende Folgerungen ziehen. Auf Einzelhei~en soll 

vielleicht an einem anderen Ort eingegangen werden. 

b) Es gibt nur eine Sorte yon Kugeln und zu jeder gegebenen Anzahl /c 

gibt es im Vorrat [O] genau eine Figur, die ]~ Kugeln enth~ilt. In diesem Fall 

ist die abziihlende Potenzreihe des Figurenvorrates 

i L U N N  u. SENIOR, I. 
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I 
(I,25) I + x + x  s +  --. + x  k +  . . . .  

I - - X  

Eine aus den Figuren dieses Vorrates auf s Stellen aufgebaute Konfiguration vom 

Kugelinhalt k ist eine Anordnung yon s nichtnegativen ganzen Zahlen kl, ks, . . .  ks 

yon der Summe k: 
(kl, k s , . . ,  kS). 

Indem man jeder Stelle eine Unbestimmte zuordnet (der Stelle a die Unbestimmte 

u~, wobei a = i, 2, . . .  s), kann die Konfiguiution als ein Potenzprodukt 

(I, 26) 
yore Grade 

k l + k ~ +  ... + k ~ = k  

aufgefasst werden, und die Permutationsgruppe ~ als eine Vertauschungsgruppe 

der s Unbestimmten ul, u~, . . .  us. Die Aufgabe der Nr. I2 liisst sich nun so 

aussprechen: In wie viele TransitivRi~tssysteme zerfallen die Potenzprodukte (I, 26) 

unter der Gruppe ~?  Zwei Potenzprodukte werden dann und nur dann zu dem- 

selben Transitiviti~tssystem gerechnet, wenn sie dureh ~ ineinander transformiert 

werden k5nnen. Die Summe aUer zu demselben Transitiviti~tssystem geh5rigen 

Produkte (I, 26) bleibt oifenbar allen Permutationen yon ~ gegeniiber invariant. 

Man Sieht leicht, dass die gesuchte Anzahl nichts anderes ist, als die Anzahl 

der linear unabhdngigen rationalen ganzen homogenen absoluten Invarianten k-ten 
Grades der Gruppe ~. 

Diese Anzahl ist, gemi~ss dem Hauptsa~z (Nr. 16), der Koeffizien~ yon x k 

in der Entwieklung derjenigen Funktion yon x, die dureh Einsetzung yon (I, 25) 

in den Zyklenzeiger yon ~ entsteht, oder dadurch entsteh~, class f (x ,  y, z ) in  

(I, 23) zu (1, 25) spezialisiert wird. Diese Funktion ist 

I I I I 
(I, 27) h~ (I - - x ) J ' ( I  --XS) j2 . . .  (I --Xs)Js = ~t E IE-zsl; 

auf beiden Seiten ist die Summation, wie in (I, 23), fiber alle Permutationen S 

der Gruppe ~ erstreekt; auf der reehten Sei~e wird S als eine Matrix yon s 

Zeilen und s Kolonnen aufgefass~ (mit s Elementen t und S s -  s Elementen o); 

E ist die Einheitsmatrix; unter dem Summationszeiehen im Nenner steht links 

und reehts die Determinante yon E -  x S  (ira wesentliehen das ehara~eristisehe 

Polynom yon S), wie leieht naehzureehnen. 
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Wir  bewiesen, dass in der Maclaurinschen Entwicklung yon (i, 27) der Koef- 

fizient von x ~ die Anzahl der linear unabhh'ngigen Invarianten k-ten Grades der 

Permutationsgruppe ~J ist, und damit  einen wesentlichen Spezialfall eines yon Th. 

Molien herri ihrenden Satzes. ~ 

2 3. Spezielle Folgerungen.  Viele sehr spezielle F~lle der in Nr. I2 ge- 

stellten, dureh den Hauptsa tz  gelSsten Aufgabe kommen in der Li te ra tur  ver- 

einzelt vor. Ein etwas mehr ausgedehnter  Spezialfall, der aus der Kombinat ion 

der zyklischen Gruppe ~8 mR dem in Nr. 22 unter  a )besprochenen  Figuren- 

vorrat hervorgeht,  ist der der >>zyklischen Permuta t ionen  mit  Wiederholung>>; 

das dariiber in der L R e m t u r  befindliche 2 er~b~ sich meis~ unmit te lbar  aus dem 

}tauptsatz. - -  Bei Kombinat ion der symmetrischen und der al ternierenden Gruppe 

mit  dem in Nr. 22 unter  a) besprochenen Figurenvorrat  gelangen wir auf  neuem 

Wege  zu klassischen Formeln fiber symmetrisehe Funkt ionen und somit zu einer 

weiteren Best~tigung der allgemeinen tTberlegung. 

In  den folgenden Anwendungen kommen die in Nr. I 3 - - I  5 behandelten 

SpezialfK]le der symmetrisehen und der al ternierenden Gruppe ~s und 9~8 5fters 

vor. Wie  dort  besprochen, haben die aus den Zyklenzeigern Fs und F~ + G8 

dieser Gruppen gebildeten drei Polynome in f l ,  f~, . . .  fs  

F~ 

F8 -- 678 = 2 Fs -- (F, + G~) 

die folgende Eigensehaft :  Wird in diese Polynome die abz~ihlende Potenzreihe 

eines Figurenvorrates  [q)] im Sinne der Nr. I6 eingesetzt, so entsteht ,  in beziig- 

l icher  Reihenfolge, die abz~hlende Potenzreihe fiir die 

Kombinat ionen aus beliebigen, 

Kombinat ionen aus lauter verschiedenen, 

Kombina~ionen aus nicht  lauter  verschiedenen 

s Figuren des Vorrates [(P]. Es wurde Fs fiir die kleinsten Werte  yon s schon 

in Nr. 2I angegeben; hier soll dies noch ffir G~ und F 8 -  Gs geschehen (unter 

symbolischer Hervorhebung der Ents tehung aus den beiden Zyklenzeigern): 

1 Sitzungsber. d. Akademie Berlin (1897), S. II52--II56. Vgl. Formel (I2), die sich auf be- 
liebige endliehe Gruppen lineaxer Substitutionen bezieht, nicht bloss auf Permutationsgruppen, wie 
die hiesige Formel (I, 27). Den Hinweis auf diese Arbeit verdanke ieh ebenfalls Herrn Prof. Sehur. 

2 E. JABLONSKI, Journ. d~ math~matiques pures et appliqu~es (4) 8 (I892), S. 331--349. 
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2 

173 

(?l. - | f ; -  3ZL + 2f., 
6 

( ~  - | 
2 

.f~ -- 6 f , ~  + 3.fg + Sf~f3 -- 6 A  
24 

(2 ~ - 9~) f~ 

(2 ~ - ~ , )  f . f ~  + .f' 
2 

Es folgt aus der kombinatorischen Bedeutung (oder aus der Rechnung der Nr. I4, 

ohne Riicksicht auf die kombinatorische Bedeutung) die folgende, in einer sp~i- 

teren (~berlegung niitzliche Tatsache: lVird in die Differenz der ZyMenzeiger yon 

?~s und ~8 eine Potenzreihe mit lauter nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten ein- 

gesetzt, so entsteht eiue Potenzreihe mit lauter nichtnegativen ganzzahligen Koeffi- 

zienten. 

Yeral lgemeinerung.  

24. Es sei hier kurz angedeutet eine Yerallgemeinerung der Aufgabe der Nr. 

x2, die im folgenden zwar keine Rolle spielt (abgesehen yon einer nebens~chlichen 

Bemerkung in Nr. 65) ' aber in verwand~en Fragen beniitzt werden diirfte. 

Es sei vorgelegt, eine Permutationsgruppe ~ vom Grade s + t, u.zw. sei 

intransitiv; die durch ~ permutierten s + t Gegens~nde zerfallen in zwei Klassen, 

yon welchen die eine s und die andere t Gegenst~inde umfasst, und es wird nie- 

reals ein Gegenstand der einen Klasse mit einem der anderen Klasse dureh 

vertauscht. (Nur des Beispiels halber unterscheide ich 2 Intransitivit~tssysteme; 

naeh Behandlung dieses Falles ist die Verallgemeinerung leicht auf n solche 

Sys~eme auszudehnen.) Die durch ~ vertauschten s + t Gegenst~nde wollen wir 

als s + t Raumpunkte uns vorstellen; in den s PunkCen der ersten Klasse seien 

s Figuren aus einem u  [q)], in den t Punk~en der zweiten t Figuren aus 

einem Vorrat [T] aufgestellt; so entsteht eine Konfiguration 

( 1 , 2 8 )  (@1, ~ ,  " "" ~S;  ~s ~tf2 . . . .  ~ t ) .  
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Gesuch~ is~ die Anzahl  der inbezug a u f  ~ indquivalenten Konfigurationen von der 

Gestalt (I, 28) und dem Kugelinhalt  (k, l, m). 

Zur Ltisung betrachte man irgendeine Permutation S der Gruppe ~. In 

einem Zykius yon S treten entweder nur Punk~e der ersten, oder nur Punkte 

des zwei~en Klasse auf. Es sei S yore Typus 

[J~ + ~l, J, + k,, . . .  j ,  + k ,  . . . .  ]; 

unter den j~  + k~ in S auf~retenden Zyklen yon der L~nge ra sollen jm bloss 

Punkte des ersten Klasse, mi~ Figuren aus [q)] besetz~, umfassen und km bloss 

Punkte des zwei~en Klasse, mit Figuren aus [W] bese~z~, so dass 

I j l +  2j~ + "'" + s j s = s ,  I k l +  2k~ + "'" + t k t ' - - t .  

Man betrachte das Polynom in s + t Unbestimmten f , f ~ , . . . f i ,  g~, g~ . . . .  gt 

( i , 2 9 )  . . . . . . ; 

(~) 

die Summe ist fiber alle Permutationen S yon ~ ers~reck~. Die abz~ihlende 

Potenzreihe yon [0] sei mit f ( x ,  y, z), die yon [T] mit g (x, y, z) bezeichne~. Die 

gesuchte Anzahl  ist der Koeffizient yon xk y~ z '~ in der Potenzreihenentwicklung, die 

man erhfflt, wenn man in (I, 29) 

y",  g ,  = g ( x " ,  

setzt (n =- ~, 2, 3 . . . .  ). 

Beziehungen zwischen Zyklenzeiger und Permutationsgruppe. 

2 5. Die Eigenschaf~ des Zyklenzeigers, die im Hauptsatz (Nr. r6) ausge- 

sprochen wurde, ist ffir den Zyklenzeiger charakteristisch, der Zyklenzeiger ist 

durch diese Eigenschaf~ eindeutig bestimmt. Ausfiihrlicher gesag~, besteht der 

folgende Satz: 

Das Polynom ~p(fl, f~ . . . .  fs) in den s VerSnderlichen f l ,  f~, �9 �9 �9 f i  sei mit  

der gegebenen Permutationsgruppe gj vom Grade s so verbunden, dass f i ir  einen 

beliebigen Figurenvorrat [q)] und dessen abzghlende Potenzreihe f ( x D  x~, x ~ , . . . )  

folgendes gilt: Wenn in dem Polynom ~p ~fl, f~, �9 �9 �9 fs) die Variablen 

(I ,3 ~ ) f ~ = f ( x l ,  x2 . . . .  ), f ~ = f ( x ~ ,  xl, . . . ) ,  . . .  f s = f ( x { ,  xl ,  . . . )  
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gesetzt werdeu, so entsteht aus ~p die abzShlende Pote~zreihe do" aus dem Figuren- 

vorrat [q)] gebildeten, inbezug au f  gJ inSquivalenten Ko~fi.qurationen. - - F i n  solches 

Polynom ~p ist notwendigerweise der Zykleuzeiger. 

Der Zyklenzeiger you 9, bezeichnen wir ihn mit ~(f~, re, . . .  f~), hat ja 

schon die Eigenschaft, welehe wit yon ~p (fl, f~, . . .  f~) postulieren. Es ist zu 

zeigen, dass die beiden Polynome ~0 and ~ identisch sind, d.h.  dass sie, nach 

den Variablen f l ,  f~, . . - f 8  entwickelt, die gleiehen Koeffizienten aufweisen. 

Verwerten wir die Voraussetzung fiir den speziellen Figurenvorrat, dessen 

abz~hlende Potenzreihe 

f ( x .  x~_, . . .  X n ) =  X 1 ~- X2 -~- "'" + Xn  

lautet [n Kugeln yon verschiedener Farbe, vgl. Nr. 22 a)]. Die Voraussetzung 

besagt, d a s s  

( I ,3I)  f l = X ,  + X ~ - " "  + X , , f ~ = X ~ + X ~ H - " "  -~X~, . . .  f s=xS~+X~+ "'" +XSn 

gesetzt, und nach den Variablen x~, x~, . . .  x,  entwickelt, die beiden Polynome 

~p und ~ die gleichen Koeffizienten aufweisen, d.h. dass vermSge (I, 3 I) 

(I, 32) ~(f~, A . . . .  f.~)- C(A, A, . . .  f ~ ) = o  

identisch in xl, x 2 . . . .  xn. Nun w~hlen wir n >_--s; bekanntlich kann, wenn 

s ~ n zwischen den ersten s Po~enzsummen ([, 3 I) der n Ver~nderliehen xi, x2, ... xn 

keine Mgebraisehe Beziehung bestehenl; so wird ersichtlich, dass die linke Seite 

yon (I, 32) als Polynom in f i ,  f~, . . .  f.~ identisch verschwinden muss w.z.b.w. 

25. Jetzt  kSnnen wir die in Nr. I2 aufgeworfene Frage, deren LSsung in 

Nr. I 9 abgeschlossen wurde, yon einer neuen Seite her beleuchten, n~imlich ge- 

nauer sagen, inwieweit deren LSsung yon der Struktur der darin auftretenden 

Gruppe ~ abh~ngt. Nennen wir zwei Permutationsgruppen yon gleichem Grade, 

fiir welche die Aufgabe der Nr. i2 bei beliebig gegebenem Figurenvorrat und 

Kugelinhalt die gleiche LSsung hat, kombinatorisch gleichwertig. (Es versteht 

sich, dass hier die Zahl der verschiedenen Kugelkategorien nicht mehr auf 3 be- 

schr~nkt, sondern beliebig ist.) Ausfiirlich lautet die Definition so: Zwei Per- 

mutationsgruppen ~1 und ~ yon gleichem Grade s heissen kombinatorisch gleich- 

wertig, wenn aus einem beliebigen Figurenvorrat [q)] und mit einem beliebigen 

Vgl. z.B.M. B6CHER, Einftihrung in die hShere Algebra (Leipzig 19IO) , S. 263 den nahe- 
stehenden Satz 3. 
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Kugelinhalt (al, a2, . . . )  genau ebensoviel inbezug auf  ~1 inSquivalente Konfigura- 

tionen (a)l, q)2, . . .  q)s) gebildet werden kSn~en, wie inbezug au f  ~0,. iniiquivalente. 

Aus dem in Nr. I6 ausgesprochenen und in Nr. 19 roll bewiesenen Haupt- 

resulta~ dieses Kapitels, zusammen mit dem in der vorangehenden Nr. 25 be- 

wiesenen Satz ergibt sich unmRtelbar: Zwei Permutationsgruppen sind dann und 

nur dann kombinatorisch gleichwertig, wen~ sie denselben Zyklenzeiger besitzen. 

Indem man auf die Definition des Zyklenzeigers mittels der expliziten For- 

reel (I, 5) zuriickgreift, ergibt sich weiterl: Zwei Permutationsgruppen sind dann 

und nur dann kombinatorisch gleichwertig, wenn die Permutationen der einen den 

Permutationen der anderen sich eindeutig umkehrbar so zuordnen lassen, dass ein- 

ander ~ugeordnete Permutatio~en den gleichen Typus yon Zyklenzerlegung aufweisen. 

Es ist yon Interesse zu bemerken, dass zwei kombinatorisch gleichwer~ige 

Permuta~ionsgruppen nicht identisch sein mfissen. ~ Sie miissen nicht einmal als 

abstrakte Gruppen einander isomorph sein. Es sei n~mlich p eine ungerade 

Primzahl und m eine ganze Zahl, welche gr5sser als 2 ist ( p - - 3 ,  m ~-3 ist das 

einfachs~e Beispiel). Es gibt bekanntlich a eine nichtabelsche Gruppe yon Ord- 

nung p'~, deren alle Elemente, das Einselement ausgenommen, die Ordnung p 

haben. Man nenne ~ die regul~re Dars~ellung dieser Gruppe als Permuta~ions- 

gruppe, und ~ die regul~re Darstellung der abelschen Gruppe yon Ordnung p~ 

und Typus (p, p, . . . p). Es sind ~1 und ~.z Permutationsgruppen yon Ordnung 

und Grad pro, und kombinatorisch gleichwertig: Jede ihrer Permutationen, aus- 

genommen die identische, wird ja  in derselben Weise in Zyklen zerleg~, n~mlich 

in pro-1 Zyklen yon der L~nge p, und der Zyklenzeiger yon beiden ist 

p~ 

27. Wir  besprechen einige F~ille, in welchen der Zyklenzeiger einer aus 

mehreren gegebenen Gruppen aufgebauten Gruppe sich in iibersichtlicher Weise 

aufbauen l~sst aus den Zyklenzeigern der gegebenen Gruppen. 

Wenn man sich, wie in Nr. 22 nn te r  a), auf ~Figuren,, besChr~nkt, welche bloss in einer 
Kugel bestehen, so wird der Satz abgeiindert, inbezug auf  Notwendigkeit  sch~irfer, inbezug auf 
t t inl~nglichkei t  weniger besagend. Der so abge~inderte Satz wurde hier (vgl. Nr. 25) mitbewiesen;  
er is t  sehon bei LUNN und SENIOR 1, S. IO53 ausgesprochen, zur einen H~ilfte (,,hinreichend,~) is t  
auch der. Beweis mitgeteil t .  Die andere Beweish~ilfte wurde mir  durch Herrn Senior freundlichst  
mitgetei l t ;  die Uberlegung ist  yon der hier  in Nr. 25 gegebenen verschieden. 

LUNN und SENIOR, 1, S. IO53. 
a Vgl. W. BURNSIDE, Theory of groups of finite order, 2. ed. (Cambrige IgII),  S. I43- - I44 .  



Anzahlbestimmungen fiir Gruppen, Graphen und chemische Verbindungen. 177 

Es seien gegeben die beiden Permutationsgruppen (~, ~;  bezeichnen wir 

bzw. mit 
g, h die Ordnung, 

r, s den Grad, 

~0, ~p den Zyklenzeiger. 

Nennen wir gh i~,.. ,'~ die Anzahl derjenigen in der Gruppe (~ befindlichen Per- 

mutationen, deren Typus [il, is, . . ,  it] ist. Dann ist der Zyklenzeiger yon (~ 

( I ,  3 3 )  
I i~ i~ i r 

9~ = -g Z gi, i= . . . i r f  l f ;  . . .  f ' r  ; 
(~) 

der Zyklenzeiger yon ~ ist gemiiss (I, 5) 

I ~ . ~j, td.  ,js 
(I 34) ~ = ~ Z hj, j.~. f~.  ' . . 3 ~ J  1 J 2  " " " 

(J) 

Die durch (S~ permutierten Objekte seien mit x~, x~, . . .  Xr, die durch 

permutierten mit Yl, Y~, �9 : �9 Ys bezeicbnet. Die Permuta~ionen der beiden Grup- 

pea haben bzw. die Gestalt 

(I, 35) G =  x l ,  . . .  x~, . . .  x r  H =  Yl ,  . . .  Y~, ' ' '  

\ x l ' ,  xo' ,  x~, \ y l ' ,  yo', Yg 

Wir wollen nun aus (~ und ~ zwei neue Permut.ationsgruppen aufbauen; 

die erste ist sehr einfach gebaut und wohlbekannt, die zweite interessanter. 

Das ,>direkte Produkt>> | • ~. Wghlen wir aus ~ und ~ ]e eine beliebige 

Permutation G bzw. H, was auf g h  Arten geschehen kann. Ordnen wir dem 

Paar  G, H e i n e  Permutation der Objekte xl, x~, . . . xr, Yl, Ye . . . .  ys zu, ngm- 

lich die folgende: 

( x l ,  x~, . . .  Xr, YI,  Y~, . . .  Y s )  

Xl ' ,  X2', Xr', y l ' ,  y2', ys' 

d.h. ffihren wir die beiden in (I, 35) angegebenen Permutationen simultan aus. 

Die so aufgestellten g h  Permutationen der r + s Objekte bilden offenbar eine 

Permu~ationsgruppe, die wir mit (~ • ~ bezeichnen und das d i r e k t e  P r o d u k t  yon 

(~ und ~ nennen wollen. Offenbar ist (~ • ~ intransitiv. Offenbar ist (vgl. 

Nr. I7) ~0~p der Zyklenzeiger yon (~ X ~. 
2 3 - - 3 6 8 0 8 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  68. Impr im~ ]e 29 mai  1937. 
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Auf ~hnliche Art  kann man das direkte Produkt  (~ X ~J • ~ X -.. beliebig 

vieler Permutationsgruppen (~, ~, ~ , . . .  definieren. Bei dieser Bildung des 

direkten Produktes werden die Grade addiert und die Ordnungen, sowie die 

Zyklenzeiger multipliziert. 

Der >>Kranz, (~ [~]. W~hlen wir arts (~ eine Permutation G, und aus 

insgesamt r Permutationen //1, H~, . . .  H e , . . .  H~, u.zw. voneinander unab- 

h~ngig (so dass unter  den H e auch gleiche vorkommen diirfen); die Wahl  kann 

auf gh ~ verschiedene Arten erfolgen. Es sei G durch (I; 35) gegeben; setzen wir 

( I '  36) H e = (  ylye, Ye'~ y~ ' " " Y~ )YQ, ( # = 1 , 2  . . . .  r). 

Wir  betrachten die folgenden, in r Reihen angeordneten rs Objekte: 

Z l l  ~ ZI$~ �9 �9 �9 Z l s ~  

�9 . . . , , 

~ r l ~  Z r 2 ~  � 9  Z r s .  

Dem System der I + r Permutationen G, HI, H~ . . . .  He, . . .  H~ wird folgende 

Permutation der rs Objekte zugeordnet: 

( z Z l l ~  �9 �9 �9 Z l s ~  � 9  �9 ~ Q I ~  Z Q 2 ~  �9 . . Z e s  ~ �9 �9 �9 Z r l ~  �9 �9 �9 g r s  

\ 

! 
1' 11 ~ Z l '  ls~ ZQ' o~1 ~ Z~' ~ ~ Zo' Qs ~ gr '  rl ~ Zr  r e ] .  

D.h.  G besorgt die Vertauschung der Zeilen des Rechtecks (i, 37), die Grob- 

permutation1; G gibt fiir alle Zeilen, aueh fiir die #-re Zeile an, in welche 

~'-te Zeile sie abgebildet werden soll; es ist die Sache yon H e im einzelnen an- 

zugeben, in we l ches  Objekte der #'-ten Zeile die s Objekte der #-ten Zeile iiber- 

gehen  soUen. Die so aufgestellten g h r Permutationen der r s Ob.iekte bilden 

offenbar eine Permutationsgruppe, die wir mit (~ [~] bezeichnen wollen. Als 

Name kSnnte man w~hlen: >>Der ~-Kranz um (~>>.~ 

1 Diese treffende Bezeichnung verdanke ich Herrn R. Remak. 
= G e o m e t r i s c h - k i n e m a t i s c h e s  B e i s p i e l .  Ein regelm~ssiges Polyeder hat  r Seitenfliichen, jede 

Seitenfl~iche hat e Ecken, und s ist e in  bestimmtes Vielfaches yon e (auch s = e ist zul~ssig). Auf 
jeder Seitenfliiche ist  im Mittelpunkt eine ~ussere Normale errichtet, und diese Normale dient als 
Achse eines Rades. Alle r R~der sind gleich; jedes hat  s ~quidistante Speichen, und jedes kann 
in s versehiedenen Lagen arretiert werden: in jeder Lage weist eine andere Speiehe auf eine be- 
st immte Ecke der betreifenden Seitenfl~iehe. Das regelm~issige Polyeder habe g Deckbewegungen, 
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Die Zeilen des Rechtecks (I, 37) zeigen ein besonderes Verhalten gegenfiber 

den Permutationen der Gruppe (~ [~]: Wenn dureh irgend eine dieser Permuta- 

tionen ein Element einer Zeile in ein Element einer anderen Zeile fibergeht, so 

gehen bei der genannten Permutation alle Elemente der erstgenannten Zeile in 

je ein Element der zwei~genannten fiber: die Zeilen yon (I, 37) sind Imprimitivi- 
tdtsgebiete yon (~ [~]. Diejenigen Permutationen yon (~ [~], welche jedes dieser 

r Imprimitivitiitsgebiete in sich fiberffihren (welehe als Grobpermutation die 

Identitg~ ausiiben), bilden eine Untergruppe; diese hat die Ordnung h ~, ist das 

direkte Produkt  ~ X ~ • ... X ~ zu r Faktoren und is~ ein Normalteiler yon 

(~ [~], u.zw. is~ ihre Faktorgruppe (~. In  Zeichen: 

x,9 x . - -x ,9  = r  

Denken wir die 

jeder Raumstelle eine Figur 

Konfiguration 

(I, 38) 

r s  Elemente ( I ,  37) als bestimmte Raumstellen und auf 

aus dem Vorrat [~] aufgestellt; so entsteht die 

~)11~ ~12, " �9 �9 ~)ls~ 

(~)rl, (J)r2, . . .  {~)r8. 

Jede Zeile in dieser Konfiguration sei eine Teilkonfiguration genannt. Zwei 
Teilkonfigurationen 

(/)el, q)e2, . . .  ~es und ~ ) 0 ' 1 ' ,  { ~ ) 0 ' 2 ' ,  �9 �9 �9 ~()'s' 

sind als ~quivalent zu betrachten, wenn es eine Permutation 

il is i, 
in der Gruppe ~ gibt, so dass 

(~Qil = (~Q'I', (~Qt~ = ( ~ ' 2 ' ,  �9 �9 . (~Oi8 = (~O'g' 

d . h .  Drehungen  welche es mi t  slch se lbs t  zur  Deckung br ingen ;  be i  diesen Deckbewegungen  er- 
fahren  die r Seitenfliichen eine Pe rmuta t ionsg ruppe  ~ yon Ordnung  g und  Grad r .  Als Deckbe- 
wegung  eines Rades bezeichne ich eine Drehung  yon einer  Arre t i e rung  zu einer  anderen;  die s 
Spelchen erfahren bei den  Deckbewegungen  eine Pe rmuta t i onsg ruppe  ~ ;  sie i s t  zyklisch,  yon Ord- 
n u n g  und  Grade s. Dutch  Kombina t ion  aller  Deckbewegungen des Polyeders  und  der  Riider e r fahren  
die r s  Speichen eine P e r m u t a t i o n s g r u p p e  yon der  0 r d n u n g  g s  r u n d  dem Grad r s ,  niimlich die 
Gruppe  (~ [~]. 
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(ob ~ und Q' gleieh oder verschieden sind, ist hier belanglos). Betrachten wir 

alle zu einer gegebenen ~quivalenten Teilkonfigurationen als nicht verschieden, 

als dieselbe Grossfigur. Die abz~hlende Potenzreihe der aus dem gegebenen 

Figurenvorrat  [q)] zusammensetzbaren verschiedenen Grossfiguren ergibt sich Uus 

(I,34) wenn darin, im Sinne der Nr. I6, die abz~hlende Potenzreihe yon [q~] 

eingesetzt wird. 

Aus der Struktur  der Gruppe (~ [~] ist ersichtlich, dass zwei Konfigurationen 

yon der Gestalt (i, 38) ~quivalent oder in~quivalent inbezug auf (~ [~] sind, jenach- 

dem die beziiglichen r, auf den r Zeilen aufgestellten Grossfiguren inbezug auf 

(~ iiquivalente oder in~quivalente Konfigurationen auf r Stellen bilden. Um die 

abz~hlende Potenzreihe tier inbezug auf (~ [~] in~quivalenten Konfigurationen 

aus r s Figuren q) zu erhalten, mfissen wir die abz~hlende Potenzreihe der in- 

bezug auf (~ in~quivalenten Konfigurationen aus r Grossfiguren bilden, also, im 

Sinne tier Nr. I5, die abz~hlende Potenzreihe tier Grossfiguren (d. h. die Funk- 

tion (I, 34), worin sehon ffir f die abz~hlende Potenzreihe yon [q)] eingesetzt ist) 

in (I, 33) einsetzen; somit ist, indem 

(I, 39) 

gesetzt wird, 

4o) 

I ,j~ ,j~ .j~ 

(J) 

[9] :Z " 
g (0 

zu bilden, und fiir f die abzEhlende Potenzreihe yon [q)] einzusetzen. 

Aus Nr. 25 folgt nun:  Der Zyklenzeiger von (~ [~] ist der durch (I, 40)ge- 

gebene Ausdruck ~ [~], worin ~1, ~3~, . . .  Abkiirzungen f i ir  Polynome in den unab- 

hSngigen Variablen fl ,  f~, �9 �9 �9 bedeuten, gemh'ss (I, 39). 

tJber die beiden aus den gegebenen Permutat ionsgruppen (~ und ~ hier 

gebildete~l neuen Permutat ionsgruppen,  fiber das 

>>Kranz>>, gibt die folgende Tabelle eine (Sbersicht: 

Gruppe: ~ ~ (~ • ~J 

G r a d :  r s r + s 

Ordnung: g h g h 

Zyklenzeiger: ~ ~p ~ ~p 

>>direkte Produl~>> und den 

r 8  

g h r 

[9]. 
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n .  GRAPHEN. 

D e f i n i t i o n e n .  

28. Es sollen in den n~chsten Nummern diejenigen Gebilde, welche die 

Chemiker als >) S~rukturformeln >) und >> Stereoformeln >> zu bezeichnen pfiegen, rein 

axiomatisch-kombinatorisch beschrieben werden, mindestens soweit, als es nStig 

ist um den nachfolgenden Anzahlbestimmungen eine feste Grundlage zu ver- 

schaffen. Damit diese Beschreibung iibersichtlich und unzweideutig ausfalle, muss 

ich etwas welter ausholen; insbesondere muss ich zu Beginn einige bekannte 

Definitionen der Graphentheorie wiederholen, um die Terminologie mit erwiinsch- 

ter Deutlichkeit festzulegen. (Es wird dabei Einiges, was in der Einleitung schon 

>)inoffiziell>) gesagt wurde, nochmals >)offiziell>> ausgesprochen.) Ich werde in der 

Terminologie yon dem schSnen Buche yon D. KSnig, das hier als Standard-Werk 

gelten mag 1, mSglichst wenig abweichen Die wesentlicheren Abweichungen, 

welche ich ira Interesse der speziellen Zwecke der gegenw~rtigen Arbeit vor- 

nehmen zu sollen glaubte, werden durch besondere Hinweise hervorgehoben. 

29. Was in ausfiihrlicher Terminologie ein >)zusammenh~ngender endlicher 

Graph ohne Schlingen>> heissen wiirde, sei im folgenden kurz als ein Graph be- 

zeichnet. 

Ein Graph ist ein System, das zweieriei Elemente, Punkte und Strecken, 

enth~lt; die Elemente sind in endlicher Anzahl; es ist eine Relation, Grundbe- 

ziehung genannt, zwischen zwei Elementen verschiedener Art, also zwischen einem 

1)unk~ und einer Strecke definiert; dass zwischen dem Punkt  P und der Strecke 

a die Grundbeziehung besteht, wird auch mit den Worten >>P begrenzt a>) aus- 

gedriickt (gelegentlich auch dutch andere geometrische Wendungen wie >>a endet 

in P>), >)a geht yon P aus>> u.s.w.). Es sind folgende zwei Bedingungen erfiillt: 

I. Jede Streeke wird durch zwei versehiedene Punkte begrenzt. 

II.  Die Elemente des Graphen, Punkte und Strecken, bilden ein vermSge der 

Grundbeziehung zusammenhdngendes System. Anders gesagt: Indem man vom Ele- 

ment zu einem damit dutch die Grundbeziehung verbundenen Element schreitet, kann 

man von einem beliebigen Element zu einem beliebigen andern fortschreiten. 

1 K()NIG, 1. Der Leser braucht die ~Graphentheorie,, nicht yon Anfang an zu beherrschen; 
es geniigt zum ersten Verst~indnis des Hauptinhalts dieser Abhandlung, die vorkommenden Aus- 
sagen fiber Gr~phen sich an selbstgezeichneten Figuren ,>experimentell,, klarzumachen. 
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Die Bedingung I besagt, dass jede im Graphen auftretende Strecke zu 

genau zwei Punkten in der Grundbeziehung steht. Die Anzahl der Strecken, 

die zu einem gegebenen Punkte in der Grundbeziehung stehen (durch den Punkt  

begrenzt werden), wird durch keine Bedingung eingeengt; e s se i  ausdriicklich 

hervorgehoben, dass sie jede natiirliche Zahl und auch o sein kann. Ein Punkt, 

der keine Strecke begrenzt, h~ngt mit keiner Strecke, also iiberhaupt mit keinem 

weiteren Element im Sinne yon I I  zusammen, er muss also, eben wegen dieser 

Bedingung II,  den ganzen Graphen ausmachen. Ein Graph, der aus einem ein- 

zigen Punk~ besteht, heisst der EinpunkOraph. 1 

30. Man be~rachte einen beliebigen Graphen; es bezeichne p die Anzahl 

seiner Punkte, s die Anzahl seiner Strecken. 

Den Fall p = o, s ~ o (den Fall des ,>Nullgraphen>>) schliesse ich yon der 

Betrachtung aus. Wenn s = o ist, a]so keine Strecken vorhanden sind, kSnnen 

verschiedene Punkte miteinander nicht zusammenh~ngen; in diesem Falle ist 

also, gem~ss der Bedingung II ,  p = I und wir haben den Einpunktgraphen v0r 

uns. Wenn s ~  I, so ist, wegen II,  p ~ 2. Es besteht zwischen p und s, wie 

man auf Grund der Bedingungen I, I I  zeigen kann 3, die Beziehung, dass die Zahl 

(2, I) 8 - - p  + I = ~  

nichtnega~iv is~; man nenn~ ~ die Zusammenhangszahl des Graphen. Einen 

Graphen von Zusammenhangszahl o nennt man einen Baum. Ein Baum ist also 

ein Graph, der bei gegebener Punktzahl p mSglichst wenig, n~mlich p -  I 

Strecken besitzt. 

Ein Punkt, der genau k St.recken begrenzt, wird k-kantiger Punkt  genannt. 

Ein einkantiger Punkt wird auch als Endpunkt bezeichnet. Es sei pk die Anzahl 

der k-kantigen Punkte; abgesehen vom Falle des Einpunktgraphen ist 100=o. 

Es ist 

(2, 2) Po + 101 + P2 + "'" + pk + . . . .  1o, 

mad wegen der Bedingung I 

(2, 3) Opo+ Ipl  + 2p~+ ..- + k p k +  . . . .  2s.  

1 Die Einfiihrung des Einpunktgraphen bedingt die wesentlichsten kbweichungen der hiesigen 
yon der KSnigsehen Terminologie. 

2 KONIG, I, S. 54- 
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3 I. Einen yore Einpunktgraphen verschiedenen Baum, wovon ein Endpunkt  

als yon allen anderen Punkten verschiedenartig aufgefasst wird, nennt  man 

einen Setzbaum 1, den ausgezeichneten, einzigartigen Endpunkt  nennt  man den 

Wurzelpunkt und die einzige dutch den Wurzelpunkt begrenzte Strecke den 

Stature des Setzbaumes. Die von dem Wurzelpunkt verschiedenen Punkte  eines 

Setzbaumes seien als Knoten~vunkte ~ bezeichnet. In  den Figuren, welehe Setz- 

biiume darstellen, sollen die Knotenpunkte durch Kreislein, der Wurzelpunkt 

dureh eine Pfeilspitze angedeutet werden; vgl. Figg. I, 2, 3. 

B~ume, an welchen kein Punkt  Ms Wurzelpunkt ausgezeiehnet ist, sollen, 

wo eine Unterseheidung erforderlieh, fi'eie Biiume genannt werden. 

Es sei P ein Punkt  eines Baumes B, und der andere Begrenzungspunkt 

einer yon P ausgehenden Strecke sei Q. Die Punkte  P und Q und solche (eventuelle) 

weitere Punkte yon B, welche mit P ohne die Vermitt lung yon Q nicht ver- 

bunden, also bloss durch Q hindurch mit /~ verbunden werden kSnnen, bilden, 

zusammen mit den Kanten, welche sie beidseitig begrenzen, einen Baum (Teil- 

baum yon B), u. zw. einen Setzbaum, als dessen Wurzelpunkt P betrachtet und 

dessert Stature dutch P und Q begrenz~ wird; dieser Setzbaum heisst ein von 

P entspringender Ast von B. s 

Zur Erliiuterung dieser Definition sei bemerkt: Wenn B genau p Punkte 

enthi~lt, so enthalten si~mtliche von P entspringenden Aste yon B zusammen p 

oder mehr Punkte, aber genau p --  I Knotenpunkte.  (Vgl. in Fig. 2, (a) und (/~), 

die von M entspringenden *ste.) 

3 2. Man kann die Punkte eines beliebigen Graphen in Arten einteilen, 

u. zw. willkiirlich, mit der selbstverstgndlichen Beschr~nkung, dass jeder Punkt  

des Graphen genau einer Art angehSrt; d .h .  die Arten sollen zu je zweien 

elementenfremd sein und zusammen alle Punkte  des Graphen umfassen. (Man 

kann Punkte der gleichen Art als Kugeln von gleicher Farbe oder als Atome 

desselben chemischen Elements sich vorstellen.) 

An Setzb~umen un~erscheiden wir zwei Arten yon Punkten:  Wurze lpunkte  

und Knotenpunkte,  und es bestehen zwei Beschr~nkungen: Ein Wurzelpunkt  

1 Nicht ,,Wurzelbaum,, (vgl. Ki~NIO, 1, S. 76). Ich betone, dass nicht ein beliebiger Punkt, 
sondern ein Endpunkt des Baumes ausgezeichnet ist. 

Das Wort ,,Knotenpunkt, hat also eine spezifische Bedeutung, und wird nur fiir Nicht- 
Wurzelpunkte yon Setzbiiumen gebraucht, im Unterschied yon KSI~IG 1, S. I. 

8 Ein Ast wird also immer als Setzbaum betrachtet; hierin liegt ein kleiner Unterschied 
von K6NIG 1, S. 7 ~ . 
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muss der einzige seiner Art und ein einkantiger Punkt  sein. Im allgemeinen 

Falle bestehen keine derartigen Beschr~nkungen, die Einteilung der Punkte in 

Arten kann willkiirlich erfolgeu, sie braucht insbesondere Nichts mit der Kanten- 

zahl zu tun haben. Wenn es so viel Arten gibt als Punkte, wenn also je zwei 

verschiedene Punkte verschiedenartig sind, so kann man yon einem Graphen 

mit individuell verschiedenen Punkten sprechen. Diesem ~ussersten Fall ist der- 

jenige entgegengesetzt, in welchem alle Punkte des Graphen gleicl~artig sind. 

33. Ein k-kantiger Punkt  P eines Graphen bildet, zusammen mit den k 

durch ihn begrenzten Strecken einen Kantenkranz 1, und der Punkt  P heisst das 

M 

CA) [B) 
Fig. 2. 

Zenb'um des Kantenkranzes. Wir  wollen die k vom Zentrum auslaufenden 

Kanten mit I, 2, 3, ---  ]c numerieren. Ich will einige Auffassungen, welche bei 

dieser Numerierung in Frage kommen kSnnen, aufz~hlen. 

a) Wir  denken uns den Kantenkranz in der Ebene gelegen, die Strecken 

geradlinig aus dem Zentrum auslaufend. Wir  numerieren die Strecken in der 

Reihenfolge, in welcher sie yon einem beweglichen Punk~ angetroffen werden, 

der das Zentrum gegen den Uhrzeigersinn laufend umkreist. Je nach dem 

Sektor der Ebene, worin der bewegliche Punkt  zu laufen anf~ngt, kSnnen wir k 

verschiedene Numerierungen erhalten. Diese k verschiedenen Numerierungen 

1 Nicht ,,Stern,,, vgl. KiS~IG 1, S. 5o. Ich betone, dass zu einem Kantenkranz nut ein 
Punkt gehSrt; ein Kantenkranz ist kein Graph, da die dazugehSrigen Strecken nur einseitig be- 
grenzt sind. 
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werden ineinander iiberfiihrt durch die Permutationen einer Gruppe yon Ordnung 

und Grade k, der zyklischen Permutationsgruppe ~k. 

b) Es sei k-~ 4. Wir  wollen uns das Zentrum des Kantenkranzes als im 

Mittelpunkt eines regulgren Tetraeders gelegen und die vier davon ausgehenden 

Strecken als gegen die vier Eckpunkte des Tetraeders gerichtet vorstellen. Wir  

gebeu jeder Strecke die gleiehe Nummer wie der entsprechenden Ecke des 

Tetraeders, und wir numerieren die Tetraederecken so, dass das Tetraeder rechts- 

wendig wird. (D. h. es sou eine Person, die entlang der Tetraederkante I, 2 

mit dem Kopf in I und den Fiissen in 2 liegt und die Tetraederkante 3, 4 vor 

sich hat, 3 zur Linken und 4 zur Rechten haben.) Auf diese Weise kSnnen 

wir die 4 Streeken des Kantenkranzes auf I2 verschiedene Arten numerieren. 

Wie man sieh iiberzeugen kann, bleibt bei einer geraden Permutation der 

urspriinglichen Nummern die Numerierung rechtswendig, sie geht aber bei 

einer ungraden Permutation in eine entgegengesetzte, linkswendige iiber. 1 Es 

werden somit die i2 versehiedenen Numerierungen dutch die I2 Permutationen 

der alternierenden Gruppe vom Grade 4, der Gruppe 9~ 4 ineinander iiberfiihrt. 

c) Wir  betrachten wieder einen allgemeinen Kantenkranz mit )~ Kanten, 

u. zw. betrachten wir ihn topologisch, d.h.  ohne Riicksicht darauf, ob er in der 

Ebene oder im Raum oder sonstwo gelegen ist. Dann sind alle mSglichen )~! 

Numerierungen, welche durch die Permutationen der symmetrischen Gruppe ~k 

ineinander iiberfiihrt werden, gleich zul~issig. 

Zusammengefasst: denachdem wir den Kantenkranz >>eben)>, )) riiumlich )> 

oder ~>topologisch>> auffassen, ist fiir die Permutation der Nummern die Gruppe 

~k, 9~ 4 oder ~k zusth'ndig. Man beachte, class nach erfolgter Numerierung tier 

Kanten und Festlegung der zustgndigen Permutationsgruppe die anschauliche 

Bedeutuug der Worte >>eben~> und >>r~umlich>> ausgeschaltet und die Betrachtung 

rein kombinatorisch weitergefiihrt werden darf. 

34. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum ttauptpunkt.  Wit  kSn- 

hen jetzt kurz und vollstgndig, losgelSst yon jeder Spezialisierung und doch auf 

eine Reihe yon Spezialfgllen passend erkl~ren, wann zwei Graphen als verschieden, 

wann sie als niehtverschieden anzusehn sind. Start nichtverschieden gebrauche 

ich auch das Wort )>kongruent)), start verschieden >>inkongruent>). 

Es liegen zwei Graphen G und G' vor, yon beiden sind die Punkte in 

i Die I2 geraden Permuta t ionen der 4 Tetraederecken entsprechen den Rotationen, welche 
alas reguliire Tetraeder mit  sieh selbst  zur Deckung bringen. 

24--36808. A c ~  mathe~natica. 68. Imprim~ le 29 mai 1937. 
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Arten eingeteilt, von beiden sind die Kanten aller Kantenkriinze numeriert 1, 

fiir jedes k (k---- I, 2, 3, . . . )  is~ eine Gruppe (~k erkl~rt, die fiir die k-kantigen 

Kantenkr~nze zust~ndig ist. Die Graphe~ G und G' heissen dann und nur 

dann kongruent, wenu ei~e eindeutige uud eindeutig umkehrbare Abbilduug yon G 

auf  G' existiert, dutch welche 

(I) jede Strecke in eine Strecke abgebildet wS"d, 

(II) jeder Punkt in ei~en Punkt vonder gleichen Art abgebildet wird, 

(III) die Grundbeziehung erhalten bleibt, u~d 

(IV) in jedem Ka~tenkra,z eine zur zustSndoen Gruppe gehSrige Permutation 

tier Kantenuummern induziert wird. 

Die beiden letzten Bedingungen werden unten n~her erkliirt. - -  Eine Ab- 

bildung der beschriebenen Art yon G auf G' wollen wir eine kongruente Ab- 

bildung nennen. Auch zwei Elemente, deren Aufeinanderabbilden bei einer kon- 

gruenten Abbildung nicht a priori dutch ihre Natur  ausgeschlossen ist, kann 

man als einander kongruent bezeichnen und in diesem Sinne [(I), (II)] sagen: 

Irgend zwei Strecken sind einauder kongruent. 

Gleichartige Punkte sind einander kongruent, ungleichartige iukongruent. 

Unter der Bedingung (III), dass die Grundbeziehung erhalten bleibt, ist 

natiirlich folgendes zu verstehen: Wenn P und /~ Punkte, a und a' S~recken 

sind, P und o zu G, P '  und a' zu G' geh5ren, und die Abbildung P in P',  a in 

a' iiberfiihrt, so wird a' dann und nur dann durch P '  begrenzt, wenn a durch P 

begrenz~ ist. 

Die Bedingung (IV) muss ausfiihrlicher erl~utert werden. Wenn / ) d a s  

Zen~rum und o~, a.2, . . .  ak die numerierten S~recken eines k-kantigen, in G 

enthaltenen Kantenkranzes sind, so effolgt die Abbildung dieser k + I Eiemente, 

gem~ss den Bedingungen (I), (II), (III), auf die k +  I Elemente eines Kanten- 

kranzes P', a,, a'~, . . .  ak in G,  wobei abet die ~umerierung der aufeinander 

bezogenen Kanten nicht dieselbe sein muss. Erfolgt die Abbildung in der dutch 

die Pfeile angedeuteten Weise: 

p--~ p ' ,  

1 Bei vollst~ndiger Numerierung der Kantenkriinze erh~lt jede S~recke zwei Nummern, die 
miteinander Nichts zu tun zu haben brauchen. 
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so ist under der induzierten Permutation 

il i2 is ik 

zu vers~ehen. Es wird die ZugehSrigkeit dieser Permutation zur Gruppe (~k, 

welche fiir die k-kantigen Kantenkris zust,~s ist, durch Bedingung (IV) 

gefordert. 

Indem man die Bedingungen (I), (II), (III), (IV) nochmals durchgeht, iiber- 

zeugt man sich leicht, dass die Kongruenz yon Graphen, wie hier definiert, eine 

reflexive, symmetrische und transitive Beziehung zwischen Graphen ist. Bei 

Bedingung (IV) ist es zu beachten, dass es sich nicht um irgendeine Gesamtheit 

sondern um eine Gruppe yon Permutationen handelt. 

35- Soweit ich sehen kann, ist die erl~iuterte Definition der Kongruenz 

und der Inkongruenz (der Nichtverschiedenheit und tier Verschiedenheit) zweier 

Graphen wesentlich zur genauen Festlegung des Sinnes, in welchem die chemischen 

Formeln, insbesondere die >~Stereoformeln* gebraucht werden. Ich besehr~nke 

mich hier darauf, die Bedeutung der Anzahlen, welche im gegenw~irtigen Kapitel 

zu berechnen sind, auf Grund dieser Definition festzulegen. Ich will dabei yon 

der chemisehen Terminologie, die erst im n~chsten Kapitel eingefiihrt wird, 

vorderhand absehen, rein geometrisch-kombinatorisch vorgehen, und auch die 

ehemiseh uninteressante ,>planare~) Auffassung der Graphen zum u her- 

anziehen. 

In  der gegebenen Definition der Kongruenz yon zwei Graphen steeken 

viele Spezialf~lle. Die Spezialisierung kann nach drei Richtungen vor sich gehen: 

Man betrachtet besondere Graphen, man teilt die Punkte des Graphen auf be- 

sondere Weise in Arten ein, man legt die fiir die Kantenkr~nze zust~s 

Gruppen auf besondere Weise fest. Den Zwecken dieser dreifaltigen Speziali- 

sierung dient die folgende Terminologie. 

Als C-Graph wird ein Graph bezeichnet, yon welchem kein Punk~ fiinf 

oder mehr Strecken begrenz~. In der Bezeichnung der Nr. 3 ~ ist also fiir einen 

C-Graphen charak~eristisch, dass 

(2, 4) io5 : P6 = 107 . . . . .  o. 

Als C--H-Graph wird ein Graph bezeichnet, der ausser Endpunkten nur 

vierkantige Punk~e besitz~, d.h.  der Bedingung geniigt, dass 

(e, 5) P0 : o, p~ = p~ = o, P5 : ~v6 ~- 1~ . . . . .  o. 
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In freien B~iumen wollen wir alle Punkte als gleiehartig ansehen, wenn 

das Gegenteil nieht ausdriicklich hervorgehoben wird (das wird in diesem KapRel 

nur in der Nr. 45 geschehen). 

In Setzb~umen wollen wir nut  zwei Punktarten unterscheiden: die Knoten- 

punkte und den Wurzelpunkt, so dass alle Knotenpunkte als gleichartig an- 

zusehen sind, insoferne das Gegenteil nicht ausdriicklich erw~hnt ist (wie in 

Nr. 45). 

Als zust~ndige Gruppen wollen wir nur die in Nr. 33 betraehteten einfiihren. 

Wenn fiir die /c-kantigen Kantenlrr~nze die symmetrisehe Gruppe ~k zu- 

st~ndig ist (k ~ I, 2, 3 , - . . ) ,  so heissen zwei Graphen, welehe im Sinne der De- 

finition der Nr. 34 kongruent sind, topologisah nichtverschieden, und zwei in 

diesem 8inne inkongruente topologisch verschieden. 

Wenn fiir die k-kantigen Kantenkr~nze die zyklische Gruppe ~ zust~ndig 

ist (k ~- I, 2, 3, . . .),  so heissen zwei, im Sinne der Nr. 34 kongruente Graphen 

planar nichtverschieden, zwei in diesem Sinne inkongruente planar verschieden. 1 

Fiir C--H-Graphen (und nur fiir diese!) kann ein Kongruenzbegriff dadurch 

geschaffen werden, dass fiir vierkantige Kantenkr~nze die alternierende Gruppe 

9~ 4 als zust~indig erkl~rt wird. (Ffir einkantlge Kantenkr~nze ist die Bedingung 

(IV), nach den Bedingungen (I), (II), ([II), niehtssagend, und es gibt ja auch 

nur eine Permutationsgruppe vom Grade I.) Zwei unter der ZuSt~ndigkeit yon 

9~ 4 kongruente C--H-Graphen heissen riiumlich nichtverschieden, zwei in diesem 

Sinne inkongruente r~umlich verschieden. 

Die Unterscheidung in freie- und Setzb~ume hat mit der Bedingung (II) 

der Nr. 34 zu tun. Fiir freie B~ume kann diese so gefasst werden: >>Irgend 

zwei Punkte sind einander kongruent>>, und fiir Setzb~ume so: ~>Knotenpunkte 

sind untereinander kongruent, Wurzelpunkte sind untereinander kongruent, ein 

Wurzelpunkt ist keinem Knotenpunkt kongruent>>. Die Unterscheidung ~topo- 

logiseh~>, ~planar~> und >>r~umlich>~ h~ngt mit der Bedingung (IV) zusammen; 

diese ist fiir topologische Graphen eigentlich nichtssagend. 

3g. Nach den vorangehenden Ausfiihrungen erhalten die in der Einleitung 

gegebenen Definitionen der Zahlen ~,~ und Tn einen vollst~ndig bestimmten, rein 

kombinatorischen Sinn. Die kombinatorische Definition der anderen in der 

Ob bei der Zeichnung eines ,,planar~ aufgefassten Graphen auf einem ebenen Zeichenblatt 
Kreuzungen der Kanten, die keinem Punkte des Graphen entsprechen, unvermeidlich sind oder 
nicht, ist hier gleichgiiltig: Ein ~planar,, aufgefasster Graph hat Nichts zu tun mit einem Graphen 
yore Geschlecht Null (vgl. K~NI~ 1, S. I98). 
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Einleitung erw~hnten Zahlen z~, Qn, an, Q,, R~, Sn h~ngt mit den C--H-B~umen 

zusammen, weshalb zun~tchst diese Gebilde niiher erSr~ert werden mfissen. 

a) Es sei die Anzahl der vierkantigen Punkte eines C--H-Graphen mit n 

bezeiehnet, also, in der Bezeichnung tier Nr. 3o, p 4 = n gesetzt. Die Gleichungen 

(2, 5), kombiniert mit (2, I), (2, 2) und (2, 3) ergeben dann, durch Elimination 

yon s und 1o, 

(2, 6) Pl = 2n  + 2 --  2p~. 

Insbesondere ist ein C--H-Graph mR n vierkantigen Punkten dann und nur 

dann ein C--H-Baum, wenn die Anzahl seiner Endpunkte 2 n + 2 und die Ge- 

samtzahl seiner Punkte 3 n + 2 ist. Ein C--H-Setzbaum mit n vierkantigen 

Punkten hat  2 n + I yon dem Wurzelpunkt verschiedene Endpunkte, also ins- 

gesamt 3 n + I Knotenpunkte. 

b) Gewisse vierkantige Punkte eines C--H-Baumes heissen asymmetrisch, 
n~mlich solche, yon welchen vier topologisch versehiedene Aste ausgehen. (Der 

Punkt  M in Fig. 2 (a) ist asymmetrisch.) Ganz gleich laute~ die Definition ffir 

die asymmetrischen Punkte eines C--H-Setzbaumes, nur muss dies hinzugefiigt 

werden: Derjenige yon einem bestimmten vierkantigen Punkt  P entspringende 

Ast, der den Wurzelpunkt des ganzen Setzbaumes enth~lt, gilt als yon allen 3 

anderen Xsten verschieden, die demselben Punkte P entspringen: er tr~g~ ja 

einen einzigartigen Punk~, dem kein Punkt  der 3 andern ~s te  kongruent ist. 

(Der Punkt  K des Se~zbaumes in Fig. 2 (A) ist asymmetrisch; wiirde der Baum 

als frei und nicht als Setzbaum betrachtet, so wgre der Punkt  K nicht asym- 

metriseh.) 

l~un zur kombina~orisehen Definition der erwghnten Zahlen. 

Die Zahlen a,~, Q~, z~ beziehen sich auf freie C--H-Bgume, die Zahlen 

S,,, Rn, Qn auf C--H-Setzbgume mit n vierkantigen Punkten. Es bedeutet fiir 

freie C--H-Bgume (bzw. f/Jr C--H-Setzbgume) mit n vierkantigen Punkten 

as (bzw. Sn) die Anzahl aller r~umlieh versehiedenen, 

e,~ (bzw. R~) die Anzahl aller topologiseh versehiedenen, 

z~ (bzw. Q~) die Anzahl derjenigen speziellen topologisch versehiedenen, 

welche keinen asymme~risehen Punk~ besitzen. 

(Betreffs die Ubereiustimmung der hier gegebenen kombinatorischen mit den 

in der Einleitung gegebenen chemischen Definitionen vgl. Nr. 55-) 

Zur Klgrung dieser Definitionen seien die folgenden, an und ffir sich wesent- 

lichen Zusammenhgnge erwghnt. 
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Der iJbergang yon ~n ZU Xn, wie der yon Rn zu Q,, ist  t~bergang yon einer 

Menge zu einer Teilmenge. Daher  ist 

(2,7) e, ,~• B,~>=Q,~. 

Der Ubergang yon 0n zu a,,, wie der yon R ,  zu Sn, besteh~ im Weehseln 

der zur Beurtei lung der vierkantigen Kantenkriinze zust~ndigen Gruppe, im 

i3bergang yon ~4 zu 9Xt. Dass die dutch  die Abbildung induzierte Permuta t ion  

(vgl. Nr. 34, Bedingung (IV)) in der Untergruppe 9~t liege, ist eine mehr  ein- 

schr~nkende Bedingung,  als dass sie in der vollen Gruppe ~4 liege: Beim i3ber- 

gang yon Gruppe zur Untergruppe kann  die Anzahl  der nichtKquivalenten Kon- 

figurationen nicht  abnehmen. Daher  ist 

(2 ,8 )  (~,, =< o,,, / t .  < & .  

37. Es besteht eine, schon yon Cayley hervorgehobene, eineindeutige Zu- 

ordnung zwischen topologisch aufgefass ten C- -H-Graphen  und C-Graphen, die, 

unter  Auszeichnung der Setzbis und  der Wurzelpunk~e, folgendermassen er- 

kli~r~ werden kann:  Von einem C--H-Graphen  entferne man jeden Endpunk~ 

und ]ede Kante ,  die durch einen Endpunk t  begrenzt is~, jedoch mi~ Ausnahme 

des Wurzelpunk~es und des Stammes,  wenn es sich um einen Se~zbaum handel t ;  

so gelangt  man yore C- -H-Graphen  zum zugeordneten C-Graphen, u. zw. gelangt  

man yon einem Se~zbaum zu einem zugeordneten Setzbaum mit  demselben Wurzel- 

punk~ und S~amm. (Man gehe in Fig. 2 yon (a) zu (7) und yon (A)zu (C) fiber.) 

Man gelangt  yore C-Graphen zum C--H-Graphen  zurfick, wenn man jedem Punk t  

des C-Graphen mi~ Ausnahme des eventuell vorhandenen Wurzelpunkts ,  so viele 

(o, I, 2, 3 oder 4) neue Kan ten  hinzuffig~, dass ein vierkan$iger P u n k t  entsteht ,  

und die neu hinzugekommeuen Kan ten  durch neue Eudpuukte  abschliesst. [Man 

gehe in Fig. 2 yon (7) zu (a), yon (C) zu (A) zurfick.] 1 

W e a n  man diese Zuordnung an den durch o, und  R ,  abgezi~hlten C--H- 
Oraphen verfolgt, ersieht man  leicht die folgende neue Bedeutung dieser Zahlen: 

Q~ ist die vom topologischen S t a n d p u n ~ e  aus berechne~e Anzahl  der freien 

i Wenn der C--H-Graph n vierkantige Punkte enth~lt, so enth~lt der zugeordnete C-Graph 
n Punkte, falls er  k e i n  Setzbaum, und n + I Punkte, falls er ein Setzbaum ist. Im ersten F a l l e  

i s t  n = o auszuschliessen, im zweiten Falle (fiir Setzb~ume) ist n = o z u z u l a s s e n ;  b e i  d i e s e r  U b e r -  

e i n k u n f ~  wird das eineindeutige Entsprechen durchg~ngig und die Betrachtung des Nullgraphen 
vermieden. Bei der Rtickkehr yon den C- zu den C--H-Graphen finder das Hinzufiigen yon 4 
neuen Strecken zu demselben Punkt nur dann start, wenn der C-Graph der Einpunktgraph ist. 
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C-B~ume mit n Punkten, R~ die der C-Setzb~iume mi~ n Knotenpunkten. Anders 

ausgedriickt: 

Q~ ist die Anzahl derjenigen speziellen topologisch verschiedenen freien 

B~iume mit n Punkten, deren Punkte hSchstens vier Strecken begrenzen; 

R ,  ist die Anzahl derjenigen speziellen topologisch verschiedenen Setz- 

b~tume mit n Knotenpunkten, deren Knotenpunkte hSchstens vier Strecken be- 

grenzen. 

Vgl. hierzu die Definition der Zahlen ~ und T~ in der Einleitung (Nr. 3). 

Der Ubergang yon v, zu Q~ wie der yon T~ zu R ,  ist tTbergang yon einer Menge 

zu einer Teilmenge. Daher ist 

(2, 9) z. -->-- #n, T. _-->. R. .  

Setzbitume. 

38. Wir  wollen yon nun an voraussetzen, dass die fiir die k-kantigen 

Kantenkr~nze zust~ndige Gruppe (~k b'ansitiv ist (fiir k =  I, 2, 3 , . - - ) -  Diese 

Voraussetzung trifft ja zu fiir die Gruppen ~k, ~k, ~4, welche bzw. die topolo- 

gische, die planare und die r~umliche Auffassung charakterisieren. 

Der Stamm eines Setzbaumes S wird durch zwei Punkte begrenzt; der eine 

ist der Wurzelpunkt, der andere sei Hauptknotenpunkt oder kurz K genannt, vgl. 

Fig. 2 (A). Es sei K ein k-kan~iger Punkt. Von den k A_sten, die aus K ent- 

springen (Nr. 3I), enth~lt einer (der in gewShnlicher Sprache nicht Ast heissen 

wiirde) den Stamm und den Wurzelpunkt yon S; die iibrigen k -  I ~s te  wollen 

wir die Haupth'ste des Setzbaumes S nennen. Wir  wollen die ftaupt~ste numerie- 

ren: Jeder Hauptast  enth~lt eine bestimmte yon K auslaufende Strecke, welche, 

als zum Kantenkranz yore Zentrum K gehSrig, eine Nummer tr~igt; diese Nummer 

sei dem betreffenden Hauptast  zuerteilt. 

Ich behaupte, dass man einen zu S kongruenten Setzbaum S' finden kann, 

dessen Hauptffste mit I, 2 , . . .  ( k - - I )  numeriert sind. Dies beruht auf der Tran- 

sitivit~it der Gruppe ~k. Diese enth~lt n~mlich eine Permutation, welche die- 

jenige Nummer, die bei l~umerierung des Kantenkranzes um K dem Stamme yon 

S zuf~illt, in k iiberfiihrt; man Jibe diese Permutation auf die Numerierung 

des Kantenkranzes aus und lasse sonst Alles an S unver~ndert; der dabei ent- 

stehende Setzbaum S' hat die verlangten Eigenschaften (vgl. Nr. 34, insbeson- 

dere (IV)). 
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39. Wir  wollen nun Setzbi~ume betrachten, deren k -  I Haupt~ste  die 

Nummern I, 2, . . .  ( k - -  x) tragen. W i r  wollen die Hauptitste des Setzbaumes S, 

r ichtig numeriert ,  mi t  a)l, q)~, . . . a)k-~ bezeichnen, und wir ordnen S die Kon- 

figuration seiner Haupt~ste  

( ( ~ 1 '  ( ~ 2 '  " ' "  O k - - l )  

zu. Das Wort  ~)Konfiguratiom) wird hier in demselben Sinne gebraucht,  wie in 

Nr. I I1); kongruente ttaupt~iste werden als gleiehe, inkongruente  ttaupt~tste als 

versehiedene Figuren betrachtet .  Da jeder t I aup tas t  als ein Setzbaum aufzufassen 

ist  (Nr. 3 I), umfass t  der Figurenvorra t  alle (zu je zweien inkongruente) Setzb~ume. 

Zwei Setzb~ume, deren t taupt~s te  dieselbe Konfigurat ion bilden, sind, im 

Sinne der Definition der Nr. 34, sicherlich kongruent .  ~ KSnnen verschiedene 
Konfigurationen der Hauptdste zu kongruenten Setzbdumen geh&'en? 

Es sollen fiir den Setzbaum S' die Buchstaben K' ,  k', qfl, 0'2, - . .  ~P~.-1 die- 

selbe Bedeutung haben, wie K,  k, q)l, ~2 . . . .  q)k--1 fiir S. Wenn  S und S' zu- 

einander  kongruent  sind (vgl. Bedingungen (I), (II), (III), (IV) in Nr. 34), so muss 

in einer kongruenten  Abbildung der Wurze lpunkt  yon S dem Wurze lpunkt  yon 

S', der St~mm yon S dem Stamm yon S' und der P u n k t  K dem P u n k t  K '  ent- 

spreehen, und somit ist k = k'. Da in der Numerierung des Kantenkranzes  um 

K bzw. um K'  beide St~mme dieselbe Nummer  k tragen, muss die induzierte 

Permuta t ion  die Gestalt  

(2, IO) (I  2 . . . ( k - - I ) k k )  
il i 2 . . .  i~1 

haben und sie muss de r Gruppe | angehSren [Nr. 34, (IV)]. Sehliesslich muss 

(kongruente Haupt~s~e sind als Figuren be~rachtet identisch) 

( 2 ,  I I )  O'1 = {~ix, O'2 = ~ i 2 ,  - �9 �9 O k - - 1  = ~ik__ 1 

sein. 

Die Permuta t ion  (2, IO) gehSrt  zu (~ ,  u. zw. zu derjenigen Untergruppe yon 

@k, welche k lest  l~sst; diese Untergruppe,  welche wir als eine Permutat ions-  

i Wir kSnnen, wenn wir die in Nr. ! I hervorgehobene riiumliche Vorstellung beibehalten 
wollen, den k -  I yon K verschiedenen Endpunkten der k -  I Hauptiiste k -  I bestimmte Raum- 
stellen zuweisen. 

2 Zur ausfiihrlichen Begriindung dieses Schlusses muss man zwei Setzbiiume S und S' be- 
trachten, deren gleich numerierte Hauptiiste aufeinander kongruent abgebildet sind, und aus diesen 
k-- I Abbildungen eine kongruente Abbildung yon S auf S' konstruieren. Ich iibergehe die Einzel- 
heiten und ich werde mir iihnliche Ersparungen auch im folgenden erlauben. 
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gruppe yore G~ade k -- I auffassen wollen [sie permutiert I, 2, . . . ,  (k --  I)], heisse 

kurz die zustit'ndige Untergruppe. Das Bestehen der Gleichungen (2, I I) kann man 

je tz t ,  mit der Ausdrucksweise der ~qr. I I, so aussprechen: die Konfigurationen 
(~ ,  q)~,.., q)k-1) und (q)'~, q)~,..,  q)'k-~) sind inbezug auf die zustdndige Unter- 
gruppe h'quivalent. 

Wenn man das Uberlegte nochmals, in umgekehrter Reihenfolge durchlguft, 

erh~lt man das Resultat: Zwei SetzbSume sind dann und nur da~n einander 
kongruent, wenn sie gleich viel HauptSste haben, und die Konfigurationen ihrer 
HauptSste inbezug auf die zustdndige Untergruppe einander 5quivalent sind. 

Jenachdem die zust~indige Gruppe ~k, ~4 oder ~k, ist die zust~ndige 

Untergruppe ~k-1, 2a = ~3 bzw. @k-1. Diese F~ille spielen eine Rolle im fol- 

genden. 

40. Wir betrachten jetzt die C--H-Setzb~ume mit n vierkantigen Punkten; 

die Anzahl der topologisch verschiedenen haben wit mit /~n, die der r~umlich 

verschiedenen mit Sn bezeichnet; die Anzahl der planar verschiedenen soll P~ 

heissen. 

Der Hauptknotenpunkt eines C--H-Setzbaumes ist entweder ein Endpunkt 

oder vierkantig. 

Wenn der I-Iauptknotenpunkt K ein Endpunkt ist, so bes~eht der ganze 

Setzbaum aus K, aus dem Wurzelpunkt und aus dem Stamm, der diese beiden 

Punkte verbinde~; es gibt keine vierkantigen Punkte, es gibt keine ttauptiiste. 

Es gibt auch nicht zwei inkongruente Setzb~tume dieser Art; hierbei ist gleich- 

giiltig, ob wir die Kongruenz topologisch, r~tumlich oder planar auffassen. Es 

is~ somit 

(2,  ~2) /~o = So = P o  = i .  

Wenn der Hauptknogenpunkt des C--H-Setzbaumes S vierkantig ist, so 

hat S drei Haupt~iste, und diese enthalten zusammen genau einen vierkantigen 

Knotenpunkt weniger als S allein enthi~lt. Es gibt somit genau gleich viele 

inkongruente C--H-Setzb~i.ume mit n vierkantigen Knotenpunkgen als 

inbezug auf die zust~ndige Untergruppe in~quivalente Konfigurationen yon 

drei C--H-Setzb~umen, welche zusammen n - - I  vierkantige Knotenpunkte ent- 

halten 

vorausgesetzt, dass n ~  ist. (Vgl. Fig. 2, (A)und  (B); jenachdem wir d i e  

Kongruenz topologisch, r~umlich oder planar auffassen, kann man aus 3 gege- 
25--36808. Acta mathematica. 68. Imprim6 |e 31 mai 1937. 
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benen, voneinander verschiedenen ttaupti~sten I, 2 oder 5 verschiedene Konfigura- 

tionen, also verschiedene Setzb~ume mit  vierkantigen Punkten  bilden.) 

Jenachdem die Kongruenz topologisch, r~iumlich oder planar aufgefasst 

wird, werden die C--H-Se~zb~ume durch die Potenzreihen 

a v  ov r 

r ( x ) =  Z - ~ n X n  , 8(X) ~ - - Z S n x n  , p(x)  = Z P n x n  
o o o 

abgezi~hlt, heisst die zusti~ndige Untergruppe 

und ist der Zyklenzeiger dieser Untergruppe (vgl. Nr. 21) 

f~ + 3f l f2  + 2f3 f~, + 2fs 
, , f ~ .  6 3 

Entsprechend diesen drei Fiillen erhalten wir drei Gleichungen, indem wir die 

kurz vorher genau auseinandergesetzte Beziehung: ))hnzahl der inkongruenten 

Setzbi~ume is~ gleich der Anzahl der in~quivalenten Konfigurationen yon 3 Setz- 

b~umen>> mit  den abziihlenden Potenzreihen ausdriicken, auf Grund des Haupt- 

satzes des Kap. I (Nr. I6), und die Sonderstellung des Falles n - ~ o  beriick- 

sichtigen: 
r (x) s + 3 r (x) r (x ~) + 2 r (x 3) 

(2, ~ 3) r (x) = Ro ~ 6 

(2, I4) 

(2, i S) 

(~)~ + 2 ~ (x ~) 

3 

p (~) = i'o + ~ p  (~)~. 

4 I.  ES ergeben (2, I3) und (2, I4), mit  Riicksicht auf (2, I2),  die ange- 

kiindigten Funktionalgleichungen (4) bzw. (7). Es ergibt (2, I 5 ) m i t  (2, I2) eine 

trinomische Gleichung 34en Grades zur Best immung yon p (x), welche bekannt- 

lich 1 durch die Reihenentwicklung 

p ( x ) =  I + ~ n - -  I /  n 
n=l 

1 Vgl. z . B . G .  P6LYA und G. SZEG/), Aufgaben und Lehrsfitze aus der Ana]ysis (Berlin I925) 
Bd. I, :~ufg. I I I  2II ,  S. I25 11. S. 3oi. 
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befriedigt wird. Folglich ist 

(2, 16) / )n = ~ \95 - -  I l " 

]95 

Man beachte noch, dass der Ubergang yon S,, zu P~ dem (Jbergang yon 

23 zu ~3, yon der Gruppe zur Untergruppe entspricht; somit erh~lt man [~ihn- 

lich, wie (2, 8)] 

(2, ~7) & --< P . .  

42. Wir  bleiben bei den C--H-Setzb~umen mit n vierkantigen Knoten- 

punkten und betrachten die topologisch verschiedenen unter ihnen, welche genau 

a asymmetrische Punkte haben; ihre Anzahl sei Rn~. Offenbar ist 

(2, I8)  R , o  + R , 1  + .Rn2 + . -~ R , ,  

und gem~iss einer friiheren Definition (Nr. 36) 

(2, I9) R~0 = Q,~. 

Wir setzen 

c~ ao 

n ~ O  a ~ 0  n ~ 0  

Offenbar ist 

(2, 2I) tto -~/too = I. 

Setzen wir also ~ ~ I voraus und betrachten die in der Gesamtanzahl /~,,~ ento 

haltenen Setzb~ume. Jedem solchen Setzbaum entspricht die Konfigura~ion 

seiner 3 ttaupt~s~e, u. zw., da jetzt d i e  Untergruppe ~3 zust~ndig ist, kommt 

es nur darauf an, welche Setzb~ume als Haupt~iste auftreten, und es kommt 

auf die Numerierung nicht an; d.h.  es kommt bloss auf die Kombination der 

drei Haupt~ste an. 

Fiir einen in der Anzahl R , ~  enthaltenen Setzbaum liegt einer der beiden 

folgenden F~lle vor: 

I) Der Hauptknotenpunkt K ist kein asymmetrischer Punkt ;  in diesem FaUe 

sind die 3 Haupt~ste nieht alle vonefnander verschieden und sie en~halten zusam- 

men a asymmetrische Punkte. 
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2) Der Hauptknotenpunkt  K ist ein asymmetriseher Punkt;  in diesem Falle 

sind die 3 Hauptiiste alle verschieden und sie enthalten zusammen a -  I asym- 

metrische Punkte. 

In beiden Fiillen enthalten die 3 Haupti~ste zusammen n -  I vierkantige 

Knotenpunkte. Unter Berficksichtigung der Sonderstellung yon n =-o  erhalten 

wir auf Grund der in Iqr. 2 3 zusammengestellten Resultate [es kommt (2~a--9.i3) 

ffir Fall 1) und (9/3 - -~3)  fiir Fall 2) in Betraeht], dass 

(2~ 22) �9 (x, y ) =  ~ + x $ (~; v) �9 ( ~ ,  v ~) § 

�9 (x, v) ~ - 3 �9 (~, v) �9 (xL .~) + 2 �9 (x ~, .v ~) 
+ x y  6 

/~un isg, wegen (2, I8), (2, 2o), (3) 

(2, 23) ~(~, ~)= ,.(x) 

und wegen (2, I9), (2, 20), (6) 

(2, 24) ~ (X, O) = q (X). 

Es geht, in der Tat, ffir y---- I die Funktionalgleichung (2, 22) in (4) fiber, unr 

fiir y = o in die a ngekfindigte Gleichung (8). 

43. Jetzt  sehreiten wir zur Betrachtung yon beliebigen Setzb~umen mit 

insgesamt n Knotenpunkten; die Anzahl der topologisch verschiedenen haben 

wir mit Tn bezeichnet, die der planar verschiedenen soll Pn heissen. Neben der 

abz~hlenden Potenzreihe (2) betrachten wir noch 

( x ) = P l x + P 2 x ~ + P ~ x 3 +  "" .  

Es ist leieht zu sehen [dieselbe Figur wie zu (2, i2)], dass 

(2, 25) Y~ = P~ = I. 

Wenn n ~ 2, so hat der Setzbaum Haupt~ste; bezeiehnen wir ihre Anzahl, wie 

in Nr. 38, mit k -- I. Diese k -  i Hauptiiste enthalten zusammen n -- I Knoten- 

punkte; die ffir ihre Konfiguration zust~ndige Untergruppe ist ~--1 oder @k-~, 

jenaehdem es sieh um T.  oder P-~ handelt. Die Anzahl tier inbezug auf ~k- i  

in~quivalenten, ffir T,, massgebenden Hauptastkonfigurationen erh~lt man, gem~iss 

~Ir. 16, als den Koeffizienten yon x n-~ in derjenigen Reihe, die dureh Einsetzen 

yon t(x) in den Zyklenzeiger yon ~k-~ hervorgeht; vgl. die Formel (I, I2) und 
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fiir Spezialfi~lle die l~Tr. 21. - -  Die Anzahl der inbezug auf (~k-x iniiquivalenten, 

fiir P ,  massgebenden gauptastkonfigurationen ist der Koeffizien~ yon x ~-~ in 

der Reihe t(x)~-L Indem man k : 2 ,  3, 4 , - . .  seiszt und die Sonderstellung 

yon n = I nebst (2, 25) beriicksichtigt, erhKlt man 

t(x) ~ + 3 t (x) t (x  ~) + 2 t (x  ~) (~, z6) t ( z ) = x  + ~ t ( x )  + ~ t-(x)~ + t(z~) + x + 
2 6 " ' ' ~  

(2, 27) ~ ( x ) =  x + x #  (~) + x ~  (x) ~ + ~ #  (x)3 + . . . .  

Die linken Seiten zis die inkongruenten Se~zbiiume auf, die rechten Seiten 

zi~hlen die nach der zust~ndigen Un~ergruppe inis Hauptastkonfigura- 

tionen auf; diese sind Konfigurationen yon Setzbiiumen der gleichen Sorte und, 

nach Nr. 39, gleich zahlreich, wie die inkongruenten SetzbKume. 

Es is~ (2, 26) die in der Einleitung angekiindigte Formel (I"). Man nehme 

in Formel (I, I I) eine doppelte Spezialisierung vor: Ers~ens seSze man f ( x ,  y, z )=t(x)  

und dementsprechend 

aoo o ~ O, akO0 ~ Tk, aklm ~-- 0 fiir l + m > O; 

zweitens setze man u = I; dann erhi~lt man aus dem Vergleich der I-ten, 2-ten 

und 3-ten Zeile yon (I, II) aueh die beiden anderen angekiindigten Gleichungen 

(I) und (I'). 

Es ist (2, 27) mit einer Gleiehung 2-ten Grades fiir #(x), niimlich mit 

(x) - ~ (x) ~ = x 

gleichbedeutend, welche, wie man leich~ finder, durch die Reihenen~wicklung 

| ( 2 n - - 2 1 X n  
~ ( x ) = E  ~ - v  ~ 

befriedig~ wird. Folglich ist 

Der lJbergang yon T~ zu P,~ entsprieht dem i3bergang yon ~k-1 zu ~k-x, also 

yon Gruppe zu Un~ergruppe; somit erh~lt man [ahnlich wie (2, 8) und (2, I7)] 

(2, 29) Tn < P~. 
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Der 13bergang yon Psn+1 zu P,, is~ ein 0bergang yon Menge zur Untermenge; 

daher ist (dass kein Widerspruch mit (2, I6) und (2, 28) vorliegt, ist leicht direkt 

zu sehen) 

44. 
punkten 

leicht, dass 

[wie (2, 25)]. 

Haupti~ste. 

~P3n+l ~ Pn. 

Die Anzahl der topologisch verschiedenen C-Setzb~ume mit n Knoten- 

ist Rn (ffir n ~  I), wie w i r e s  in Nr. 37 gesehen haben. Man sieht 

~1 ~ I 

Wenn n ~ 2, besitzt der C-Setzbaum Haupt~ste, u.zw. I, 2 oder 3 

Die tTberlegung, welche zu (2, 26) gefiihr~ hat, ergib~ fiir die Reihe 

/r x + / r  x ~ + / ~  x ~ + . . . .  r (x) - ~ = ~ (x) 

die Funktionalgleichung 

(2, 30) ~ (x) - -  x + ~ g (~) + 
g (x) ~ + g (x ~) g (x) ~ + 3 g (x) a (x ~) + 2 g (x ~) 

t X -  7 
2 6 

Die rechte Seite yon (2, 3o) enthi~lt nur vier Glieder, welche den fiir C-Setz- 

biiume mSglichen vier Fi~llen entsprechen: Es gibt o, I, 2 oder 3 Haupt~ste. 

(Dagegen enthi~lt die rechte Seite yon (2, 26) unendlich viele Glieder.) Wenn man 

g(x ) : r (x ) - - I  in (2, 3o) einsetzt, erhiilt man, wie es vorauszusehen isL die 

Gleichung (4). 

Eine leichte Verallgemeinerung der l)berlegung zeig~, dass alle Gleichungen, 

welche aus (2, 26) oder (2, 27) dadurch entstehen, dass auf der rechten Seite nut  

ein Tell der yon x verschiedenen Glieder zuriickbehalten wird, abz~hlende Po- 

tenzreihen fiir einfach charakterisierbare Sorten yon Setzbi~umen liefern. 1 

45- Jetzt  wollen wir die Gestalten (i') und (I" de r Gleichung (I)  noch 

yon einer anderen Seite her beleuchten. Wir be~rachten freie Biiume mit n 

Punkten, u.zw. mit n individuell verschiedenen Punkten;  die Anzahl der topo- 

logisch verschiedenen heisse an. Diese Anzahl an wurde zuerst yon Cayley und 

1 So entsteht  z.B. aus (2, 27) dutch Zuriickbehaltung yon bloss einem y o n  x verschiedenen 
Glied die Gleichung 9 ( x )  = z + xr ~, deren LSsung diejenigen planar verschiedenen Setzbiiume 
mit  n Knotenpunkten abziihlt, welche nut  ein- und dreikantige Punkte besitzen. Das Resultat 
finder sieh schon bei CAYL~.Y, 2. Vgl. F. LEVi, Christiaan Huygens, 2 (I922) , S. 3o7--314, unter 
Iqr. 5, ferner A. ERRERA, M~moires de l'Acad~mie royale de Belgique 11 (I93I) S. 1--26, unter 
Nr. I 5 b I 6 .  An beiden Stellen ist auch das Resultat (2, 28) in anderer Gestalt zu finden und 
Untersuchungen fiber freie planare B~ume. 
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nachher yon anderen berechnetl;  hier soll a~ auf eine (meines Wissens) neue 

Weise berechnet werden. 

Aus jedem freien Baum der betrachteten Sorte kann man einen Setzbaum 

dadurch erhalten, dass man irgendeinem der n Punkte eine neue Strecke anhiingt 

und deren neuen Endpunkt als Wurzelpunkt erkliirt; man erhiflt auf diese Art  

aus jedem freien Baum, wegen der individuellen Verschiedenheit der Punkte, n 

verschiedene Setzbi~ume. Bezeichnen wir mit A,~ die Anzahl der topologisch ver- 

schiedenen Setzbdume mit n individuell verschiedenen Knotenpunkten; das vorange- 

hende zeigt, class 

(2, 3I) A,~ = ~ an. 

Offenbar ist 

(2, 32) A 1 = i .  

Betraehten wir diejenigen in der Anzahl A~+~ enthaltenen Setzbiiume, die 

den folgenden 2 Bedingungen geniigen: 

I) die Rolle des Punktes K (des t tauptknotenpunktes) spielt der ,>rote Punkt>) ; 

2) es entspringen 3 Haupti~ste aus K. 

(Ich sage in konkreter Sprache >>der rote Punkt>> anstatt  >>ein bestimmter Punkt>>, 

und ich nehme nur beispielshalber 3 Hauptiiste.) Wenn die drei yon K ent- 

springenden ttaupti~ste bzw. i, j und k Knotenpunkte tragen, so ist 

(2, 33) 

Es ist auf 

i + j.4- k = ~ .  

n! 
i! j !  k! 

Arten mSglich, die n individuell versehiedenen Knotenpunkte auf drei Klassen, 

welche bzw. i, j ,  k Individuen umfassen, zu verteiien; ist einmal diese Verteilung 

vorgenommen, so kann der erste Hauptast  auf Ai, der zweite auf Aa., der dritte 

auf Ak verschiedene Arten gewiihlt werden, und wir erhalten, die Summation 

auf alle positiven LSsungssysteme yon (2, 33) ers~reckL 

n! 
i! j!  k~. A 'AyAk  

i+j+k=n 

1 CAYLEY, 8. O. DZIOBEK, Sitzungsber. d. Berliner Math. Ges. 16 (I917), S. 64--67. H. 
PROFER, Archiv d. Math. u. Physik (3) 27 (I918), S. I42--I44.  



9~00 G. Pdlya. 

Konfigurationen von ttaupt~sten; yon denselben sind je 3! inbezug auf Ca i~qui- 

valentl; somit erhalten wir 

I n!  
(2, 34) ~. ~ i! j l  k! A~AjAk 

�9 i + j + k = n  

inbezug auf Ca ini~quivMente Konfigurationen von ttaupti~sten, d.h.  ebensoviele 

in An+l aufgez~hlte Setzbiiume, welche den Bedingungen I), 2) geniigen; heben 

wir I) auf, d.h.  setzen wir an S~elle des >)rotem) Punktes a l len  + I verschiedenen, 

so erhalten wir (n + I)-mal die Anzahl (2, 34), und heben wir auch 2) auf, d.h.  

beSrachten wir beliebig viele ttauptiiste, so erhalten wir iiberhaupt alle in An+l 

aufgezi~hlten Setzbiiume, d.h.  es ist 

(2, 35) An+l = (n + I )A,  + n + I n! 
i + j = n  

+ - -  n + . I  n !  
3! ~ i! j l  k! A~AjAk + ""; 

i+j+k=n 

die Glieder auf der rechten SeRe entsprechen den verschiedenen mSglichen Fifllen 

yon I, 2, 3, . . .  Haupti~sten. Fiihren wir die erzeugende Funktion 

A 1 X A s  x ~ A~ x 3 
f ( x ) - ~ .  + ~ + ~- .  + "" 

ein und beriicksichtigen wir auch den Fall, in welchem kein Hauptast vorhanden 

ist, vgl. (2, 32), so erhalten w i r  

(2, 36) f ( x )  = x + x f ( x )  + x f(x)e x f(x)a 
2! + 3! + " ;  

es ergibt ni~mlich der Vergleich des Koeffizienten yon x n+l links und rechts in 

(2, 35) die durch (n + I)! dividierte Gleichung (2, 35) (fiir n + I => 2). Nun wird 

(2, 36), d.h. 

(2, 37) f (x )  ~- x ef(~) 

bekanntlich ~ durch die Reihenentwicklung 

1 Wegen der individuellen Verschiedenheit der Knotenpunkte kann keine Vertauschung der 
Hauptiiste (ausser der identischen Permutation!) deren Konfiguration in sich iiberfiihren. 

2 Vgl. z.B. P6LYA u. SZEG6 a.a .O. ,  Fussnote S. 194, Bd. l, Aufg. I I I  209, S. I25 u. S. 3oi. 
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befriedigt. Somit ist 

(2, 3 8 ) 

und, wegen (2, 3I), 

(z x)  ( .  = + + + . + 

~n ~ nn--2; 

letzteres ist das merkwiirdig einfache Resultat yon Cayley. 

Der Ahnlichkei~ der beiden Gleichungen (2, 36) und (I") Ioder (2, 37) und 

(x')] entspricht ein Zusammenhang zwischen den hnzahlen A,I und Tn. Nimmt 

man einen in T,  aufgez~ihlten, topologisch aufgefassten Setzbaum mit n gleich- 

ar~ige n Kno~enpunkten, und gibt man den n Knotenpunkten nachtr~glich indi- 

viduelle Bezeichnungen, so erh~lt man einen in An aufgez~hlten Setzbaum; ver- 

tausch~ man die Bezeichnungen auf alle mSglichen n! Arten, so kSnnte man mSg- 

licherweise nich~ tauter topologisch verschiedene in A~ aufgez~thlte Setzb~iume 

erhalten. 1 Somit ist 

(2, 39) 

und ~hnlicherweise 

n! T~ >= An ~ n ~-1, 

(2, 40) n! ~. ~ a,~ ~-- n "-2. 

F r e i e  B i tume .  

46. Es sei B ein Baum, der n Punk~e besitzt. Wir teilen die Punkte yon 

B in zwei Klassen ein, in gewShnliche Punkte und Ausnahmepunkte. Ein Punk~ 

P yon B heisst gewb'hulich, wenn yon P ein Ast entspringt, der mehr als n 
2 

Knotenpunkte besitzt; Ausnahmepunkt heisst ein Punkt, der nicht gew5hnlich 

ist. Es bes~eht der folgende, yon C. Jordan herriihrende Satz~: 

Ein Baum mit n Punkten hat entweder ellen Ausnahmepunkt oder zwei Aus- 

nahmepunkte. 

Wenn es nut  einen Ausnahmepunkt M gibt, so entspringt in M kein Ast, der 

n oder mehr Knotenpunkte hh'tte. 
2 

Wenn es zwei Ausnahmepunkte M 1 und M~ gibt, so ist die Zahl n gerade, es 

1 Die Pri~zisierung eines iihnlichen Schlusses wird in Nr. ~4 a angedeutet.  
JORDAN | .  Vgl. KONIG 1, S. 70--75. 

26--36808. Aeta  mathematica.  68. Imprim6 le 31 mai 1937. 
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entspringt sowohl in M1 wie in M~ genau 

gewisse Strecke des Baumes wird dutch M1 

J 
...., 

J ...... 
J 

-..... 

, . . . ,  
-..... 

Fig. 3. 

ein Ast mit n_ Knotenpunkten und eine 
2 

und M~ begre~zt. 

Bgume mit einem einzigen Aus- 

nahmepunkt heissen zentrisch und der 

Ausnahmepunkt heisst das Zentrum 

des Baumes, B~iume mit zwei Aus- 

nahmepunkten heissen bizentrisch, die 

beiden Ausnahmepunkte die Bizentren, 

die sie verbindende Strecke die Achse 

des Baumes. 1 (Es s~ell~ Fig. 2 (a) 

einen zentrischen, Fig. 3 (a) einen bi- 

zentrischen Baum dar.) Der einfachste 

zentrische Baum ist der Einpunktgraph, 

er besteht bloss aus dem Zentrum. 

Der einfachste bizentrische Baum hat zwei Punkte; er besteht aus den beiden 

Bizentren und der sie verbindenden Achse. 

47. Bei einer kongruenten Abbildung des Baumes 1~ auf den Baum B' 

soll dem Punkt  P yon B der Punkt  P '  yon B'  entsprechen; dann entspricht 

jedem yon /)  entsplingenden Ast yon B ein yon P' entspringender Ast yon B', 

u.zw. ein Ast, der gleich viele Knotenpunkte trggt (Nr. 34, (I), (II), (IlI); (IV) 

spielt noch keine Rolle). Hieraus ersieht man: Bei kongruenter Abbildung ent- 

spricht einem Ausnahmepunkt ein Ausnahmepunkt; ein zentrischer Baum kann 

nur einem zentrischen, ein bizentrischer nur einem bizentrischen Baume kon- 

gruent sein. 

Daher kSnnen und wollen wir bei Bestimmung der Anzahlen die zentrischen 

und bizentrischen Bgume getrennt behandeln. Anzahlen zentrischer Bgume sollen 

mit einem, Anzahlen bizentrischer mit zwei Strichen unterschieden werden. Unter 

den in den Anzahlen On, a,, ~ enthaltenen freien Bgumen seien bzw. Q'~, a',, ~,,~ 
r !  zentrisch und #',~, o~, ~, bizentrisch, so dass 

t p  P PP r Pr  

( 2 , 4 I )  Qn=Q'n + Qn, a n = a n + a n ,  "~n='~n +'~n. 

Wir definieren Q,~ ats die Anzahl derjenigen ~opologisch verschiedenen freien C--H-  

K6NIG 1, S. 73 gebraucht die (hier nicht nStigen) pr/iziseren Namen Massenzentrum, Mas- 
senbizentren, Massenachse. 
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B~ume mi~ n vierkantigen Pnnk~en, welehe genau a asymme~risehe Punkte en~- 

halten; unter diesen B~umen sollen e ' ~  zen~risehe und 0~, bizentrisehe sich be- 

finden, so dass 

(2, 42) 
r pt 

! tt 
(2, 43) ~n = 0no + q,~o, 

On : ~ n  0 "iv q n  1 "J[- On 2 "q- ' ' ' .  

48. Es sei B ein bizentriseher Baum mi~ n Punk~en, ~I~ und M 2 seine 

Bizentren, q)~ derjenige yon M], @,~ derjenige .yon 3I~ en~springende Ask der n 
2 

Knotenpunkte ~r~g~, und es sollen M'~, M'2, (/)'~, @'.2 die analoge Beden~ung fiir 

den Baum B' haben; vgl. Fig. 3. Es sind B und B '  dann und nut  dann kon- 

gruent, wenn der eine der beiden folgenden (sieh niche mit ~lo~wendigkeit aus- 

sehtiessenden) Fiille vorliegt: En~weder ist @t mi~ @'~ und @~ mi~ @'~ kongruenk 

oder ist q)~ mi~ q)'~ und @,, mi~ @'1 kongruen~. Hieraus folg~: Die  ) lnzahl  der 

fi 'eien bizentrischen Bh'ume mit  n Punkten  is t  dieselbe, wie die Anzahl  der unge-  

o r d n e t e n  Paare von Setzbdumen mit  n_ Knotenpunkten. 
2 

Als Spezialf~Lle dieser Aussage erhalten wir 

" + (2, 44) *n = 

(2, 45) an = -Sn/2(Sn/2 + I), 
2 

t., I 
(2, 46) On = ~ R,~/2 (Rn/2 + I), 

(2, 47) 

(Z, 48) 

~p ~v vt 2 I )2  # , , o + q ~ l y + # , , 2 y  + . . . . .  [ (B, /2 ,o+R,/~,xy+R,, l~2y~+ "'" + 
2 

+ R,/2,o +/~n/2,1 Y~ +/~n/~,2 Y~ + " ' ] ,  

In den vier le~z~eren Formeln bezeichnet n nicht die Anzahl aller Punk~e, son- 

dern nur die der vierkantigen Punkte des Baumes (die Anzahl aller ist 3 n+2).  

Beiden Selden aller fiinf Formeln kann man fiir ungerades n den Wert  o zu- 
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schreiben; in dieser Auffassung bleiben die Formeln fiir n---- I, 2, 3, . . .  richtig. 

Zur Herleitung yon (2, 47) wird der auf ~., beziigliche Spezialfall des Haup~satzes 

des Kap. I gebraucht. 

49. Es sei B ein zentrischer Baum, sein Zentrum M sei ein k-kantiger 

Punkt,  und es seien q)l, O~, . . .  Ok die vom Zen~rum entspringenden Aste des 

Baumes B; jeder dieser As~e triigt dabei diejenige Nummer, welche der darin 

enthaltenen, yon M ausgehenden Strecke bei Numerierung des Kantenkranzes 

um M zukommt. Wir  betrachten die Konfiguration 

und kommen durch tJberlegungen, welche denjenigen der Nr. 39 sehr ghnlich 

sind, zum Ergebnis: Zwei  eentrische Bdume sind dann und nu t  dann kongruent, 

wenn yon ihren Zentren gleieh viel f~ste entspringen und die Konfiguratior, en dieser 

Aste  inbezug a u f  die im Kantenkranz  des Zentrums zustdndige Gruppe dquiva- 

lent s in& 

Demgemgss wird die Abzghlung der inkongruenten freien B~iume einer ge- 

wissen Sor~e auf die Abzghlung der ingquivalen{en Konfigurationen der Setz- 

bgume der en~sprechenden Sorte zuriickgefiihr~, also insbesondere Q'n auf R,~, a'n 

auf S~, ~'n auf Tn zuriickgefiihl4, wie es sofol4 genauer erS14er~ wird. 

50. In  den folgenden Nr. 51--52 brauche ich einige Abkiirzungen. Wenn 

f ( x ) = a  o + a l x + a2x ~ + "'" 

eine beliebige Potenzreihe ist, so wird der n4e Abschnitt 

n 

a 0 + a 1 x + a s x ~ + " "  + an x n ----f(x) 

und der n4e Koeffizient yon f ( x )  
a n  = C o e f f n  f(x) 

gese~zk 

Man bezeichne mi~ m die maximale Anzahl von Knotenpunkten, die ein 

Ast besitzen kann, der im Zen~rum eines zentrischen Baumes mit n Punkten 

entspringt. Es is~ also m diejenige ganze Zahl, welche der folgenden doppelten 

Ungleichung geniig~: 

(2, 49) n n - - - i < m < - .  
2 2 



Anzahlbestimmungen fiir Gruppen, Graphen und chemische Verbindungen. 205 

5 I. Wir betrachten freie zentrische C--H-B~iume mit  n vierkantigen Punk- 

ten, also insgesamt 3 n + 2 Punkten [Nr. 36 a)]. I rgend ein Ast dieses Baumes, 

der v vierkantige Punkte  hat, besitzt insgesamt 3 v + I Knotenpunkte  [Nr. 36 a)]; 

fiir einen im Zentrum entspringenden Ast besteht demnach die Ungleichung 

3 n +  2 n 
3 V q -  I ~ , V < - ,  

2 2 

oder anders ausgedrfickt: Die Anzahl der vierkantigen Punkte eines im Zentrum 

entspringenden Astes ist hSchstens m [vgl. (2,49)]. Das Zentrum ist vierkantig, 

also es gilt: Die Anzahl der vierkantigen Punkte aller im Zentrum entspringenden 

Aste zusammen ist n -  I. 

Fassen wir, Best immtheit  halber, die Kongruenz zun~ichst topologisch auf. 
�9 r Wir betxachten also d i e  Anzahl Q, der topologisch verschiedenen freien zen- 

trischen C - H - B ~ u m e  mit  n vierkantigen Punkten.  Nach dem Gesagten ist Q', 

die Anzahl der nach ~ in~iquivalenten Konfigurationen yon vier C--H-Setz- 

b~umen, welche insgesamt n -  I Knotenpunkte  enthalten und yon welchen 

keiner mehr  als m Knotenpunkte  enth~lt. Die abz~hlende Potenzreihe dieser 
Setzb~tume ist 

R o +  R x x + R ~ x  ~ + "" + R ~ x  m = r ( x ) .  

(Bezeichnung yon Nr. 50). Indem wir diese Reihe, gemass dem Hauptsatz des 

I. Kapitels (Nr. I6) in den Zyklenzeiger yon Ca (vgl. Nr. 2I) einsetzen und den 

Koeffizienten yon x "-1 aufsuchen, erhaRen wir 

(2,5o) q'n=COeffn xr(X) 4 + 6 r ( x )  2 r ( x ' ) +  3r(x~) ~+  8r(x) r (x  8 ) + 6 r ( x ' ] .  
24 

Bei r~umlicher Auffassung der Kongruenz, also bei t teranziehung der zust~ndigen 

Gruppe 9/~ und ihres Zyklenzeigers (vgl. Nr. 2I), erh~lt man 

m 

, + 3 + 8 (x) (2, 51) an = Coeff~ x 
I 2  

Indem man die Alternative beriicksichtigt, dass das Zentrum entweder asym- 

metriseher Punkt  ist oder nicht, erh~lt man welter, ~hnlich wie in Nr. 42, auf 

Grund der Formeln (2 ~ 4 - - ~ . ~ 4 )  und ( ~ 4 - - ~ 4 )  der Nr. 23, 
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~'nO + Q n l y  + O,~2y + "'" 

= Coeff. x ~ ~ + ~-~ + x y 
2 

Hierin is~ die Abkiirzung 

9~--69~92+ 3q~+ 89,9a--6 9~ 
24 

Z ': 
~ ' ~ 0  a ~ O  

benu~zt. Wird y ~ o in (2, 52) gesetz~, so folgt 

(2, 5 3) 0~0 = Coeff~ q (x)' q (~') + q (x ~ 
2 

52. ffe~z~ kommen wir zur Bes~immung der Anzahl ~'. der topologiseh 

versehiedenen freien zen~risehen Biiume mit n Punk~en. Von der dureh ~'n ab- 

gez~hl~en Menge heben wir die Un~ermenge derjenigen B~ume hervor, von deren 

Zentrum s Xste en~springen; die Anzahl der B~ume in dieser Un~ermenge erhal- 

ten wir, nach dem Gesagten, als die Anzahl der inbezug auf ~s in~quivalenten 

Konfigurationen yon gewissen s Setzb~umen, indem wit in (I, I2) fiir f ( x ,  y, z) 
die Funktion 

m 

r ~ x  + r ~ x  ~ + . . .  + T , ~ x "  = t ( x )  

einsetzen, und yon dem so erhaltenen Ausdruck den Koeffizienten yon x n-1 her- 

ausgreifen; schreiben wir kurz fiir das Resultat dieser Rechnung 

Coeff~ { x/5}. 

Setzen wir hierin s =  o, I, 2 . . . .  , so ergib~ sich 

(2, ~4) ~'n = Coeffn {x(I + ~1 + ~ + -~8 + "" ")}" 

Fiihren wir in (I, I I) elne doppelte Spezialisierung durch: Erstens se~zen wir 

m 

f ( ~ ,  v, ~ ) =  t(~) 
und dementsprechend 

ako0= Tk fiir I < = k ~ m ,  

ak~l, ---- O, wenn irgend eine der drei Bedingungen 

k = o ,  k > m ,  Z + / , > o  
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zutrifft. Zweitens setzen wir u = I. Durch Vergleichen der beiden ersten Zeilen 

yon (I, II) erhalten wir aus (2, 54) 

(2, 55) v'n=Coeffn{X(I --  x)--T'(I --X~) -T~ . . .  (I --xm)--Tm}. 

53. 
reihe (3) geniigg. 

(2, 56) 

Zur numerisehen ]|ereehnung. 

Betrachten wir, als Beispiel, die Funktionalgleichung (4), der die Potenz- 

Wir erhalten durch Koeffizientenvergleichung die Gleichungen 

R 1 
Ro ~ + 3Ro ~ + 2Ro 

7 
6 

R 2 
R~ Rl + Ro R1 

und allgemein erhalten wir R~ ausgedriickt als ein Polynom in Ro, R i , . . .  R,-a. 

So kSnnen wir Bn rekursiv berechnen, und auf ~thnliche Art  kSnnen wir Zahlen- 

werte fiir Q~, Sn, Tn aus den betreffenden Funktionalgleiehungen erhalten. Etwas 

umstgndlicher ist die Berechnung yon Rn= aus (2, 22) dutch ,>zweifache Rekur- 

sion >>. 

Die besprochene Art  Tn zu bereehnen stamm~ yon Cayley, der die Funk- 

tionalgleichung fiir die hier mit t(x) bezeichnete Funktion in der Gestalt (I) 

aufgestellt hat. 1 Die Zahlen Rn hat  Cayley umst~indlicher berechnet; die Rekur- 

sionsformeln (2, 56), welche hler aus der Funktionalgleichung (4) fliessen, haben 

(ohne die Funktionalgleichung zu kennen) durch direkte kombinatorische ~ber- 

legung Henze und Blair aufgestellt und zur numerischen Berechnung yon Rn 

verwendet. ~ 

Die Zahl (~n l~iss~ sich wegen (2, 4I) aus (2, 46) und (2, 50) berechnen, ohne 

Rekursion, aber auf Grund der Kenntnis der rekursiv berechneten Zahlen /~o, 

R1, . . .  Rm und Rn/2 (die letzte kommt nur bei geradem n in Betracht). ~hnlich 

ist die Zuriickfiihrung yon ~n auf Tn, an auf Sn, Qn= auf R~=, Zn auf Q~. 

Die zur Berechnung yon ~:,, dienenden Ausdriicke (2,44) und (2, 55) stam- 

men yon Cayley. s Es ist erw~hnenswert, dass Cayley die hier mit Qn und ~,, 

1 CAYLEY | .  

BLAIR u.  HENZE 1. 

s (~AYLEY 7. 
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bezeichneten Zshlen zuerst auf sehr langwierigem Weg numerisch berechnet hat, 

unter  Zugrundlegung eines anderen Zentrumbegriffs, und erst nachher die elegante 

Formel (2, 55) fund. Betreffend Qn scheint er fiber seine erste schwerf~llige Be- 

rechnungsmethode hie hinausgegangen zu sein; die viel brauchbarere Methode, 

welche der Formel (2, 50) entspricht, stsmmt yon tIenze und Blair. ~ 

Die in vorangehenden Arbeiten ~ aufgestellten und hier bewiesenen Funk- 

tionalgleichungen (I'), (4), (7), (8), (2, 22) fassen nicht nur die Rekursionsformeln 

ffir die Zahlen Tn, Rn, S~, Q~, R ,  ~ in kondensier~ester Gestalt zusammen, sondern 

geststten auch sllgemeine Folgerungen (z. B. in Nr. 6o) zu ziehen und haupt- 

s~chlich das asymptotische Verhalten fes~zustellen (in Kap. IV). 

Bemerkungen fiber die Automorphismengruppe eines freien 
topologischen Baumes. 

54. In  dieser Nummer ist unter  ))Baum)> ein freier Baum mit n Punkten 

zu verstehen. Zwei B~ume werden als verschieden oder gleich betrachtet, jenach- 

dem sie topologisch verschieden sind oder nichk Die Anzahl der verschiedenen 

B~ume ist also ~n; zur hbkiirzung setze ich 

Die Automorphismengruppe eines Baumes umfasst alle diejenigen eindeu- 

tigen und eindeu~ig umkehrbaren Abbildungen des Baumes auf sich selbs~, welche 

den in Nr. 34 ausgesprochenen Bedingungen (I), (II), (III) genfigen, d. h. Punkte 

auf Punkte, Strecken auf Strecken unter Erhaltung der Grundbeziehung abbilden. 

Die Automorphismengruppe kann sis Permutationsgruppe der n Pu~kte des Baumes 

aufgefasst werden; in der Tat, wenn jeder der n Punkte durch den Automor- 

phismus in sich iibergeht, bleibt such jede der n -  I Strecken fest. Zwei Be- 

merkungen fiber die Au~omorphismengruppe, welche mi~ verschiedenen vorange- 

henden Ausfiihrungen etwas lose zusammenhgngen, mSgen hier Platz finden, a 

a) Alle n! in der symmetrischen Gruppe en~haltenen Permuta~ionen kSnnen 

bekanntlich durch n -  I passende Transpositionen erzeugt werden. Einem Kom- 

plex you n - - I  Transpositionen, welche ~n erzeugen, kann man einen Baum 

1 BLAIR u. HENZE 2. 
2 POLYA 3, 4, 5. Die le tz tz i t ie r te  Arbe i t  enthi i l t  e inen di rekten Nachweis  fiir die Gleieh- 

wer t igkei t  der  kombina tor i sch  herge le i te ten  Rekurs ionsformeln  (2, 55) und der  Funk t iona lg le i chung  (4). 
KONI(~ 1, S. 5 wir f t  eine in te ressan te  a l lgemeine  Frage fiber Gruppen  von Graphen auf. 
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zuordnen; allen Komplexen, welche unter ~,, einander konjugiert sind, entspricht 

derselbe Baum, und der Normalisator des Komplexes ist die Automorl~hismen- 

gruppe des zugeordneten Baumes. Es gibt insgesamt n *-2 der~rtige Komplexe. 1 

Wenn die Ordnungen der Automorphismengruppen, die den ~ verschiedenen B~umen 

entsprechen, der Reihe nach mit h~, h~, . . .  h~ bezeichnet werden, so gilt 

I I I n n - 2  

h l + ~  + " "  + h - ~ =  n! 

Diese Gleichung besagt mehr, als die daraus folgende Ungleichung (2, 40). 

b) Jordan hat  ~ ein Reduktionsverfahren angegeben zur Bestimmung der 

Ordnung der Automorphismengruppe eines beliebigen Graphen. Fiir Graphen 

yon der Zusammenhangszahl o, d.h.  fiir B~ume ergibt das Jordansche Verfahren 

ein konkreteres Resultat, als fiir h5here Zusammenhangszahlen, n~imlich das fol- 

gende: Zu jedem Baum geh5ren gewisse natiirliche Zahlen mi, m 2, . . .  m~, 

r ~ I, ml < m 2 < ... < i r ,  m I + m 2 + " "  + rnr ~ ~ ,  

so dass die Automorphismengruppe des Baumes sich aufbauen lh'sst aus den sym- 

metrischen Gruppen ~m,, ~m., . . .  ~,,~ durch wiederholte Anwendung dvr beiden 

in Nr. 2 7 besprochenen Operationen: Bildung des direkten Produkts ~ X ~ und des 

Kranzes (~ [~]. Insbesondere muss die Ordnung der Automorphismengruppe 

yon der Form 
ml!a~ m~! a.. . . .  mr[at  

sein, wo al, a2, . . .  ar gewisse natiirliche Zahlen sind. Durch Bildung nahe- 

liegender Be.ispiele erh~l~ man weiter: Fine  ganze Zahl  kann dann und nur 

dann die Ordnung der Automo~Thismengruppe eines Baumes sein, wenn sie yon der 

Form ist 
i'd1 2d2 3d~ . . .  T~ldm , 

wobd m, da, d~, . . .  dr~ natiirliehe Zahlen sind und 

dl=>d2~d3---->"" ~ d m ~  I. 

D.h. :  Es kann zu jeder der Zahlen 

I ,  2, 4,  6, 8, I2 ,  I 6 ,  . . .  

1 Vgl. die Fussno te  S. I99. 
JORDAN 1. 

27--36808. Acta mathematlca. 68. Imprim~ le 31 mai 1937. 
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und es kann zu keiner der Zahlen 

3, 5, 7, 9, Io, II, ~3, 14, I5, :7, 18, 19, 2o, . . .  

ein Baum gefunden werden, dessen Automorphismengruppe diese Zahl zur Ordnung 

hat. t t ingegen kann jede natiirliche Zahl die Ordnung der Automorphismen- 

gruppe eines Graphen yon der Zusammenhangszahl I sein. 

III .  CHEMISCHE VERBINDUNGEN.  

Allgemeines.  

55. Man kann die Elemente eines Graphen chemisch deuten, die Punkte 

als Atome, die Strecken als Valenzst~che auffassen; dann wird der Graph zur 

chemischen Formel. Die in Nr. 29 erSrterten Bedingungen I und I I  erhalten 

eine chemische Bedeutung. Dass jede Strecke durch zwei verschiedene Punkte 

begrenzt wird, bedeutet, dass alle Valenzen abges{ittigt sind; dass alle Punkte 

und Strecken des Graphen zusammenh~ngen, bedeutet, dass alle auftretenden 

Atome zu einem Molekiil verbunden sin& Die Anzahl der dutch einen Punkt  

begrenzten Strecken bedeutet die Wertigkeit  des Atoms: Endpunkte stellen ein- 

wertige Atome dar, zweikantige Punkte zweiwertige, dreikantige dreiwertige Atome, 

U .  S. W .  

Insbesondere stellt ein C - - H - G r a p h  das Molekiil einer chemischen Ver- 

bindung dar, an d e r n u r  einwertige und vierwertige Elemente beteiligt sind. 

Wenn keine Ungleichartigkeit der Punkte a priori postuliert wird, so sind alle 

vierkantigen Punkte als Atome desselben vierwertigen und alle Endpunkte als 

Atome desselben einwertigen Elements zu deuten; nimmt man das vierwertige 

Element als C und das einwertige als H an, so wird der C--H-Graph zur Formel 

eines Kohlenwasserstoffs. Insbesondere stellt ein freier C--H-Baum mit n vier- 

kantigen Punkten, der wie besprochen (Nr. 36) notwendigerweise 2 n + 2 End- 

punkte haben muss, ein Paraffin yon der Molekularformel C,,H.,.,+2 dar. Ein 

C--H-Setzbaum mit n vierkantigen Punkten, einem Wurzelpunkt und 2n + I 

yon dem Wurzelpunkt verschiedenen Endpunkten ist die Formel eines mono- 

substituierten Paraffins, z.B. yon CnIt2n+l C1. Ein C-Graph ist am natiirlichsten 

(vgl. die Konstruktion in Nr. 37) als das Kohlenstoffskelett eines Kohlenwasser- 

stoffs (oder eines monosubstituierten Paraffins) aufzufassen. 
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Die topologische Auffassung der Kongraenz finder Anwendung auf beliebige 

Graphen, welche chemisehe Formeln darstellen. Die Bedingungen (I), (II), (III) 

sprechen nur explizite aus, was beim Lesen chemiseher Formeln immer als selbst- 

versti~ndlich angenommen wird: (I) besagt, dass es auf die Ls oder Form der 

Valenzstriche nicht ankommt, bloss auf deren Vorhandensein oder Nichtvorhanden- 

sein. (II) besagt, dass Atome des gleichen Elements nicht zu unterscheiden, Atome 

verschiedener Elemente wohl zu unterscheiden sind. (I), ( I I )und  (I[I) zusammen 

besagen, dass es auf die Zusammenhangsverh~ltnisse, auf die >>KonstRutiom) oder 

auf die >>Struktur>> ankommt. Da (IV) bei der topologischen Auffassung nichts- 

sagend wird, gibt es bei dieser Auffassung ausser (I), (II) und (III) keine weitere Be- 

dingungen: es kommt nur auf die Zusammenhangsverhiiltnisse, nur auf die Struktur 

an. Die topologisehe Auffassung der Kongruenz yon Graphen l~uft auf die Auf- 

fassung der chemischen FormeI als Strukturformet hinaus; in dieser Auffassung 

spreche ich yon Strukturisomeren. Z. B: gibt es so viel verschiedene strukturisomere 

C,~H2n+2 als topologisch verschiedene freie C--H-Biiume mit n vierkantigen 

Punkten; ihre Anzahl wurde in Nr. 36 mit Q~ bezeichnet. 

Die ri~umliche huffassung der Kongruenz finder nur auf C--H-Graphen, 

also i m  wesentlichen nur auf chemisehe Formeln Anwendung, welche eine Ver- 

bindung yon Kohlenstoffatomen mit lauter einwertigen Atomen (oder einwertigen 

Radikalen) darstellen. Hier hat die Bedingung (IV) neben den Bedingungen (I), 

(II), (III) wohl etwas zu sagen: Es kommt nicht bloss auf die Zusammenhangs- 

verhs an, sondern auch auf die r~umliche Orientierung der Yalenzen um 

die C-Atome herum. Die r~umliche Auffassung tier Kongruenz yon C--H-Graphen 

l~uft auf die Auffassung der chemischen Formel als Stereoformel hinaus; in dieser 

Auffassung spreehe ich yon Stereoiso~eren. Z.B. gibt es so viel verschiedene 

s%ereoisomere C~H2,+2 als ~,umlieh verschiedene freie C--H-B~ume mit n vier- 

kantigen Punkten; ihre Anzahl wurde in Nr. 36 mit a~ bezeichnet. 

Wie yon Qn und a~, kann man auch yon den Anzahlen R~, S~, x~ und Q~ 

leich~ feststellen, dass die in der Einleitung (Nr. 4) erwiihnte chemische und die 

im vorangehenden Kapitel (Nr. 35) ausfiihrlich erls graphentheoretische 

Definition miteinander iibereinstimmen. 

Zwei Zeichnungen oder zwei rs Modelle kSnnen dieselbe Struktur- 

formel darstellen, ohne dieselbe Stereoformel darzustellen: Sie stellen dieselbe 

Strukturformel dar, wenn sie dieselben Zusammenhangsverhiiltnisse haben (topo- 

logisch kongruent sind, die Bedingungen (I), (II), (III)erfi i l len);  um dieselbe 

Stereoformel darzustellen, miissen sie zun~chst denselben Zusammenhang auf- 
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weisen und darfiber hinaus noch r~umlich gleich orientiert sein [ausser (I), (II), 

(III) noch (IV} (mit 9~) erfiillen, r~umlich kongruent sein]. Wenn aber zwei 

Formeln als Stereoformeln aufgefasst gleich sind, sind sie aueh als Strulr~ur- 

formel aufgefasst sicherlich gleich. Daher gibt es yon einer gegebenen Mole- 

kularformel mehr oder mindestens ebensoviel Stereoisomere als Strukturisomere. 

Insbesondere gilt dies fiir den Fall der Paraffine und der monosubstituierten 

Paraffine; eben dies wird durch (2, 8) ausgedriickK 

Asymme~rische Kohlenstoffatome werden in der vorliegenden Arbeit nur in 

Paraffinen und substituierten Paraffinen betrachtet, nnd es wird [vgl. Nr. 3 6, b] 

an folgender Definition festgehalten: Ein Kohlenstoffatom heisst asymmetrisch, 

wenn die vier mit ihm verbundenen Radikale zu je zwei der Struktur nach ver- 

schieden sin& (Blosse sterische Verschiedenhei~ der vier Radikale geniigt also 

bei dieser Festsetzung noch nicht, um ein Kohlenstoffatom als asymmetriseh zu 

bezeichnen. Es sind natiirlich auch andere Defini~ionen denkbar und mSglicher- 

weise brauchbar.) 

In  welcher Bedeutung die >>Strukturformelm> und die >>Stereoformeln,> ge- 

braueht werden, ist nich~ in allen Lehrbiichern der Chemie ganz Mar umschrieben. 

Vielleich~ k5nnten die in dieser Arbeit dargelegten Begriffe der >>r~umlichem> 

und der >>topologischem> Kongruenz yon Graphen zur Kl~rung der ehemischen 

Terminologie etwas beitragen. 

56. Lunn und Senior haben bemerkt, dass mit jedem chemischen Stamm- 

kSrper drei Permutationsgruppen verbunden sind. 1 Das Interesse der Entwieklungen 

des I. Kapitels dieser Arbeit fiir chemisehe Fragen wird erst durch diese Be- 

merkung ins rechte Licht geriickt. Es seien daher die drei Gruppen an einem 

geeigneten Beispiel, an dem des Cyclopropans C~H 6 er5rtert; dies gibt uns zu- 

gleich Gelegenheit, das im vorangehenden fiber Struktur- und Stereoformeln, 

fiber topologische und r~iumliche Kongruenz Gesagte zu erl~iutern. 

Der Graph des Cyclopropans (vgl. Fig. 4) besteht aus 3 vierkantigen 

Punk~en, welche, mit 3 Valenzstriehen verbunden, ein Dreieck bilden, und aus 6 

Endpunkten, die in 3 Paare zerfallen; die Punkte eines Paares sind mit dem- 

selben vierkantigen Punkte durch Valenzstriche verbunden. Wir behandeln die 

Frage ,>Auf wie viele Arten kann der Graph des Cyclopropans auf sich selbst 

kongruent abgebildet werden?,> in zwei Auffassungen, in r~umlicher und in topo- 

logischer Auffassung. 

1 L U N N  U. S E N I O R  1. 
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a) Riiumliche Auffassung. Das Dreieck, dessen Ecken die 3 vierkantigen 

Punkte sind, kann auf 3 ! :  6 Arten a.uf sich selbst abgebildet werden. Wenn 

eine dieser Abbildungen festgelegt ist, ist die Abbildung der iibrigen Bestand- 

teile des Graphen miffestgelegt. In  der Tat, es wird durch die Abbildung des 

Dreiecks in dem Kantenkranz um jeden vierkantigen Punk~ herum die Abbildung 

yon zwei Kanteu festgelegt; dadurch wird aber, da die Gruppe 9~ genau zweimal 

transit.iv ist, die Abbildung der iibrigbleibenden 2 

Strecken des Kantenkranzes miffestgelegt. (Anschau- 

lich: Wenn yon einem starren Tetraeder sowohl der 

Mittelpunkt wie zwei Eckpunkte festgehalten werden, 

so kann das Tetraeder sich nicht mehr bewegen, 

die beiden anderen Eckpunkte werden mitfestge- 

halten.) Die Gesamtzahl der in r~umlicher Auf- 

fassung kongruenten Selbstabbildungen ist 6. 

b) Topologische Auffassung. Das Dreieck, des- 

sen Ecken die vierkantigen Punkte sind, kann, wie 

vorher, auf 6 Arten auf sich selbs~ abgebildet werden. 

Wenn eine dieser Abbildungen fesfgelegt ist, kSnnen 

die iibrigen Bestandteile des Graphen noch auf 

2 3 : 8  Arten permutiert werden; in der Tat, die 
Fig. 4. 

beiden mit demselben vierkantigen Punkt  direkt verbundenen Endpunkte kSnnen 

noch miteinander vertauscht werden. Die Gesamtzahl der in topologischer Auf- 

fassung kongruenten Selbstabbildungen ist also 5 • 8 = 48. 

Die 6 unter a) aufgez~hlten Selbstabbildungen bilden eine Gruppe. Man 

fasst diese Gruppe wohl am bequemsten elementargeometrisch auf, uls die Gruppe 

derjenigen Rotationen, welche ein gerades Prisma mit regelm[Cssiger dreieckiger 

Basis in sich selbst iiberfiihren. Man kann n~mlich, bei regul~rer Anordnung, 

die 6 Endpunkte des Graphen, vgl. Fig. 4, in die 6 Eckpunkte eines solchen 

Prismas legen. Die 6 Endpunkte erfahren dabei eine Permutationsgruppe, welche 

wir als die Gruppe der Stereoformel bezeichnen kSnnen. Ihr Zyklenzeiger (Nr. Io) ist 

(3, I) f~ + 3f~ + 2 f ~  

Die 48 unter b) aufgez~hlten Selbstabbildungen bilden eine Gruppe, die 

sich ftir die 6 Endpunkte als eine Permutationsgruppe auswirkt. [Genau dieselbe 

Permutationsgruppe erfahren, wie man sich iiberlegen kann, die 6 Eckpunkte 
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elnes Oktaeders bei den 48 Drehungen und Drehspiegelungen, welche das Ok- 

taeder in sich selbst iiberfiihren. Am iibersiehtlichsten ist diese Gruppe mit der 

Bezeiehnung der Nr. 27 als ~3 [~] zu beschreiben: es vertauscht C3 die drei 

O-Atome (die drei Ecken des Dreiecks in Fig. 4) bzw. die drei Oktaederdiagonalen, 

und ~ die zwei an dasselbe C-Atom angeschlossenen H bzw. die beiden End- 

punkte  derselben Diagonalen.] Diese Permutationsgruppe yon Ordnung 48 ki~nnen 

wir als die Gruppe der Strukturformel bezeichnen. Ihr Zyklenzeiger ist Iam ein- 

faehsten als Beispiel der Formel (I,4O) aufzustellen, vgl. auch ( ~ ) u n d  (~)  

in Nr. 2I]: 

I 3 f ~ + f ~ f ~ + . f 4 + 2 . f . + f 6 t  
(3, + 3 I 

Eine dritte Permutationsgruppe des Graphen des Cyelopropan ergibt sich, 

wenn das seehseckige Prisma, in dessen Ecken wir bei riiumlicher Auffassung 

die 6 Endpunkte des Graphen untergebraeht haben, nieht bloss den Drehungen, 

sondern auch den Drehspiegelungen unterworfen wird, die es in sich selbst fiber- 

fiihren. Diese wirken sieh fiir die 6 Eeken (Endpunkte) als eine Permutations- 

gruppe yon Ordnung I2 aus; wir wollen sie die erweiterte Stereoformelgruppe 
nennen. Ihr Zyklenzeiger ist 

(3, 3) f ~ + 3 ~ + 2 f ~ + ~ + 3 f ~ f ' ~ 2  2 + 2 f~ 

I 2  

[Wie man sich iiberlegen kann, erfahren die 6 Ecken eines regelm~ssigen Sechs- 

ecks bei den I2 Drehungen, die alas Sechseek in sich selbst iiberfiihren, genau 

die I2 Permutationen der erweiter~en Stereoformelgruppe des Cyclopropans; hier- 

auf beruht ja der Zusammenhang zwischen der Ladenburgsehen Prismenformel 

und der gewShnlichen Seehseckformel des Benzols. Es ergibt sich (3, 3) aus (~s) 

in Nr. 2I fiir s ~ 6 . ]  

Der Zusammenhang der drei Gruppen ist so: Die Stereoformelgruppe yon 

Ordnung 6 ist eine Untergruppe der erweiterten Stereoformelgruppe yon Ordnung 

I2 und diese ist eine Untergruppe der Strukturformelgruppe yon Ordnung 48. 

57. Die erli~uterten drei Gruppen sind grundlegend fiir die Auffassung der 

Isomerien der Cyclopropanderivate, die aus CaH 6 hervorgehen, wenn die 6 H-Atome 

durch einwertige Radikale substituiert werden. 
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Denken wir uns, den Vorstellungen der Nr. 56 entsprechend, 6 einwertige 

Radikale in den 6 Endpunkten des Graphen des Cycl0propans untergebracht 

(Fig. 4); sie bilden eine Konfiguration und jede solche Konfiguration ergibt die 

chemische Formel eines Cyclopropanderiva~s. Es kann aber vorkommen, dass 

zwei verschiedene Konfigurationen, d.h. zwei verschiedene Verteilungen derselben 

Radikale auf die 6 Raums~ellen dasselbe Derivat darstellen, n~imlich dann nnd 

nur dann, wenn die beiden Konfigurationen auseinander durch eine Permutation 

der massgebenden Gruppe hervorgehen, also inbezug auf die massgebende Gruppe 

~luivalent sind. Massgebend ist natiirlich fiir Stereoisomerien die Gruppe der 

Stereoformel, fiir Strukturisomerien die der Strukturformel. Die erweiterte 

Stereoformelgruppe (yon deren I2 Permutationen wir uns die zweite H~ilfte als 

Spiegelungen und Drehspiegelungen des 6-eckigen Primas veranschaulicht haben) 

hat folgende Bedeutung: Durch ihre Permutationen werden ein Paar r~,iumlich 

verschiedene Isomeren, die sich als Bild und Spiegelbild zueinander verhalten 

(optische Antipoden darstellen) ineinander iibergefiihrt; Spiegelbildisomeren sind 

inbezug auf die erweiterte Stereoformelgruppe ~quivalent, die beiden Antipoden 

eines spiegelbildlichen Paares werden nicht unterschieden. 1 

Wenn wit die Anzahl der in~iquivalenten Konfigurationen nach den drei 

Gruppen berechnen, erhalten wir: 

bei der Stereoformelgruppe die Anzahl der Stereoisomeren; 

bei der erweiterten Stereoformelgruppe die Anzahl der Stereoisomeren, ver- 

mindert um die Anzahl der Paare der Spiegelbildisomeren; 

bei der Strukturformelgruppe die hnzahl  der Strukturisomeren. 

Wollen wir z.B. die Anzahl der verschiedenen isomeren Cyclopropanderivate 

yon der Form 

6~ Xk Y~ Z,~ 

berechnen, wobei k + 1 + m ----- 6 und X, Y, Z einwertige, verschiedene, voneinander 

unabh~tngige Radikale sind ~, so miissen wir, gem~ss dem Hauptsatz des Kapitels I, 

in den Zyklenzeigern 

i Sterische Verschiedenheiten innerhalb der einzelnen Substituenten werden bei dieser Be- 
trachtung der Antipoden natiirlich nicht berticksichtigt. 

I Unabhlingigkeit bedeu~t ,  dass Xk Yl Zm und Xk' Yl' Zm' nur dann dieselbe molekulare 
Zusammensetzung haben, wenn k ~  k', l =  l', m ~ m'. Z.B. sind die Radikale --It, --U11s, --C~11~ 
nicht voneinander unabhiingig, da C s / /6  (C~ 11~) und C 8114 (C//8)l dieselbe molekulare Zusammen- 
setzung haben. Die gleichzeitige Substitution verschiedener Alkyle wird hier ausgeschlossen und 
in der nitchsten l~ummer besprochen. 
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f ~ - - - - x + y + z ,  f ~ x  ~ + y ~ + z  ~, f l ~ x  ~ + y ~ + z  ~ . . . .  

setzen und entwickeln; wir erhalten der Reihe nach 

x a "r xSy + 4x~y  2 + 5 x4Y z + 4x3y  3 + IOX3y ~z + ISx2y  ~z2 + 

x6 + xSY + 3x4y~ + 3 x 4 y z  + 3x~ya + 6 x  ~y~z + ~ x  ~y~z ~ + 

x 6 + x  ~ y +  2 x  ~y~+ 2 x  4 y z +  2 x  ~y'~+ 3 x a y ~ z +  5xeY"Ze+ 

Der Koeffizien~ yon x4y ~ in den drei Ausdriicken besagt: Es gibt unter  Beriick- 

sichtigung der Stereoisomerie 4 verschiedene Cyclopropanderivate yon der Form 

C 6 H 4 X  ~ (Disubs~ituiertes Cyclopropan mit 2 gleichen Substituenten). Unter 

diesen 4 Derivaten gibt es zwei, welche zueinander spiegelbildlich sind, also I 

Paar  optischer Antipoden bilden. Ohne Beriicksichtigung der Stereoisomerie 

kann man nur 2 (]yclopropanderivate yon der Formel Co H4X~, 2 Struktur- 

isomere unterscheiden. 

Merken wir uns: Der chemische~ Einsetzung yon Radikalen in einen Slamm- 

kSrper entspricht (im Sinne des Hauptsatzes des Kapitels I) die algebraische Ein- 

setzung der abzdhlenden Potenzreihe der betreffenden Radikale in den Zykle~zeiger 

der Gr,uppe des be~reffenden StammkSrpers. 

58. Die Reihe r(x), worin der Koeffizient yon x ~ die Anzahl R~ der 

struk~urisomeren Alkohole C,~H2n+I O H  bedeutet, ist die abzi~hlende Potenzreihe 

dieser Alkohole; sie kann aber auch als die abzi~hlende Potenzreihe der Alkyl- 

radikale - - C n H ~ + I  aufgefasst werden. Durch die chemische Einsetzung be- 

liebiger Alkylradikale - - C ,  H2n+I in das Cyclopropan C sH 6 anstelle d e r - - H  

entstehen die Homologen des Cyclopropans. Durch die algebraische Einsetzung 

der abzi~hlenden Potenzreihe r(x) der Alkylradikale in den Zyklenzeiger (3, 2)der  

Strul~urformelgruppe des Cyclopropans entsteht die abz~hlende Potenzreihe der 

strukturisomeren Cyclopropanhomologen 

(3, 4) I + x + 3 x ~ +  6x  ~+  I5X4+ 33x~+  ' " -  

Diese Reihe ist also, ausfiihrlicher gesag~, gemiiss dem Hauptsatz des I. KapRels, 

dadurch aus dem Zyklenzeiger (3, 2) entstanden, dass darin 

' f l  = r ( x ) ,  = = r ( x ' ) ,  . . . 

gesetzt und das Resultat nach Po~enzen yon x entwickelt wurde. Die Bedeu tung  

des Koeffizienten yon x ~ in der Reihe (3 ,4) is t :  Anzahl der strukturisomeren 
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Cyclopropanhomologen yon der Molekularformel Ca+,~H6+~n. Um die Anzahl 

der s~ereoisomeren Cyclopropanhomologen yon derselben Formel auf analoge Art  

zu erhalten, muss man die abz~hlende Potenzreihe s(x) der stereoisomeren Alkyl- 

radikale in den Zyklenzeiger (3, I) der Stereoformelgruppe des Cyclopropans 

einsetzen. 

59. Genau so wie in den vorangehenden Nummern ffir das Cyclopropan, 

kSnnen wir fiir einen beliebigen Stammk5rper analytiseh berechnen die Anzahl 

derjenigen isomeren (struktur- oder stereoisomeren) Derivate, welche bei Ein- 

setzen yon wesentlieh verschiedenen einwertigen Substituenten oder yon Alkyl- 

radikalen ent~stehen. Vorausgesetzt ist allerdings, dass die Konsti~ution des 

StammkSrpers so welt bekann~ ist, dass sie die Aufstellung der in Nr. 56 er- 

l:~tuterten 3 Gruppen gestattet (was fiir die wichtigsten StammkSrper, fiir das 

Benzol, das Naphtalin, u. s. w. sicher der Fall ist). Ich un~erlasse hier die Formu- 

lierung bestimm~er Regeln ~, die ja aus dem vorangehenden Beispiel ganz deu~lich 

hervorgehen. 

Es geht ferner aus dem vorangehenden Beispiel ziemlich deutlich hervor, 

dass es bei den Begriffsbildungen der Chemie wesentlieh auf den Gruppenbegriff 

ankomm~, sowie auf einige damit verbundene Begriffe, insbesondere auf den hier 

in Nr. I I eingefiihrten Begriff der _~quivalenz yon Konfigurationen inbezug auf 

eine Permutationsgruppe. Auch dem Zyklenzeiger und dem darauf beziiglichen 

Haupt.satz in Nr. 16 diirfte eine Rolle zufallen. Indem ich nochmals auf die 

Arbei~ yon Lunn und Senior hinweise, mSchte ich diese allgemeinen Bemerkungen 

abbrechen und mich der an~lytischen Bestimmung der Isomerenzahlen in einigen 

speziellen F/~llen zuwenden. 

Spezielle Fragen. 

6o. Strukturisomere CnH2n+1 OH mit einer gegebenen Anzahl yon asym- 

metrisehen C-Atomen. Wir  l~ommen zuriick auf die in Nr. 42 graphen~heoretisch 

definierte Anzahl Rn~. Offenbar bedeutet 

Bna die Anzahl aller derjenigen voneinander verschiedenen s~rukturisomeren 

C~H2~+I 0 I-[, welche genau a asymme~rische Kohlenstot~atome enthalten. ~ 

Vgl. Nr. 77 und I~6LYA 4. 
2 Vgl. die Defini t ion in Nr. 36 b). 

28--36808. Acta mathematica. 68. Imprlm~ le 31 mai I937. 
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Wir  haben schon in Nr. 42 die abz~ihlende Potenzreihe q) (x, y) fiir R ~  und 

deren Funkt ionalgleichung (2, 22) aufgestell t .  J e t z t  sollen einige Eigenschaften 

der  Zahlen _R,n~ auf  Grund der Funkt ionatg le ichung (2, 22) hergelei tet  werden. 

a) Bestimmung des niedrigsten C, ,H2n+IOH mit einer gegebenen Anzahl 
yon asymmetrischen C. Es sind in Cn/L2,+j O H  insgesamt n Kohlenstoffatome 

enthalten,  es kSnnen also darin hSchstens n asymmetr ische Kohlenstoffatome 

enthal ten sein; folglich ist 

R,~----O fiir a > n .  

Diese triviale Bemerkung  fiihrt uns zu der Frage:  Fi i r  welche Wertkombinationen 

yon n und a ist Rn~ ~-o, fiir welche yon o verschieden? 

Da �9 (0, o ) ~  I und das letzte Glied auf  der  rechten Seite der Funktional-  

gleichung (2, 22) nichtnega~ive Koeffizienten ha t  (vgl. Nr. 23, die Schlussbe- 

merkung), major ier t  die linke Seite x a~ (x, y), in Zeichen 

also ist 
(~, v) ~> ~ �9 (x, v), 

Rn, a ~ R,--1, a. 

Wi r  kSnnen somit die Frage auch so stellen: Welches ist das erste nichtverschwin- 

dende Glied der monotonen Folge Ro~, RI~, R ~ ,  . . . ?  

Se~zen wir 

(3, 5) Bo ,  + R1,  x + ..- + R,~ x ~ + . . . .  ql~] (x). 

Wi r  haben das erste nichtverschwindende Glied dieser Potenzre ihenentwicklung 

aufzusuehen. 

Schreiben wir 

(die erste 

Dann ist 

(3, 6) 

q[O] (x) -~ q (x), q[1] (x) = qi (x), q[21 (x) ---- qii (x), . . . 

dieser Gleichungen ist mit  (6) und (2, I9) in Ubereinst immung).  

q) (x, y) -~ q (x) + q~ (x) y + qii (x) ye + qm (x) y3 + . . . .  

Fiihren wir hier  anstelle yon y die neue Variable z ein mittels der Gleichung 

(3, 7) x~v  = z 

und setzen wir 

(3, s) �9 (x, y ) =  i + x + x ~  (x, ~). 
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Das Einsetzen yon (3, 8) in (2, 22) ergibt  eine Funkt ionalg le ichung ffir T ( x ,  z) 

yon der Gestal t  

,~ (x, ~) = ~  + ~ ~, (x, ~) + x P (x, ~, ~ (x, ~), ~ (x ~, ~ ) ,  ~ ( x  ~, ~)) ,  

wobei P ein gewisses Polynom in 5 Variablen bedeutet .  Aus dieser Gestal t  der 

Funkt ionalgle ichung ersieh~ man: T (x, z) ist eine Potenzreihe in x und z, welche 

dieser Variablen mit nichtnegativen Exponenten  enthiflt. Insbe- nur Potenzen 

sondere ist 

(o, z) = i + z ~ ( o ,  z), 

T (o,z) I + z + z~ + z~ + . . . .  

Vergleieht  man dies mit  der aus (3, 6), (3, 7) und (3, 8) folgenden Entwicktung 

~'  (x, z) - q (x) - ~ - x 
x 2 

qI (x) .II (x ~ q[~] (x) 
~l ) Z2 Za + ~ - z  + ~ -  + . . .  + x-~+ ~ + . . .  

so ergibt  sieh das Resul ta t  

(3, 9) B0~ = Bl~ = . . . .  R2~+1. ~ = o, R2,+2, ~ = I, 

1{ha ~ I ftir n >= 2 a + 2. 

t I ier in ist enthal ten:  Wenn  ein Alkohol C,~ H2n+l 0 H a asymmetrische C-Atome 

enthdlt, so muss sein Kohlensto~gehalt n mindestens 2 a + 2 sein. I s t  der Kohlen- 

stoffgehalt n = 2 a + 2, so gibt es yon diesem Kohlenstoffgehalt genau eine S truktur  

C,~H2n+I O H  mi t  a asymmetrischen C-Atomen. 

b) Bestimmung des niedrigsten Cn H~n+l 0 H, bei dem eine Kompensation der 
Asymmetrien eintritt. Wir  haben schon in Nr. 42 festgestellt ,  dass 

a) (~, o) = q (x), �9 (x, ~) = ,.(~). 

Was  ist der Zusammenhang zwischen q)(x, 2) und s (x)? 

Es folgt  aus (2, 22) 

q, (x, 2) ~ + 2 a~ (x ~, s) 
~ ( x ,  2 ) =  i + x  

3 
oder 

(3, ~o) �9 (x, 2 ) =  I + x  
(x, 2) ~ + 2 �9 ( ~ ,  2) 2 X  �9 + - - ( ~ ( X  3 , 8 ) -  q)(X s, 2)), 

3 
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welche Gleichung mit (7): 

zu vergleichen ist. 

Nun ist, gem~ss (3, 6), 

= + x 
(x) + 2 (x 

O (X, 8) - -  O (X, 2) ~- (S - -  2) qI (X) + (6 4 - -  4) qII (X) + . . . .  6 x 4 + --" 

eine Potenzreihe mit lauter nich~negativen Koeffizienten; der erste yon o ver- 

schiedene Koeffizient wurde aus (3, 9) ermittelt. Somit is~ auch 

(~, I I )  2_ZX ( ~  (X3 8) - -  ~ (X 3, 2)) = 4 x13 -{- *' '  
3 

eine Potenzreihe mit lauter niehtnegativen Koeffizienten. 

Der Vergleich yon (7), (3, lo) und (3, II) ergib~, dass s(x) yon q~(x, 2) 

mQoriert  wird (die Einzelheiten der Uberlegung sind ~hnlich, wie unten in 

Nr. 68); d .h.  es besteht mi~ Riicksicht auf die Definition dieser Reihen, vgl. (5) 

bzw. (2, 20), die Ungleiehung 

(3, I2) S n ~ R , , 0 +  2R,  1 + 4 R ~ 2 +  8 R ~ a +  ' " .  

Wenn man n~her zusieht [das Anfangsglied yon (3, II) beachtet], finder man 

den Zusatz: Es gilt in (3, I2) die Gleichheit f i ir n <= I2 u~d die Ungleichheit f i ir  

n ~ I 3 .  
Die Ungleiehung (3, 12) folgt ohne weiteres aus der bekannten Tatsaehe, 

d~ss aus einer gegebenen Struk~urformel, welehe u asymmetrisehe Kohlenstoff- 

atome enth~lt, im allgemeinen 2 ~ versehiedene Stereoisomeren und im Ausnahme- 

fall weniger als 2 ~ Stereoisomeren entspringen. (Immerhin hat es den Wer~ 

einer Best~tigung, dass die Ungleichung (3, 12) sich bier rein analytisch aus (7) 

und (2, 22) ergab.) Wenn der Ausnahmefa]l eintritt, d.h.  wenn eine Sbruktur 

mR a asymmetrischen C zu weniger als 2 ~ Stereoisomeren Anlass gibt, spricht 

man yon Kompensation der Asymmetrien. Der Zusatz zu (3, I2)zeig~ dass die 

Kompensation der Asymmetrien bei C~H~n+I O H  f i i r n  ~ 12 niemals eintritt, 

hingegen fiir n ~ 13 bei jedem n mindestens bei einer Strukturformel eintritt. 

[Die Kompensation trit t  bei genau einer Strukturformel ein, wenn n ~ 13, wie 

man es dem numerisehen Wer?~ des hnfangskoeffizienten yon (3, I I ) u n d  der 
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genaueren Betrachtung der bet,reffenden Formel ent,nimmt. Sie ist (C4Hg)~COH, 

wobei --C~H 9 eine Abkiirzung fiir 

H 
I 

--C--CHa 
I 

ist. Fiir diese Strukt,urformel ist die Anzahl der asymmetrischen Kohlenstoffat,ome 

a----3, aber die Anzahl der daraus entspringenden verschiedenen St,ereoisomeren 

ist, nicht 8, sondern nur 4; die Differenz 8 - - 4  t,rit,t in (3, I I ) a l s  Anfangs- 

koeffizient auf.] 

6I. Strukturisomere disubstituierte Parafflne. Die Anzahl der struktur- 

isomeren Alkohole C'~ H2n+l OH, welche dureh Rn abgeziihl~ wird, is~ offenbar 

dieselbe, wie die Anzahl irgendwelcher monosubstituierter Paraffine C, H2~+1 XI 

wobei X ein gegebenes einwertiges Radikal bedeutet (das nicht gerade ein Alkyl 

ist,), z.B. - -C l, --Br, - -OH u. s. w. 

Wit  wollen nun ermit,teln die Anzahl der verschiedenen strukt.urisomeren 

disubstit,uiert,en Paraffine yon der Formel C, H 2 n X Y ,  wobei X und Y zwei 

gegebene, voneinander und von den Alkylen verschiedene einwert,ige Radikale 

sind (z. B. X = -  OH, Y--- -C1) .  Wit wollen sofort die abziihlende Pot,enzreihe 

ermit,t,eln, worin die besagt,e Anzahl der Koeffizient, yon x ~ ist,. 

Die St,rukt,urformel yon C, H2n X Y ist' ein Baum mit, n vierkant,igen Punkt,en 

und 2 n + 2 Endpunkt.en, und die let,zt,eren sind in 3 Art,en einget,eilt: 2 n sind 

H, einer ist, X, einer ist, Y. Bet,raeht,en wir in diesem Baum den Verbindungsweg 

yon X und Y und nennen wir m die Anzahl der C-At,ome, welche auf diesem 

Verbindungsweg liegen. 

Wenn m = 0 ist, so ist n = o, es handelt, sieh um die (rein formal aufzu- 

fassende) Verbindung X I7, die wir jedoch mit,betracht,en wollen. 

Wenn m ~ I i s t ,  so handelt, es sich um ein Derivat. des C X  YH~ (des disub- 

st,it,uierten Methans), das dadureh entsteht,, dass die beiden - - H  dutch beliebige 

Alkylradikale ersetzt, werden. Die beiden - - H  sind hierbei (Strukt,ur-, nicht 

St,ereoisomerie!) vert,ausehbar, ihre Gruppe ist, die symmet,rische ~2, deren Zyklen- 

zeiger in Nr. 2I aufgest,ellt, is~. Durch Einsetzen von r(x) in Nr. 21 (~)  und 

dutch Beriicksichtigung des C-At,omes in C X Y H  2 ent,st,eht, die abzi~hlende Pot,enz- 

reihe der der Bedingung m = I ent,spreehenden speziellen disubstit,uierten Paraffine 
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,-(x) r(x') x R ( z ) .  
(3 ,  I 3 )  X - -  

2 

(Die Abkh'rzung R (x) wird uns noch wiederholt dienlich sein.) 

Wenn m > I ist, d.h.  wenn X und Y nicht an dasselbe C gebunden sind, 

handelt es sich um ein Derivat der Verbindung 

CH~ X ( CH~)m- 2 CH~ Y 

(eines an den. beiden Enden substituierten normalen Paraffins); alas Derivat ent,- 

steht dureh Einsetzen yon Paaren yon Alkylradikalen anstelle der m Paare yon 

- -H .  Die Strukturformelgruppe (Nr. 56) ist, wie man leicht sieht, das direkte 

Produkt (Nr. 27) zu m Faktoren 

~ X ~,, X " "  X ~2. 

(Wegen der Versehiedenheit yon X und Y ist kein Paar yon - - H  mit einem 

andern vertauschbar). Der Zyklenzeiger ist, gem~iss Nr. 27, 

! 

Indem man die - - H  durch Alkyle, also f durch die abz~hlende Potenzreihe 

r(x) der Alkyle ersetzt (wie in Nr. 58) und zur Beriieksichtigung der m Stiiek 

der Ausgangsverbindung den Faktor x ~ hinzufiigt, entsteht die ab- 

Potenzreihe der hier in Frage kommenden speziellen disubstituierten 

C-Atome 

z~hlende 

Paraffine 

(3, i4) x'~(r(x)~ + r(x~!) m = [x 

Dureh Summierung yon (3, I4) fiber r e = o ,  I, 2 , . . .  erh~lt man als die 

abzh'hlende Potenzreihe aller strukturisomeren disubstituierten Paraffine C~H2,~ X Y 

I 

(3, I5) i - xtC(x)" 

D.h.  der Koeffizient yon x" in der Potenzreihenen~wicklunff yon (3, I5) um x ~ o 

ist die Anzahl der strukturell verschiedenen CnH2, X Y. 

62. Trisubstituierte Paraffine. Ein trisubsti~uier~es Paraf f in  mit drei von- 

einander versehiedenen einwertigen Substituenten X, Y, Z (yon welchen natfirlieh 

keiner ein Alkyl sein daft), hat die Molekularformel CnH2n-1 X YZ .  Die Struktur- 
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formel ist ein Baum. Betrachten wir in diesem Baum die drei Verbindungswege 

X Y, Y Z  und Z X .  Es ist, wie leicht zu sehen, ein und zwar nur ein Punkt  

allen dreien gemeinsam, der ein vierkantiger Punkt  (ein C-Atom) ist, und den 

wir als das >>Verkehrszentrum>> des Baumes oder kurz als den >>Punkt V>> be- 

zeichnen wollen. 

Man kann nun den vollen Baum in 5 Schritten und dementsprechend die 

abz~hlende Potenzreihe der strukturisomeren C n H 2 n - I X Y Z  aus 5 Faktoren 

aufbauen (Multiplikation der abz~hlenden Potenzreihen im Falle der Unabh~ingig- 

keit, vgl. Nr. I7). 

Zuerst legt man den Punkt  V hin, und dementsprechend hat man den Faktor 

x (ein C-A~om). 

Dann verbindet man l z mit X und legt in die Verbindungslinie eine be- 

stimmte Anzahl m yon C-Atomen hinein und schliesst an jedes ein Paar  yon 

Alkylradikalen an (m ~-- o, I, 2, . . .) .  Diese Konstruktion ergibt den Faktor (3, 15), 

das Resultat  der vorangehenden Nummer. 

Man verbinde~ V mit Y und ffihrt die vorangehende Konstruktion noch- 

reals durch: Noch ein Faktor (3, I5). 

Die Verbindung yon V mit Z bringt einen weiteren Faktor (3, 15). 

Schliesslich wird an V e i n  Alkylradikal angeschlossen; dem entspricht der 

Faktor r (x). 

Die abzh'hlende Potenzreihe der strukturisomeren CnH2n-1 X Y Z ist 

( 3 ,  - x R 

53. Mehrfaeh substituierte Paraffine. Bei mehr als dreimal substituierten 

Paraffinen wird die abz~hlende Potenzreihe der Strukturisomeren verwickelter. 

Ich will aber ihren Aufbau, ohne auf die Einzelheiten des Beweises einzutreten, 

beschreiben. 

Die Strukturformel eines l-real substituierten Paraffins mit l verschiedenen 

Substituen~en, eines CnH2~+2-~X' X " . . .  X (1), ist ein Baum, von dessert 2n § 2 

Endpunkten l, n~mlich X', X " , . . .  X (1), ausgezeichnet sind. Wir  wollen an diesem 

Baum die folgenden beiden Operationen, so oft wie mSglich, vornehmen. 

a) Weglassen eines nicht-ausgezeichneten Endpunktes, saint der dazu fiihren- 

den Strecke. 

b) Weglassen eines zweikantigen Punktes und Verschmelznng der beiden 

anschliessenden Strecken zu einer Strecke. 
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Zum Schluss bleib~ ein reduzierter Baum iibrig, d e r n u r  ausgezeichnete, u. zw. 

genau 1 Endpunkte  ha~, benannt  mi t  X',  X" ,  . . .  Xq), und der ausser Endpunkten  

nur  drei- und vierkantige Punkte  besitzt. 

Man bezeichne, wie in Nr. 30, die Anzuhl der ein-, der drei- und der vier- 

kant igen Punkte  des reduzierten Baumes mib Pi, Pa bzw-Pa, und die Anzahl  seiner 

Strecken mit  s. Es ist  

Pl = 1 

und es bestehen [vgl. (2, i), (2, 2), (2, 3); man bemerke dass /, = 0 ist] die Be- 

ziehungen 

aus welchen 

l + p a + p 4 : s +  I, l +  3 P 3 + 4 p ~ : 2 s ,  

s - ~ 2 1 - -  3 --p~<= 2 1 - -  3, 
(3, 

p a + p , = s +  I - - 1  ~ l - - 2  

folgt.  Somit sind s, Ps, P4 nur  endlich vieler Wer te  fiihig: Es gibt, bei gegebemm l, 

nur endlich viele topologisch verschiedene reduzierte Bh'ume. Es besteht die Regel: 

Der Weft  der abzdhlenden Potenzreihe der sb'ukturisomeren C~ H2~+ 2-z X" X "  . . . X (~) 

ist 

( 3 , , 8 )  - -  x R ( x ) ? '  

die Summe ist iiber sh'mtliche topologisch verschiedene reduzierte Bdume erstreckt, die 

zum gegebenen Weft von 1 geh&'en. 

Die Einfachhei t  der in den beiden vorangehenden Nummern  fiir l = 2 und 

l =  3 hergeleiteten Formeln be~uht darauf,  dass in diesen Fi~llen n u t  je ein 

reduzierter  Baum existiert. Die Summe (3, I8) besteht also in diesen Fiillen aus 

einem einzigen Glied; dieses ist 

(3, I5), wenn 1----- 2, p~ = o, P4 = o, s = I, 

(3, I6) wenn l----3, P a = I ,  p ~ = o ,  s----3. 

Zur Erg~nzung sei noch bemerkt:  Die Anzahl de~:]enigen reduzierten Bdume, 

fib" welche in den Ungleichungen (3, 17) das Gleichheitszeichen gilt, d. h. die Anzahl 

deK]enigen topologisch verschiedenen Bdume mit l individuell unterschiedenen End- 

punlcten, deren yon den Endpunkten verschiedene Punkte alle dreikantig und gleich- 

artig sind, ist 
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(21 -- 4)! 
( 3 ,  �9 3 . 5  �9 �9 �9 ( 2  l - 5 )  = - ( 1  - 2 ) ! "  

Die Anzahl (3, 19) fi~llt fiir l = 2  und 1 = 3  zu I aus; es ist leieht sie durch 

Induktion herzuleiten. ~ 

64. Strukturisomere Cyeloparafflne C;H2, .  Die Struk~urformel dieser 

Verbindungen ist ein Graph yon Zusammenhangszahl I, der zwei Bedingungen 

un~erworfen ist: 

I) Es sind nile Punkte, die nicht Endpunkte sind, vierkantig (C--H-Graph 

im Sinne der Nr. 35). 

2) Zwei Punkte sind hSchstens dutch eine Strecke mi~einander verbunden. 

(Es sind die Doppelbindungen C =  C und damit die Homologen des Athylens 

C~ H 4 ausgeschlossen.) 

Wenn man von einem solchen Graphen einen Endpunkt samt der darin 

endenden Strecke fortl~sst, und diese Operation solange wiederholt, als es angeht, 

gelangt man sehliesslich zu einem Ring, d.h.  zu einem (zusammenh~ngendeni) 

Graphen yon m Punkten und m Strecken, yon denen jede Strecke in zwei ver- 

schiedenen Punkten endet und jeder Punkt  zwei versehiedene Strecken begrenzt, 

m~---3, 4, 5, . . .  [es ist m =4= 2 wegen der Bedingung 2)]. Ein soleher Ring ist 

das Kohlenstoffskelett (C-Graph im Sinne der Hr. 35 und 37)eines  rein ring- 

fSrmigen Cycloparaffins. Die nicht rein ringfSrmigen Cycloparaffine entstehen 

durch Substituieren yon klkylradikalen in ein rein ringfSrmiges, sie sind die 

Homologen yon einem rein ringfSrmigen Cycloparaffin. 

Fiir ein gegebenes m gibt es nur einen ringfSrmigen C-Graphen mit m 

Punkten, wie leicht zu sehen ist. Es entsteht daraus, mittels der Konstrukt.ion 

der Hr. 37, ein topologisch eindeutig bestimmter C--H-Graph:  Fiir ein gege- 

benes m gibt es der Struktur nach nnr ein rein ringfSrmiges Cycloparaffin. 

Dieses ist im einfachsten Falle m : 3  das oben (Nr. 55--58) ausfiihrlich disku- 

tierte Cyclopropan. 

Wenn wir das im Falle m ---- 3 ausfiihrlich Uberlegte richtig verallgemeinern, 

kSnnen wir die Strukturformelgruppe des einzigen rein ringfSrmig struktuierten 

1 Wir haben im vorangehenden nur  solche mehrfach subst i tuier te  Paraffine behandelt,  in 

welchen alle Subs t i tuenten  voneinander verschieden waren. Bei Gleichheiten zwischen den Substi- 

tuenten  ist  die Behandlung auch mSglich, aber die Beschreibung und  erst recht die Begriindung 

der Formeln wird so umstfi.ndlich, dass ich mich begniige auf die erzeugenden Funkt ionen hinzu- 

weisen, die ich am anderen Orte fiir 2 und  3 Subst i tuenten gegeben habe. Vgl. POLYA 4, S. 44 o. 

29--36808. Acta mathematica. 68. /mprim6 ]e 1 juin 1937. 
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CmH2m aufstellen: Es hat  den Grad era, die Ordnung 2 m . e  m und es ist .~m[~]  

mit  den Bezeiehnungen der Nr. 2I und 27 . Somit ist  der Zyklenzeiger der 

St rukturformelgruppe des rein r ingf5rmigen 6~ H2~ [vgl. Nr. 21 (~)~), (~2), ferner  

(I, 39), (I, 4o)] 

- 

(3, 20) I ~9, ~0 (k) + 
2n,, k,m [ ( f ~ ) ~  + f ] + 2  f a ]  (~)/e--1 

wobei die obere Zeile ffir ungerades m =  2 r e -  I und die uutere  fiir' gerades 

m = 2 tt in Bet racht  kommt. Um hieraus die abz~hlende Potenzreihe der Homo- 

logen des rein r ingf6rmigen CmH2m zu erhalten, ist nach Nr. 58, entsprechend 

der chemisehen Subst i tut ion der Alkylradikale fiir - - H ,  die abz~ihlende Potenz- 

reihe r(x) der s t ruktur isomeren Alkylradikale ffir f zu substi tuieren;  ferner  er- 

geben die m Kohlenstoffatome in C,~H2,~ selber einen Faktor  x m. So ents teht  

aus (3, 2o), unter  Benutzung tier Abkiirzung (3, I3) 

(3, 2I) 
m 

Y, v (k) [x~ R (x~)] ~ + 
2 m k':m 

i X/~ (X) [X 2 .~ (X2)] ~t-1 

{[* R (*)]" + X ~ R(*~)} [*~ R(X~)]' ' - '  

W e n n  (3, 2I) fiber m = 3, 4, 5, . . .  summiert  wird, so ents teht  die abz~hlende 

Potenzreihe tier s t ruktur isomeren Cycloparaffiue,  welche mit P bezeichnet wer- 

den soll. Ubersicht l icher  ist die Summat ion  fiber m ~- I, 2, 3, - . .  auszufiihren. 

So ergibt  sich 

~ (x) + [R (x) ~ + R (x~)] + t) = ~ E ~ E v (k)[x~ R (.~)]~ + 
m=l t'rm 

( ~ 2  

+ ,,~ R (x) + [R (.~)~ 
( 2  4 

Folglich ist 

(3, 22) 

ao 

+ R (.~)] E [.~ ~ (x~)]. -~. 
t t~  1 
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= Z Z I 
m=l  k l ~ m  

I x  

- -  I Qo ~ (k )  I 

- -  2 ~ k log I - x R 
k = l  

Aus dieser Gleichung erh~lt man die Potenzreihe 

P = x  a + 2 x  4 + 5 x  5 + i 2 x  6+  29 xT+ 73 xS + . . . ,  

worin der Koeffizient yon x ~ die Anzahl der doppelbindungsfreien, struktur- 

isomeren ~,~/t,2 n is t .  

65. Kohlenwasserstoife C, H2n+2-2~. Die Strukturformel einer solchen Ver- 

bindung ist ein C--H-Graph yon der Zusammenhangszahl # [vgl. Nr. 35 a]. Wie 

es in der vorangehenden Nummer fiir /~ = I geschehen ist, ist es auch fiir irgend 

ein festes tt >= 2 mSglich, die abziihlende Potenzreihe der strukturisomeren 

C~H2n.2-~ ,  aufzustellen. Sie f~llt sogar, vom funktionentheoretischen Gesichts- 

punkte aus betrachtet, fiir # => 2 einfacher aus, als im Falie /~ -- I: Sie ist eine 

rationale Funktion yon endlich vielen GrSssen aus der Reihe x, r(x), r(x~), 

r ( x 3 ) , . . . .  Die Formeln werden aber so umst~ndlich, dass ich reich auf wenige 

Andeutungen betreffs den Fall p = 2 beschriinke. 

Man gehe aus yon dem Graphen eines gegebenen C~H2n-2, und fiihre 

daran die beiden in Nr. 63 unter a) und b) beschriebenen Operationen so oft als 

nur mSglich aus (da es jetzt keine ausgeze~chneten Endpunkte gibt, kommen nach 

und nach alle Endpunkte in Wegfall). Zuletzt bleibt eine yon den drei in Fig. 5 

dargestellten Formen zuriick. Betrachten wit, der Bestimmtheit halber, eine yon 

diesen drei Formen, z .B.  diejenige, v~ welcher jede Strecke in zwei verschie- 

denen Punkten endet. (Diese ist die einzige yon den drei Formen, welche im 

Sinne der Begriffsbestimmung in Nr. 29 ein Graph genannt werden kann; man 

vergesse nicht die Forderung I[) Setzen wir auf die drei Strecken bzw. k, l, m 

Punkte (wodurch diese Strecken bzw. in k + I, 1 + I, m + I Strecken geteilt 

werden), so entsteht das Kohlenstoffskelett (der C-Graph) eines gewissen Stamm- 

kSrpers Ck+l+m.2H2~+21+2~+2. Man kann dessen Strukturformelgruppe bestim- 

men; sie ist vom Grade 2 k +  2 l +  2 m + 2  und yon der Ordnung 12, 4 oder 2 
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jenachdem k =-1 = m oder k =-1 4= m oder alle drei Zahlen k, l, m voneinander 

verschieden sind. Man kann den Zyklenzeiger dieser Gruppe aufstellen und dann, 

C><2) 
Fig. 5. 

dutch Einsetzung yon r (x), die abziihlende 

Potenzreihe fiir die Homologen erhalten, d. h. 

C fiir diejenigen C~H2n-2, welche aus dem 

besagten StammkSrper durch Einsetzung 

yon Alkylradikalen entstehen. Die Summa- 

tion fiber die Wer~etripel k, l, m ffihrt bloss 

auf geometrische Reihen. Von dem auf 

diese Weise erhaltenen Ausdruck ffihre 

ich nur einen Bestandteil, den >>Haupt- 

bestandteiD 

(3, 23) 
x r (x) 

i2 

an. Es besteht (3, 23) aus z Faktoren. Der erste, konstante Faktor ist das 

Reziproke der hSchsten Ordnung 12, die die Gruppe von einem der betrachteten 

Stammk5rper erreichen kann; der zweite, yon x abhi~ngige Faktor hat  die Ge- 

stalt des Summanden in (3, 18) mit 

P s : 2 ,  P a = -  O, 8 :  3, 

und entspricht der unabhSngigen Besetzung der 3 Strecken und der 2 Punkte 

des Graphen. [Die Punkte werden durch je ein Alkylradikal besetzt, die Strecke 

durch m C-Atome und anschliessend an jedes durch 2 Alkyle, wobei fiber 

m---= o, I, 2 , . . .  summiert wird; vgl. die Entstehung yon (3, 15) und yon (3, 16).] 

Den beiden anderen Formen der Fig. 5 entsprechen ebenfalls abzi~hlende 

Potenzreihen, deren ))Hauptbestandteile~) bzw. 

i x ' r (x )  i 

s [ i - x R ( x ) ]  8 [ I - - x R ( x ) ]  ~ 

s ind .  Beide Ausdriicke entsprechen derselben Gruppenordnung 8, und bzw. den 

Zahlenwerten 

ps=2, p4--~O, 8 = 3 ,  

P a = O ,  P 4 =  I~ 8 =  2. 

Die Bezeichnung >)Hauptbestandteil>) wird in Nr. 79 nigher erkli~rt. 
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IV. ASYMPTOTISCHE BESTIMMUNG DER BETRACHTETEN KOMBINA- 
TORISCHEN ANZAHLEN. 

Funktionentheoretische Eigenschaften. 

66. Wir  wollen nun die Potenzreihen q (x), r (x), s (x), t(x), deren kombina- 

torische Bedeutung im Vorangehenden festgestellt wurde, funkCionentheoretisch 

untersuchen, ihren Konvergenzradius, ihre Singularitgten auf dem Konvergenz- 

kreis, ihre unalytische Fortsetzung bestimmen. Wit  miissen uns dabei natiirlich 

auf die Funktionalgleichungen stiitzen, welche diese Potenzreihen definieren. Ich 

stelle zungchst diese Gleichungen mit  einigen analogen in geeigneter Bezeichnung 

und Reihenfolge zusammen: 

(4 , ' )  f - - ,  + x f  =~_a x", 
o 

(4, 2) q = f =  I + x f f ~ ,  

(4, 3) ," = f =  I + x f f~  + x (f3 _ 3f f~ + 2fs)/6, 

(4,4) s = f  = I + x f f~  + 2 x ( f  3 -  3f f~ + 2f8)/6, 

~( 3 ,~ )x  ~ 
(4, 5) f =  I + x f  s = I "it-, Z \ n -  I --~; 

1 

.f3 + 3.ffia + 2.A) (4, 6) r - - I = , f - = x  I + f + f 2 + f ~ +  
2 6 

( + f + f ~  +. f ,  f3 + 3 f f ,  + 2f~ ) (4, 7) t = f = x  i - - +  + . . . .  2 6 ' 

o0 nn_l  
(4,8) f = x ~ =  y, ,,!--~", 

n=l 

f+f~  f, 
(4,9) t = f = x e  1 2- + ~- + ' ' ' ,  

f, f~ -Y+~-+T+... 
(4, Io)  f =  x e ~ - - -  ~ - I - - f  \ n - - I /  n 

Die durch die Gleichung zu bestimmende Funkt ion ist iiberall mit  f be- 

zeichnet und es wird die Abkiirzung (I, I8) beniitz~. Die Funktionalgleichung 

(4) yon r(x) kommt zweimal, in zwei verschiedenen Formen, als (4, 3) und 
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(4, 6) vor, die von t ebenfalls zweimal, ~ls (4, 7) und (4, 9), vgl. (I") und (I'). 

Die Gleichung (4, I ) b e s t i m m t  die geometrische Reihe, die Gleichungen (4, 5) 

und (4, IO) algebraische Funktionen, die Gleichung (4, 8) die Umkehrfunktion 

einer elemen~aren ganzen transzendenten Funktion; fiir diese vier Funktionen 

sind die entsprechenden Maclaurinschen Reihen angegeben; diese sind, z.B. aus 

d e r  L~grangesehen Umkehrformel, leieh~ erh~ltlich. Fiir die kombinatorische 

Bedeutung der Reihen (4, 5), (4, 8), (4, ~o) vgl. bzw. den Text zu den Formeln 

(2, I5), (2, 37), (2, 27). Zu (4, 6) vgl. ~r .  44. 

67. Jede der Fanktionalgleichungen (4, I) bis (4, IO) bestimmt eindeutig eine 

ihr geniigende, nach wachsenden nichtnegativen Potenzen yon x geordnete Potenz- 

reihe. Fiir das absolute Glied dieser Potenzreihe ergeben die ersten f i in f  Gleichungen 

den Weft i, die lelzten f i in f  den Weft o; die iibrigen Koeffizienten der Potenzreihe 

sind positive Zahlen und zwar, den Fall der Gleichung (4, 8) ausgenommen, ganze 

Zahlen. Die Koeffizientenfolge ist nicht abnehmend. 

Alle ausgesprochenen Behauptungen kann man den Rekursionsformeln ent- 

nehmen, welche die Koeffizientenvergleichung ergibt. Z.B. ist in Gleichung (4, 6) 

der Koeffizient yon x" links R,, (flit n ~ I) und rechts ein Polynom in //1, 

R.~, . . .  R,-~ [vgl. (2, 56)]: hieraus folgt die eindeutige Bestimmtheit; die Koeffi- 

zienten des besag~en Polynoms sind nichtnegativ und es tri l l  darin, yon x f  

herrfihrend, das Glied Rn--~ auf: hieraus folg~ Rn ~ Rn-~. U.s .w.  Die Behaup- 

tungen fiber Positivit~t, Ganzzahligkeit und Wachsen der Koeffizienten ergeben 

sich aueh (etwas bequemer) aus der kombinatorischen Bedeutung; einige, die 

elementaren Funk~ionen betreffende Behauptungen kSnnen auch aus der ange- 

gebenen expliziten Form der Koeffizienten fes~gestellf werden. 

Die hier be~rach~ete, nach nichtnegativen Potenzen yon x for~schreitende, 

durch die Gleichung eindeutig bestimmte l~eihe wird im folgenden kurz als die 

zur betreffenden Gleichung geh6rige Potenzreihe bezeichnet. 

68. Die zehn Gleichungen (4, I) his (4, IO) seien, wie angeschrieben, zu drei 

Staffeln zusammengefasst; die erste Staffel enth61t die ersten fiinf, die ndchste Staffel 

die uSchsten zwei, die letzte die letzten drei Gleichungen. Von zwei Potenzreiheu, 

die zu zwei Gleichungen derselben Staffel geh&'en, wird die vorangehende dutch die 

nachfolgende maioriert. 

Diese Behauptung ist schon in der Einlei~ung ausgesprochen worden, in 

Form der sieben under (IO)und (12)vereinigten Ungleichungen. Alle Unglei- 
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chungen sind inzwischen durch kombinatorische Betrachtungen bewiesen worden 

[vgl. insbesondere (2, 7), (2, 8), (2, 16)und (2, I7), (2, 9), (2, 38) und (2, 39), (2, 28) 

und (2, 29) 1. Man kann sie aber auch aus den Rekursionsformeln beweisen; es 

wird geniigen die Ungleichung R,, ~ Sn darzutun. 

Es ist /3 o-~ S o = I ;  wir wolien induktiv verfahren und die Ungleichungen 

(4, II) Ro ~ So, /3, ~ S1, . .  /3n-l <~ Sn-I 

als sehon bewiesen annehmen (n > I). 

Es bedeute 
f ( x ) =  Uo-4- U i x +  U , x '  + ...  

eine Potenzreihe mit unbestimmten Koeffizienten Uo, U,, U~, . . .  Man ent- 

wickle die beiden Ausdriicke 

x f ( X )  s + 3f(x) f (x~) + 2f(xs) x f ( X )  s -  3 f ( x )  f (x*)  + 2f (x  s) 
6 ' 6 

nach Potenzen yon x und bezeichne den Koeffizienten yon x" bzw. mit 

F ( U , ,  g~_ . . . .  Un-~), (~ (V , ,  U~, . . .  V,,-,).  

In dieser Bezeiehnung ist, gem~ss (4, 3) und (4, 4), 

(4, 12) Ir  F(R, ,  R,, . . . .  R,,_,), 

(4, t3) S n = F ( S : ,  S~, . . .  Sn-,)  + G ( S , ,  S~., . . . S,,_~). 

Sowohl F wie G sind Polynome in d e n  Unbestimmten Uo, Ux, . . .  Un- l .  Es 

hat F offenbar nichtnegative Koeffizienten; daher ist, gemiiss der Voraussetzung 

(4, : I) der vollsti~ndigen Induktion, 

(4, x4) F ( R , ,  R~ . . . .  R,,-:) <~ F(Sx, Ss, . . .  Sn-:). 

Unter den Koeffizienten yon G k5nnen zwar aueh negative vorkommen, jedoch 

nimmt G fiir nichtnegative ganzzahlige Werte yon Uo, U1, . . .  U,-1 nichtnegu- 

t ire Werte an (vgl. die Schlussbemerkung in Nr. 23) und S o, S 1 . . . .  Sn 1 sind 

positive ganze Z~hlen, vgl. Nr. 67. Somit ist 

(4, 15) G(S~, Se, . . .  S , , - , ) > o .  

Aus (4, i2), (4, 13), (4, I4), (4, 15) folgt, wie zu beweisen war, dass 

/3n ~ Sn. 
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69. Die zu den Gleichungen (4, I) his (4, IO) gehb'rigen Potenzreihen haben 
sh'mtlich niehtverschwindenden Konvergenzradius. 

Fiir die Gleichungen 

(4, I), (4, 5), (4, 8), (4, Io) 

geht diese Behaup~ung aus der angegebenen explizRen Form der Koeffizienten 

ohne weiteres hervor; die Konvergenzradien sind, wie man leicht aus dem Ver- 

hi~ltnis sukzessiver Koeffizienten berechnet, bzw. 

4 I I 
- -  - - ,  - -  . 

I, 27, e 4 

Fiir die Konvergenzradien der vier Potenzreihen 

q(x), i'(x), 8(x), t(x), 

welche, wie schon in der Einleitung gesagt, bzw. 

x, Q, q, T 

heissen sollen, ergibt sich die Behauptung aus den in der vorangehenden Nr. 68 

besprochenen, schon in der Einleitung ausgesprochenen Ungleichungen (IO) und 

(I2); es ergibt sich, genauer gesagt, noch nicht das volle Resultat, das in der 

Einleitung unter (13) und (I4) angekiindigt wurde, sondern nur das schwiichere, 

das dem Ersetzen des > durch --> im vollen Resulta~ entspricht. 

In  siimtlichen Fiillen (4, I) bis (4, 1o) definiert also die zur Gleichung ge- 

h5rige Potenzreihe ein Funktionselement yon Zentrum o; dieses Funktionselement 

soll im folgenden ebenfalls als zur Gleichung gehSrig bezeichnet werden; die zu 

den Gleichungen (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 7) gehSrigen Funktionselemente werden 

beziehungsweise durch die Potenzreihen q (x), r (x), s (x), t(x) dargestell~. 

70. Besprechen wir zuniichst die analytische Fortsetzung des durch q (x) 

dargestellten Funktionselementes. 

Wie es aus der ers~en Ungleichung unter (IO) hervorgeht, ist der Kon- 

vergenzradius z yon q(x) entweder ----I oder < I. Die erste Eventualitiit ist 

jedoch auszuschliessen: Denn wiire z ~ I, also q(x) und folglich auch q(x ~) im 

Einheitskreise konvergent, so miisste die Potenzreihe 

xq(x  2 ) = x  + x 3 + 
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mit lauter nichtnegativen Koeffizien~en entlang der Strecke der reellen Achse 

yon x - ~ o  bis x----I yon o bis zu einem Wer~e oberhalb 2 wachsen, also in 

einem Zwischenpunkte ~ den Wert I annehmen; dann h~tte aber die Funktion 

(4, 16) q (x) --  I 
I - -  x q (x  ~) 

[ich ziehe (4, 2) heran] im Punk~e ~, o < ~ < I, einen Pol, obzwar sie im ganzen 

Einheitskreis, gem~ss der Annahme ~ ~ I, regular sein sollte. Der Widersprueh 

15st sieh nur dann, wenn wir die Annahme ~ ~ I verweffen. Somit ist bewiesen, 

dass x < I. 

Die Potenzreihe q(x) konvergiert im Kreis I xl < x, die Potenzreihe q(x ~) 

im Kreise Ix21 < ~ ,  d.h. Ixl  < ] / ~ ;  da ~ <  i, also x < l / ~ ,  ist das Konvergenz- 

gebiet yon q(x ~) umfassender, als das yon q(x); die auf dem Konvergenzkreise 

yon q (x) notwendigerweise vorhandenen singul~ren Stellen kSnnen nur von dem 

Nenner auf der rechten Seite yon (4, I6) herriihren, sind also Stellen, fiir welche 

(4, 17) x q (x ~) = 

gilt. Die linke Seite dieser Gleichung ist aber eine Potenzreihe, worin alle 

Koeffizienten yon ungeradem Index positiv, alle yon geradem Index o sin& Der 

Maximalbetrag einer solchen Potenzreihe enflang eines Kreises vom Mittelpunkte 

o wird in zwei und nur zwei Punkten erreicht: auf der positiven und auf der 

negativen reellen Achse, und das Vorzeichen des maximalen Funktionswertes 

stimmt mit dem Vorzeichen yon x iiberein. Daher besitzt die Gleichung (4, I7) 

eine Wurzel, die auf der positiven reellen Achse liegt, u. zw. dem Ursprung 

n~her liegt, als alle anderen Wurzeln; in dieser Wurzel verschwindet die Deri- 

vierte der liriken Seite yon (4, 17) nicht, wieder wegen der Positivit~t der Koeffi- 

zienten yon x q (x~), und daher ist diese Wurzel einfach. Diese Wurzel bestimmt, 

gem~iss (4, I6), den Konvergenzradius yon q(x). 

Zusammengefasst: A u f  dem Konve~yenzkreis der Potenzreihe q(x) liegt nut 

ein einziger singul&'er Punkt, der Punkt x = • ,u. zw. hat q(x) im Punkte x = 

einen Pol erster Ordnung. 

7 I. Eine weitere Ausniitzung der eben angewendeten Schlussweise ergibt, 

dass die analytische Fortsetzung yon q(x) im Innern des Einheitskreises mero- 

morph ist. Die Schlussweise stiitzt sich auf die Funk~ionalgleichung (4, 16) und 

diese ist ersichtlicherweise mit dem Kettenbruch (8') ~quivalent. Man kann nun 
30--36808.  Acta mathematica. 68. Imprim$ ]e 1 juin 1937. 
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die 

der Entwicklung des Kett ,enbruches bewerkst,elligen; dabei bemerkt, 

folgenden Abkiirzungsweg. 

Man set,ze 

(4, I 8) q (x) = lp (x~'). 
(x) 

Fort,set,zung yon q (x) durch eine kleine Variat,ion der Schlussweise mit,t,els 

man den 

Fiir die neueingefiihrt.e Funkt,ion ~p(x) ergibt, (4, 2) die neue Funkt,ionalgleichung 

(4, 19) 1]3 (x) = ~3 (x 2) - -  x ~ (x4), 

welche den Vort,eil hat. l inear zu sein. Der  Potenzreihenansat,z 

~ O ( x ) = a o §  ~ +  "" 

ergibt, die rekursiven Relat ionen 

(4, 2o) a 2 m  ~ a m ,  a ~ m + l  ~ - - a m ,  a ,~m+z  ~ 0 

fiir m--~ o, I, 2 . . . .  , welche die Koeffizient,enfolge eindeut,ig best,immen, sobuld 

a0 gegeben ist,. Ich nehme 

(4 ,  2 I )  a 0 = I 

an; es ergibt, sich 

( x ) :  I - x - - x  ~ - x  4 + x 5 -  x 8 + x 9 + ... 

als eine Potenzreihe,  deren Koeffizienten nur die drei W e r t e  o, I u n d  - - I  an- 

nehmen, die also im Einhei tskreise konvergiert .  

Nun  gehe man yon der Potenzreihe ~p (x) aus und definiere eine Funkt ion  

q(x) durch (4, I8). Diese Funkt ion q(x) ist im Punk te  x = o regular,  wegen 

(4, 2I), und erfiillt die Funkt ionalg le ichung (4, 2), wegen (4, I9). Da  aber (4, 2), 

wie in Nr. 6 7 gesagt  wurde, nur  durch eine einzige Potenzreihe mit nichtnega- 

t iven ganzzahligen Potenzen yon x befr iedigt  werden kann, ist die durch (4, I8) 

definierte Funkt ion  mit, unserem friiheren q (x) ident i sch .  Es ist q ( x ) i n  (4, I8) 

dargest,ellt,, als der Quot,ient, yon zwei im Einheit,skreise konvergierenden Pot,enz- 

reihen, und dies set,zt, in Evidenz, dass q (x) im Innern  des Einheit,skreises mero- 

morph ist,. 

Es ist, hervorzuheben,  dass in der Dars te l lung (4, I8) yon q (x) Z~hler und 

Nenner  )>t,eilerfremd)) sind, d .h .  keine gemeinsame Nullstelle besit,zen. Es ist 

n~mlich ausgeschlossen, duss ein x 0 exist,iert,, so dass 
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o < 1 ~ o 1 <  ~, ~(Xo) = o, ~(~o~) = o. 

W~re dies der Fall, so h~tten wir, gem~iss (4, 19), auch 

~v (x~) = o, 

und durch Wiederholung  des Schlusses mit Xo 2, x 4, Xo 8 . . . .  anstelle yon x o er- 

hiel~en wir 
(x~) = ~ (xo '0) - -  ~v (Xo ~) . . . . .  o,  

also eine Folge yon unendl ieh  vielen Nullstel len mit dem t t~ufungspunkt  o. Dies 

ist ausgeschlossen; also haben ~(x)  und ~O(x ~) keine gemeinsame Nullstelle in 

ihrem Konvergenzbereieh [x[ < i. 

Man kann mit Benutzung der Ket tenbruchdars te l lung  (8') und durch Schluss- 

weisen, die yon der Theorie der Sturmschen Ke t ten  her  gel~ufig sind, beweisen, 

dass q(x) unendlich viele Pole auf der Strecke zwischen den Punk ten  x = z 

und x = I besitzt. Man hebe folgende Eigenschaf ten yon q(x) hervor:  

Erstens hat  q (x) = Q0 + Q1 x + -.. ganzzahlige Entwicklungskoeffizienten ; 

zweitens ist q(x) im Innern  des Einheitskreises meromorph;  

dr i t tens ist q(x) keine rat ionale Funkt ion  (z. B. wegen der unendlich vielen 

Pole;  aueh durch Vergleich yon Graden, mit  direkter  Verwendung yon (4, 2) 

leicht zu zeigen). 

Aus diesen drei Eigenschaf ten  folgt, auf  Grund eines allgemeinen Satzes j, 

dass der Rand des Einheitskreises eine singulSre Li~ie fiir q (x) ist. l~Ian kann 

diese Tatsaehe auch ohne Benutzung des allgemeinen Satzes, aber durch bessere 

Ausnii tzung des Ket~enbruches (8') naehweisen,  was ich andeuten  aber nicht  

ausfiihren will. 

72. Je tz t  soll die analytisehe For tse tzung des Funkt ionselements  r(x) be- 

sprochen werden. 

Es konvergieren die Potenzreihen r (x), r (x~), r (x ~) in Kreisen vom 1VIittel- 

punkte  o, deren Radien  bzw. Q, Q1/.~, Q1/, sind. Man beachte,  dass, gem~ss Nr. 68 

und 70, Q_--< z < I, also 
0 ~ (;/2 ~ Q~/~ 

ist. Man setze r (x) = y und betraehte  die Funkt ionalgle ichung (4, 3) in der Form 

1 F. CARLSON, Math. Zeitschrift,  9 (I92I), S. I - - I  3. G. P()LYA, Proc. London Math. Soc. (2) 
21 (192I), S. 22--38. 
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(4, 22) x Y  ~ -  3 [2 - -  xr(x*)]y  + 2 [3 4- xr(x3)] ~- o. 

Die Funkt ion  y :  r(x) geniigt der Gleichung 3-ten Grades (4, 22), deren 

Koeffizienten in der Kreisfliiche [x]  < Q'/~ reguli~r sind. Bei der analyt ischen 

For tse tzung des Funkt ionselements  y -  r(x) innerhalb dieser Kreisfliiche kann 

eine Singulariti i t  sich nur  auf  zwei Ar ten  einstellen: 

En tweder  muss der hSchste Koeffizient der Gleichung (4, 22)verschwinden;  

es kommt  nur die Stelle x ~ 0 in Betracht .  

Oder muss die Gleichung (4, 22) eine mehrfache Wurzel  y haben;  dann muss 

die partielle Ablei tung der linken Seite nach y verschwinden, d .h .  

( 4 ,  x y  = 2 - x r ( x  

sein. Wie  die Eliminat ion yon y aus (4, 22) und (4, 23) zeigt, kommen nur  solche 

Stellen in Betracht ,  fiir welche die Gleichung 

(4, 24) [2 --  x r (x~)] 3 - -  x [3 + x r (x3)] ~ ~- o 

besteht.  Solche Stellen kSnnen sich im Innern  des Kreises ]x] < Q'/'~, wo ja die 

linke Seite yon (4, 24) reguli~r bleibt, nicht  hi~ufen, und in der Umgebung  solcher 

Stellen bleibt der singuliir werdende Funk~ionszweig beschriinkt, also stetig. 

Nun  handel t  es sich um die singuliCren S~ellen der Potenzreihe auf  ihrem 

Konvergenzkreis,  ]x] : r der ja  ganz im Innern  der Fliiche Ix] < e 1/2 verliiuft. 

Der  Punk t  x ~ o liegg nicht  auf  diesem Kreis, daher  muss die zweite der oben 

erwiihnten Alternat iven eintreffen: D i e  auf  dem Konvergenzkreis  l iegenden singu- 

li~ren Stellen geniigen den Gleichungen (4, 23) und (4, 24), uud das Funktions- 

element r(x) bleibt  in ihnen stetig. Inbesondere  muss die Potenzreihe r (x )end-  

lich bleiben, wenn x der reellen Achse ent lang dem P u n k t  Q sich hi,herr; da diese 

Potenzreihe lauter  positive Koeffizienten hag, bleibt  sie, nach einer geli~ufigen 

Sehlussweise, auch fiir x ~ Q, und folglich auf  dem ganzen Kreisrande ]x]----0 

absolut konvergent. Die fiir die singuliiren Punk te  x auf dem Konvergenzrande  

giiltige Gleichung (4, 23) ist also in der Form 

(4 ,  2 5 )  x - i 
2 

zu schreiben, wo auf  der linken Seite die Potenzreihen r (x), r (x ~) einzusetzen sind. 

Da die Potenzreihe r(x) lauter  positive Koeffizienten hag, ist der P u n k t  

x ~-Q des Konvergenzkreises  sicher singuliir; also bes teht  die Gleichung (4, 25) 
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fiir x----Q. Nun hat abe r  die Potenzreihe links in (4, 25) (abgesehen yore abso- 

luten Glied, das verschwindet) lauter positive Koeffizienten, und daher wird sie 

im Punkte x = Q einen grb'sseren absoluten Betrag annehmen, als in allen anderen 

Punkten des Kreises I x ] ~ Q .  Somit ist die Gleichung (4 ,25)nur  im Punkte 

x = Q des Kreises I x I ~ Q erfiillt: Es ist x = Q der einzige auf  dem Konvergeuz- 

kreis von r (x) liegende si~gul&.e Punkt. 

Es ist nun leicht festzustellen, dass das Funktionselement r(x) in der Um- 

gebung yon x ~--~ nach Potenzen yon V - x - - e  entwickelbar ist, und ~lass die Ent- 

wicklung so beginnt: 

V x (4 ,  2 6 )  ~ ( x )  = ~ - b ~ - - + . . ,  
Q 

wobei a und b positive Zahlen bezeichnen; es ist 

(4, z7) a ---- r ( Q ) ,  

1 / ~  r(~)--  ~ + ,.(~)r'(e~)~ ~ + r '(e~)~ 
(4 ,  2~) b =  

Q , - (q )  

Die Verfolgung der Gleiehung (4, 3) fiber den Kreis Ix I ~ (1/, hinaus ergibt, 

dass die Fortsetzung yon r(x) in jedem ganz im Innern des Einheitskreises ge- 

legenen Gebiet algebroid ist, d.h.  nur endlich viele Zweige und endlich viele 

algebraisehe Verzweigungspunkte hat. Die Anzahl der Zweige diirfte unendlich 

werden, wenn das Gebiet sich wachsend dem Einheitskreis niihert. 

Zu sp~teren Zwecken wollen wir uns noeh folgendes Nebenresultat merken: 

Die Gleichung (4, 25) hat in der abgeschlosse,~en KreisflSche Ixl  <= e die ei,zige 

L6sung x ~ q. 

73. Durch Schliisse, die denen der vorangehenden Nummer durchaus ~hn- 

lich sind, kann man die zur Bestimmung der Funktionen s(x)und t(x)dienenden 

Gleichungen 

x y ~ - - 3 y + 2 x s ( x  ~)+ 3=-o ,  

3 

behandeln. Zur Bestimmung der Singularit~iten an der Konvergenzgrenze erh~ilt 

man bzw. 
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(4, 29) 

(4, 3 ~ ) 

welehe Gleichungen 

sin& ~r kann in 

G. P61ya. 

x s ( x )  2 =  I, 

t ( x )  = 

den vorher behandel ten (4, I7) und (4, 25) durchaus analog 

sie die Pot,enzreihen noch auf  dem Konvergenzkreise ein- 

setzen und sie haben daselbst, wegen der Positivit,~t der Koeffizienten, nur  eine 

LSsung, n~mlich den posit,iven Punkt, des Konvergenzkreises:  A u f  der Konver- 

genzgrenze der Potenzreihe s(x) liegt nut  der singul&'e Punkt  x----a, au f  der von 

t(x) nut  x = ~. Die Funkt,ionen lussen sich nm diesen singu|~ren Punkt, herum 

naeh Pot,enzen yon ] : x - - a  bzw. yon ~ x - - v  ent,wickeln, und zwar beginnen 

diese Entwicklungen,  wie (4, 26), mit, 

a ' - - b '  I - - -  + ... bzw. a"  x 

wobei a', b', a", b" posit,ire Zahlen sind. 

74. Kehren  wir zuriick zur Bet,rucht,ung der Reihe r(x). Wie uus Hr. 72 

hervorgeht,, kSnnen wir den Konvergenzradius Q yon r ( x ) s o w o h l  unhand der 

Gleichung (4,24) wie aus (4,25) best,immen. Wi r  wollen beide MSglichkeit,en 

verwerten.  

u) Die Gleiehung (4, 25) ist, wie in Hr. 72 besprochen, fiir x = q  erfiillt, 

sie is~ also wegen der Positivit,~t der Koeffizienten der Pot,enzreihen uuf der 

l inken Seit,e, fiir keinen posit,iven Wert, yon x erfiillt., der < q ist,. Wi r  gewinnen 

dns Krit,erium: Eine positive Zahl x ist dann und nur dann kleiner als q, wenn 

erstens r(x) konvergiert und zweitens die linke Seite von (4, 25)kleiner als 1 ausfiillt. 

Untersuehen  wir den Weft, x = a; fiir diesen Wer~ konvergiert ,  wie in Nr. 73 

angedeut,et,, die Reihe s (x) und  erfiillt, die Gleiehung (4, 29). Somit  ist, 

(4, 3 I) as(a) ~ -  I; 

man beaeht,e, duss, wegen (IO), r(a) konvergiert, und  

(4, 32) r(a) _--< s(a); 

fe rner  ist, wegen der Positivit,~t der Koeffizient,en und wegen r ( o ) =  I 

(4, 33) r(a) ~ > r(a) > r(a~). 

AUS (4, 3I), (4, 32), (4, 33) folg~ 
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Also ist, gemiiss dem ausgesprochenen Kriterium, a < ~. 

Auf dieselbe Art kann man alle in der Einleitung unter ( I 3 )und  (I4) 

erw~hnten Ungleichungen beweisen. 

b) Anhand der Gleichung (4, 24) kann man das folgende Kriterium aus- 

sprechen: Wenn x ein positives" Wef t  ist, f i ir  den die Reihe r (x  ~) konve~yiert, so 

ist x kleiner ode;" gleieh oder gr6sser als Q, jenachdem 

x[3  + ' 
[ 2 -  X r (X2)] 3 < I o d e r =  I oder > I 

ist. Dieses Kriterium erlaubt den Konvergenzradius q mit Hiilfe konvergenter 

Reihen zu berechnen. Man muss aber zur numerischen Durchfiihrung eine Rest- 

abschi~tzung fiir die Reihe r(x) besitzen. Wir gelangen dazu aus (IO) und (I2); 

diesen Ungleichungen gemi~ss ist 

(4, 34) 

Nun nimmt 

~ ' =  2 . 4 . 6  . . .  ( 2 n - - 2 )  2n  

bei wachsenden n bestiindig ab; somit ist 

und hieraus finde~ man mit Riieksieht auf (4, 34) die fiir o < x < I giiltige 
4 

Restabschiitzung 

/~n§ ..~ /~n+2Xn+2 + ''" ~ I ( 2 n - -  2/ x n 
R,, xn + 

n \ I l n  I - - 4  x 

Mit Hiilfe dieser Abschi~tzung kann man anhaud des obigen Kriteriums ~ nu- 

merisch berechnen und auf iihnliche Weise kann man a behandeln. Ich fand, 

dass 

(4, 35) 0 , 8 5 < # < 0 , 8 6 ,  0 , 8 0 < a < 0 , a l .  
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Asymptotisehe Werte der Koeflizienten gewisser Potenzreihen. 

75. W i r  haben im Vorangehenden  das funkgionentheoregische Verhal ten 

der Po tenzre ihen  q(x) ,  r ( x ) ,  s ( x ) ,  t ( x )  auf  dem Konvergenzkre ise  festgestellt .  

W i r  werden nun  da r ius  eine Reihe yon Folgerungen  ziehen, indem wir eine 

leicht  beweisbare und  wohlbekannte  Beziehung zwischen den Singular i t~ten und  

den Koeff izienten yon Pogenzreihen uns zunutze machen, welche in dem folgen- 

den Hi l fssa tz  fo rmul ie r t  is~. 1 

Hilfssatz.  D i e  Potenzre ihe  

f ( x )  : a o + a 1 x + a~ x ~ + . . .  + an x n + "'" 

soll a u f  ihrem Konvergenzkre i se  ~ur  einen e inz igen  singulh)'en P u n k t  x ~ a besitzen, 

in  dessen Umgebung die dargestell te F u n k t i o n  die Ges ta l t  

hat. H i e r i n  bedeuten 

g ( x )  und  h (x )  analy t ische Funk t ionen ,  die in  der Umgebung des P u n k t e s  x ~ a 

regul&" s ind  ; insbesondere i s t  g (a) ~ A ~ o. 

s und  t s ind  reelle K o n s t a n t e n ;  s i s t  yon alien nichtposi t iven ganzen  Zahlen ,  

yon o, - -  I, - -  2, . . . verschieden;  es i s t  entweder  t < s oder t = o. 

D a n n  i s t  f i i r  unendl ich  waehsendes ~ 

A 

a .  ~ ~-"  . ' - ~  r (s~)" 

Es l iegt  in der Voraussetzung dieses Hilfssatzes,  dass das zweite Olied 

rechts  in (4, 3 6) en tweder  regular  oder  auf  alle F~lle >>leichter>> singular  ist als 

das erste Glied rechts;  das zweite Glied ist insbesondere dann regular,  wenn t ~ o 

ist. Die Behaup tung  besagt,  dass der Koeffizient  an sich asymptot isch gleich 

verh~lt,  wie der  Koeffizient  yon x ~ in der Po tenzre ihenentwick lung  yon 

1 Vgl. z .B.R.  JUNOEN, Commentarii Math. Helvetici, 3 (I93I), S. 266--306 , die S~tze A, 
S. 269 und I, S. 275. 
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76. Asymptotisehe Besfimmung yon Q,, R,, S~, T,. Das am Sehlusse der 

Hr .  70 Ausgesproehene daft aueh so gefasst werden, dass 

(4, 37) ~ Q,x  ' ~ = q ( x ) -  ] - - x q ( x  ~ ) - K  t - -  + h ( x )  
n : = 0  

isL wobei h(x) in der abgeschlossenen Kreisfl~iche Ixl < x regular ist, und - ~  K 

das Residuum yon q(x) im Pole x =  x bedeute~. Somit ist 

I 
K . . ~ _ r  9 t (x [x q (x)1 Q o x + 3 Q ~  xs+  5Q~ xS+ ' "  

Es hat (4, 37) die im Hilfssatz der Hr. 75 gewiinschte Form mit 

Somit ist 

(4, 3 8) 

a = : x ,  S==l, t=~o, A : = K .  

Die Darlegungen der Nr. 72, insbesondere die Formel (4, 26) zeigen, dass 

die Voraussetzungen des Hilfssatzes der Nr. 75 fiir die Potenzreihe r(x) zutreffen, 

wobei 

ist. Da 

I 
a = Q ,  s = - -  , t----o, A = - - - b  

2 

erhalten wir fiir R,, die An zahl der strukturisomeren Alkohole C,H~,+I OH,  die 

asymptotische Formel 
b 

(4, 39) R,, ~ 0 -"  n-'/" - -  
2V-  

Ich erinnere an die numerische Absch~tzung (4, 35) des Konvergenzradius Q yon 

r(x) und  an den Ausdruck (4, 28) yon b. Die asymptotische Formel (4, 39) scheint 

auch als N~herungsformel brauchbar zu sein, sogar fiir Werte yon n, die noch 

ziemlich klein sind. 1 

Ebenso leicht ergeben sich auch die andern beiden in der Einleitung unter 

(I6) zusammengestellten asymptotischen Formeln, durch einfache Nebeneinander- 

stellung des Hilfssatzes der Nr. 75 und der funktionentheoretischen Eigenschaf- 

ten, die wir in der' Nr. 73 kennen lernten. 

I VgL P6LYA, 5. 

31--36808.  Aeta mathemat/ea. 68. Imprim$ le 4 aofit 1937. 
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77. tIomologe l~eihen. Es sei gegeben eine chemische Verbindung, im 

folgenden >>StammkSrper>> genannt, welche s durch A l k y l e -  CnH2,+I substi- 

tuierbare - - H  enthiiR. Die Strukturformelgruppe des StammkSrpers ist eine 

Permutationsgruppe yore Grade s, welche die s Stellen der substituierbaren 

H-Atome vertauscht; ihr Zyklenzeiger sei das Polynom ~p(f~, f~ . . . .  fs). (Be- 

zeichnung wie in Nr. 25. ) Nach dem Vorbild der Nr. 58 ergibt der  Koeffizient 

yon x ~ in der Potenzreihenentwicklung yon 

(4, 40) (," ( x ) ,  ( x * ) ,  . . .  r 

die Anzahl derjenigen strukturisomeren Homologen (Alkylderivate) des Stamm- 

k5rpers, welche n Stfick C-Atome mehr enthalten, als der StammkSrper. 

Gem~ss Nr. 72 hat die Funktion (4,4o) ausser dem Punkt  x = Q  keinen 

singul~ren Punkt  im Kreise I x ] ~  Q. Dass aber der Punkt  x = Q  wirklich sin- 

gul~r ist, ersieht man aus der Entwicklung yon (4, 4o) nach Potenzen yon ] /x--Q 

in der Umgebung yon x = Q, welche, gem~iss (4, 26), mi~ 

V X 
( 4 ,  4 I )  1 I ) (~ ' (Q) ,  . . . ~ '(Qs)) _ _  % ( r ( Q ) ,  . . . r ( Q R ) ) 5  I - - - -  -~- - - .  

Q 

beginnt; das zweitangeschriebene Glied verschwindet n~mlich sicherlich nicht, es 

sind ja die Koeffizienten in der partiellen Ableitung ~P},(fl, . - .  f~) und ebenso 

die Werte  r(e), r(q~), . . .  positiv. 

Die Entwicklung (4,41) yon (4,4o) zeigt, dass der Hilfssatz der Nr. 75 

anwendbur ist; wir erhalten, dass der Koeffizient yon x ~ in der Maclaurinschen 

Reihe yon (4, 40) 
b r r t �9 

Diese Tatsache ist, mit einer in der Einleitung (Nr. 5) definierten AuSdrucksweise 

so auszuspreehen: Die Anzahl de~jenigen strukturisomeren Homologen eines gege- 

benen StammkSrpers, deren Kohlenstoffinhalt den des StammkSrpers um n Einheiten 

iibertr(~t, i,'t der Anzahl der sb'ukturisomeren C~ I-I2~+1 O H  asymptotiseh propor- 

tional. Die volle Formel zeigt, wie der Proportionalitii~sfaktor mit dem Zyklen- 

zeiger der Strukturformelgruppe des StamlnkSrpers zusammenh~ingt. 

78. Mehrfaeh substituierte Paraffine. Wir wollen uns jetzt mit der dureh 

(3, I3) definierten Funktion R (x) befassen. Ihre funk~;ionentheoretisehen Eigen- 
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schaften sind aus Nr. 72 ersichtlich; es kommen besonders die Schlussbemerkung 

dieser :Nummer und die Reihenentwicklung (4, 26) in Betracht. Unter gebiihren- 

der Beriicksichtigung des doff- Gesagten erhis man teicht: D/e Fm~ktion 

, , (  
(4, 42) I -- x R (x) e a/9 I -- + ... 

ist in der abgesehlossenen Kreisfldche I x ] ~  Q reguldr, mit Ausnahme des einzigen 

Punktes x = q ;  in der Umgebung dieses Punktes besitzt (4, 42) eine Entwicklung 

nach wachsenden Potenzen von ~ x - - q ,  welche wie rechts in (4, 42) angegeben 

beqinnt. 

Nun kSnnen wir uns der Summe (3, 18) zuwenden. Diese Summe ist, wie 

jedes ihrer endlich vielen Glieder, kraft des eben Gesagten in der offenen Kreis- 

fl~iche Ix I <  Q ausn~hmslos regular, h a t  an deren Rand den einzigen singul~ren 

Punkt  x-~-0, und li~sst s ich  um x = Q  herum n~ch wachsenden Potenzen yon 

V x - Q  entwickeln. Ein Glied der Summe (3, 18) ist nun in dem Punkte x---~ q 

umso >)schwerer)> singuliir, je grSsser der Exponent s des Nenners ist. Der grSsste 

Wer~ yon s wird gemiiss (3, I7) dann erreichts, wenn 

(4, 43) p ~ = o ,  s = 2 l - - 3 ,  P a = l - - 2  

ist, u.zw. erreichen, gemi~ss der Bemerkung am Schluss der Nr. 63, 

1 . 3 . 5  . . .  ( ~ z - s )  

Glieder der Summe (3, 18) den grSssten Wef t  yon s. Die Reihenentwicklung 

der ganzen Summe (3, I8) um x = Q  hat  dasselbe Anfangsglied, wie die tier Ver- 

einigung derjenigen seiner Glieder, die mi~ den Werten (4, 43) gebildet sind: 

(4,  44 )  
[xr(x)]'--~ _ 

I .  3 . . .  (2 Z - -  5 ) [ I  - -  x R ( x ) ?  ' -~  - -  

- - 

2 I--3 

2 

Jr- . . . o  

Zur Bildung des auf der rechten Seite yon (4, 44) auftretenden Anfangsgliedes 

ziehe man (4, 26) und (4, 42) heran. 

Die Anwendung des ttilfssatzes der Nr. 75 auf (3, 18) oder, was schliess- 

lich das Gleiche ergibt, auf (4,44), zeig~: Die Anzahl der strukturisomeren 

C~H2~.~-~ X' X"  . . .  X (~1 ist 
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~ z - ~  ~ .  3 �9 5 . .  �9 (2  1 - 5)  ( e  a )  t ' ~  
e - "  n 2 b) 2 1 - 3  

(e  a 

I 

= Q--n n 2 
4 1 / ~  

sodass die Einfiihrung eines weiteren Substituenten der asymptotischen Anzahl einen 

weiteren mit der Kohlenstoffanzahl n proportionalen Faktor hinzufiigt. Dieses Re- 

sultat wurde sehon in der Einleitung in Aussieht gestellt. Wir haben es hier 

ffir 1 => z bewiesen, aber es bleibt aueh fiir 1 = I giiltig, in welehem Falle es ja  

mit (4, 39) gleiehbedeutend ist. Ob es aueh ffir l = o, d.h. fiir die (unsubsti- 

tuierten) Paraffine selber giiltig bleibt, wissen wir noeh nieht, und wir werden 

es erst naeh den Entwieklungen der Nr. 8o--86 erfahren. 

79. Kohlenwasserstoffe C~H2,~+2-2t,. Betrachten wir zun~chst den Fall 

/t ~ I. Die Kohlenwasserstoffe yon der Formel 6~//2 ~ sind entweder Athylen- 

homologen oder Oycloparaffine, jenachdem sie eine Doppelbindung enthalten oder 

nicht. Die Anzahl der strukturisomeren ](thylenhomologen C,~H2n ist, gem~iss 

Nr. 77, asymptotisch proportional Q-'~n ~/2. Wenden wir uns also den strukgur- 

isomeren Cyeloparaffinen zu; ihre abz~hlende Potenzreihe 19 ist durch (3,22) 

gegeben. Aus dieser Formel ersehen wit, dass 19 in der abgeschlossenen Kreis: 

fl~che Ix] < 0 einen einzigen singul~iren Punkt,  n~mlich x----Q besitzt. Von der 

Summe, die in der letzten Zeile yon (3, 22) steht, wird nur ein Glied fiir x = 0  

singular, dasjenige mit k = I: 

i i / . . . .  ] l o g  _ ~ _x - ~  
I - -  X 1~ (X) 2 Q] 

vgl. (4, 42) �9 Es ergibt sieh nun leieht, dass P die Gestalt 

( ;)1 
(4, 45) P :  -- -~ log ~ - -  + I - -  g(x) + h(x) 

4 

hat, wobei g(x) und h(x) in einer Umgebung des Punktes x : 0  regular sind. 

Der Koeffizient yon x n in der Potenzreihenentwicklung des ersten Gliedes rechts 

in (4,45) ist f f ( 4 n e ' ) ;  dies iiberwiegt e -"n  -~/2, und es ist, auf Grund des Hilfs- 

satzes der Nr. 75, sowohl der n-re Koeffizient der beiden letzten Glieder rechts 

in (4, 45) wie auch, wie schon gesagt, die Anzahl der ~thylenhomologen asymp- 
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totisch proportinal Q-"n -~/~. Daher ist die Anzahl der sb'ukturisomeren Kohlen- 

wasserstoffe yon der Molekulmformel C~ H2, 

4n  

i3ber die struk~urisomeren Kohlenwasserstoffe C~H2~+2-2~ mit festem/,>_--2 

sollen bier nur einige Andeutungen Platz finden. In  der abzi~hlenden Potenz- 

reihe ist der >>Hauptbestandteib), d.h.  derjenige Summand, der im Punk~e x----~ 

am st~irksten unendlich wird, abgesehen yon einem konstanten Faktor, yon der 

gleichen Form, wie alas allgemeine Glied der Summe (3, 18). Die Anzahlen p,, 

P4, s sind mit /z [vgl. (2, i), (2, 2), (2, 3)] durch die Beziehung 

(4, _46) s - - p s - - p 4 +  1----.u, 3Pa + 4 p a = e s  

verbunden, und dadurch bestimmt, dass s mSgliehst  gross ist. 

aus (4, 46) 
s =  3 ( ~ -  i ) - p , .  

Es folgt~ nun 

Fiir p~ = o erhalten wir den GrSsstwert yon s und es nimmt der Summand in 

(3, I8) die Gestalt 
8 ~ 3  

[1 - x / r  C i -  + - .  

an. Hieraus folgt kraft  des ttilfssatzes in Nr. 75: Die Anzahl der Kohlenwasser- 

stoffe CnH2~+2-~ mit gegebenen Iz ist asymptotisch proportional Q-" n ~3~-5)/2. 

Fiir /~----I stimmt dies mit dem in dieser Nummer ausfiihrlicher bewiesenen 

Result~t fiber die C~H2~ iiberein, und es gilt such (abet ist schwieriger zu be- 

weisen) fiir /, = o ;  vgl. die folgenden Nummern. 

Die Anzahl der strukturisomeren Paraffine. 

8o. Von den vier unter (I7) zusammengestellten asymptotischen Formeln 

will i c h  n u r  die zweite, welche Qn betrifft, ausfiihrlich beweisen. Sie hat eine 

mitflere Stellung: Die Formel fiir z,~ ist viel leiehter, die fiir an ebenso schwer 

und die fiir ~n etwas schwerer zu beweisen als die Formel fiir Q,,. Die Anzahlen 

Q,, und ~n wurden schon yon Cayley betr~chtet; aber der Anzahl Q, wurde, wegen 

ihrer ehemischen Bedeutung, wohl mehr Interesse entgegengebracht, als de r  

Anzahl ~ .  
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Wir  haben darzutun, dass 
On. Qn ~5/2 

f i i r n - *  oo einem posi~iven Grenzwert zustrebt. 

Es ist nun, gemiiss (2, 4I) 

Wir  en~nehmen (2, 5o), dass 

, / I I I I I " 

(4,48) q - q " n ~ / ' = O ~ 2 4 U . +  4-Y" + ~ W,,+ 3- W', ,+4- W~'], 
wobei 

(4, 49) U,, = n'/' ~ R, e' Rj ~ R~ e ~ R, ( ,  (i 4.j + k + l = ,,-- I), 

(4, 5 o) V,,-~,,5/'~RiQ~RjQJRkQ'k, ( i + j + 2 k : n - - l ) ,  

(4, 51) Wn=n'/ 'eC'~-a)/ '~R, q tR j~ ,  ( 2 i + 2 j = n - - I ) ,  

(4, 52) IV',, = #/'e("-x)13~ R , e ' R j r  @,j-c,-,)/3, (i-~ 3J ---- n--x), 

(4, 53) W;i=:n'l'e~m-a)l'~,R,@', (4i  = n--I) .  

Die Summationen sind fiber solehe ganzzahlige LSsungssysteme (i, j, k, l) 
[bzw. (i, L k), (i, j), (i)] der be~reffenden, am Ende der Zeile s~ehenden Gleichung 

zu erstrecken, welche der Bedingung 

(4, 54) o < i < n < j  n n n = - ,  o < - ,  o < k < - ,  o < l < -  
2 2 2 2 

genfigen. Leere Summen sind a l s o  zu interpretieren. Z.B. besteht W :  aus 

einem Glied oder hat  den Wert  o, je naehdem n - -  I teilbar is~ durch 4 oder 
nicht. 

Zur Auswertung der eingefiihrten GrSssen bedienen wir uns haupts~chlich 

der Beziehung (4, 39). Es folgt daraus, dass eine positive Zahl C existiert, 
so dass 

(4, 55) R,n Qm m,I, < C ffir m ~ I ,  2 ,  3 ,  �9 �9 ", 

ferner, dass die drei positivgliedrigen Reihen 
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(4, 56 ) 

(4, 57) 

(4, 5s) 

konvergieren. 

(4, 59) 

R o +  R~q + ..- + R k q k +  . . . .  r(q)----a, 

I R o + 3R1O* + - . .  + ( 2 k  + I ) R k 0  ~k § . . . ,  

/ /o ~ + 3 / ~ e  ~ + - - .  - +  ( 2 k  + i )B~q ~ + . . .  

Aueh 

O < ~ < I  

ist natiirlich im folgenden hiiufig zu beriicksichtigen. 

8I. Gemiiss (2, 46) und wegen (4, 39) ist 

(4, 60) *t n q,, e #/~ </?,~,/ ,  e '~ n ~ = 0 (n-'/'). 

Ferner ist leicht festzustellen, dass 

(4,6I) l / g , ~ o ,  W ' n ~ o ,  W ~ o .  

Bei W~ genfigt O < I und die Konvergenz von r (q) zu beriicksichtigen, bei W, 

ist noch zu bemerken, dass auch das Quadrat der absolutkonvergenten Reihe 

r(Q) konvergiert, bei W'~ kommt noch hinzu die aus (4, 54) und der Summa- 

t ionsbedingung in (4, 52) folgende Ungleichung 

3 j = n - -  I - - i > _ - - ,  2 j > - -  
2 3 

82. Heikler ist die Behandlung yon V~. 

(4, 50) in zwei Teile: die Glieder fiir welche 

(4, 62) k ~ (n -- 3)/6 

Wir teilen die Summe  unter  

gilt, rechnen wir zu g'~, die iibrigen zu V~, so dass 

(4, 63) v,, = v:, + r"  

Es is~ also 

V",~ ---- #1~ Q(n-3)16 ~ R~ Q~ Rj eJ Rk e ~ . ~-(,~--8)16, 

wobei die Summation nur  diejenigen in V. vorkommenden Systeme i, j ,  k um- 

fasst, fiir welche der Exponent  des letzten Faktors unter  dem Summenzeichen 

positiv ausf~llt. Da auch die drit te Potenz yon r((~) konvergier~, folgt 

(4, 64) r :  ~ o. 
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Es is~ 

(n--3)/6 (n--3)/6 

(4,65) V'n=#I'Z R~Q2k~R, oiRjo~<=nsI' ~,RkQ=kC'tt-aL(k), 
k=O i, j k=O 

mit Riieksieht auf (4, 55). Bierbei bedeuget 

/z die kleinere (nich~ grSssere) der beiden Zahlen i und j, 

L (k) die Anzahl der Zahlenpaare i, j ,  welche ausser (4, 54)noch der Gleichung 

(4, 66) i + j = n -- 2 k -- I 

geniigen. 

Es ist, wegen (4, 54) und (4, 62), 

n- - I=i+j+ 2 k < / , + n - +  n - 3  
2 3 

(4, 67) /* > ~. 

Indem man (4, 66), jenaehdem n gerade oder ungerade, in einer der beiden Formen 

(2 i)+(: i 
schreibt, stellt man leicht fest, dass 

(4, 68) L (k) ~ 2 k + I. 

ES folg~ aus (4, 65), (4, 67), (4, 68) 

(n--3)16 

(4, 69) V',, < n - ' I '  0 ' 6  ~ ~ (2k + I)Rk~ ~k = 0 (r/--V2), 
k=O 

da die Reihe (4, 57) konvergier~. 

85. Die Summe unter  (4, 49) teilen wir in drei Teile, indem wir 

(4, 7 ~ ) U n =  U ' n +  U ~ +  U~' 

setzen. 

U'~' umfasst  diejenigen Glieder der Summe, in welchen alle vier Summa- 
tionsindices i, j ,  k, I grSsser als ( n -  3)/6 sin& 
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U~ umfasst solche Glieder, in welchen die zwei kleinsten unter  den Indices 

i, j, k, l einander gleich und beide ~ ( n -  3)/6 sin& 

U~ umfasst folglich solche Glieder, in welchen das Minimum yon i, j ,  k, 1 

nur  durch eine dieser Zahlen erreicht und ~ ( n -  3)/6 ist. 

Die ganze Summe im Ausdruck (4, 49) yon U~ umfass~ weniger als n 3 

Glieder. In  denjenigen Gliedern, welche zu U: '  gehSren, ist, kraft  (4, 55), jeder 

der vier Faktoren 
0 (~'-~/'). 

Somit ist 

(4, 7I) U ~ ' =  O(n 512. n -'21". n a) ---- 0 (n-'/2). 

Derjenige 

grSsser als 

Teii you 
tr 

Un, der yon Gliedern mit  k = l  herriihrt, ist nicht  

(n--3)/6 

n512 Z R~ Q~k 
k=O t, j 

(n--3)/6 
< .5/2 

k ~ O  

(n--3)/6 

< n -'/2 C'  6 3 ~ (2 k + I) R [  0 ' k  = 0 (n-'/'). 
k~O 

Wir  haben die Bezeiehnungen /z und L(k) und die Absehgtzungen (4, 67) und 

(4, 68) aus der vorigen Nr. 82 iibernommen, and der einzige Unterschied yon der 

Rechnung, die dort zur Abschgtzung yon V~ fiihrte, war, dass wir hier die Kon- 

vergenz yon (4, 58) und dort  die yon (4, 57) benntzten. 

Merken wir uns, dass  

(4, 72) U :  = 0 (n-W2). 

84. Wir teilen die Glieder, aus denen die Summe n -5/2 U'n besteht, in 4 

Kategorien, jenachdem i, j ,  k oder 1 die kleinste unter  diesen 4 Zahlen ist; 

die kleinste ist ja, nach der Definition yon U ' , ,  eindeutig bestimmt. Die Glieder 

haben in jeder Kategorie die gleiche Summe; daher ist (wir zeichnen l aus) 

(n--3)/6 

(4, 73) U ' .  = 4  ~ RzO t U.,t, 

wobei 
32--36808. Aeta mathematica. 68. Imprim6 le 4 aofit 1937. 
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(4, 74) 
i , j .  k 

n ~ /  n" 
i , j , k  

ist; die Summation ist fiber solche Tripel (i, j ,  k) yon ganzen Zahlen erstreckt, 
fiir welehe 

i + j + k = n - - l - - I  

l < i < - ,  l < j < - ,  / < / c <  
2 2 2 

gilt. 

festem l fiir n--* 

(4, 75) 

Mit Riicksicht auf (4, 39) ersieht man aus der Gestalt von (4, 74), dass bei 

( ~ ) ~  ~ ( ~  ~)~/~ ~ 
Un, t - n - n ~ 

---* ~ [ x y ( I - - x - - y ) ] J / ~ d x d y  

D 

Das Integrationsgebiet D des mit I bezeichneten Doppelintegrals ist durch die 

Ungleichungen 
I I I 

o ~ x ~ - ,  o<=y<=-,  o < = i - - x - - y < =  - 
2 2 2 

oder, gleichwertig aber kiirzer, dutch 

(4, 76) x < I ,  Y <  I I = = - ,  x + y ~ -  
2 2 2 

abgegrenz~; D ist ein Dreieck. Das Integral in (4, 75)is t  ein uneigentliches 

Integral, in Riemannschem Sinne; dass es sich trotzdem, wie angegeben, durch 

eine endliche Summe yon ,)Prismen>) anniihern F, isst, beruht au f  den speziellen 

Monotonieeigenschaften des Integranden, aus welchen noch welter hervorgeht, 

dass U.,~ unter einer yon n und 1 unabh~ngigen festen Schranke liegt. Ich 

verzichte auf die ausfiihrliche Begrfindung, da ja ~hnliehe (Jberlegungen ffir ein- 

faehe uneigentliche Riemannsche Integrale gel~ufig sind. 1 

Vgl. z .B .  P6LYA u. SZEG(}, a. a. O., Fus sno te  S. 194 , Bd. I, S. 3 9 - - 4 I  u. S. I 9 8 - - I 9 9 .  
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So folgt  aus (4, 73) und (4, 75) mit  der Bezeichnung (4, 56) 

(4, 77) 
, ,  

lim /~ ~ = 4 I /~l q~ = 4 a I. 
n ~ m  l=O 

85. Das in 

einfach auswerten. 

(4, 78) 

wobei 

(4, 75) auf t re tende Doppelintegral  I l i s s t  sich i iberrasehend 

Es ist 

I -= f y--~l, K dy, 
0 

! 

K= f dx 2 f I + t ~ . 

1 

8 y  

(! - y ) ~ V I  -- 2y 

es wurde die Subst i tut ion 
I - - X - - y  

X 
- -  _____t  ~ 

beniitzt. Indem man  den W e r t  yon K in (4, 78) einsetzt, erhis man 

1 

dy = IdV- -~  dx; (4, 79) I =  8 ( I  - -  y ) ' V y ( I  - - 2 y )  ( I  -b X) ~ 

0 0 

es wurde die Subst i tut ion 
I - - 2 y ~ x  

beniitzt. Ein  Spezialfall eines yon Abel '  ausgewerteten Integra ls  ist  

1 

d x - - -  ~ (u + u')-v,. 

Indem man dies zuerst naeh u differenziert und  dann u = I setzt, erh~lt man  

aus (4, 79) 

1 N. H. ABEL, Oeuvres  (I88I) ,  Bd. I, S. 254. 
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( 4 , 8 0 )  I= f f [x u ( 
D 

G. P61ya. 

I - -  X - -  y)] - - ' /~dxdy  = I2 ~ .  

Dureh  Zusammenfassung yon (4, 47), (4, 48), (4, 6o), (4, 61), (4, 63), (4, 64), 86. 

(4,69), (4, 7o), (4, 7I), (4, 72), (4, 77) and  (4, 80) erhii, lt man 

lira Q,~ Q~ n "/' ~- 0 lira U',~ = 4 a 
n ~  2 4  n- - |  

oder kiirzer 

(4, 81) e,, ~ Q--n n--~/, q a b 3 " 
41 /~  

I 2 ~  

(Die numerische Rechnung  ergibt, dass das Ungleichheitszeichen gilt.) 

Die merkwiirdige kombinatorische Anzahl  (~, d .h .  die Anzahl  der verschie- 

denen s t ruktur isomeren Paruffine yon der Molekularformel C~ H2,+2, welche schon 

Cayley besch~ftigt hat,  ist du tch  /4, 8I) asymptotisch berechnet.  

e a b  2 >= 2. 

Dies besagt, dass das Schlussresultat  der Nr. 78 auch fiir l ---- o giil~ig bleibt; 

dies wurde durch die Entwicklungen  der Nr. 78 vielleicht plausibel gemacht,  

aber keineswegs verbiirgt. Der  Vergleich yon (4, 59) und (4, 8I) mi t  der chemisch 

(oder kombinatorisch) evidenten zweiten Ungle ichung unter  (I r) zeigt, dass 
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