KOMBINATORISCHE ANZAHLBESTIMMUNGEN FUR GRUPPEN,
GRAPHEN UND CHEMISCHE VERBINDUNGEN.

Von
G. POLYA

in ZURICH.

Einleitung.

1. Die Entwicklungen dieser Arbeit setzen Untersuchungen von Cayley fort.
Cayley hat wiederholt kombinatorische Aufgaben behandelt, deren Zweck ist, die
Anzahl gewisser »Biume» zu bestimmen.' Einige seiner Aufgaben sind einer
chemischen Interpretation fihig: Die Anzahl der betreffenden »Bidume» ist gleich
der Anzahl gewisser (theoretisch moglicher) isomerer chemischer Verbindungen.

Die ausgedehnten numerischen Rechnungen Cayleys wurden von mehreren
Autoren, insbesondere von Chemikern nachgepriift und zum Teil berichtigt. Einen
eigentlichen Fortschritt brachten meines Erachtens erst die Publikationen von
zwei amerikanischen Chemikern, von Henze und Blair, die nicht nur die nume-
rischen Rechnungen Cayley's um ein gutes Stiick weiter fithrten, sondern auch die
Methode verbesserten und weitere Klassen von Verbindungen in die Berechnung
einbezogen.® Ohne unmittelbaren Zusammenhang mit den Cayleyschen Fragen
wurde andererseits erkannt, durch Lunn und Senior? dass gewisse Isomerenzahlen
in enger Beziehung zu den Permutationsgruppen stehen.

In der vorliegenden Arbeit werde ich die Cayleysche Fragestellung in ver-

! CAYLEY 1—8. Die fettgedruckten Ziffern hinter Namen in Kapitiilschrift verweisen auf
die kurze Literaturzusammenstellung 8, 253 welche nur die am hiufigsten zitierten, mit dem
Hauptinhalt der Arbeit niher zusammenhiingenden Schriften enthilt. Weitere Literaturangaben
findet der Leser im Buche von D. KoNIG 1 ferner bei A. SAINTE-LAGUE, Mémorial des sciences
mathématiques, fasc. 18.

® BLAIR u. HENZE, 1—6.

3 LUNN u. SENIOR, 1.
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schiedenen Hinsichten erweitern, ihre Beziehungen zur Theorie der Permutations-
gruppen und zu gewissen Funktionalgleichungen darlegen und bis zur asympto-
tischen Berechnung der betreffenden Anzahlen verfolgen. Die Resultate sind in
den nachfolgenden vier Kapiteln enthalten, iiber deren Inhalt die weiteren Num-
mern der Einleitung niiher berichten. Von der Untersuchung, die ich hier aus-
fithrlich darstelle, habe ich einige Ergebnisse schon frither skizziert.!

2. Uber Permutationsgruppen habe ich eine kombinatorische Aufgabe vor-
zulegen, die sich durch ihre Allgemeinheit und durch die Einfachheit ihrer Lo-
sung empfiehlt. Um die nahe Verwandschaft dieser Aufgabe mit den ersten
Elementen der Kombinatorik deutlich vor die Augen zu fiihren, lege ich sie hier
an einem ganz konkreten Beispiel vor.

Gegeben sind 6 Kugeln von drei verschiedenen Farben, 3 rote, 2 blaue, 1 gelbe;
Kugeln gleicher Farbe sind als ununterscheidbar anzusehen. Auf wie viele Arten
kann man diese 6 Kugeln auf die 6 Ecken eines frei im Raume beweglichen
Oktaeders verteslen? (Verteilen heisst: jeder Ecke eine Kugel zuordnen.)

Wenn das Oktaeder im Raume so fixiert wire, dass durch seine Lage die
6 Eckpunkte als ¢ndividuell verschieden charakterisiert wiren, etwa als obere und
untere, hintere und vordere, linke und rechte Ecke, so wire die Antwort, wie
aus den ersten Elementen bekannt

6!

3! 2! 1!260'

Der springende Punkt der Aufgabe ist aber der, dass die Ecken weder indivi-
dualisiert, noch vollstindig ununterscheidbar sind, sondern dass solche und nur
solche Positionen unter den erwihnten 60 als nicht verschieden gelten, welche
durch Drehungen des Oktaeders ineinander iiberfithrbar sind.

Zur Antwort auf die aufgeworfene Frage muss man die Permutationen,
welche die 24 Drehungen der Oktaedergruppe zwischen den Oktaederecken ver-
anlassen, genan ins Auge fassen. Wir zerlegen diese Permutationen in Zyklen
und wir ordnen jedem Zyklus von gegebener Ordnung eine Unbestimmte zu:
Einem Zyklus 1-ter Ordnung (einer durch die Drehung unverriickten Ecke) sei
Ji, einem Zyklus 2-ter Ordnung (einer Transposition) sei f;, einem Zyklus 3-ter
Ordnung f; zugeordnet u.s.w. Einer Permutation, welche in ein Produkt elemen-
tenfremder Zyklen zerlegt ist, sei das Produkt derjenigen Unbestimmten zuge-

! POLYA, 15,
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ordnet, welche den einzelnen Zyklen entsprechen. Somit werden folgende Pro-
dukte den einzelnen Drehungen des Oktaeders zugeordnet:

/i der »Ruhe», welche die »identische Permutation» der 6 Ecken, also 6
Zyklen 1-ter Ordnung bewirkt;

fif, einer go°-Drehung um eine Diagonale;

/3 /3 einer 180°-Drehung um eine Diagonale;

/i einer 180°-Drehung um die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier
gegeniiberliegenden Kanten;

f+ einer 120°-Drehung um die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier
gegeniiberliegenden Seitenflichen.

Man bemerke, dass diese 5 Typen bzw. durch
I7 67 3’ 61 8

Drehungen in der Gesamtgruppe vertreten sind. Man nehme das arithmetische
Mittel der 24 Produkte, die den 24 Drehungen zugeordnet sind; das entstehende
Polynom der Unbestimmten f;, fo, fo Jfo

NR+6/ifi+3/ifit6/i+8f1
24

nenne ich den Zyklenzeiger der Permutationsgruppe, welche die Oktaedergruppe
zwischen den 6 Oktaederecken veranlasst.

Die Losung der vorgelegten kombinatorischen Aufgabe wird durch folgende
Vorschrift gegeben: Man setze in dem Zyklenzeiger

fi=x+ty+z,  fi=+y i+t fi=2+y 4 2B
Y 3
Sfo=at+yt + 24

und entwickle den so entsiehenden Ausdruck nach Potenzen von x, ¥, z; der Koeffi-
zient von x®y*z in dieser Entwicklung ist die gewiinschte Anzahl. Sie ist 3, welche
Zahl man auch an der Figur leicht feststellt. Man bemerke noch, dass der vor-
her zum Vergleich herangezogene, zur elementarsten Kombinatorik gehorige Fall,
in welchem die 6 Ecken als individuell verschieden betrachtet wurden, unter
dieselbe Vorschrift fillt: Denn sind die Ecken individuell verschieden, so lassen
sie nur die identische Permutation zu, d.h. die aus einer einzigen Operation
bestehende Permutationsgruppe vom Grade 6, deren Zyklenzeiger f} ist, und
die Zahl
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6!
3! 2! 1!

ist eben der Koeffizient von z%4®z in der Entwicklung von (x + y + 2)°

Kapitel T erortert den durch das vorangehende Beispiel nahegebrachten
aligemeinen Begriff von »Konfigurationen, welche inbezug auf eine Permutations-
gruppe #quivalent sind», begriindet die ausgesprochene Vorschrift in ihrer all-
gemeinen Fassung und bringt verschiedene anschliessende Beziehungen kurz zur
Sprache. '

3. Als »Baum>» bezeichnet man, nach Cayley, ein geometrisch-kombinato-
risches Gebilde, das aus »Punkten> und »Strecken» zusammengesetzt ist; jede
Strecke verbindet zwei Punkte, in einem Punkte treffen sich eine beliebige An-
zahl von Strecken; das ganze Gebilde ist zusammenhidngend, u. zw. wird der Zu-
sammenhang bei einer gegebenen Anzahl von Punkten durch méglichst wenig
Strecken bewerkstelligt: daher iibertrifft die Anzahl der Punkte die der Strecken
genau um eine Einheit und es sind im Gebilde keine geschlossenen Wege moglich.

Man unterscheidet einkantige, zweikantige, dreikantige ... Punkte des
Baumes, je nach der Anzahl der Strecken, welche im betreffenden Punkte sich
begegnen; ein einkantiger Punkt wird auch >Endpunkt> des Baumes genannt.

Man kann einen beliebigen Endpunkt des Baumes auszeichnen und als
»Wurzelpunkt> bezeichnen; einen Baum, an welchem ein Wurzelpunkt bezeichnet
ist, nenne man einen »Setzbaum»; die von dem Wurzelpunkt verschiedenen
Punkte eines Setzbaumes heissen » Knotenpunkte». Wird am Baum kein Wur-
zelpunkt ausgezeichnet, also alle Punkte als gleichartig betrachtet, so nennt man
den Baum, im Gegensatz zu den Setzbiumen, einen »freien> Baum.

Vom topologischen Standpunkte aus werden zwei Bidume, welche in ihren
Zusammenhangsverhiltnissen iibereinstimmen, als nicht verschieden betrachtet;
die genaue Fassung dieser Definition {(und einiger #hnlichen, weniger bekannten
Definitionen) wird in Nr. 34—35 besprochen. Es bedeutet im folgenden

7, die Anzahl der topologisch verschiedenen freien Bidume mit #» Punkten;

Ty die Anzahl der topologisch verschiedenen Setzbiume mit » Knotenpunkten.

Die Bestimmung der Anzahlen 7, und 7, hat schon Cayley in bemerkens-
werter Weise gefoérdert. Die Definition von z, ist einfacher als die von 7%, da ja
der Begriff des »freien» Baumes eine Komponente weniger enthiilt als der des
»Setzbaumes»; hingegen stellte sich heraus, dass vom analytischen Standpunkte aus
T, einfacher als 7, ist: Man kann 7, in durchsichtiger Weise erst dann berech-
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nen, wenn 7, schon bekannt ist. Zur Berechnung von T, stellte Cayley die
merkwiirdige Gleichung

{1) Tz + Tya® + Tya® + - + Tpa™ + -

=x(1—2) 01— (1 —2 T, . (1 —a") T

auf, die als Potenzreihenidentitit inbezug auf z aufzufassen ist und durch Koef-
fizientenvergleichung die rekursive Bestimmung der Zahlen T, T, T, ... ge-
stattet. Es ist, wie man es aus der Gleichung (1) und durch anschauliches Pro-
bieren mit Figuren iibereinstimmend findet,

T1:I7 T2=I7 T3=2a T4=4a T5=9)7

vgl. die Zusammenstellung der Anfangs-
glieder der Reihe (1) mit den abgeziihlten
Setzbiumen in Fig. 1, in welcher die -
Waurzelpunkte doppelt ausgezeichnet
sind: zu unterst gezeichnet und durch
einen Pfeil bezeichnet, wihrend die I

\]

Knotenpunkte durch kleine Kreise be- \ , N ” ,
zeichnet sind. x+x2+2x% + 4 x4 P
] Wenn man die erzeugende Funk- Fig. 1.

tion

(2) ta)=Tyx + Tya® + Ty + - + Tpa"+ -+

der topologischen Setzbiume einfiithrt, kann man die Cayleysche Gleichung (1)
als eine Funktionalgleichung fiir ¢(x) auffassen, welche man in den beiden fol-
genden Hquivalenten Gestalten

t(x8)

(r) t(x)sxet(l_xut—(:ﬂJrTer
SO R P ICE T W RS UL EETE Py

schreiben kann. Beide Fassungen haben ihre Vorziige: Bs dient die Formel (1)
als Ausgangspunkt zur asymptotischen Berechnung von 7, und ,, und die For-
mel (1) als Ausgangspunkt zu Verallgemeinerungen. (Im allgemeinen Glied der
Reihe rechts in (1) kann man nimlich den Zyklenzeiger der symmetrischen
Gruppe von n Elementen erkennen.)
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Man kann nun beliebig viele zu 7T, und 7, analoge Anzahlen berechnen,
wenn man die Cayleysche Gleichung (1) in der neuen Gestalt (1) zum Vorbild
nimmt und die darin enthaltenen gruppentheoretischen Andeutungen richtig
auffasst.

Es seien hier zuniichst nur zwei Anzahlen genannt, welche im folgenden
behandelt werden. Es bezeichne :

o, die Anzahl solcher topologisch verschiedenen freien Biume, welche nur
einkantige und vierkantige Punkte, u.zw. genau n vierkantige Punkte enthalten;

R, die Anzahl solcher topologisch verschiedenen Setzbiume, welche nur
einkantige und vierkantige Punkte, u.zw. genau n vierkantige Punkte enthalten.

Die Definition der Zahlen ¢, und R, ist vom rein geometrisch-kombinato-
rischen Gesichtspunkte aus gesehen etwas gekiinstelt; immerhin verhalten sie
sich zueinander analog wie 7, und T,: Es ist ¢, aus Ry, und R, als Koeffizient
in der Potenzreihenentwicklung der erzeugenden Funktion

(3) r(x) =Ry + Ryx + Ryx® + - + Raa™ + -+
zu bestimmen, welche der Funktionalgleichung

r{x)® + 37@)r(x®) + 2r(2?)
6

(4) rix)=1+2x
geniigt.

4. BEs ist die chemische Bedeutung, und nicht die rein geometrisch-kom-
binatorische, welche die eingehende Betrachtung der Anzahlen ¢, und B, recht-
fertigt.

Ein in der Anzahl ¢, inbegriffener Baum, der neben % vierkantigen nur
noch einkantige Punkte besitzt, enthilt von der letzteren Art von Punkten not-
wendigerweise 27 + 2, also insgesamt 37 + 2 Punkte; vgl. Nr. 36. Wenn die
n vierkantigen Punkte vierwertize C-Atome und die 27 + 2 einkantigen Punkte
einwertize H-Atome vertreten, wird aus dem Baum die Strukturformel eines
Paraffins, d. h. einer chemischen Verbindung von der Molekularformel Cn Hanis,
u.zw. entsprechen topologisch verschiedene Biume mit den besagten Punktzahlen
n und 27n + 2 strukturell verschiedenen aber gleichzusammengesetzten, isomeren
Paraffinen von der besagten Formel C, Hanta. Es bedeutet also

0. die Anzahl der strukturisomeren Paraffine von der Molekularformel
Cn Hynye. Ahnlicherweise ist

R, die Anzahl der strukturisomeren Alkohole von der Molekularformel
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CoHyny1 O H; als »Wurzelpunkt> wird hierbei derjenige Endpunkt des Baumes
bezeichnet, welcher das Radikal — O H darstellt (die ibrigen 2% + 1 Endpunkte
stellen je ein H dar).

Die chemische Bedeutung der geometrisch-kombinatorischen Anzahlen g,
und R, macht uns darauf aufmerksam, dass die Begriffe der organischen Chemie
zu vielen analogen Amnzahlen Anlass geben, die ebenfalls rein geometrisch-kom-
binatorisch definiert und durch analoge Uberlegungen berechnet werden konnen.
Ich zihle die wichtigsten Anzahlen hier in chemischer Terminologie auf; die
kombinatorische Definition erfordert Vorsicht und eine lingere Auseinanderset-
zung (vgl. Nr. 33—36). Es bezeichne im folgenden:

o, die Anzahl der stereoisomeren Paraffine von der Molekularformel O, Hano;

S, die Anzahl der. sterecisomeren Alkohole von der Molekularformel
Cr H. 2n+1 OH H .

¥, die Anzahl der strukturisomeren Paraffine von der Molekularformel
Cn Hypyo ohne asymmetrische Kohlenstoffatome; ,

@n die Anzabl der strukturisomeren Alkohole von der Molekularformel
Cn Hyni1 O H ohne asymmetrische Kohlenstoffatome.

BEs stellt sich heraus, dass auch diese Anzahlenpaare ¢, und Sy, %, und Q,
sich #hnlich berechnen lassen wie die vorangehenden z, und T, ¢, und R,: Man
kann ¢, auf S, %, auf @, zuriickfiihren, und die Anzahlen S,, @. ergeben sich
als Koeffizienten der beziiglichen erzeugenden Funktion

(5) S(x)=So+Slx+Szx=++Snx"+)
(6) glX)=0Qy + Qx + Q2+ - + Qua™ + -
aus der beziiglichen Funktionalgleichung

(7) s{x)=1+: ;

(8) q(x) =1 + zq(x)q(=?).

Die einfachste analytische Natur unter den Funktionen ¢(z), r(z), s(x), ¢(x) hat
q(x), deren Funktionalgleichung (8) mit der bemerkenswerten Kettenbruchent-

wicklung



gleichbedeutend ist.

Die Kapitel II und III enthalten den Beweis der ausgesprochenen Be-
hauptungen iiber die Anzahlen @, Ry, Sn, Tu, #a, @n, On, 7n und die Behandlung
einiger weiteren geometrisch-kombinatorischen bzw. chemisch-kombinatorischen
Anzahlen.

5. Es wurde hiufig hervorgehoben, dass die Anzahl der Isomeren in den
homologen Reihen rasch zunimmt, wenn die Anzahl der C-Atome anwiichst. Auf
Grund des Vorangehenden kann man diese Bemerkungen wesentlich priizisieren
und asymptotische Ausdriicke fiir die Isomerenzahlen angeben. Dass wir auf
dem eingeschlagenen Weg bis zur asymptotischen Berechnung gelangen, scheint
mir am deutlichsten zu zeigen, dass wir uns auf dem rechten Wege befinden.

Die kombinatorische Definition ergibt teils unmittelbar, teils durch eine
leichte Uberlegung (vgl. Nr. 36—37) die Ungleichungen

(9) I =y = 00 = On, On = T,
(IO) 1= Qn§Rn§Sn, RnéTn,
(11) n=Ri=ngs =< Si=non, u=Ti<nu.

Durch weniger naheliegende kombinatorische Betrachtungen (Nr. 41, 43, 45)
erhilt man weiter

(12) Sng—l(”), ’L_lnggf(”_z)-
n

7 — 1 n! n\n—1I

Man bezeichne die Konvergenzradien der vier Reihen ¢(x), r(x), s(x), t(x) (in
dieser Reihenfolge) mit x, ¢, ¢, 7. Die Ungleichungen (10) und (12) ergeben
beim Grenziibergang Ungleichungen zwischen x, g, ¢, 7, jedoch entschieden we-
niger als die bei geeigneter Behandlung der Funktionalgleichungen (1), (4), (7),
(8) sich ergebenden Beziehungen '
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(13) 1> x> 0> 0, 0>,
{ >_4__1 l> >£
(14) 0> : 7T,

Die Bestimmung der Konvergenzradien x, ¢, 6, v ist der erste Schritt zur
asymptotischen Berechnung der entsprechenden kombinatorischen Anzahlen. Man
gelangt weiter, indem man das funktionentheoretische Verhalten der vier Potenz-
reihen ¢(z), »(x), s(x), t(x) an der Konvergenzgrenze feststellt. Jede besitzt auf
ihrem Konvergenzkreis nur einen einzigen singuliren Punkt, der auf der positi-
ven reellen Achse liegt, u.zw. ist dieser singulire Punkt fiir ¢(x) ein Pol erster
Ordnung, hingegen fiir 7 (z), s(z), t(x) ein algebraischer Verzweigungspunkt erster
Ordnung, u.zw. ein solcher, in dessen Umgebung die Funktion beschrinkt bleibt.
Hieraus kann man das asymptotische Verhalten von @, Ra, Su, Ty leicht fest-
stellen. ' 7

Zur Formulierung der Resultate bediene ich mich der folgenden Sprech-

weise: Wenn
A,
lim = =C
ni»r[:o Bn
und C eine positive Zahl ist (o < O < % unter Ausschluss der Grenzenl), so
schreibe ich

(15) Ayn = By

und gebrauche die Redewendung, die mit (15) gleichbedeutend sein soll: A, ist
asymptotisch proportional zu By; den Grenzwert C werde ich dabei Proportionali-
tatsfaktor nennen. Die Beziehung der »asymptotischen Gleichheit»-

An ~ Bn

besagt also mehr als (15), nimlich erstens, dass (15) stattfindet, und zweitens,
dass der Proportionalititsfaktor 1 ist.

Was man auf dem angedeuteten funktionentheoretischen Wege erhiilt, Lisst
sich mit der eben definierten Abkiirzung so aussprechen:

[&EY

- _3 _3
(16) Q=x" Ry=g"n 2 Sy~o"n 2 Ty~c"n 2

woraus man weiter berechnen kann, dass
20—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 28 mai 1937.
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— — _3
(17) An =X, = Q"M 2, G, =0 "n 2, =T "n 2

[ ST
LS

Ich hebe noch hervor, als besonders einfach, die Beziehung

(18) Qn~ 2%n.

Das Interesse dieser Resultate wird vielleicht mehr ins Awuge fallen, wenn
einige Verallgemeinerungen der R, und g, betreffenden asymptotischen Formeln
_in chemischer Terminologie ausgesprochen werden.

Die Anzahl der strukturisomeren Kohlemwasserstoffe von der Formel CnHanto—ay
ist asymptotisch proportional zu ¢~ "n®* 52 TFir u=o0 ist dies das Resultat fir
die Paraffine, also fiir ¢,. Fiir u =1 ist der Proportionalititsfaktor sehr ein-
fach, namlich 1/4.

Es seien X', X, X', ... X© voneinander verschiedene eimwertige Radikale.
Die Anzahl der strukturisomeren Stoffe von der Formel Cp Hypnio— X° X' .. . XU 4st
asymptotisch proportional zu ¢~"n®—92  Diese Stoffe sind als »l-mal substituierte
Paraffine» zu bezeichnen; die Radikale X', X", ... X® miissen voneinander und
von den Alkylen verschieden sein. Die Aussage ergibt fiir [ = o das asymptotische
Verhalten von ¢, fiir /=1 das von R,. Der Proportionalititsfaktor hat die
Form LA, wo L und i bestimmte, von ! unabhingige Zahlen sind.

Die Anzahl der isomeren Benzolhomologen von der Molekularformel Coin Heyon
tst asymptotisch proportional der Anzahl der isomeren Alkohole Cn Hani1 0 H, u.zw.
ist der Proportionalititsfaktor [r(e)® + r(e)7r(¢®)’)/2. Ebenso geht das Anwachsen
der Isomerenzahlen in anderen homologen Reihen (z. B. in der aus dem Naphta-
lin oder in der aus dem Anthracen aunsgehenden Reihe) den Isomerenzahlen R,
der Alkoholreihe asymptotisch proportional vor sich, und der Proportionalitits-
faktor ist aus dem Zyklenzeiger der Permutationsgruppe der substituierbaren
Stellen des Stammkérpers der homologen Reihe leicht zu berechnen.

6. Die vorangehenden vier Nummern geben den Inhalt der nachfolgenden
vier Kapitel nicht vollstindig an, mehrere Punkte von einigem Interesse blieben
unerwihnt. Um die Ausdehnung der Arbeit nicht ungebiihrlich zu vermehren,
und die Masse der Einzelheiten zu meistern, musste ich an einigen Punkten, die
mir weniger wichtig erschienen, auf die ausfiihrliche Besprechung verzichten und
mich mit einer Skizze begniigen. Es liegt in der Natur des Gegenstandes, dass
mir manchmal nicht nur Definitionen, sondern auch formale Rechnungen und

sogar heuristische Betrachtungen wichtiger erschienen, als ausfiihrliche Beweise,
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und daher wird an den letzteren am meisten gespart. Insbesondere wird, wenn
eine Reihe analoger Sitze zu beweisen ist, nur ein Beweis ausgefiihrt, und die
anderen dem Leser uiberlassen, vielleicht mit einem Hinweis auf den Unterschied
vom ausgefithrten Beweis. Leichte Konvergenzbetrachtungen werden 6fters ohne
Erwihnung ibergangen.

I. GRUPPEN.

Definitionen.

7. Wir gehen nun daran, die Aufgabe, die hinter dem Beispiele der Nr. 2
steckt, in gebithrender Allgemeinheit zu formulieren. Die Verallgemeinerung des
Beispiels geht in zwei Richtungen vor sich: Einerseits miissen die »farbigen
Kugeln», von denen in Nr. 2z die Rede war, durch allgemeinere, kompliziertere
Gebilde ersetzt werden, welche im folgendem »Figuren» heissen sollen; anderer-
seits muss die in Nr. 2 betrachtete, durch die Oktaederdrehungen veranlasste
spezielle Permutationsgruppe durch eine allgemeine Permutationsgruppe ersetzt
werden.

Ich stelle nun die nétigen Definitionen zusammen, zuerst iiber Figuren,
dann iiber Permutationsgruppen. Ich gebrauche dabei eine moglichst konkrete
Sprache, mit rdumlich-anschaulichen Wendungen, und lasse an einer Stelle eine
unwesentliche Spezialisierung eintreten, welche dann am Schlusse leicht behoben
werden kann.

8. Figurenvorrat. Wir betrachten eine Reihe von wohlunterschiedenen
Gegenstinden @', @', @, ... @%, ... welche wir Figuren nennen wollen.
Die Gesamtheit dieser Figuren heisse der Figurenvorrat [O).

Die Figur @ enthiilt drei Kategorien von farbigen Kugeln, a; rote, 5
blaue, y; gelbe (A=1, 2,3, ...).Y Wir wollen uns kurz so ausdriicken: die Figur
@% hat den Kugelinhalt (e, 5, 72).

Es kann mehrere Figuren geben, welche dieselben Anzahlen an Kugeln jeder
Farbe enthalten. Die Anzahl der Figuren vom Kugelinhalt (&, I, m) sei axim.
Man nenne die Potenzreihe |

! In der Betrachtung von drei Kategorien anstatt einer beliebigen Anzahl von Kategorien
besteht die am Schluss von Nr. 7 angekiindigte unwesentliche Beschrinkung.
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(1, 1)

e
llMs

2, apm @t gt e = Y aumaty 2 = flz, y, 2)

k,l,m

die abzdhlende Potenzreihe des Figurenvorrates [@)].

Es sind die Zahlen apism als endlich vorausgesetzt. Uber die Konvergenz
der Potenzreihe (1, 1) wird Nichts ausgesagt: sie dient in iiblicher Weise nur zur
formalen Zusammenfassung der mit dem Koeffizientensystem vorzunehmenden
rein algebraischen Operationen.

Im Beispiel der Nr. 2 haben wir nur mit drei verschiedenen Figuren zu
tun: die erste besteht aus einer roten, die zweite aus einer blauen, die dritte aus
einer gelben Kugel, sie haben bzw. den Kugelinhalt (1, 0, 0), (o, 1, 0), (0, 0, 1).
Die abziihlende Potenzreihe dieses Figurenvorrats ist

x+y+e

Auch die in Nr. 3 betrachtete Reihe (2) ist eine abziihlende Potenzreihe;
der Figurenvorrat umfasst die topologisch verschiedenen Setzbiume, die Rolle
der in den »>Figuren» enthaltenen »Kugeln» wird von den in den Setzbiumen
enthaltenen Knotenpunkten gespielt, es gibt nur eine Kategorie von Kugeln,
und dementsprechend hiingt die Reihe nur von einer Variablen ab. Fig. 1 zeigt,
wie die Figuren (Setzbiume) mit demselben Kugelinhalt (Knotenpunktzahl) in
einem Gliede der abzihlenden Rethe vereinigt zu denken sind.

9. Es kann unter Umstinden von Vorteil sein, der Figur @Y eine Vari-
able zuzuordnen, welche man ruhig mit demselben Zeichen @ bezeichnen kann.
Man betrachte die Reihe

(1, 2) D xraybron+ @ xoyferr + - + OHarayfrzn + -
= N0yl 2.
(7]

Die Summation 2 ist iiber den ganzen Figurenvorrat @] zu erstrecken und @
[#]

bezeichnet eine allgemeine Figur, vom Kugelinhalt (e, 8, 7), aus dem Vorrat [@)].

(Diese Bezeichnungen werden im folgenden beibehalten.)

Ich nenne die Reihe (1, 2) die figurierte Potenzreihe des Vorrates [@). Setzt
man @ =@ =@" = .- =1 in der figurierten Potenzreihe, so geht diese in die
abeihlende Potenzreihe iiber. Dieser offenbare Zusammenhang der Reihen (1, 1)
und (1, 2) wird im folgenden von einem gewissen Nutzen sein.
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10. Permutationsgruppe. Wir betrachten eine Permutationsgruppe £ von .
der Ordnung % und dem Grade s.

Man sagt, dass eine Permutation den Typus (j,, s, Js, - - . Js) hat, wenn
sie j; Zyklen 1-ter, j, Zyklen 2-ter, ... und j; Zyklen s-ter Ordnung enthiilt;
ein Zyklus erster Ordnung wird durch einen unversetzten Gegenstand gebildet.

Gemeint sind natiirlich Zyklen ohne gemeinsame Elemente, so dass
(1, 3) 1jr+ 2+ 34+ +sfs=s

die Gesamtzahl der permutierten Gegenstinde ist. Wir wollen die Anzahl der-
jenigen Permutationen der Gruppe £, welche vom Typus [j;, s, . .. Js sind, mit
Bj ... s, bezeichnen. Es ist offenbar

(1,4) i i =h;
()
hierbei ist die Summation iiber alle Typen, d. h. alle nichtnegative ganzzahlige
Loésungssysteme j,, js, ... 45 der Gleichung (1, 3) zu erstrecken. (Diese Bedeutung
des Symbols | soll in der Folge beibehalten werden.)
)

Es seien f}, fi, /s, ... fs unabhiingige Verinderliche. Man betrachte das
Polynom

I . .
(1,5) - A 2 Bjo.. 5 S22 o fis,
m)

dessen Kenntnis auf die Kenntnis des Systems der Anzahlen #;,;, ... ;, hinausliuft.
Man bezeichne das Polynom (1,5) als den Zyklenzeiger der Gruppe . Der
Zyklenzeiger ist ein isobares Polynom vom Gewichte s, wenn der Veriinderlichen
Jo das Gewicht ¢ beigelegt wird (6=1, 2, ... s); vgl. (1,3). Die Koeffizienten
des Zyklenzeigers sind nichtnegative rationale Zahlen von der Summe 1 und
vom kleinsten gemeinsamen Nenner h. (In Nr. 2 ist der Zyklenzeiger der dort
betrachteten Permutationsgruppe von der Ordnung 24 und dem Grade 6 auf-
gestellt worden.) '

11. Jetzt haben wir den Figurenvorrat [@] mit der Permutationsgruppe
9 in Beziehung zu setzen.

! In einer fritheren Publikation (POLYA 4) verwendete ich statt »Zyklenzeigers die Bezeichnung
»Symmetrieformel»,
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Die s Gegenstinde, welche durch die & Permutationen der Gruppe £ per-
mutiert werden, wollen wir als s bestimmte Stellen im Raume auffassen. (Im
Beispiel der Nr. 2 ist s =6 und die 6 Raumstellen bilden die 6 Eckpunkte eines
Oktaeders.) Wir numerieren diese s Stellen mit 1,2,3,...s und wir setzen auf
die o-te Stelle eine beliebige Figur @, aus dem Vorrat (@] (fir 6=1,2...5);
so entsteht die Konfiguration (@,, @,, ... @,). Es sei hervorgehoben, dass Wie-
derholung erlaubt ist, d. h. es darf dieselbe Figur aus dem Vorrat [@] auf mehre-
ren, eventuell auf allen s Stellen derselben Konfiguration auftreten. Zwei Kon-

figurationen (@,, @,, ... @;) und (@, @,, ... @) heissen gleich, wenn
@1 = (D'l, (1)2= @'2, « e @s: @,s,

d.h. wenn sie genau die gleiche Besetzung der s Stellen durch die Figuren von
(@] darbieten. Die Konfiguration (@,, @,, ... @) hat den Kugelinhalt (£, [, m),
wenn die s Figuren @,, @,, ... @, zusammen k rote, ! blaue und m gelbe Kugeln
enthalten.

Es sei

(1,6 s=(1. : 3.'::3.)

eine Permutation von s Gegenstiinden; es wird die Konfiguration (@,, @,, ... @,)
durch S in (@, @, ... @;) dberfiihrt. Man sagt, dass zwei Konfigurationen
inbezug auf O dquivalent sind, wenn es eine Permutation in der Gruppe £ gibt,
welche die eine Konfiguration in die andere iiberfiihrt.

Jede Konfiguration ist mit sich selbst inbezug auf © #quivalent, da ja die
identische Permutation zu §) gehort. HEs konnen aber auch ungleiche Konfigura-
tionen zueinander inbezug auf § #dquivalent sein. Diejenigen Konfigurationen,
welche inbezug auf § zueinander dquivalent sind, bilden ein Transitivitdtssystem.
Alle Konfigurationen innerhalb desselben Transitivititssystems haben denselben
Kugelinhalt.

Man bezeichne mit A die Anzahl der voneinander verschiedenen Transi-
tivitdtssysteme, welche aus Konfigurationen vom Kugelinhalt (%, I, m) gebildet
sind. Anders gesagh, es ist Awn die Anzahl der inbezug auf 9 indquivalenten
Konfigurationen vom Kugelinhalt (k, I, m).

12. Die allgemeine Aufgabe, welche das Beispiel der Nr. 2 als sehr spe-
ziellen Fall umfasst, lidsst sich nun so aussprechen: Gegeben ist der Figuren-
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vorrat [@), die Permutationsgruppe O, und ein bestimmier Kugelinhalt (k, 1, m).

Gesucht ist die Anzahl Apim derjenigen aus (@) gebildeten Konfigurationen, welche

inbezug auf 9 indquivalent sind und den gegebenen Kugelinhalt (k, 1, m) besitzen.
Man fasse die gesuchten Anzahlen Ay;n zur Potenzreihe

(1,7) ZZZA abyem= B Adunaty'e™ = F(z, y, 2)

k=0 =0 m=0 kl,m

zusammen, welche man fiiglich als die abzihlende Potenzreihe der indiquivalenten
Konfigurationen bezeichnen kann. Die Losung der gestellten Aufgabe wird darin
bestehen, dass wir die abziihlende Potenzreihe F(x, y, z) der iniquivalenten Kon-
figurationen durch die abzihlende Potenzreibhe f(z, y, z) des gegebenen Figuren-
vorrates (@] mit Benutzung des Zyklenzeigers der gegebenen Permutationsgruppe
© ausdriicken.

Yorhereitende Aufgaben.

13. Wir wollen zuerst denjenigen Spezialfall der in Nr. 12 ausgesprochenen
allgemeinen Aufgabe behandeln, in welchem © die symmetrische Gruppe &, vom
Grade s ist. In diesem Fall ist eine Konfiguration jeder anderen dquivalent,
die aus ihr durch eine beliebige der s! Permutationen hervorgeht. D. h. es
kommt bei der Feststellung der Aquivalenz gar nicht darauf an, in welcher
Anordnung die s Figuren der Konfiguration die s Stellen besetzen, sondern nur
darauf, welche Figuren in der Konfiguration vorhanden sind. Es bedeutet also
Apim im vorliegenden Spezialfalle © = &, die Anzahl der Kombinationen mit Wie-
derholung von s Figuren aus dem Vorrat (@) mit Gesamthugelinhalt (k, 1, m). Bei
dieser, durch die Spezialisierung © = &; bedingten besonderen Bedeutung von
Apim sei die durch (1,7} definierte Potenzreihe Fi(z, y, z) genannt. Wir wollen
alle Reihen Fy, F,, F,, ... auf einen Schlag bestimmen.

Wenn man das Produkt

(1, 8) (1+ud xuybzt + 0 @ @ Pay*fizin + )

(1 +u@"xmybezt + 0 @ @ g% y?Peg? + )

—H 1+u@xyfzt + u? @ @xey® e + )
(]
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ausmultipliziert, wird jede Kombination mit Wiederholung von s Figuren Q,,

@,, ... @, welche zusammen den Kugelinhalt (%, [, m) haben, durch ein Glied
WD D,.. Oaryzm

vertreten. Wird also in dem Produkt (1, 8)

(1,9) =0 =0"=.. =1

gesetzt, so wird der Koeffizient von u®z*y'2™ die gesuchte Anzahl Ay, und der

Koeffizient von «* die gesuchte Potenzreihe F;(z, y, z) sein. Es ist noch zu be-
achten, dass das Produkt (1, 8) auch in der Form

(1, 10) [0 —woz=yba)™
[#]

= exp (— D log (1—u (Dx"‘yﬁz‘/))

4]

= exp (y Z le"‘yﬁz“/+ 1_'4’_- 2 @2x2ay2ﬂzzy + )

T 2 o)
geschrieben werden kann, und dass in der letzten Zeile die erste Summe unter
dem exp-Zeichen die figurierte Potenzreihe (1,2) des Figurenvorrates [®@] dar-
stellt. Man erhilt also fiir (1, 9) aus (1, 8) bzw. (1, 10)

(1,11) +uF(x,y 2) +uFy(x,y 2+ + u Filz, y, 2+

-

@

H H f[ (I _ uxkylzm)_“klm

t=0 I=0 m=0

e

l

u u? u® \
p (£ 5l w2+ S0 0 24 S g ) )

uflz, y,2)  w2f(2% 4% %)  wbS(ad, 98 29)

1 2 3
=e e e

_ N WSy, 2 G R 2 G S ot
- 2 71! 15 Z .72' 272 Z 75! 3j3

=0 Ja=0 Jg=0

Um die dritte Zeile dieser Formel aus der dritten Zeile von (1, 10) zu erhalten,
muss man neben der Schlussbemerkung von Nr. 9 noch weiter beachten, dass
fir (1,9) auch

- (W) = (W) = ... = |
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wird. Durch Vergleich der Koeffizienten von %* in der ersten und der letzten
Zeile von (1, 11) erhiilt man schliesslich -

s!
Jol e gyl 2 L gl 8s

(1,12) Fi(z,y,2) :——;—'—Z

(N

Sy, 2 f @y, 2 f @y, 2

die Summation ist, mit der Bezeichnung der Nr. 10, iiber alle Typen der Per-

mutationen von s Gegenstinden erstreckt.

14. Eine geringe Ab#nderung der vorangehenden Rechnung ergibt die
Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung von s Figuren aus dem Vorrat
(@] mit Gesamtkugelinbalt (%, I, m). Nennen wir diese Anzahl By, und setzen

wir
Z Bumatyle™ = Gz, v, 2).
kl,m
Wenn man das Produkt
(1, 13) (14w @ amylfon) (1 +u@ zmyber) ...

=] 1 + u@a=yfe)
(9]

ausmultipliziert, wird jede Kombination ohne Wiederholung von s Figuren mit
Gesamtkugelinhalt (£, I, m) durch ein Glied

WO O,... Oxkqym

vertreten. Wird also im Produkt (1,1 3) das durch (1, 9) vorgeschriebene Ein-
getzen durchgefiihrt, so ergibt sich durch eine ihnliche Rechnung wie vorher

1+ uGx,y,2)+utGylx,y,2)+ - + wWGslx,y,2) +
= H H (1 + uaty 2™ %im

k=0 l=0 m=0

———
*

w? 2 2 Ly, " 3 ,8 ,8
= exp f(xayaz)—;f(x7yyz)+3—f(xayaz)—'”

I

und durch Koeffizientenvergleichung

I sl (— 1)etit . . .
1,14) Gizy,2)=—= 2 —+—F—— —— flx, y, &) fa®, 4, 2% ... b, P, 2%)%.
(,10) Guloy2) = 3 2 i ) 0 S Y ety

21—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 28 mai 1937.
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15. Das vorangehende gestattet uns die allgemeine Aufgabe der Nr. 12
in einem weiteren Spezialfall, nimlich fiir die alternierende Gruppe U; vom
Grade s zu 16sen. Betrachten wir nimlich zwei Konfigurationen ¢ und C von
je s Figuren aus dem Vorrat [@]. Wann sind C und €' inbezug auf 9, dqui-
valent?

Hierzu ist notwendig, dass C und € iquivalent inbezug auf &; seien,
d. h. dass C und C dieselbe Kombination (mit Wiederholung) von s Figuren
umfassen.

In einem Fall ist diese notwendige Bedingung auch hinreichend: Wenn in
der C und C' gemeinsamen Kombination eine Figur @ zweimal auftritt, so kann
man zur Permutation, welche C in € iberfithrt, die Transposition der beiden
durch die besagte Figur in C besetzten Stellen hinzufiigen oder nicht, und so
auf alle Fille erzielen, dass C in O’ durch eine gerade Permutation iiberfiihrt
wird: Eine Kombination mit nicht lauter ungleichen Figuren gibt inbezug auf Us
nur zu einem Transitivitdtssystem von Konfigurationen Anlass.

Hingegen gibt, wie man sich leicht iiberlegt, eine Kombination mit lauter
ungleichen Figuren zu genau zwei verschiedenen Transitivititssystemen inbezug
auf 9U; Anlass. So gelangt man zur Regel: Um die Anzahl aller inbezug auf
A; verschiedenen Transitivititssysteme von Konfigurationen zu erhalten, muss
man zur Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung noch die der Kombina-
tionen ohne Wiederholung addieren. Somit ist die abzihlende Potenzreihe der

inbezug auf ¥, iniquivalenten Permutationen
(1, 135) Fi(x, y, 2) + G, v, 2).

16. Hauptsatz. Um die fiir die speziellén Annahmen =&, und =¥,
erhaltenen Resultate (1, 12) und (1, 15) einheitlich aufzufassen, erinnere man sich

daran!, dass
s!

gl e ol 20 L gl s

die Anzahl aller derjenigen Permutationen von s Gegenstinden ist, welche den
Typus (4;, 72, - .. Jjs) haben. Im Sinne der Definition in Nr. 10 ist also der
Zyklenzeiger der symmetrischen Gruppe &

1 s!

(1, 16) — D
st ! gl 220 gl e

! Vgl. z. B. SERRET, Cours d’algébre supérieure, 3. éd. (Paris 1866), Bd. 2, 8. 235—236.
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und der der alternierenden Gruppe U ldsst sich so schreiben

28' (14 (— 1)feHistist -]
ll.h. |2Jz . |S7,g

(1,17) hifio L fis.

)

- Man sieht, dass (1, 12) dasselbe Verhiltnis zum Zyklenzeiger (1, 16) hat, wie (1, 15)

[unter Beachtung von (1, 12) und (1, 14)] zu (1, 17). Wir wollen nun folgendes
vereinbaren: Die Funktion f(x) in den Zyklenzeiger einzusetzen, heisse

(I: 18) f1=f(x)) f2=f(x2), f3=f(x3)7

zu setzen; die Funktion f(z, ) in den Zyklenzeiger einzusetzen heisse

.fl =f(x,!/), f2 =f($2, ?/2)1 fa :f(x3, ys)) e

zu setzen; u.s.w. fiir Funktionen mit einer beliebigen Anzahl von Variablen.
Nach dieser Vereinbarung konnen wir die beiden bisher erhaltenen speziellen
Resultate (fir =&, und H=U) in folgenden Worten gleichmissig aus-
sprechen:

Um die abzdhlende Potenzrethe der aus dem Figurenvorrat (@] gebildeten,
inbezug auf die Permutationsgruppe $) indquivalenten Konfigurationen zu erhalten,
selze man die abzdhlende Potenzrethe von (@) in den Zyklenzeiger von £ ein.

Die so formulierte Aussage trifft, wie es bald nachgewiesen werden soll,
fiir eine beliebige Permutationsgruppe © zu. Die allgemeine, alle Permutations-
gruppen umfassende Aussage wird im folgenden als der Hauptsatz (des 1. Kapitels)
bezeichnet.

17. Der Hauptéa.tz trifft sicherlich zu in dem weiteren Spezialfall, in
welchem die Permutationsgruppe i) vom Grade s die Ordnung 1 hat, d. h. nur
die identische Permutation umfasst, also zwei nichtidentische Konfigurationen
als nichtiquivalent gelten und der Zyklenzeiger f* ist. Zuriickiibersetzt in die
itbliche Ausdrucksweise ist dies wohlbekannt, enthalten in der Losung einer
wohlbekannten allgemeineren Aufgabe, die man (fiir s = 3, Spezialisierung un-
wesentlich!) so aussprechen kann: ‘

Gegeben sind von dret Figurenvorrdten (@), (W), [X]| die abzdhlenden Potenz-
rechen, welche bzw. f, g, h heissen. Gesucht ist die abzdhlende Potenzrethe der
Figurentripel (@, ¥, X) wober @, ¥, X voneinander unabhdingig die beziig-
lichen Figurenvorrdte (@], [¥], [X] durchlaufen.
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Was unter der abziihlenden Potenzreihe der Figurentripel (@, ¥, X) zu
verstehen ist, muss noch explizite gesagt werden: eine Potenzreihe in den drei
Variablen z, y, 2z, worin der Koeffizient von z*y™ 2 die Anzahl derjenigen Tripel
(@, ¥, X) angibt, deren drei Figuren @, ¥, X den Gesamtkugelinhalt (&, {, m)
haben, d. h. insgesamt % rote, ! blaue und m gelbe Kugeln enthalten.

Die Anzahl der Kugeln der 3 Sorten sei bezeichnet mit e, 8, y in @ (wie
vorher), mit ¢, 8, %" in ¥, mit ¢”, §’,y” in X. Jedem Tripel (@, ¥, X) sei das
Produkt @ ¥ X der Unbestimmten zugeordnet. Die figurierte Potenzreihe der
Produkte ist

2 Z 2 @Y X gpotad +a” yﬂ+ﬁ’+{9" Panard

(#] [#}] [X]

= Dxyfar NPay? 2 D Xay? 2,
[#] [#] [x]

das Produkt der figurierten Potenzreihen. Setzt man hierin 1 fiir alle Unbe-
stimmten @, ®”, ... ¥, ¥", ... X, X", ..., so erhilt man: Die gesuchte abzihlende
Potenzrethe 1st das Produkt der gegebenen. In dieser Fassung haben wir uns
von der unwesentlichen Beschrinkung der Faktorenzahl auf 3 schon befreit.
Es handelt sich hier um ein seit Euler bekanntes elementares Prinzip, dem ich
wohl die folgende Fassung geben darf: Wenn die einzelnen Elemente einer An-
ordnung vonetnander wunabhingig gewdhlt werden diirfen, so ist die abzdhlende
Potenzreihe der Anordnung das Produkt der abzdhlenden Potenzreihen der einzelnen
Elemente.

18. Die Beantwortung der folgenden Aufgabe wird das Gemeinsame an
dem Aufbau der Formeln (1, 12) und (1, 14) weiter aufkliren.

Gegeben ist die abzdhlende Potenzreihe (1, 1) des Figurenvorrates (@) und der
Typus (4, Jss - - - Jso| der Permutation (1,6). Gesucht ist die abzdihlende Potenzrerhe
derjenigen Konfigurationen (®@y, @,, ... @) von s Figuren aus dem Vorrat (@),
welche durch die Permutation (1,6) in sich selbst tiberfiihrt werden.

Man bezeichne mit Xy (S) die Anzahl derjenigen Konfigurationen mit
Kugelinhalt (%, [, m), welche durch S, die Permutation (1, 6), in sich selbst iiber-
fiihrt werden. Gesucht ist also die Potenzreihe

2 Xklm(S)xk?/lZm.

kim
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Die Konfiguration (@,, @,, ... @,) wird dann und nur dann durch (1, 6) in
sich selbst iiberfithrt, wenn

(1, 19) D=0, O,=0,,... O;,=0,.

Es sei nun (a, b, ¢, ... % 0) ein in der Permutation (1,6) enthaltener Zyklus
und es sei A seine Linge (seine Ordnung). Wenn die Konfiguration (@,, @,, ... @)

bei Ausiibung von (1,6) in sich selbst iiberfiihrt wird, so besagen gewisse 4
unter den Gleichungen (1, 19), dass

D=0y = Q= - = Q= Dy.

D. h. es miissen die Figuren, welche durch (1, 6) zyklisch miteinander verbunden
sind, einander gleich sein. Hingegen kann man in jedem Zyklus eine Figur frei
aus dem Vorrat [@] wiihlen.

Eine durch die Permutation (1,6) in sich selbst iiberfithrte Konfiguration
kénnen wir also auffassen, als eine Anordnung von j, +j, + -+ + i+ 0 + Js
Zyklen. Die Figuren innerhalb desselben Zyklus sind miteinander identisch, die
Figuren in verschiedenen Zyklen sind voneinander unabhiingig aus dem Vorrat
[@] zu wihlen. Wenn der Kugelinhalt einer in einem gewissen Zyklus von der
Linge A befindlichen Figur (£, 1, m) ist, so ist der gesamte Kugelinhalt der in
demselben Zyklus befindlichen Figuren (1%, 4l, Am); daher entspricht diesem
Zyklus die abzéhlende Potenzreibe

f(xl3 yl7 Zl),

und die gesuchte abziihlende Potenzreihe der durch S in sich selbst iiberfithrten
Konfigurationen ist, nach dem am Ende der Nr. 17 ausgesprochenen Prinzip,
ein Produkt von j, + 7, + -+ + js Faktoren:

(1, 20) D Xun(S)aty'em = f(z, y, 2 fla®, 9%, 2%V ... f(@t, o, &*)s.

k1l,m

Bestimmung der Anzahl der indiquivalenten Konfigurationen fiir eine beliebige
Permutationsgruppe.

19. Um die allgemeine Aufgabe der Nr. 12 zu l6sen, betrachten wir einen
bestimmten Zahlentripel %, !, m und die Gesamtheit aller Konfigurationen vom
Kugelinhalt (%, I, m) (genau % rote, I blaue, m gelbe Kugeln). Es sei C eine
bestimmte unter diesen Konfigurationen.
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Suchen wir unter den h verschiedenen Permutationen von 9
Sy, S, Sy, oo S

diejenigen ¢ heraus, welche C in sich selbst iiberfithren (es existiert mindestens
eine solche Permutation, nimlich die identische); diese ¢ Permutationen bilden be-
kanntlich eine Gruppe ®; & ist von der Ordnung g, ® ist eine Untergruppe von 9.

Die Anzahl derjenigen verschiedenen Konfigurationen, in welche C durch
die Permutationen von $ iberfiihrt werden kann, d. h. welche mit C inbezug
auf § idquivalent sind, ist bekanntlich h/g; jede dieser h/g Konfigurationen wird
von genau g Permutationen von § in sich selbst iiberfithrt, nimlich von den
Permutationen einer zu & unter § konjugierten Untergruppe. Also wird jede
zu C dquivalente Konfiguration in genau g Gliedern der Summe

(1, 21) Xiim (8y) + Xeom (So) + - + Xieom (Sh)

(Bezeichnung von Nr. 18) mitgerechnet, und trigt somit zu dieser Summe g
Einheiten bei. Nun ist aber die Anzahl der zu C inbezug auf § iquivalenten
Konfigurationen, wie gesagt, h/g; die ganze Klasse dieser zu C iquivalenten
Konfigurationen, d. h. das ganze durch C bestimmte Transitivititssystem trigt
somit zur Summe (1, 21)

.g—_—_—,h

Einheiten bei. All die verschiedenen Transitivititssysteme inbezug auf § #qui-
valenter Konfigurationen leisten zu (1, 21) den gleichen Beitrag h, also ist
(1,22) Xeim (8y) + Xeim (Sg) + -+ + X (Sp) = h Agim .

Die gesuchte erzeugende Funktion (1, 7) ergibt sich aus (1, 22) und (1, 20):

F(x’ v, Z)== Z Xklm(S]) + szm(Sg) doee b Xklm(Sh) ‘s

oyt g™
kl,m h
1
=z 2 2 Xun(S)atylem,
©) klm

I . . .
(1,23)  Flo,,2) =1 2 flo,y, P fla, o 2 fla o, 2.
®

Hierbei ist Z iiber alle h zur Gruppe $ gehérigen Permutationen S zu er-
(%)
strecken. Man kann in dieser Summe die Permutationen von demselben Typus
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(41, Ja» - .. Js] zusammenfassen; ihre Anzahl wurde in Nr. 10 mit hj .. j, be-

zeichnet. Bei dieser Zusammenfassung nach Typen nimmt die Formel (1, 23) die
Gestalt

I . . . .
(I’ 24) F(Z‘, Y, Z) = —B % hj:jz < Jg f(‘T’ Y, Z)'h f(.’L"', 92, 22)')2 s f(xs’ ?/s, 58)]8

an. Beachtet man die Definition (1, 5) des Zyklenzeigers der Gruppe £, so findet
man den allgemeinen Satz, der am Ende der Nr. 16 bloss auf Grund von Bei-
spielen ausgesprochen wurde, durch Beweis vollkommen erhirtet.

20. In der vorangehenden Uberlegung treten nur einfachste Sitze der
Gruppentheorie auf, welche sich unmittelbar an den Begriff der Gruppe an-
schliessen. Unter Voraussetzung von etwas mehr Vorkenntnissen kann man den
Beweis anders fassen. (Es werden weder die im folgenden heranzuziehenden
Begriffe der Darstellungstheorie, noch die Bemerkungen dieser Nummer in den
spiteren Nummern gebraucht.)

Die aus dem gegebenen Figurenvorrat [@] gebildeten Konfigurationen
(@,, @,, ... @) vom Kugelinhalt (£, I, m) erfahren bei jeder Vertauschung der s
Stellen durch die gegebene Gruppe 9 eine Permutation, und diese Permutationen
bilden eine Darstellung Dim der gegebenen Gruppe H. Es ist Diim, wie H,
eine Permutationsgruppe: £ vertauscht Stellen, und ®iim Konfigurationen, die
auf den von § vertauschten s Stellen aufgebaut sind. Die in Nr. 18 definierte,
durch die Formel (1, 20) berechnete Grosse Xpim(S) ist der Charakter derjenigen
Permutation von Dxim, welche der Permutation S von $ zugeordnet ist. Die
Anzahl Ayn ist, gemiss ihrer Definition in Nr. 11, die Anzahl der verschiedenen
Transitivititssysteme der Permutationsgruppe Tiim; diese Anzahl ist aber, nach
einem bekannten Satz', das arithmetische Mittel der Charaktere Xin (S) der
Permutationsgruppe ®iim, womit wir die entscheidende Formel (1, 22) nahezn
erreichen. Um (1,22) auf dem eingeschlagenen Wege vollstindig zu beweisen,
muss man noch bemerken, dass Aim in (1,22) auch dann das arithmetische
Mittel der Charaktere von Diim ist, wenn Dy keine getreue, sondern nur eine
verkiirzte Darstellung von £ ist, in welchem Falle die Ordhung von Dy, nicht
h, sondern nur ein Teiler von A ist.

Aus diesem Zusammenhang geht folgender- Satz hervor: Ist § eine Permuta-
tionsgruppe, S eine Permutation von  vom Typus [ j,, Js, - . . Js|, [z, y, 2) eine beliebige

! Vgl. z.B. A. SPEISER, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. (Berlin 1927),
8. 120, Satz 102.
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Potenzreihe in x, y, 2 mit nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten, und k, 1, m ein
Trepel natiirlicher Zahlen, so ist der Koeffizient von x*y'z™ in der Reihenentwick-
lung (1,20) der Charakter von S in eimer gewissen, durch flx,y, z) und k, 1, m
spezifizierten Darstellung von 9. Herr Professor I. Schur teilte mir eine Her-
leitung dieser Aussage aus bekannten Sitzen der Darstellungstheorie mit.

Das der Permutationsgruppe £ zugeordnete Polynom (1, 5), das ich hier
Zyklenzeiger nannte, wird, wenn © die symmetrische Gruppe ist, als die Haupt-
charakteristtk von £ in der Darstellungstheorie bezeichnet. Herrn Schur verdanke
ich den Hinweis darauf, dass auch der Zyklenzeiger einer beliebigen Permuta-
tionsgruppe, welche ja Untergruppe einer geeigneten symmetrischen Gruppe ist,
fir die Darstellung dieser symmetrischen Gruppe von Bedeutung ist.! Es soll
aber hier auf die Zusammenhinge des Dargelegten mit der Darstellungstheorie
nicht weiter eingegangen werden.

Ebenfalls Herrn Schur verdanke ich den Hinweis auf eine Uberlegung von

Frobenius®, womit die Uberlegung der Nr. 19 sehr nahe verwandt ist.

Spezialfille.

21. Spezielle Permutationsgruppen. Folgende wohlbekannte spezielle Per-
mutationsgruppen, alle vom Grade s (d.h. es werden s Gegenstinde permutiert)
treten in den spiteren Anwendungen des in Nr. 16 formulierten Hauptsatzes
ofters auf:

s, die symmetrische Gruppe von s Gegenstinden, von der Ordnung s!;

As, die alternierende Gruppe von s Gegenstiinden, die die geraden Permuta-
tionen umfasst und die Ordnung s!/2 hat;

Bs, die zyklische Gruppe von Grad und Ordnung s, erzeugt durch eine
zyklische Vertauschung von s Gegenstinden;

Ds, die Diedergruppe von Ordnung 2s, die die Permutationen umfasst,
welche die s Ecken eines starren reguliren s-Ecks bei simtlichen 2s Deckbe-
wegungen des s-Ecks erfahren;

Cs, die Permutationsgruppe vom Grad s und Ordnung 1, welche bloss die

identische Permutation umfasst.

' I. ScHUR, Darstellungstheorie der Gruppen, Vorlesungen an der Eidg. Technische Hoch-
schule, herausgegeben von E. Stiefel. (Ziirich 1936.) Vgl. S. 59—6o.
* Sitzungsber. d. Akademie Berlin (1904), S. 558—571. Vgl. § 1.
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In dem Hauptsatz der Nr. 16 tritt der Zyklenzeiger der betrachteten Per-
mutationsgruppe auf. Der Zyklenzeiger von &, ist in (I, 16), der von 9 in
(1, 17) aufgestellt. Fiir die kleinsten Zahlenwerte von s haben diese Zyklenzeiger
die folgende Gestalt:

(&) f,
(S,) fit+fe
2
S+3At2f
() ;
() fi+6fis+3/1+8fifs + 6./
24
(o) P
(20,) Sit+ 2/,
3 3
(L) Sit+3/i+8fifs
12

Die Zyklenzeiger von €, 3, D: seien hier gegeben:

(€ !
(8 L Do,
kls
1 z Iéfl !
®) D e+
e lﬂﬁﬁﬂ+ﬁ)

Der Zyklenzeiger von € ist unmittelbar, der von 8;, wie auch der von D, ist
auf Grund von Bekanntem leicht aufzustellen. Sowohl in der Formel fiir 3, wie
in der fir 9, ist die Summation iiber siimtliche Teiler £ von s zu erstrecken.
In der Formel fiir ®; gilt die obere Zeile fiir ungerades s =20¢— 1 und die un-
tere fir gerades s=2¢. Die Spezialfiille fiir die kleinsten Zahlenwerte von s
sind in der oberen Tabelle mitenthalten, da

@1:@“ @2=%[2, 82:@21 83:%[3: ®3:@3-

22—-36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 28 mai 1937.
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22. Spezielle Figurenvorriite. Ks seien zwei spezielle Figurenvorrite her-
vorgehoben, die in der Literatur schon fiir beliebige Permutationsgruppen be-
trachtet worden sind.

a) Der Figurenvorrat besteht aus n Figuren, jede Figur enthilt nur eine
Kugel, je zwei verschiedene Figuren enthalten Kugeln von verschiedener Farbe.
Kurzum, der Figurenvorrat besteht aus » verschiedenfarbigen Kugeln und die

abzihlende Potenzreihe dieses Vorrats ist
Zy+ Xy + 0+ Xa.

Die Aufgabe der Nr. 12 ist fiir diesen speziellen Figurenvorrat so auszu-
sprechen: Gegeben ist eine beliebige Permutationsgruppe  vom Grade s und »
nichtnegative ganze Zahlen %, ks, . .. k» von der Summe s. Auf wie viele in-
bezug auf § infiquivalente Arten kann man auf s Stellen eine Konfiguration von
s Kugeln aufbauen, von welchen %, eine erste, &, eine andere, ... %, eine ge-
wisse n-te gegebene Farbe haben? Die Losung erfolgt, gemiss Nr. 16, durch
das Einsetzen von

Jn=aT taP+ - +ap
in den Zyklenzeiger von § und das Aufsuchen des Koeffizienten von

by ke Iy,
) xy ...

in dem durch das Einsetzen entstandenen homogenen Polynom vom Grade s.
(Die Aufgabe der Nr. 2 ist ein spezieller Fall hiervon.)

Diese Aufgabe wurde, in etwas verschiedener Fassung, schon von Lunn und
Senior behandelt, die die chemische Bedeutung der Aufgabe erkannten (vgl. unten,
Nr. 56) und eine von der hier gegebenen ziemlich verschieden aussehende Losung
dafiir aufstellten." Man kann die Losung von Lunn und Senior als eine be-
sondere rechnerische Ausgestaltung der hier gegebenen Losung nachweisen, und
aus dem Umstand, dass hier fiir f, die m-te Potenzsumme der Unbestimmten
%y, %y, ... Tn eingesetzt wird, mit Beniitzung klassischer Formeln iiber symme-
trische Funktionen weitergehende Folgerungen ziehen. Auf Einzelheiten soll
vielleicht an einem anderen Ort eingegangen werden.

b) Es gibt nur eine Sorte von Kugeln und zu jeder gegebenen Anzahl %
gibt es im Vorrat [@] genau eine Figur, die # Kugeln enthilt. In diesem Fall
ist die abziihlende Potenzreihe des Figurenvorrates

! LUNN u. SENIOR, 1.
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I
I —2

(1125) 1+ttt bt =

Eine aus den Figuren dieses Vorrates auf s Stellen aufgebaute Konfiguration vom

Kugelinhalt % ist eine Anordnung von s nichtnegativen ganzen Zahlen %, &,, . .. k;
von der Summe £:
(ky, kgy - .. k).
Indem man jeder Stelle eine Unbestimmte zuordnet (der Stelle ¢ die Unbestimmte
s, Wobei ¢=1, 2, ... s), kann die Konfiguration als ein Potenzprodukt
ke ke E
(1, 26) A T

vom Grade
k1 ‘*" ]Cz'l’ +ks=k

aufgefasst werden, und die Permutationsgruppe  als eine Vertauschungsgruppe
der s Unbestimmten u,, %3 ... %,. Die Aufgabe der Nr. 12 lisst sich nun so
aussprechen: In wie viele Transitivititssysteme zerfallen die Potenzprodukte (1, 26)
unter der Gruppe $? Zwei Potenzprodukte werden dann und nur dann zu dem-
selben Transitivitdtssystem gerechnet, wenn sie durch $ ineinander transformiert
werden konnen. Die Summe aller zu demselben Transitivititssystem gehorigen
Produkte (1,26) bleibt offenbar allen Permutationen von £ gegeniiber invariant.
Man sieht leicht, dass die gesuchte Anzahl nichts anderes ist, als die Anzahl
der linear unabhdngigen rationalen ganzen homogenen absoluten Invarianten k-ten
Grades der Gruppe 9.

Diese Anzahl ist, gemiiss dem Hauptsatz (Nr. 16), der Koeffizient von «*
in der Entwicklung derjenigen Funktion von z, die durch Einsetzung von (1, 23)
in den Zyklenzeiger von £ entsteht, oder dadurch entsteht, dass f(z, y, 2) in
(1,23) zu (1, 25) spezialisiert wird. Diese Funktion ist

1 I I LI
(1,27) 1_7,% (1 —ay(1 — %) . .. (1 __xs)js_il,% ﬁ——xsl’,

auf beiden Seiten ist die Summation, wie in (1, 23), iiber alle Permutationen §
der Gruppe § erstreckt; auf der rechten Seite wird S als eine Matrix von s
Zeilen und s Kolonnen aufgefasst (mit s Elementen 1 und s? — s Elementen 0);
F ist die Einheitsmatrix; unter dem Summationszeichen im Nenner steht links
und rechts die Determinante von E — xS (im wesentlichen das charakteristische
Polynom von 8), wie leicht nachzurechnen.
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Wir bewiesen, dass in der Maclaurinschen Entwicklung von (1, 27) der Koef-
fizient von aF die Anzahl der linear unabhdngigen Invarianten k-ten Grades der
Permutationsgruppe ) ist, und damit einen wesentlichen Spezialfall eines von Th.
Molien herrithrenden Satzes.’

23. Spezielle Folgerungen. Viele sehr spezielle Fille der in Nr. 12 ge-
stellten, durch den Hauptsatz gelosten Aufgabe kommen in der Literatur ver-
einzelt vor. Ein etwas mehr ausgedehnter Spezialfall, der aus der Kombination
der zyklischen Gruppe 3s; mit dem in Nr. 22 unter a) besprochenen Figuren-
vorrat hervorgeht, ist der der »zyklischen Permutationen mit Wiederholung»;
das dariiber in der Literatur befindliche® ergibt sich meist unmittelbar aus dem
Hauptsatz. — Bei Kombination der symmetrischen und der alternierenden Gruppe
mit dem in Nr. 22 unter a) besprochenen Figurenvorrat gelangen wir auf neuem
Wege zu klassischen Formeln iiber symmetrische Funktionen und somit zu einer
weiteren Bestitigung der allgemeinen Uberlegung. ;

In den folgenden Anwendungen kommen die in Nr. 13—15 behandelten
Spezialfille der symmetrischen und der alternierenden Gruppe &, und U, ofters
vor. Wie dort besprochen, haben die aus den Zyklenzeigern F; und Fy + G;

dieser Gruppen gebildeten drei Polynome in f), f;, ... /s

F,
Gg=(ﬁvs+ Gs)—Fs
FS_GS=2F3'_(.F‘3+ Gg)

die folgende Eigenschaft: Wird in diese Polynome die abzihlende Potenzreihe
eines Figurenvorrates [@] im Sinne der Nr. 16 eingesetzt, so entsteht, in beziig-
licher Reihenfolge, die abzihlende Potenzreihe fiir die '

Kombinationen aus beliebigen,

Kombinationen aus lauter verschiedenen,

Kombinationen aus nicht lauter verschiedenen
s Figuren des Vorrates [@]. Es wurde F, fiir die kleinsten Werte von s schon
in Nr. 21 angegeben; hier soll dies noch fiir G, und F, — G, geschehen (unter
symbolischer Hervorhebung der Entstehung aus den beiden Zyklenzeigern):

! Sitzungsber. d. Akademie Berlin (1897), 8. 1152—1156. Vgl. Formel (12), die sich auf be-
liebige endliche Gruppen linearer Substitutionen bezieht, nicht bloss auf Permutationsgruppen, wie
die hiesige Formel (1,27). Den Hinweis auf diese Arbeit verdanke ich ebenfalls Herrn Prof. Schur.

* E, JABLONSKI, Journ. d. mathématiques pures et appliquées (4) 8 (1892), 8. 331—349.
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(%2 _@2) jﬂ
2
Si— 34+ 20
(%[3 “@3) 6
o, — &) Ji—6fifs+3fi+8fifs—6f
24
(2 @2 - %[2) fg
(28; — Uy ; fiLe
(2€,— %)) : fsz;*ﬁ

Es folgt aus der kombinatorischen Bedeutung (oder aus der Rechnung der Nr. 14,
ohne Riicksicht auf die kombinatorische Bedeutung) die folgende, in einer spi-
teren Uberlegung niitzliche Tatsache: Wird in die Differenz der Zyklenzeiger von
Us und S, eine Potenzrethe mit lauter nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten ein-
gesetzt, so entsteht eine Potenzreihe mit lauter nichinegativen ganzzahligen Koeffi-
zienten.

Verallgemeinerung,

24. Es sei hier kurz angedeutet eine Verallgemeinerung der Aufgabe der Nr.
12, die im folgenden zwar keine Rolle spielt (abgesehen von einer nebensichlichen
Bemerkung in Nr. 65), aber in verwandten Fragen beniitzt werden diirfte.

Es sei vorgelegt eine Permutationsgruppe § vom Grade s + ¢, uzw. sei
intransitiv; die durch § permutierten s + ¢ Gegenstinde zerfallen in zwei Klassen,
von welchen die eine s und die andere ¢ Gegenstinde umfasst, und es wird nie-
mals ein Gegenstand der einen Klasse mit einem der anderen Klasse durch £
vertauscht. (Nur des Beispiels halber unterscheide ich 2 Intransitivititssysteme;
nach Behandlung dieses Falles ist die Verallgemeinerung leicht auf n solche
Systeme auszudehnen.) Die durch $ vertauschten s + ¢ Gegenstinde wollen wir
als s + { Raumpunkte uns vorstellen; in den s Punkten der ersten Klasse seien
s Figuren aus einem Vorrat [@], in den ¢ Punkten der zweiten ¢ Figuren aus
einem Vorrat [F] aufgestellt; so entsteht eine Konfiguration

(1, 28) . oy, @, ... ©; W, WP, ... T
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Gesucht ist die Anzahl der inbezug auf O indquivalenten Konfigurationen von der
Gestalt (1,28) und dem Kugelinhalt (k, I, m).

Zur Lisung betrachte man irgendeine Permutation § der Gruppe 9. In
einem Zyklus von S treten entweder nur Punkte der ersten, oder nur Punkte
der zweiten Klasse auf. Es sei § vom Typus

[jl+k17j2+k21---jm+km,...];

unter den jm + km in S auftretenden Zyklen von der Linge m sollen j, bloss
Punkte der ersten Klasse, mit Figuren aus [®@) besetzt, umfassen und %, bloss
Punkte der zweiten Klasse, mit Figuren aus [#] besetzt, so dass

1jy+ 24+ Fsfo=s, 1k +2k+ - +ih=t

Man betrachte das Polynom in s -+ ¢ Unbestimmten f, f3, ... /s 91, 9y - -- 9t
I i\ s o kT -
(1, 29) DAV RRRE A A
)

die Summe ist iiber alle Permutationen § von § erstreckt. Die abziihlende
Potenzreihe von [@] sei mit f(x, y, 2), die von [#] mit g(x, y, ) bezeichnet. Die
gesuchte Anzahl ist der Koeffizient von x*y'z™ in der Potenzrethenentwicklung, die
man erhdlt, wenn man in (1, 29)

So=f" g, &) ga=g(@", y", &)

setet (n=1, 2, 3, ...).

Beziehungen zwischen Zyklenzeiger und Permutationsgruppe.

25. Die Eigenschaft des Zyklenzeigers, die im Hauptsatz (Nr. 16) ausge-
sprochen wurde, ist fiir den Zyklenzeiger charakteristisch, der Zyklenzeiger ist
durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt. Ausfiihrlicher gesagt, besteht der
folgende Satz:

Das Polynom W(fy, fa, ... fs) in den s Verdnderlichen fi, fy, . .. fs sei mit
der gegebenen Permutationsgruppe © vom Grade s so verbunden, dass fiir einen
beliebigen Figurenvorrat (@] wund dessen abzdhlende Potemzreihe f(x,, x4 o5, ...
Jolgendes gilt: Wenn in dem Polynom @ (f, for ... fo) die Variablen

(I’ 30) -}(‘1 =f(x17 x2) A ')’ j‘2=f(x§’ xg) b ‘)) tr ﬂ:f(x‘i’ xs2’ A ')
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gesetzt werden, so entsteht aus W die abzahlende Potenzreche der aus dem Figuren-
vorrat |@] gebildeten, inbezug auf 9 indquivalenten Konfigurationen. — Ein solches
Polynom o ist notwendigerwerse der Zyklenzeiger.

Der Zyklenzeiger von £, bezeichnen wir ihn mit (f;, f;, ... /i), hat ja
schon die Eigenschaft, welche wir von ¥(f}, f;, - .. fs) postulieren. Es ist zu
zeigen, dass die beiden Polynome ¥ und § identisch sind, d.h. dass sie, nach
den Variablen f;, f;, . .. f; entwickelt, die gleichen Koeffizienten aufweisen.

Verwerten wir die Voraussetzung fiir den speziellen Figurenvorrat, dessen
abzihlende Potenzreihe

f(xly Lay « « - xn)=x1+x2+ co 4 o

lautet [# Kugeln von verschiedener Farbe, vgl. Nr. 22 a)]. Die Voraussetzung
besagt, dass.

(1,31) fi=&y+a+ -+, fi=al+ad+ - +an, .. fi= i+ o+ 2

gesetzt, und nach den Variablen z;, x,, ... #» entwickelt, die beiden Polynome
Y und { die gleichen Koeffizienten aufweisen, d. h. dass vermoge (1, 31)

(1, 32) vl o o LU A fi)=0

identisch in =z, x,, ... ». Nun wihlen wir # =s; bekanntlich kann, wenn
s = n zwischen den ersten s Potenzsummen (1, 31) der » Verinderlichen x,, %, ... Zn
keine algebraische Beziechung bestehen!; so wird ersichtlich, dass die linke Seite
von (1, 32) als Polynom in f, fy, ... fs identisch verschwinden muss w.z.b.w.

26. Jetzt konnen wir die in Nr. 12 aufgeworfene Frage, deren Losung in
Nr. 19 abgeschlossen wurde, von einer neuen Seite her beleuchten, nidmlich ge-
nauer sagen, inwieweit deren Losung von der Struktur der darin auftretenden
Gruppe £ abhingt. Nennen wir zwei Permutationsgruppen von gleichem Grade,
fiir welche die Aufgabe der Nr. 12 bei beliebig gegebenem Figurenvorrat und
Kugelinhalt die gleiche Losung hat, kombinatorisch gleichwertig. (Es versteht
sich, dass hier die Zahl der verschiedenen Kugelkategorien nicht mehr auf 3 be-
schrinkt, sondern beliebig ist.) Ausfiirlich lautet die Definition so: Zwei Per-
mutationsgruppen O, und 9, von gleichem Grade s heissen kombinatorisch gleich-

werlig, wenn aus einem beliebigen Figurenvorrat (@) und mit einem beliebigen

! Vgl. z. B. M. BOcHER, Einfithrung in die hohere Algebra (Leipzig 1910), 8. 263 den nahe-
stehenden Satz 3.
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Kugelinhalt (e, @, ...) genau ebensoviel inbezug auf 9, indquivalente Konfigura-
tionen (@;, @,, ... @) gebildet werden konnen, wie inbezug auf 9. indquivalente.

Aus dem in Nr. 16 ausgesprochenen und in Nr. 19 voll bewiesenen Haupt-
resultat dieses Kapitels, zusammen mit dem in der vorangehenden Nr. 25 be-
wiesenen Satz ergibt sich unmittelbar: Zwes Permutationsgruppen sind dann und
nur dann kombinatorisch gleichwertig, wenn sie denselben Zyklenzeiger besitzen.

Indem man auf die Definition des Zyklenzeigers mittels der expliziten For-
mel (1, 5) zuriickgreift, ergibt sich weiter': Zwe: Permutationsgruppen sind dann
und nur dann kombinatorisch gleichwertig, wenn die Permutationen der einen den
Permutationen der anderen sich eindeutig wmkehrbar so zuordnen lassen, dass ein-
ander zugeordnete Permutationen den gleschen Typus von Zyklenzerlegung aufweisen.

Es ist von Interesse zu bemerken, dass zwei kombinatorisch gleichwertige
Permutationsgruppen nicht identisch sein miissen.” Sie miissen nicht einmal als
abstrakte Gruppen einander isomorph sein. Es sei nimlich p eine ungerade
Primzahl und m eine ganze Zahl, welche grosser als 2 ist (p =3, m = 3 ist das
einfachste Beispiel). Es gibt bekanntlich® eine nichtabelsche Gruppe von Ord-
nung p™, dereﬁ alle Elemente, das Einselement ausgenommen, die Ordnung p
haben. Man nenne §, die regulire Darstellung dieser Gruppe als Permutations-
gruppe, und 9, die reguliire Darstellung der abelschen Gruppe von Ordnung p™
und Typus (p, p, ... p). Es sind §, und O, Permutationsgruppen von Ordnung
und Grad p™, und kombinatorisch gleichwertig: Jede ihrer Permutationen, aus-
genommen die identische, wird ja in derselben Weise in Zyklen zerlegt, niimlich
in p™! Zyklen von der Linge p, und der Zyklenzeiger von beiden ist

S =
pm

27. Wir besprechen einige Fille, in welchen der Zyklenzeiger einer aus
mehreren gegebenen Gruppen aufgebauten Gruppe sich in iibersichtlicher Weise
aufbauen lisst aus den Zyklenzeigern der gegebenen Gruppen.

! Wenn man sich, wie in Nr. 22 unter a), auf »Figuren» beschrinkt, welche bloss in einer
Kugel bestehen, so wird der Satz abgeidindert, inbezug auf Notwendigkeit schirfer, inbezug auf
Hinlinglichkeit weniger besagend. Der so abgeiinderte Satz wurde hier (vgl. Nr. 25) mitbewiesen;
er ist schon bei LUNN und SENIOR 1, 8. 1053 ausgesprochen, zur einen Hilfte (»hinreichend») ist
auch der Beweis mitgeteilt. Die andere Beweishiifte wurde mir durch Herrn Senior freundlichst
mitgeteilt; die Uberlegung ist von der hier in Nr. 25 gegebenen verschieden.

? LUNN und SENIOR, 1, 8. 1053. ‘

! Vgl. W. BURNSIDE, Theory of groups of finite order, 2. ed. (Cambrige 1911), S. 143—144.
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Es seien gegeben die beiden Permutationsgruppen ®, ; bezeichnen wir

bzw. mit
g, h die Ordnung,

7, s den Grad,
@, ¥ den Zyklenzeiger.

Nennen wir ¢;,4,,..s, die Anzahl derjenigen in der Gruppe & befindlichen Per-

iy

mutationen, deren Typus [é, 75, .., %] ist. Dann ist der Zyklenzeiger von ®
I iy gy iy
(Ia33) ¢=Z]291',1‘2...1‘, 1J 9 fr’
@

der Zyklenzeiger von § ist gemiiss (1, 5)

. ' e .
(1, 34) V=i Dl 1S5 S
)
Die durch ® permutierten Objekte seien mit x,, zy, ... ,, die durch 9
permutierten mit ¥, ¥, ... ¥. bezeicbnet. Die Permutationen der beiden Grup-

pen haben bzw. die Gestalt

(1, 35) G=(x" e Yo x) ' H___.(?/n o Y ys)

TR N Y1, . Yoy - .- Yg

Wir wollen nun auns & und § zwei neue Permutationsgruppen aufbauen;
die erste ist sehr einfach gebaut und wohlbekannt, die zweite interessanter.

Das »direkte Produkt> & X . Wihlen wir aus & und £ je eine beliebige
Permutation G bzw. H, was auf gh Arten geschehen kann. Ordnen wir dem

Paar G, H eine Permutation der Objekte x;, x5, ... Xy, ¥y, ¥s ... ¥s Zu, nim-
lich die folgende: '
(9{:1, Tgy « oo Try Yio Yoo - o - ys),
Ty, Tety ... Xrs YU, Yo, ... Y

d.h. fithren wir die beiden in (1, 35) angegebenen Permutationen simultan aus.
Die so aufgestellten gh Permutationen der » + s Objekte bilden offenbar eine
Permutationsgruppe, die wir mit & X § bezeichnen und das direkte Produkt von
® und  nennen wollen. Offenbar ist ® X § intransitiv. Offenbar ist (vgl.

Nr. 17) @y der Zyklenzeiger von & X $.
2336808, Acta mathematica. 68. Imprimé le 29 mai 1937,
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Auf dhnliche Art kann man das direkte Produkt & X § X & X --- beliebig
vieler Permutationsgruppen @&, $, &, ... definieren. Bei dieser Bildung des
direkten Produktes werden die Grade addiert und die Ordnungen, sowie die
Zyklenzeiger multipliziert.

Der »Kranz> & ([H]. Wihlen wir aus ® eine Permutation G, und aus §
insgesamt s Permutationen H,, H,, ... H,, ... H,, uzw. voneinander unab-
hingig (so dass unter den H, auch gleiche vorkommen diirfen); die Wahl kann
auf gh" verschiedene Arten erfolgen. Es sei G durch (1, 35) gegeben; setzen wir

(1, 36) H= ("% ¥ lo=1,2,...7).
Yoo Yoo - - - Yo

Wir betrachten die folgenden, in » Reihen angeordneten rs Objekte:

2i1, &1, .« - . Z1s
(1, 37) 831y Zagy - . . Zogy
zrl, 372, PRI er.
Dem System der 1 + » Permutationen G, H,, H,, ... H,, ... H, wird folgende

Permutation der rs Objekte zugeordnet:

le, PN le, PP Z()l, 292, ‘e . ng, v e e Zrl, e e er

20y o BV o 2oy, Bglony v v Bology v e Brmy oo . Errg].

D.h. G besorgt die Vertauschung der Zeilen des Rechtecks (1, 37), die Grob-
permutation’; G gibt fiir alle Zeilen, auch fiir die ¢-te Zeile an, in welche
¢o'te Zeile sie abgebildet werden soll; es ist die Sache von H, im einzelnen an-
zugeben, in welche s Objekte der o’-ten Zeile die s Objekte der o-ten Zeile iiber-
gehen sollen. Die so aufgestellten gh" Permutationen der rs Objekte bilden
offenbar eine Permutationsgruppe, die wir mit &[] bezeichnen wollen. Als
Name konnte man wihlen: »Der $-Kranz um &».2

! Diese treffende Bezeichnung verdanke ich Herrn R. Remak.

? Geometrisch-kinematisches Beispiel. Ein regelmissiges Polyeder hat r Seitenflichen, jede
Seitenfliche hat e Ecken, und s ist ein bestimmtes Vielfaches von e (auch s=e¢ ist zulissig). Auf
jeder Seitenfliche ist im Mittelpunkt eine #ussere Normale errichtet, und diese Normale dient als
Achse eines Rades. Alle r Riider sind gleich; jedes hat s dquidistante Speichen, und jedes kann
in s verschiedenen Lagen arretiert werden: in jeder Lage weist eine andere Speiche auf eine be-
stimmte Ecke der betreffenden Seitenfliche. Das regelmissige Polyeder habe g Deckbewegungen,
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Die Zeilen des Rechtecks (I, 37) zeigen ein besonderes Verhalten gegeniiber
den Permutationen der Gruppe ®[H]: Wenn durch irgend eine dieser Permuta-
tionen ein Element einer Zeile in ein Element einer anderen Zeile iibergeht, so
gehen bei der genannten Permutation alle Elemente der erstgenannten Zeile in
je ein Element der zweitgenannten iiber: die Zeilen von (1, 37) sind Imprimitive-
tatsgebiete von G [H]. Diejenigen Permutationen von &[], welche jedes dieser
r Imprimitivititsgebiete in sich iiberfilhren (welche als Grobpermutation die
Identitit ausiiben), bilden eine Untergruppe; diese hat die Ordnung A7, ist das
direkte Produkt H X H X -+ X O zu r Faktoren und ist ein Normalteiler von
® (9], wzw. ist ihre Faktorgruppe ®. In Zeichen:

GOI/OXHX - XH=6.

Denken wir die rs Elemente (1,37) als bestimmte Raumstellen und auf
jeder Raumstelle eine Figur aus dem Vorrat [@] aufgestellt; so entsteht die

Konfiguration
(Dn, d)m, e mls,

(Ia 38) q)?l! q)227 e m28»
a)rl, (Dr2, e q)rs.
Jede Zeile in dieser Konfiguration sei eine Teilkonfiguration genannt. Zwei
Teilkonfigurationen

(D()l, (Dgz, e @es und (De'l’, (De'z', e (Dg',g'

sind als #quivalent zu betrachten, wenn es eine Permutation
12 ...8
H={ " :
U Ty ... Ts

(D(”:l= mglll’ @91-22 0912:’ e (D(”s:_ (1)9'8'

in der Gruppe £ gibt, so dass

d.h, Drehungen welche es mit sich selbst zur Deckung bringen; bei diesen Deckbewegungen er-
fahren die r Seitenflichen eine Permutationsgruppe ¢ von Ordnung g und Grad r. Als Deckbe-
wegung eines Rades bezeichne ich eine Drehung von einer Arretierung zu einer anderen; die s
Speichen erfahren bei den Deckbewegungen eine Permutationsgruppe 9; sie ist zyklisch, von Ord-
nung und Grade s. Durch Kombination aller Deckbewegungen des Polyeders und der Rider erfahren
die rs Speichen eine Permutationsgruppe von der Ordnung gs” und dem Grad rs, nimlich die
Gruppe & [9).
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(ob ¢ und ¢  gleich oder verschieden sind, ist hier belanglos). Betrachten wir
alle zu einer gegebenen #dquivalenten Teilkonfigurationen als nicht verschieden,
als dieselbe Grossfigur. Die abziihlende Potenzreihe der aus dem gegebenen
Figurenvorrat [@] zusammensetzbaren verschiedenen Grossfiguren ergibt sich aus
(1,34) wenn darin, im Sinne der Nr. 16, die abzihlende Potenzreihe von (@]
eingesetzt wird. ‘ '

Aus der Struktur der Gruppe ® [§) ist ersichtlich, dass zwei Konfigurationen
von der Gestalt (1, 38) dquivalent oder iniiquivalent inbezug auf & [9)] sind, jenach-
dem die beziiglichen r, auf den r Zeilen aufgestellten Grossfiguren inbezug auf
® dquivalente oder iniquivalente Konfigurationen auf » Stellen bilden. Um die
abzihlende Potenzreihe der inbezug auf & [$] iniquivalenten Konfigurationen
aus s Figuren @ zu erhalten, miissen wir die abzihlende Potenzreihe der in-
bezug auf & indquivalenten Konfigurationen aus » Grossfiguren bilden, also, im
Sinne der Nr. 16, die abzihlende Potenzreihe der Grossfiguren (d.h. die Funk-
tion (1, 34), worin schon fiir / die abzihlende Potenzreihe von [®] eingesetzt ist)
in (1, 33) einsetzen; somit ist, indem

I .l .2 .
(1, 39) Yn =5 2 Wi sy S Som -+ S
(4)
gesetzt wird,
; I 7y 02 i
(1, 40) ¢[w]=b2ymz‘..f,wl (2NN

]

zu bilden, und fiir f die abzihlende Potenzreihe von [®] einzusetzen.

Aus Nr. 25 folgt nun: Der Zyklenzeiger von & [D)] ist der durch (1, 40) ge-
gebene Ausdruck @ (W), worin P, W, . .. Abkiirzungen fiir Polynome in den unab-
héingigen Variablen f,, f,, . .. bedeuten, gemdss (1, 39).

Uber die beiden aus den gegebenen Permutationsgruppen & und $ hier
gebildeten neuen Permutationsgruppen, iiber das »direkte Produkt> und den
»Kranz>, gibt die folgende Tabelle eine Ubersicht:

Gruppe: O] [5) G X9 ® [9]
Grad: r s r+s rs
Ordnung: g h gh gh

Zyklenzeiger: ¢ Y oY o [yl
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II. GRAPHEN.

Definitionen.

28. Es sollen in den niichsten Nummern diejenigen Gebilde, welche die
Chemiker als »Strukturformeln» und »Stereoformeln» zu bezeichnen pflegen, rein
axiomatisch-kombinatorisch beschrieben werden, mindestens soweit, als es notig
ist um den nachfolgenden Anzahlbestimmungen eine feste Grundlage zu ver-
schaffen. Damit diese Beschreibung iibersichtlich und unzweideutig ausfalle, muss
ich etwas weiter ausholen; insbesondere muss ich zu Beginn einige bekannte
Definitionen der Graphentheorie wiederholen, um die Terminologie mit erwiinsch-
ter Deutlichkeit festzulegen. (Es wird dabei Einiges, was in der Einleitung schon
»inoffiziell> gesagt wurde, nochmals »offiziell» ausgesprochen.) Ich werde in der
Terminologie von dem schénen Buche von D. Koénig, das hier als Standard-Werk
gelten mag’, moglichst wenig abweichen. Die wesentlicheren Abweichungen,
welche ich im Interesse der speziellen Zwecke der gegenwirtigen Arbeit vor-
nehmen zu sollen glaubte, werden durch besondere Hinweise hervorgehoben.

29. Was in ausfiihrlicher Terminologie ein »zusammenhingender endlicher
Graph ohne Schlingen» heissen wiirde, sei im folgenden kurz als ein Graph be-
zeichnet. .

Ein Graph ist ein System, das zweierlei Elemente, Punkte und Strecken,
enthiilt; die Elemente sind in endlicher Anzahl; es ist eine Relation, Grundbe-
zichung genannt, zwischen zwei Elementen verschiedener Art, also zwischen einem
Punkt und einer Strecke definiert; dass zwischen dem Punkt P und der Strecke
¢ die Grundbeziehung besteht, wird auch mit den Worten »P begrenzt o» aus-
gedriickt (gelegentlich auch durch andere geometrische Wendungen wie »o endet
in P», »¢ geht von P aus» u.s.w.). Es sind folgende zwei Bedingungen erfiillt:

1. Jede Strecke wird durch zwei verschiedene Punkte begrenzt.

II. Die Elemente des Graphen, Punkte und Strecken, bilden ein vermoge der
Grundbeziehung zusammenhdngendes System. Anders gesagt: Indem man vom Ele-
ment zu eimem damit durch die Grundbeziehung verbundenen Element schreitet, kann
man von einem beliebrgen Element zu einem beliebigen andern fortschreiten.

1 KoN1¢, 1. Der Leser braucht die »Graphentheorie» nicht von Anfang an zu beherrschen;
es geniigt zum ersten Verstindnis des Hauptinhalts dieser Abhandlung, die vorkommenden Aus-
sagen iiber Graphen sich an selbstgezeichneten Figuren »experimentell» klarzumachen.
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Die Bedingung I besagt, dass jede im Graphen auftretende Strecke zu
genau zwei Punkten in der Grundbeziehung steht. Die Anzahl der Strecken,
die zu einem gegebenen Punkte in der Grundbeziehung stehen (durch den Punkt
begrenzt werden), wird durch keine Bedingung eingeengt; es sei ausdriicklich
hervorgehoben, dass sie jede natiirliche Zahl und auch o sein kann. Ein Punkt,
der keine Strecke begrenzt, hingt mit keiner Strecke, also iiberhaupt mit keinem
weiteren Element im Sinne von II zusammen, er muss also, eben wegen dieser
Bedingung II, den ganzen Graphen ausmachen. Ein Graph, der aus einem ein-
zigen Punkt besteht, heisst der Einpunktgraph.!

30. Man betrachte einen beliebigen Graphen; es bezeichne p die Anzahl
seiner Punkte, s die Anzahl seiner Strecken.

Den Fall p=o0, s =0 (den Fall des »Nullgraphen») schliesse ich von der
Betrachtung aus. Wenn s=o0 ist, also keine Strecken vorhanden sind, kénnen
verschiedene Punkte miteinander nicht zusammenhingen; in diesem Falle ist
also, gemiiss der Bedingung II, p = 1 und wir haben den Einpunktgraphen vor
uns. Wenn s=1, so ist, wegen II, p = 2. Es besteht zwischen p und s, wie
man auf Grund der Bedingungen I, II zeigen kann?® die Beziehung, dass die Zahl

(2, 1) s—p+i1=up

nichtnegativ ist; man nennt u die Zusammenhangszahl des Graphen. Einen
Graphen von Zusammenhangszahl o nennt man einen Bawm. Ein Baum ist also
ein Graph, der bei gegebener Punktzahl p méglichst wenig, nidmlich p— 1
Strecken besitat. : '

Ein Punkt, der genau % Strecken begrenzt, wird k-kantiger Punkt genannt.
Ein einkantiger Punkt wird auch als Endpunkt bezeichnet. Es sei pi die Anzahl
der fk-kantigen Punkte; abgesehen vom Falle des Einpunktgraphen ist p, = o.
Es ist

(2,2) Potptpet ot =p,
und wegen der Bedingung I

(2,3) opo+ 1p, +2ps+ - +Ehpp+ - =2s.

! Die Einfiihrung des Einpunktgraphen bedingt die wesentlichsten Abweichungen der hiesigen
von der Konigsechen Terminologie.
? Kon1G, 1, 8. 54.
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31. KEinen vom Einpunktgraphen verschiedenen Baum, wovon ein Endpunkt
als von allen anderen Punkten verschiedenartig aufgefasst wird, nennt man
einen Sefzbaum', den ausgezeichneten, einzigartigen Endpunkt nennt man den
Wurzelpunkt und die einzige durch den Wurzelpunkt begrenzte Strecke den
Stamm des Setzbaumes. Die von dem Wurzelpunkt verschiedenen Punkte eines
Setzbaumes seien als Knolenpunkte® bezeichnet. In den Figuren, welche Setz-
biume darstellen, sollen die Knotenpunkte durch Kreislein, der Wurzelpunkt
durch eine Pfeilspitze angedeutet werden; vgl. Figg. 1, 2, 3.

Biume, an welchen kein Punkt als Wurzelpunkt ausgezeichnet ist, sollen,
wo eine Unterscheidﬁng erforderlich, freie Biume genannt werden.

Es sei P ein Punkt eines Baumes B, und der andere Begrenzungspunkt
einer von P ausgehenden Strecke sei @. Die Punkte P und @ und solche (eventuelle)
weitere Punkte von B, welche mit P ohne die Vermittlung von ¢ nicht ver-
bunden, also bloss durch @ hindurch mit P verbunden werden kénnen, bilden,
zusammen mit den Kanten, welche sie beidseitig begrenzen, einen Baum (Teil-
baum von B), u.zw. einen Setzbaum, als dessen Wurzelpunkt P betrachtet und
dessen Stamm durch P und @ begrenzt wird; dieser Setzbaum heisst ein von
P entspringender Ast von B.? _

Zur FErliuterung dieser Definition sei bemerkt: Wenn B genau p Punkte
enthiilt, so enthalten simtliche von P entspringenden Aste von B zusammen p
oder mehr Punkte, aber genau p — 1 Knotenpunkte. (Vgl. in Fig. 2, () und (8),
die von M entspringenden Aste.)

32. Man kann die Punkte eines beliebigen Graphen in Arten einteilen,
u.zw. willkiirlich, mit der selbstverstindlichen Beschrinkung, dass jeder Punkt
des Graphen genau einer Art angehort; d. h. die Arten sollen zu je zweien
elementenfremd sein und zusammen alle Punkte des Graphen umfassen. (Man
kann Punkte der gleichen Art als Kugeln von gleicher Farbe oder als Atome
desselben chemischen Elements sich vorstellen.)

An Setzbiumen unterscheiden wir zwei Arten von Punkten: Wurzelpunkte
und Knotenpunkte, und es bestehen zwei Beschrinkungen: Ein Wurzelpunkt

! Nicht »Wurzelbaum» (vgl. KoNIg, 1, S. 76). Ich betone, dass nicht ein beliebiger Punkt,
sondern ein Endpunkt des Baumes ausgezeichnet ist.

® Das Wort »Knotenpunkt> hat also eine spezifische Bedeutung, und wird nur fiir Nicht-
‘Wurzelpunkte von Setzbdumen gebraucht, im Unterschied von KoNI1G 1, S. I.

8 Ein Ast wird also immer als Setzbaum betrachtet; hierin liegt ein kleiner Unterschied
von KoNiGg 1, 8. 70.
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muss der einzige seiner Art und ein einkantiger Punkt sein. Im allgemeinen
Falle bestehen keine derartigen Beschrinkungen, die Einteilung der Punkte in
Arten kann willkiirlich erfolgen, sie braucht insbesondere Nichts mit der Kanten-
zahl zu tun haben. Wenn es so viel Arten gibt als Punkte, wenn also je zwei
verschiedene Punkte verschiedenartig sind, so kann man von einem Graphen
mit sndividuell verschiedenen Punkten sprechen. Diesem #dussersten Fall ist der-
jenige entgegengesetzt, in welchem alle Punkte des Graphen gleichartig sind.

33. EKin ZX-kantiger Punkt P eines Graphen bildet zusammen mit den £
durch ihn begrenzten Strecken einen Kantenkranz!, und der Punkt P heisst das

Zentrum des Kantenkranzes. Wir wollen die % vom Zentrum auslaufenden
Kanten mit 1, 2, 3,... % numerieren. Ich will einige Auffassungen, welche bei
dieser Numerierung in Frage kommen konnen, aufzihlen.

a) Wir denken uns den Kantenkranz in der Ebene gelegen, die Strecken
geradlinig aus dem Zentrum auslaufend. Wir numerieren die Strecken in der
Reihenfolge, in welcher sie von einem beweglichen Punkt angetroffen werden,
der das Zentrum gegen den Uhrzeigersinn laufend umkreist. Je nach dem
Sektor der Ebene, worin der bewegliche Punkt zu laufen anfingt, kénnen wir &
verschiedene Numerierungen erhalten. Diese % verschiedenen Numerierungen

! Nicht »Stern», vgl. KONIG 1, 8, 50. Ich betone, dass zu einem Kantenkranz nur ein
Punkt gehort; ein Kantenkranz ist kein Graph, da die dazugehorigen Strecken nur einseitig be-
grenzt sind.
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werden ineinander iiberfiilhrt durch die Permutationen einer Gruppe von Ordnung
und Grade £, der zyklischen Permutationsgruppe 3.

b) Es sei k==4. Wir wollen uns das Zentrum des Kantenkranzes als im
Mittelpunkt eines reguliiren Tetraeders gelegen und die vier davon ausgehenden
Strecken als gegen die vier Eckpunkte des Tetraeders gerichtet vorstellen. Wir
geben jeder Strecke die gleiche Nummer wie der entsprechenden Ecke des
Tetraeders, und wir numerieren die Tetraederecken so, dass das Tetraeder rechts-
wendig wird. (D.h. es soll eine Person, die entlang der Tetraederkante 1,2
mit dem Kopf in 1 und den Fiissen in 2 liegt und die Tetraederkante 3,4 vor
sich hat, 3 zur Linken und 4 zur Rechten haben.) Auf diese Weise konnen
wir die 4 Strecken des Kantenkranzes auf 12 verschiedene Artem numerieren.
Wie man sich iiberzeugen kann, bleibt bei einer geraden Permutation der
urgpriinglichen Nummern die Numerierung rechtswendig, sie geht aber bei
einer ungraden Permutation in eine entgegengesetzte, linkswendige iiber.” Es
werden somit die 12 verschiedenen Numerierungen durch die 12 Permutationen
der alternierenden Gruppe vom Grade 4, der Gruppe ¥, ineinander iiberfiihrt.

¢} Wir betrachten wieder einen allgemeinen Kantenkranz mit # Kanten,
u. zw. betrachten wir ihn topologisch, d.h. ohne Riicksicht darauf, ob er in der
Ebene oder im Raum oder sonstwo gelegen ist. Dann sind alle méglichen %!
Numerierungen, welche durch die Permutationen der symmetrischen Gruppe &
ineinander iiberfithrt werden, gleich zuliissig.

Zusammengefasst: Jenachdem wir den Kantenkranz »eben», »>rdumlich»
oder »topologisch» auffassen, ist fiir die Permutation der Nummern die Gruppe
B, A, oder & zustindig. Man beachte, dass nach erfolgter Numerierung der
Kanten und Festlegung der zustindigen Permutationsgruppe die anschauliche
Bedeutung der Worte »eben» und »riumlich» ausgeschaltet und die Betrachtung
rein kombinatorisch weitergefithrt werden darf.

34. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Hauptpunkt. Wir kin-
nen jetzt kurz und vollstindig, losgelost von jeder Spezialisierung und doch auf
eine Reihe von Spezialfillen passend erkliiren, wann zwei Graphen als verschieden,
wann sie als nichtverschieden anzusehn sind. Statt nichtverschieden gebrauche
ich anch das Wort »kongruent», statt verschieden »inkongruent».

Es liegen zwei Graphen G und G’ vor, von beiden sind die Punkte in

! Die 12 geraden Permutationen der 4 Tetraederecken entsprechen den Rotationen, welche
das reguléire Tetraeder mit sich selbst zur Deckung bringen.

24-—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 29 mai 1937,
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Arten eingeteilt, von beiden sind die Kanten aller Kantenkriinze numeriert?,
fir jedes k (k=1, 2, 3,...) ist eine Gruppe & erklirt, die fiir die k-kantigen
Kantenkriinze zustindig ist. Die Graphen G und G’ heissen dann und nur
dann kongruent, wenn eine eindeutige und eindeutig wmkehrbare Abbildung von G
auf G’ existiert, durch welche '
(I) jede Strecke in eine Strecke abgebildet wird,

(IT) jeder Punkt in einen Punkt von der gleichen Art abgebildet wird,

(ITI) dée Grundbeziehung erhalten bleibt, und

(IV) in jedem Kantenkranz eine zur zustindigen Gruppe gehirige Permutation

der Kantennummern induziert wird.

Die beiden letzten Bedingungen werden unten niher erklirt. — Fine Ab-
bildung der beschriebenen Art von G auf G wollen wir eine kongruente Ab-
bildung nennen. Awuch zwei Elemente, deren Aufeinanderabbilden bei einer kon-
gruenten Abbildung nicht a priori durch ihre Natur ausgeschlossen ist, kann
man als einander kongruent bezeichnen und in diesem Sinne {(I), (IT)] sagen:

Irgend zwer Strecken sind einander kongruent.
Gleschartige Punkte sind einander kongruent, ungleichartige tnkongruent.

Unter der Bedingung (III), dass die Grundbeziehung erhalten bleibt, ist
natiirlich folgendes zu verstehen: Wenn P und P’ Punkte, ¢ und ¢ Strecken
sind, P und ¢ zu G, P und ¢ zu G’ gehoren, und die Abbildung P in P’ ¢in
¢’ iiberfiithrt, so wird ¢’ dann und nur dann durch P’ begrenzt, wenn ¢ durch P
begrenzt ist.

Die Bedingung (IV) muss ausfiihrlicher erliutert werden. Wenn P das
Zentrum und o6, 6, ... 0y die numerierten Strecken eines k-kantigen, in G
enthaltenen Kantenkranzes sind, so erfolgt die Abbildung dieser % -+ 1 Elemente,
gemiss den Bedingungen (I), (II), (III), auf die %+ 1 Elemente eines Kanten-
kranzes P, 0,, 0,, ... 0, in &, wobei aber die Numerierung der aufeinander
bezogenen Kanten nicht dieselbe sein muss. Erfolgt die Abbildung in der durch
die Pfeile angedeuteten Weise:

P—-P,

’ r ’
0;, >0,, 0;,—™0,, ... O'ik'_)o'k,

! Bei vollstindiger Numerierung der Kantenkriinze erhilt jede Strecke zwei Nummern, die
miteinander Nichts zu tun zu haben brauchen.
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so ist unter der induzierten Permutation

zu verstehen. Es wird die Zugehorigkeit dieser Permutation zur Gruppe G,
welche fiir die kkantigen Kantenkriinze zustindig ist, dureh Bedingung (IV)
gefordert.

Indem man die Bedingungen (I), (II), (III), (IV) nochmals durchgeht, iiber-
zeugt man sich leicht, dass die Kongruenz von Graphen, wie hier definiert, eine
reflexive, symmetrische und transitive Beziehung zwischen Graphen ist. Bei
Bedingung (IV) ist es zu beachten, dass es sich nicht um irgendeine Gesamtheit

sondern um eine Gruppe von Permutationen handelt.

35. Soweit ich sehen kann, ist die erliuterte Definition der Kongruenz
und der Inkongruenz (der Nichtverschiedenheit und der Verschiedenheit) zweier
Graphen wesentlich zur genauen Festlegung des Sinnes, in welchem die chemischen
Formeln, insbesondere die »Stereoformeln» gebraucht werden. Ich beschrinke
mich hier darauf, die Bedeutung der Angzahlen, welche im gegenwirtigen Kapitel
zu berechnen sind, auf Grund dieser Definition festzulegen. Ich will dabei von
der chemischen Terminologie, die erst im nichsten Kapitel eingefiihrt wird,
vorderhand absehen, rein geometrisch-kombinatorisch vorgehen, und auch die
chemisch uninteressante »planare» Auffassung der Graphen zum Vergleich her-
anziehen. .

In der gegebenen Definition der Kongruenz von zwei Graphen stecken
viele Spezialfille. Die Spezialisierung kann nach drei Richtungen vor sich gehen:
Man betrachtet - besondere Graphen, man teilt die Punkte des Graphen auf be-
sondere Weise in Arten ein, man legt die fiir die Kantenkrinze zustindigen
Gruppen auf besondere Weise fest. Den Zwecken dieser dreifaltigen Speziali-
sierung dient die folgende Teruﬁnologie.

Als C-Graph wird ein Graph bezeichnet, von welchem kein Punkt fiinf
oder mehr Strecken begrenzt. In der Bezeichnung der Nr. 30 ist also fiir einen
C-Graphen charakteristisch, dass

(2,4) p5=p6=p7=.“=0’

Als C—H-Graph wird ein Graph bezeichnet, der ausser Endpunkten nur
vierkantige Punkte besitzt, d.h. der Bedingung geniigt, dass

(2, 5) Pp=0, Ps=P3=0, Pp=pPg=p;= ' —0.
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In freien Biumen wollen wir alle Punkte als gleichartig ansehen, wenn
das Gegenteil nicht ausdriicklich hervorgehoben wird (das wird in diesem Kapitel
nur in der Nr. 45 geschehen).

In Setzbiumen wollen wir nur zwei Punktarten unterscheiden: die Knoten-
punkte und den Wurzelpunkt, so dass alle Knotenpunkte als gleichartig an-
zusehen sind, insoferne das Gegenteil nicht ausdriicklich erwihnt ist (wie in
Nr. 43).

Als zustindige Gruppen wollen wir nur die in Nr. 33 betrachteten einfithren.

Wenn fiir die Z-kantigen Kantenkriinze die symmetrische Gruppe &; zu-
stindig ist (k=1,2,3,...), so heissen zwei Graphen, welche im Sinne der De-
finition der Nr. 34 kongruent sind, fopologisch nichtversthieden, und zwei in
diesem Sinne inkongruente topologisch verschieden.

Wenn fiir die k-kantigen Kantenkrinze die zyklische Gruppe 3 zustindig
ist (k=1,2,3,...), so heissen zwei, im Sinne der Nr. 34 kongruente Graphen
planar nichtverschieden, zwei in diesem Sinne inkongruente planar verschieden.!

Fir C—H-Graphen (und nur fiir diese!) kann ein Kongruenzbegriff dadurch
geschaffen werden, dass fiir vierkantige Kantenkrinze die alternierende Gruppe
U, als zustiindig erklirt wird. (Fiir einkantige Kantenkriinze ist die Bedingung
(IV), nach den Bedingungen (I), (IT), (III), nichtssagend, und es gibt ja auch
nur eine Permutationsgruppe vom Grade 1.) Zwei unter der Zustindigkeit von
A, kongruente C— H-Graphen heissen rdumlich nichtverschieden, zwei in diesem
Sinne inkongruente riumlich verschieden.

Die Unterscheidung in freie- und Setzbiume hat mit der Bedingung (IT)
der Nr. 34 zu tun. Fiir freie Biume kann diese so gefasst werden: »Irgend
zwei Punkte sind einander kongruent», und fir Setzbdume so: »Knotenpunkte
sind untereinander kongruent, Wurzelpunkte sind untereinander kongruent, ein
Wurzelpunkt ist keinem Knotenpunkt kongruent». Die Unterscheidung »topo-
logisch», »planar» und »rdumlich> hingt mit der Bedingung (IV) zusammen;
diese ist fiir topologische Graphen eigentlich nichtssagend.

36. Nach den vorangehenden Ausfiihrungen erhalten die in der Einleitung
gegebenen Definitionen der Zahlen 7, und 7, einen vollstindig bestimmten, rein
kombinatorischen Sinn. Die kombinatorische Definition der anderen in der

' Ob bei der Zeichnung eines »planar» aufgefassten Graphen auf einem ebenen Zeichenblatt
Kreunzungen der Kanten, die keinem Punkte des Graphen entsprechen, unvermeidlich sind oder
nicht, ist hier gleichgiiltig: Ein »planar» aufgefasster Graph hat Nichts zu tun mit einem Graphen
vom Geschlecht Null (vgl. KoNte 1, S. 198).
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Einleitung erwihnten Zahlen xn, ¢r, 0n, @n, Rn, Sz hiingt mit den C— H-Biumen
zusammen, weshalb zuniichst diese Gebilde niher erortert werden miissen.

a) Es sei die Anzahl der vierkantigen Punkte eines C— H-Graphen mit »
bezeichnet, also, in der Bezeichnung der Nr. 30, p, = # gesetzt. Die Gleichungen
(2,5), kombiniert mit (2, 1), (2,2) und (2,3) ergeben dann, durch Elimination
von s und p,

(2, 6) p=z2n+2—2p

Insbesondere ist ein C— H-Graph mit # vierkantigen Punkten dann und nur
dann ein C—H-Baum, wenn die Anzahl seiner Endpunkte 2# + 2 und die Ge-
samtzahl seiner Punkte 3#x + 2 ist. Ein C— H-Setzbaum mit # vierkantigen
Punkten hat 2% + 1 von dem Wurzelpunkt verschiedene Endpunkte, also ins-
gesamt 37 -+ 1 Knotenpunkte.

b) Gewisse vierkantige Punkte eines C— H-Baumes heissen asymmetrisch,
nimlich solche, von welchen vier topologisch verschiedene Aste ausgehen. (Der
Punkt M in Fig. 2 (e) ist asymmetrisch.) Ganz gleich lautet die Definition fiir
die asymmetrischen Punkte eines C— H-Setzbaumes, nur muss dies hinzugefiigt
werden: Derjenige von einem bestimmten vierkantigen Punkt P entspringende
Ast, der den Wurzelpunkt des ganzen Setzbaumes enthilt, gilt als von allen 3
anderen Asten verschieden, die demselben Punkte P entspringen: er trigt ja
einen einzigartigen Punkt, dem kein Punkt der 3 andern Aste kongruent ist.
(Der Punkt K des Setzbaumes in Fig. 2 (4) ist asymmetrisch; wiirde der Baum
als frei und nicht als Setzbaum betrachtet, so wire der Punkt K nicht asym-
metrisch.)

Nun zur kombinatorischen Definition der erwihnten Zahlen.

Die Zahlen o5, 0n, x, beziehen sich auf freie C— H-Biume, die Zahlen
Spy Rn, @n auf C—H-Setzbéiume mit » vierkantigen Punkten. BEs bedeutet fiir
freie C— H-Biume (bzw. fir (— H-Setzbiume) mit » vierkantigen Punkten

on (bzw. S,) die Anzahl aller riiumlich verschiedenen,

ox (bzw. R,) die Anzahl aller topologisch verschiedenen,

#n (bzw. @) die Anzahl derjenigen speziellen topologisch verschiedenen,
welche keinen asymmetrischen Punkt besitzen.

(Betreffs die Ubereinstimmung der hier gegebenen kombinatorischen mit den
in der Einleitung gegebenen chemischen Definitionen vgl. Nr. 535.)

Zur Klirung dieser Definitionen seien die folgenden, an und fiir sich wesent-
lichen Zusammenhiinge erwihnt.
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Der Ubergang von ¢, zu x,, wie der von R, zu @, ist Ubergang von einer
Menge zu einer Teilmenge. Daher ist

(2) 7) On = An,y Rn = Qn

Der Ubergang von ¢, zu 0., wie der von R, zu S,, besteht im Wechseln
der zur Beurteilung der vierkantigen Kantenkrinze zustindigen Gruppe, im
Ubergang von &, zu U,. Dass die durch die Abbildung induzierte Permutation
(vgl. Nr. 34, Bedingung (IV)) in der Untergruppe U, liege, ist eine mehr ein-
schriinkende Bedingung, als dass sie in der vollen Gruppe &, liege: Beim Uber-
gang von Gruppe zur Untergruppe kann die Anzahl der nichtiquivalenten Kon-
figurationen nicht abnehmen. Daher ist

(27 8) On = 0n, R, = S,.

37. Es besteht eine, schon von Cayley hervorgehobene, eineindeutige Zu-
_ordnung zwischen topologisch aufgefassten ¢— H-Graphen und C-Graphen, die,
unter Auszeichnung der Setzbiume und der Wurzelpunkte, folgendermassen er-
klirt werden kann: Von einem C—H-Graphen entferne man jeden Endpunkt
und jede Kante, die durch einen Endpunkt begrenzt ist, jedoch mit Ausnahme
des Wurzelpunktes und des Stammes, wenn es sich um einen Setzbaum handelt;
so gelangt man vom C—H-Graphen zum zugeordneten C-Graphen, u.zw. gelangt
man von einem Setzbaum zu einem zugeordneten Setzbaum mit demselben Wurzel-
punkt und Stamm. (Man gehe in Fig. 2 von (¢) zu (y) und von (4) zu (C) iiber.)
Man gelangt vom C-Graphen zum C— H-Graphen zuriick, wenn man jedem Punkt
des C-Graphen mit Ausnahme des eventuell vorhandenen Wurzelpunkts, so viele
(o, 1, 2, 3 oder 4) neue Kanten hinzufiigt, dass ein vierkantiger Punkt entsteht,
und die neu hinzugekommenen Kanten durch neue Endpunkte abschliesst. [Man
gehe in Fig. 2 von (y) zu (&), von (C) zu (4) zuriick.]!

Wenn man diese Zuordnung an den durch ¢, und R, abgezihlten C—H-
Graphen verfolgt, ersieht man leicht die folgende neue Bedeutung dieser Zahlen:
on ist die vom topologischen Standpunkte aus berechnete Anzahl der freien

! Wenn der C— H-Graph n vierkantige Punkte enthiilt, so enthiilt der zugeordunete C-Graph
7n Punkte, falls er kein Setzbaum, und » + 1 Punkte, falls er ein Setzbaum ist. Im ersten Falle
ist # = o auszuschliessen, im zweiten Falle (fiir Setzbiume) ist # = o zuzulassen; bei dieser Uber-
einkunft wird das eineindeutige Entsprechen durchgiingiz und die Betrachtung des Nullgraphen
vermieden. Bei der Riickkehr von den C- zu den C—H-Graphen findet das Hinzuffigen von 4
neuen Strecken zu demselben Punkt nur dann statt, wenn der C-Graph der Einpunktgraph ist.
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C-Béiume mit » Punkten, R, die der C-Setzbiume mit » Knotenpunkten. Anders
ausgedriickt:

on ist die Anzahl derjenigen speziellen topologisch verschiedenen freien
Biume mit » Punkten, deren Punkte hochstens vier Strecken begrenzen;

R, ist die Anzahl derjenigen speziellen topologisch verschiedenen Setz-
biume mit » Knotenpunkten, deren Knotenpunkte hochstens vier Strecken be-
grenzen.

Vgl. hierzu die Definition der Zahlen 7, und 7, in der Einleitung (Nr. 3).
Der Ubergang von 7, zu ¢, wie der von T, zu R, ist Ubergang von einer Menge
Zu einer Teilmeng'e. Daher ist ‘

(2:9) Tn = On, T.= R,.

Setzbiiume.

38. Wir wollen von nun an voraussetzen, dass die fiir die %-kantigen
Kantenkrinze zustindige Gruppe & transitiv ist (fir £=1, 2, 3, ...). Diese
Voraussetzung trifft ja zu fiir die Gruppen S, 8¢, U,, welche bzw. die topolo-
gische, die planare und die rdumliche Auffassung charakterisieren.

Der Stamm eines Setzbaumes S wird durch zwei Punkte begrenzt; der eine
ist der Wurzelpunkt, der andere sei Hauptknotenpunkt oder kurz K genannt, vgl.
Fig. 2 (A). Es sei K ein kkantiger Punkt. Von den % Asten, die aus K ent-
springen (Nr. 31), enthilt einer (der in gewohnlicher Sprache nicht Ast heissen
wiirde) den Stamm und den Wurzelpunkt von §; die iibrigen £ — 1 Aste wollen
wir die Hauptdste des Setzbaumes S nennen. Wir wollen die Hauptiiste numerie-
ren: Jeder Hauptast enthilt eine bestimmte von K auslaufende Strecke, welche, -
als zuom Kantenkranz vom Zentrum K gehorig, eine Nummer trigt; diese Nummer
sei dem betreffenden Hauptast zuoerteilt.

Ich behaupte, dass man einen zu S kongruenten Setzbaum S finden kann,
dessen Hauptdste mit 1, 2, ... {(k — 1) numeriert sind. Dies beruht auf der Tran-
sitivitit der Gruppe ®:. Diese enthilt nimlich eine Permutation, welche die-
jenige Nummer, die bei Numerierung des Kantenkranzes um K dem Stamme von
S zufillt, in % {iiberfihrt; man iibe diese Permutation auf die Numerierung
des Kantenkranzes aus und lasse sonst Alles an S unveriindert; der dabei ent-
stehende Setzbaum S hat die verlangten Eigenschaften (vgl. Nr. 34, insbeson-
dere (IV)).
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39. Wir wollen nun Setzbdume betrachten, deren % — 1 Hauptiiste die
Nummern 1, 2, ... (k— 1) tragen. Wir wollen die Hauptiste des Setzbaumes S,
richtig numeriert, mit @,, @,, ... @;_; bezeichnen, und wir ordnen S die Kon-
figuration seiner Hauptiste

(@,, ©,, ... D)

zu. Das Wort »>Konfiguration» wird hier in demselben Sinne gebraucht, wie in
Nr. 11%); kongruente Hauptiste werden als gleiche, inkongruente Hauptiste als
verschiedene Figuren betrachtet. Da jeder Hauptast als ein Setzbaum aufzufassen
ist (Nr. 31), umfasst der Figurenvorrat alle (zu je zweien inkongruente) Setzbiume.

Zwei Setzbiume, deren Hauptiste dieselbe Konfiguration bilden, sind, im
Sinne der Definition der Nr. 34, sicherlich kongruent.? Kounnen verschiedene
Konfigurationen der Hauptdste zu kongruenten Setzbdumen gehdren?

Es sollen fiir den Setzbaum S’ die Buchstaben K’ ¥, @, @), ... @i die-
selbe Bedeutung haben, wie K, &, @,, @,, ... @y fir S. Wenn S und § zu-
einander kongruent sind (vgl. Bedingungen (I), (II), (IT1), (IV) in Nr. 34), so muss
in einer kongruenten Abbildung der Wurzelpunkt von S dem Wurzelpunkt von
S’, der Stamm von S dem Stamm von 8 und der Punkt K dem Punkt K’ ent-
sprechen, und somit ist #=4%". Da in der Numerierung des Kantenkranzes um
K bzw. um K’ beide Stimme dieselbe Nummer % tragen, muss die induzierte
Permutation die Gestalt '

(2, 10) (1 ?...(k—-l) k)

2, %y ... Tk k

haben und sie muss der Gruppe ®; angehsren [Nr. 34, (IV)]. Schliesslich muss
{(kongruente Hauptiste sind als Figuren betrachtet identisch)

(2, 11) V=0, O,=0, ... Oy=0,
sein.

Die Permutation (2, 10) gehort zu &, u.zw. zu derjenigen Untergruppe von
&y, welche £ fest ldsst; diese Untergruppe, welche wir als eine Permutations-

! Wir konnen, wenn wir die in Nr. 11 hervorgehobene riumliche Vorstellung beibehalten
wollen, den k — 1 von K verschiedenen Endpunkten der k — 1 Hauptéiste &k — 1 bestimmte Raum-
stellen zuweisen.

? Zur ausfithrlichen Begriindung dieses Schlusses muss man zwei Setzbiume S und S’ be-
trachten, deren gleich numerierte Hauptiiste aufeinander kongruent abgebildet sind, und aus diesen
k—1 Abbildungen eine kongruente Abbildung von S auf S’ konstruieren. Ich iibergehe die Einzel-
heiten und ich werde mir dihnliche Ersparungen auch im folgenden erlauben.
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gruppe vom Grade ¥ — 1 auffassen wollen [sie permutiert 1, 2, ..., (£ — 1)}, beisse
kurz die zustindige Untergruppe. Das Bestehen der Gleichungen (2, 11) kann man
jetzt, mit der Ausdrucksweise der Nr. 11, so aussprechen: die Konfigurationen
(@, @y, ... Or) und (@, @,, ... Dr_,) sind inbezug auf die zustindige Unter-
gruppe dquivalent. '

Wenn man das Uberlegte nochmals, in umgekehrter Reihenfolge durchliuft,
erhidlt man das Resultat: Zwei Setzbaume sind dann wund nur dann einander
kongruent, wenn sie gleich wviel Hauptiste haben, und die Konfigurationen threr
Hauptiste inbezug auf die zustindige Untergruppe einander dquivalent sind.

Jenachdem die zustindige Gruppe &g, A, oder i, ist die zustindige
Untergruppe ©,—;, Ay =237, bzw. €. Diese Fiille spielen eine Rolle im fol-
genden.

40. Wir betrachten jetzt die C— H-Setzbiume mit » vierkantigen Punkten;
die Anzahl der topologisch verschiedenen haben wir mit R,, die der rdumlich
verschiedenen mit S, bezeichnet; die Anzahl der planar verschiedenen soll P,
.heissen.

Der Hauptknotenpunkt eines C— H-Setzbaumes ist entweder ein Endpunkt
oder vierkantig.

Wenn der Hauptknotenpunkt K ein Endpunkt ist, so besteht der ganze
Setzbaum aus K, aus dem Wurzelpunkt und aus dem Stamm, der diese beiden
Punkte verbindet; es gibt keine vierkantigen Punkte, es gibt keine Hauptiste.
Es gibt auch nicht zwei inkongruente Setzbiiume dieser Art; hierbei ist gleich-
giiltig, ob wir die Kongruenz topologisch, riumlich oder planar auffassen. Hs

ist somit

(2, 12) Ry=8,=P,=1.

Wenn der Hauptknotenpunkt des C'— H-Setzbaumes § vierkantig ist, so
hat § drei Hauptiste, und diese enthalten zusammen genau einen vierkantigen
Knotenpunkt weniger als § allein enthilt. Es gibt somit genau gleich viele

inkongruente C— H-Setzbiume mit » vierkantigen Knotenpunkten als

inbezug auf die zustindige Untergruppe iniquivalente Konfigurationen von
drei C— H-Setzbdumen, welche zusammen % — 1 vierkantige Knotenpunkte ent-
halten

vorausgesetzt, dass n=1 ist. (Vgl. Fig. 2, (4) und (B); jenachdem wir die

Kongruenz topologisch, rdumlich oder planar auffassen, kann man aus 3 gege-
25—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 31 mai 1937,
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benen, voneinander verschiedenen Hauptiisten 1,2 oder 6 verschiedene Konfigura-
tionen, also verschiedene Setzbiume mit vierkantigen Punkten bilden.)

Jenachdem die Kongruenz topologisch, riumlich oder planar aufgefasst
wird, werden die C— H-Setzbiume durch die Potenzreihen

r@) =D Bua",  slx)= D Sna"  plx)= D Pua”
0 0 0

abgezihlt, heisst die zustindige Untergruppe
Ss, U, €,
und ist der Zyklenzeiger dieser Untergruppe (vgl. Nr. 21)

it 3fifitefs fitz2f s
6 ! 3 ’ fl'

Entsprechend diesen drei Fillen erhalten wir drei Gleichungen, indem wir die
kurz vorher genau auseinandergesetzte Beziehung: »Anzahl der inkongruenten
Setzbidume ist gleich der Anzahl der iniquivalenten Konfigurationen von 3 Setz-
biumen» mit den abzihlenden Potenzreihen ausdriicken, auf Grund des Haupt-
satzes des Kap. I (Nr. 16), und die Sonderstellung des Falles #» = o beriick-

sichtigen:
- o= By 4 7 7)) 2r(eY)
(2, 14) s(e) = 8, + o 2L F 280

(2, 15) plx)=P, + zp(x)’

41. Es ergeben (2,13) und (2, 14), mit Riicksicht auf (2, 12), die ange-
kiindigten Funktionalgleichungen (4) bzw. (7). Es ergibt (2, 15) mit (2, 12) eine
trinomische Gleichung 3-ten Grades zur Bestimmung von p(z), welche bekannt-
lich! durch die Reihenentwicklung ‘

plr)=1 +n2:1(n3f1)%n’

! Vgl. z.B. G. POLYA und G. 8zZEGO, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis (Berlin 1925)
Bd. 1, Aufg. III 211, 8. 125 u. 8. 30I.
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befriedigt wird. Folglich ist

(2, 16) Pn=‘-('3" )

n\n—1

Man beachte noch, dass der Ubergang von S, zu P, dem Ubergang von
A, zu €, von der Gruppe zur Untergruppe entspricht; somit erhiilt man [dhn-
lich, wie (2, 8)]
(2,17) 8 = P

42. Wir bleiben bei den C-— H-Setzbiumen mit n vierkantigen Knoten-
punkten und betrachten die topologisch verschiedenen unter ihnen, welche genau
o asymmetrische Punkte haben; ihre Anzahl sei R,,. Offenbar ist

(2) 18) -Rno + Rnl + an + = Rn,
und gemiss einer fritheren Definition (Nr. 36)

(21 19) Rno = Qn-

Wir setzen

(2, 20) i

Ry 2™ a——z xn(RnO + Rnl?/ + Rn2y2 + ):: (D(Z’, y)

=0

||Ms

Offenbar ist
(2, 21) Ry= Ry =1.

Setzen wir also # = 1 voraus und betrachten die in der Gesamtanzahl R, ent-
haltenen Setzbiume. Jedem solchen Setzbaum entspricht die Konfiguration
seiner 3 Hauptiiste, u.zw., da jetzt die Untergruppe &, zustindig ist, kommt
es nur darauf an, welche Setzbdume als Hauptiste auftreten, und es kommt
auf die Numerierung nicht an; d.h. es kommt bloss auf die Kombination der
drei Hauptaste an.

Fiir einen in der Anzahl R,, enthaltenen Setzbaum liegt einer der beiden
folgenden Fille vor:

1) Der Hauptknotenpunkt K ist kein asymmetrischer Punkt; in diesem Falle
sind die 3 Hauptiste nicht alle voneinander verschieden und sie enthalten zusam-
men ¢ asymmetrische Punkte.
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2) Der Hauptknotenpunkt K ist ein asymmetrischer Punkt; in diesem Falle
sind die 3 Hauptiste alle verschieden und sie enthalten zusammen ¢ — 1 asym-
metrische Punkte.

In beiden Fillen enthalten die 3 Hauptiste zusammen » — 1 vierkantige
Knotenpunkte. Unter Beriicksichtigung der Sonderstellung von # = o erhalten
wir auf Grund der in Nr. 23 zusammengestellten Resultate [es kommt (2 S;—;)
fiir Fall 1) und (¥; — S;) fiir Fall 2) in Betracht|, dass

(2, 22) O, y)=1+20(x, y) ®% 9% +

+ 2y Oz, y)’ — 3D, y) tg(xg, ¥ + 205 )

Nun ist, wegen (2, 18), (2, 20), (3)

(2, 23) Dz, 1)=r(x)
und wegen (2, 19), (2, 20), (6)

(2, 24) @ (z, o) = q ().

Es geht, in der Tat, fiir y =1 die Funktionalgleichung (2, 22) in (4) iiber, und
fiir y =0 in die angekiindigte Gleichung (8).

43. Jetzt schreiten wir zur Betrachtung von beliebigen Setzbiumen mit
insgesamt 7 Knotenpunkten; die Anzahl der topologisch verschiedenen haben
wir mit 7T}, bezeichnet, die der planar verschiedenen soll P, heissen. Neben der
abziihlenden Potenzreihe (2) betrachten wir noch

pla)=P,x + Pya® + Pya® + -,
Es ist leicht zu sehen [dieselbe Figur wie zu (2, 12)], dass
(2, 25) T,=P,=1.

Wenn 7= 2, so hat der Setzbaum Hauptiiste; bezeichnen wir ihre Anzahl, wie
in Nr. 38, mit £ — 1. Diese # — 1 Hauptiiste enthalten zusammen n — 1 Knoten-
punkte; die fir ihre Konfiguration zustindige Untergruppe ist ©;—; oder &y,
jenachdem es sich um 7T, oder P, handelt. Die Anzahl der inbezug auf Sy,
in#quivalenten, fiir 7', massgebenden Hauptastkonfigurationen erhilt man, gemiss
Nr. 16, als den Koeffizienten von 2! in derjenigen Reihe, die durch Einsetzen
von t(x) in den Zyklenzeiger von ©;—; hervorgeht; vgl. die Formel (1, 12) und



Anzahlbestimmungen fiir Gruppen, Graphen und chemische Verbihdungen. 197

fiir Spezialfille die Nr. 21. — Die Anzahl der inbezug auf €;—; iniquivalenten,
fir P, massgebenden Hauptastkonfigurationen ist der Koeffizient von 2! in
der Reihe ¢(z)*~!. Indem man k=2, 3, 4, ... setzt und die Sonderstellung
von n =1 nebst (2, 25) beriicksichtigt, erhilt man

t(x)® + t(x?) +xt(m)3 + 3t(x)t(x?) + 2 t(x®) -

(2,26) tx)=a+ztlx)+2 . G e

(2, 27) ple)=x+zplx)+xp@)?+zpx)®+ -

Die linken Seiten zdhlen die inkongruenten Setzbdume auf, die rechten Seiten
zihlen die nach der zustindigen Untergruppe iniignivalenten Hauptastkonfigura-
tionen auf; diese sind Konfigurationen von Setzbiumen der gleichen Sorte und,
nach Nr. 39, gleich zahlreich, wie die inkongruenten Setzbiume.

Es ist (2, 26) die in der Einleitung angekiindigte Formel (1”). Man nehme
in Formel (1, 11) eine doppelte Spezialisierung vor: Erstens setze man f(z, y, z)=1(x)
und dementsprechend

Qg0 =0, aroo =Tk, @arm=o0 fir I + m > o;

zweitens setze man # = 1; dann erhilt man aus dem Vergleich der 1-ten, 2-ten

und 3-ten Zeile von (1, 11) auch die beiden anderen angekiindigten Gleichungen
(1) und (1').
Es ist (2,27) mit einer Gleichung 2-ten Grades fiir p(x), nimlich mit

pla)—plf==z
gleichbedeutend, welche, wie man leicht findet, durch die Reihenentwicklung
_ b 2n — 2\ "
pla)=>2) ( n—:) -

befriedigt wird. Folglich ist
— 2n—2
(2, 28) P, = i( )

Der Ubergang von T, zu P, entspricht dem Ubergang von &i—1 zu €p—y, also
von Gruppe zu Untergruppe; somit erhilt man [ihnlich wie (2, 8) und (2, 17)]

(2, 29) Tw < P,.

IA
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Der Ubergang von I_’3n+1 zu P, ist ein Ubergang von Menge zur Untermenge;
daher ist (dass kein Widerspruch mit (2, 16) und (2, 28) vorliegt, ist leicht direkt

zu sehen) _
P3n+l g Pn

44. Die Anzahl der topologisch verschiedenen C-Setzbdume mit » Knoten-
punkten ist~ R, (fir »=1), wie wir es in Nr. 37 gesehen haben. Man sieht
leicht, dass

R =1
[wie (2, 25). Wenn n = 2, besitzt der C-Setzbaum Hauptiiste, u.zw. 1, 2 oder 3
Hauptiiste. Die Uberlegung, welche zu (2, 26) gefithrt hat, ergibt fiir die Reihe

Rix+ Ryx® + Rya® + -+ =7r(x)— 1 =yg(x)
die Funktionalgleichung

(2,30) gle)—z+zg()+ 2@ 06 9@t 39()e) + 29

2 6

Die rechte Seite von (2,30) enthilt nur vier Glieder, welche den fiir C-Setz-
biume moglichen vier Fillen entsprechen: Es gibt o, 1, 2 oder 3 Hauptiste.
(Dagegen enthilt die rechte Seite von (2, 26) unendlich viele Glieder.) Wenn man
g@)=r(@)—1 in (2,30) einsetzt, erhilt man, wie es vorauszusehen ist, die
Gleichung (4).

Eine leichte Verallgemeinerung der Uberlegung zeigt, dass alle Gleichungen,
welche aus (2, 26) oder (2, 27) dadurch entstehen, dass auf der rechten Seite nur
ein Teil der von x verschiedenen Glieder zuriickbehalten wird, abzihlende Po-
tenzreihen fiir einfach charakterisierbare Sorten von Setzbiumen liefern.!

”

45. Jetzt wollen wir die Gestalten (1') und (1”7 der Gleichung (1) noch
von einer anderen Seite her beleuchten. Wir betrachten freie Biume mit »
Punkten, u.zw. mit » individuell verschiedenen Punkten; die Anzahl der topo-

logisch verschiedenen heisse @, Diese Anzahl a«, wurde zuerst von Cayley und

! 8o entsteht z. B. aus (2, 27) durch Zuriickbehaltung von bloss einem von x verschiedenen
Glied die Gleichung ¢(x) = z + x¢(x)?, deren Loésung diejenigen planar verschiedenen Setzbiume
mit # Knotenpunkten abz#hlt, welche nur ein- und dreikantige Punkte besitzen. Das Resultat
findet sich schon bei CAYLEY, 2. Vgl. F. LEvI, Christiaan Huygens, 2 (1922), 8. 307—3I4, unter
Nr. 5, ferner A. ERRERA, Mémoires de I’Académie royale de Belgique 11 (1931) S. 1—26, unter
Nr. 15—16. An beiden Stellen ist auch das Resultat (2, 28) in anderer Gestalt zu finden und
Untersuchungen iiber freie planare Biume.
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nachher von anderen berechnet!; hier soll a, auf eine {meines Wissens) neue
Weise berechnet werden.

Aus jedem freien Baum der betrachteten Sorte kann man einen Setzbaum
dadurch erhalten, dass man irgendeinem der » Punkte eine neue Strecke anhingt
und deren neuen Endpunkt als Wurzelpunkt erklirt; man erhidlt auf diese Art
aus jedem freien Baum, wegen der individuellen Verschiedenheit der Punkte, »
verschiedene Setzbiume. Bezeichnen wir mit A, die Anzahl der topologisch ver-
schiedenen Setzbdume mit n individuell verschiedenen Knotenpunkten; das vorange-
hende zeigt, dass

(27 31) An:nan.
Offenbar ist
(2, 32) A =1

Betrachten wir diejenigen in der Anzahl A,,; enthaltenen Setzbiume, die
den folgenden 2 Bedingungen geniigen:

1) die Rolle des Punktes K (des Hauptknotenpunktes) spielt der »rote Punkt»;
2) es entspringen 3 Hauptiste aus K.

(Ich sage in konkreter Sprache »der rote Punkt» anstatt »ein bestimmter Punkt»,
und ich nehme nur beispielshalber 3 Hauptiste.) Wenn die drei von K ent-
springenden Hauptiiste bzw. ¢, j und £ Knotenpunkte tragen, so ist

(2, 33) v+ 7+ Ek=n
Es ist auf
n!
A E

Arten moglich, die » individuell verschiedenen Knotenpunkte auf drei Klassen,
welche bzw. 7, j, k¥ Individuen umfassen, zu verteilen; ist einmal diese Verteilung
vorgenommen, so kann der erste Hauptast anf A;, der zweite auf 4;, der dritte
auf A; verschiedene Arten gewihlt werden, und wir erhalten, die Summation
auf alle positiven Losungssysteme von (2, 33) erstreckt,

Z !k!A‘AA‘

i+j+k~—

! CAYLEY, 8. O. DziosEk, Sitzungsber. d. Berliner Math. Ges. 16 (1917), 8. 64—67. H.
PRUFER, Archiv d. Math. u, Physik (3) 27 (1918), 8. 142—144.
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Konfigurationen von Hauptisten; von denselben sind je 3! inbezug auf &, dqui-

valent!; somit erhalten wir

1 n!
(2’ 34) ‘ gi Z -——-!‘_k‘!AiAjAk

2!
irjrb=n® Y

inbezug auf &, iniquivalente Konfigurationen von Hauptiisten, d. h. ebensoviele
in Apy1 aufgeziihlte Setzbiiume, welche den Bedingungen 1), 2) geniigen; heben
wir 1) auf, d. h. setzen wir an Stelle des »roten» Punktes alle #» + 1 verschiedenen,
so erhalten wir (» + 1)-mal die Anzahl (2, 34), und heben wir auch 2) auf, d.h.
betrachten wir beliebig viele Hauptiste, so erhalten wir iiberhaupt alle in A+
aufgezihlten Setzbiume, d.h. es ist

n 1

(27 35) An+1 = (72 + I)An + 1

n!

+j=n

n+1 @ n! )
+ 3' Z WWCTAZAJAL‘I‘ T,

itijt+k=n

die Glieder auf der rechten Seite entsprechen den verschiedenen moglichen Fillen

von I, 2, 3, ... Hauptéisten. Fihren wir die erzeugende Funktion
Az Ayt Agx®
S ==t

ein und beriicksichtigen wir auch den Fall, in welchem kein Hauptast vorhanden
ist, vgl. (2, 32), so erhalten wir

ey, Sy

2! 3!

(2, 36) S =z +afl@)+x PR

es ergibt niimlich der Vergleich des Koeffizienten von z"*! links und rechts in
(2, 36) die durch (n + 1)! dividierte Gleichung (2, 35) (fiir » + 1 = 2). Nun wird
(2, 36), d. h.

(2, 37) Sflx) =z e/

bekanntlich® durch die Reihenentwicklung

! Wegen der individuellen Verschiedenheit der Knotenpunkte kann keine Vertauschung der
Hauptiiste (ausser der identischen Permutation!) deren Konfiguration in sich iiberfithren.
? Vgl. z.B. POLYA u. SzZEGO a.a. O., Fussnote 8. 194, Bd. 1, Aufg. IIT 209, 8. 125 u. 8. 301I.
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L (e (na
f(a,)—I! + 2tz ot nln *
befriedigt. Somit ist
(2, 38) A, =n""1
und, wegen (2, 31),
oy = 0"

letzteres ist das merkwiirdig einfache Resultat von Cayley.

Der Ahnlichkeit der beiden Gleichungen (2, 36) und (1”) [oder (2, 37) und
(1')] entspricht ein Zusammenhang zwischen den Anzahlen 4, und 7, Nimmt
man einen in 7', aufgezihlten, topologisch aufgefassten Setzbaum mit » gleich-
artigen Knotenpunkten, und gibt man den % Knotenpunkten nachtriglich indi-
viduelle Bezeichnungen, so erhiilt man einen in A, aufgezihlten Setzbaum; ver-
tauscht man die Bezeichnungen auf alle méglichen %! Arten, so konnte man mog-
licherweise nicht lauter topologisch verschiedene in A, aufgezihlte Setzbiume
erhalten.! Somit ist

(2, 39) n! To= Ap— n—1.
und dhnlicherweise

(2, 40) nl T, Z ap = n""2,

Freie Biiume.

46. Es sei B ein Baum, der » Punkte besitzt. Wir teilen die Punkte von
B in zwei Klassen ein, in gewShnliche Punkte und Ausnahmepunkte. Ein Punkt

P von B heisst gewohnlich, wenn von P ein Ast entspringt, der mebr alsg

Knotenpunkte besitst; Ausnahmepunkt heisst ein Punkt, der nicht gewdhnlich
ist. Es besteht der folgende, von C. Jordan herrithrende Satz®:

Ein Baum mat n Punkten hat entweder ernen Ausnahmepunkt oder zwei Aus-
nahmepunkte.

Wenn es nur einen Ausnahmepunkt M gibt, so entspringt in M kein Ast, der

g oder mehr Knotenpunkte hdtte.

Wenn es zwei Ausnahmepunkte M, und M, gibt, so ist die Zahl n gerade, es

! Die Prizisierung eines dhnlichen Schlusses wird in Nr. 54 a angedeutet.
? JorpaN 1. Vgl Konic 1, 8. 70—7s.

26-—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 31 mai 1937.
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entspringt sowohl in M, wie in M, genau ein Ast mit ;Z Knotenpunkten und eine

gewisse Strecke des Baumes wird durch M; und M, begrenzt.

>

(o) -]
A
e

Biume mit einem einzigen Aus-
nahmepunkt heissen zenfrisch und der
Ausnahmepunkt heisst das Zentrum
des Baumes, Biume mit zwei Aus-
nahmepunkten heissen bizentrisch, die
(ﬁ ) beiden "Ausnahmepunkte die Bizentren,
die sie verbindende Strecke die Achse
des Baumes.! (Es stellt Fig. 2 ()

einen zentrischen, Fig. 3 () einen bi-

VAN
777

///>T

zentrischen Baum dar.) Der einfachste

Fig. 3. zentrische Baum ist der Einpunktgraph,

er besteht bloss aus dem Zentrum.

Der einfachste bizentrische Baum hat zwei Punkte; er besteht aus den beiden
Bizentren und der sie verbindenden Achse.

47. Bei einer kongruenten Abbildung des Baumes B auf den Baum B’
soll dem Punkt P von B der Punkt P’ von B’ entsprechen; dann entspricht
jedem von P entspringenden Ast von B ein von P’ entspringender Ast von B,
uzw. ein Ast, der gleich viele Knotenpunkte trigt (Nr. 34, (I), (IL), (ILT); (IV)
spielt noch keine Rolle). Hieraus ersieht man: Bei kongruenter Abbildung ent-
spricht einem Ausnahmepunkt ein Ausnahmepunkt; ein zentrischer Baum kann
nur einem zentrischen, ein bizentrischer nur einem bizentrischen Baume kon-
gruent sein.

Daher kénnen und wollen wir bei Bestimmung der Anzahlen die zentrischen
und bizentrischen Biume getrennt behandeln. Anzahlen zentrischer Biume sollen
mit einem, Anzahlen bizentrischer mit zwei Strichen unterschieden werden. Unter
den in den Anzahlen On, On, Tn enthaltenen freien Bdumen seien bzw. ¢'n, o', Tn

zentrisch und ¢y, oy, @, bizentrisch, so dass
4 ”?” ’ 4 ’ "
(2741) On=0n+ 00, On=0n+ 0n, Tn=7Tn+ Ty.

Wir definieren g, als die Anzahl derjenigen topologisch verschiedenen freien C— H-

! Kon16 1, 8. 73 gebraucht die (hier nicht nétigen) priziseren Namen Massenzentrum, Mas-
senbizentren, Massenachse.
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Biume mit » vierkantigen Punkten, welche genau e asymmetrische Punkte ent-
halten; unter diesen Biumen sollen ¢'n, zentrische und g, bizentrische sich be-
finden, so dass

(2, 42) Ona = Ona + Ona,
(2, 43) = 0no + @no,
O0n=0no+ On1+ @n2+ .
48. Es set B ein bizentrischer Baum mit » Punkten, M, und M, seine
Bizentren, @, derjenige von M, @, derjenige -von M, entspringende Ast, der g

Knotenpunkte trigt, und es sollen M’,, M',, @,, @, die analoge Bedeutung fiir
den Baum B’ haben; vgl. Fig. 3. Es sind B und B’ dann und nur dann kon-
gruent, wenn der eine der beiden folgenden (sich nicht mit Notwendigkeit aus-
schliessenden) Fiille vorliegt: Entweder ist @, mit @', und @, mit @', kongruent,
oder ist @, mit @', und @, mit @', kongruent. Hieraus folgt: Die Anzahl der
freien bizentrischen Bdawme wmit n Punklen st dieselbe, wie die Anzahl der unge-

ordneten Paare von Selzbdumen mit Z Knotenpunkten.

Als Spezialfille dieser Aussage erhalten wir

" I
(2) 44) Tn == ETﬂ/Q(Tﬂﬂ + I)v
I74 I
(2, 45) On = 2_Snl2 (Supa + 1),
(2, 46) o = Rup (B + 1),
(2,47) oo+ @1y + onay® + - :;[(Rn/mo + Rup,19 + Ruppa9® + ) +
+ Rujp,0 + Rup,1 9 + Rupay* + -],
” I
(2, 48) @no =~ Quiz (Qup2 + 1).

In den vier letzteren Formeln bezeichnet # nicht die Anzahl aller Punkte, son-
dern nur die der vierkantigen Punkte des Baumes (die Anzahl aller ist 3%+ 2).
Beiden Seiten aller fiinf Formeln kann man fiir ungerades » den Wert o zu-
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schreiben; in dieser Auffassung bleiben die Formeln fiir » =1, 2, 3, . .. richtig.
Zur Herleitung von (2, 47) wird der auf &, beziigliche Spezialfall des Hauptsatzes
des Kap. I gebraucht.

49. Es sei B ein zentrischer Baum, sein Zentrum M sei ein k-kantiger
Punkt, und es seien @,, @,, ... @ die vom Zentrum entspringenden Aste des
Baumes B; jeder dieser Aste trigt dabei diejenige Nummer, welche der darin
enthaltenen, von M ausgehenden Strecke bei Numerierung des Kantenkranzes
um M zukommt. Wir betrachten die Konfiguration

((Dl,' D, 03’ s qjk)

und kommen durch Uberlegungen, welche denjenigen der Nr. 39 sehr dhnlich
sind, zum Ergebnis: Zwe: zentrische Bdaume sind dann und nur dann kongruent,
wenn von thren Zentren gleich viel Aste entspringen und die Konfigurationen dieser
Aste inbezug auf die im Kantenkranz des Zentrums zustindige Gruppe dquiva-
lent sind. _

Demgemiiss wird die Abzihlung der inkongruenten freien Biume einer ge-
wissen Sorte auf die Abzihlung der indquivalenten Konfigurationen der Setz-
biume der entsprechenden Sorte zuriickgefiihrt, also insbesondere ¢'n auf R,, ¢
auf S, 7, auf T, zuriickgefiihrt, wie es sofort genauer erdrtert wird.

50. In den folgenden Nr. 51—52 brauche ich einige Abkiirzungen. Wenn
S@)=a, + o,z + ag2® + -

eine beliebige Potenzreihe ist, so wird der n-te Abschnitt

n
ayt+ oz + axt + - + apat = flz)

und der n-te Koeffizient von f(x)
an = Coeft, f(x)
gesetzt.

Man bezeichne mit m die maximale Anzahl von Knotenpunkten, die ein
Ast besitzen kann, der im Zentrum eines zentrischen Baumes mit #» Punkten
entspringt. Es ist also m diejenige ganze Zahl, welche der folgenden doppelten
Ungleichung geniigt:
n

n
— —_ << — .
(2, 49) > 1_—m<2
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51. Wir betrachten freie zentrische C— H-Biume mit # vierkantigen Punk-
ten, also insgesamt 3» + 2 Punkten [Nr. 36a)]. Irgend ein Ast dieses Baumes,
der v vierkantige Punkte hat, besitzt insgesamt 3v + 1 Knotenpunkte [Nr. 36 a)|;
fiir einen im Zentrum entspringenden Ast besteht demnach die Ungleichung

3vt+ 1< 3nt 2 ) v < 72—2,

oder anders ausgedriickt: Die Anzahl der vierkantigen Punkte eines im Zentrum
enlspringenden Astes ist hichstens m [vgl. (2, 49)]. Das Zentrum ist vierkantig,
also es gilt: Die Anzahl der vierkantigen Punkte aller im Zentrum entspringenden
Aste zusammen ist n — 1.

Fassen wir, Bestimmtheit halber, die Kongruenz zunichst topologisch auf.
Wir betrachten also die Anzahl ¢'n der topologisch verschiedenen freien zen-
trischen C—H-Biume mit » vierkantigen Punkten. Nach dem Gesagten ist o',
die Anzahl der nach &, iniquivalenten Konfigurationen von vier C— H-Setz-
biumen, welche insgesamt # — 1 Knotenpunkte enthalten und von welchen
keiner mehr als m Knotenpunkte enthilt. Die abziihlende Potenzreihe dieser
Setzbdume ist

By+ Rz + Ryx® + - + Rpa™ =r(x).

(Bezeichnung von Nr. 50). Indem wir diese Reihe, gemiiss dem Hauptsatz des
I. Kapitels (Nr. 16) in den Zyklenzeiger von &, (vgl. Nr. 21) einsetzen und den
Koeffizienten von 2! aufsuchen, erhalten wir

(2, 50) @'n= Coeft {JW 67 @Pr(at) + 30 @) + 87 ()7 () + 67}(.@4)} :
] n n 24

Bei riumlicher Auffassung der Kongruenz, also bei Heranziehung der zustindigen
Gruppe U, und ihres Zyklenzeigers (vgl. Nr. 21), erhilt man

m 4 m " m  m .
(2, 51) a'n"—"Coeﬁn{xs(x) +3s( )IZ+88(x)s(x) .

Indem man die Alternative beriicksichtigt, dass das Zentrum entweder asym-
metrischer Punkt ist oder nicht, erhilt man weiter, dhnlich wie in Nr. 42, auf
Grund der Formeln (2&,—9%,) und (%,—S,) der Nr. 23,
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(2, 52) Ono+ 0'n1y + @nay® + -

m m m m m
=Coeﬁn{x¢l(p2 9)4 ¢1_6¢1¢2+3;?;+8¢19’3 6994}'

Hierin ist die Abkiirzung

m

Z‘ i Rwakaytzk: ;k

v=0 a=0

benutzt. Wird y =0 in (2, 52) gesetzt, so folgﬁ

2 (=17 () Jr_q(@} |

(2, 53) ono = Coeff, Ix .

52. Jetzt kommen wir zur Bestimmung der Anzahl 7', der topologisch
verschiedenen freien zentrischen Biume mit #» Punkten. Von der durch 7', ab-
geziihlten Menge heben wir die Untermenge derjenigen Biume hervor, von deren
Zentrum s Aste entspringen; die Anzahl der Biume in dieser Untermengeverha,l-
ten wir, nach dem Gesagten, als die Anzahl der inbezug auf &; iniquivalenten
Konfigurationen von gewissen s Setzbiumen, indem wir in (1, 12) fiir f(z, ¥, 2)
die Funktion

Tix+ Toax* + - + Tpa™= t( )

einsetzen, und von dem so erhaltenen Ausdruck den Koeffizienten von a®! her-
ausgreifen; schreiben wir kurz fiir das Resultat dieser Rechnung

Coeff, {x F,}.
Setzen wir hierin s=o0, 1, 2, ..., so ergibt sich
(2, 54) 7'n = Coeff, {x(1 + Fy + F, + F, + ---)}.

Fithren wir in (1, 11) eine doppelte Spezialisierung durch: Erstens setzen wir

m

flx, g, 2)=t(x)
und dementsprechend

argo= Ty fiir 1 =k < m,
arip = 0, wenn irgend eine der drei Bedingungen

k=o, k> m, A+u=>o
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zutrifft. Zweitens setzen wir # == 1. Durch Vergleichen der beiden ersten Zeilen
von (1, 11) erhalten wir aus (2, 54)

(2, 55) © da=Coeffy{z(1 —2) T (1 —2%)" % ... (1 — 2™ T},

Zur numerischen Berechnung,

53. Betrachten wir, als Beispiel, die Funktionalgleichung (4), der die Potenz-
reihe (3) geniigt. Wir erhalten durch Koeffizientenvergleichung die Gleichungen

(27 56) -RO =1,
R} + 3R + 2 R,
Bj=—"——""7,
6
R2=R§R, + R(,E}’
2
und allgemein erhalten wir B, ausgedriickt als ein Polynom in Ry, R, ... Rpy.

So kénnen wir R, rekursiv berechnen, und auf dhnliche Art konnen wir Zahlen-
werte fir Qn, S, T» aus den betreffenden Funktionalgleichungen erhalten. Etwas
umsténdlicher ist die Berechnung von R,. aus (2,22) durch »zweifache Rekur-
sion».

Die besprochene Art T, zu berechnen stammt von Cayley, der die Funk-
tionalgleichung fiir die hier mit #(x) bezeichnete Funktion in der Gestalt (1)
aufgestellt hat.! Die Zahlen R, hat Cayley umstindlicher berechnet; die Rekur-
sionsformeln (2, 56), welche hier aus der Funktionalgleichung (4) fliessen, haben
(ohne die Funktionalgleichung zu kennen) durch direkte kombinatorische Uber-
legung Henze und Blair aufgestellt und zur numerischen Berechnung von R,
verwendet.?

Die Zahl g, lisst sich wegen (2, 41) aus (2, 46) und (2, 50) berechnen, ohne
Rekursion, aber auf Grund der Kenntnis der rekursiv berechneten Zahlen R,
R, ... R, und Ry (die letzte kommt nur bei geradem # in Betracht). Ahnlich
ist die Zuriickfiihrung von z, auf Ty, 0z auf Su, 0ne auf Rua, *n auf @

Die zur Berechnung von 7, dienenden Ausdriicke (2, 44) und (2, 55) stam-
men von Cayley.® Es ist erwihnenswert, dass Cayley die hier mit ¢, und =,

! CAYLEY 1.
* BLAIR u. HENZE 1.
5 CAYLEY 7.



208 G. Pélya.

bezeichneten Zahlen zuerst auf sehr langwierigem Weg numerisch berechnet hat,
unter Zugrundlegung eines anderen Zentrumbegriffs, und erst nachher die elegante
Formel (2, 55) fand. Betreffend ¢. scheint er iiber seine erste schwerfiillige Be-
rechnungsmethode nie hinausgegangen zu sein; die viel brauchbarere Methode,
welche der Formel (2, 50) entspricht, stammt von Henze und Blair.!

Die in vorangehenden Arbeiten?® aufgestellten und hier bewiesenen Funk-
tionalgleichungen (1), (4), (7), (8), (2,22) fassen nicht nur die Rekursionsformeln
fiir die Zahlen T,, R., S., @., Bn. in kondensiertester Gestalt zusammen, sondern
gestatten auch allgemeine Folgerungen (z. B. in Nr. 60) zu ziehen und haupt-
sichlich das asymptotische Verhalten festzustellen (in Kap. IV).

Bemerkungen iiber die Automorphismengrappe eines freien
topologischen Baumes.

54. In dieser Nummer ist unter »Baum> ein freier Baum mit » Punkten
zu verstehen. Zwei Biume werden als verschieden oder gleich betrachtet, jenach-
dem sie topologisch verschieden sind oder nicht. Die Anzahl der verschiedenen

Bédume ist also z,; zur Abkiirzung setze ich
Tn—T.

Die Automorphismengruppe eines Baumes umfasst alle diejenigen eindeu-
tigen und eindeutig umkehrbaren Abbildungen des Baumes auf sich selbst, welche
den in Nr. 34 ausgesprochenen Bedingungen (I), (IT), (III) geniigen, d. h. Punkte
auf Punkte, Strecken auf Strecken unter Erhaltung der Grundbeziehung abbilden.
Die Automorphismengruppe kann als Permutationsgruppe der n Punkte des Baumes
aufgefasst werden; in der Tat, wenn jeder der » Punkte durch den Automor-
phismus in sich iibergeht, bleibt auch jede der » — 1 Strecken fest. Zwei Be-
merkungen iiber die Automorphismengruppe, welche mit verschiedenen Vorang'e-
henden Ausfiihrungen etwas lose zusammenhiingen, mégen hier Platz finden.?

a) Alle #! in der symmetrischen Gruppe enthaltenen Permutationen kénnen
bekanntlich durch #» — 1 passende Transpositionen erzeugt werden. Einem Kom-
plex von n—1 Transpositionen, welche &, erzeugen, kann man einen Baum

! BLAIR u. HENZE 2. :

* POLYA 3, 4, 5. Die letztzitierte Arbeit enthiilt einen direkten Nachweis fiir die Gleich-
wertigkeit der kombinatorisch hergeleiteten Rekursionsformeln (2, 56) und der Funktionalgleichung (4).

® KONIG 1, 8. 5 wirft eine interessante allgemeine Frage iiber Gruppen von Graphen auf.
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zuordnen; allen Komplexen, welche unter &, einander konjugiert sind, entspricht
derselbe Baum, und der Normalisator des Komplexes ist die Automorphismen-
gruppe des zugeordneten Baumes. Ks gibt insgesamt #"—? derartige Komplexe.!
Wenn die Ordnungen der Automorphismengruppen, die den 7 verschiedenen Biumen

entsprechen, der Reihe nach mit Ay, hy, ... h, bezeichnet werden, so gilt
I I I n?
E+h—2+"'+h—z— 7?!.

Diese Gleichung besagt mehr, als die daraus folgende Ungleichung (2, 40).

b) Jordan hat® ein Reduktionsverfahren angegeben zur Bestimmung der
Ordnung der Automorphismengruppe eines beliebigen Graphen. Fiir Graphen
von der Zusammenhangszahl o, d.h. fiir Biume ergibt das Jordansche Verfahren
ein konkreteres Resultat, als fiir hohere Zusammenhangszahlen, néimlich das fol-
gende: Zu jedem Baum gehiren gewisse natiirliche Zahlen m,, my, ... ms,

rI, om < my< - <my, M Amyt+ o+ me=mn,

so dass die Automorphismengruppe des Bawmes sich aufbauen ldsst aus den sym-
metrischen Gruppen S, Gu,, ... ©n, durch wiederholte Anwendung der beiden
in Nr. 27 besprochenen Operationen: Bildung des direkten Produkts & X § und des
Kranzes ®[9]. Insbesondere muss die Ordnung der Automorphismengruppe

von der Form
myl% mpl% L om, 1o

gsein, WO a,, @y, ... ar gewisse natiirliche Zahlen sind. Durch Bildung nahe-
liegender Beispiele erhilt man weiter: FEine ganze Zahl kann dann wund nwr
dann die Ordnung der Automorphismengruppe eines Baumes sein, wenn site von der

Form st
% 2% 3% e
wober m, dy, dy, ... dy natiirliche Zahlen sind wnd
di=dy=dy = Zdn= 1.

D.h.: Hs kann zu jeder der Zahlen

1, 2, 4, 6, 8, 12, 16, ...

1 Vgl. die Fussnote 8. 199.
2 JorDAN 1.

27—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 31 mai 1937.
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und es kann zu keiner der Zahlen

3,5 7,9 10, I1, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, . ..

ein Baum gefunden werden, dessen Automorphismengruppe diese Zahl zur Ordnung
hat. Hingegen kann jede natiirliche Zahl die Ordnung der Automorphismen-

gruppe eines Graphen von der Zusammenhangszahl 1 sein.

ITI. CHEMISCHE VERBINDUNGEN.

Allgemeines.

55. Man kann die Elemente eines Graphen chemisch deuten, die Punkte
als Atome, die Strecken als Valenzstriche auffassen; dann wird der Graph zur
chemischen Formel. Die in Nr. 29 erdrterten Bedingungen I und II erhalten
eine chemische Bedeutung. Dass jede Strecke durch zwei verschiedene Punkte
begrenzt wird, bedeutet, dass alle Valenzen abgesittigt sind; dass alle Punkte
und Strecken des Graphen zusammenhiingen, bedeutet, dass alle auftretenden
Atome zu einem Molekiil verbunden sind. Die Anzahl der durch einen Punkt
begrenzten Strecken bedeutet die Wertigkeit des Atoms: Endpunkte stellen ein-
wertige Atome dar, zweikantige Punkte zweiwertige, dreikantige dreiwertige Atome,
u. s. w.

Insbesondere stellt ein C — H-Graph das Molekiil einer chemischen Ver-
bindung dar, an der nur einwertige und vierwertige Elemente beteiligt sind.
Wenn keine Ungleichartigkeit der Punkte a priori postuliert wird, so sind alle
vierkantigen Punkte als Atome desselben vierwertigen und alle Endpunkte als
Atome desselben einwertigen Elements zu deuten; nimmt man das vierwertige
Element als C und das einwertige als H an, so wird der C— H-Grraph zur Formel
eines Kohlenwasserstoffs. Insbesondere stellt ein freier C— H-Baum mit » vier-
kantigen Punkten, der wie besprochen (Nr. 36) notwendigerweise 2% + 2 End-
punkte haben muss, ein Paraffin von der Molekularformel Cp Hynio dar. Ein
C— H-Setzbaum mit 7 vierkantigen Punkten, einem Wurzelpunkt und 27 + 1
von dem Wurzelpunkt verschiedenen Endpunkten ist die Formel eines mono-
substituierten Paraffins, z. B. von Cp Hyn41 Cl. Ein C-Graph ist am natiirlichsten
(vgl. die Konstruktion in Nr. 37) als das Kohlenstoffskelett eines Kohlenwasser-

stoffs (oder eines monosubstituierten Paraffins) aufzufassen.
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Die topologische Auffassung der Kongruenz findet Anwendung auf beliebige
Graphen, welche chemische Formeln darstellen. Die Bedingungen (I), (II), (IIT)
sprechen nur eXplizité aus, was beim Lesen chemischer Formeln immer als selbst-
verstindlich angenommen wird: (I} besagt, dass es auf die Linge oder Form der
Valenzstriche nicht ankommt, bloss auf deren Vorhandensein oder Nichtvorhanden-
sein. (II) besagt, dass Atome des gleichen Elements nicht zu unterscheiden, Atome
verschiedener Elemente wohl zu unterscheiden sind. (I), (II) und (ILI) zusammen
besagen, dass es auf die Zusammenhangsverhiltnisse, auf die »Konstitution» oder
auf die »Struktur» ankommt. Da (IV) bei der topologischen Auffassung nichts-
sagend wird, gibt es bei dieser Auffassung ausser (I), (II) und (III) keine weitere Be-
dingungen: es kommt nur auf die Zusammenhangsverhiltnisse, nur auf die Struktur
an. Die topologische Auffassung der Kongruenz von Graphen liuft auf die Auf-
fassung der chemischen Formel als Strukturformel hinaus; in dieser Auffassung
spreche ich von Strukturisomeren. Z.B. gibt es so viel verschiedene strukturisomere
Cu Hyni2 als topologisch verschiedene freie C— H-Biume mit » vierkantigen
Punkten; ihre Anzahl wurde in Nr. 36 mit ¢, bezeichnet.

Die ridumliche Auffassung der Kongruenz findet nur auf C— H-Graphen,
also im wesentlichen nur auf chemische Formeln Anwendung, welche eine Ver-
bindung von Kohlenstoffatomen mit lauter einwertigen Atomen (oder einwertigen
Radikalen) darstellen. Hier hat die Bedingung (IV) neben den Bedingungen (I),
(IT), (ILT) wohl etwas zu sagen: Es kommt nicht bloss auf die Zusammenhangs-
verhiltnisse an, sondern auch auf die rdumliche Orientierung der Valenzen um
die C-Atome herum. Die riumliche Auffassung der Kongruenz von C— H-Graphen
liuft auf die Auffassung der chemischen Formel als Stereoformel hinaus; in dieser
Auffassung spreche ich von Stereoisomeren. 7. B. gibt es so viel verschiedene
stereoisomere Oy Han+2 als rdumlich verschiedene freie C— H-Biume mit » vier-
kantigen Punkten; ihre Anzahl wurde in Nr. 36 mit 6, bezeichnet.

Wie von g, und 6., kann man auch von den Anzahlen R,, S., %, und Q»
leicht feststellen, dass die in der Einleitung (Nr. 4) erwihnte chemische und die
im vorangehenden Kapitel (Nr. 36) ausfiihrlich erliuterte graphentheoretische
Definition miteinander iibereinstimmen.

Zwei Zeichnungen oder zwei riumliche Modelle konnen dieselbe Struktur-
formel darstellen, obmne dieselbe Stereoformel darzustellen: Sie stellen dieselbe
Strukturformel dar, wenn sie dieselben Zusammenhangsverhiltnisse haben (topo-
logisch kongruent sind, die Bedingungen (I), (I}, (II1) erfiillen); um dieselbe
Stereoformel darzustellen, miissen sie zuniichst denselben Zusammenhang auf-
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weisen und dariiber hinaus noch ridumlich gleich orientiert sein [(ausser (I), (II),
(ITI) noch (IV) (mit A,) erfiillen, riumlich kongruent sein]. Wenn aber zwei
Formeln als Stereoformeln aufgefasst gleich sind, sind sie auch als Struktur-
formel aufgefasst sicherlich gleich. Daher gibt es von einer gegebenen Mole-
kularformel mehr oder mindestens ebensoviel Stereoisomere als Strukturisomere.
Insbesondere gilt dies fiir den Fall der Paraffine und der monosubstituierten
Paraffine; eben dies wird durch (2, 8) ausgedriickt.

Asymmetrische Kohlenstoffatome werden in der vorliegenden Arbeit nur in
Paraffinen und substituierten Paraffinen betrachtet, und es wird [vgl. Nr. 36, b]
an folgender Definition festgehalten: Fin Kohlenstoffatom heisst asymmetrisch,
wenn die vier mit ihm verbundenen Radikale zu je zwei der Struktur nach ver-
schieden sind. (Blosse sterische Verschiedenheit der vier Radikale geniigt also
bei dieser Festsetzung noch nicht, um ein Kohlenstoffatom als asymmetrisch zu
bezeichnen. Es sind natiirlich auch andere Definitionen denkbar und moglicher-
weise brauchbar.)

In welcher Bedeutung die »Strukturformeln»> und die »Stereoformeln» ge-
braucht werden, ist nicht in allen Lehrbiichern der Chemie ganz klar umschrieben.
Vielleicht konnten die in dieser Arbeit dargelegten Begriffe der »riumlichen»
und der »topologischen» Kongruenz von Graphen zur Klirung der chemischen
Terminologie etwas beitragen.

56. Lunn und Senior haben bemerkt, dass mit jedem chemischen Stamm-
kérper drei Permutationsgruppen verbunden sind.' Das Interesse der Entwicklungen
des I. Kapitels dieser Arbeit fiir chemische Fragen wird erst durch diese Be-
merkung ins rechte Licht geriickt. Es seien daher die drei Gruppen an einem
geeigneten Beispiel, an dem des Cyclopropans C; Hy erortert; dies gibt uns zu-
gleich Gelegenheit, das im vorangehenden iiber Struktur- und Stereoformeln,
iiber topologische und riumliche Kongruenz Gesagte zu erliutern.

Der Graph des Cyclopropans (vgl. Fig. 4) besteht aus 3 vierkantigen
Punkten, welche, mit 3 Valenzstrichen verbunden, ein Dreieck bilden, und aus 6
Endpunkten, die in 3 Paare zerfallen; die Punkte eines Paares sind mit dem-
selben vierkantigen Punkte durch Valenzstriche verbunden. Wir behandeln die
Frage »Auf wie viele Arten kann der Graph des Cyclopropans auf sich selbst
kongruent abgebildet werden?» in zwei Auffassungen, in rdumlicher und in topo-
logischer Auffassung.

! LUNN u. SENIOR 1.
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a) Rilumliche Auffassung. Das Dreieck, dessen Ecken die 3 vierkantigen
Punkte sind, kann auf 3! =6 Arten auf sich selbst abgebildet werden. Wenn
eine dieser Abbildungen festgelegt ist, ist die Abbildung der iibrigen Bestand-
teile des Graphen mitfestgelegt. In der Tat, es wird durch die Abbildung des
Dreiecks in dem Kantenkranz um jeden vierkantigen Punkt herum die Abbildung
von zwei Kanten festgelegt; dadurch wird aber, da die Gruppe U, genau zweimal
transitiv ist, die Abbildung der iibrigbleibenden 2
Strecken des Kantenkranzes mitfestgelegt. (Anschau-
lich: Wenn von einem starren Tetraeder sowohl der
Mittelpunkt wie zwei Eckpunkte festgehalten werden,
80 kann das Tetraeder sich nicht mehr bewegen,
die beiden anderen Eckpunkte werden mitfestge-
halten.) Die Gesamtzahl der in riumlicher Auf-
fassung kongruenten Selbstabbildungen ist 6.

b) Topologiseche Auffassung. Das Dreieck, des-
sen Ecken die vierkantigen Punkte sind, kann, wie
vorher, auf 6 Arten auf sich selbst abgebildet werden.
Wenn eine dieser Abbildungen festgelegt ist, konnen
die iibrigen Bestandteile des Graphen noch auf Fig. 4.

2* =8 Arten permutiert werden; in der Tat, die

beiden mit demselben vierkantigen Punkt direkt verbundenen Endpunkte konnen
noch miteinander vertauscht werden. Die Gesamtzahl der in topologischer Auf-
fassung kongruenten Selbstabbildungen ist also 6 X 8 = 48.

Die 6 unter a) ‘aufgezéthlten Selbstabbildungen bilden eine Gruppe. Man
fasst diese Gruppe wohl am bequemsten elementargeometrisch auf, als die Gruppe
derjenigen Rotationen, ‘welche ein gerades Prisma mit regelmissiger dreieckiger
Basis in sich selbst uberfithren. Man kann nimlich, bei regulirer Anordnung,
die 6 Endpunkte des Graphen, vgl. Fig. 4, in die 6 Eckpunkte eines solchen
Prismas legen. Die 6 Endpunkte erfahren dabei eine Permutationsgruppe, welche
wir als die Gruppe der Stereoformel bezeichnen kénnen. Ihr Zyklenzeiger (Nr. 10) ist

Si+3f+2f;
6

(3, 1)

Die 48 unter b) aufgezihlten Selbstabbildungen bilden eine Gruppe, die
sich fiir die 6 Endpunkte als eine Permutationsgruppe auswirkt. [Genau dieselbe
Permutationsgruppe erfahren, wie man sich iiberlegen kann, die 6 Eckpunkte
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eines Oktaeders bei den 48 Drehungen und Drehspiegelungen, welche das Ok-
taeder in sich selbst iiberfithren. Am iibersichtlichsten ist diese Gruppe mit der
Bezeichnung der Nr. 27 als &,;[S,] zu beschreiben: es vertauscht &, die drei
C-Atome (die drei Ecken des Dreiecks in Fig. 4) bzw. die drei Oktaederdiagonalen,
und &, die zwei an dasselbe C-Atom angeschlossenen H bzw. die beiden End-
punkte derselben Diagonalen.| Diese Permutationsgruppe von Ordnung 48 kénnen
wir als die Gruppe der Strukturformel bezeichnen. Ihr Zyklenzeiger ist [am ein-
fachsten als Beispiel der Formel (1,40) aufzustellen, vgl. auch (S;) und (&)
in Nr. 21]:

(3 2) é{(ﬂ +f2)3+ 3f?+f2f‘é+.f4+2f§—2rfe},

2 2 2

Eine dritte Permutationsgruppe des Graphen des Cyclopropan ergibt sich,
wenn das sechseckige Prisma, in dessen Ecken wir bei rdumlicher Auﬁaésung
die 6 Endpunkte des Graphen untergebracht haben, nicht bloss den Drehungen,
sondern auch den Drehspiegelungen unterworfen wird, die es in sich selbst iiber-
fiihren. Diese wirken sich fiir die 6 Ecken (Endpunkte) als eine Permutations-
gruppe von Ordnung 12 aus; wir wollen sie die erweiterte Stereoformelgruppe
nennen. Ihr Zyklenzeiger ist

R+3fit+2fi+fi+3fifi+2f

12

(3,3)

[Wie man sich iiberlegen kann, erfabren die 6 Ecken eines regelmiissigen Sechs-
ecks bei den 12 Drehungen, die das Sechseck in sich selbst iiberfithren, genau
die 12 Permutationen der erweiterten Stereoformelgruppé des Cyclopropans; hier-
auf beruht ja der Zusammenhang zwischen der Ladenburgschen Prismenformel
und der gewohnlichen Sechseckformel des Benzols. Es ergibt sich (3, 3) aus (D)
in Nr. 21 fiir s=6]

" Der Zusammenhang der drei Gruppen ist so: Die Stereoformelgruppe von
Ordnung 6 ist eine Untergruppe der erweiterten Stereoformelgruppe von Ordnung
12 und diese ist eine Untergruppe der Strukturformelgruppe von Ordnung 43.

57. Die erliuterten drei Gruppen sind grundlegend fiir die Auffassung der
Isomerien der Cyclopropanderivate, die aus Cy H, hervorgehen, wenn die 6 H-Atome
durch einwertige Radikale substituiert werden.
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Denken wir uns, den Vorstellungen der Nr. 56 entsprechend, 6 einwertige
Radikale in den 6 Endpunkten des Graphen des Cyclopropans untergebracht
(Fig. 4); sie bilden eine Konfiguration und jede solche Konfiguration ergibt die
chemische Formel eines Cyclopropanderivats. Es kann aber vorkommen, dass
zwei verschiedene Konfigurationen, d.h. zwei verschiedene Verteilungen derselben
Radikale auf die 6 Raumstellen dasselbe Derivat darstellen, nimlich dann und
nur dann, wenn die beiden Konfigurationen auseinander durch eine Permutation
der massgebenden Gruppe hervorgehen, also inbezug auf die massgebende Gruppe
dquivalent sind. Massgebend ist natiirlich fiir Stereoisomerien die Gruppe der
Stereoformel, fiir Strukturisomerien die der Strukturformel. Die erweiterte
Stereoformelgruppe (von deren 12 Permutationen wir uns die zweite Hilfte als
Spiegelungen und Drehspiegelungen des 6-eckigen Primas veranschaulicht haben)
hat folgende Bedeutung: Durch ihre Permutationen werden ein Paar rdumlich
verschiedene Isomeren, die sich als Bild und Spiegelbild zueinander verhalten
(optische Antipoden darstellen) ineinander iibergefiihrt; Spiegelbildisomeren sind
inbezug auf die erweiterte Stereoformelgruppe dquivalent, die beiden Antipoden
eines spiegelbildlichen Paares werden nicht unterschieden.’

Wenn wir die Anzahl der indquivalenten Konfigurationen nach den drei
Gruppen berechnen, erhalten wir:

bei der Stereoformelgruppe die Anzahl der Stereoisomeren;

bei der erweiterten Stereoformelgruppe die Anzahl der Stereocisomeren, ver-
mindert um die Anzahl der Paare der Spiegelbildisomeren;

bei der Strukturformelgruppe die Anzahl der Strukturisomeren.

Wollen wir z. B. die Anzahl der verschiedenen isomeren Cyclopropanderivate
von der Form
C XY Zn

berechnen, wobei £+ !+ m=6 und X, Y, Z einwertige, verschiedene, voneinander
unabhiingige Radikale sind?, so miissen wir, gemiiss dem Hauptsatz des Kapitels I,
in den Zyklenzeigern

! Sterische Verschiedenheiten innerhalb der einzelnen Substitnenten werden bei dieser Be-
trachtung der Antipoden natiirlich nicht beriicksichtigt.

* Unabhiingigkeit bedeutet, dass Xk Y1 Zm und Xi' Y’ Zm’' nur dann dieselbe molekulare
Zusammensetzung haben, wenn k=%, [=0, m=m’. Z.B. sind die Radikale —H, —CH,, —C,H,
nicht voneinander unabhingig, da C, H,(CyH;) und C; H,(CH,), dieselbe molekunlare Zusammen-
setzung haben. Die gleichzeitige Substitution verschiedener Alkyle wird hier ausgeschlossen und
in der niichsten Nummer besprochen.
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h=xz+y+e2 f2=x2+g/‘2+z2, fo=ax+ 9>+ 25 ...
setzen und entwickeln; wir erhalten der Reihe nach
x4 2Py + a2ty +5xtyz+ a2y oty 182 yPt 4+ -,
2+ Py + 32ty + 32ty + 32889+ 6%y vriatyit 4
by +oxtyt + 2atys + 208y  + 32002+ satytt4 -

Der Koeffizient von x*y® in den drei Ausdriicken besagt: HEs gibt unter Beriick-
sichtigung der Stereoisomerie 4 verschiedene Cyclopropanderivate von der Form
Cs H, X, (Disubstituiertes Cyclopropan mit 2 gleichen Substituenten). Unter
diesen 4 Derivaten gibt es zwei, welche zueinander spiegelbildlich sind, also 1
Paar optischer Antipoden bilden. Ohne Beriicksichtigung der Stereoisomerie
kann man nur 2 Cyclopropanderivate von der Formel C; H,X,, 2 Struktur-
isomere unterscheiden.

Merken wir uns: Der chemischen Einsetzung von Radikalen in einen Stamm-
korper entspricht (im Sinne des Hauptsatzes des Kapitels I) die algebraische Ein-
setzung der abzdhlenden Potenzrethe der betreffenden Radikale in den Zyklenzeiger
der Gruppe des betreffenden Stammkorpers.

58. Die Reihe r(x), worin der Koeffizient von 2" die Anzahl R, der
strukturisomeren Alkohole C, Hy,+1 O H bedeutet, ist die abziihlende Potenzreihe
dieser Alkohole; sie kann aber auch als die abzihlende Potenzreihe der Alkyl-
radikale — Cy Hyny1 aufgefasst werden. Durch die chemische Einsetzung be-
1iebigér Alkylradikale — C, Hyny: in das Cyclopropan C; H, anstelle der — H
entstehen die Homologen des Cyclopropans. Durch die algebraische Einsetzung
der abzihlenden Potenzreihe 7 (x) der Alkylradikale in den Zyklenzeiger (3, 2) der
Strukturformelgruppe des Cyclopropans entsteht die abzihlende Potenzreihe der
strukturisomeren Cyclopropanhomologen

(3,4) I+x+3x2+6x3+15x4+33x5+.....

Diese Reihe ist also, ausfiihrlicher gesagt, gemiiss dem Hauptsatz des I. Kapitels,
dadurch aus dem Zyklenzeiger (3, 2) entstanden, dass darin

fi=r), fi=r@), fi=rk) ...

gesetzt und das Resultat nach Potenzen von z entwickelt wurde. Die Bedeutung
des Koeffizienten von z" in der Reihe (3, 4) ist: Anzahl der strukturisomeren
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Cyclopropanhomologen von der Molekularformel Csyn Heton. Um die Anzahl
der stereoisomeren Cyclopropanhomologen von derselben Formel auf analoge Art
zu erhalten, muss man die abzihlende Potenzreihe s(x) der stereoisomeren Alkyl-
radikale in den Zyklenzeiger (3,1) der Stereoformelgruppe des Cyclopropans
einsetzen.

50. Genau so wie in den vorangehenden Nummern fir das Cyclopropan,
konnen wir fiir einen beliebigen Stammkorper analytisch berechnen die Anzahl
derjenigen isomeren (struktur- oder stereoisomeren) Derivate, welche bei Bin-
setzen von wesentlich verschiedenen einwertigen Substituenten oder von Alkyl-
radikalen entstehen. Vorausgesetzt ist allerdings, dass die Konstitution des
Stammkorpers so weit bekannt ist, dass sie die Aufstellung der in Nr. 56 er-
liuterten 3 Gruppen gestattet (was fiir die wichtigsten Stammkérper, fir das
Benzol, das Naphtalin, u.s. w. sicher der Fall ist). Ich unterlasse hier die Formu-
lierung bestimmter Regeln?’, die ja aus dem vorangehenden Beispiel ganz deutlich
hervorgehen.

Es geht ferner aus dem vorangehenden Beispiel ziemlich deutlich hervor,
dass es bei den Begriffsbildungen der Chemie wesentlich auf den Gruppenbegriff
ankommt, sowie auf einige damit verbundene Begriffe, insbesondere auf den hier
in Nr. 11 eingefiihrten Begriff der Aquivalenz von Konfigurationen inbezug auf
eine Permutationsgruppe. Auch dem Zyklenzeiger und dem darauf beziiglichen
Hauptsatz in Nr. 16 diirfte eine Rolle zufallen. Indem ich nochmals auf die
Arbeit von Lunn und Senior hinweise, mochte ich diese allgemeinen Bemerkungen
abbrechen und mich der analytischen Bestimmung der Isomerenzahlen in einigen
speziellen Fillen zuwenden.

Spezielle Fragen.

60. Strukturisomere C, H,,.; O H mit einer gegebenen Anzahl von asym-
metrischen (-Atomen. Wir kommen zuriick auf die in Nr. 42 graphentheoretisch
definierte Anzahl R,.. Offenbar bedeutet

EB.. die Anzahl aller derjenigen voneinander verschiedenen strukturisomeren
Cn Hny1 O H, welche genau ¢ asymmetrische Kohlenstoffatome enthalten.®

! Vgl. Nr. 77 und PoLva 4.
? Vgl. die Definition in Nr. 36 b).

28-—-36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 31 mai 1937.
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Wir haben schon in Nr. 42 die abzihlende Potenzreihe @ (z,y) fiir R, und
deren Funktionalgleichung (2, 22) aufgestellt. Jetzt sollen einige Eigenschaften
der Zahlen R,, auf Grund der Funktionalgleichung (2, 22} hergeleitet werden.

a) Bestimmung des niedrigsten C, H,,;1 O H mit einer gegebenen Anzahl
von asymmetrischen C. Es sind in O, Hyy+, O H insgesamt » Kohlenstoffatome
enthalten, es konnen also darin hochstens » asymmetrische Kohlenstoffatome
enthalten sein; folglich ist

R/na=o fﬁl‘ o > n.

Diese triviale Bemerkung fihrt uns zu der Frage: Fiéir welche Wertkombinationen
von n und « ist Ry, =o0, fiir welche von o verschieden?

Da @(0,0)=1 und das letzte Glied auf der rechten Seite der Funktional-
gleichung (2, 22) nichtnegative Koeffizienten hat (vgl. Nr. 23, die Schlussbe-
merkung), majoriert die linke Seite x @ (x, y), in Zeichen

Oz, y) >z 0(z, y),

also ist
Rn,a g R'n—l, .

Wir kénnen somit die Frage auch so stellen: Welches ust das erste nichtverschwin-
dende Glied der monotonen Folge Ry., Rie, Raw, .. .?
Setzen wir

(3, 5) Roo+ Riax + -+ + Rpoa™ + -+ = ¢ ().

Wir haben das erste nichtverschwindende Glied dieser Potenzreihenentwicklung
aufzusuchen.

Schreiben wir
¢ (@) = q(x), qW(x)=q'(@), ¢P(x)=q"(x), ...

(die erste dieser Gleichungen ist mit (6) und (2, 19) in Ubereinstimmung).
Dann ist

(3,6) D (z,y)=q¢(@) + ¢ @)y + @)y + ¢ (2)y* + .
Fithren wir hier anstelle von y die neue Variable z ein mittels der Gleichung

(3,7) ' ry=z¢
und setzen wir

(3, 8) Dz, y)=1+2z+ 22¥(z, 2).
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Das Einsetzen von (3,8) in (2,22) ergibt eine Funktionalgleichung fiir ¥ (z, 2)
von der Gestalt

Plr,z)=1+ 2% (x,2) + x P(x,2, ¥ (, 2), F (2, 2°), ¥ (2P, 2%)),

wobei P ein gewisses Polynom in 5 Variablen bedeutet. Aus dieser Gestalt der
Funktionalgleichung ersieht man: ¥ (x, z) ist eine Potenzreihe in x und 2, welche
nur Potenzen dieser Variablen mit nichinegativen Exponenten enthilt. Insbe-
sondere ist

Ylo,z)=1+ z ¥(o0, 2),

Flo,g)=1+e+2+2+ .

Vergleicht man dies mit der aus (3,6), (3,7) und (3, 8) folgenden Entwicktung

2—1—z ¢z 1 (x g (x
l1"(96,Z)=q( ) = + qx(4)2 + qgg& )22 + o+ xM(Jr?)z“+ R
so ergibt sich das Resultat
(3,9) R()a:Rla: :R2a+l,a:o, R2a+2,a: I,

Bue=1 fir n=2«a + 2.

Hierin ist enthalten: Wenn ein Alkohol Cn Hani1 0 H « asymmetrische C-Atome
enthdlt, so muss sein Kohlenstoffgehalt n mindestens 2« + 2 sein. Ist der Kohlen-
stoffgehalt n=20a + 2, so gibt es von diesem Kohlenstoffgehalt genau eine Struktur
Crn Honi1 O H mit ¢ asymmetrischen C-Atomen.

b) Bestimmung des niedrigsten C, Hant: O H, bei dem eine Kompensation der
Asymmetrien eintritt. Wir haben schon in Nr. 42 festgestellt, dass

@z, o) =gqlz), @, 1)=r1r{z).

Was ist der Zusammenhang zwischen @ (x,2) und s(x)?
Es folgt aus (2, 22)

D(x, 2)® + 2 @ (2% 8)
3

Dz, 2)=1+2x
oder

Dz, 2 + 2 @ (23, 2)
-3

(3,100 @, 2)=1+=x z_x(

+ D (2% 8) — @ (2, 2)),
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welche Gleichung mit (7):

s{x)® + 2 5(x%)

sle)=1+=x
(e) 3
zu vergleichen ist.
Nun ist, gemiiss (3, 6),
O(x,8) — @x,2)= (8 —2)¢'(x) + (64 — 4)g"(z) + - =62 + -

eine Potenzreihe mit lauter nichtnegativen Koeffizienten; der erste von o ver-
schiedene Koeffizient wurde aus (3, 9) ermittelt. Somit ist auch

=

(3:“) (D(xs,S)——(l)(x3,2)):4x13+...

eine Potenzreihe mit lauter nichtnegativen Koeffizienten.

Der Vergleich von (7), (3,10) und (3, 11) ergibt, dass s(z) von @(z,2)
majoriert wird (die Einzelheiten der Uberlegung sind ihnlich, wie unten in
Nr. 68); d.h. es besteht mit Riicksicht auf die Definition dieser Reihen, vgl. (5)
" bzw. (2, 20), die Ungleichung

(3, 12) Sy =Bpo+ 2Ru1 + 4Bn2+ 8Rus + ---.

Wenn man niher zusieht [das Anfangsglied von (3, 11) beachtet], findet man
den Zusatz: Es gilt in (3, 12) die Gleichheit fiir n < 12 und die Ungleichheit fiir
n=13.

Die Ungleichung (3,12) folgt ohne weiteres aus der bekannten Tatsache,
dass aus einer gegebenen Strukturformel, welche « asymmetrische Kohlenstoff-
atome enthilt, im allgemeinen 2% verschiedene Stereoisomeren und im Ausnahme-
fall weniger als 2 Stereoisomeren entspringen. (Immerhin hat es den Wert
einer Bestitigung, dass die Ungleichung (3, 12) sich hier rein analytisch aus (7)
und (2,22) ergab.) Wenn der Ausnahmefall eintritt, d. h. wenn eine Struktur
mit ¢ asymmetrischen C zu weniger als 2* Stereoisomeren Anlass gibt, spricht
man von Kompensation der Asymmetrien. Der Zusatz zu (3, 12) zeigt dass die
Kompensation der Asymmetrien bei Cn Hznt:i O H fiir # = 12 niemals eintritt,
hingegen fiir % = 13 bei jedem % mindestens bei einer Strukturformel eintritt.
[Die Kompensation tritt bei genau einer Strukturformel ein, wenn » = 13, wie
man es dem numerischen Wert des Anfangskoeffizienten von (3, 11) und der
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genaueren Betrachtung der betreffenden Formel entnimmt. Sie ist (C,H,), COH,
wobei —C,H, eine Abkiirzung fiir

H

|
—(IJ— CH,

ist. Fiur diese Strukturformel ist die Anzahl der asymmetrischen Kohlenstoffatome
a =3, aber die Anzahl der daraus entspringenden verschiedenen Stereoisomeren
ist nicht 8, sondern nur 4; die Differenz 8 — 4 tritt in (3, 11) als Anfangs-
koeffizient auf.] ‘

61. Strukturisomere disubstituierte Paraffine. Die Anzahl der struktur-
isomeren Alkohole C, Hyni+1 0 H, welche durch R, abgezihlt wird, ist offenbar
dieselbe, wie die Anzahl irgendwelcher monosubstituierter Paraffine C, Hani1 X,
wobei X ein gegebenes einwertiges Radikal bedeutet (das nicht gerade ein Alkyl
ist), z. B. —Cl, —Br, —OH u. 5. w.

Wir wollen nun ermitteln die Anzahl der verschiedenen strukturisomeren
disubstituierten Paraffine von der Formel C,H., XY, wobei X und Y zwei
gegebene, voneinander und von den Alkylen verschiedene einwertige Radikale
sind (z. B. X= —OH, Y= —Cl). Wir wollen sofort die abzihlende Potenzreihe
ermitteln, worin die besagte- Anzahl der Koeffizient von " ist.

Die Strukturformel von C, Hy, X Y ist ein Baum mit » vierkantigen Punkten
und 27 + 2 Endpunkten, und die letzteren sind in 3 Arten eingeteilt: 2 » sind
H, einer ist X, einer ist Y. Betrachten wir in diesem Baum den Verbindungsweg
von X und Y und nennen wir m die Anzahl der C-Atome, welche auf diesem
Verbindungsweg liegen.

Wenn m=o0 ist, so ist » = 0, es handelt sich um die (rein formal aufzu-
fassende) Verbindung X Y, die wir jedoch mitbetrachten wollen.

Wenn m = 1 ist, so handelt es sich um ein Derivat des C X Y H, (des disub-
stitnierten Methans), das dadurch entsteht, dass die beiden —H durch beliebige
Alkylradikale ersetzt werden. Die beiden —H sind hierbei (Struktur-, nicht
Stereoisomerie!) vertauschbar, ihre Gruppe ist die symmetrische &,, deren Zyklen-
zeiger in Nr. 21 aufgestellt ist. Durch Einsetzen von r(x) in Nr. 21 (&;) und
durch Beriicksichtigung des C-Atomes in € X Y H, entsteht die abziihlende Potenz-
reihe der der Bedingung m =1 entsprechenden speziellen disubstituierten Paraffine



292 G. Pélya.

(3, 13) x =z R (x).

(@) + r(a?)
2
(Die Abkiirzung R (x) wird uns noch wiederholt dienlich sein.)
Wenn m > 1 ist, d. h. wenn X und Y nicht an dasselbe C gebunden sind,
handelt es sich um ein Derivat der Verbindung

CH, X (CHyn—> CH, Y

{eines an den. beiden Enden substituierten normalen Paraffins); das Derivat ent-
steht durch Einsetzen von Paaren von Alkylradikalen anstelle der m Paare von
—H. Die Strukturformelgruppe (Nr. 56) ist, wie man leicht sieht, das direkte
Produkt (Nr. 27) zu m Faktoren |

Gy X G X -+ X G,

(Wegen der Verschiedenheit von X und Y ist kein Paar von —H mit einem
andern vertauschbar). Der Zyklenzeiger ist, gemiss Nr. 27,

)

2

Indem man die —H durch Alkyle, also f durch die abziihlende Potenzreihe
r(x) der Alkyle ersetzt (wie in Nr. 58) und zur Beriicksichtigung der m Stiick
C-Atome der Ausgangsverbindung den Faktor x™ hinzufiigt, entsteht die ab-
zdhlende Potenzreihe der hier in Frage kommenden speziellén disubstituierten
Paraffine

r(x 2 + xﬁ m
(5, 14) B N
Durch Summierung von (3, 14) iilber m=o0, 1, 2, ... erhilt man als die

abzihlende Potenzreihe aller strukturisomeren disubstituierten Paraffine CoHyw XY

1

1 —xR(x)

(3, 15)

D.h. der Koeffizient von 2" in der Potenzreihenentwicklung von (3, 15) um z =0
ist die Anzahl der strukturell verschiedenen C, H;, X Y.

62. 'Frisubstituierte Paraffine. Ein trisubstituiertes Paraffin mit drei von-
einander verschiedenen einwertigen Substituenten X, Y, Z (von welchen natiirlich
keiner ein Alkyl sein darf), hat die Molekularformel C, Hy,— X Y Z. Die Struktur-
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formel ist ein Baum. Betrachten wir in diesem Baum die drei Verbindungswege
XY, YZ und ZX. Es ist, wie leicht zu sehen, ein und zwar nur ein Punkt
allen dreien gemeinsam, der ein vierkantiger Punkt (ein C-Atom) ist, und den
wir als das »Verkehrszentrum» des Baumes oder kurz als den »Punkt V> be-
zeichnen wollen.

Man kann nun den vollen Baum in § Schritten und dementsprechend die
abzihlende Potenzreihe der strukturisomeren C, Hxn— X Y Z aus 5 Faktoren
aufbauen (Multiplikation der abzihlenden Potenzreihen im Falle der Unabhingig-
keit, vgl. Nr. 17).

Zuerst legt man den Punkt V hin, und dementsprechend hat man den Faktor
z (ein C-Atom).

Dann verbindet man ¥V mit X und legt in die Verbindungslinie eine be-
stimmte Anzahl m von C-Aftomen hinein und schliesst an jedes ein Paar von
Alkylradikalen an (m =o, 1, 2, ...). Diese Konstruktion ergibt den Faktor (3, 15),
das Resultat der vorangehenden Nummer.

Man verbindet ¥V mit Y und fihrt die vorangehende Konstruktion noch-
mals durch: Noch ein Faktor (3, 13).

Die Verbindung von V mit Z bringt einen weiteren Faktor (3, 13).

Schliesslich wird an V ein Alkylradikal angeschlossen; dem entspricht der
Faktor 7(x).

Die abzihlende Potenzreihe der strukturisomeren Cp Han X Y Z 4st

x7(x)
(3, 16) T—zR@*

63. Mehrfach substituierte Paraffine. Bei mehr als dreimal substituierten
Paraffinen wird die abziihlende Potenzreihe der Strukturisomeren verwickelter.
Ich will aber ihren Aufbau, ohne auf die Einzelheiten des Beweises einzutreten,
beschreiben.

Die Strukturformel eines /-mal substituierten Paraffins mit ! verschiedenen
Substituenten, eines C, Hanya—y X' X7 ... X®, ist ein Baum, von dessen 2n + 2
Endpunkten [, nimlich X', X", ... X ausgezeichnet sind. Wir wollen an diesem
Baum die folgenden beiden Operationen, so oft wie moglich, vornehmen.

a) Weglassen eines nicht-ausgezeichneten Endpunktes, samt der dazu fiihren-
den Strecke.

b) Weglassen eines zweikantigen Punktes und Verschmelzung der beiden
anschliessenden Strecken zu einer Strecke.
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Zum Schluss bleibt ein reduzierter Baum iibrig, der nur ausgezeichnete, u. zw.
genau [ Endpunkte hat, benannt mit X', X", ... X® und der ausser Endpunkten
nur drei- und vierkantige Punkte besitzt.

Man bezeichne, wie in Nr. 30, die Anzahl der ein-, der drei- und der vier-
kantigen Punkte des reduzierten Baumes mit p,, p; bzw. p,, und die Anzahl seiner
Strecken mit s. Es ist

n=I

und es bestehen [vgl. (2, 1), (2,2), (2,3); man bemerke dass p = o ist] die Be-
ziehungen

l+ps+p,=s+1, l+3p,+44p,=2s,
aus welchen |

s=2l—3—p,=21—3

(3,17)
Pyt p,=s+1—1 = [—2

folgt. Somit sind s, p;, p, nur endlich vieler Werte fihig: Es gibt, bec gegebenem 1,
nur endlich viele topologisch verschiedene reduzierte Biume. Es besteht die Regel:
Der Wert der abzihlenden Potenzreihe der strukturisomeren Cp Hynioy X' X7 ... X®
st

PPy (x)Ps

e (= RE

die Summe st viber simtliche topologisch verschiedene reduzierte Bdume erstreckt, die
zum gegebenen Wert von | gehiren.

Die Einfachheit der in den beiden vorangehenden Nummern fiir /=2 und
=3 hergeleiteten Formeln beruht darauf, dass in diesen Fillen nur je ein
reduzierter Baum existiert. Die Summe (3, 18) besteht also in diesen Fillen aus
einem einzigen Glied; dieses ist

(3,15), wenn l=12, p;=o0, p,=o0, s=1I,
(3,16) wenn =13, p,=1, p,=0, s=3.

Zur Erginzung sei noch bemerkt: Die Anzahl derjenigen reduzierten Bdume,
Jiir welche in den Ungleichungen (3, 17) das Gleichheitszeichen ¢ilt, d. h. die Anzahl
derjenigen topologisch wverschiedenen Bdwme mit | individuell unterschiedenen End-
punkten, deren von den Endpunkten verschiedene Punkte alle dreikantig und gleich-
arteg sind, st
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(3, 19) 1.3.5...(21—5):%.

Die Anzahl (3,19) fillt fiir /=2 und =3 zu 1 aus; es ist leicht sie durch
Induktion herzuleiten.!

64. Strukturisomere Cycloparaffine C, H,,. Die Strukturformel dieser
Verbindungen ist ein Graph von Zusammenhangszahl 1, der zwei Bedingungen

unterworfen ist:

1) Bs sind alle Punkte, die nicht Endpunkte sind, vierkantig (C— H-Graph
im Sinne der Nr. 33).

2) Zwei Punkte sind hochstens durch eine Strecke miteinander verbunden.
(Bs sind die Doppelbindungen C'= C und damit die Homologen des Athylens
C, H, ausgeschlossen.)

Wenn man von einem solchen Graphen einen Endpunkt samt der darin
endenden Strecke fortlisst, und diese Operation solange wiederholt, als es angeht,
gelangt man schliesslich zu einem Ring, d.h. zu einem (zusammenhingenden!)
Graphen von m Punkten und m Strecken, von denen jede Strecke in zwei ver-
schiedenen Punkten endet und jeder Punkt zwei verschiedene Strecken begrenzt,
m=3, 4, 5, ... [es ist m &= 2 wegen der Bedingung 2). Ein solcher Ring ist
das Kohlenstoffskelett (C-Graph im Sinne der Nr. 35 und 37) eines rein ring-
formigen Cycloparaffins. Die nicht rein ringférmigen Cycloparaffine entstehen
durch Substituieren von Alkylradikalen in ein rein ringférmiges, sie sind die
Homologen von einem rein ringférmigen Cycloparaffin.

Iiir ein gegebenes m gibt es nur einen ringférmigen C-Graphen mit m
Punkten, wie leicht zu sehen ist. Es entsteht daraus, mittels der Konstruktion
der Nr. 37, ein topologisch eindeutig bestimmter C— H-Graph: Fiir ein gege-
benes m gibt es der Struktur nach nur ein rein ringférmiges Cycloparaffin.
Dieses ist im einfachsten Falle m = 3 das oben (Nr. 56—58) ausfithrlich disku-
tierte Cyclopropan.

Wenn wir das im Falle m = 3 ausfiihrlich Uberlegte richtig verallgemeinern,

konnen wir die Strukturformelgruppe des einzigen rein ringférmig struktuierten

! Wir haben im vorangehenden nur solche mehrfach substituierte Paraffine behandelt, in
welchen alle Substituenten voneinander verschieden waren. Bei Gleichheiten zwischen den Substi-
tuenten ist die Behandlung auch moglich, aber die Beschreibung und erst recht die Begriindung
der Formeln wird so umstindlich, dass ich mich begniige auf die erzeugenden Funktionen hinzu-
weisen, die ich am anderen Orte fiir 2 und 3 Substitnenten gegeben habe. Vgl. POLYA 4, 8. 440.

29—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 1 juin 1937.
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Cn Hzm aufstellen: Es hat den Grad 2m, die Ordnung 2m.2™ und es ist Dn (S,
mit den Bezeichnungen der Nr. 21 und 27. Somit ist der Zyklenzeiger der
Strukturformelgruppe des rein ringformigen C, Howm [vgl. Nr. 21 (D)), (S,), ferner

(1, 39), (1, 40)]

m

(3,20 - 2o (iﬁLﬂ)I +

2m i 2

fitfe (f% + A)"“

el
i [(f% ';'f2)2 LI erﬂ] (f% :j;)u‘l:

wobei die obere Zeile fiir ungerades m=2u — 1 und die untere fiir gerades

m =2 in Betracht kommt. Um hieraus die abzihlende Potenzreihe der Homo-
logen des rein ringformigen Cp Hap zu erhalten, ist nach Nr. 58, entsprechehd
der chemischen Substitution der Alkylradikale fiir — H, die abzihlende Potenz-
reihe r(x) der strukturisomeren Alkylradikale fiir f zu substituieren; ferner er-
geben die m Kohlenstoffatome in )y Hay selber einen Faktor x™. So entsteht
aus (3, 20), unter Benutzung der Abkiirzung (3, 13)

1 . [serilerE
(21) 2 eWRRE)F+]
o (B RE@) + 2* R} o B

Wenn (3,21) ilber m=3, 4, 5, ... summiert wird, so entsteht die abzihlende
Potenzreihe der strukturisomeren Cycloparaffine, welche mit P bezeichnet wer-
den soll. Ubersichtlicher ist die Summation iiber m = 1, 2, 3, ... auszufiihren.
So_ergibt sich

2 n
L

xR(x)+?“2—[R(x)2+R(x2)] ; > ;72 %) [ R (4] +

Folglich ist

(3,22) P+ {xR(ac)+ (R +R(x2)]} [I—‘I T—x—lm‘)]‘
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=13 3 2 ey

kl
m=1 ki=m
_ 1o ok & [ R (@)
—221 k z=21 l

Aus dieser Gleichung erhilt man die Potenzreihe
P=uo’+ 22"+ 52® + 122° + 292" + 732° + -,

worin der Koeffizient von " die Anzahl der doppelbindungsfreien, struktur-
isomeren C, H,, ist.

65. Kohlenwasserstoffe C, Hzni9—2.. Die Strukturformel einer solchen Ver-
bindung ist ein C— H-Graph von der Zusammenhangszahl u [vgl. Nr. 36 a]. Wie
es in der vorangehenden Nummer fiir 4 = 1 geschehen ist, ist es auch fir irgend
ein festes u = 2 moglich, die abzihlende Potenzreihe der strukturisomeren
Cn H2n+2—3, aufzustellen. Sie fiillt sogar, vom funktionentheoretischen Gesichts-
punkte aus betrachtet, fiir 4 = 2 einfacher aus, als im Falle g = 1: Sie ist eine
rationale Funktion von endlich vielen Grossen aus der Reihe =z, r(x), r(x?,
r(@®),.... Die Formeln werden aber so umstindlich, dass ich mich auf wenige
Andeutungen betreffs den Fall u = 2 beschriinke.

Man gehe aus von dem Graphen eines gegebenen Cy Hyn s, und fiihre
daran die beiden in Nr. 63 unter a) und b) beschriebenen Operationen so oft als
nur moglich aus (da es jetzt keine ausgezeichneten Endpunkte gibt, kommen nach
und nach alle Endpunkte in Wegfall). Zuletzt bleibt eine von den drei in Fig. 5
dargestellten Formen zuriick. Betrachten wir, der Bestimmtheit halber, eine von
diesen drei Formen, z.B. diejenige, von welcher jede Strecke in zwei verschie-
denen Punkten endet. (Diese ist die einzige von den drei Formen, welche im
Sinne der Begriffsbestimmung in Nr. 29 ein Graph genannt werden kann; man
vergesse nicht die Forderung I!) Setzen wir auf die drei Strecken bzw. %, [, m
Punkte (wodurch diese Strecken bzw. in %+ 1, I + 1, m + 1 Strecken geteilt
werden), so entsteht das Kohlenstoffskelett (der C-Graph) eines gewissen Stamm-
korpers Ci+i+m+s Hartar+amio. Man kann dessen Strukturformelgruppe bestim-
men; sie ist vom Grade 2%+ 2/+ 2m + 2 und von der Ordnung 12, 4 oder 2
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jenachdem % =1[!=m oder k= 1==m oder alle drei Zahlen £, I, m voneinander
verschieden sind. Man kann den Zyklenzeiger dieser Gruppe aufstellen und dann,
durch Einsetzung von 7 (x), die abziithlende
Potenzreihe fiir die Homologen erhalten, d. h.
fir diejenigen Cp Han—2, welche aus dem
besagten Stammkérper durch Einsetzung
von Alkylradikalen entstehen. Die Summa-

tion iiber die Wertetripel £, [, m fithrt bloss

auf geometrische Reihen. Von dem auf

diese Weise erhaltenen Ausdruck fiihre
ich nur einen Bestandteil, den »Haupt-
Fig. 5. bestandteil»

1 22r(x)?

(3, 23) 12 m

an. HBs besteht (3,23) aus 2 Faktoren. Der erste, konstante Faktor ist das
Reziproke der hiochsten Ordnung 12, die die Gruppe von einem der betrachteten
Stammkorper érreichen kann; der zweite, von x abhingige Faktor hat die Ge-
stalt des Summanden in (3, 18) mit

p3:27 p4=0) 8:37

und entspricht der wnabhdangigen Besetzung der 3 Strecken und der 2 Punkte
des Graphen. [Die Punkte werden durch je ein Alkylradikal besetzt, die Strecke
durch m C(-Atome und anschliessend an jedes durch 2 Alkyle, wobei iiber
m=o0, 1, 2,... summiert wird; vgl. die Entstehung von (3, 15) und von (3, 16).]

Den beiden anderen Formen der Fig. 5 entsprechen ebenfalls abziihlende
Potenzreihen, deren »Hauptbestandteile» bzw.

1 2r(x)? 1 x
8 1I—zR(@)®’ 8 [1—zR(z)*

sind. ~ Beide Ausdriicke entsprechen derselben Gruppenordnung &, und bzw. den
Zahlenwerten
‘ p3:2) p4=07 S=37
Ps=0, p,=1, §=2.

Die Bezeichnung »Hauptbestandteil> wird in Nr. 79 n#her erkldrt.
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IV. ASYMPTOTISCHE BESTIMMUNG DER BETRACHTETEN KOMBINA-
TORISCHEN ANZAHLEN. ‘

Funktionentheoretische Eigenschaften.

66. Wir wollen nun die Potenzreihen ¢(x), (), s(x), t(x), deren kombina-
torische Bedeutung im Vorangehenden festgestellt wurde, funktionentheoretisch
untersuchen, jhren Konvergenzradius, ihre Singularititen auf dem Konvergenz-
kreis, ihre analytische Fortsetzung bestimmen. Wir miissen uns dabei natiirlich
auf die Funktionalgleichungen stiitzen, welche diese Potenzreihen definieren. Ich
stelle zuniichst diese Gleichungen mit einigen analogen in geeigneter Bezeichnung
und Reihenfolge zusammen:

(4, 1) f=1+af =ix“,

(4, 2) g=f=1+xzff,

(4, 3) r=f=1+affy+ax (f°—3/f+ 2/)6,
(4, 4) s=f=1+affy+2x(f*—3/f+2/)/6
(4.5 f=rwar =i+ 3 (30

(4, 6) 1‘—1=f=:c(1+f+Ji2__2'fﬁ+fs+3f£2+2fs),

2 3 iy
4, 7) t=f=x(1 +f+fw}f2+f *3f£2 P 2fs )
_ i ® 1 n
(4, 8) f=ze n2=1 i
L U B
(4,9) —f=aa 23T
J  fEorE © n
— T+—2—‘+§+"'= x — 2%—2 ‘x_.
(4, 10 f=we ! z(_)

Die durch die Gleichung zu bestimmende Funktion ist tiberall mit f be-
zeichnet und es wird die Abkiirzung (1, 18) beniitzt. Die Funktionalgleichung

(4) von r(x) kommt zweimal, in zwei verschiedenen Formen, als (4, 3) und
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(4,6) vor, die von ¢ ebenfalls zweimal, als (4,7) und (4,9), vgl. (1) und (1).
Die Gleichung (4, 1) bestimmt die geometrische Reihe, die Gleichungen (4, 5)
und (4,7710) algebra'isréher Funktionen, die Gleichung (4,8) die Umkehrfunktion
einer elementaren ganzen transzendenten Funktion; fiir diese vier Funktionen
sind die entsprechenden Maclaurinschen Réihen angegeben; diese sind, z. B. aus
der Lagrangeschen Umkehrformel, leicht erhiltlich. Fiir die kombinatorische
Bedeutung der Reihen (4,3), (4,8), (4,10) vgl. bzw. den Text zu den Formeln

(2, 15), (2,37), (2,27). Zu (4,6) vgl. Nr. 44.

67. Jede der Funktionalgleichungen (4,1) bis (4, 10) bestimmt eindeutig eine
thr geniigende, nach wachsenden mnichtnegativen Potenzen von x geordnete Potenz-
rethe. Fiir das absolute Glied dieser Potenzreihe ergebeh die ersten fiinf Gleichungen
den Wert 1, die letzten Siinf den Wert o; die iibrigen Koeffizienten der Potenzreihe
sind positive Zahlen und zwar, den Fall der Gleichung (4, 8) ausgenommen, ganze
Zahlen. Die Koeffizientenfolge ist nicht abnehmend.

Alle ausgesprochenen Behauptungen kann man den Rekursionsformeln ent-
nehmen, welche die Koeffizientenvergleichung ergibt. Z.B. ist in Gleichung (4, 6)
der Koeffizient von z" links R, (fiir » = 1) und rechts ein Polynom in R,
R,, ... R,y [vgl. (2, 56)]: hieraus folgt die eindeutige Bestimmtheit; die Koeffi-
zienten des besagten Polynoms sind nichtnegativ und es tritt darin, von xzf
herrithrend, das Glied R, auf: hieraus folgt R, = R.—;. U.s.w. Die Behaup-
tungen iiber Positivitit, Ganzzahligkeit und Wachsen der Koeffizienten ergeben
sich auch (etwas bequemer) aus der kombinatorischen Bedeutung; einige, die
elementaren Funktionen betreffende Behauptungen konnen auch aus der ange-
gebenen expliziten Form der Koeffizienten festgestellt werden.

Die hier betrachtete, nach nichtnegativen Potenzen von x fortschreitende,
durch die Gleichung eindeutig bestimmte Reihe wird im folgenden kurz als die
zur betreffenden Gleichung gehirige Potenzreihe bezeichnet.

68. Die zehn Gleichungen (4, 1) bis (4, 10) seien, wie angeschrieben, zu drei
Staffeln zusammengefasst; die erste Staffel enthdlt die ersten fiinf, die nichste Staffel
die wndichsten zwes, die letzte die letzten drei Gleichungen. Von zwei Potenzreihen,
die zu zwei Glerchungen derselben Staffel gehiren, wird die vorangehende durch die
nachfolgende majoriert.

Diese Behauptung ist schon in der Einleitung ausgesprochen worden, in
Form der sieben unter (10) und (12) vereinigten Ungleichungen. Alle Unglei-
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chungen sind inzwischen durch kombinatorische Betrachtungen bewiesen worden
[vgl. insbesondere (2,7), (2, 8), (2, 16) und (2, 17), (2,9), (2, 38) und (2, 39), (2, 28)
und (2,29)]. Man kann sie aber auch aus den Rekursionsformeln beweisen; es
wird geniigen die Ungleichung R, = S, darzutun.

Es ist By,= S, =1; wir wollen induktiv verfahren und die Ungleichungen

(4, 11) Ry=8), BR=8, ... Rt = Sama
als schon bewiesen annehmen (n = 1).
Es bedeute
fle)=U,+ Uz + Uy + -
eine Potenzreihe mit unbestimmten Koeffizienten U,, U,, U,, ... Man ent-

wickle die beiden Ausdriicke

f@f + 3f(@) fl) + 2 f@®) [l — 3 /) flaf) + 2f ()

"” 6 ’ 6

nach Potenzen von z und bezeichne den Koeffizienten von z" bzw. mit
F(U,, U, ... Un-1), G(U,, Uy, ... Usoa).

In dieser Bezeichnung ist, gemiiss (4, 3) und (4, 4),

(4,12) R.,=F(Ry, R, ... Ru),
(4. 13) Sn=F(8;, Sg, ... Sua) + G(S;, S, - .. Su).
Sowohl F wie G sind Polynome in den Unbestimmten U,, U, ... Un—1. Es

hat F offenbar nichtnegative Koeffizienten; daher ist, gemiiss der Voraussetzung
(4, 11) der vollstindigen Induktion,

(4, 14) 1"(Rl, Rg, e R"—-l) = F(Sl, Sz, . Sn—l)-

Unter den Koeffizienten von G kénnen zwar auch negative vorkommen, jedoch
nimmt G fiir nichtnegative ganzzahlige Werte von U,, U, ... U,.1 nichtnega-
tive Werte an (vgl. die Schlussbemerkung in Nr. 23) und §,, S;, ... Sa 1 sind
positive ganze Zahlen, vgl. Nr. 67. Somit ist

(4, 18) G(Sl,. 9y « .« Sp—1) = 0.
Aus (4, 12), (4, 13), (4, 14), (4, 15) folgt, wie zu beweisen war, dass

R, = S
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69. Die zu den Gleichungen (4, 1) bis (4, 10) gehorigen Potenzreihen haben
s@milich nichtverschwindenden Konvergenzradius.
Fiir die Gleichungen

(4,1), (4,5, (4.8), (4,10

geht diese Behauptung aus der angegebenen expliziten Form der Koeffizienten
ohne weiteres hervor; die Konvergenzradien sind, -wie man leicht aus dem Ver-

héltnis sukzessiver Koeffizienten berechnet, bzw.

welche, wie schon in der Einleitung gesagt, bzw.
%, 9, a, T

heissen sollen, ergibt sich die Behauptung aus den in der vorangehenden Nr. 68
besprochenen, schon in der Einleitung ausgesprochenen Ungleichungen (10) und
(12); es ergibt sich, genauer gesagt, noch nicht das volle Resultat, das in der
Einleitung unter (13) und (14) angekiindigt wurde, sondern nur das schwichere,
das dem Ersetzen des > durch = im vollen Resultat entspricht.

In simtlichen Fillen (4, 1) bis (4, 10) definiert also die zur Gleichung ge-
horige Potenzreihe ein Funktionselement von Zentrum o; dieses Funktionselement
soll im folgenden ebenfalls als zur Gleichung gehorig bezeichnet werden; die zu
den Gleichungen (4,2), (4,3), (4,4), (4,7) gehorigen Funktionselemente werden
beziehungsweise durch die Potenzreihen ¢ (x), »(x), s(x), t{(x) dargestellt.

70. Besprechen wir zuniichst die analytische Fortsetzung des durch ¢ (x)
dargestellten Funktionselementes.

Wie es aus der ersten Ungleichung unter (10) hervorgeht, ist der Kon-
vergenzradius x von ¢(z) entweder ==1 oder < 1. Die erste Eventualitit ist
jedoch auszuschliessen: Denn wiire x = 1, also ¢(z) und folglich auch ¢ (% im
Einheitskreise konvergent, so miisste die Potenzreihe

cq)=z+ a2+ -
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mit lauter nichtnegativen Koeffizienten entlang der Strecke der reellen Achse
von £=0 bis =1 von 0 bis zu einem Werte oberhalb 2z wachsen, also in
einem Zwischenpunkte £ den Wert 1 annehmen; dann hitte aber die Funktion

(4, 16) | 1) =

lich ziehe (4, 2) heran] im Punkte £, 0 < § < 1, einen Pol, obzwar sie im ganzen
Einheitskreis, gemiiss der Annahme x = 1, regulir sein sollte. Der Widerspruch
16st sich nur dann, wenn wir die Annahme % = 1 verwerfen. Somit ist bewiesen,
dass » < 1.

Die Potenzreihe ¢(x) konvergiert im Kreis || < x, die Potenzreihe ¢(z?)
im Kreise |2®| <, d.h. |z] < Vx; da x <1, also x < V%, ist das Konvergenz-
gebiet von ¢(z?) umfassender, als das von ¢(xz); die auf dem Konvergenzkreise
von ¢(xz) notwendigerweise vorhandenen singuliren Stellen kénnen nur von dem
Nenner auf der rechten Seite von (4, 16) herrithren, sind also Stellen, fiir welche

(4, 17) zq(z®) =1

gilt. Die linke Seite dieser Gleichung ist aber eine Potenzreihe, worin alle
Koeffizienten von ungeradem Index positiv, alle von geradem Index o sind. Der
Maximalbetrag einer solchen Potenzreihe entlang eines Kreises vom Mittelpunkte
o wird in zwei und nur zwei Punkten erreicht: auf der positiven und auf der
negativen reellen Achse, und das Vorzeichen des maximalen Funktionswertes
stimmt mit dem Vorzeichen von z iiberein. Daher besitzt die Gleichung (4, 17)
eine Wurzel, die auf der positiven reellen Achse liegt, u.zw. dem Ursprung
niher liegt, als alle anderen Wurzeln; in dieser Wurzel verschwindet die Deri-
vierte der linken Seite von (4, 17) nicht, wieder wegen der Positivitit der Koeffi-
zienten von zq(x®), und daher ist diese Wurzel einfach. Diese Wurzel bestimmt,
gemiiss (4, 16), den Konvergenzradius von ¢ (x).

Zusammengefasst: Auf dem Konvergenzkrers der Potenzreihe q(x) liegt nur
ein einziger singuldrer Punkt, der Punkt x = x, u.zw. hat q{x) im Punkte x = x
einen Pol erster Ordnung.

71. Eine weitere Ausniitzung der eben angewendeten Schlussweise ergibt,
dass die analytische Fortsetzung von ¢(x) im Innern des Einheitskreises mero-
morph ist. Die Schlussweise stiitzt sich auf die Funktionalgleichung (4, 16) und

diese ist ersichtlicherweise mit dem Kettenbruch (8') diquivalent. Man kann nun
30—36808. Acta mathematice. 68. Imprimé le 1 juin 1937.
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die Fortsetzung von ¢(z) durch eine kleine Variation der Schlussweise mittels
der Entwicklung des Kettenbruches bewerkstelligen; dabei bemerkt man den
folgenden Abkiirzungsweg.

Man setze

(4 18) () = &)

TN
Fiir die neueingefithrte Funktion v (x) ergibt (4, 2) die neue Funktionalgleichung
(4, 19) Y (@) = (@) — zy(2?),
welche den Vorteil hat linear zu sein. Der Potenzreihenansatz
Y@ =a,+ax+ayx® +
ergibt die rekursiven Relationen
| (4, 20) Qom = Am, Qam+1= —0m, QAim+3 =0

fir m=o, 1, 2, ..., welche die Koeffizientenfolge eindeutig bestimmen, sobald
a, gegeben ist. Ich nehme

(4) 21) Ay =1

an; es ergibt sich
Y)=1—c—at—z*+2°—2* + 2 + -

als eine Potenzreihe, deren Koeffizienten nur die drei Werte 0, 1 und — 1 an-
nehmen, die also im Einheitskreise konvergiert.

Nun gehe man von der Potenzreihe 1 (x) aus und definiere eine Funktion
g(x) durch (4,18). Diese Funktion ¢(x) ist im Punkte x = o regulir, wegen
(4,21), und erfiillt die Funktionalgleichung (4, 2), wegen (4, 19). Da aber (4, 2),
wie in Nr. 67 gesagt wurde, nur durch eine einzige Potenzreihe mit nichtnega-
tiven ganzzahligen Potenzen von x befriedigt werden kann, ist die durch (4, 18)
definierte Funktion mit unserem friiheren ¢(x) identisch. Es ist ¢(x) in (4, 18)
dargestellt, als der Quotient von zwei im REinheitskreise konvergierenden Potenz-
reihen, und dies setzt in Evidenz, dass ¢(x) im Innern des Einheitskreises mero-
morph ist.

Es ist hervorzuheben, dass in der Darstellung (4, 18) von ¢(x) Zihler und
Nenner »teilerfremd» sind, d.h. keine gemeinsame Nullstelle besitzen. Es ist
niimlich ausgeschlossen, dass ein x, existiert, so dass
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o<|ml<1,  ylm)=o  ylh)=o.

Wiire dies der Fall, so hitten wir, gemiss (4, 19), auch

Y(x5) = o,
und durch Wiederholung des Schlusses mit x, x}, x5, . .. anstelle von x, er-
hielten wir
Y =@ =y = =o,

also eine Folge von unendlich vielen Nullstellen mit dem Hiufungspunkt o. Dies
ist ausgeschlossen; also haben w(:c) und ¥ (x?) keine gemeinsame Nullstelle in
ihrem Konvergenzbereich |z| < 1.

Man kann mit Benutzung der Kettenbruchdarstellung (8') und durch Schiuss-
weisen, die von der Theorie der Sturmschen Ketten her geliufig sind, beweisen,
dass ¢(x) unendlich viele Pole auf der Strecke zwischen den Punkten x = x
und x = 1 besitzt. Man hebe folgende Eigenschaften von g (x) hervor:

Erstens hat ¢(x)= @, + ¢, + --- ganzzahlige Entwicklungskoeffizienten;

zweitens ist ¢(z) im Innern des Einheitskreises meromorph;

drittens ist ¢(z) keine rationale Funktion (z. B. wegen der unendlich vielen
Pole; auch durch Vergleich von Graden, mit direkter Verwendung von (4, 2)
leicht zu zeigen). ' '

Aus diesen drei Eigenschaften folgt, auf Grund eines allgemeinen Satzes’,
dass der Rand des Einhevtskreises eine singulare Linie fiir q(x) ist. Man kann
diese Tatsache auch ohne Benutzung des allgemeinen Satzes, aber durch bessere
Ausniitzung des Kettenbruches (8') nachweisen, was ich andeuten aber nicht
ausfithren will. '

72. Jetzt soll die analytische Fortsetzung des Funktionselements 7 (x) be-
sprochen werden.

Es konvergieren die Potenzreihen 7 (z), »(x?), r (x®) in Kreisen vom Mittel-
punkte o, deren Radien bzw. ¢, ¢, ¢ sind. Man beachte, dass, gemiiss Nr. 68

und 70, ¢ =% < 1, also
e<el<g”

ist. Man setze 7 (x) =y und betrachte die Funktionalgleichung (4, 3) in der Form

! F. CARLSON, Math. Zeitschrift, 9 (1921), 8. 1I—13. G. PoLYA, Proc. London Math. Soc. (2)
21 (1921), 8. 22—38.
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(4, 22) xy*—32—2xr@)y + 23 +2r@@’)=o.

Die Funktion y —=1r(z) geniigt der Gleichung 3-ten Grades (4, 22), deren
Koeffizienten in der Kreisfliche |z| < ¢'* regulir sind. Bei der analytischen
Fortsetzung des Funktionselements y = r(x) innerhalb dieser Kreisfliche kann
eine Singularitit sich nur auf zwei Arten einstellen:

Entweder muss der héchste Koeffizient der Gleichung (4, 22) verschwinden;
es kommt nur die Stelle z = 0 in Betracht.

Oder muss die Gleichung (4, 22) eine mehrfache Wurzel 4 haben; dann muss
die partielle Ableitung der linken Seite nach y verschwinden, d. h.

(4, 23) zy’=2—xr(?

sein. Wie die Elimination von y aus (4, 22) und (4, 23) zeigt, kommen nur solche
Stellen in Betracht, fiir welche die Gleichung

(4, 24) 2—zr@) —z(3 + 2r@)*=o0

besteht. Solche Stellen konnen sich im Innern des Kreises |z| < ¢, wo ja die
linke Seite von (4, 24) regulir bleibt, nicht hiufen, und in der Umgebung solcher
Stellen bleibt der singulir werdende Funktionszweig beschrinkt, also stetig.

Nun handelt es sich um die singuliren Stellen der Potenzreihe auf ihrem
Konvergenzkreis, |x|=y¢, der ja ganz im Innern der Fliche |x| < ¢ verliuft.
Der Punkt x = o liegt nicht auf diesem Kreis, daher muss die zweite der oben
erwihnten Alternativen eintreffen: Die auf dem Konvergenzkreis liegenden singu-
liren Stellen geniigen den Gleichungen (4,23) und (4, 24), und das Funktions-
element 7 (x) bleibt in ihnen stetig. Inbesondere muss die Potenzreihe r(x) end-
lich bleiben, wenn x der reellen Achse entlang dem Punkt ¢ sich nihert; da diese
Potenzreihe lauter positive Koeffizienten hat, bleibt sie, nach einer geliufigen
Schlussweise, auch - fiir x =g, und folglich auf dem ganzen Kreisrande |x]|=¢
absolut konvergent. Die fur die singuliren Punkte x auf dem Konvergenzrande
giiltige Gleichung (4, 23) ist also in der Form

(41 25) x B

zu schreiben, wo auf der linken Seite die Potenzreihen v (x), r (x®) esnzusetzen sind.
Da die Potenzreihe r(x) lauter positive Koeffizienten hat, ist der Punkt
x =9 des Konvergenzkreises sicher singuliir; also besteht die Gleichung (4, 25)
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fiir z=¢9¢. Nun hat aber. die Potenzreihe links in (4, 25) (abgesehen vom abso-
luten Glied, das verschwindet) lauter positive Koeffizienten, und daher wird sie
im Punkte x = ¢ einen griosseren absoluten Betrag annehwmen, als in allen anderen
Punkten des Kreises |x|=¢. Somit ist die Gleichung (4, 25) nur im Punkte
x=¢ des Kreises |x| =1 erfillt: Es ist x =9 der einzige auf dem Konvergenz-
kreis von r(x) liegende singulire Punkt.

Es ist nun leicht festzustellen, dass das Funktionselement 7 (z) in der Um-
gebung von z = ¢ nach Potenzen von Va_ctjé entwickelbar ist, und dass die Ent:
wicklung so beginnt:

— g — _x, .
(4, 26) r(x) = bl/l 9+ ,

wobei a4 und b positive Zahlen bezeichnen; es ist

(4, 27) a=rg),
_ rle) — 1 + 7(0) 7 (€% 0® + ' (¢%) 0*
(4, 28) b= ]/z or (o)

Die Verfolgung der Gleichung (4, 3) iiber den Kreis |z|= ¢ hinaus ergibt,
dass die Fortsetzung von r(z) in jedem ganz im Innern des Einheitskreises ge-
legenen Gebiet algebroid ist, d.h. nur endlich viele Zweige und endlich viele
algebraische Verzweigungspunkte hat. Die Anzahl der Zweige diirfte unendlich
werden, wenn das Gebiet sich wachsend dem Einheitskreis nihert.

Zu spiiteren Zwecken wollen wir uns noch folgendes Nebenresultat merken:
Die Gleichung (4,25) hat in der abgeschlossenen Kreisfliche |x| < o die einzige
Lisung xz=o.

73. Durch Schliisse, die denen der vorangehenden Nummer durchaus #hn-
lich sind, kann man die zur Bestimmung der Funktionen s(x) und ¢(z) dienenden
Gleichungen

zy*— 3y +2xs(2® + 3=o0,

2 3
—y + xe¥ exp (%x)+t<§)+ w)———o

behandeln. Zur Bestimmung der Singularititen an der Konvergenzgrenze erhilt
man bzw.
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(4, 29) zs(x):=r1,
(4, 30) tw) =1,

welche Gleichungen den vorher behandelten (4, 17) und (4, 25) durchaus analog
sind: Man kann in sie die Potenzreihen noch auf dem Konvergenzkreise ein-
setzen und sie haben daselbst, wegen der Positivitit der Koeffizienten, nur eine
Losung, nimlich den positiven Punkt des Konvergenzkreises: Auf der Konver-
genzgrenze der Potenzrethe s(x) liegt nur der singulire Punkt x = o, auf der von
t(x) nur x =17. Die Funktionen lassen sich um diesen singuliren Punkt herum

nach Potenzen von Vaz —g¢ bzw. von Vz — v entwickeln, und zwar beginnen
diese Entwicklungen, wie (4, 26), mit

A x
@ =V |/ =T baw a8 | =T
T

wobei a’, V', a”, b positive Zahlen sind.

74. Kehren wir zuriick zur Betrachtung der Reihe »(x). Wie aus Nr. 72
hervorgeht, konnen wir den Konvergenzradius ¢ von 7(z) sowohl anhand der
Gleichung (4,24) wie aus (4,25) bestimmen. Wir wollen beide Moglichkeiten
verwerten.

a) Die Gleichung (4,23) ist, wie in Nr. 72 besprochen, fiir z =g erfiillt,
sie ist also wegen der Positivitit der Koeffizienten der Potenzreihen auf der
linken Seite, fiir keinen positiven Wert von x erfillt, der < ¢ ist. Wir gewinnen
das Kriterium: FEine positive Zahl x ist dann und nur dann klerner als o, wenn
erstens r(x) konvergiert und zweitens die linke Seite von (4, 25) kleiner als 1 ausfallt.

Untersuchen wir den Wert x = ¢; fiir diesen Wert konvergiert, wie in Nr. 73
angedeutet, die Reihe s(z) und erfiillt die Gleichung (4, 29). Somit ist

(4, 31) os(0)?=1;

man beachte, dass, wegen (10), r(6) konvergiert und

(4, 32) r(0) = s(0);

ferner ist wegen der Positivitit der Koeffizienten und wegen 7(0) = 1
(4, 33) r(0) > r(a) > r(a?).

Aus (4,31), (4,32), (4,33) folgt
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Also ist, gemiiss dem ausgesprochenen Kriterium, ¢ < g.

Auf dieselbe Art kann man alle in der Einleitung unter (13) und (14)
erwihnten Ungleichungen beweisen.

b} Anhand der Gleichung (4,24) kann man das folgende Kriterium aus-
sprechen: Wenn x ein positiver Wert ust, fiir den die Reihe r(x®) konvergiert, so
ist x kleiner oder gleich oder grosser als g, jenachdem

x[3 + xr(z®)?

m < 1oder =1 oder > 1

ist. Dieses Kriterium erlaubt den Konvergenzradius ¢ mit Hiilfe konvergenter
Reihen zu berechnen. Man muss aber zur numerischen Durchfithrung eine Rest-
abschitzung fiir die Reihe s (x) besitzen. Wir gelangen dazu aus (10) und (12);
diesen Ungleichungen geméss ist

(4, 34) RnsTn_sf(”"z)-

"\ n—1
Nun nimmt

z2n\1 _1.3.5...(2n—3)(2n—1)
( ) 2.4.

n )4 6...(2n—2)2n

bei wachsenden # bestindig ab; somit ist

Ifzn—2\_ 1 (2n1> 1 2"+2)l>...
n\ n—1 n+1\n)q4 nt2\ n+1)4® ’

und hieraus findet man mit Riicksicht auf (4, 34)‘die fir o<z <i giiltige

Restabschiitzung

1{2n—2 xm
Rnxn + R1l+lwn+1 + Rn+2mn+2 + e << = - :
n\ n—1/1—4x

Mit Hiilfe dieser Abschitzung kann man anhand des obigen Kriteriums ¢ nu-
merisch berechnen und auf #hnliche Weise kann man ¢ behandeln. Ich fand,
dass

(4, 35) 0,35 < p<0,36, 0,80 <o<0,31.
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Asymptotische Werte der Koeffizienten gewisser Potenzreihen.

75. Wir haben im Vorangehenden das funktionentheoretische Verhalten
der Potenzreihen ¢(x), r(z), s(x), t(x) auf dem Konvergenzkreise festgestellt.
Wir werden nun daraus eine Reihe von Folgerungen ziehen, indem wir eine
leicht beweisbare und wohlbekannte Beziehung zwischen den Singularititen und
den Koeffizienten von Potenzreihen uns zunutze machen, welche in dem folgen-
den Hilfssatz formuliert ist.!

Hilfssatz. Die Potenzreihe
f@)=ay+ajz + ag2® + - +apa™ + -

soll auf threm Konvergenzkreise nur einen einzigen singuldren Punkt x = o besitzen,

tn dessen Umgebung die dargestellte Funktion die Gestalt

x\~* - z\ !

(4, 36) = (=2 "o + (1= o
hat. Hierin bedeuten

g(x) und h(x) analytische Funktionen, die in der Umgebung des Punktes x = e
reguldr sind,; insbesondere ist g(a) = A 5 o. ‘

s und t sind reelle Konstanten; s ist von allen nichipositiven ganzen Zahlen,
von 0, — 1, — 2, ... verschieden; es ist entweder t <s oder t=o.

Dann st fiir unendlich wachsendes n '
4
Ir(s)

Ay ~ o " ns—l

Es liegt in der Voraussetzung dieses Hilfssatzes, dass das zweite Glied
rechts in (4, 36) entweder reguliir oder auf alle Fille »leichter» singulir ist als
das erste Glied rechts; das zweite Glied ist insbesondere dann regulir, wenn { =0
ist. Die Béhauptung besagt, dass der Koeffizient @, sich asymptotisch gleich
verhiilt, wie der Koeffizient von 2® in der Potenzreihenentwicklung von

! Vgl. z.B. R. JUNGEN, Commentarii Math. Helvetici, 3 (1931), 8. 266—306, die Sitze A,
S. 269 und 1, 8. 275.
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76. Asymptotische Bestimmung von Q., R., Sp, Tn. Das am Schlusse der
Nr. 70 Ausgesprochene darf auch so gefasst werden, dass

(47 37) E‘,an"=q(l‘)“‘ﬂ‘ ! :K([_f)_l'f‘ h(x)

Ty o (2)
~ 1 —zq(z?)

ist, wobei h(x) in der abgeschlossenen Kreisfliche |x| < » reguliir ist, und —x K
das Residuum von ¢(z) im Pole z = x bedeutet. Somit ist

I I

e g e Gr 3G 5 G+

Es hat (4, 37) die im Hilfssatz der Nr. 75 gewiinschte Form mit

a=x% 8==1, t=0, A=K.
Somit ist

(4, 38) @Qn~ Kx—.

Die Darlegungen der Nr. 72, inshesondere die Formel (4, 26) zeigen, dass
die Voraussetzungen des Hilfssatzes der Nr. 75 fiir die Potenzreibe r (z) zutreffen,
wobei

ist. Da

erhalten wir fiir R,, die Anzahl der strukturisomeren Alkohole Cp Hans1 O H, die
asymptotische Formel
b

4, R, ~ —np =
(4, 39) 0 Ve

Ich erinnere an die numerische Abschidtzung (4, 35) des Konvergenzradius ¢ von
7(xz) und an den Ausdruck (4, 28) von . Die asymptotische Formel (4, 39) scheint
auch als Niherungsformel brauchbar zu sein, sogar fiir Werte von n, die noch
ziemlich klein sind.!

Ebenso leicht ergeben sich auch die andern beiden in der Einleitung unter
(16) zusammengestellten asymptotischen Formeln, durch einfache Nebeneinander-
stellung des Hilfssatzes der Nr. 75 und der funktionentheoretischen Eigenschaf-
ten, die wir in der Nr. 73 kennen lernten.

! Vgl. PoLya, 5.
31—-36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 4 aoiit 1937.
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77. Homologe Reihen. Es sei gegeben eine chemische Verbindung, im
folgenden »>Stammkorper» genannt, welche s durch Alkyle — C, Han+1 substi-
tuierbare — H enthilt. Die Strukturformelgruppe des Stammkorpers ist eine
Permutationsgruppe vom Grade s, welche die s Stellen der substituierbaren
H-Atome vertauscht; ihr Zyklenzeiger sei das Polynom ¥ (f, fo ... 7). (Be-
zeichnu-ng wie in Nr. 25.) Nach dem Vorbild der Nr. 58 ergibt der Koeffizient

von «" in der Potenzreihenentwicklung von

(4, 40) : W), rixd), ... r(@)

die Anzahl derjenigen strukturisomeren Homologen (Alkylderivate) des Stamm-

korpers, welche n Stiick C-Atome mehr enthalten, als der Stammkérper.
Gemiiss Nr. 72 hat die Funktion (4, 40) ausser dem Punkt z = ¢ keinen

singuliren Punkt im Kreise || < ¢. Dass aber der Punkt x = ¢ wirklich sin-

gulir ist, ersiecht man aus der Entwicklung von (4, 40) nach Potenzen von Vx-g

in der Umgebung von x = g, welche, gemiiss (4, 26), mit

wa)  w0@ @ w e, D] 1=

beginnt; das zweitangeschriebene Glied verschwindet nédmlich sicherlich nicht, es
sind ja die Koeffizienten in der partiellen Ableitung vy (f;, . .. /s) und ebenso
‘die Werte (), r{¢), ... positiv.

Die Entwicklung (4,41) von (4,40) zeigt, dass der Hilfssatz der Nr. 75

anwendbar ist; wir erhalten, dass der Koeffizient von 2™ in der Maclaurinschen

Reihe von (4, 40)

=) - 7))

~ Q-—-n n—“/e

Diese Tatsache ist, mit einer in der Einleitung (Nrt. 5) definierten Ausdrucksweise
so auszusprechen: Die Anzahl derjenigen strukturisomeren Homologen eines gege-
benen Stammkorpers, deren Kohlenstoffinhalt den des Stammkirpers um n Einheiten
iibertrifft, ist der Anzahl der strukturisomeren Cn Hani1 O H asymptotisch propor-
tional. Die volle Formel zeigt, wie der Proportionalititsfaktor mit dem Zyklen-
zeiger der Strukturformelgruppe des Stammkorpers zusammenhingt.

78. Mehrfach substituierte Paraffine. Wir wollen uns jetzt mit der durch
(3, 13) definierten Funktion R (x) befassen. Ihre funktionentheoretischen Eigen-
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schaften sind aus Nr. 72 ersichtlich; es kommen besonders die Schlussbemerkung
dieser Nummer und die Reihenentwicklung (4, 26) in Betracht. Unter gebiihren-
der Beriicksichtigung des dort Gesagten erhilt man leicht: Die Funktion

’ 1—xzR(x) oab 0

ist in der abgeschlossenen Kreisfliche |x| = o regulir, mit Ausnahme des einzigen
Punktes x=19; in der Umgebung dieses Punktes besitzt (4, 42) eine Entwicklung
nach wachsenden Potenzen von Va — o, welche wie rechts in (4,42) angegeben
beginnt. _

Nun kénnen wir uns der Summe (3, 18) zuwenden. Diese Summe ist, wie
jedes ihrer endlich vielen Glieder, kraft des eben Gesagten in der offenen Kreis-
fiiche |z| < ¢ ausnahmslos regulir, hat an deren Rand den einzigen singuliren
Punkt 2=, und lasst sich um z = ¢ herum nach wachsenden Potenzen von
Va — ¢ entwickeln. Ein Glied der Summe (3, 18) ist nun in dem Punkte z = ¢
umso »schwerer» singulér, je grosser der Exponent s des Nenners ist. Der grisste
Wert von s wird gemiss (3, 17) dann erreicht, wenn

(4, 43) py=0, s=21—3, py=1—2

ist, u.zw. erreichen, gemiss der Bemerkung am Schluss der Nr. 63,

1.3.5 ... (201—5%)

Glieder der Summe (3, 18) den grossten Wert von s. Die Reihenentwicklung
der ganzen Summe (3, 18) um z = ¢ hat dasselbe Anfangsglied, wie die der Ver-
einigung derjenigen seiner Glieder, die mit den Werten (4, 43) gebildet sind:

" —2
(4, 44) I-3---(2l—5)[~;{%:;=

=8
1.3.5...(21 —3)(ea)2 AN
B (eabP (=% e

Zur Bildung des auf der rechten Seite von (4, 44) auftretenden Anfangsgliedes
zieche man (4, 26) und (4, 42) heran.

Die Anwendung des Hilfssatzes der Nr. 75 auf (3, 18) oder, was schliess-
lich das Gleiche ergibt, auf (4,44), zeigt: Die Anzahl der strukturisomeren
CoHapya1 X' X7 ... XU st
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Ng_nn“—;—"’1.3.5...(21—5)(9a)l—2 1
(eabp—? r ( 21 —__3_)
)
_ _n”%_—‘r’gabs( 2\
¢ 4V \eat?)’

sodass die Einfiihrung eines weiteren Substituenten der asymptotischen Anzahl einen
weiteren mit der Kohlenstoffanzahl n proportionalen Faktor hinzufiigt. Dieses Re-
sultat wurde schon in der Einleitung in Aussicht gestellt. Wir haben es hier
fiir { = 2 bewiesen, aber es bleibt auch fiir | = 1 giiltig, in welchem Falle es ja
mit (4,39) gleichbedeutend ist. Ob es auch fiir = o0, d.h. fiir die (unsubsti-
tuierten) Paraffine selber giiltig bleibt, wissen wir noch nicht, und wir werden
es erst nach den Entwicklungen der Nr. 80—86 erfahren.

79. Kohlenwasserstoffe C, Hyyys s, Betrachten wir zunichst den Fall
uw=1. Die Kohlenwasserstoffe von der Formel C,H,, sind entweder Athylen-
homologen oder Cycloparaffine, jenachdem sie eine Dopp’elbindungrenthalten oder
nicht. Die Anzahl der strukturisomeren Athylenhomologen C, H,, ist, gemiiss

—e.

Nr. 77, asymptotisch proportional ¢—"# Wenden wir uns also den struktur-
isomeren Cycloparaffinen zu; ihre abzihlende Potenzreihe P ist durch (3, 22)
gegeben. Aus dieser Formel ersehen wir, dass P in der abgeschlossenen Kreis-
fliche |z| < ¢ einen einzigen singuliren Punkt, nimlich z = ¢ besitzt. Von der
Summe, die in der letzten Zeile von (3, 22) steht, wird nur ein Glied fiir x=¢

singulir, dasjenige mit k= 1:

1 I I I z\—1% -
“log —----="1oc | — (1 ==} 24+ --- |,
2 %7 —zR(x) 2 log [gab(I 9) ! ]

vgl. (4,42). Bs ergibt sich nun leicht, dass P die Gestalt

I x z\}
4, P=—-1lo (1—~)+(I——)' x) + hix
(4, 45) , log o o g(x) + h(x)

hat, wobei g(x) und h(z) in einer Umgebung des Punktes 2 = ¢ regulir sind.
Der Koeffizient von z” in der Potenzreihenentwicklung des ersten Gliedes rechts
in (4, 45) ist 1/(4n¢"); dies iiberwiegt o~ "#~"2, und es ist, auf Grund des Hilfs-
satzes der Nr. 73, sowohl der n-te Koeffizient der beiden letzten Glieder rechts
in (4, 45) wie auch, wie schon gesagt, die Anzahl der Athylenhomologen asymp-
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totisch proportinal ¢~ "%~ Daher ist die Anzahl der strukturisomeren Kohlen-
wasserstoffe von der Molekularformel Cn Hyn

g—n

~ .

4mn

Uber die strukturisomeren Kohlenwasserstoffe Cj Hypp 99, mit festem u =2
sollen hier nur einige Andeutungen Platz finden. In der abziblenden Potenz-
reihe ist der »Hauptbestandteil>, d.h. derjenige Summand, der im Punkte z = ¢
am stirksten unendlich wird, abgesehen von einem konstanten Faktor, von der
gleichen Form, wie das allgemeine Glied der Summe (3, 18). Die Anzahlen p,,
s ssind mit p [vgl. (2, 1), (2, 2), (2, 3)] durch die Beziehung

(4, 46) §—ps—pPyt1=u, 3py+4p,=2s

verbunden, und dadurch bestimmt, dass s mdglichst. gross ist. Ks folgt nun

aus (4, 46)
s=3(u— 1)"1’4-

Fir p,=o0 erhalten wir den Grosstwert von s und es nimmt der Summand in
(3, 18) die Gestalt

Su—3

wr (@2 z\
[I—wR(w)]"‘"‘_”__C(I__@) T

an. Hieraus folgt kraft des Hilfssatzes in Nr. 75: Die Anzahl der Kohlenwasser-
stoffe Cn Hanya—ayu mit gegebenen p ist asymplotisch proportional ¢—™ n'3#—5)2,

Fir p=1 stimmt dies mit dem in dieser Nummer ausfiihrlicher bewiesenen
Resultat iiber die C, H,, iiberein, und es gilt auch (aber ist schwieriger zu be-
weisen) fir u = o; vgl. die folgenden Nummern. o

Die Anzahl der strukturisomeren Paraffine.

80. Von den vier unter (17) zusammengestellten asymptotischen Formeln
will "ich nur die zweite, welche ¢, betrifft, ausfiithrlich beweisen. Sie hat eine
mittlere Stellung: Die Formel fiir %, ist viel leichter, die fiir g, ebenso schwer
und die fiir ¢, etwas schwerer zu beweisen als die Formel fiir ¢,. Die Anzahlen
o» und 7, wurden schon von Cayley betrachtet; aber der Anzahl ¢, wurde, wegen
ihrer chemischen Bedeutung, wohl mehr Interesse entgegengebracht, als der
Anzahl 7.
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Wir haben darzutun, dass
on Q" P

fiir » — © einem positiven Grenzwert zustrebt.

Es ist nun, gemiiss (2, 41)

(4, 47) on@" 1" = @, 0" 1" + ¢, 0" n""

Wir entnehmen (2, 50), dass

(4, 48) om0t nht = 9(21-4 U, + ‘I; Vo + é Wy + é W', + i W;'),

wobei

(4, 49) Un=u"" ¥ Ri¢' Rj¢! R ¢* Ri ¢, ((+j+k+l=n—1),
(4, 50) Va =u"" ¥ Ri¢' R; ¢’ Ri 0, Gtjt2k=n—1),
(4, 51) Wa = u' o= % R, o' R ¢/, (2i+2j=n—1),
(52) W= whgi 3 Rig Byel g, (i+35=n—1)
(4, 53) W, == n'lg? ("‘”/*Z R ¢, (42=mn—1).

Die Summationen sind iiber solche ganzzahlige Losungssysteme (z, 7, £, [)
[bzw. (2, 4, %), (2, 7), (¢)] der betreffenden, am Ende der Zeile stehenden Gleichung
zu erstrecken, welche der Bedingung

(4, 54) 0=<71< - o_<_j<g, osk<-, O§Z<Z

geniigen. Leere Summen sind als o zu interpretieren. Z.B. besteht W aus

einem Glied oder hat den Wert 0, je nachdem 7n — 1 teilbar ist durch 4 oder
nicht.

Zur Auswertung der eingefiihrten Grossen bedienen wir uns hauptsiichlich
der Beziehung (4,39). Bs folgt daraus, dass eine positive Zahl C existiert,
so dass

(4, 55) Rpomm’r < C fir m=1, 2, 3, ...,

ferner, dass die drei positivgliedrigen Reihen
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(47 56) .R0+ RIQ + .+Rk9k+ "'=7'(g)=a,
(4a 57) IR°+3R192+"'+(2k+I)Rk92k+’---,

konvergieren. Auch
(4, 39) o<o<r1

ist natiirlich im folgendén hiufig zu beriicksichtigen.
81. Gemiiss (2, 46) und wegen (4, 39) ist

(4, 60) o) ¢" 1% < Rin et n = 0(n)
Ferner ist leicht festzustellen, dass
(4, 61) W'n — 0, W’n - 0, W;: — 0.

Bei W7, geniigt ¢ <1 und die Konvergenz von 7 (¢) zu beriicksichtigen, bei W,
ist noch zu bemerken, dass auch das Quadrat der absolutkonvergenten Reihe
r(0) konvergiert, bei W', kommt noch hinzu die aus (4, 34) und der Summa-
tionsbedingung in (4, 52) folgende Ungleichung

3j=n—1—1t2

2 3

82. Heikler ist die Behandlung von V,. Wir teilen die Summe unter
(4, 50) in zwei Teile: die Glieder fiir welche

(4, 62) k=(n—3)6
gilt, rechnen wir zu V’,, die iibrigen zu V75, so dass
(4, 63) Va==V, + V.

Es ist also

V;; = 'l gln—3)I6 Z R; o' R;j g’ Ry, 0" - ot~ (n—3)6,

wobei die Summation nur diejenigen in V, vorkommenden Systeme 7, j, £ um-
fasst, fiir welche der Exponent des letzten Faktors unter dem Summenzeichen
positiv ausfillt. Da auch die dritte Potenz von r (o) konvergiert, folgt
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Es ist
(n—3)/6 (n—3)/6
(4,65) V= 3 Reg"* D Ri¢' Big' = ' 3 Reg* C*u L(B)
k=0 7,7 k=0

mit Riicksicht auf (4, 55) Hierbei bedeutet
p die kleinere (nicht grossere) der beiden Zahlen ¢ und j,
L(k) die Anzahl der Zahlenpaare ¢, j, welche ausser (4, 54) noch der Gleichung

(4, 66) i+j=n—2k—1

geniigen.
Es ist, wegen (4, 54) und (4, 62),

n—3

.. n
—_— - -+ -
n—1 z+j‘2k<,u,+2+ 3

Indem man (4, 66), jenachdem 7 gerade oder ungerade, in einer der beiden Formen

(’3—1')+(1’—j)=2k+ 1, ("+I—i)+(u-j)=2k+l
2 2 2 2

schreibt, stellt man leicht fest, dass

(4, 68) Lk)Zz2k+1.
Es folgt aus (4, 65), (4, 67), (4, 68)

(n—38)/6
(4, 69) Via<w™mC26° 3 (2k + 1) Rig*t = O (0™,

k=0

da die Reihe (4, 57) konvergiert.

83. Die Summe unter (4, 49) teilen wir in drei Teile, indem wir

{4, 70) Up=U'n+ UL+ UY
setzen.

Un umfasst diejenigen Glieder der Summe, in welchen alle vier Summa-
tionsindices ¢, j, %, [ grosser als (n — 3)/6 sind.
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U umfasst solche Glieder, in welchen die zwei kleinsten unter den Indices
¢, j, k, 1 einander gleich und beide = {n — 3)/6 sind.

U, umfasst folglich solche Glieder, in welchen das Minimum von ¢,j, k, [
nur durch eine dieser Zahlen erreicht und = (n — 3)/6 ist.

Die ganze Summe im Ausdruck (4,49) von U, umfasst weniger als »®
Glieder. In denjenigen Gliedern, welche zu U  gehéren, ist, kraft (4, 55), jeder

der vier Faktoren
O (v™"F).
Somit ist

(4, 71) Uy = 0 " n%) = 0 ("),

Derjenige Teil von U,, der von Gliedern mit %=1 herriihrt, ist nicht

grosser als
(n—3)/6
s Z R: QQk ZRiQiRj(’j
k=0 i,
(n—3)/6
< nr Z Rio** C*u—3 L (k)
k=0
(n—3)/6
<n~hC*6" ) (2k + 1) Rig** = 0 (n™").
k=0

Wir haben die Bezeichnungen p und L (%) und die Abschitzungen (4, 67) und
(4, 68) aus der vorigen Nr. 82 iibernommen, und der einzige Unterschied von der
Rechnung, die dort zur Abschitzung von V', fiihrte, war, dass wir hier die Kon-
vergenz von (4, 58) und dort die von (4, 57) benutzten.

Merken wir uns, dass

(4, 72) Ul = 0(n").

84. Wir teilen die Glieder, aus denen die Summe %" U’, besteht, in 4
Kategorien, jenachdem ¢, j, £ oder [ die kleinste unter diesen 4 Zahlen ist;
die kleinste ist ja, nach der Definition von U’,, eindeutig bestimmt. Die Glieder
haben in jeder Kategorie die gleiche Summe; daher ist (wir zeichnen ! aus)

(n—8)/6
(4, 73) U,n=4ZRlQl Us,

=0
wobei

32—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 4 aoit 1937,
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(4, 74) Uny=n'" 3 Rig' B; ¢ Ry ¢*
4. k
: g wf? 7 B\
= .ZLRN L T (; - ;) o
2, 1

ist; die Summation ist iiber solche Tripel (7, j, k) von ganzen Zahlen erstreckt,

fiir welche
tt+yg+thk=n—10l—1

. n . n n
l<i< - I<j<- I<k<-
2 2 2

gilt. Mit Riicksicht auf (4, 39) ersieht man aus der Gestalt von (4, 74), dass bei

festem ! fir n — o
b \? i 7 E\"1
4 75) 0 (v2) 2 Gia)

3
Zlb/n) f[[xy(l—x—y)]‘”’”dxdy
D
3

2(25;) T

Das Integrationsgebiet D des mit I bezeichneten Doppelintegrals ist durch die

Ungleichungen
oéxé—;, oéyé—;y Oél—x—y§§
oder, gleichwertig aber kiirzer, durch
(4,76) es, ys=1, ztyz-
2 2 2

abgegrenzt; D ist ein Dreieck. Das Integral in (4, 75) ist ein uneigentliches
Integral, in Riemannschem Sinne; dass es sich trotzdem, wie angegeben, durch
eine endliche Summe von »Prismen» annihern lédsst, beruht auf den speziellen
Monotonieeigenschaften des Integranden, aus welchen noch weiter hervorgeht,
dass U,; unter einer von # und [ unabhingigen festen Schranke liegt. Ich
verzichte auf die ausfiihrliche Begriindung, da ja ihnliche Uberlegungen fiir ein-
fache uneigentliche Riemannsche Integrale geliufig sind.!

' Vgl. z. B. POLYA u. SZEGO, a. a. O., Fussnote S. 194, Bd. I, 8. 39—41 u. S. 198—199.
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So folgt aus (4,73) und (4, 75) mit der Bezeichnung (4, 56)

. , b 3 @© 3
(4, 77) lim Un=4(—ﬂ) IZRze‘=4a( bﬁ) L
n—® 2 =0 2V
85. Das in (4,75) auftretende Doppelintegral I lisst sich iiberraschend
einfach auswerten. Es ist

1y

(4, 78) I=fy"‘“”’Kdy,
)]
wobei
3 YV 12y
K- dx 2 1+ tzdt
(ime—) - @
@ Vi—y
i—v
8y

(1 —yp2V1 —-2@/;

es wurde die Substitution
1—x—y
x

t2

beniitzt. Indem man den Wert von K in (4, 78) einsetzt, erhdlt man

1
1

H
dy = (a1 — )
, I=38 =16V 2 |2 TY g
4. 79) fu—mﬂ@u—zm ‘ zf C+ap 7
0

0

es wurde die Substitution
I—2y=2ux

beniitzt. Ein Spezialfall eines von Abel! ausgewerteten Integrals ist
- 1/ 1Y
fui da=mlu + W

U+ x
0

Indem man dies zuerst nach u differenziert und dann % = 1 setzt, erhilt man
aus (4, 79)

! N. H. ABEL, Oeuvres (1881), Bd. 1, 8. 254.
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(4, 80) I=ff[xy(l—x—y)]“”/“dxdy=Izn.

86. Durch Zusammenfassung von (4, 47), (4, 48), (4, 60), (4, 61), (4, 63), (4, 64),
(4,69), (4, 70), (4,71), (4,72), (4, 77) und (4, 80) erbilt man

n—w® 4 n—e 2V

. 5 . b \*
hmgng"n/":fhm U'n=£4a( ) 127
oder kiirzer

(4) 81) o~ o " 77_:‘/29_(1/1)_—3 :
4V =
Dies besagt, dass das Schlussresultat der Nr. 78 auch fiir [ = o giiltig bleibt;
dies wurde durch die Entwicklungen der Nr. 78 vielleicht plausibel gemacht,
aber keineswegs verbiirgt. Der Vergleich von (4, 39) und (4, 81) mit der chemisch
(oder kombinatorisch) evidenten zweiten Ungleichung unter (11) zeigt, dass

oab®= 2.

(Die numerische Rechnung ergibt, dass das Ungleichheitszeichen gilt.)

Die merkwiirdige kombinatorische Anzahl g,, d.h. die Anzahl der verschie-
denen strukturisomeren Paraffine von der Molekularformel Cp Hsp+2, welche schon
Cayley beschiftigt hat, ist durch (4, 81) asymptotisch berechnet.
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