UBER DIE ANNAHERUNG ALGEBRAISCHER ZAHLEN
DURCH PERIODISCHE ALGORITHMEN.

Vox

KURT MAHLER

z. Zt. in KREFELD.

Herrn Prof. Dr. E. LANDAU zum 60. Geburtstag gewidmet.

In engem Anschluss an zwei klassische Arbeiten von Minkowski' werden
in der vorliegenden Arbeit gewisse Algorithmen untersucht, durch die sich die
Zahlen eines vorgegebenen algebraischen Zahlkérpers & vom Grad n = 2 iiber
dem Korper R der rationalen Zahlen annihern lassen. Aus Griinden der Ein-
fachheit und Durchsichtigkeit wird dabei das Problem in einer moglichst allge-
meinen und symmetrischen Form gestellt und weder eine Zahl, noch eine Be-
wertung von & vor der andern ausgezeichnet.

Unter p =1p,, P,, s, ... seien die sdmtlichen verschiedenen endlichen und
unendlichen Primideale von &, unter Q(§ p) die zugehorigen Bewertungen ver-
standen; letztere denken wir so normiert, dass fir £==o0

H Q(§ p)f/(v) =1
p

ist, wo g(p) den Grad der perfekten Erweiterung von & in bezug auf 2(£|))
iber der gleichen Erweiterung von R darstellt. Weiter bedeuntet eine A-Funktion
Jo(p), bzw. eine I-Funktion [(p) eine fiir jedes p eindeutig bestimmte positive Zahl,
die nur fiir endlichviele p von 1 verschieden ist, an endlichen Primsgtellen als
Funktionswert der zugehérigen Bewertung auftreten kann und die der Gleichung

II Lo(p)y® =y, bzw. H [p)® = 1
v »

' H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen, I, 293—315 und 357—371.
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geniigt; dabei ist y > 1 eine gewisse Korperkonstante. Alle Ausdriicke
i(p) = Ao (0}l (v} (k=o0,1,2, ...

sind offenbar ebenfalls 2-Funktionen; sie bilden die (4, /)-Folge.
In einer Reihe von Kinzelsitzen wird gezeigt, dass jedem Element Z:(p)

einer solchen (4,, /)}-Folge ein System
S = {81, B2y oo oy Ern

von n Korperzahlen &; == 0 mit den folgenden Eigenschaften zugeordnet werden
kann: a) Die Glieder &, &, ..., &n von & sind linear unabhiingig in bezug
auf N. — b) Fiir jedes Primideal p gelten die Ungleichungen

' k =0, ’ [
9/—n}~k(v) = Q(stll ; D) = }‘k(p) : ( o )

1=1,2,..., R

glci

c¢) Die Quotienten £, (¢,j=1, 2, ..., n) liegen in einer endlichen, nur vom Kor-
kj
per abhiingigen Menge. — d) Fiir jedes & gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix
U == (uijr)ij=1,2,...,n

mit rationalen Elementen und nichtverschwindender Determinante, so dass

n .
§k+1,i:2luijk§kj (k‘_01 I) 27--.)
j=1

1=1,2,...,7
ist. — e) Die »Matrixkette» U,, U,, Us,, ... besteht aus nur endlichvielen ver-
schiedenen Gliedern. — f) Ist fiir alle endlichen Primideale I(p) < 1, so liegen

die Hauptnenner aller Elemente der Matrizes U unterhalb einer nur von & ab-
hiingigen Schranke; ist fiir alle endlichen Primstellen auch noch 2y(p) =1, so
sind die Glieder &; jedes Systems &; ganze Zahlen aus & — g) Zur (4, I)}-Folge
Ax(p) gibt es dann und nur dann eine Systemfolge {©;} mit periodischer Matrix-
kette U,, U,, U,, ..., wenn eine Zahl ¢ + 0 aus & und eine natiirliche Zahl K

existieren, so dass an allen Primstellen

ist.

Eine willkiirliche [-Funktion wird natiirlich im allgemeinen keinem Glei-
chungssystem dieser Art geniigen. Jedoch lisst sich durch eine einfache An-
wendung der Dirichletschen Methode zeigen, dass auch im allgemeinen Fall sich
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dieses Gleichungssystem wenigstens noch niherungsweise und zwar beliebig genau
erfilllen ldsst. Man kann also die Approximationsschirfe an den einzelnen
Primstellen wenigstens angeniihert vorschreiben, wenn man sich auf periodische
Algorithmen beschrinkt. Ein spezieller Fall des so erhaltenen Satzes lautet
folgendermassen: »Der Korper & sei vom Grad # = 2 und nicht imaginir-quadra-
tisch; je nachdem er reell oder imaginir ist, werde =1 oder o = 2 gesetzt.
Fiir jede ganze Zahl & aus R bezeichne die Hohe H(£) das Maximum der Ab-
solutbetriige aller Konjugierten von §; ferner sei § > o eine beliebig kleine posi-
tive Zahl. Dann existiert eine (Ay, I)-Folge i:(p) und eine zugehérige Folge von

Systemen ©;={;1, &, ..., &n) (k=0, 1, 2, ...) aus lauter ganzen Korperzahlen mit
T
|Gl = THEY < 7, lim H(go) = o,

wo I' >0 nicht von % und ¢ abhiingt, defart, dass die hierzu gehorige Matrix-
kette U,, U,, U,, ... von einer Stelle ab periodisch ist.»

Dieses Ergebnis ist im wesentlichen das bestmogliche; denn nach einem
Satze der zweiten Minkowskischen Arbeit' kann § = 0 gewiss nur fiir spezielle
Koérper vom Grad # =<6 sein. — -

Die Beweise in dieser Arbeit machen wesentlichen Gebrauch von dem
Minkowskischen Satz iiber die sukzessiven Minima konvexer Korper®, ferner von
den klassischen Higenschaften der algebraischen Zahlkdrper und ihrer Einheiten
und Ideale. Es sei auf die Analogie der Funktionen I(p) mit den gewohnlichen
algebraischen Funktionen f(z) einer Verinderlichen aufmerksam gemacht; ge-
nauer entspricht log I(p) der Ordnung des Verschwindens von f{z) in den simt-
lichen unendlich vielen Punkten der zugehorigen Riemannschen Fliche. Man
kann demnach die [-Funktionen als Analoga der Divisoren in der Theorie der

algebraischen Funktionen-Korper auffassen.

Kapitel 1.

§ 1. Die normierten Bewertungen von {.

Im folgenden sei § ein endlicher algebraischer Zahlkérper vom Grad » = 2
iiber dem Koérper i der rationalen Zahlen.

! Siehe Seite 109, Note 1.
? H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, § 53.
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Dieser letztere Korper R besitzt bekanntlich® an nichtiquivalenten Be-
wertungen allein die Absolutbetragbewertung |z|, fiir die wir der Analogie hal-
ber auch

| ]p.
schreiben, indem wir ihr die unendliche Primzahl p, zuordnen, weiter zu jeder
natiirlichen Primzahl p die Henselsche p-adische Bewertung

J == 0 fiir # =0, und sonst
|#|p{ =p* mit dem ganzen rationalen w, fiir das der gekiirzte Bruch ptz zu p
l teilerfremden Ziahler und Nenner erhilt,

und schliesslich die #riveale Bewertung

[=o fir z=o,

leoll': 1 fir z =+ o0.

Ziwischen diesen Bewertungen besteht die Vollstindigkeitsrelation
(1): Izl =1zlo,
p

wo das Produkt iiber alle Primzahlen einschliesslich der unendlichen erstreckt wird.
Wird von R zu & iibergegangen, so setzen sich die Bewertungen von N in
solche von & fort, und zwar sind dabei im allgemeinen |x|,, und |z|, mehrerer
verschiedenen Fortsetzungen fihig, je nach dem Zerfallen von p, und p in K.
Wir beginnen mit den Fortsetzungen von |z|p,,. Von den u zu & kon-
jugierten Koérpern &7, &2 ... K& geien die 7, ersten

KT Q@ L/

reell, die 27, letzten (i, + 27, = n) aber zu Paaren

KA, Rt (h=r + 1,0 +2,...,0 F 1)
konjugiert komplex. Wie iiblich ordnen wir jedem der reellen Korper {0
(h=1,2,...,7) und jedem der komplexen Korperpaare §* Q&+ (h =y, + 1,
ry+ 2,...,7 + 1) je ein unendliches Primideal p® zu, bezeichnen ferner das zu

einer Zahl § aus & konjugierte Element aus " mit £”. Dann definieren die
ry + ry Absolutbetrége

0

Q(§ pl) =& (h==1,2,...,7 + 1y

' A. Ostrowski, Acta mathematica 41 (1918, 271-—284.
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gerade die samtlichen nicht-iquivalenten Fortsetzungen von |z|py, in &, und sie
fallen fiir Zahlen aus R hiermit zusammen. Bedeutet g(p!")) den Grad der per-
fekten Erweiterung von & in bezug auf Q(f p¥) iiber dem Korper der reellen

Zahlen:

(o) =1 fir h=1,2,..., 7,
IWe l=2 fiir h=ry + 1,7, + 2, ..., 7+ 1,
so dass also

ryHrs

PN CARE
h=1

ist, so besteht zwischen |x|,, und diesen Fortsetzungen die Gleichung!

Tty

(2): | ¥, = TT @]yt

=1

T
Sei zweitens p eine natiirliche Primzahl und p = Hp(i)“&‘(z)) ihre Primideal-
i=1
zerlegung in &; dabei ist e(p"”) gleich der Ordnung des zugehorigen Primideals
p¥. Wir definieren die normierte Henselsche p*-adische Bewertung fir ¢ =1, 2,
..., = durch

[2 o fir £§=o0, und sonst
QD) = €69 it dem ganzen rationalen wu, fiir das das gebrochene Ideal
p(E) zu p? teilerfremden Zihler und Nenner erhilt.

Die so definierten = Bewertungen bilden die sdmtlichen nicht-iquivalenten Fort-
setzungen von |x|, in &, und sie fallen fiir Zahlen aus R hiermit zusammen.
Bedeutet g(p'”)) den Grad der perfekten Erweiterung von & in bezug auf Q(&|p®)
iiber dem Korper der p-adischen Zahlen, ist also

g(p") = e(@¥) £ (b,

wo f(pi¥) den Grad von p¥ d.h. diejenige natiirliche Zahl mit N(p®) = p/ @)
bezeichunet, so wird ’

T

290 =n.

=1

Folglich besteht zwischen |x|, und seinen Fortsetzungen die Gleichung

! Wie tiblich, bedeutet N(&), bzw. N(a) die Norm einer Zahl oder.cines Ideals ans &.
15—-36808. Acta mathematica. 68. Tmprimé le 9 avril 1937.
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Endlich besitzt & noch die triviale Bewertung

| =o fir §=o,

PEN _ | pir £,

die die esnzig-migliche Fortsetzung von |z|, in & darstellt und hiermit durch die
triviale Beziehung

(4): | N(E)], = 2(§ o)

verkniipft ist. Nach dem bereits zitierten Satz von Ostrowski! ist jede weitere
Bewertung von & zu einer der hier genannten dquivalent. Dies findet seinen
Augdruck in der Vollstandigkeitsrelation

(5): T 26 vy = 2( o),

in der das Produkt iiber alle unendlichen und endlichen Primideale zu erstrecken
ist. Diese Relation folgt aus der entsprechenden Beziehung (1) fiir i mittels

(2), (3) und (4).

§ 2. Einige Bezeichnungen und Definitionen.

Im folgenden bezeichnen wir die unendlichen Primideale von R in irgend

einer Reihenfolge mit q=yq,, qs, - . ., qr,+r, die endlichen mit r =1, 15, 35, .. .,

withrend p = p,, Ps, 3, ..., alle Primideale ohne Riicksicht auf Endlichkeit oder

Unendlichkeit durchlaufe. Operationszeichen wie H, H, H sollen {iber alle p,
v g ot

bzw. q, bzw. v erstreckt werden, dagegen z. B. H nur iiber alle von p* verschie-
pEp®
denen p. Der »Exponent> g¢{p) von p sei wie in § 1 definiert; ferner bedeute
wieder p(r) die zu v gehorige natiirliche Primzahl, e(r) die Ordnung und f(r) den
Grad von t. '
Unter einer K-Konstanten wird weiterhin jedes Symbol verstanden, das allein
vom Korper &, nicht aber von anderen Verinderlichen abhiingt. Demnach sind

! Siehe Seite 112, Note 1.
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also 7, r, und 7, solche t-Konstanten, ferner die Korperdiskriminante d und die

Y A R
y (ﬂ) L],

Bedeutet weiter h(r) fiir jedes v die nichtnegative ganze rationale Zahl

v Jely) log
km_fﬁam]

hieraus abgeleitete Zahl!

so dass h(r) wegen ¢(t) < n hochstens fiir endlichviele © von Null verschieden ist,
so stellen das ganze Ideal
= H t"® und seine Norm ¢ = N(¢)
v
beide offenbar &-Konstanten dar.

Alle weiteren -Uberlegungen betreffen die Begriffe der .A-Funktion, der
A-Zahl und.der i-Basis.

Definition: 1: Eine fiir jedes Primideal p von R eindeutig definierte positiv-
reelle Zahl Alp) heisse eine A-Funktion, wenn thre Werte an den einzelnen Prim-
stellen folgende E7genschaften besttzen :

a: Die Funktionswerte A(q) diirfen willkiirliche positive Zahlen sein.

b: Fiir endliche Primideale ist

) = pleyrree,

wo v(x) eine von v abhdingige willkiirliche ganze rationale Zahl begeichnet.

c: AMyp) ist hochstens fiir endlichviele p von 1, »(x) also hichstens fiir endlich-
veele v von o verschieden.

d: Es besteht die Beziehung®

H l(p)ﬂ B = ;/"‘

r

Auf Grund dieser Definition existieren alle drei Produkte

Ay = H Aoy, A, = 11 Aep®, 4,4, = I[ Apy ) = ym,
q r »

! Nach H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, § 41 ist y > 1; dies folgt auch leicht aus den
spéteren Ergebnissen. .

? Diese Einschrinkung ist nicht sehr wesentlich, vereinfacht aber alle weiteren Uberlegungen
bedeutend. Lisst man sie fallen, so kommt maun doch nicht zu allgemeineren Ergebnissen.
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ferner das gebrochene Ideal
a= H il
v
aus § und seine Norm

o) = LT ptero7e = 4,
r

Definition 2: Eine Zahl &40 aus S heisst 3-Zahl, wenn sie den samtlichen
Ungleichungen
geniigt.

Definition 3: Iin System
@ - {gh g:,’) RS} gﬂ}

von n in bezug auf RN linear-unabhingigen )-Zahlen heisst esne A-Basis.
Wir werden spiter beweisen, dass zu jeder A-Funktion eine A-Basis, also
erst recht eine A-Zahl existiert; die beiden letzten Definitionen sind also sinnvoll.

§ 3. Kigenschaften der A-Zahlen.
Satz 1: Eine A-Zahl § geniigt den samtlichen Unglerchungen
QS p) =y 4(p) (b ="Di Pa s ).
Beweis: Da & nach Definition nicht verschwindet, so ist
2 o) =1,

demnach auf Grund der Vollstindigkeitsrelation (5)

1T 2@y =«

P
und folglich

O RO T | A
peEp®

wenn P* irgend ein Primideal von & bedeutet. Die einzelnen Faktoren der
rechten Seite dieser Gleichung lassen sich gemiiss Def. 2 nach unten abschiitzen;
wegen Def. 1, Forderung d, folgt dadurch
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(Ep%) = { 2"t [ Al = i)
b

£pk

und damit die Behauptung.
Satz 2: Ist § eine A-Zahl, so ist

() = az,

wo L ein ganzes Ideal bedeutet, das in der R-Konstanten ¢ aufgeht; die Norm von
1 ist demnach ein Teiler der K-Konstanten c.

Beweis: Das gebrochene Hauptideal (§) besitze die Primideal-Zerlegung
§=T1v"
v

dabei sind die Exponenten j(r) gewisse, ausser von £ noch von 1 abhiingige ganze
rationale Zahlen, von denen nur endlichviele nicht verschwinden. Nach Def. 2,

bzw. nach Satz 1 ‘ist nun

yA) < Q) = A) =1y, ¥, Ty, . - ),
also nach Definition der p-adischen Bewertungen und der Funktion A(p)
(U)W < p(y W) < pfrEen)  (p =1, 1, Ty, )

und folglich wegen der Ganzheit von j(r) und »(x)

=) < oy e(l‘)log:'"]: . Ve .
(0 =00 = ol + | T8 | o)+ 00 ).
Demnach ist in der Tat a ein Teiler von (§) und (&) ein Teiler von ac, so dass
die beiden Behauptungen folgen.
Sats 3: FEs gibt eine R-konstante endliche Menge M von Zahlen aus & mit
der Jolgenden Eigenschaft: Existieren zur gleichen A-Funktion Ap) zwes (gleiche
| §

oder verschiedene) A-Zahlen &, und &,, so licgt deren Quotient 2% in M.

5

Beweis: Nach Satz z ist

(§1) = az;, (&)= az.,

wo z; und g, zwei ganze Ideale sind, die in ¢ aufgehen. Demnach ist auch

(8) =i
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ein ganzes Ideal und folglich

p = ¢
n £,

eine ganze Korperzahl. Nach Def. 2, bzw. nach Satz 1 ist aber

QE;.0) = o), Q& a)=y7"Ma)  (0=01, 25 -, Qi)

und demnach geniigen die Konjugierten zu 9 den Ungleichungen
|| = Qnipl) < ey (h=1,2,..., 1y + 14
und gehoren daher einer endlichen, allein von ® abhingigen Menge an. Indem

wir 7 durch die {-Konstante ¢ teilen, folgt die Behauptung.

Bemerkung: Der vorige Beweis gibt ein Mittel, um die Menge M zu be-
stimmen; sie bestehe etwa aus den Elementen

u = I’ Hay oo oy Um.
Wenn nun § irgend eine zu A(p) gehorige A-Zahl ist, so miissen nach Satz 3 alle
iiberhaupt hierzu existierenden A-Zahlen in der Menge

g, wt, ..., unfj

enthalten sein; insbesondere liegt also ihre Anzahl unter der §-Konstanten .

§ 4. Eigenschaften der A-Basen.

In dem vorigen Satz 3 ist insbesondere enthalten:
Satz 4: Ist ©=1{§,&,, ..., &} eine A-Basis, so gehiren die Quotienten

& & 3
der Menge M an'.
Bemerkung: Aus der Anmerkung zu Satz 3 geht noch hervor, dass es

hochstens m™ verschiedene A-Basen zu i(p) geben kann.
Satz 5: Das einer A-Basis © = {&,, &, ..., &) zugehirige Ideal
5= (glv gz) vy §n)

besitzt die Gestalt
§=ag

! Hierin ist der Minkowskische Endlichkeitssatz aus der ersten Arbeit (Seite 109, Note 1
enthalten.
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met einem gamzen, in ¢ aufgehenden Ideal t: erst recht ist demnach -
N(8) = N{o)z,

wobei die ganze rationale Zahl x = N(x) ein Teiler von ¢ ust.

Beweis: Nach Satz 2 hat man
() = azy, (§)=azs, ..., () = aln
mit gewissen # ganzen Idealen 1, L,, ..., In, die in ¢ aufgehen; wegen

E :(gly Eza LR ] g?l)
folgt daher die Behauptung.

§ 5. Der Existenzsatz.

Satz 6: Zu jeder A-Funktion Ap) existiert zumindest eine A-Basis & ==
= {gla g?; LA ] gn}‘

Beweis: Sei ¢, @,, ..., oy eine Basis von a; die zu ihren Elementen kon-
jugierten Zahlen seien wie in § 1 durch obere Indizes gekennzeichnet. Die
Fanktion |

lea(ilz) + 4 xna(h) )
Flay, ..., xn)= max SR
(2, ") =1,2,... 1-1+r,( A(p'®)
der reellen Verdnderlichen x,, 2, ..., 2y besitzt offenbar die folgenden Eigen-
schaften:
n
Flo,...,0)=o, Flx;, ..., #) >0 fir Daj>o,
i=1
Fltx,, ..., ten)=|t| Flx,, ..., za) fiir reelles ¢,
Fla,+y, . tn+ ) <Flxy, ..., 20) + Flyy, ..., ya);

ferner besitzt der Bereich

Fle, .., x) =<1
den Inhalt!
VAN
e
I= fonw@ =27

wie man ohne Miihe durch Ausintegrieren zeigt.

! Wegen dieser Integration siche Geometrie der Zahlen, § 39 und 4o.
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Wendet man anf F den Minkowskischen Satz! iiber die sukzessiven Minima
konvexer Korper an, so folgt die Existenz von »® ganzen rationalen Zahlen x;;
(2,7=1, 2, ..., n), deren Determinante.

z = |l =190
nicht verschwindet, wihrend zugleich die hiermit gebildeten Funktionswerte
Fizln(xl'ly"'vxiﬂ) (i:I727"'7n)

positiv sind und der Ungleichung

(6): F\F,y. .. Fy<y 00
gentigen. Wir setzen
§i=mine, + -+ Tinca (t=1,2,...,n)
und behaupten, dass & = {§,, &, ..., &} eine A-Basis darstellt.
“In der Tat ist wegen x==o0 klar, dass die » Zahlen &, &, ..., &, linear

unabhiingig in bezug auf R und folglich erst recht von Null verschieden sind.
Es Dbleibt folglich nur noch iibrig, zu zeigen, dass die Ungleichungen

1=1,2,..., 0
(7): Q& q) = 1(q) ( )
G=01 G2y -+ +» Qry by

(8): Q) < Al (iz 1,2, m )

L=1, Ty, Tgy oo

erfiillt werden. Die Ungleichungen (8) folgen sofort daraus, dass die & wegen der
Ganzzahligkeit der Koeffizienten z;; im Ideal a liegen. An Stelle von (7) erhilt

man dagegen auf Grund der Definition der Funktion F(x, ..., x,) und der
Zahlen F; und & zunichst nur die Abschiitzungen
o | i=1,2,..,0n
(9): Q(& a) = Fil(a) ( | )
0=0¢ 02y -« o5 Gritr

Wegen (8), bzw. (9) ist jedoch nach Definition von 4, und A,

Tl QG apt < 174, (G=1,2,...,7)
q

und
T QG e =< 4, (z==1,2,...,1),
T

! Sjehe Seite 109, Note 1.
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also
T[ Q&lpY® < Fra, 1, — (Fyy (=1,2,...,%),

»

und da die linke Seite dieser Ungleichung wegen & =+ o auf Grund der Vollstiin-
digkeitsrelation (5) den Wert 1 hat, so folgt die Schranke

Fi=y! (t=1,2,...,n).

Schitzen wir jetzt beliebige » — 1 Faktoren der linken Seite von (6) vermoge
dieser Abschiitzung nach unten ab, so ergibt sich fiir den noch iibrig bleibenden
Faktor die obere Schranke

<1 (t=1,2,...,n)

und also wegen (g} in der Tat das noch zu beweisende Ungleichungssystem (7).
Das Zahlsystem & ist also wirklich eine A-Basis in bezug auf A(p).

§ 6. Beziehungen zwischen A-Zahlen und i-Basen.

Satz 7: Zu jeder A-Zahl m in bezug auf A(p) gibt es eine i-Basis & =

=1{0 92, . ., T} tn bezug auf dieselbe )-Funktion, derart dass deren erstes Glied
7, =17 st
Beweis: Nach Satz 6 gibt es wenigstens eine 1-Basis © = {£,, &,, ..., &} in

bezug auf A(p). Die » Elemente &, &,, ..., & derselben sind nach Definition 3
linear unabhiingig in bezug auf . Da nach Definition 2 auch 5 = o ist, so
muss es also » — 1 der Zahlen & geben, etwa ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit &,, &, ..., &, so dass auch

771:177772=§21'~~777n:§n

linear unabhingig in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen werden. Die
so definierten % Zahlen 5, 17,,..., 7. sind aber A-Zahlen; folglich stellt ©* =
= {0y, N3, .. ., 7u} nach Def. 3 in der Tat eine A-Basis dar.

Bemerkung: Durch den letzten Satz wird ein wesentlicher Teil der Theorie
der 2-Basen auf die der 1-Zahlen zuriickgefithrt. Um zu einer willkiirlich gege-
benen i-Funktion Ai(p) alle ﬁberhaupt existierenden A-Basen zu erhalten, geniigt
es, eine einzige beliebige A-Zahl & hierzu zu kennen: eine solche gibt es natiir-
lich nach dem Existenzsatz. Man bildet mittels & alle m Zahlen

:u‘1§7 su'2§1 R .’-nga
16—136808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 9 avril 1937.



122 Kurt Mahler.

WO Uy, g, ..., tm die Elemente von M sind; sucht man jetzt unter diesen Zahlen
alle Systeme von je # in bezug auf RN linear unabhingigen A-Zahlen aus, so
kommt man gerade zu allen moglichen A-Basen. — HEs werde schliesslich noch
bemerkt, dass jede Zahl § aus &, die nicht Null ist, eine A-Zahl in bezug auf
eine geeignete A-Funktion darstellt; in der Tat geniigt es, A{p) durch

A(Q) = 7'-(2(§IQ) (q - qlv Q27 LRI qu+1’2)?
Ar) = Q(& ) =1, ...)

zu definieren. Dagegen ist ein System von = linear unabhiingigen Zahlen aus

R natiirlich im allgemeinen keine 1-Basis, was auch A(p) sei.

Kapitel IL

§ 7. Bezeichnungen und Definitionen.

Die bisherigen Uberlegungen gingen von einer einzelnen A-Funktion aus
und betrafen FEigenschaften der zugehorigen 4-Zahlen und i-Basen. In diesem
Kapitel sollen statt dessen Beziehungen zwischen solchen Zahlen und Basen be-
trachtet werden, die zu verschiedenen Funktionen gehoren. Dabei werden wir
die auftretenden A-Funktionen von einander durch geeignete Indizes unterschei-
den und der Klarheit halber z. B. eine zu der A-Funktion A:(p) gehoérige i-Zahl,
bzw. 1-Basis als eine A;-Zahl, bzw. 1;-Basis bezeichnen.

Definition 4: Fine fiir jedes Primideal p von & eindeutig definierte positiv-
reelle Zahl 1(p) heisse eine 1-Funktion, wenn thre Werte an den einzelnen Prim-
stellen folgende FEigenschaften besitzen:

a: Die Tunktionswerte 1(q) diirfen willkiirliche positive Zahlen sein.

b: Fiir endliche Primideale st

10 = (e,

wo o(v) eine von v abhingige willkiirliche ganze rationale Zahl bezeichnet.

c: 'l(p\)' ist hochstens fiir endlichviele p von 1, o(¥) also hichstens fiir endlich-
viele v von O verschieden.

d: Fs besteht die Beziehung

H I(p)r® = 1.

p
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Gemiiss dieser . Definition bilden offenbar die [-Funktionen bei Multiplika-
tion eine Abelsche Gruppe. Ferner ist das Produkt einer i-Funktion mit einer
I-Funktion wieder eine A-Funktion, der Quotient zweier A-Funktionen aber eine
[-Funktion.

Definition 5: Ist A,(v) eine A-L'unktion und U(p) eine I-Funktion, so heisse die
Folge der A-Funktionen

A(p) = & () ()" F=o0,1,2,..)
die (%, 1)-Folge.
Entsprechend zu bisher sei etwa fiir alle ¢

Ro(t) = p(r) o) und 1(x) = p(x)—e et
und folglich
A(r) = p)r0le it v (x) = 2,(t) + kolt) (k=o,1,2,...).

Zur Abkirzung und analog der fritheren Bezeichnung setzen wir

ak=Ht"!c(”) (k=o,1,2,...), und I):Hrg(r),
T 4

so dass also

ar = a,0F (k=o0,1,2,...)

wird. Ferner denken wir jeder einzelnen Funktion 4:(p) der (4, l)-Folge auf
Grund des Existenzsatzes 6 eine A.-Basis

Sk = (&1, Seay oo oy Bin (k=o0,1,2,...)

willkiirlich, aber fest zugeordnet.

Definition 6: Das System S,, ©,, S,, ... aller dieser Basen heisse eine zur
(%9, 1)-Folge gehirige Basiskette.

§ 8. Endlichkeit der Ubergangsmatrizes.
Satz 8: Seien

Gk = {&k1, &2, -+, &) und Spgr = {Ert11, k12, - - o Skring

zwes aufeinander folgende Glieder einer zur (iy, 1)-Folge gehorigen Basiskette. Dann
liegen die Quotienten

o
Sk+17 RN
Nijk = §L~z (G, j=1,2,..., %)
y (
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in einer endlichen Menge N(l), die allein vom Kirper & und der Wahl der I-Funk-
tron 1(p) abhdngt.
Beweis: Nach Satz 2 ist fiir alle Indexwerte 2, j, &

(&) = abfpe; und (8e+14s) = abfH 1y oqy,
wo Irj und Ix41; ganze, in ¢ aufgehende‘Idea,le sind, folglich

I&cﬂi
Lrj

)

(nijr) =

und also liegt #;j; in dem gebrochenen Ideal ? Ferner ist nach Def. 2, bzw.
nach Satz 1
(8 +1:10) < Ao(q)l(a)+* und 2(Exjla) = " A(a)l(0)f

und daher .

ol = 2 (B2 o) < ) (b= 12t )

kj :
Aus diesen beiden Eigenschaften von #;;: folgt die Behauptung. —
Nach Def. 3 sind die Elemente der beiden Basen

Sk = {81, &2, -+ -, Etn) und Sg41 = {E&rs11, Ser12y -« oy Skrin}

jedesmal linear unabhiingig in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen. Auf
Grund bekannter Korpereigenschaften muss es demnach eindeutig festgelegte
Matrizes

U = (Us5a)i, j=1,2,...n (k=o0,1,2,...)

aus rationalen Elementen w;;; und mit nichtverschwindender Determinante

‘ltk#|uijk|i,j:1’2,,.,,n ( =0, I,2,...)
geben, so dass
Ery1s= Z’Nz‘jkgkj (L O b2 )
= i=1,2,...,n
ist.
Definition 7: U, heisse die l"fbergangsmatrix von & zu Sy, die Folge U,
Uy, ... eine zur (A, I)-Folge gehirige Matrixkette.
Satz 9: Die Matrizes U,, Uy, Us, ... einer zur (i, 1)-Folge gehirigen Matriz-
kette liegen alle in einer endlichen Menge II(l), die nwr vom Kirper & und der
Wahl der I-Funktion l(p) abhdingt.
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Beweis: Nach Definition von Uy ist

: n
ey -
S S &1

Da die »# Zahlen

§k1 §k2 §kn
DY oy oty

btkl gkl gkl

fir jeden Wert von % linear unabhingig in bezug auf N sind, so bestimmt jedes
Gleichungssystem (10) zu gegebenen Quotienten

i nq Sk

& &1

die rationale Matrix U auf eindeutige Weise. Weiter liegen nach Satz 4 die

£, e
Zahlen 2/ in M und nach Satz 8 die Zahlen "' in N(l) und es entstehen daher

39 391
nur endlichviele verschiedene Gleichungssysteme (10); deren Anzahl hingt dabei
allein von £ und der Wahl von {(p) ab. Also folgt die Behauptung.

Bemerkung: Dieser Beweis ergibt noch, dass die Anzahl der Elemente von
II(l) nicht grosser als mN(l) ist, wo N(I) die Anzahl der verschiedenen Zahlen
aus N(I) bedeutet.

§ 9. Weitere Eigenschaften der Ubergangsmatrizes.

Die Glieder w;;r von Ui sind nach Konstruktion rationale Zahlen. Sie
lassen sich daher als Briiche
Wi = Yijk
Uk
mit dem gemeinsamen Hauptnenner v; =1 schreiben; dieser Nenner und die
Zahler vy (¢,j=1, 2, ..., n) sind alsdann zu einander teilerfremde ganze ratio-
nale Zahlen.

Satz 10: Se: b(l) die kleinste natiirliche . Zahl, so dass

o),

ein ganzes Ideal ist. Dann geht der Haupinenner v der Elemente wuijx von Uy in

b(l) auf.
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Beweis: Offenbar ist
cb*
(b(l)) = "[‘_’
wo b* ein gewisses ganzes Ideal bezeichnet. Auf Grund von Satz 2 wird also

*

(B(l)stk“") :c{[:_ ca b re 1 = D Lp a0 a b,

wobei rr:1; das gleiche gauze Ideal wie beim Beweis des vorigen Satzes bedeutet.
Andrerseits ist nach Satz 5

Sk == (8e1, Er2y - ooy Skn) == abFix

mit einem ganzen Ideal 1., das in ¢ aufgeht. Folglich ist 3 ein Teiler von
ab*c und erst recht ein Teiler des Hauptideals (b(l)&- +1,~). Die Zahl b(1)&; +1; liegt

daher in &; und besitzt somit eine Darstellung
"
b(l)§k+1i = Zzuijk§kj
j=1

mit gewissen ganzen rationalen Koeffizienten ;. Eine solche Formel gilt fiir
alle Indexwerte 7z =1, 2, ..., #; indem wir die Koeffizienten

b(l), wijk (6,j==1,2,...,n)
durch ihren grossten gemeinsamen Teiler dividieren, folgt wegen der Eindeutig-
keit von Uy gerade die Behauptung.

Bemerkung: Machen wir die Annahme, dass das der Funktion I(p) zuge-
ordnete Ideal
b= H ol
T

ganz ist, so ergibt sich aus Satz 10, dass der Hauptnenner v; der Elemente von
Uy in der R-Konstanten ¢ aufgeht.

Satz 11: Die Elemente der Matrix Uy geniigen den Ungleichungen

k=o0,1,2,...
|wiji| = € max I(q) ( . ’ )’
q t,)=1,2,...,n

wo C erne positive $t-Konstante bezeichnet.
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Bemerkung: Auf den Beweis dieses Satzes kann verzichtet werden, da er
im folgenden nicht verwendet wird. Offenbar folgt Satz 9 aus ihm und Satz
10 auf triviale Weise.

Satz 12: Die Determinante w der Ubergangsmatriz Uy besitzt den Wert

- xx
wy= T N(6) 5,
wy
wo xp und Zriy zwet in der K-Konstanten ¢ aufgehende natiirliche Zahlen sind.
Beweis: Es ist nach bekannten Normensitzen

_ 3z
= F N{Z),
Sk

wo 8 und entsprechenderweise &;+1 wie beim Beweis von Satz 10 definiert ist;
mittels Satz 5 folgt daraus die Behauptung.

§ 10. Der Periodizititssatz.

Definition 8: Die I-Funktion U(p) heisse singulir, wenn eine natiirliche Zahl
K und eine Zahl ¢ + 0 aus K existiert, so dass fiir alle p A '
Up)E = Oe|p)
st.
Definition 9: FEine zur (4, l)-Folge gehirige Matrixkette U,, U, U,, ...

heisse periodisch, wenn es eine natiirliche Zahl a gibt, so dass fiir alle geniigend
grossen Indizes k

Urra= Uy

ist.
Satz 13: Zur (A, I)-Folge
2i(p) = 2, (p) U (p)* (k=o0,1,2....)

qbt es dann und wur dann eine periodische Matrizkette Uy, U,, U,, ..
Up) eine singuldire 1-Funktion ist.

., twenn

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die Bedingung der Singularitit von I(p)
hinreicht, und danach, dass sie auch notwendig ist.

a: Sei I(p) singuliir, also nach Def. 8 fiir alle p

Up)¥ = Q(elp),
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wo . K eine natiirliche Zahl und ¢ & 0 eine Zahl aus & bedeutet. Der Index %
werde auf die Form
k=ky + kK

gebracht, wo k, eine der Zahlen o, 1, ..., K — 1 und %, eine nichtnegative ganze

rationale Zahl ist; diese Darstellung ist eindeutig. Alsdann sei
S = {81, &2y - - -, Bkl
fiir £, = o eine willkiirliche 1;-Basis, dagegen fiir %, = 1 das durch
Eri= & (t=1,2,...,m)

definierte Zahlsystem. Gemiiss dieser Definition sind offenbar fiir jedes £ die
Elemente von & linear unabhiingig in bezug auf N; da ausserdem an simt-
lichen Primstellen p

Q(&|p) = Qle|p)t (s p) = 1p)a X Q(Er,i ) = Up)s % 2, (0) = Aelp)

ist, so stellt & fiir jeden Indexwert eine 1;-Basis und somit &,, &, ©,, ... eine
Basiskette in bezug auf die (4, /)-Folge dar. Die hierzu gehdrige Matrixkette
U,, Uy, U,, ... hat die Periodizititseigenschaft

Uk+K: Uk1
denn nach Definition von & ist
Eevk, i = e&i, Srvrrr, e = &5kv1

Also folgt die erste Hilfte von Satz 13.
b: Die Matrixkette U,, Uy, U,, ... sei periodisch; es gebe also eine natiir-

liche Zahl @, so dass fiir alle geniigend grossen Indizes &

(11): Urio= Uk
ist. Unter

]Vk = (w,'jk)i,j:;, 2,...,n (k =0,1I,2,.. )
werde die Produktmatrix

We=Ursa—1Utsra—a ... Urs1Ur

verstanden; demnach ist fiir jedes &

n
§k+n,i2270fjk§kj (=12, ..., n).
J=1
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Wegen (11) muss offenbar fiir alle geniigend grossen Indizes auch
VI/L'—{»(I, - WI;

sein; denn die Faktoren von V., stimmen mit denen von ¥V der Reihe nach
iberein. Es gibt somit eine natiirliche Zahl x,, so dass fiir alle natiirlichen
Zahlen % = », die Matrix W,, den konstanten Wert

W= (wij)i,j=1,2, ...,

32y e

hat, der von x nicht mehr abhiingt; entsprechenderweise ist auch

n
g"(%’i‘l),i: ZQUUE(‘%J (Z =%y, % T I, %5+2, .. )
J=1

Bedeutet allgemeiner ' eine willkiirliche natiirliche Zahl und

W+ = (’wi.;,))f, j=1,2 ...,

die »"-te Potenz von W, so ist fiir » = %, und jedes »'

n
Sauinty, i = ng) Sanj-
j=1

Nun liegen aber nach Satz 4 fiir jedes & alle Quotienten

§k1 §k2 §kn
Ly 2Rs L, 2T

Sk1 gl‘l §k1
in der endlichen Menge M. Folglich gibt es zwei natiirliche Zahlen % = %, und
*’, so dass fiir ¢ =1, 2, ..., n gleichzeitig

ga Z+x"), 1 — £§uz, i

ist, und zwar muss dabei ¢ als Quotient von A-Zahlen eine von Null verschiedene
Zahl aus & sein. Wir setzen zur Abkiirzung

ar = 11’07 (t;’ - K7 '”,’;T' - (’Zij)iy J=1,2, ..., 0,

so dass K =1 ist, und haben dann

§A~0+I\',i:8§koi (l: L 2,... 72),
ferner
n
N - ki=0,1,2,...
St K, 1= D208k K, :
et =1,2,...,0

17~36808. Acta mathematica. 68. Tmprimé le 9 avril 1937.
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und somit durch Schluss von %, auf %, + 1:

ki=o0,1, 2
3 1 Y Ty Sy e
51\'“-}-]:,]\', i = 'SL‘ 'Dr"'ﬁ‘. ( ’

i=1,2,...,0
also fiir jedes Primideal p

QErrrx, i ) = 2(elpf Q& p).

Andrerseits hat man nach Def. 2, Satz 1 und Def. j

7 g )LV == (81 1,k [) = A (D)1 (D)5 F,
folglich
b (P (p)E < 2 (21 9) Q8w ) < A ()T (),

und wenn £, iiber alle Grenzen wiichst:
l(p)l;:Q(BH_)) (p:plap::?p.‘}r "')7

so dass auch die zweite Hiilfte von Satz 13 folgt.

§ 11. Zusiitze zum Periodizititssatz.

Satz 13 besagt zwar, dass fiir singulires I(p) zur (4, I)-Folge mindestens
eine periodische Matrixkette gehort, nicht aber, dass jede zugehorige Kette peri-

odisch ist. Dies ist in der Tat falsch. Denn ist 7,, 7, 7,, ... eine beliebige
Folge aus lauter Gliedern ¥ 1, so stellt offenbar mit U,, Uy, U,, ... gleichzeitig
auch 7,U,, 7, U, 7, Us, ... eine Matrixkette in bezug auf die gleiche (4,, {)-Folge

dar; durch geeignete Wahl der Vorzeichen lLisst sich aber immer erreichen, dass
diese zweite Folge mnicht periodisch ist.
Weniger trivial sind die beiden folgenden Aussagen:

Satz 14: Ist & dmaginir-quadratisch, so gibt es zu jeder (k,, l)-Folge eine
periodische Matrixkette.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass jede I-Funktion !(p) von § singulir ist.
Sei H die Klassenanzahl von &, b das zu Il(p) gehorige Ideal. Es gibt hierzu
eine Zahl 84 o0 aus & mit (8) = b7, da 0" der Hauptklasse angehort. Offenbar

ist fiir alle t
1) = Q(8 v).

Da § nur ein einziges unendliches Primideal p, und zwar mit g(p,) == 2 besitzt,
so ist ferner nach der Vollstindigkeitsrelation (5)
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Q(B1p.)* [T 2080w =1
b3

und entsprechend hierzu mach Def. 4, Forderung d

Z(px)‘”’ﬂl(r)”(") =1,

Also muss auch noch

Up )= Q8 v.,)

sein, und somit ist I(p) in der Tat singulir und zwar mit K= H, : =g.

Satz 15: Ist & nicht imagindr-quadratisch und n = 2, so gibt es (Ay, 1)-Iolgen,
zu denen keine einzige periodische Matrixkette existiert.

Beweis: Der Korper S hat mindestens ziwe; verschiedene unendliche Prim-
stellen; auf Grund von Def. 4 ist es daher moglich, eine [-Funktion /(p) anzu-
geben, die an esner unendlichen Primstelle einen willkiirlich vorgeschriebenen
Wert ¢ annimmt. Nebhmen wir fiir ¢ eine beliebige transzendente Zahl, so kann
aber I(p) gewiss nicht singulir sein, denn die Absolutbetriige simtlicher Kon-
jugierten einer jeden Zahl aus R sind algebraisch. Also folgt die Behauptung.

Kapitel III.

§ 12. Bezeichnung und Fragestellung.

Nachdem im vorigen Kapitel die Frage entschieden wurde, wann eine
Matrixkette in bezug auf eine (4,, l)-Folge periodisch sein kann, sollen von jetzt
ab nur noch periodische Matrixketten betrachtet und ihr Zusammenhang mit
Diophantischen Approximationen untersucht werden. Der Kiirze halber benutzen
wir dabei folgende Bezeichnung:

Definition 10: Eine zur (4,, I)-Folge gehirige Basiskette ©,, ©,, S,, ... heisse
periodisch, wenn die zugehirige Matrixkette periodisch ist.

Sei & = {&1, &ksy - . ., &k} das allgemeine Glied einer solchen periodischen
Basiskette. Ist gemiiss Satz 13 und Def. 8

L) = Qe p)
und wird wieder % auf die Form

k=1k,+ kK (7607 k, ganz ratlonal)

0=k =K—1
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gebracht, so geniigen die Elemente von &; an allen Primstellen p den Un-
gleichungen

7", () (e P =< Q(Ekilp) =< Ay, (p) (e p)

Demnach hingt fiir £ — o das asymptotische Verhalten simtlicher Bewertungen
der &.; ab von der Grosse der verschiedenen Bewertungen von & Daher wird
es nun unser nichstes Ziel sein, Angaben iiber die Moglichkeiten der Zahlenfolge

{-Q(‘E}p) }P'—"Pl: P2, P3, .-

zu gewinnen, wenn ¢=+0 in & liegt.
Ein wichtiges Resultat in dieser Richtung stammt bereits von Minkowski;

er bestimmte alle Korper, in denen es eine Einheit ¢ mit
Qlelay) <1, Qe 0)) = Refag) == L& @n+r) > 1

gibt und fand, dass nur gewisse sechs Klassen von Korpern und zwar von den
Graden 7n==2, 3,4 und 6 diese Eigenschaft haben.' Allein in diesen Zahlkor-

pern gibt es demnach periodische Basisketten &,, S,, S,, ..., deren Glieder
&k = {&1, S2, ..., Sen} aus ganzen Zahlen &, aus § bestehen, derart, dass fiir
k— o

n—gla)

Qs 0,) < const. (max 2(la) 07, max Q(Fuq) -

q q
ist; eine gewisse Konjugierte simtlicher &; strebt also méglichst schnell gegen
Null, wihrend die iibrigen Konjugierten moglichst langsam und notwendiger-
weise von gleicher Grossenordnung gegen Unendlich wachsen.

Wir werden zeigen, dass ein nur wenig schwicheres Ergebnis fiir jeden
Zahlkorper & mit #» = 2 gilt; dabei werden wir aber im Gegensatz zu Minkowski
keine Bewertung von & vor der anderen auszeichnen, ganz entspréchend wie
schon bisher. Dadurch wird es moglich, zu einem sehr allgemeinen Resultat zu

gelangen.

§ 13. Ein Existenzsatz.

Satz 16: Se: l(p) eine willkiirliche 1 Funktion von & und 9 > o eine beliebig
klesne Zahl. Dann gibt es eine Zahl ¢ 40 aus & und eine natirliche Zahl K,
derart, dass an allen endlichen Primstellen

! Siehe die zweite Arbeit Seite 109, Note I.
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Qfe 1) = 1()~
und an allen wnendlichen Primstellen
U 0)K = Qfelo) = e*0U(a)F
ist.
Beweis: Sei H die Klassenanzahl von &, b das der Funktion I(p) zugeord-
nete Ideal, 3+ o eine Kérperzahl mit (8) = 0¥, und 7,, s, .. ., §r,+n—1 ein System

unabhiingiger erzeugender Einheiten von 8. Unter z, z,, ., . . ., Zr+,—1 verstehen

wir 7, + r, ganze rationale Verdnderliche, und wir setzen fiir jedes Primideal p

ry+r,—1

D) =z (log (8]p) — H log I(p)) + > i log 2(mp).
R==1
Da offenbar fiir alle endlichen Primideale 1
Q) =107, 2 [r)= Qnlt) = =Qpr4ra 1) =1
ist, so gelten die Gleichungen
(12): Dt)=o0 (L=1,, s, I3, .. ).

Weiter ist wegen der Vollstindigkeitsrelation (5)

H Q(Blp)p = H Q| pp® = = H Qg PPV =1,
P »

»

uﬁd nach Definition der [-Funktionen
[ =1,
p

also auch

und wegen (12)

(13): Dgla) o) =o.

Die », + r, — 1 Funktionswerte

(D(ql): (D(Q2)’ LS} (D(qu+r2—1)

stellen offenbar ebensoviele Linearformen mit reellen Koeffizienten in den r, + 7,
Verinderlichen =z, x,, ..., r4r— dar. Mittels des Dirichletschen Schubfach-
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schlusses lisst sich daher auf bekannte Weise! zeigen, dass zu jedem noch so
kleinen 9 > o immer diese Verinderlichen als solche ganzen rationalen Zahlen,
die nicht alle Null sind, gewiihlt werden konnen, so dass gleichzeitig
v
|lD(q,,)|S;2~ (h=1,2,...,0 +1r,— 1),

wegen (13) also erst recht
(14): | @ )] = (@=01, Qe -, Qrens)
ist.

Es sind nun zwei Fille moglich. Erstens kann es geschehen, dass die simt-
lichen Zahlen

(13): log £2(319) — H log (q) (@=0y, gy -+ -, Qrybr)

verschwinden. Dann ist aber fiir alle p

Q(8lp) = Up)*
und die Behauptung in evidenter Weise mit ¢ =3, K = H erfiillt. Zweitens

sei wenigstens eine der Zahlen (15) von Null verschieden. Wenn alsdann z =0
wiire, so ergiben sich aus (14) die Ungleichungen

et ry—1
> anlog Qmla)[ <& (@ =101, 85, - - o> Grin)s
h=1

so dass fir hinreichend kleines 9 wegen der Unabhingigkeit der Einheiten 7,

alle Zahlen =z, verschwinden miissten, was offenbar falsch ist. Da aber ohne

Einschrinkung der Allgemeinheit & durch jede -kleinere positive Zahl ersetzt

werden darf, so konnen wir demnach immer erreichen, dass x == 0 und sogar

x >0 ist. Setzen wir dann

— x —1 —
e=gmqh ... gt K=uxH,

iry+re—1

so ist K =1, und auch in diesem Fall ist die Behauptung zutreffend, wie aus
der Definition von @ und aus (12) und (14) folgt.

§ 14. Der Approximationssatz.

Aus dem letzten Satz konnen wir jetzt das folgende, schon angekiindigte
Resultat ableiten:

! Siehe z. B. das erste Kapitel von H. Minkowski, Diophantische Approximationen.
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Satz 17: Se: K ein algebraischer Zahlkirper vom Grad n = 2, Up) eine will-
kiirliche 1-Funktion und Jy(p) eine A-Funktion von R, ferner 9 > o eine beliebig
kleine Zahl. Dann gibt es eine singulire lI-Funktion 1*(p), zu der (A,, I*)-Folge
eine periodische Basiskette S,, ©,,S,, ... mit dem allgemeinen Element S =
= {81, &kay ..., Skn) und eine natiirliche Zahl K, derart, dass fiir alle Indizes k und
Jiir alle unendlichen und endlichen Primideale die Ungleichungen

7 () e Ua) ) < Q(Eeila) = Zo(a)(e” 1))

y A () URYE < Q8 1) < A9(1)2(x)**

(i=1,2,..., %)

bestehen.

Beweis: Zur Funktion I(p) und zur Zahl 9 werde eine Koérperzahl ¢ ==o
gemiiss Satz 16 ausgewiihlt und alsdann die I-Funktion *(p) durch

I*(p) = Q(elp) (P ="y, s, Py, ..

definiert; sie ist nach Def. 8 also singulir. Folglich existiert nach Satz 13 zur
(4o, I*)-Folge eine periodische Basiskette ©,, S,, S,, ...; wenden wir auf deren
Glieder die durch Def. 2 und Satz 1 gelieferten Ungleichungen an, so folgt
nach den Schranken fiir die verschiedenen Bewertungen von ¢ aus Satz 16 die
Behauptung.

§. 15. Zwei Anwendungen des Approximationssatzes.

Definition 11: Fiir jede ganze Zahl £ aus & werde

H(S) = max Q(¢/q)

q

gesetzt und die Hohe von § genannt.

Satz 18: Sei K ein algebraischer Zahlkorper mit mindestens zwei verschie-
denen unendlichen Primidealen wund & > 0 eine beliebig kleine Zahl. Dann gibt
es emne periodische Basiskette ©,, S,, S,, ..., deren allgemeines Element Sy ==
=181, &k, ..., Ekn} aus ganzen Kiiperzahlen besteht, die fiir k— % und i=1,2,...,n
den Forderungen

gl

Qle) =THE) 7@ g H(&) —

geniigen, wo " = o0 nicht von k oder ¢ abhdngt.
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Beweis: Der letzte Satz werde angewandt mit
__"“"ﬂ(m)
a)=e 99 I(q,)=1Uay) =" =Uar+n) =¢, lt) =1 fiir alle v

und
Ao(01) = Ayla,) = - == Ay(ar,4n) = 7, Ao(t) = 1 fiir alle 1.

Beide Spezialisierungen sind offenbar wegen Zg(q) = nach Def. 1 und 4 er-
a
laubt. Bedeute jetzt I*(p) die zu %, I(p) und A,(p) gehorige singulire -Funktion,

Sy, Sy, S, ... die zur (A, I*)-Folge gehorige periodische Basiskette mit allge-
meinem Glied &= {&, &, ..., L&»n} und K die zugehorige natiirliche Zahl.
Dann ist an den endlichen Primstellen

Q& v) = L)1) =1,

und also sind alle &; in der Tat ganze Korperzahlen. Weiter hat man an den

unendlichen Primstellen
,,,_n—y(q.)]()k

Q(§L1Q1) = 2'()(ql) (egl(ql)h’)k =Y (e‘ gla)
bzw.

Q5 m) = 7 dolan) (2 Ua)¥)" =y 0D T KY (h=2,3,..., ),
und falls 9 schon geniigend klein und % geniigend gross ist, demnach
H(gm) > y—(n-—l)(c——3+K)I.:.

Aus dieser und der vorletzten Ungleichung ergibt sich leicht die Behauptung,
indem man 4 als eine geeignete Funktion von ¢ wihlt.

Satz 19: Sei & ein algebraischer Zahlkorper vom Grad n =2 und d > 0 eine
beliebig Fkleine Zahl. Dann gibt es eine periodische Basiskette ©,, ©,, @,, ...,

deren allgemeines Element S = { &1, &a, ..., &ku} aus ganzen Korperzahlen besteht,
die fiir k— oo und it =1,2,...,n den Forderungen

. — jl -+d
Qi) = JHES) 9%, H(E)— o
genitgen, wo A > o nicht von k oder ¢ abhingt.
Beweis: Diesmal wenden wir Satz 17 an mit
M) = Ua)) == Ur,4r) = &, Ur) =7, Ury) = Ury) = =1
und

Molay) = Aola) == }-o(qrﬁrl'z)': 7 Jy(t) =1 fiir alle v.
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Auch diese Spezialisierungen sind offenbar wieder zuléiésig. Bedeute nun I*(p)
die zu &, I(p) und A,(p) gehorige singulire [-Funktion, &,, &,, S,, ... die zur
(A, I*)-Folge gehorige periodische Matrixkette mit dem allgemeinen Glied &; =
=1{&1, &2, ..., &n} und K die zugehdrige natiirliche Zahl. Dann ist an den
endlichen Primstellen

—nK Lo .
Q(&e: 1) < A(0)l(x)Kk = Ie fir v =14,
lI fir t=r1,, 15, 1y, . - .

und also sind insbesondere wieder alle £i; ganz. Weiter hat man

Hig) = max 208!0) = 7 o) e Ua)e s = =00 o=t ot

Indem man jetzt 9 wieder als eine geeignete Funktion von d wihlt, folgt aus
dieser und der vorigen Ungleichung die Behauptung. —

Die beiden letzten Sitze bringen die angekiindigte Verallgemeinerung des
Minkowskischen Satzes. Aus dem letzteren geht hervor, dass Satz 18 im allge-
meinen nicht wesentlich verschiirft werden kann. In wieweit sich Satz 19 ver-
bessern lisst, d. h. fiir welche Korper bei diesem Satz ¢ durch Null ersetzt wer-
den darf und also die schiirferen Formeln

n

Q(gki"rl) < const. H(g,”)_ ;’("), H(gkz) —

bei geeigneten periodischen Basisketten noch gelten konnen, habe ich bisher noch

nicht entschieden. Krefeld, im Herbst 1936.

Anhang,

1) Um die allgemeinen Uberlegungen der vorliegenden Arbeit verstind-
licher zu machen, sollen fiir einen speziellen kubischen Zahlkérper periodische
Algorithmen mit den durch die beiden letzten Sitze gegebenen Eigenschaften
explizit konstruiert werden. '

Unter & = R(1) werde der durch die Gleichung

BiLi—2l—1=0

definierte Korper verstanden. Offenbar ist § im Korper f = R($) der siebten
Einheitswurzeln enthalten, der durch die Gleichung

6 5 4 4% g3 4 qe
L P L HIHFP LI+ I+ 1=0
18—36808. Acta mathematice 68. Tmprimé le 14 avril 1937,
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erzengt wird; zwischen 4 und 3 besteht dabei etwa die Beziehung

I=9 + 9 =9 + —

Da bekanntlich die Zahlen
1,3 93 93 9 9
eine Basis von f darstellen, so besitzt § die Basis

1,4, 22
und folglich die Diskriminante
d ==+ 49.

Da ferner & offenbar total-reell und also r, =- 0 ist, so wird

2\"
w={= e —
7= () 1are=7.

2) Um die Reihenfolge der drei zu & konjugierten Korper &V, 2, {9
und damit die drei zugehorigen Absolutbetrag-Bewertungen

(&%) (h=1,2,3)

festzulegen, werde ohne Einschriinkung der Allgemeinheit .

AW = 2 cos 2hze (h=1;2,3)

angenommen; vermdge der Basisdarstellung
E=a, + a,A + a,A* (ay, @y, a, in R)

sind dadurch gleichzeitig die Konjugierten
EM = ay + a, A% + g, A2 (h=1,2,3)
jeder Korperzahl § festgelegt. Der Kiirze halber sei noch _q,=p) g, = D}?J,
0; = p®, withrend unter t,,1,, 14, ... die endlichen Primideale von & in -irge-nd

einer Reihenfolge verstanden seien.

Offenbar ist
MA—1)@A+ 2)=r1;

die drei Zahlen 1,2 —1 und i1 + 2 aus § sind also Einheiten des Korpers und

gewiss keine Einheitswurzeln. Von ihnen sind 4 und 2 — 1 sogar unabhiingige
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Einheiten. Denn bestimmt man die dekadischen Logarithmen der zugehodrigen

Bewertungen’, so erhilt man

log Q(Aiq) = + 0.0050; log Q(A'a;) = — 0,3516; log 2(Aiq,) = + 0,2557,
log 2(2 — 1 g,) = — 0,6074; log 21 — 1]a,) == + 0,1599; log 2(X — 1 gy) = + 0,4475,

und hier ist jede der drei Determinanten, die man bilden kann, evidenterweise

von Null verschieden.

3.) Nach dem schon mehrfach erwiihnten Satz von Minkowski gibt es keine
periodische Basiskette S = {&1, &2, &s} (k=0, 1, 2,...) mit

-Q(§u|q1) =< const. ]{(gki)_Q, H(gh)z max Q(gk,'iqh) — o fir b — o
h=238
ersetzt man dagegen den Exponenten — 2 durch — 2 + J, wo ¢ eine beliebig

kleine positive Zahl bedeutét, so gibt es solche Ketten nach Satz 18. Man ge-
langt. zn diesen, indem man Einheiten

e=A(L— 1)

mit ganzen rationalen Exponenten x und y (z® + »* > o) bestimmt, fir die die
beiden Zahlen

log 2(¢.0,) == — 0,3516% + 0,1599y und log 2(e|q;) = =+ 0,25572 + 04475y
einander moglichst- gleich sind, d. h. die Zahl
log Q(e'qy) — log (e q,) = 0,6073 + 0,2876y
moglichst kleinen Absolutbetrag hat. 'Nimmt man x = — 1, y = 2, so wird gerade

log Q(eiq;) = — 1,3107; log 2(s{a,) = + 0,6714; log R(e|ag) = + 0,6393,
also
Qe a)) < H(e) ™ 0.

Wegen y = 7 ist es nun erlaubt, die Annalime

) == [7 fir p=-q,, 0., 0

Lolp) =
O(D '.I fur p:rlv T, Ty o0

i S = (o1, o2, Sos) = {1,4,2%}

! Da es bei allen folgenden Rechnungen nur auf die Verhiltnisse der Logarithmen ankommt,
so_ist es aus Bequemlichkeitsgriinden angebracht, Logarithmen zur Basis 10 statt natiirlicher Loga-
rithmen zu verwenden.
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zu machen; ferner kénnen wir

1) = (e p)
setzen und kommen dann also zu der periodischen Basiskette

@k = (&1, Era, Gis}t = (&, &4, 2%} (k=o0,1,2,...)

1

Q(&]q,) < const. H(E,) > 20,
Wegen
e=A"'A—1=2+21—4

lauten die Ubergangsgleichungen hierfiir:
Skrrr = —481 + 28k + Sks; Sivre =8 — 282 + &3y Sevrs = S + 382 — 36
Ein noch bedeutend schiirferer Algorithmus lidsst sich iibrigens gewinnen,
indem man ¢ =274 — 1) wiihlt; die Ausfithrung bleibe dem Leser iiberlassen.
4.) Als weiteres Beispiel werde die zam Primideal
1, =1+ 3)
gehorige Henselsche r;-adische Bewertung betrachtet. Dass 1, in der Tat ein
Primideal und zwar ein Hauptideal ist, ergibt sich aus der Gleichung
Nl = (A + 3)(22 + 3)A® + 3) =27 + o(— 1) + 3(—2) + 1 =13.
Es ist offenbar
log 2(2 + 3]a,) = + 0,6281; log Q(L + 3|a,) = + 0.4074; log (A + 3|a5) = + 0,0785.

Um zu einem méglichst guten Approximations-Algorithmus in bezug auf dieses
Primideal zu kommen, miissen wir ganze rationale Zahlen x, y, z, die nicht alle
gleich Null sind, finden, fir die die Absolutbetrige von

&= 1@ —1P( + 3,
d. h. die drei Ausdriicke
log Q(elq,) = + 0,09592 — 0,6074y + 0,62812,
log Q(¢/q;) = — 0,35162 + 0,1509y + 0,40742,
log Q(elgy) = + 0,25572 + 0,4475y + 0,07852

moglichst wenig von einander verschiedene Zahlwerte haben. Eine einfache
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Rechnung zeigt, dass die kleinen Zahlen z = 2, y =3, £ =6 dies leisten, denn
dann ist fiir die Zahl e 2*(2 — 1)*(4 + 3)%:

log Q(ela,) = + 2,1382; log 2(¢0.) = + 3,2209; log Qe a5) = + 2,3269.
Ausserdem bekommt man natiirlich
log Q(e|r,) = — 6 log 13 = — 6,6836.
Wiihlen wir also 4,(p), {(p) und &, wie im vorigen Paragraphen, also auch
Sk == {Er1, Sra, Eis) = [, 654, 2%}
und setzen wir wieder
HEe) = max 3!2(5“1)‘,’:)),
so strebt diese Hohe mit wachsendem & gegen + o und es wird zugleich
(& v)) < const. H(&:,)~3+V7.
Wegen
e= A4 —1)*(2 + 3)% =482+ 1412 — 113
lauten die Ubergangsgleichungen zwischen den auf einander folgenden Basen:
Ser1= — 11381 + 1418k + 48855 Sivro = 4881 — 178k + 93 8ks;
Set1s == 938k + 2348k — 11083,
5.) Es werde noch ein weiteres Primideal, nimlich
r,=(1— 2)
erwihnt, fiir das man zu trivialen Ergebnissen gelangt. Es ist nimlich

(A —2P=—70—1),
also
15 =(7),

und folglich kann man diesmal
=7
setzen. Bei gleicher Wahl von 4,(p), /(p) und &, wie bisher wird
@k:: {gkl, §k2, §k3} = {7k1 7kla 7k)'2}’

und man hat &1 ;=75 ((==1, 2, 3) und
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Q(8ki|ts) < const. H(Ew) ™,

wo die Hohe H(&:;) wie im vorigen Paragraphen definiert ist. Zum Unterschied
von den bisherigen Ergebnissen bekommt man also diesmal ein extrem scharfes
Approximationsgesetz. Dies wird offenbar in jedem Zahlkorper & bei einer
r-adischen Bewertung der Fall sein, wenn die zugehérige natiirliche Primzahl

eine reine Potenz von t ist. —

6.) Ich mochte diesen Anhang mit einer Bemerkung schliessen, die zwar
nicht gerade tief ist, aber. vielleicht als Verallgemeinerung der Ergebnisse dieser
Arbeit ein wenig Interesse hat. Dabei beschrinke ich mich wieder auf die Be-
trachtung der Approximation in bezug auf eine einzelne der 7y +-r, Absolutbe-
tragbewertungen, etwa in bezug auf 2(§|q,), und setze dabei r, + 15, = 2 voraus.
Zu jedem noch so kleinen ¢ > o ldsst sich dann, wie wir im dritten Kapitel
sahen, eine Zahl ¢ & 0 aus § mit

NiE)= T 1, Rela,) <1
und

Ln—ge)

Qfelq) = | _ max Qelqn)) oW

=2,3,...,8

angeben. Sei num ®,,-.., w, eine willkiirliche Basis von & und & fiir die
Indizes £ =o0, 1, 2, ... das Zahlsystem

S = {§k1, Bkay - vy §k'n} = {kau ‘€sz, .. -;\Gkﬂ_’n}ﬂ_

Seine » Elemente sind linear unabhiingig in bezug auf & und geniigen den
Ungleichungen

_n—olw)

D(gla,) < const. HE) 0@ " mit H(E)= max Qo)

fiir alle ¢ und fiir £ — . KEs gelten von % unabhiingige Beziehungen

n
§k+1i=2uij§kj (t=1,2,...,n)
Jj=1

und zwar ist dabei

U= (“ij)i,j=1.2, )

eine Matrix aus lauter ganzen rationalen Elementen, deren Determinante den
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Wert T 1 hat, da & eine Einheit von R darstellt. Eine solche Matrix U liisst
sich’ aber bekanntlich als ein endliches Produkt

U= E4Ei ... EE,

von - sog. Elementarmatrizes schreiben; hierunter verstehen wir Matrizes von
einer-der drei Gestalten

{ —1 0 -0 I o I+1 0
1 1 @ o 1
I 1 ) 1
k] y.
L0 I o} I o 1

bzw. hieraus durch Indexwechsel hervorgehende analoge Matrizes. Sei allgemein

zur Abkiirzung

) N k=o0,1,2,...
Eravr = (erast, ij)i,j=1,2,..,0n = K o )
l=o0,1,...,d—1

ferner 7, die Einheitsmatrix und fir x=1,2, 3, ...

also

de+1 = I':z_lEz_.g N EIEO UL und de = Uk.
Wird jetzt eine Folge von Zahlsystemen
n
T = {Ta1, Ta2, « « oy Tan} Wit T = D) by, 150
j=1

definiert, so dass also T,q = & ist, so bestehen die sich mit der Periode d wieder-
holenden Ubergangstransformationen

n
(A)' Tx+1,i=291,ijtxi7
Jj=1

und es ist ferner leicht einzusehen, dass fiir £ — o Ungleichungen

n—glq)

(B): (reiq,) < const. H(z,;) 9

erfiillt sind.
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Damit ist also gezeigt, dass es fir jeden Zahlkorper mit », + , = 2 stets
verallgemeinerte Basisfolgen T, T,, ... gibt, deren Glieder auseinander durch
die sich periodisch wiederholenden Transformationen (A) hervorgehen, wobei
obendrein diese Transformationen durch Elementarmatrizes erzeugt sind, wihrend
andrerseits die Glieder der einzelnen Basen T, in bezug auf N linear unabhiingige
ganze Zahlen aus & sind, die den bis auf den Zuwachs .0 im Exponenten extrem
guten Ungleichungen (B) geniigen. Fiir einen reell-quadratischen Zahlkorper
kann z. B. sogar J =0 genommen werden; alsdann ist in diesem Ergebnis ge-
rade die Aussage enthalten, dass sich eine reell quadratische Irrationalzahl in

einen periodischen regelmissigen Kettenbruch entwickeln lisst.

Krefeld, Februar 1937.
Kurt Mahler.



