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W~hrend sich in einem algebraischen KSrper einer Ver~nderlichen die Stellen 

im wesentlichen nur auf eine Art definieren lassen, iSt das bei zwei Ver~inder- 

lichen ganz anders. Hier kann man die Stellen auf wesentlich verschiedene 

Arten definieren. Die folgende Arbeit behandelt den Ubergang yon einer Stel- 

lendefinition zu einer ander n. Das Ergebnis ist sehr einfach. Es gibt  n~miich 

eine Elementartrunsformation derart, dass sich aus ihr und ihrer Umkehrung 

jede Ab~nderung in der Definition der Stellen zusammensetzen l:isst. 'Daraus  

ergibt sich z. B.: Um die )~nderung einer GrSsse bei einer Stellentransformation 

zu bestimmen, braucht man nur festzustelIen, wie sie sich bei einer Elementartrans- 

formation ~ndert. Mit den Ergebnissen dieser Arbeit l~isst sich die birationale 

Transformation in algebraischen K5rpern zweier Ver~inderlicher einfacher und 

iibersichtlicher darstellen als bisher. Ausserdem ze i~  sich, dass es i. a. eine 

eindeutig bestimmte >>einfachste<< Stellendefinition gibt. 

Mit einem Tell der hier behandelten Fragen habe ich mich schon in den 

unten angegebenen Arbeiten besch~iftigt, ohne eine voll befriedigend e LSsung zu 

finden. Erst die Trennung der Stellentransformation yon tier birationalen Trans- 

formation gab .die voile Kl~rung. 
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I. Einleitung. 

w I.  Stellen. 

In  einem KSrper K zweier unabh~ngiger  Ver~tnderlicher wird eine Stelle 

S mit  ihrer Umgebung dadurch definiert, dass man die Funl~ionen des KSrpers 

in der Umgebung yon S als Quotienten zweier gewShnlicher Potenzreihen zweier 

Ortsfunkt ionen u, v darstellt.  Die Ortsfunkt ionen sind nicht  eindeutig durch 

die Stelle S bestimmt. Sind u', v' zwei andere Ortsfunktionen,  mi t  deren Hilfe 

auch die Stelle S und ibre Umgebung definier~ werden kann, so mfissen u', v' 

sich als gewShnliche Potenzreihen yon u, v darstellen lassen, die fiir u = v = o 

verschwinden, und es daf t  die Funkt ionaldeterminante  yon u', v' nach u, v in S 

nicht  gleich o sein. I m  besonderen kSnnen u, v als Funkt ionen  aus K gew~hl~ 

werden. 

w 2. Primteiler. 

Jede homomorphe Abbildung yon K auf  einen algebraischen KSrper [~] 

einer Ver~nderlichen definiert einen Primtei ler  ~.  Eine Funkt ion  R aus K 

enth~lt  ~ in positiver Potenz, wenn R auf o abgebildet wird. In  weleher Po- 

tenz ~ in i rgendeiner  Funkt ion  aus K enthai ten ist, wird sich im folgenden 

e r ge be n .  Den •bergang yon K zu [~] drfieken wir (lurch ~ = o aus. 

Die Stelle S mit  den Ortsfunkt ionen u, v gehe fiir ~ = o in eine Stelle s 

yon [~] fiber. Von einer solchen Stelle sagen wir, sie liegt auf  ~ oder ~ geht  

durch sie. Is t  R eine Funkt ion  aus K, die fiir ~ = o  in o fibergeht, und  ist 

bei S 
R = P (u, v) 

Q (u, v)' 

so muss P(o ,  o ) = o  sein, da R in allen Stellen von [~] identisch o ist. Wir  

unterscheiden zwei F~lle. 

I. Da R = o wird fiir ~ = o, so kann [~] bei S durch eine Gleichung 

(U~ V) = 0 

definiert sein, wo ~(u ,  v) eine gewShnliche Potenzreihe yon u, v ist, die ffir 

u = v = o verschwindet, und die ein Teiler des Z~hlers P(u,  v) yon /~ ist. W i r  

nennen ~(u ,  v) die zugeordnete Funkt ion  von ~ ffir S. Sie ist naturgem~ss nur  
2--36808. Acta mathematica. 68. Imprim6 |e 12 mars 1937. 
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bis auf  eine Einhei t  als Fak to r  best immt.  Ist  S o eine S~elle yon K,  die fiir 

= o nicht  in eine S~elle yon [~3] iibergeht,  so soll die zugeordnete  Funk t ion  

yon ~ fi ir  S o gleich I oder  gleich einer  Einhei t  sein. 

W i r  sagen, eine Funk t ion  T aus K ist genau durch ~ teilbar,  wenn sie 

sich bei einer Stelle S, durch die ~ geht,  in der Form darstel len ls 

, G ( u ,  v )  " 

wo die gewShnlichen Potenzre ihen  G und  H dureh ~ (u, v) nicht  te i lbar  sind. 

Die so zu definierenden Pr imte i le r  heissen Primteiler erster Art.  Sie gehen 

durch  unendlichviele  Stellen. Sind n~imlich u0, v 0 innerhalb des Konvergenzge-  

bietes yon ~ (u, v) so gew~hlt,  dass ~ (u0, vo) ~- o, so geht  ~ auch durch die Stelle 

U = Uo, v = v o. 

Es gilt der Satz: 

Jede Funkt ion aus K lh~st sich a u f  ei~2e und nu t  eine A r t  in ein larodukt 

von Primteilern erster A r t  zerlegen. 

Is t  
T = ~? ,  ~ . . . ~ n ,  

wo die at positive oder negat ive ganze Zahlen sind, die rein formale Zerlegung 

einer Funkt ion  T aus K in Pr imte i le r  ers ter  Art ,  so ergibt  sich hieraus die Dar- 

s tel lung von T bei einer Stelle S, also eine wirkliche Gleichung, dadurch,  class 

man die ~i  durch ihre zugeordneten  Funk t ionen  fiir S ersetzt  und noch eine 

passende Einhei t  als Fak to r  hinzufiigt.  

z. Es kann R fiir ~ = o aueh dadurch  in o i ibergehen, dass u und v beide 

fiir ~ = o in o i ibergehen. Dami t  aueh in diesem Falle K fiir ~ = o in einen 

KSrper  I~] einer Ver~nderl ichen fibergeht,  diirfen u und v n icht  unabh~ngig 

voneinander  zu o werden. Die genauere  Unte rsuchung  ergibt  folgende Defini- 

t ion einer  derar t igen  Abbildung. 

Der KSrper ,  auf  den wir abbilden, sei je tz t  m i t [ a l ]  und der dureh sie de- 

finierte Pr imte i le r  mit  a~ bezeiehnet. Es sei 

a a-l-1 a + ~ - - I  a + ~  

(~) v , ( - ) = a o u ~  + , ~ , , 3 -  + .--  + , ~ , . - ~ u  ~ + t ~ u  ~ , 

wo die ak kons~ant sein sollen, w~hrend t 1 ein Pa rame te r  ist. W i r  denken uns 

die Funkt ionen  aus K bei S durch u, v dargestell t ,  ersetzen v durch v 1 (u) und 
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lassen dann u nach  o gehen: Dadurch  gehen alle Funk t ionen  aus K in ra t ionale  

Funkt ionen  von t i fiber. Der  KSrper  [ai] hut  also das Geschlecht  o. Die auf  

diese Weise definier tea Pr imte i le r  heissen Primteiler zweiter Art. Jeder  yon 

ihnen gehSrt  zu einer bes t immten Stelle S. 

Der  t I a u p t n e n n e r  der ersten ~ Exponen ten  yon u in (~) sei 7 = fl/~, w~ihrend 

fl der H a u p t n e n n e r  aller Exponenten  sein soil. Ffir ~1----o gehe die FunkCion 

R aus K in die Funkt ion  r fiber, Bei S ist dann, nachdem w i r v  durch v l(u) 

ersetz~ haben,  
1 

R = r +  u~e(u),  

wo Z > o ,  und e(u) eine Einhei t  fiir u - = o  is~. Lassen wir u den P u n k t  u = o  

7-real umlaufen,  so n immt  der letzte Summand  yon vl (u) einen F ak to r  ~ auf, der 

eine &re Einhei tswurzel  is~, w~ihrend die anderen Summanden  u n g e i n d e r t  bleiben. 

Dabei bleibt r ungeiindert .  Dasselbe erreichen wir  dadurch,  dass wir  t 1 durch  

etl ersetzen. Also darf  sich r aueh hierbei nicht  ~ndern, sodass r eine ratio- 

nale Funk t ion  yon 
~ = ~  

sein muss. Der  KSrper  [a,] besteht  daher  aus den ra t ionalen Funkt ionen  yon ~.  

W i r  setzen 
(u, v ;  n )  = i orm - -  

wo die Nor m sich auf  die fl konjugier ten  W e r t e  yon vl(u) bezieht. Es heisst  

_4 i die Eichfunktion yon ai. Sie ist  eine ganze ra t ionale  Funk t ion  yon u, v 

und  ~i. I h r  Grad in u, v sei mit  (61, ' 6 ,~)=  (a + v, ~) bezeiehnet.  Fe rne r  gilt 

(2~ - / ,  (u, v; ~ . )  - -  ~. 
_z/, (u, v; ~l~) ---) ~1 ffir ct i ~ o, \ ] 

T1 - -  T12  

sodass ~ dem KSrper [ai] a,ngehSr~. Daher  sind seine Stellen eineindeut ig  den 

W e r t e n  yon ~l zugeordnet .  Is~ a~ ein zweiter zur Stelle S gehSrender  Pr imte i le r  

zweiter  Ar t  und A~(u, v; ~) seine Eichfunkt ion,  so gil t  fe rner  

(3) ~/~ (u, v; ~1) _~ c ffir ai = o, 
~/,~ (u, v; ~ )  

wo c u n a b h i n g i g  yon ~l ist. 

I s t  T eine Funk t ion  aus K und ist bei S 
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= e ( u ) ,  

w o e  eine Einheit fiir S ist, so sagen wir, T ist genau durch a{ teilbar. Ist  

ferner ~ (u, v) die zugeordnete Funkr eines Primteilers erster Art fiir S und 

beginn~ die Entwicklung yon ~ (u, Vl) nach steigenden Potenzen yon u mit u 6,~, 

so sagen wir, der Primteiler erster Art ~ enthglt den Primteiler zweiter Art a~ 

genau in der Potenz re. Die Primteiler zweiter Ar t  sind also in denen erster Art  

enthalten und durch diese mit gegeben. Jeder Primteiler zweiter Art gehSrt, wie 

sehon angegeben, zu einer und nur einer Stelle yon K, und zu jeder Stelle yon 

K gehSren unendliehviele Primteiler zweiter Art. 

w 3. Divisoren, Divisorenklassen. 

I. Definitionen. 

Sind ~1, ~ ,  . . - ,  ~n Primteiler und ~1, ~,  . . . ,  ~ gauze Zahlen, so nen- 

nen wir 

( 4 )  = 

einen Divisor. Er heisst ganz, wenn kein ~k negat iv is t ,  und yon der ersten 

oder zweiten Art, wenn alle ~3i erster oder zweiter Art sind. Wir beschr:anken 

uns in diesem und dem folgenden Paragraphen auf Divisoren erster Art. Sie 

werden in Klassen eingeteilt, indem man zwei Divisoren ~1 und ~ dann und 

nur dann in dieselbe Klasse rechnet, wenn ihr Quotient gleich einer Funktion 

des KSrpers ist, in Zeichen ~1 ~ ~ ;  zwei solche Divisoren heissen (iquivalent. 

Die Klasse, der ~ angeh5rt, wird mit (,~) bezeiehnet. Die Anzahl der in ihr 

enthaltenen linear unabhgngigen ganzen Divisoren heisst die Dimension yon (~) 

und wird mit {~} bezeiehnet. 

Unter den Klassen heben wir zwei hervor. Erstens die Hauptklasse (I), die 

die Divisoren enthiilt, die den Funktionen aus K entsprechen, und zweitens die 

kanonische oder Differentialklasse. Diese wird in folgender Weise definiert. Sind 

x und y zwei voneinander unabhgngige GrSssen aus K, so ist bei einer Stelle S 

d x d y  -~ ~(u, v )dudv .  

~'(u, v) ist die zugeordnete Funktion eines Divisors ~. Dieser hgngt yon der 

Wahl yon x und y ab. Aber alle diese Divisoren gehSren derselben Klasse an, 
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niimlich der kanonischen Klasse (~). Die Zahl {~'} = p a  heisst das geometrische 

Geschlecht yon K. 

Ist  ~ * ~  ~, so nennt man die Klassen (~) und (~*) Erg~nzungsklassen 

voneinander. 

2. Zahl der Schnittpunkte zweier Divisoren. 

Ist  ~ ein Primteiler erster Art, so geht ffir ~ ~ o jede Funktion aus K in 

eine Funktion des KSrpers [~] fiber. Ebenso geht jede Klasse (~) in eine ganz 

bestimmte Klasse (q) yon [~] fiber. Den Grad yon (q) bezeichnen wir mit (~, ~), 

und nennen diese Zahl die Zahl der Schnittpunkte yon ~ und ~ .  Ist ~ kein 

Primteiler, sondern ein Divisor erster Art, und ist 

~ ,  ~ re2 ~ tent 

w~hrend ~ durch (4) gegeben ist, so setzen wir 

(5) (~, ~) = ~ ,  z, (~,, ~) = ~ z, m (~,, ~ )  = (~, ~). 

Diese Reehenregel soll auch ffir alle spiiteren Verallgemeinerungen yon (~, ~)  

gelten. 

Ferner gilt ffir das Symbol (~1, ~ )  

(6) ( ~ .  ~o) = (a~, ~.~), ~enn ~ ~ ~ ,  ~ ~ ~ .  

Man nennt im besonderen (~, ~) den Grad der Klasse (~). 

3. Das Geschleeht eines Primteilers erster Art. 

Die zugeordnete Funktion ~(u,  v) eines Primteilers ~ bei S kann mit Glie- 

dern hSherer als erster Ordnung beginnen, sodass die Kurve ~(u,  v ) ~  o im 

Punkte u = v-~ o einen mehrfachen Punkt  hat. Ein soleher Punkt  liefert einen 

Beitrag zu dem Divisor der mehrfachen Stellen yon ~, der ein Divisor des K5r- 

p e r s  [~] ist. Er wird ganz so definier~ wie der Divisor der mehrfachen Stellen 

einer ebenen algebraischen Kurve. Wir  bezeichnen ihn mit b~ und seine Ord- 

hung mit 2a(~).  Es grit der Satz: 

Die Klasse ( ~ )  geht fiir ~ = o  in die Klasse (Ibm) fiber, wo bq der 

Divisor der mehrfaehen Stellen yon ~ und (~) die kanonische Klasse yon [~] ist. 

D a  die Ordnung von (f) gleich 2 ~ r ( ~ ) - - 2  ist, wenn wir das Geschlecht 

von [~] oder ~ mit ~ (~) bezeichnen, so folgt die ffir jeden Primteiler erster Art 

bestehende Gleichung 
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(7) z ~ ( ~ ) -  z = (~, ~ ) -  2o(% 

4. Der l~iemann-Rochsche Satz. 

Sind (~1) und (~*) zwei Ergiinzungsklassen, ist also ~ * ~  ~, so 1auger 

der Riemann-Rochsche Satz 

I 
(8) [~] = {~} + {~*} + ~(~, ~*)_>_p~ + ~, 

wo pa das ar i thmet ische Geschlecht  yon K und  wo [~] zur &bkiirzung eingefi ihr t  

ist. S teht  das Gleichheitszeichen, und ist {~*} = o ,  so heisst  die Klasse (~) 

reguldr. 

II. S te l l entrans format ionen .  

w i. Definition der Stellentransformation. 

K sei der KSrper  der ra t iona len  Funk t ionen  yon x, y. W i r  definieren die 

Stellen yon K in fo lgender  Weise. Sind a, b irgendzwei Zahlen, so setzen wir 

x - - a : u ,  y - - b - ~ - v ,  

wo u und v Ortsfunk~ionen sein sollen. Unter  x - - a  und y - - b  sollen x -1  und 

y -1  vers tanden werden, wenn a und  b unendl ich sind. Dadurch  sind die S~el- 

len yon K und ihre Umgebungen definiert, an d  x, y nehmen an alien Stellen 

best immte Wer t e  an. 

Setzen wir x = ~ ,  y = ~ ,  so ist  umgekehr t  ~ = x ,  V : Y / X ,  sodass der 

KSrper  K identisch ist mit  dem KSrper  der ra t ionalen  Funkt ionen  yon ~, '2. Wi r  

kSnnen daher  die Stellen yon K auch so definieren, dass ~ und ~ an allen Stellen 

best immte W e r t e  annehmen,  indem wir setzen ~ - - a  = u', V -  fl : v', wo a und 

fl irgendzwei Zahlen sind. Im allgemeinen entsprechen die so definierten Stellen 

e inander  eineindeutig,  nikmlich jedesmal  dann, wenn an einer  solchen Stelle so- 

wohl x, y wie auch ~, ~ best immte Wer te  annehmen.  Das gil t  aber  n icht  fiir 

alle Stellen. Z .B.  wird in der Umgebung der auf die erste Ar t  definier~en Stelle 

So, wo x und y beide den W e r t  o annehmen,  

y 
x = u ,  y : v ,  also ~ = u ,  ~ = - .  

An der Stelle So wird daher  V unbest immt,  wiihrend ~ = o wird. Der  Stelle S O 



Stellentransformation in algebraischen KSrpern zweier Ver~inderlicher. 15 

entsprieht daher keine bestimmte der Stellen, die wir bei der zweiten Definition 

der Stellen yon K erhalten. Vielmehr entsprechen ihr unendlichviele Stellen, 

n~imlich alle die, wo ~ = o, wghren8 ~] irgendeinen Wert  hat. 

Hiermit hi~ngt folgendes zusammen. Setzen wir im KSrper der rationalen 

Funktionen yon ~, V die GrSsse ~ o, so wird dieser KSrper auf den KSrper 

der rationalen Funktionen yon V homomorph abgebildet. Der dadurch definierte 

Primteiler 9~ ist ein Primteiler erster Art. Denn er wird z. B. in der Umgebung 

yon ~ = V = o  dureh 9 . I (u ' ,v ' ) - -u ' -~o  definiert. Da wegen x = ~ ,  y = ~ ]  die 

Gr5ssen x und y fiir 9~ = o beide in o iibergehen, so lgsst sich 9/ nicht durch 

eine Gleichung zwischen x und y definieren. Wollen wir den KSrper der ratio- 

nalen Funktionen yon x und y auf [9~] abbilden, so setzen wir erst x = u, y = v, 

dann v = v  l ( u ) = ~ u  und lassen u nach o gehen. Daher ist 9~ in bezug auf die 

erste Definition der Stellen ein Primteiler zweiter Art. Wir ersehen hieraus, 

dass bei einer ~nderung in der Definition der Stellen Primteiler erster Art in 

solche zweiter Art iibergehen kSnnen, und umgekehrt. Damit kommen wir zu 

folgender Aufgabe. 

In einem algebraischen KSrper yon zwei unabh~ngigen Vergnderlichen seien 

die Stellen auf zwei Arten definiert. Er sei mit K oder K' bezeichnet, je nach- 

dem die Stellen auf die eine oder die andere Art definiert sind. Die Beziehungen 

zwischen K und K' sind herzuleiten. Den Ubergang von K zu K' und umge- 

kehrt nennen wir eine Stelleutransformation. 
Dabei bezeichnen wir den KSrper K immer mit K und deuten durch In- 

dizes an, dass seine Stellen in bestimmter Weise definiert sin& 

w 2. Die Transformationsformeln. 

Wir betrachten die Stellentransformation K ~ - K ' .  Die Primteiler haben wir 

in zwei Arten eingeteilt. Diese Einteilung hgngt yon der Definition der Stellen 

ab, wie wir in dem Beispiel im w I gesehen haben. Es seien 

die Primteiler zweiter Art yon K, die Primteiler erster Art yon K' sind. Wir 

bezeichnen sie als solche mit 

9/'1, 9 / '~ , . . . ,  sa',. 
Ferner seien 

0-'1~ ~' i~ � 9  ", (lP0 
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die Primteiler zweiter Art von K',  die in die Primteiler erster Art  

yon K fibergehen. 

der Transformation. 
denfalls betrachten 

lich sind. 

9~1, 2[2, . . . ,  ~I,o 

Diese Primteiler nennen wir die ausgezeichneten Primteiler 

Ihre Anzahl ist bei den Anwendungen immer endlich, fie- 

wir nur Stellentransformationen, bei denen e und a end- 

Ffir a s =  o geht der Kfrper  K in [at] fiber, und fiir 9~'~= o geht K '  in 

[9~';] fiber. Die Kfrper  K und K' sind aber dieselben algebraischen Kfrper,  die 

sich nur durch die Definition der Stellen unterscheiden. Da at und 9~'~ densel- 

ben Primteiler bezeichnen, so sind die Kfrper  [at] und [9~'~] identisch. Trotzdem 

ist nicht einfach as = 9.I'i, weft in 9~'~ die Primteiler a'k en~halten sein kfnnen, 

und weil diese Primteiler beim Ubergang yon K '  zu K in Primteiler erster Art 

fibergehen, also selbstst~ndig werden, und nicht in ai enthalten sind. Bezeichnen 

wird also das Produkt der in 9~'~ en~haltenen Primteiler a'k mit s(-~l'i)und 

entsprechend das Produkt der in 9~i enthaltenen Primteiler ak mit s(~),  so ist 

~ i  , 9~Pi 
(9) s (9~i) = a i, s(9.I") --  ai. 

Es sei ~ ein yon den ausgezeichneten Primteilern verschiedener Primteiler 

erster Art yon K. Die Abbildung yon K auf [~3] bildet auch K '  auf [~3] ab, da 

ja die Kf rper  K und K' als algebraische Kfrper  identisch sind. Durch diese 

Abbildung wird also auch ein Primteiler ~3' yon K' definiert. Die Kfrper  [~] 

und [~'] sind dieselben, aber die Primteiler ~ und ~ '  stimmen doch nicht voll- 

kommen fiberein. Zungchst ist ~ '  Primteiler erster Art yon K',  da ~3 nicht zu 

den ausgezeichneten Primteilern der Transformation gehfrt.  Das Produkt der 

in ~ enthaltenen Primteiler ak sei s(~) uncl das der in ~ '  enthaltenen Prim- 

teiler a'k sei s (~'). Die in ~ enthaltenen Primteiler a~ werden Primteiler erster 

Art yon K' und sind daher nicht in ~ '  enthalten. Ebenso sind die in ~ '  ent- 

haltenen Primteiler a'k nicht in ~ enthalten. Daher besteht die Transforma- 

tionsformel 

( i o )  = 

Ist  endlich c ein Primteiler zweiter Art yon K, der auch als Primteiler yon 

K '  ein Primteiler r zweiter Art ist, so gilt 
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( , , )  

Es sei 

" ' 1  ~2 " " "  Oa 

8 ( ~ )  , a ' l i  ' a '2 i  ' " = f l l  f12 . . 12 

P' P'-' Pa 
8(~ )  = a ,  ~2 , . .  ~a . 

Die Divisoren, in die s (9/~), s(9~), s(~) bei der Transformation iibergehen, be= 

zeichnen wir mit s [9~]', s [9~;], s [~]', setzen also 

[~/] '  = ~,~ ( w ~ ) l  ~,~ ( ~ ' , ) l  " " " ~ ( W ~ ) l  ' 

[v;] = t l ~ l l 
~(ga , ) !  ~ ( 9 ~ ) I  �9 �9 ~ s V ~ ) l  ' 

Ira]' = ~,~(~,~)1 ~ ( ~ ' ~ ) 1  ' ~ !  " 

Dann wird nach (9) and (Io) 

p t v ~ v  (,2) ~ = a~8 [9~,]', ~ ,  = a~ ~ [9~,], ~ - - ~  ~ [~] ' .  

Setzen wir 

1 ~ ' 2  " " " 

so l~sst sich (I2) in der Form schreiben 

, 2 ?  , 2? ~'* 
~ = a i s 0 . ~ ,  ~ i =  , ~ =  �9 

Wit nennen die in diesen Gleichungen rechgs stehenden Divisoren die Divisoren, 

in die 9/~., 9/~, ~ bei der Transformation iibergehen. Dagegen nennen wir a" l~ fli ,  

~' ,  ~ die Prim~eiler, die den Primteilern ~[i, ~[~, ~, ~ '  entsprechen. Is~ 

: a l  1 a 2 2  " "  * Qa  2 1  " " " ~[0 ~~ ~ 1  ~ 2  " "  �9 

ein Divisor yon K, und ist ~ .  der ~k entsprechende Primteiler yon K ' ,  so nen- 

nen wir 
3 - - 3 6 8 0 8 .  Aeta  mathematica. 68. I m p r i m 6  le 12 m a r s  1937 .  
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den ~ entsprechenden Divisor. Den Divisor, in den ~ iibergeht, erhalten wir 

aus ~ durch die Transformationsformeln (9), (Io) und (I2). 

Die Primteiler zweiter Art a~ gehSren zu einer endlichen Zahl yon Stellen 
! �9 

S~, .$2, . . . ,  St yon K und die Primteiler a~ zu endlichvielen Stellen S,, S~, . . . ,  

S~ yon K'. Diese Stellen heissen die ausgezeichueten Stellen der Transformatiou. 

Jeder Stelle Sk entsprechen unendlichviele Stellen yon K', und jeder Stelle S~ 

unendlichviele Stellen yon K. GehSrt z.B. ai zu Sk, so entsprechen Sk unter 

anderen alle Stellen yon K', durch die ?l~ geht. Dagegen entsprechen die nicht 

ausgezeichneten Stellen einander mit ihren Umgebungen eineindeutig. 

w 3. Die E-Transformation.  

Wir betrachten zun~chst den einfachsten Fall einer Stellentransformation, 

n~mlich den Fall, wo nur die Definition einer einzigen Stelle in einfacher Weise 

ge~ndert wird. Diese Stelle sei S mit den Ortsfunktionen u, v. Start u, v fiih- 

ren wir neue Ver~nderliche ein durch die Gleichungen 

(,3) 

ivl 
I. u = u ' ,  v = u  v,  ~ r ,  also Iv' I _--<r; 

i iu  Ivl r al o,v,   
r 

Dabei bedeutet r irgendeine positive Zahl. Durch diese Gleichungen wird die 

Stelle S mit ihrer Umgebung abgebildet auf unendlichviele Stellen mit ihren 

Umgebungen, n~mlich auf die Stellen u ' z  o, v ' z  t' und u " :  o, v"-~ t", wo t' 

und t" irgendzwei Zahlen sind, die den Bedingungen I t'l ~ r, I t"l < r-x geniigen. 

Die Stelle S selbst wird auf unendlichviele Stellen abgebildet, aber die Stellen 

ihrer Umgebung werden eineindeutig abgebildet. Die neuen Stellen heissen 

Stellen I. 0rdnung, w~hrend die urspriingliche Stelle S e i n e  Stelle o. 0rdnung 

genannt wird. Dies Verfahren stammt yon Max Noether. Allerdings benutzt er 

es nur im grossen und nicht zur AuflSsung nur einer Stelle. Den KSrper K 

bezeichnen wir bei dieser neuen Definition der Stellen mit K'. Eine solche Stel- 

lentransformation nennen wir eine E-Transformation und die dazu entgegenge- 

setzte eine E-I-Transformation. Jede yon ihnen heisst eine Elementartransforma- 

t/0H. 
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S ' ( u ' =  o, v ' =  t') sei e ine  der Stellen ers ter  Ordnung.  Als Or t s funkt ionen  

kSnnen wir  w~hlen 

u' - -  ~', v ' - -  t '  ~ #'.  

Im KSrper  K '  wird durch  ;~ '~  o ein Pr imte i l e r  ers ter  Ar t  definier~, der mi t  9~' 

bezeichnet  sei. Da u ~ v = o fiir ~ t '=  o, so ist  9~' im KSrper  K ein Pr imte i le r  

zweiter Art,  der  mit  a bezeichnet  sei. Da  ~' und also auch v' fiir ~ ' ~ - o  oder 

a = o, was dasselbe ist, ver~nderlich bleibt, so wird in K der Pr imte i le r  a deft- 

nierg durch 
V -~- t U ~ ~ --~ 0 .  

Die Eichfunkt ion  yon a ist also 

W~hlen  wir s tar t  S' eine der durch I I .  gegebenen Stel[en, etwa S " ~  

( u " =  o, v " =  t"), so kSnnen wir als Or t s funkt ionen  w~ihlen u " =  ~,', v " - - t " =  ~' 
und dieselben Uber legungen anstellen. W~ihlt man  r gross, so kann man i .a .  

mi t  t " =  o auskommen.  Durch  ~ . '=  o wird wieder der Pr imte i le r  ~ '  definiert.  

Der  Pr imte i le r  9~' geht  also durch  alle Stellen ers ter  Ordnung  und nur  durch  

diese. Da  die zugeordnete  Funk t ion  yon ~d' an jeder  dieser Stellen ;L' ist, so ha t  

~ '  n i rgends  einen mehr fachen  Punkt ,  sodass 

= o .  

Da beim LTbergang yon K zu K '  nur  d e r  eine Pr imte i le r  zweiter  Ar t  a in 

einen Pr imte i le r  ers ter  Ar t  i ibergeht,  so lauten die Transforma~ionsformeln 

M 

wo s (~ ) -~  a p, wenn a in ~ in der Po tenz  p en tha l ten  ist. 

Es sei I vll < r gew~hlt. 

_4(~1) eine Funk~ion aus K. 

zeichnet.  Da ~ n icht  durch 

s (s = a. Also wird 

Da u und v dem KSrper  K angehSren,  so ist 

I h r  Z~hler sei mi t  ~ und ihr  Nenne r  mi t  ~ be- 

die Stelle S o geht,  so ist s ( ~ ) =  I. Fe rne r  ist 

~ ' ~ '  
- - -  v - u = 

Die zugeordnete  Funkt ion  yon ~ ist v -  ~ u fiir S o und  ;~' (t' - - ~ 1 %  ~') fiir S'. 

Da  ~,' die zugeordnete  Funk~ion y o n  ~ '  ist, so ist t' - -  ~ + ~' die yon ~ ' .  Diese 
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ist nur dann keine Einheib, wenn t ' :  ~. Sie ist dann ~t'. Da die Kurven ~ ' ~ o  

und /t' -~ o in ~' ----/t' ~ o einen Schnitgpunkt haben, und ~ '  nur durch die S~ellen 

erster Ordnung geh~, so ist 

(~ 6) (~ ' ,  ~ ' )  = ~. 

Da ~ niehg durch die Sgelle u =-v = o geh~, so geht 9~' durch keine der Stellen 

ers~er Ordnung, sodass 

(~ ~) (~ ' ,  ~ ' )  = o. 

Aus (I5) folgg ~ ' ~ ' ~  ~'  und durch Zusammensetzen mi~ ~1' 

also wegen (i6) und (I7) 

( i s )  

Da das 

nach (7) 

(~.~', ~ ' )  + (?~', a ' )  = (~,,  ~ ' ) ,  

(~', ~ I : ' ) =  - i .  

Geschlecht yon ~{' gleich o is$, und da nach (I4) a(~{')-~o, so wird 

2 ~V (~{') - -  2 : - -  2 = (?~', ~ '  ~ ' )  = ( ~ ' ,  ~ ' )  L[_ (?~', ~ ' )  

oder wegen (I 8) 
(~ ' ,  ~ ' ) =  _ ~, 

wo (~') die kanonische Klasse yon K'  ist. Daher haben wir: 

Wird durch eine Elementartransformation eine Stelle So in unendlichviele 

Stellen aufgel6st, so geht ein Primteiler zweiter Art  a in einen Primteiler erster 

Art  ~{' iiber. Fit)" diesen gilt 

( i9)  ~ (~')  = ~ (~t') = o, (~ ' ,  ~ ' )  = (~ ' ,  ~ ' )  = - i ,  

wo (~') die kanonische Klasse des dutch die Transformation entstehenden KSrpers ist. 

w 4. Die /~-l-Transformation. 

Wir beweisen in diesem Paragraphen die Umkehrung des im vorigen be- 

wiesenen Sa~zes. Zuni~chs~ zeigen wir, dass aus den letz~en der Gleichungen (I9) 

die ers~en folgen. Da n~mlich z ( 2 ' ) >  o, a(~')> o, so folg~ aus der I den t i t~  

(7), n~mlich 

2 ~ ( ~ ' )  + 2 a ( ~ ' )  = (~ ' ,  ~ ' )  + (~ ' ,  ~ ' )  + 2, 

dass z ( ~ ' ) =  a ( ~ ' ) = o ,  wenn (?l', ~')~-(9~', ~ ' ) = -  i isg. Daher kSnnen wir 

den zu beweisenden Sa~z in der Form aussprechen: 
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9A sei im KS~oer K, dessen kano~ische Klasse (~) ist, ein Primteiler erster 

Art, der den folgenden Bedingungen geniigt 

(20) (~j[, 9 [ ) =  (~ ,  ~ ) =  - -  I .  

Dann gibt es eine Stellentransformation, die nur den Primteiler ?l in einen t)rim - 

teller a' zweiter Art  verwandelt, wdhrend im iibrigen alle ?rimteiler ihre Art  

behalten. 

I .  

(2 I )  

Haben 

diese nich~ auf ~l liegen. Ferner sei 

(22) {5} ~ 2, 

Eine solche Klasse gibt es immer. 

2. 

(5) sei eine reguli~re primitive Klasse, sodass nach I, w 3 

I I 
{5*} = {~5 -~} =o ,  [~]-- {5} - ~ ( ~ ,  ~)+ ~(5, ~)=p~ + ~. 

die ganzen Divisoren uus (5) allen gemeinsame Schnittpunkte, so sollen 

(?1, ( ~ ) =  h > o. 

Wir bestimmen eine Klasse ((~) mit den Eigenschaften: 

I,  ((~, ~[) = O, SOdlt~NN ((~ ~[--1, ~[) = I,  

2. 1@}_>_ 3, {@~-q ~ 2, 
3- ((~) und ((~ ~ -~ ) s ind  regular und primitiv, 

4. der Sehnittpunkt yon ~l mit den ga~zen Divisoren yon (| ~-1) ist 

beweglich. 

Dazu gehen wir yon der Kl~sse (~) aus und setzen 

Da {~5  -1} = o, so ist auch 

Daher wird 

(5(')) - (~ 9X'), (k > o)  

{~ 5 tk)-l} = o. 

oder wegen (2I) und (22) 

I ~ I 
[5 (~>] = {5( , }  ~ ( , 5) + ? (5, ~)  - h, 

(23) [5  (1)] ~-  [5] + {~(1)} __ {(~} h ~---pa + I + {5! 1)} - -  {(~} - -  h. 
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{~(1)}--{~} ist gleich der Zahl der Bedingungen dafiir, dass ein ganzer Divisor 

aus (~(1))~_~ ( ~ )  durch 9~ teilbar ist, da man die ganzen Divisoren der Klasse (~) 

aus denen der Klasse (~9~) dadurch erhiilt, dass man diejenigen aufsucht, die 

durch ?J teilbar sind. Die Zahl dieser Bedingungen ist aber hSchstens gleich 

((~ ~[, ?[) + I = (~(1), 9A) + I ---- h. 

Denn ein ganzer Divisor aus (~(1)) muss ~{ ganz enthalten, wenn er mit ~/ auch 

nur einen Schnittpunkt mehr hat, als im allgemeinen. Daher ist 

(24) 
Aus (23) und (24) folgt 

{(~(1)} __ {Q~} ~ h. 

[(~(I)] ~pa  + I. 

Andererseits ist nach dem Riemann-Rochschen Satz 

sodass 

Also ist auch (~!1)) regul~ir. 

sodass 

(es) 

[~(1)] ~ pa  "[- I ,  

[(~(')]--~.Pa + I. 

Ferner muss in (24) das Gleichheitszeichen s~ehen, 

{~(~)} - -  { ~ }  = -  h > o.  

Daraus schliessen wir, dass die Klasse (~(1)) ausser den (lurch ~ teilbaren ganzen 

Divisoren noch h andere linear unabhiingige enthiilt, dass sie also primit ivis t .  

Welter ergibt sich aus (25), dass yon den allen gemeinsamen Schnittpunkten, 

die die ganzen Divisoren aus (~(1)) etwa haben, keiner auf 9~ liegen kann. Wiirde 

niimlich eine solche gemeinsame Stelle auf ?l liegen, so wiirden hSchstens noch 

h -  I Bedingungen dafiir notwendig sein, dass 9/ mit einem ganzen Divisor aus 

(~(11) mindestens h-~ (~r ?I)+ I Schnittpunkte hat, sodass im Widerspruch zu 

(25) {~(1/} _ {~} ~ h -- I sein wiirde. 

Folglich ist (~(11)_~ (~ ?l) wie (~) reguliix und primitiv. Auch liegen etwa 

vorhandene gemeinsame Schnittpunkte aller ga~zen Divisoren yon (~(1))nicht 

auf ?/. Ist  (~(~), ?1)= h -  I >  o, so folgt ebenso, dass (e(2/)==(~(o~/) = (~{~) 

reguliir und primRiv ist. Dasselbe gilt yon (~(s/), . . . ,  (~(h)). Ausserdem liegt 

yon den allen gemeinsamen Punkten, die die ganzen Divisoren dieser Klassen 

etwa haben, keiner auf 9~, und es ist nach (25) und den entsprechenden Formeln 
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{(~(~)} - -  { ~ }  = h ,  {~(~)}  - -  {~(1)}  = h - -  I . . . .  , { ~ ( h ) }  _ _  { ~ ( k - - 1 ) }  = I ,  

{~(~)} = {~} + ~ h(h + ~) > {(5} _>-- 2. 

W~hlen wir daher  ( 6 3 ) =  (~(~))-~ (~ 91a), so erfiillt (63) die unter  2. angegebenen 

Bedingungen.  

3. Es sei 630 ein nicht durch ~[ tei lbarer  ga~zer Divisor aus (63), u n d e s  

seien ~1 und ~2 zwei ganze Divisoren aus (63 ?/-1), die 9.I nicht in demselben 

P u n k t  treffen. Wir  setzen 

(26) u' ~ '  ~ ,  ' ~ ~ ,  V ' , _ _ ~ _ _  t. 
- -  630 v 630 u gJ1 

Da (~i, 9~)--(63 ~l-~, 9~)-~--I, so geht  ffir ~ ~ o die Funkt ion  t in eine Funkt ion  

* ersten Grades des KSrpers [~] fiber, und zwar in eine wirkliche Funkt ion  und 

nicht  in eine Konstante ,  da ~1 und ~ den Primtei ler  ~[ in verschiedenen Punkten  

treffen. Da  , eine Funk~ion ersten Grades im KSrper [~l] ist, so lassen sieh die 

Funk~ionen aus [9~] als rat iona]e Funkt ionen  yon * darstellen. Hieraus  folgt  

wieder, class z ( ~ ) ~  o ist. Ferner  sincl die Stellen des KSrpers oder Primteilers 

9~ eineindeutig den Wer t en  yon ,, also den Wer~en zugeordnet,  die t an diesen 

Stellen ann immt .  

$1 sei die Stelle, wo ~ und ~ l  e inander  treffen und S e i n e  yon $1 ver- 

schiedene Stelle yon 9~. Die Orts funkt ionen seien Z, /:. Es nehme t in S den 

W e r t  ~' an. Da  S yon S 1 verschieden ist, so ist t' endlich. 63 o ist an jeder  auf  

9A ]iegenden Stelle S eine Einheit ,  da (63o, ~{)---~ o. Ferner  ist ~1 bei S e i n e  

u' t' t' EinheR. Also sind u' und - 7 -  ~ t -  bei S gew5hnliche Potenzreihen yon 
v 

Z, re, die f i i r Z  = t t  ~ o verschwinden, e twa 

(27) u' = ~,(Z, ~) = aZ + b ,  + . . . ,  

(28) 
r 

v t ' =  t - -  t'---- ~ ( Z ,  tt) = c)~ + d #  + . . . .  
U p 

Naeh (26) ist u' eine zugeordnete Funk t ion  von ~[ bei S, da @0 und ~1 bei S 

Einhei ten sind. t t ie raus  folgt, dass in (27) a und b nicht  beide o sind, weft ~/ 

nirgends eine mehrfache Stelle hat. Es sei e twa b ~ o. Dann ergibb sich # 
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aus u ' ~  ~1 (4, re)= o als gewShnliche Potenzreihe tt ~ o  (4) yon 4. Da 92 in der 

Umgebung yon S durch u ' =  o definiert wird, so ist 4, tt = p  (4) fiir kleines I~ ] 

eine Stelle S(2) in der Umgebung yon S, durch die 92 geht. Setzen wir 19 (4) 

fiir tt in (28) ein, so erhalten wir fiir t -  t' eine gewShnliehe Potenzreihe q(2) 

yon /~, aus der sieh der Wert  yon t ergibt, den t an der Stelle S(2) yon 92 hat. 

Da aber-nicht  nur zu jeder Stelle yon 92 ein Wert  yon t gehSrt, sondern auch 

zu jedem Wert  yon t eine und nut  eine Stelle yon 92, so muss die Reihe q(2) 

mi~ dem Glied erster Ordnung beginnen. Daher ist a d -  bc ~ o und aus (27) 

und (28) folg~ 
D (u' ,  t - -  t') _ . E  (Z, 

D (2, 

wo E eine EinheR bei S ist. 

t t ieraus ergibt sieh einmal, dass u' und t -  t', also auch u' und v' von- 

einander unabh~ngig sind und ferner, dass sich aus (27) und (28) 2 und t t a l s  

gewShnliche Potenzreihen yon u' und t -  t' ergeben. Bei S werden also 2 und tt 

eindeutige Funk~ionen yon u' und t -  t' v '  t' u' v' = ~  und damit aueh yon und . 
U 

Dasselbe gilt ffir alle Funktionen aus K, die sich ja bei S alle als gewShnliehe 

Potenzreihen yon 4, tt oder als Quotienten solcher darsteUen lassen. Die gleichen 

iJberlegungen gelten auch fiir die bisher ausgeschlossene Stelle $1, wie man in 

~ihnlicher Weise zeigt, indem man u' mR v' vertauscht. Daher werden in einer 

geniigend kleinen Umgebung yon u ' =  v ' =  o die Funk~ionen aus K eindeutige 

Funk~ionen yon u' und v'. 

Wir w~ihlen u' und v' als unabh~ngige Ver~nderliche und dazu z als inbezug 

auf u' und v' primitive GrSsse des KSrpers K; z sei so gew~hlt, dass es bei 

u ' =  v' = o  ganz ist. Die rationale, den KSrper K definierende Gleichung 

zwisehen u', v', z sei F(u ' ,  v', z ) =  o. Bei u ' =  v ' =  o sei F in Faktoren zerlegt, 

die rationale Funktionen yon z sind, wi~hrend die Koeffizienten gewShnliche 

Potenzreihen yon u', v' sind. Diese Faktoren sollen selbst nicht welter in dieser 

Weise zerlegbar sein. Is t  F 1 (u', v', z) der Faktor, der, gleich o gesetzt, die Werte 

yon z in der Umgebung der auf 92 liegenden Stelle S liefert, so muss F 1 in z 

linear sein, da bei jeder solchen Stelle die Funktionen aus K eindeutige Funk- 

tionen yon u', v' sind. Sorer ergibt sich aus / e  = o ffir z eine gewShnliche 

Potenzreihe yon u', v'. Die Funl~ionen aus K, die rationale Funktionen yon 

u', v', z sind, werden demnach gewShnliche Potenzreihen yon u', v' oder Quotienten 

solcher. 
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Wir  kSnnen daher u' und v' als Ortsfunktionen einer Stelle S' auffassen. 

Da fiir ? l - - o  sowohl u' wie v' zu o wird, so enthglt diese Stelle S' alle S~ellen, 

durch die 91 geht. Da v ' /u '= t fiir ~[-~ o vergnderlich bleibt, so wird der Prim- 

durch die Abbildung v ' =  tu', u'--+o definiert. Es ist also 9~ 

S' geh5render Primteiler a' zweRer Art mit der Eichfunktion 

teiler 9/ auch 

ein zur Stelle 

A '  ~- v ' - -  tu'. 

Um die Beziehung, die zwischen der Stelle S' und den Stellen S auf 9~ 

besteht, einfach zu iibersehen, fiihren wir an  der Stelle S start ~, tt neue Orts- 

funktionen ;~*, re* durch die Gleichungen 

~, = e~ (~, , ) ,  , *  = ~ ,  (x, ~) 

ein, wo ~1 und ~ die in (27) und (28)vorkommenden Potenzreihen sind. Wegen 

a d - - b c ~ - o  ergeben sich hieraus ~ und t t a l s  gewShnliche Potenzreihen yon 

~*, t:*i sodass diese als Ortsfunktionen gew~hlt werden kSnnen. Die Gleichungen 

(z7), (28) lauten dann 

(29) u' = Z*, v' --  Z* (t' + /x*). 

Das gilt fiir alle endlichen Werte  yon t', also fiir a re  yon $1 verschiedenen 

Stellen yon 9~. Durch Vertauschen yon u' mit v' erhglt man bei passender Wahl 

der Ortsfunk~ionen ~*, re* bei S 1 die Gleichungen 

(30) u'  =: Z* t~*, v' = ,~*. 

Setzen wir in (29) ~* = u ,  t ' +  re*= v und in (3 ~ ) ~ * ~  ~, t:* = 4 ,  so erhalten 

wir die Gleichungen 

- _ V p I. u ' = u ,  v' uv; II.  u ' = u v ,  = ~ .  

Durch Vergleich mit (I3) des vorigen Paragraphen,ergibt  sich daher: 

Die durch Einfiihren der  Stelle S' start der unendlichvielen Stellen S, durch 

die ~l geh~, gegebene StellenCransformation ist e iner  E-Transformation entgegen- 

gesetzt, also eine E-l-Transformation. 

Bezeichnen wir den aus K durch diese Stellentransformation hervorgehen- 

den KSrper mit K', so entsteht K'  aus K durch eine E -1- und K aus K'  durch 

eine E-Transformation. Damit ist der zu Anfang dieses Paragraphen angegebene 

Satz bewiesen. 

4 - - 3 6 8 0 8 .  Acta mathematica. 68 .  I m p r i m 6  l e  12  m a r s  1 9 3 7 .  
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III. Einseitige Stellentransformationen. 

w I. Definition der einseitigen Transformation. 

Wir nennen die S~ellentransformation, die den KSrper K in den KSrper K' 

fiberffihrt, einseitig, wenn zwar Primteiler zweiter Art des einen KSrpers in 

Primteiler erster Ar~ des anderen fibergehen, aber keine Primteiler erster Art 

des einen in Primteiler zweiter Art des anderen. 

Solche Transformationen kSnnen wir in folgender Weise erhalten. Wir 

15sen endlichviele Stellen yon K durch eine E-Transformation in unendlichviele 

Stellen I. Ordnung auf. Dann 15sen wir endlichviele Stellen erster Ordnung 

dureh E-Transformationen in unendlichviele Stellen 2. Ordnung auf, usw. Maehen 

wir das endlich oft, so erhaRen wir eine einseitige Stellentransformation und 

nennen e ine  derartige Transformation eine Noether-Transformation. Wir wollen 

zeigen, dass jede einseitige Stellentransformation eine Noethersche ist. Dabei kSnnen 

wir gleichzeitig mehr beweisen, n~mlich folgenden Satz: 

Bei der Stellentransformation K---~K', die nicht einseitig zu sein braucht, 

mSgen die Primteiler ak f i ir  k ~  I, 2, . . . ,  s zu derselben Stelle S o yon K,  die 

iibrigen zu anderen Stellen geh6ren. Ferner sei 

8 ( ~ ' k ) =  I ~ ' / "  J ~ - - - I ,  2, . . . ,  8. 

Dann entstehen die s Primteiler erster Ar t  ~'~, 91'2, �9 . . ,  9~', aus den Primteilern 

al, a~ . . . . .  a~ dutch Aufl6sen der Stdle So ~aeh dem Noethersehen Verfahren. 

Den in diesem Satz angegebenen Fall kSnnen wir auf den Fall einer ein- 

seitigen Stellentransformation zurfickffihren dureh Ab~nderung der Stellendefini- 

tion von K in folgender Weise. Die Stelle S O geht dureh die Transformation 

K--* K'  in die auf den Primteilern ~.l'k (k-~ I, e . . . .  , s) liegenden Stellen yon K '  

fiber. Ist  S' eine Stelle yon K',  die auf einem dieser Primteiler liegt, so ent- 

sprieh~ ihrer Umgebung in K eineindeutig ein Teil der Umgebung yon S o. Das 

gilt ffir alle diese Stellen S', da naeh Voraussetzung s (~['k)= I, sodass keiner 

dieser Stellen S' unendliehviele Stellen yon K entspreehen. Wir kSnnen daher 

die Stelle So mit ihrer Umgebung ersetzen dureh die Stellen, die ihr in K '  ent- 

spreehen, w~ihrend wir im fibrigen alle Stellen so definieren wie in K. Dutch 

diese Abiinderung der Stellendefinition gehe K in K "  fiber. Es is~ dann die 

Transformation yon K naeh K "  eine einseRige Stellentransformation. Die Trans- 

formation yon K naeh K'  kSnnen wir in zwei Sehritten ausffihren, von K naeh 
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K "  und dann yon K "  nach K'.  Bei der ersten geht  nu r  die Stelle S O in die 

Stellen der  Pr imte i le r  ~ 'k (k -~  I, 2 , . . . ,  s) fiber, und bei der zweiten bleiben 

diese Stellen unge~ndert ,  sodass die beiden Transformat ionen  sich gegensei t ig 

n icht  stSren. Um Eigenschaf ten  der Pr imte i le r  ~l'k (k = I, 2, . . . ,  s) zu finden, 

geniigt  es daher,  die Trans format ion  yon K nach K "  zu betrachten.  

W i r  bezeichnen K "  wieder mit  K',  setzen also voraus, dass bei der Trans- 

fo rmat ion  K ~  K '  nur  Pr imte i le r  zweiter  Ar t  ak yon K in Pr imte i le r  erster  AI'~ 

9~'k yon K'  i ibergehen, und dass die Pr imte i le r  ak alle zu derselben Stelle S o 

gehSren. Ihre  Anzahl  sei mi t  s bezeiehnet.  Da  keine Pr imte i le r  a'k und  % 

vorhanden sind, so lau~en die Transformat ionsformeln  (9), (IO) je tz t  

= 
( 3 0  = 

Die E ichfunk t ion  yon ak sei 

./~ (u, v;~k) 
und der Grad  yon Ak in u, v sei 

Die Zahl  der Sehn i t tpunk te  der K u r v e n  _z/~(u, v ; ~ i l ) =  o und Mk(u ,v ;*k2)~-o  in 

u ~ v ~ O sei mi t  aik bezeichnet.  Das soll auch ffir i ~ k gelten. Es ist 

(3 2) aik = aki > O. 

Die Matr ix  der a~k bezeiehnen wir m i t a .  Die Gleiehung 

.zzli (gg, 1J; T i l )  "~-- 0 

ha t  bei u = o fiir v die LSsung 

1 d i l  

V - ~  Vi  - - -  a o u ~i2 + . . .  + t i x  t t  ~i2 

und die hierzu konjugier ten .  Setzen wir diese in Mk(u, v; xk~) ein, so wird nach 

der  Definit ion der Schn i t tpunkte  zweier Ku rv en  bei u----v----o 

a i k  

wo E eine Einhei t  bei u = 0 ist. Daraus  aber folgt  naeh I, w 2, dass ~/k genau 

durch  die aik-te Potenz  yon ai te i lbar  ist, sodass 

(33) s (_/1i) -~ ~ail Nai2 ai$ ~1 ~2 " ' "  (Is " 
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Transformation 

gegeben wird, 

Es sei 

w 2. Beziehung zwischen den kanonischen Klassen (~) und (R')yon K und K'. 

Sind x, y zwei voneinander unabh~ngige GrSssen aus K, und setzen wir 

fiir die Stellen S yon K 

(34) dx  dy -~ ~ du dv, 

so ist, wie schon in I, w 3 angegeben, der hierdurch definierte Divisor ~ ein 

Divisor der kanonischen Klasse (@) yon K. Ebenso finden wir aus 

(35) dx  dy ~ ~' du'  dv' 

einen Divisor ~ '  der kanonischen Klasse (~') yon K'. Wiihrend wir im allge- 

meinen mit ~ '  den Divisor yon K'  bezeichnen, der dem Divisor ~ yon K ent- 

spricht, machen wir bei ~'  eine Ausnahme. Es ist also 'W nicht der Divisor, 

der ~ bei der Transformation entspricht. Ist  S nich~ die ausgezeichnete Stelle 

S o, so ist S gleichzeitig Stelle yon K', sodass wir u ' =  u, v'-----v wiihlen kSnnen, 

und ~ und ~'  bei jeder solchen S~elle iibereinstimmen. 

Es sei jetzt S die Stelle So und es sei S' eine Stelle yon K', durch die der 

Primteiler 9~'k geht. g[ 'k sei in S' reguli~r, sodass die zugeordnete Funktion 

9A'k (u', v') yon ?l'k die Form hat 

~['k(u' ,v ')-~au' + by' + ..., 

wo a und b nich~ beide o sin& Ist  etwa b>~o, so setzen wir 

(36)  ~ 'k  (u', v') = Z, u'  --- t*. 

Da sich aus (36) v' als gewShnliehe Potenzreihe yon u ' ~ / *  und it ergibt, so 

kSnnen wir ~ und # als Ortsfunktionen wiihlen. Es gehSren u und v dem 

KSrper K an, sodass sie sich bei S' als gewShnliche Potenzreihen yon Z und t* 

oder als Quotienten solcher darstellen lassen. Da abet der Primteiler ?l', bei der 

in die Stelle So (u ~ v ~ o) iibergeht, und d a  9~'k durch it ~ o 

so miissen u und v dutch positive Potenzen yon ~ ~eilbar sein. 

(37) U : •a 1:)1 (Z, P2 (it, 

Hierin sind /)k (o,/,) und Qk (o, #) nicht identisch o. Solite eine der Zahlen 

Pk (o, o), Qk (o, o) verschwinden, so kSnnen wir/*0 innerhalb des Konvergenzgebie~es 

der in (37) vorkommenden Reihen so wi~hlen, dass Pk (o,/~0) ~ o, Qk (o,/~0) ~ o. 
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�9 p . 
Setzen wir dann /~ = Yo § Y, so werden Pk und Qk gewShnliche Potenzreihen 

yon Z, i~', die ffir ~-~  y ' =  o nicht  verschwinden,  also Einheiten. Wi r  erhalten 

demnach fiir u, v, wenn wir ffir /~' wieder /z schreiben, die Dars te l lungen 

(38) u = Z ~ ~1 (Z, ~), v = Z~ ~ (Z, y), 

wo ~1 und ~ gewShnliche Potenzreihen yon Z, # sind, die fiir Z = #  = o nicht  

versehwinden. Aus (38) ergibt  sich 

1 2 

]~ = C o u a + C l u ~ + . . . .  

Setzen wir dies in die zweite der  Gleichungen (38) ein, so folgt  

_# ~+~ ~+~ 
(39) v = e o  u ~ +  e l u  ~ + . . . + e , u  ~ + . . . ,  

wo die ek gewShnliche Potenzreihen yon /z sind. Der  erste Koeffizient, der  yon 

# wirklich abh~ngt,  sei e,. Fiir Z = o geht  der K6rper  K '  in den KSrper  [9~'k] 

fiber. Dabei  gehen  u u n d  v in o fiber, aber  so, dass bei dem Grenzfibergang 

zwischen u und v die Gleichung (39) besteht.  ])as bedeutet ,  dass man die 

Abbi ldung yon K auf  [2'k] erh~lt, wenn man 

v ~--- e o u a + e l u a + . . .  + e~--~ u a + t u a 

setz~ und dann u naeh o ~ehen l~sst. Daher  ist 

(40) a = ~ k 2 ,  f l  § ~ : { ~ k l .  

Da Z, y Ot4sfunk~ionen fiir S' sind, so ist bei S' wegen (34) und (35) 

(4 I) ~, _ _ D ( x ' y ) - - D ( x ' Y )  D ( u , v )  = . ~ f ) ( u ' v ) .  
2) (z, D (.,  v) D (Z, ~  2) (Z, 

Aus der ersten der Gleichungen (38) folg~, da ~1 eine Einhei t  bei S' ist, 

(Ou  
( z ,  

wo E~ eine Einheit  ist. Ferner  ergibt  sieh aus (39), da e, der erste Koeffizient5 

ist, der yon tt wirklich abhgngk  

0 v\  , ~+-" 
: ; - I  = e , u  ~ + . . . .  Z#+'E~, 
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wo /i:~ nieht  den F~ktor  ~ hat. 

/ )  (u, v) 
D (Z, 

oder wegen (4o) 

(4 2 ) 

(43) 

so ist 

(44) 

H. W. E. aung. 

Somit wird 

D (u, v)D (u, I*) (0 v) (Ou) )~+fl+~-lE1 
- -  D (u, ~) D (~, ~) ~ ,/ U~ ~= E,, 

D 
D (Z, t~) = 2~kl+ ak2-~ E1E~. 

W e g e n  (4I) folgt, dass ~ ' / ~  genau dureh die ((~kl + {~k2- 1)-re Potenz  yon 2['k 

tei lbar ist. Daraus  ergibt  sich: 

Setzen wit 
{ ~ k ~  f~kl "~ f ~ k 2 -  I ,  

9.[' = ~2~'18, ~'~'2 g~ . . . .  ~'s (~s = r 4'1 --208, . . . ~ S  = {]., 

ein Divisor der kanonischen Klasse yon K', wenn ~ einer von K ist. 
Wir  nennen 9~' den kanonischen Divisor der aus S o hervorgehenden Prim- 

teller 2'k und a den kanonischen Divisor der zu S o gehSrenden Primteiler ak. 

w 3- u der Sehnittpunktszahlen zweier Divisoren bei der 
Transformation. 

Die Zahlen der Schni t tpunkte  zweier Divisoren erster Ar t  haben wi t  in I, 

w 3 definiert, sodass die Zahlen (~1, ~2) und (~'1, ~ '~)a ls  bekannt  gelten kSnnen, 

wenn ~ l ,  ~.a zwei Divisoren erster  Ar t  yon K und ~'1,  ~'~ zwei solche aus K '  

sind. Wi r  wollen die Definition yon (~1, ~ )  auch auf  den Fall  ausdehnen,  wo 

die Divisoren ~ aueh Primtei ler  ak enthalten,  oder ganz aus solchen bestehen. 

Dabei  soll die Rechenregel  (5), I, w 3 erhalten bleiben. 

Da  in dem hier bet rachte ten Full ak = 9~'k, so definieren wir 

(45) (at, a,.) = (~',, ~'~) = (~'~, ~',) = (a~, a,). 

W e g e n  der Regel  (5) gilt allgemeiner:  

Sind a (1) und a (2) zwei Divisoren, die aus den Pr imtei lern ak bestehen, und 

sind 2'(1) und 9f  (2) die aus ihnen durch die Transformat ion ents tehenden Div isoren ,  

so ist 

(46) (a(1) a(2))~___ (~'(1) ~'(2)). 
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Diese Definition fiir die Zahlen (at, ak) gilt abet nut fiir den hier betrachteten 

Fall der einseitigen Stellentransformation. Im allgemeinen Fall werden wir sie 

dureh eine andere ersetzen. (Vgl. IV; w 2.) 

sei ein Divisor erster Art yon K. Er gehe bei tier Transformation fiber 

in ~ * =  ~ ' s  [~]', wo ~ '  tier ~ entspreehende Divisor ist. Da ai und 9/~ ein- 

ander entsprechende Primteiler sindl so geht K bei der Abbildung at = o in 

denselben KSrper fiber wie K'  bei der Abbildung 9/'~ = o, ngmlieh in den K5rper 

[9/'~] naeh der oben eingeffihr~en Bezeiehnung. Die Klasse (~) geht ffir a, = o 

in dieselbe Klasse (q) fiber wie die Klasse (!2")fiir 9 / ' i=  o, da die Divisoren 

und ~* einander gleieh sind. Nach I, w 3 ist die Ordnung [q] yon (q) gleieh 

(9~'i, ~*). Wir se~zen .~etz~ fest, dass aueh (a,., ~ ) =  [q] sein soil, sodass 

(47) (a,, a )  = a*) = [Q]. 

An der Stelle So, zu der a~ gehSrt, sei 

G (u, v) 
(u, v ) -  ! t  (u, v)' 

wo G und H gewShnliehe Potenzreihen yon u, v sind. Fiir at = o geht naeh I, 

w 2 ~ fiber in eine Konstante oder in eine rationale Funktion yon ~.  Das 

heisst aber, die Klasse (q) ist die t tauptklasse des KSrpers [ai], so class [q] = o ist. 

Nach (47) ist daher 

(a,, ~)  = (~',, ~*) = (~',, a ' 8  [a]') = o. 

Wegen der Regel (5) folgt hieraus, wenn a (x) irgendein aus den Primteilern ak 

bestehender Divisor, 9.I'/1) der aus ihm durch die Transformation hervorgehende 

Divisor und ~ ein Divisor erster Art yon K isL 

(48) (a(1), ~ )  = (~P(1), ~*)  = {~t(1), ~ t  8 [a]  t) = O. 

Es sei ~ ein Primteiler yon K und ~ '  der ihm entspreehende Primteiler 

yon K'. Die Klasse (~) gehg fiir ~----o in dieselbe Klasse (q) fiber wie (~*) ffir 

~ '  = o, da K ffir ~ = o in denselben KSrper fibergeht, wie K'  ffir ~ '  ---- o, sodass 

(49) (~, ~) = (~', ~*) = (~', ~ ' s  [~]'). 

Ist  ~ kein Primteiler, sondern ein Divisor erster Art, etwa 
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wo die ~ Primtei ler  sind, und entspr icht  ~ ' i  dem Primtei ler  ~i ,  so ist nach (49) 

(~,, ~) = (~',, ~*). 
Da aber 

~ i '  ',~ '.i '2  m = ~[~1 1 ~ 2  "~ �9 �9 �9 ~ m  " 

(~, ~) = ~ z~ ( ~ ,  ~), (~', ~*) = ~ z~ (~'~, ~*), 

so folgt, dass (49) auch gilt, wenn ~ ein Divisor erster Ar t  ist. 

Da s [~]' nur Prim~eiler ~I'k enthi~lt, so ist nach (48) 

(s [~]', ~*) = o. 

Aus (49) folgt  also wegen ~ * :  ~ ' s  [~]' 

(50) (% ~) = (~', ~*) + (~ [~]', ~*) = (~*, ~*). 

~ und ~ seien irgendzwei aus Pr imtei lern  erster Art  und aus den Prim- 

tei lern as bestehende Divisoren yon K, e twa 

~1 = s a (~), %~ ---- ~ a (~), 

wo in a(~) die in ~ ,  vorkommenden Primtei ler  as zusammengefass t  sein sollen. 

Der  aus a (~) du tch  die Transformat ion ents tehende Divisor sei ?I '(*), sodass 

~, = ~* : !5" 9/'(~), % : ~;* = ~ *  9/'(~) 

W e g e n  (48) ist 

also naeh (46) und (50) 

(~,, %) = (~,, ~) + (r r 

(~1,  % ) =  (~*, ~*). 
Dami~ haben wir den Satz: 

Sind ~1, ~ irgendzwei Divisoren von K, die aus Primteilern erster Ar t  und 

den Primteilern ak bestehen, und sind ~* und ~* die Divisoren yon K',  in die ~., 

und ~ bei der einseitigen Transformation K--~ K '  iibergehen, so ist 

(51) (~1, ~2)= ('~*, ~ ) .  

Ist  ferner ~ ein Divisor erster Ar t  von K, a (1) ein aus den as bestehender Divisor, 

und gehen bei der Transformation K - ~  K '  die Divisoren ~ ,  a (i) in ~*, 9i '(1) iiber, 

so ist 

( 5 2 )  (a(1), ~ )  = (~ ' ( I ) ,  ~ * )  = O. 
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Im besonderen folgt  aus (44) 

( 5 3 )  = + (a ,  a) .  

Die Zahl der Sehnittpunkte zweier Primteiler erster Art ~1 und ~2 yon K 

bleibt also im allgemeinen nicht erhalten. Sind n~mlieh ~ ' t ,  ~ ' ,  die ~1, ~ 

entsprechenden Primteiler, und i s t s  (~ )~- ( l  (i), SO wird 

(~'1, ~ t ) =  (~1, ~2) "~ (t~(l), (1(2))" 

Der Divisor a (~) ist dann und nur dann yon I verschieden, wenn ~i  durch die 

Stelle S o geht. Daher ist immer (~'1, ~ '2)~--(~,  ~ ) ,  wenn nicht beide Prim- 

teller ~3~ durch S o gehen. Durch die Transformation is~ die Stelle S o in die 

Primteiler 9/'k aufgelSst. Die Zahl der Schnittpunk~e, die ~3'1 und ~'~ auf den 

Primteilern 9/'k haben, kann aber hSchstens kleiner sein als die Zahl der Schni~g- 

punkte von ~ und ~32 in S o . Daher ist (a (1),a (2))~o. Man kann nach einem 

Satz yon M. Noether dutch eine Folge yon E-Transformationen die Stelle S o im 

besonderen so aufiSsen, dass der ~1 ~ entsprechende Divisor ~'1 ~'~ an keiner 

der aus S o hervorgehenden Stellen einen mehrfachen Punkt  ha~. In diesem 

Falle haben ~t l  und ~'~ iiberhaupt keinen Schnittpunkt auf den aus S o hervor- 

gehenden Primteilern 9/'k, sodass dann - - ( a  (1), a/2)) die Zahl der Schnittpunkte 

von ~1 und ~ in S O ist. 

w 4- Beziehungen zwischen den a~k und (a~, aD. 

Wir setzen 

( 5 4 )  = = - ( a , ,  = - ( 9 / ' / ,  

Da fiir i ~ k die Primteiler 9/'i und 9/'k voneinander verschieden sind, so ist 

(55) a i ~ o  fiir i ~ k .  

Die quadratische symmetrische Matrix der aik bezeichnen wir mit a, die der in 

w I definierten Zahlen aik m i t a .  Wir  wollen beweisen, dass a und a zueinander 

reziprok sind, dass also 

(56) a a - - ~ a a =  I. 

Den Z~hler der Eiehfunktion Ai(u ,v ;  ~i), die ja als rationale Funktion yon 

u, v eine Funk t ion  aus K ist, bezeichnen wir mit ~3i(zi), sodass A~(u, v; ~:i) die 

zugeordnete Funktion von ~i (~i) bei S O ist. Daher ist der Beitrag, den die 
5--36808. Acta mathematiea. 68. Imprim~ ]e 13 mars 1937. 
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Stelle S o zu der Z~hl (~, (~i~), ~ ( ~ ) )  der Schni t tpunkte  der Divisoren ~i  (~i,) 

und ~k ( ~ )  lieferg, gleich der Zahl der Schni t tpunkte  der Kurven  Ar (u, v; z;1) = o, 

A~ (u, v; ~k~)= O in So, also nach I I I , w  ~ gleich ai~. Bezeichnen wir dureh den 

Index o, dass nur  der Teil einer GrSsse gemeint  isg, der yon S O herriihrt, so ist 

(57) 

Ferner  folg~ aus (33) 

" I  ~2 " " " S ". 

Is~ also ~ ' i  (~i) der ~t  (~,:) in K '  entspreehende Divisor, so ist 

(5 8) ~ i ( ~ i )  ~'1 ali  ~'2 a2i 'asi  ' ' ' = �9 �9 �9 ~ s  ~ , ( ~ i )  = ~ , ( ~ i ) .  [~,(~i)]. 

Da die Funkt ionen  -/lk(vkl) und ~/~(zk2) denselben •enner  haben,  so ist 

(59) R --- "z'/k (Tkl) __ ~ k  (Tkl) __ ~[~'k (~kl) 
~ k ( ~ k ~ )  ~ ( ~ )  ~ '~ (~ ) '  

wo R zur Abkiirzung eingefiihrt  ist. Fiir ~'k = a~ = o wird nach (2), I, w 2 

(60) lim (R) = dE --  ,k, 
ak=o Tk ~ ~k2 

Wegen  (59) kann die Nullstelle ~kl dieser Funk t ion  nur yon einem Schni t tpunkt  

yon ~'k (Zkl) mit ~'k herriihren, sodass 

( 6 , )  (~'~, ~'~) > ,. 

Naeh (52)is~ (s(~iff.)) ,  Sk (~k~))= O, also, da die in s (~)  enthaltenen Primteiler 
a~ alle zu S O gehSren, auch (8 (~ i (T i l ) ) ,  ~ k ( T k 2 ) ) o = O .  A u s  (57) folgg daher  

gik : ( ~ i  ($i1), ~ k  (Tk2))0 = ~8 (~i(Ti l~)) '  ~k(Tk2)  0 

= ( ~ ' i ( ' / ~ i l ) ,  ~ : a l k ~ ' 2 a 2 k .  . . ~:asle~'k('l;k2))O, 
also 

(62) a t k =  alk(9~',,  ~'i)  q- " q- aik(9~'i, ~'i)  q- "'" + ask(9~'8, ~'i)  -b (~ ' i ,  ~'k)o. 

Bei den GrSssen (92'x, ~'t) kSnnen wir den Index o forflassen, da die 9~'x nur  

dureh S~ellen gehen, die aus So entstehen. Da  a ~  > o und naeh (6I) (9~'i, ~'i) > o, 

alle anderen in (62) vorkommenden GrSssen aber niehg negativ sind, so folgt  



(63) 

Stellentransformation in algebraischen KSrpern zweier Ver~nderlicher. 35 

[ I  fiir k = i ,  

( ~ ' , ( ~ - ) ,  ~ '~  (*-))0 = o. 

D a  (Ok, ~ ) - ~  (gfk, ~ ' , S [ ? ~ ] ' ) =  0 nach (48), so folgt aus (58)mi t  Beachtung 

yon (54) und (63) 

(64) ai l  (Ilk + ai2 ft2k + "'" + ais ask ~--- 
{~ fiir i # k ,  

fiir i = k. 

D.h .  aber, es ist, wie behauptet,  a a - ~ a a ~ - I .  Da a und a ganzzahlig sind, 

so sind die Determinanten [a [ und [a[ ganze Zahlen. Ferner folgt noeh, dass 

] a [ ~ - [ a  I =  +_ i, da nach (64) [ a l i a ] =  I i s t .  Wie wir spi~ter sehenwerden,  ist 

(65)  l a l = l o l =  + i .  

Aus (64) ergib~ sich, da alle a~k > o sind und ferner ai~ ~_ o fiir i # k,  

(66) akk > O. 

w 5. Eigensehaf ten  der  Zahlen a,k. 

Wie wit in I, w 2 gesehen haben, sind die Stellen der K5rper [ak] = [~'k] 

eineindeutig den Wer~en yon ~k zugeordnet. Nach (63) hat  ~['k mi~ ~'(~kl)einen 

Schnit tpunkt,  der wegen (6o) bei ~k----~kl liegt, der also mit  ~kl ver~nderlich ist. 

Daher kann ~'k keine mehrfachen Punkte  haben, sodass 

(~'k)  = o .  

Da ferner das Oeschlecht yon ?/'k gleich o isL so folg~ nach (7) 

(67) 

oder wegen (44) 

und wegen (ak, ~ ) :  O 

Unter Benutzung 

(W~, ?~'k ~ ' ) =  - -  2 

(a~, a~ a ~ )  = - 2 

(ak, ak a) - (~'k,  ~ ' k  ~ ' )  = - 2. 

der Bezeiehnungen (43) und (54) f o l g t ,  wenn wir noch setzen 

(68)  

Ck ~ 2 ~ Q k k ~  

d 1 a~ + ~a2k + ""  + dsask ~ ck. 
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Vers tehen wir  un te r  ~ und c d i e  einzeiligen Matrizen 

(J = ((~1' ( ~ 2 , " "  ", {~S), C = ((~1, C 2 , " "  ' ,  CS), 

so kSnnen wir  (68) in der Form 

schreiben, woraus dureh Rechtsmul t ip l ika t ion  mit  a folgt  

~ : c a .  

Hieraus  kSnnen wir  eine sehr wichtige Folgerung  ziehen. Da n~mlich 

~k > o, a;k > o, so folgt, dass n icht  alle ek negat iv  sein kSnnen. Es gibt daher  

mindestens ein ~ so, dass c ~  2 ~ a ~ > o  oder  a~  < 2. Da  aber nach  (66) 

m x >  o, so muss a~x = I sein. Daher  ist ( ~ [ ' 2 ,  ~ [ ' ; . )  = - -  a 2 2  = - -  I und damit  

wegen (67)(i~'a, g ' ) = -  I. Also: 

Un te r  den Pr imte i le rn  ~['k gibt es mindestens einen ~.l'a, ffir den 

Hieraus  folgt  naeh I I ,  w 4, wenn wir die Bezeichnung so gew~hlt anneh- 

men, dass ~ ---~ s: 

Durch  eine E - I - T r a n s f o r m a t i o n  kSnnen wir K'  in einen KSrper  Ks-1  trans- 

formieren,  sodass ?I's in einen Pr imte i le r  zweiter Ar t  i ibergeht,  w~hrend sonst 

kein Pr imte i le r  seine Art  fi.ndert. Die Transformat ion ,  die yon K zu K~_I fiihrt ,  

ist eine Ste l lentransformat ion,  die die s -  i Pr imte i le r  al, a2 . . . .  , a~-l, die zur 

Stelle S o gehSren,  in Pr imte i le r  ers ter  Ar t  iiberfiihrt,  w~hrend kein anderer  Prim- 

tei ler  seine Art  ~ndert. Folgl ich gel ten dieselben Schliisse wie bei der Trans- 

format ion  yon K zu K', und es gibt  bei passender  W ah l  der Bezeichnung eine 

E - I - T r a n s f o r m a t i o n ,  die ~{'s-~ in einen Pr imte i le r  zweiter A r t  verwandel t  und 

sonst die Ar t  yon keinem Pr imte i le r  ~ndert. Durch  diese Trans fo rmat ion  gehe 

Ks-1 in Ks-2  fiber. Die Trans format ion  von K zu K~-2 ist wieder eine ein- 

seitige Ste l lent ransformat ion,  die die Pr imte i le r  al, a~ . . . . .  a~-2 in Pr imte i le r  

erster  Ar t  verwandelt .  In  dieser Weise kSnnen wir fo r t fahren  und erhal ten:  

Wit  kSnnen den KSrper K in den Kb)Ter K '  dutch E-Transformationen ver- 

wandeln. 

Dami t  sind die in w I angegebenen S~tze bewiesen. 
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w 6. Die einseitige Stellentransformation. 

Auf  den Fal l  der  einsei t igen S te l l en t rans format ion  gehen wir  noch genauer  

ein. Die Pr imte i le r  at, a~, . . . ,  a,  m5gen  zu den Stellen So, S~, . . . ,  S~-1 gehSren. 

Wi r  setzen wieder  

GehSren  ai und  ak zu zwei versehiedenen Stel len S~., e twa  zu S o und $1, so kSn- 

nen  ~ ' i  und 9~'k keinen Schn i t t punk t  haben,  tt~itten sie -n~mlich einen, e twa  in 

S', so mfisste S' beim l ) b e r g a n g  yon K'  zu K sowohl  in S o wie in $1 f ibergehen 

da alle Stel len yon ?l'i in S o und  alle yon 9fk in $1 t r ans fo rmie r t  werden.  Das  

w~re aber  nur  dadurch  mSglich, dass ein zu S' gehSrender  Pr imte i l e r  zweiter  

Ar t  yon K '  in einen durch  S O und S 1 gehenden  Pr imte i l e r  ers ter  Ar t  yon K 

iiberginge. Da  nach  A n n a h m e  derar t ige  Pr imte i l e r  n icht  vorhanden  sind, so ist 

immer  aik ~ o, wenn ai und  ak zu verschiedenen Stellen gehSren. Die Mat r ix  a 

zerf~llt  also in soviel Matr izen,  wie es Stel len S~. gibt.  Diese Tei lmatr izen seien 

a (~ a (~) . . . .  , a (~-1), und  zwar  gehSre a (~) zu S~.. Die Matr ix  a, die z u  der  Stelle 

S~ gehSrt,  sei mi t  a (~') bezeichnet,  und es bedeute  je tz t  a die aus den Matr izen  

a (~) zusammengese tz te  Matrix.  Ffir jede der  Stellen S~. gel ten die fiir die Stelle 

S O anges te l l ten  Be t rach tungen .  Dahe r  ist  

a (;~) a (~) ~ i ,  a l s o  a a ~ I .  

w 7. Noch einmal die Elementartransformation. 

W i r  be t raeh ten  zun~ehst  noch e inmal  die E | emen ta r t r an s fo rma t ion .  K gehe 

durch  eine solche in K '  fiber. De r  P r imte i l e r  zweiter  Ar t  yon  K,  der in einen 

Pr imte i l e r  ers ter  A r t  yon K '  fibergeht,  sei mi t  % bezeichnet,  und  der  ihm in K'  
! 

entsprechende  P r imte i l e r  mi t  9~ o. Die Stelle yon K,  zu der  er geh5rt ,  sei S. 

Nach  I I ,  w 3 ist die E ichfunk t ion  yon % 

~ 4  o ----~ U - -  % V, 
sodass 

~01 = (~02 = I ,  d0  = (~01 2r" ~0~ - -  I = I ,  aoo = I .  

Der  zu ao gehSrende kanonisehe Divisor  is t  daher  

a ~ 2 '  - -  a o ~ s~[' o. 

Fe rne r  wird naeh  (44) und (53) 
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(69) ~ ,  = {1 } = ~ , } ,  (}' ,  } ' )  = (~, ~)  + (~, ~) 

= (~, ~) + (%, %). 

t 

Nach II, w 3 ist ({1o, %) = (~ o, ~l'o) = - -  1 ,  sodass {1oo = I. Die Matrizen a und {1 

bestehen hier aus nur je einem Element, und zwar ist 

Aus (69) folgt 
a ~ t / O 0 ~  I , { 1 ~ ( I 0 0 ~  I. 

(~', ~')= (~, ~) - i. 

und ~ seien zwei Primteiler erster Art  von K und ~ '  und ~ '  die ihnen 

in K '  entsprechenden Primteiler. Wir  betrachten wegen spgterer Verwendung 

einige besondere FRlle. 

,. ~ und ~ gehen nicht durch S, sodass s ( ~ ) = s ( ~ ) - ~ I .  Dann ist 

= ~ ' ,  a = ~ ' ,  (~' ,  ~ ' )  = (~ ,  ~) ,  (~' ,  a ' )  = (~ ,  a )  

und wegen ({1o, ~ ) =  0 
(~' ,  ~'o) = o. 

2. ~ gehe einfach durch S und ~ gehe nicht durch S, sodass s (~)~-ao, 

s ( ~ ) = I .  Dann ist 

-~=~',  ~=~'o~' ,  ~ = ~ ' .  
{I 0 

Wegen (ao, ~) = (%, ~ ) -~  o, (ao, ao)= -- ' folgt 

3- ~3 und ~ mSgen beide einfach durch S gehen, dort einen Schnittpunkt 

haben und sonst keinen, sodass s ( ~ ) ~  s ( ~ ) =  ao, (~, ~ ) -  I. Es wird 

also 

= $ ' ,  ~---~', $ = ~ ' o $ ' ,  ~ = ~ ' o ~ ' ,  
% flo 

(~', a') = (~, a) + (ao, %) = ,  - ,  = o, 

(~', ~'o)= (a', ~'o)= '. 

Fassen wir zusammen, so haben wir: 

Der KSrper K werde durch eine E-Transformation, bei der der zur Stelle 

S gehSrende Primteiler zweiter Art ao in den Primteiler erster Art ~I'o iibergeht, 
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in K '  transform~ert, sodass a o = ~'o. ~ und ~ seien zwei Primteiler aus K. 

Die ihnen entsprechenden Primteiler aus K '  seien ~ '  und ~ ' .  Dana gilt: 

I. ~ =  ~' ,  wenn ~ nicht durch S geht. 

2. ~ ~ ~ 'o~ ' ,  wenn ~ einfach durch S geht. 

3. (~', ~ ' ) =  (~, ~), wenn auch nur einer der Primteiler ~ und 

nicht durch S gehk 

4. (~', 9~'o) = o oder r, jenachdem ~ nicht dureh S oder einfaeh durch 

S geht. 

5. (~', ~ ' ) ~  o, wenn ~ und ~ in S einen einfaehen Schnittpunk~ 

haben und sonst keinen. 

6. Der Grail der kanonisehen Klasse wird um I vermindert. 

w 8. Wie die Primteiler ~'k der Reihe naeh entstehen. 

Wir kehren zur allgemeinen einseitigen Stellentransformation zurfick. Wie 

wir in w 5 gesehen haben, kSnnen wir K in K '  durch a der Reihe nach ausge- 

ffihrte E-Transformationen iiberffihren, wenn a die Zahl der Primteiler zweiter 

Art is~, die in solche ers~er Art verwandelt werden. Da bei jeder der Grad tier 

kanonischen Klasse um I vermindert wird, so wird er im ganzen um a kleiner. 

Daher haben wir: 

Gehen bei einer einseitigen Stellentransformation, die den KSr~ver K in K '  

iiberfiihrt, a Primteiler zweiter A r t  yon K in Primteiler erster Ar t  yon K '  iiber, so 

ist der Grad der kanonisehen Klasse yon K '  u m a  Meiner als der der kanonischen 

Klasse von K.  

Dureh Vergleich mR (53) folgt noch: 

1st a ~ 9~' der kanonische Divisor, der zu den Primteilern ak = ~'k gehSrt, be- 

steht also zwisehen den kanonisehen Klassen (~) und (~') von K und K '  die Be- 

ziehung ~ ' =  a ~, so ist  

( 7 o )  (a, a) = = - 

Fiir das folgende nehmen wir wieder an, dass die Primteiler a~ alle zu der- 

selben Stelle So gehSren. Wir  veffolgen, wie diese Stelle der Reihe nach dureh 

E-Transformationen aufgelSst wird. 

I. Es geht dureh die erste E-Transformation ein Primteiler o I in einen 

Primteiler 9~') fiber. Dadureh gehe K in K~ fiber. Die ]gatrix a besteht aus 

einem Element a,~ = I. 



40 H . W . E .  Jung. 

2. Durch die zwei~e /~-Transformation gehe /(1 in K~ fiber. Der  Primtei ler  

zweiter Ar t  ~ yon K~ werde zu einem Primtei ler  erster  Ar t  ~l~ ~} yon Ke. Er 

is~ auch Pr imtei ler  zweiter Art  yon K. Als solcher sei er auch mit  a~ bezeich- 

net. Die Stelle S (~} yon K~, zu der  a~ gehSrt, muss auf  ?X~ ~} liegen, damit  a~ als 

Pr imtei ler  yon K zu So gehSrt. Da  ~[(~) nur  einfache Stellen hat, so geht  ~(~) 

einfaeh durch S (~). Der  Primteiler,  der 9~ ~) in K~ entsprieht,  sei ~l~ 2/. Nach w 7, 

wo ~'o = ~ ) ,  ~ = ~(~) zu w~hlen ist, ergibt  sich 

~1)  = ~2)~i~),  (~(~), ~i~)) = ( ~ ) ,  ~i~)) _ ~ = _  : ,  

Da ffir den t~bergang yon K zu K~ gilt 

so wird 
~ = - (~i, a ~ ) =  - ( ~ ) ,  ~t~)), 

a'-I i2 i/I 
3- Du tch  die dri t te E-Transformat ion gehe K~ in K 3 fiber. Die Stelle S (2) 

yon K~, die aufgelSst wird, muss auf  92(, 2} oder auf 9X~ 2) liegen, damit  der Prim- 

teller zweiter Art  as, der  in einen Primtei ler  erster  Art  ~[(3) fibergeht, als Prim- 

teiler yon K zu S O gehSrt. Wi r  mfissen zwei F~lle unterscheiden.  

Fall 1. S (~1 ist nicht der Schni t tpunkt  yon ~l~ 2) und ~[(22). Es liege e twa 

S (2) auf  ~[~2). Dann geht  ~ )  nicht  d u r e h  S (2) und ~l~ 2) geht  einfach durch S (2), 

da ~[(22) keine mehrfaehen Stellen hat. Die Primteiler,  die den Pr imtei lern 9~(~ 2) 

und ~(~) in K s entsprechen, seien ?[~s) und 9X~ 3). Nach  w 7, wo ~['o = ~[~s)zu setzen 

ist, wird 
~ )  = ~.~(,~), ?[4 2) = ~ l~)~3) ,  

( ~ )  ~ s ) ) =  (~2~, ~ ) ) ,  (~s~  ~ ; ~ ) ) =  ( ~ ) ,  ~;~)), 

(~t~3), ~ 3 ) ) =  ~, (~7),  ~ s / ) =  _ ~. 
Setzen wir also 

a~3: = _ (~?>, ~3)) ,  

so wird je tzt  die Matrix a gleich 
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ala) --  
2 I  

- - I  2 - -  " 

0 - - I  

41 

Wfirden wir 8 (2) uuf 9~ 2) gew~hlt haben, so h~ttten wir erhalten 

flCa) _~ 

j 3 I  

( ~ I  0 

Fall 2. Es sei S (2) die Stelle, wo 9/~ 2) und 9~(~ ~) einander treffen. Nach w 7 

geh~ durch die Transformat ion dieser Schni t tpunkt  verloren, und der Primteiler  

9/(831 schneider 9~(, 3) und 9~ 3) in je einem PunkL Ferner  wird 

also 

(~3),  ~ 3 ) ) = :  (~12,, ~ ) ) _  I, ~ =  I,  2, 

a(3) : 
3 O - - I  I 

0 2 - - I  / " 

- - I  - - I  I 

4. In  dieser Weise kSnnen wir forffahren.  Es seien Z -  i E-Transforma- 

t ionen ausgefiihrt.  Dadurch sei der KSrper K in Kx-1 fibergegangen. Die Prim- 

teller al, a2, . . . ,  a~-1 seien zu Primtei lern erster Ar t  geworden, und zwar ak zu 

~(~-1). Die n~chste E-Transformat ion fiihre az in 9~(zx) fiber. Dabei entstehe aus 

K~-I der KSrper K~. Die Primteiler,  die den Primtei lern 9~(kz-1)entsprechen, 

seien 9~(k~). Die Stelle, zu der ak in K~-I geh5rt,  sei S (~-l). 

In  den bisher betrachteten F~illen gilt: 

a. Die Zahlen a~  sind fiir i ~ k entweder o o d e r -  I. Die Prim~eiler 9~") 

und 9/(k ~) haben also fiir i ~ k hSchstens einen Schni t tpunkt .  

b. Die Zahl dieser Schni t tpunkte  ist a -  I. 

c. Die Pr imte i le r  2(~) und 9/~ ~ schneiden einander nicht,  wenn 9~ ~) und 

9.I~ ~) beide 9~I~) treffen. (a ~ 3). 

Wir  nehmen an, dass a. b. c. ffir a : 3 ,  4, . . - ,  Z - -  I gelten und zeigen, 

dass die Eigenschaften auch ffir a : Z bestehen. Dabei unterseheiden wir zwei 

F~lle. 
6~36808. Acta mathematica. 68. Imprim6 le 13 mars I937. 
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Pall 1. S (z-i) liegt auf nur einem der Primteiler 9~ ~-x), e~wa auf 9~z__-~ ) . 

Da die 9~ ~) nur  einfache Punkte haben, so geht 9~1 ' )e infach dutch S (~-~). Nach 

w 7 folgt fiir i ~ k 

(71 ) 

und ferner 

(72 ) 
,--~(gI('x), --h,g[(3)3 - =  [ o f i i r  i = I ,  2 ,  . . . ,  ;~ - -  2 ,  

/ 

Hieraus folgt, dass die Eigenschaften a., b., c. erhalten bleiben. 

Zu a. Es ist - (~)=o  oder - - I  fiir i C k .  ui k 

Zu b. Die Zahl der Schnittpunkte je zweier verschiedener der Primteiler 

8[~ ~) ist nach (7I), (72) um I grSsser als die je zweier verschiedener der Primteiler 

9~ ~-*). Es kommt der Schnit~punkt zwischen 9 ~ a  und 9~(za) hinzu. Die Anzahl 

ist daher g - - i ,  da sie nach Annahme fiir a - - ~ - - I  den Weft  ~ - - 2  hat. 

Zu c. Wegen (7 I) kSnnte die Eigenschaf~ c. nur verloren gehen, wenn der 

Primteiler 9~(x~) mindestens zwei der anderen Primteiler 9.1~ ~) treffen wiirde. Nach 

(72) schneide~ er aber nur einen. 

Fall 2. S (x-x) is~ Schnittpunkt zweier der Primteiler ~-igI(~-x), etwa yon 9~(x~_-~l) 

und 9.I~__~ 1). Diese beiden Primteiler haben nach Annahme a. in S (~-1) einen eiI1- 

fachen Schnittpunkt. Ferner kann wegen der Annahme c. keiner der anderen 

Primteiler 9~ ~-1) durch S (~-1) gehen. Nach w 7 folgt, dass 

(73) (gJi~x, ~./'22) = k~)~--1/9~'()'--1)' ~IL21)) - -  I : O, 

wShrend im iibrigen 

(74) 

Ferner is~ 

(75) (9~t'), ~ ! ' ) ) - ~ - / O  f i i r  i = I, 2 , . . . ,  ~ - - 3 ,  
[ I  fiir i - Z - - 2 ,  g - - I .  

Es bleiben auch hier die Eigenschaften a. b. c. erhalten. 

Zu a. Fiir diese Eigenschaft folgt das aus (73), (74), (75). 

Zu b. Der Schnittpunkt von ~L--21) u n d  9~_--11) geht verloren. Dafiir kom- 
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men die beiaen Schnittpunkte yon 9~(zx) mit ~--)1 und ~I(~L~ neu hinzu. Die Anzahl 

wird also um ~ vermehrt. 

Zu c. Diese Eigenschaft kann wieder nur dadurch verloren gehen, dass i~(~ ~) 

zwei Primteiler triff~ und diese sich auch schneiden. Es trifft hier zwar 9~(z~) 

zwei Primteiler, n~mlich 9/(~ 1 und ~I~2, aber diese schneiden sich nicht. 

Hiernach geht die Matrix a (x-l) in folgender Weise aus der Matrix a(~) hervor. 

Man addiere die letzte Zeite yon ~(~') zu der oder zu den beiden Zeilen yon 

~(~), die in der k-ten Spalte -- ~ en~halten. Dadurch wird -- ~ wegen -(~)~ I ill 

O verwalldelt. Dann lasse man die ~-te Zeile und Spalte fort. Die entstehende 

Matrix der Ordnung ~ ~ I ist a(~-l) 

Hieraus ergibt sich noch, dass die Determinanten der Matrizen a (~) alle 

einander gleich sind, also aUe gleich + ~, da z. B. I a(~)l -~ + i. (Vergl. I I I , w  4.) 

w 9- Eine geometrische Veranschaulichung der Primteiler 92'k. 

Die Primteiler ~'~ kSnnen wir uns in der Weise veranschaulichen, dass wir 

jeden durch eine Strecke darstellen, die wir mit 9~k bezeichnen. Im folgenden 

bezeichnen wir der Ubersichtlichkeit wegen die Primteiler 9~(k~) aUe so wie den 

Primteiler, in den sie schliesslich iibergehen, also mit ~'k. Wir beginnen mit 

~,. Da ~'s aus einer Stelle yon ~l'~ entsteht, so lassen wir ~[2 in einem inneren 

Punkt  yon ~I~ beginnen. Geht ~'~ aus einer Stelle yon ~'~ oder ~'~ hervor, aber 

nicht aus ihrer Schnittstelle, so lassen wir 9~ s in einem inneren Punkt  yon ~1 

oder ~ beginnen. Entsteht aber ~l'~ aus dem schnit tpunkt  yon ~'1 und ~'~, so 

geht dieser Schnittpunkt verloren, w~hrend ~I' 3 mit ~'1 und ~'2 je einen Schnitt- 

punk~ hat. Wir 15sen daher die Verbindung zwischen ~ und ~I~ und stellen 

durch die Strecke 9~ 3 eine neue Verbindung her, sodass ~ yon einem inneren 

Punkt  yon ~ nach einem Endpunkt ~[2 geht. In dieser Weise kSnnen wir fort- 

fahren. Wir  haben jedes Mal entweder an einem inneren Punkt  einer Strecke 

~ eine neue Strecke 9.1~ anzufiigen, oder die Verbindung zweier Strecken ~I~, 9~ 

zu 15sen und eine neue Strecke zwischenzufiigen. Diese eingefiig~en Strecken 

nennen wir Strecken zweiter Art, die anderen erster Art. Ist der Schnittpunkt 

yon ~I~ und ~ Endpunk~ jeder dieser Strecken, so beginnt die neue Strecke in 

einem Endpunkt yon ~ und endigt in einem yon ~[~. Als Veranschaulichung 

der Primteiler ~ ' ,  erhalten wir so einen Graph, der in topologischem Sinne ein 
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Baum ist. Daraus ersehen wir, dass die Primteiler ~'~ durch Schni~tpunkte zu- 

sammenh~ngen, dass aber dieser Zusammenhang so gering wie mSglich ist. LSst 

man auch nur eine Verbindung, so zerf~llt der Graph. Aus diesem kann man 

ohne weiteres die Zahlen (2'~, 9~'~) fiir i ~ k entnehmen. Aber auch die Zahlen 

(9I'i, ~'~) kann man aus ihm ablesen, und zwar in folgender Weise. 

Die Strecken zweiter Art bilden S~reckenziige, sodass jede solche Strecke 

zu einem bestimmten Zug gehSrt. Ein solcher Streckenzug kann auch aus nur 

einer Strecke bestehen. Der eine Endpunk~ eines derartigen Streckenzuges ist 

innerer Punkt  einer S~recke erster oder zwei~er Art, der andere Endpunkt einer 

Strecke erster Art. Ein solcher Streckenzug - -  er heisse z - -  sei 

?~,, ?I~, . . . ,  2~ .  

_ _  w 

Die Strecken, die hierdurch verbunden werden, seien 9.I~o und ~'~s&l' und zwar 

beginne 2~, in einem inneren Punkte yon 2~.o, w~hrend der Endpunkt yon 9.I~ 

mit dem Anfangspunk~ yon 9~+ 1 zusammenfalle. Wir ordnen z und jeder Strecke 

yon z eine Zahl zu. Der Einfachheit halber bezeichnen wit die Strecken mit 

ihrem Index. Beim Entstehen des Graphs wurde zuerst die Strecke ~8+1 an die 

Streeke 2o angefiigt, wodurch (9.I'~o, 9~'~o) um I kleiner wurde, und dann wurden 

die anderen Strecken eingeschoben. Von den Zahlen ~ ist daher ~o die kleinste 

und ~,+1 die zwei~kleinste. Von den iibrigen sei ~ die kleinste. Dann wurde 

~ zwischen )~o und 4s+1 eingeschaRet, wodurch (~{'~, 2'~o) wieder um I kleiner 

wurde. Die kleinste der Zahlen ~1, he, . . . ,  it~-i sei ~ .  Dann wurde ~ zwischen 

Xo und ~ eingeschoben, wodurch wieder (!~'~ o, 9~'~o) um I verkleinert wurde. In 

dieser Weise fahren wir fort. Die Anzahl der Zahlen ~+1, ~ ,  Aft, . . . ,  die wir 

so erhal~en, sei v(z). Durch den Streckenzug z wird d~nn (9~'~0, ~'~o) um v(z) 
kleiner. 

3etzt be~raehten wir die Strecke ~tk, (O < k =< s). Unter den Zahlen Xk-~, 

X~2, . . . ,  ~o sei ~,  und unter den Zahlen Xk+l, ~+2, . . . ,  ~+~ sei X~, die erste, 

die kleiner  ist als ~k. Bei der Entstehung des Graphs ist dann die .Streeke ~ 

zwisehen die Streeken ~t~, und ~ ,  eingesehoben. Dann ist zun~ehs~ (~l'~ k, 9~'~)=--~.  

Die kleinste tier zwisehen X~, und X~ liegenden Zahlen E~ sei ~ und die kleinste 

zwisehen ~ und X~, sei X~. Die Strecke X~ ist dann zwisehen den S~reeken ~ 

und ~,  u n d  die S~reeke ~,~ zwischen den Streeken E~ und ~ eingesehaltet. Dureh 

jeden dieser Vorg~nge ist ( ~, ~ ~k) um I verkleinert. Die kleinste der Zahlen 



Stellentransformation in algebraischen KSrpern zweier Ver~inderlicher. 45 

~i zwischen ~ und ~k sei ;~  und  die zwischen ~k und itS, sei ~ .  In  dieser Weise 

fahren wir fort.  Die Anzahl der Zahlen al, a~, . . . ,  fl~, fl~, . . . ,  die wir so er- 

halten, sei mi t  v (~k)+ I bezeichnet. Fiir  den Fall, dass ~k eine Strecke erster 

Art  ist, sei ~ (~k)----- I gesetzt. 

Dann  gilt: 

Von der Strecke 9/~ m5gen yon inneren Punk ten  n Strecken erster Art  und  

r Streckenziige zweiter Art  z~, z~, . . . ,  z~ ausgehen. Dann  ist 

(~'~, ~'~) = _ ( ,  + ~ (z,) + ... + �9 (z~) + �9 (a)). 

w m. Vollkommene Systeme yon Primteilern erster Art. 

Wir  nennen eine Gesamthei t  von Primtei lern erster Art, die dutch  Auf- 

15sen yon endlichvielen Stellen nach dem Noetherschen Verfahren entstehen, ein 

vollkomme~es System von t)rimteilern erster A r t .  Ein solches kann aueh aus einem 

einzigen Primtei ler  bestehen. Diesen nennen wir dann  einen t;ollkommeuen Prim- 

teil~'. Nach I I ,  w 3 und w 4 gilt:  

Ein Primteiler erster Art  9~ ist da~n und ~ur dann vollkomme~, wenn 

%)= 

Ein vollkommenes System yon Primtei lern besteht aus soviel Teilsystemen, 

wie Stellen aufgelSst sind. Ehe wir angeben, woran man  erkennen kann, ob a 

Primtei ler  erster Ar t  ein vollkommenes System bilden, leiten wir noch eine Eigen- 

scbaft der Tei lsysteme her. Ein Teilsystem bestehe aus den s Pr imtei lern 9.I' 1, 

2'~ . . . .  , i~I',. In  w 8 haben wir gesehen, wie die Primteiler 9~'k der Reihe naeh 

durch s E-Transformat ionen entstehen. Die Eigenschaft ,  um die es sich handelt ,  

ist die, dass sich diese Primtei ler  dutch  s E-1-Transformat ionen in Primtei ler  

zweiter Ar t  verwandeln lassen. Das wollen wir etwas genauer ausfiihren, wobei 

wir die Bezeichnungen des w 8 benutzen. 

Nach w 5 gibt es unter  den Zahlen akk ~ -  (9~'k, ?I'k) mindestens eine, die 

gleich i ist. Es sei etwa a~---- I. Dann  l~isst sich ?i', durch eine E-1-Trans  - 

formation in einen Primtei ler  zweiter Art  verwandeln. Die Primteiler,  die hier- 

bei den 9/'k entsprechen, seien %s--1). Nach w 8 erhalten wir die zu den %s-1) 

gehSrende l~Iatrix a (~-1), indem wir die s-re Zeile yon a zu den Zeilen addieren, 

wo in der s-ten Spalte -- I steht, und dann die s-re Zeile und Spalte fortlassen. 

Sind die Primtei ler  durch AuflSsen einer Stelle aus Primtei lern zweRer Art  ent- 
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standen, bilden sie also ein vollkommenes System, So ist auch in il(s--1) eine der 

n (s-ll Dann  kann  9I (~-1) durch  eine E-1-Trans= Zahlen "kkn(~--l) gleich I, e twa -8-~, ~-~" --~--~ 

format ion  in einen Pr imte i le r  zweiter  AI~ verwandel~ werden. Dies Ver fahren  

muss sich for tse tzen lassen, bis die 9~'k alle in Pr imte i le r  zweiter  Ar t  verwandel t  

sind, und es liisst sich soweit fortsetzen,  wenn die der Reihe nach en t s tehenden  

Matrizen a (*-~), il(~-2), . . . immer  wieder die Eigenschaf~en yon il haben, vor  allem 

mindestens ein Diagonale lement  enthal ten ,  das I ist. 

Damit  haben wit  den Satz: 
! 

Die Primteiler erster Ar t  2', ,  9~ 3, �9 �9 9~'~ bilden dann und nur dann ein vollkom- 

menes System, wenn sie folgenden Bedi,gungen geniigen. Dabei sei (9~'~, 9~'k)=--afk 

gesetzt, und a sei die Matr i x  der ~fk. 

i .  = = o .  

2. Sie ze~fallen in Gruppen derart, dass kein Primteiler einer Gruppe einen 

aus einer anderen trifft. Sie kb'nnen aueh aus nur einer solchen Gruppe bestehen. 

Die Primteiler einer Gruppe h&~gen dutch Schnittpunkte miteinander zu- . 

sammeu. 

4. 
5. 

5. 

(lik = 0 oder  (Iik = - -  I f i i r  i # k .  

il~'i > o, und mindestens ein ili~ ist gleich I. 

Ist  il~ = I und leitet man aus il eine Matr ix  il* der Ordnung a -  I in 

der Weise ab, dass man die a-te Zeile yon il zu denjenigen Zeilen addiert, in deren 

a-ter Spalte --  I steM, und dann die a-te Zeile und Spalte fortldsst, so hat il* wieder 

die Eigenschaften I. his 5. 

Mit dem hier  e ingefi ihr ten Begriffe des vol lkommenen Systems k5nnen  wir 

die in w 5 und w 6 bewiesenen Siitze in fo lgender  Form aussprechen:  

Die Primteiler erster Ar t  ?I',, 91'3, . . . ,  ~'~ lassen sieh dann und nut  dann 

dutch eine einseitige Stellentransformation in endlieh vide Stellen verwandeln, wenn 

sie ein vollkommenes System bilden. 

Gehen bei einer einseitigen Stellentra~sformation die Primteiler zweiter Ar t  

il~, il2, . . . ,  il~ in solche erster Ar t  iiber, so bilden diese ein vollkommenes System. 

Besteht ein vollkommenes System aus Teilsystemen, die nicht dutch Schnitt- 

punkte verbunden sind, so ist jedes dieser Teilsysteme ein vollkommenes System. 

Jedes vollkommene System enthdlt mindestens einen vollkommenen Primteiler. 

Es sei da rauf  hingewiesen,  dass es in einem K5rper  mehrere  vol lkommene 

Systeme geben kann,  die aber zusammen kein vol lkommenes System zu bilden 

brauchen,  da Pr imte i le r  des einen Pr imte i le r  des anderen schneiden k5nnen.  
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IV.  D i e  a l l g e m e i n e  S t e l l e n t r a n s f o r m a t i o n .  

w i. Zuri ickfi ihrung der  a l l g e m e i n e n  S t e l l e n t r a n s f o r m a t i o n  

auf  die einseitigen. 

S~ sei eine der ausgezeichneten Stellen yon K, und es mSgen zu ihr die 

ausgezeichneten Prim~eiler a~, a 2 , . . . ,  a, gehSren. Sie bilden im allgemeinen, 

wie Beispiele zeigen, kein vollkommenes System. Wie wir jetz~ zeigen, kSnnen 

wir dureh Hinzufiigen von endliehvielen Primteilern zweiter Art ein vollkommenes 

System erhalten. 

Dazu betrachten wir die Funk~ion 

/~ - / ,  (u, v;  . H ) A ~ ( u ,  v;  n , )  �9 �9 - . 4 . (u ,  v;  . . )  

.4~ (~, v; . 1 ~ ) ~ ( u ,  v; n~) �9 �9 �9 ~.~(*,, ~; *~) 

und 15sen die Stelle S, so welt auf, dass die Funktion R an keiner der entste- 

henden Stellen hSherer Ordnung unbestimmt ist. Bei dieser Transformation 

gehen endlichviele zu S 1 gehSrende Primteiler zweiter Art in Primteiler erster 

Art fiber. Diese bilden nach Definition ein vollkommenes System. Wenn w i r  

zeigen, dass unter ihnen die Primteiler al, a o, . . . ,  as vorkommen, ist unsere Be- 

hauptung bewiesen. Diesen Nachweis ffihren wir indirekt. 

Bei der durch AuflSsen yon S 1 hervorgerufenen Stellentransformation bleibe 

etwa al ein Primteiler zweiter Art. Er gehSre zu der aus S 1 hervorgegangenen 

Stelle S', und g, /z seien Ortsfunktionen ffir diese Stelle. Dann gehen g und /~ 

ffir al = o in null fiber. Da sich aber /~ naeh Voraussetzung an jeder der aus 

S 1 hervorgegangenen Stellen bestimmt verh~lt, so nimmt R fiir )v----/~-~ o, also 

aueh fiir a I = o, einen bestimmten konstanten Wer~ an. AndrerseRs geht R 

nach (2) und (3) in I, w 2 fiir a~ = 0 fiber in 

,~.(R~.l=o = Konst .  *' - -  "11 

wfrd also nicht konstank Daher muss al in einen Primteiler erster Art fiber- 

gehen und gehSrt zu denjenigen Primteilern zweiter Art," die bei der AuflSsung 

yon S t in solche ers~er Art fibergehen. 

In derselben Weise 15sen wir die anderen ausgezeichneten Stellen yon K 

auf, sodass auch die zu diesen gehSrenden ausgezeichneten Primteiler zu voll- 
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kommenen Systemen erg~nzt werden. Die Primtei ler  zweiter Art,  die dadurch 

im ganzen zu den ai hinzukommen,  bezeichnen wir mit  

Die Eichfunkt ion von c~ sei 
C1, r . . . ~  C,. 

r t  (u, v; at). 

Den KSrper K bezeichnen wir, wenn die ausgezeichneten Stellen in der 

angegebenen Weise aufgelSst sind, mi t  K. Der i3bergung yon K zu K ist eine 

einseitige Stel lentransformation.  Dabei gehen die Primtei ler  zweiter Art  

{I1, fl~, . . . ,  r Cl, C2~ . . . ,  C, 

in Primtei ler  erster Ar t  fiber, die mit  

?I1, 22, . . . ,  ?L; ~l, ~ ,  - . . ,  (~ 
bezeichnet seien. 

Im Punk te  u = v = o mSgen die zu derselben Steile gehSrenden Kurven  

At(u ,  v; . . ) =  o und  -dk(u, v; *k~)----o ark, 

-dr(u, v; ~t,) = o und  rE(U, v; a~2) = o etk, 

r~(u,  v; a . )  = o u n d  r~(u ,  v; ak~) = O Ct~, 

Schni t tpunkte  hubert. Im  iibrigen sei, ark ~ ctk = e~k = o. Die Matrizen tier GrSs- 

sen a~k, ctk, etk se ien  a, c, e. Dabei soll e a Zeilen und , Spalten haben, sodass 

die erste Zeile yon e ist. 

und  der zweite die Spalte. 

e l l :  el2, . . . ,  e l ,  

~3berhaupt bezeichne immer der erste Index  die Zeile 

Ferner  sei 

(7 6) A = [ a  e] 

wo hier wie im folgenden durch t lberstreichen die gestiirzte Matrix bezeichnet 

wird. A ist eine symmetrische Matrix mit  a + ,  Reihen. Da die Primtei ler  

9~/, ~i ein vollkommenes System bilden, so ist [ A I =  I. Setzen wit  

(a,, a~)*= (~:, ~ . )  = - a* 
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so wird naeh I I I ,  w 4 

(77) 

Das Produkt  der in 

49 

A _ I =  e 
C 

einem Primtei ler  oder Divisor ~ erster Art  yon K 

enthal~enen Primtei ler  a~ und c~ sei s*(~). Dann  bestehen, wenn ~ und  

irgendzwei Primtei ler  oder Divisoren erster Art  yon K bedeuten, die Gleichungen 

i - - 
a i  = ~ i ,  Ci = ~ i ,  

(78) 

Is*  (~) 8* (~) ~* (9,) 

Ferner  gilt  der Satz, dass die Zahl der Sehni t tpunkte  zweier Divisoren yon K,  

die aus Primtei lern erster Art  und  aus den Primtei lern a~., r irgendwie zusam- 

mengesetzt  sind, gleich tier Zahl tier Schni t tpunkte  der]enigen Divisoren ist, in 

die sie bei der Transformat ion K ~  K iibergehen. 

Je tz t  betrachten wir den 0be rgang  yon K zu K ' .  Die einzigen Primteiler,  
--7 

die hierbei ihre Art  ~ndern, sind die Primtei ler  ~I i und ~., die in die Pr imtei ler  

zweiter Art  a'i und r iibergehen, wenn wir die Primtei ler  r als Primtei ler  yon 

K '  m i t  c'~ bezeichnen. Wir  haben es daher  auch hier mi~ einer einseitigen 

Stel lentransformation zu tun.  Die Primtei ler  9/'i, ~ bilden also ein vollkommenes 

System, und die Transformation kann  durch AuflSsen der ausgezeichneten Stellen 

yon K '  gewonnen werden. Der (~bergang yon K '  zu K is~ yon derseiben Art  

wie der yon K zu K. 

Die Eichfunkt ion von a'~ sei A'~(u, v; ~i) und die yon c'~ sei F'~(u, v; ,St). 
Im Punkte  u ~ v-~ o m5gen die zu derselben Stelle gehSrenden Kurven 

~4'~ (u, v; ~ . )  = o u n d  ~tk(u,  v; ~.~) = o a'~k, 

_~'~(u, v; ~ . ) = o  ~nd rk(u, ~:; ako.) o e %  

F'i (u, v; ~ , a ) =  o und I'k (u, v; ~k2) = o c'ik, 

t t t 
Schni t tpunkte  haben. Im iibrigen sei a;k ~-cik = e i k - ~  o. Die Matrizen der GrSs- 

v t v p v e v sen a ~, c ;k, e ~k bezeichnen wir mit  a ,  c,  und setzen 

(79) A ' =  ' ' A ' - I =  ~'  c '  

Dann gelten die Gleichungen 

7--36808.  Acta mathematica. 68. Imprim6 le 13 mars  1937. 
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(a'~, a '~ )*=  (~'~, ~ ' ~ ) =  '* 
- -  a ik~ 

(a';, c'~) = (~ ' , ,  t~)  = - r 

(c';, c'~) = (~, ,  ~ )  ' : - - C i k .  

Das Produkt der in einem Primteiler oder Divisor erster Art ~ '  yon K '  
p t p .  . enthaltenen Primteiler a i u n d  c i sei s*(~'). Sind ~ '  und ~ lrgendzwel Diviso- 

ren erster Art yon K',  so bestehen die Gleichungen 

[ - _ a',' = g['~, c' = ~ ,  

(8o) ~ ,  _ ~ ,  _ ~,  -~ 

8" (~ ' )  - ~ ' '  8" (~ ' )  - ~ ' '  8" (~',)  - ~ 

Auch hier gilt der Satz: Die Zahl der SchnRtpunkte zweier Divisoren aus K',  
die aus Primteilern erster Art und aus den a'~ und c'~ zusammengesetz~ sind, ist 

gleich der Zahl der Schnittpunkte der Divisoren, in die sie beim tlbergang yon 

K'  zu K fibergehen. 

Ist  ~ ein Primteiler erster Art yon K und ~ '  der ihm en~sprechende Prim- 

teiler yon K', so sind die KSrper [~] und [~'], in die K ffir ~ ~ o und K '  fiir 

~'----o fibergehen, dieselben. Entsprechen den Primteilern ~ und ~ '  in K die 

Primteiler ~ und ~', so miissen die K5rper einer Ver~nderlichen, in die K fiir 

= o und ~'----o fibergeht, iibereinstimmen. Denn sie sind beide gleich den 

KSrpern [~] und [~']. Daraus folgt, dass ~ u n d  ~ '  identisch sind. Es sei 

darauf aufmerksam gemacht, dass 2i und ?I'i nicht iibereinstimmen. Sie entsprechen 

ai und a'i. Wohl aber kSnnen wir ~ auch mit ~'i bezeichnen. 

Aus (78) und (8o) folgt also 

i ~i _ _ ,  ?i'~ 
8" ( ~ )  - a ,, 8" (~'~) - a~, c~ = c ~, 

( 8 , )  

8.  ( ~ )  - 8" ( ~ ' ) '  8" ( ~ )  = 8" (~)~' 

Ausserdem ergibt sich: Sind ~ ,  und ~2 irgendzwei Divisoren yon K, die aus 

Primt, eilern erster Art und den Primteilern ai und c/gebildet sind, und gehen sie 

beim (~bergang yon K zu K'  unter Verwendung der Formeln (8I) in ~* und ~* 

fiber, so ist 
(a .  a~)= (a*, a*). 
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Entsprechendes gilt fiir den umgekehr~en Ubergang yon K'  zu K. Im beson- 

deren ist z.B. (ci, c~)--(r c'e) oder ci~ ~-~ c'~, sodass 

C.-~- r 

w 2. Befreiung yon den hilfsweise eingefiihrten Primteilern c~. 

Wir wollen uns jetzt yon den Primteilern ci befreien, die sowohl in K wie 

in K'  yon der zweiten Art sin& Zuniichst gelten die Transformationsformeln 

in II,  w 2, in denen die Ci nicht vorkommen. Ferner werden wir folgenden S~tz 

beweisen: 

Setzen wit  

(82) (fit, ~ )  = O, (fl'i, ~ ' )  = O, 

wenn ?~ ein Primteiler erster Art von K und ?~' ein solcher von K '  ist, und 

(83) a = a  -'-~, a ' = a  '-1, (ai, a ~ =  --aik, (a'i, a'~ = --a'tk, 

so gilt wiederum: Die Zahl der Schnittpunkte zweier Divisoren yon K, die aus 

Primteilern erster Art  und den ai bestehen, ist gleich der Zahl der Schnittpunkte 

de~jenigen Divisoren yon K' ,  in die die gegebenen Divisoren beim Ubergang von K 

zu K '  unter Verwendung der Transformationsformeln in I f ,  w 2 iibergehen. 

Durch (83) sind die ZaMen a~k und a'i~ fiir eine aUgemeine Stellentruns- 

formation definiert, w~hrend sie bisher nur fiir die einseitigen erkl~rt waren. 

(Vgl. I I I ,  w 3.) Die Zablen --  a~k, -- a'ik lassen sich jetzt nicht mehr als Schni~t- 

punktzahlen yon Primteilern deuten wie friiher. Wie Beispiele zeigen, sind sie 

nicht einmal immer ganzzahlig. 

Es geniigt, den Satz fiir Primteiler zn beweisen. Zun~chst schreiben wir 

die zu beweisenden Formeln auf. Zu beachten ist, dass wegen (82) 

ulso auch 
(a,, 2 ~ ) =  (a,, ~ ) =  Ca',, ~ ' ~ ) =  (a',, ~ ' ) =  o, 

(~ (~,), ~ )  - -  (~ (~), ~ )  = (~ (~',), ~'~) = (~ (~'), ~'~) = o, 

(~ (~) ,  ~ )  = (~ (~), ~ )  = (~ (~',), ~ ' )  - -  (~ (~'), ~')  = o. 

Hierin wie auch im folgenden bedeuten ~, ~ Prim~eiler erster Art yon K und 

~' ,  ~ '  solche yon K'. 
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I I  

I I I  

IV  

V 

u  

V I I  

H. W. E. J ung. 

~{ , 
~ ,  ~-~, )~ 

= (~,, ~ )  + (, ( ~ ) , ,  ( ~ ) ) =  (a'~, a'~.), 

= (~'~, 9~'~.)+ 0(9~';), 8 ( ~ ' ~ ) ) =  (~, ~) .  

(~,(~,  a ~ ) ( ' =  o~, s(~'~)/~'~ = (a~, , (~ , ) )=  - (a'~, s(~'~)). 

I ~', , ) 

(a ~, ~'~) = o = , n~ s [~'~] . 

~ ~ = (~',~ [~;]', a',.) = (~'~8 [~;]', a'~ 8 [~.]'), ( (~;, ~ ) =  ~ ,  ~ ( ~ ) !  

(~ ~, ~t '~.)= ;' ~ I  

( ~ I ' ;  ~ ' )  
= - (a,, s (~)) = / ~  ( ~ , ) ,  , - ~  , 

= - (a'i, ~(~ ' ) )  ~ ( ~ '  �9 

t ~ ,  ' ~' ,) 

(a',, ~ ' )  = o = - - ,  ~ [~ . 
s ( ~ )  

, i ~'~ (a~, ~ ' ' ~ '  

p 
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VI I I  
= (~' ,  ~ ' )  + (~ (~'), 8 (~')). 

~ '  [.~],). 

Zun{ichst zeigen wir, dass die Formeln III ,  IV, VI, VII,  und IX aus den an- 

deren folgen. 

Bew eise: 

Zu III .  

Aus ] folgt 

(84) 

(a,, 8(9~k))= \8(9~,) ,  8 [9~k] ; ( a  .,., 8 (~'~.))= , 8  [~'~] , 

(8 (~,), s (~k)) = (8 [~,]', r , (8 (~';), 8 = t~k] ); (~'~)) (~ [~',], 8 [~'~]), 

), (a,, ~ ( ~ ) ) - - ~ / ~ ' , ) '  8 [~]' ; ( ~  ;, 8 ( ~ ' ) ) =  , 8  [~']  , 

(8(~), 8 ( ~ ) ) = ( 8 [ ~ ] ' ,  8[.~]'); (8(~') ,  ~ ( ~ ' ) ) = ( 8 [ ~ ' ] ,  8[,~']). 

Ferner ergibt sieh aus I I  

(85) 

[ (8 (~i}, 8 (~) )  = (8 [~:]', 8 [~]');  (8 (~' ,) ,  8 (~') )  = (8 [~',],  ~. [~']) .  

Mit Benutzung yon (84) f o l ~  aus I I  

( 
Das ist aber Gleichung III. 
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Zu IV. 

Wegerr~I und (85) ist 

(a' ,~ [~;]', a'k) (~',, a'k) + (~ [~,]', a k) s (9~,) 

Also wird 

Damit  ist IV bewiesen. 

Zu VI. 

~Taeh V und (84) ist 

Dami~ ist VI bewiesen. 

Zu VII. 

Naeh u und (85) ist 

Das is~ der erste Teil yon VII. 

Aus V ergibt sich ferner 

a , ,  + (a i ,  s [ ~ ] ' )  

= , , s(~) = (a , ,  %). 

(86) 

~Tach V, (85), (86) und dem eben bewiesenen ersten Teil yon VII  is~ 
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( ) ) (  ) 
55 

Damit ist VI I  vollstKndig bewiesen. 

Zu IX. 

I~laeh VI I I  und (86) ist 

- - ( ~ ,  a) .  

c~r i ,  

i:~'v i, 

q~v 
Cv 

C~,v 

C~ . 

gehen hieraus hervor, indem man die ck 

t r t r 

Es seien a, a ,  7, 7 die Matrizen der Exponenten ai~, ai~., 7ik, 7 ik ,  wobei 

der erste Index die Zeile und der zweite die Spal~  bezeichnen soll. Wir setzen 

noch 

Zuni~chst einige Bezeichnungen. 

,,* (9~';) =a,'~ a., '~ 

P, P.* 8" (~) --  fl, ft., 

qx q2 
~*(~) = a l  as 

Die Divisoren s (9~,.), s (9~',), s (~) usw. 

fortliisst. 

fl:tri ,,71 i ,,72i t I t2 

fl( Q,a' iC~'Iic7'2i2 

.Wx r 
{lqa (i "2 

o,q'oq Cz'P'x C o~"2. 

Wir setzen 

Hiernach und nach (84), (86) wird 

[~]', ~ )  

(~, ~ ) +  

Das ist aber IX. 

Wir  haben noeh die Formeln I, II,  V, VI I I  zu beweisen. 
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P, = (~, 9~i), Q, = (~, 9~,), xo'.i ----- (~', 9~',), Q'i = (~g'b', 9~',) 

und verstehen allgemein under m u n d  m' Matrizen mit nur  einer Spalte, die 

Elemente mi und m'i enthalten. Sehliesslieh seien noeh 9~ und 9/' die quadra- 

tisehen Matrizen der Sehnit~punk~zahlen (9~i, 9~k) und (~'i, 9~'k). 

(87) 

(88) 

Beweise: 

Zu I und II. 

Die Gleichungen I und I I  lauten in Matrizenform 

~ - - a a a = - - a ' ,  ~ ' - - a ' a ' # = - - a ,  

Die beiden le~zten Gleichungen gehen auseinander hervor, indem man Zeilen 

mit Spalten vertauscht. In u mit (88) kSnnen wir (87)in der Form 

schreiben 

(89) 9~- -a ' a ' e t=- - c t ' i  9 1 ' - - a c ~ a ' = - - a .  

Dureh Mul~iplikation m i t a  = a -x oder a ' -~  a '-x erhalten wir aus (88) und (89) 

I .  ~ a ' - -  a • ' =  - -  I ,  2. ~ ' a  l ~ '  a - - - -  - -  ] , 

(90) 3. a ' 2 - - a ' c ~ =  - -  I, 4. ag~' --ctct = - -  , 

I 5. a '~-~ct 'a ,  6. eta' = a f t ' .  

Da umgekehrt  aus diesen Gleichungen die urspriinglichen folgen, so geniigt es, 

diese zu beweisen. Wir  beweisen die 3. und 5. Die anderen ergeben sich durch 

Vertauschen yon K mit K'  oder durch Vertauschen der Zeilen und Spalten. 

D~ nach w I der zu beweisende Satz richtig ist, wenn wir die Primteiler 

r beriicksichtigen, so bestehen die Gleichungen 

, . . . .  - -  ( I f k ~  

oder in Matrizenform 

-f) i;* :)i e']. 

c ]  
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Ferner ist 

~,  ( ~ ) ,  ak = - (** ( ~ ) ,  a~) = a' = - (a ,, ** (~'k)); 

[ ~ ' ,  ) 

Cik = Ctik 

{: _ :1 / ;  : /= '~  o, o 
oder 

(9 2 ) 

Aus (91) folgt in Verbindung mi~ (9 2) 

( 9 3 )  [~00] - ] a ' * ' ' O  O [a'* ,~ :] [; ]{: }= :} 
0 - - I  - - I  / e '  

Wir mul~iplizieren (92) vorn mit A' und hinten mi~ A und (93) vorn mi~ A', wo 
A und A' durch (76) und (79) gegeben sind, und erhalten wegen (77) 

[ : :  :'1 [:z ~1 = [ S  o] [a e I ] ' O - -  - - I  e C 

t~ :} i~ o : / = 1 :  :/ ~ ,  o o/-[:,_~ 
hus diesen Gleichungen folgt, wenn wir immer nur die erste Zeile mi~ der ersten 
SpMte multiplizieren, 

a ' ~  ~ ~ ' a ~  a ' ~  - -  (~ '~  ~ - -  I .  

Das sind ~ber die Gleichungen, die wir beweisen wollten, 
Zu V und VIII. 
Diese Gleichungen lauten in Matrizenform 

(94) a p P '  g . . . .  ---- a p ,  a'p = P - - ~ a p ,  

(95) (~, ~ ) - - p a q = ( ~ ' ,  ~5')--p'a'q'. 
Ebenso bes~ehen die Gleichungen 

8- -36508 .  Acta mathematica. 68. I m p r i m 6  le 13 m a r s  1937. 
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(96) a q = Q ' - ~ ' a ' q ' ,  a ' q ' ~ Q - ~ a q .  

Aus (94) und (96) folgt in Verbindung mit (88) 

(97) { ap  = F --  a a f t ,  a'p'  = P - -  a' a 'p,  
�9 a q = Q ' - a a q ' ,  a ' q ' = Q - a ' a ' q .  

D u r c h  vord ere  M u l t i p l i k a t i o n  m i t  a ~ a - 1  und  a ' =  a ' - 1  erha l t en  wir  

(98) p a F a p', p '  = a' l ) 
[ q = a Q ' - a q ' ,  q ' = a '  Q - a ' q .  

Unter Benntznng yon (96) wird 

p a q  ----p Q ' - ( p f d ) a ' q ' .  

Aus d e r  zweiten Gleichung (98) folgt durch Vertauschen der Zeilen und Spalten 

sodass sich ergibt 

p a q = p Q' + p '  a' q' -- Pa '  a' q'. 

p a q - p Q ' = f f  a ' q ' -  fiq' .  

Durch Addition zu (95) folgt 

(99) (~3, s - -  p Q' ~ (~3', ~')  - Pq'. 

Da die betrachteten Umformungen auch in umgekehrter Reihenfolge mSglich 

sind, so geniig4 es, start der Gleichungen V und v n I  die Gleiehungen (98)und 

(99) zu betrachten. Von den Gleichungen (98) brauchen wir nur eine zu be- 

weisen, da die anderen aus ihr durch Vertauschen yon ~ mit ~ oder yon K mit 

K'  hervorgehen. 

Nach w I ist 

oder 

(~oo) 

= - (a,, 8" (~ ) )  = (~ ' i ,  ~ ' )  + (~*(~t',), ~ * ( ~ ' ) ) ,  

, ~' )) 
= - (r s* ( ~ ) ) =  r ~, 8 " ~ '  

p - a'* 

Io 1 {o 

= - (c',, ~*(~')) 

::1 
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Durch Transposition folgt aus (92) 

,~, c,={~ :}/~-it 
Setzen wir dies in (Ioo) ein, so erhalten wir 

[:* :1 {~}:{~ol-{~* :/{~-i~ 
Dureh vordere Mul%iplikation mit A folgt hieraus 

a e P' a 
(IOI) [~} = [e el [ o  I -- [y --7] [~"1" 

Dureh Ausrechnen ergibt sich unter anderem 

p = a P ' - -  ap ' .  

Das ist die ers~e der Gleichungen (98). 
Nach w 1 ist ferner 

= (~', n') + (s* (~'), ** (~')) 
oder 

(IO2) 

Analog zu (IOO) ist 

[a* 

Daher folg~ aus (Io2) 

(103) / (~' 

I 

~, ~,-,~, I~ e/c / ~/-,~, ~,-,~~ , ~, ~~ ://~,/.~ 

://~l =/~o,}_ {:r ~1 , a , . ~  ~, e,c I/~,/-q 

~'-'~, {~/.,~l {:~/~,1~ ://~l~ 
a'* e' q' 

59 
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Aus (~o~) folgt durch Vertauschen yon K mi~ K' 

[~' ' , ~, [~ 
l: 

und hieraus durch Transposition 

[p' ~'1 = [Po] - [p ~] , 

sodass nach (~o3) 

( 

oder 

l a'* i ' }  q' ' e' a'~ c ' q' 

:] _- (e ,  Q') _ [p, ~'] ~, [ ~,' 

(~' ~ ) -  [P ~] ( Q ' / =  ( ~ " a ' ) -  [~~ [~ ' t  " o 

oder auch 

(~, ~) --/~ Q'-= (~', ~') - p q'. 

Das ist aber die Gleichung (99). 

Dami~ sind V und VII I  bewiesen. 

w 

Die 

(7hl, 7h2), (7'hl, 7'h2). Wir se~zen 

p t r 

= H~'~,  ~ ' =  11~:~, 

--$'h ~P = n ~ ,  = ~ .  

Das Verhalten der kanonisehen Klasse bei einer al igemeinen Stellen- 
transformation.  

Es seien (~), (~) und (~') die kanonischen Klassen der KSrper K, K und K'. 
' ( ~1, ~ ~2), Grade der Eichfunktionen Ah, A h,/ 'h,  F'h in u, v seien (~hl, dh2), ~' ' 

7a-~Th l  "Jr 7h2- -  I, 7 ' h : 7 ' h l  + 7 'h2--  I, 

=- H ~ h , : I I  ~ h , 
r 

' I I  C" Z h, 

Eine Verwechslung mit den gleichbezeichneten ]~Iatrizen des vorigen Paragraphen 

ist wohl ausgeschlossen. Da die l~berg~nge K--*/~ und K--) K' einseitige Trans- 

formationen sind, so gilt nach III ,  w 2 
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sodass 
(~) = (~  ~ ~)  - / s t '  e '  ~ ' ) ,  

9.I' C')" 
~*(~) 

Setzen wir s* (gA') = Co s (gA'), s* (gA) = C'o s (9.i), so folgt  

CCo] 

oder mi t  Benu tzung  der  Trans fo rmat ions fo rmeln  in II, w 2 

(st a) = s t ' a '  �9 

Andrerse i t s  kann  (st a) durch  die Formeln  in I I ,  w 2 nu r  in einen Divisor iiber- 

gehen,  der  die Pr imte i le r  ca n ich t  explizit  enthiilt .  Daher  muss C'Co = c c'0 sein, 
sodass 

(104) (~ a) = (~' a'). 

Da  nach  (82) (ah, ~)- - -O und  (a'a, ~ ' ) =  o, wenn  ~ und  ~ '  Divisoren erster  

Art  yon K und  yon K '  sind, so ist (st, a):--(st ' ,  a')-----o und  aus (lO4) folgt  

( , 0 5 )  

Nach  I I I ,  w 8 ist  

oder 

(I06) 

(st, St) + (a, a) = (st ' ,  st ') + (a',  a'). 

(st, st) = (~,  st) - (~ + ~) = (st', st ')  - (e + 7) 

(st, st) + e = (st ' ,  st ')  + a. 

W i r  haben  daher  den Satz: 

Bei einer Stellenb'ansformation K ~ K '  ist die Summe aus dem Grad der 

kanonischen Klasse und der Zahl der ausgezeichneten Primteiler erster Art  fiir 

beide KS~Ter K und K'  dieselbe. 

Aus (io5) und  (IO5) ergibt  sich noch 

(a, a) - (a', a') = 0 - ~. 

Es ist also die Differenz (a, a ) -  (a', a') immer  ganzzahlig, was, wie Beispiele 

zeigen, fiir (a, a) und  (a', a') n ich t  immer  gilt. 
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V. A u s g e z e i c h n e t e  Ste l lendef in i t ionen.  

w i. Einteilung der algebraischen K~rper. 

Man un~erscheidet folgende Arten algebraischer KSrper yon zwei unab- 

hEngigen Ver~inderlichen. 

I. Rat ionale  K6rper.  

In einem solchen KSrper kann man (auf unendlich viele Arten) zwei GrSssen 

x, y so w~hlen, dass er mit dem KSrper (x, y) der rationalen Funlr~ionen yon 

x, y identisch wird. 

2. Halbra t ionale  K6rper.  

Einen solchen KSrper erh~il~ man, indem man zu einem algebraischen 

KSrper einer Ver~nderlichen eine unabh~ngige Ver~nderliche adjungiert. Der 

KSrper einer Ver~nderlichen sei durch die Gleichung 

(IO7) f (u ,  Z) --~ 0 

definiert und habe das Gesehleeht p. Die hinzukommende Veri~nclerliehe sei x. 

Der halbrationale KSrper besteht dann aus den rationalen Funktionen yon x, y, z, 

wobei zwisehen y und z die Gleichung (lO7) besteht. Es muss p > o sein, well 

sonst der KSrper (x, y, z) rational wird. 

3. Eigentl ich algebraisehe K6rper.  

Das sind die KSrper, die nicht rational und nicht halbrational sind. In 

einem solchen KSrper enthglt die kanonische Klasse oder eine ihrer positiven 

Potenzen mindestens einen ganzen Divisor. 

w 2. Ein Satz fiber s (~)  und s (~'i). 

Es sei s(~I'i) --  I, also a~ = 2 ' i  fiir i ~ I, 2, . . . ,  q. Das bedeutet: Keiner 

der Primteiler 9~'l mSge durch eine der ausgezeichneten Stellen yon K' gehen. 

In  der Bezeichnung yon IV, w 2 ist also die Matrix a' gleich o. Aus der zwei~en 

der Gleichungen (88), IV, w 2 folgt a a ~ o .  Da abet ]a[ 4= o, so ist a----o, 

d. h. s(9~i)-- 1. Beriicksichtigen wir noch den in I I I ,  w I angegebenen Sa~z, 

so haben wir: 

Hat eine Stellentransformation K m K'  die Eigenschaft, dass die ausgezeiehneten 

Primteiler erster Art  2'i yon K' dutch keine der ausgezeichneten Stellen yon K'  
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gehen, so gehen auch die ausgezeichneten Primteiler erster Art  ~Ii von K durch 

keine der ausgezeichneten Stellen yon K. Fer~er bilden sowohl die 9~ wie die 2'~ 

vollkommene Systeme. 

Die Betrachtungen in IV, w 2 vereinfachen sich in diesem Falle wesen~- 

lich, da die Primteiler ck nicht eingeffihrt zu werden brauchen. 

w 3. Eigentlich aigebraische Kiirper. 

Der KSrper K sei eigentlich algebraisch, und es sei etwa 

{~ '}  > o ,  , , > o .  

Ferner sei (~ ein ganzer Divisor aus (~'). Er habe die Form 

= sl, 

wo `9 keinen der Primteiler 24 enthalten soll. Der Divisor, der `9 bei der Trans- 

formation entspricht, sei `9', sodass 

`9 `9' 
(,9) ~( `93 

IWach IV, w 3 geht die Klasse (~ a) in (~' a'), also die Klasse (~" a ' ) i n  (~'~ a '~) 

fiber, und der Divisor (~ a ~ in einen Divisor (~' a '~ der Klasse (~'" a''). Dieser 

habe die Form 
' ? 

( I O 8 )  (~'C[ ' ~ ' ~ -  ~ ' 1 ~ ' ~ 2 / ~  . . . ~)~a lu'~ Q' , ,  

p ! 

wo `9 o keinen der Primteiler 9gi enthalten soll. (~' ist ein Divisor aus (~" )und  

enthi~lt nur Primteiler erster Art yon K'. Ebenso ist `9'0 ein Divisor erster Art  

von K'. 1Wach den Transformationsformeln wird 

,~. `9' ,,a:'~ 
(~ '  a'~' "-- (~ a"  = ~'1)"('['2~" " " " ~00  (8 [~J~l]'))" ~176 " 8 ( ` 9 ' ) ( . 9 ( ~ ' ) )  'v8[`9] '"  

Hieraus folgt durch Vergleich mit (Io8) zungchst `9'o = `9'. Setzen wir 

, ( ` 9 )  ~h, ~h~ ~ ,h, ,h, ,,~' = �9 �9 . ~ ,  . ( ` 9 3  = a ~ ,  a~ -" " I  ~2 . . . .  fl Q, 

so ergibt sich, mit Benutzung der Gleichungen in II ,  w z, indem man die Expo- 

nenten yon 2'~ auf beiden Seiten einander gleich setzt, 
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Ganz ebenso folgt, indem man den Divisor 6)' a '~ durch den Divisor ersetzt, in 

den er beim Ubergang yon K' zu K iibergeht, 

(IIO) Xk : Vq'k + h'k + a'k,#~ + a'k~#~ + "'" + a ' k , ~ .  

D a v  > o, ak > o und alle anderen auf der rechten Seite yon (Io9) vorkommenden 

GrSssen nicht negativ sind, so folgt, dass alle ~k grSsser a l s o  sind. Ebenso 

ergibt sich aus (I Io), dass aUe ~ positiv sind, wenn ~k >----o. Daher sind 6)und  

6)' gleichzeitig ganze Divisoren. Jedem ganzen Divisor aus (~)  entspricht also 

ein ganzer Divisor aus (~") und umgekehrt, sodass 

{ K ' } = { ~ " }  fiir v > o .  

Ausserdem zeigt sich, dass alle ganzen Divisoren aus (~)  durch jeden der Prim- 

teiler 9~k und aUe ganzen Divisoren aus (~ '~)durch jeden der Primteiler 9~'k 

teilbar sind. Wir  fiihren folgende Bezeichnung ein: 

Ein Primteiler erster Art  yon Ix-, der bei irgendeiner Stellentransformation in 

einen Primteiler zweiter Art  iibergeht, der also bei irgendeiner Stellentransformation 

ausgezeichnet ist, soU ausgezeichneter Primteiler yon K heissen. 

Dann kSnnen wir sagen: Jeder  ganze Divisor aus (~*), v > o, enth~lt jeden 

ausgezeichneten Primteiler yon K. Da aber die ganzen Divisoren aus (~'~) nut  

eine endliche Zahl yon Primteilern enthalten, so folgt weiter, dass ein eigentlich 

algebraischer KSrper nut  endlichviele ausgezeichnete Primteiler hat. Freilieh 

ist hierbei vorausgesetzt, dass man die Definition der Stellen, also die Uniformi- 

sierung im Kleinen, etwa nach dem Blackschen Yerfahren vorgenommen hat, 

und nicht irgendwie unnStig kompliziert. Wenn es einem n~ml{ch Vergniigen 

macht, kann man sich unendlich viele Stellen nach dem Noetherschen Verfahren 

aufgelSst denken. Dann enth~lt jeder ganze Divisor aus (~ ' )unendl ieh viele 

ausgezeichnete Primteiler. 

Aus den Gleichungen (Io9) und (I I o) folgt noch in Verbindung mit der 

zweiten der Gleichungen (88) in IV, w 2, wie wir jetzt zeigen wollen, dass die 

Zahlen aik und a'ik alle gleich o sin& Den Beweis fiihren wir indirekk Es sei 

etwa am~ 4 =o. Dann geht 9/x durch die Stelle S yon K, zu der a~ gehSrt. Zu 

S mSgen ax, %, . . . ,  a~, ( s _  > -- m), gehSren, sodass die Zahlen all, a~, . . . .  , a s i  

sgmtlich grSsser als null sind. Aus (IO9) folgt daher fiir k ~ I, 2, . . . ,  s 
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Aus (I IO) ergibt sich dann fiir k == I 

(:r - - -  f t l 2  = " " " 5-= f P l  S = O .  

Denn w~re etwa f'1r > o, so wiirde aus (I io)  im Widerspruch zu ( I I I )  Zl > tee 

folgen. Es besagt aber f ' l i =  o, dass 9/', nicht  durch die Stelle S' geht, zu der 

a' 1 gehSrt. Zu S' mSgen ausser a'l noch a'.~, . . . ,  a'r gehSren. Dann  kann 9~'~ 

auch diese Primtei ler  nicht  enthalten,  sodass auch f '~=a'3r . . . . .  f ' r i ~ O .  

Also ist  

( I I 2 )  f,h~=_olh.= I ,  2 ,  . . . ,  ~', 
(* I ,  2 ,  . ,  8.  

Die Matrizen a u n d  a' zerfallen in Einzelmatrizen, yon denen jede zu f iner  

ausgezeichneten Stelle gehSrt. Die der Stelle S zugehSrige Teilmatrix yon a 

sei a0, sodass a 0--~(al~) fiir i , k = I ,  2 , . . . , s .  Ferner  ist die erste Zeile yon a' 

0[t11~ ~[P12~ �9 �9 "~ ~[Plr,  O,  O~ . . .~ O. 

W e n n  wir uns also in der Gleiehung a a = a' f '  auf die erste Zeile des ersten 

Faktors  und auf  die ersten s Spalten des zweiten beschr~nken, so erhalten wir 

/ / f l l  �9 �9 �9 f l s  
t 

t a l r )  . . . . . . .  
( f i l l ,  f 2 1 , " "  ", f s l )  flO ( ( l ' l l ,  C[ 12, �9 " ' ,  [ f t r l . . .  f ' r s ]  

oder wegen (i i2) 

(f11, f~l, . . . ,  f~l)ao = o .  

Da aber ] a0] ~= o, so wird a n = re1 . . . . .  f,1 ---- o, also im besonderen f~l  =- o. 

Unsere Annahme,  dass ein f~k yon null verschieden ist, kann daher  nicht  r iehtig 

sein. Ebenso folgt, dass alle f'ik null  sin& Nach dem Satze in I I I , w  I sind 

daher  sowohl die 9~f wie die 9~'i ein vollkommenes System yon Primtei lern erster 

Art. Die Primtei ler  9~ lassen sich also durch eine einseitige Stellentransforma- 

~ion in Primtei ler  zweiter Ar t  verwandeln. Damit  haben wit: 

Ein eigentlich algebraischer Kb)Ter hat nur endlichviele ausgezeichnete Prim- 
teiler. Diese bilden zusammen immer ein vollkommenes System. 

Die Stellen fines eigentlich algebraischen Kb)Ters lassen sich so definieren, 
dass keine ausgezeichneten t)rimteiler vorhanden sind. 

Bei dieser Stellendefinition bezeichnen wir den KSrper mi t  K o. 

Der KSrper K 0 ist eindeutig bestimmt. I s t  n~mlich K' o ein auch aus K 

durch Stel lentransformation ents tehender  KSrper ohne ausgezeichnete Primteiler,  
9 - - 3 6 8 0 8 .  Acta mathematica. 68. I m p r i m ~  le  15 m a r s  1937. 
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so gehen K o und K'  o durch Stellentransformation auseinander hervor. Bei dieser 

Transformation kann es aber keine ausgezeichneten Primteiler geben, da weder 

K o noch K'o ausgezeichnete Primteiler erster Art  enthalten. Die Stellen sind 

daher in K o und K '  o im wesentlichen gleich definiert, d. h. K'  o ~  K o. Wir 

nennen die Stellendefinition yon K 0 die einfachste. 

Sind die Stellen irgendwie definiert, und bezeichnen wir den KSrper bei 

dieser Definition mit K, so ist die Transformation yon K o zu K einseitig, da K o 

keine ausgezeichneten Primteiler erster Art  enth~lt. Nach I I I , w  I erhalten wir 

daher K aus K o durch eine Noethertransformation.  

w 4- Rationale K~rper. 

Ist  K rational, so seien die Funktionen x, y aus K so gewiihlt, dass K 

gleich dem KSrper (xy) der rationalen Funktionen yon x, y ist. Sind a, b irgend- 

zwei Konstante, so wird durch 

x - - a = u ,  y - - b = v  

eine Stelle yon K definiert, wobei u, v die Ortsfunktionen sin& Unter x -  a, 

y -  b ist x -1, y-1 zu verstehen, wenn a oder b unendlich sind. Diese Stellen- 

definition heisse eine einfache. Solcher einfachen Definitionen gibt es unendlich- 

viele, da sich x, y auf unendlichviele Arten in obiger Weise wiihlen lassen. 

In  K gibt es ausgezeichnete Primteiler, sogar unendlichviele. Bezeichnen 

wir ngmlich K bei einer zweiten einfachen Stellendefinition mit K',  so gibt es 

i .a .  bei der Transformation K ~ - K '  ausgezeichnete Primteiler erster Art sowohl 

in K wie auch in K'. Aber es sind in K keine Primteiler erster Art vorhanden, 

die ein vollkommenes System bflden, bTaeh I I [ ,  w IO ist n~tmlich in einem 

solchen System immer mindestens ein Primteiler ~ vorhanden, fiir den (~, ~) = -- I 

gilt. Bei der gewii.hlten Stellendefinition ist aber ~ ~ ~a ~ ;t _> o, ~-->_ o, wo 

und ~ die Nenner von x und y sind. Da ( ~ , ~ ) = ( ~ 1 ~ , ~ ) = o ,  (~ ,~J~)=I ,  

so wird 
2 z >= o. 

w 5. Halbrationale K@rper. 

Der KSrper K sei halbrational und gleich dem K6rper  (xyz) der rationalen 

Funktionen yon x, y, z, wo zwischen y, Z die Gleichung 

f (y, z) -- 0 
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bestehe. K sei also a u s  dem KSrper  (x) der ra t ionalen Funk t ionen  yon x und 

aus dem durch f - - - -o  definierten K5rper  k ~--(yz) der  ra t ionalen Funkt ionen  yon 

y, z zusammengesetzt .  Das Geschlecht  von ]c sei p > o. Eine derar t ige  Dars te l lung 

yon K ist auf unendlichviele Ar ten  m5glich, wie wir je tz t  zeigen wollen. Es sei 

e twa g - -  (~ V ~), wo 
(v, o.  

Da ( x y z ) ~ ( ~ 7 ~ ) ,  so sind 7 und ;~ rat ionale  Funk t ionen  von x , y , z ,  etwa 

7 - -  

Zwischen 7 und ~ besteht  die Gleichung ~ --  o fiir alle W er t e  yon x, y, z. Wfirden 

die Funk t ionen  /~1 und  /~  x enthal ten,  so k5nnten  wir die Kons t an t en  5 und c 

so w~ihlen, dass f(b,  c ) ~  o und R 1 und R~ fiir y ~ b, z ~ c ra t ionale  Funkt ionen  

yon x werden, die n icht  beide kons tan t  sind. Dann aber  wiirde der KSrper  

(7 ~) gleieh einem KSrper  ra t iona ler  Funk t ionen  yon x, h~t te  also das Geschlecht  o. 

Das ist n icht  mSglich, da K ra t ional  w~ire. Daher  sind //1 und  R~ yon x un- 

abh~ngig, und 7 und ~ gehSren dem KSrper  (yz) an. Ebenso folgt,  dass y und z 

Funk t ionen  des KSrpers  (7 ~) sin& Also ist (yz)~--(7 ~), sodass 

Hieraus  folgt,  dass der KSrper  (x b c) der ra t ionalen Funkt ionen  yon x gteich dem 

KSrper  (~ b c) der ra t ionalen Funkt ionen yon ~ ist, wenn f (b,  c) -~ o. Da das fiir 

alle solche W er t e  b, c gilt, so muss zwischen x und ~ eine bil ineare Gleichung 

bestehen, deren  Koeffizienfen dem KSrper  k angehSren.  

W e n n  wir also K aus einem rat ionalen KSrper  und einem KSrper  7~ zu- 

sammensetzen,  so ist zwar k, aber  n icht  der ra t ionale  KSrper  e indeut ig  bestimmt.  

Es sei s eine S~elle yon k, p der zugehSrige Pr imte i le r  und v eine Orts- 

funk t ion  fiir s. I s t  a eine Kons tan te ,  und  sind b u n d c  die Wer te ,  die y und  z 

in s anne]amen, so k5nnen wir setzen 

(II3) X--a'~'U, y--b-=g(v), z - - c : h ( v ) ,  

wo g und  h gewShnliche Potenzre ihen  yon v sind. W en n  a, b oder  c unendl ich  

sind, so ist un te r  x ~ a ,  y - - b ,  z - - c  zu vers tehen x -1, y -1  z-1. Dutch  (II3)  

wird eine Stelle S yon K definiert, wobei u und v die Or ts funkt i0nen sind. Eine 

derar t ige  Stellendefinition nennen  wir eine einfache. Solcher  gibt  es unendlich- 

viele, well man  x durch eine wesentl ich verschiedene Gr5sse ~ ersetzen kann.  
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Setzen w i r v  = o, so erhalten wir die den Primteiler p definierende homo- 

morphe Abbildung des KSrpers k auf einen Kons~antenkSrper [p]. Gleichzeitig 

bel~ommen wir eine homomorphe Abbildung yon K auf den KSrper der rationalen 

Funktionen yon x. Der hierdurch definierte Primteiler ~ hat  das Gesehlecht 

o und fiir die Stelle S die zugeordnete Funktion v. Jedem Prim~eiler p yon k 

entspricht auf diese Weise ein Primteiler ~ yon K. So erhal~en wir ein Bi~schel 

yore Geschlechte p yon Primteilern yore Geschlechte o. 

Da durch jede Stelle S yon K ein und nur ein Primteiler des Biischels, 

ni~mlieh der durch v-~ o definierte, geh~, so ist (~31, ~.~)-~ o, wenn ~1 und Us 

beide dem Biischel angehSren. Wie wit jetzt zeigen, gilt da s  aueh fiir ~1 ~ - ~ -  

Es sei r eine Funk~ion aus k, die den Primteiler Pl enthi~lt, dem der Primteiler 

~ entspricht. In Primteiler zerlegt sei etwa 

Dann hat  r als FunkCion yon K die Zerlegung 

. . .  

wenn ~ der p~ entsprechende Primteiler ist. Da r ~ I, so folgt durch Zusammen- 

setzen mit ~1 

Hieraus ergibt sich, da (~1, ~ ' ) =  o fiir i # I, dass aueh (~1, ~1)-----o. 

Der KSrper K enth~lt ausgezeichnete Primteiler, sogar unendlichviele, wie 

sich bei der Betrachtung des i3berganges yon einer einfachen Stellendefinition 

zu einer anderen ergibt. Aber es gibt keine ausgezeichneten Primteiler, die ein 

vollkommenes System bilden. W~re das der Fall, so miisste es einen Primteiler 

geben, dessen Geschlecht o ist, und fiir den (~, ~ ) =  -- I gilt. 

Es sei ~ ein derartiger Primteiler. Da K fiir ~ ~ o in einen K5rper [~] 

yore Geschlecht o iibergehen muss, so miissen y und z fiir ~ = o in Konstan~e 

iibergehen, weft sonst [~] den K5rper (y z) vom Geschlecht p > o enthalten wiirde. 

Daher kann ~ nur ein Primteiler des Biischels sein, sodass (~, ~) ~ o ist. Darer  

ist die Behauptung bewiesen. 

Zum Schluss beweisen wir noch: 

Die Gr6ssen des K6rpers k nehmen an jeder Stelle S des K6rpers K bestimmte 

Werte an, gleichgiiltig, wie man die Stellen yon K definiert. 
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Es sei ~ eine Funk t ion  aus k, die an einer Stelle S unbes t immt  wird. Dann  

gibt es einen zur Stelle S gehSrenden Pr imte i le r  zweiter  Ar t  a so, dass ~ fiir 

a----o in eine ra t ionale  Funk t ion  eines Parameters  ~ iibergeht.  Da  aber fiir 

a ~ o alle Funk t ionen  aus K,  also auch alle Funk t ionen  aus k in ra t ionale  Funk-  

t ionen yon ~ iibergehen, so werden die Funk t ionen  aus k rat ionale  Funk t ionen  

yon ~, die n icht  alle kons tan t  sind. Das aber ist n icht  mSglich, da das Geschlecht  

yon k grSsser a l s o  ist. 

Halle-S. Miirz 1936. 
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