STELLENTRANSFORMATION IN ALGEBRAISCHEN KORPERN
ZWEIER VERANDERLICHER.

VonN

H. W. E. JUNG

in HALLE-S.

Wiihrend sich in einem algebraischen Korper einer Verinderlichen die Stellen
im wesentlichen nur auf eine Art definieren lassen, ist das bei zwei Veriinder-
lichen ganz anders. Hier kann man die Stellen auf wesentlich verschiedene
Arten definieren. Die folgende Arbeit behandelt den Ubergang von einer Stel-
lendefinition zu einer andern. Das Ergebnis ist se_hr einfach. Es gibt pimlich
eine Elementartransformation derart, dass.sich aus ihr und jhrer Umkehrung
jede Abinderung in der Definition der Stellen zusammensetzen lisst. ~Daraus
ergibt sich z. B.. Um die Anderung einer Grosse bei einer Stellentransformation
zu bestimmen, braucht man nur festzustellen, wie sie sich bei einer Elementartrans-
formation idndert. Mit den Ergebnissen dieser Arbeit lisst sich die birationale
Transformation in algebraischen Korpern zweier Veriinderlicher einfacher und
iibersichtlicher darstellen als bisher. Ausserdem zeigt sich, dass es i. a. eine
eindeutig bestimmte »einfachste« Stellendefinition gibt.

Mit einem Teil der hier behandelten Fragen habe ich mich schon in den
unten angegebenen Arbeiten beschiiftigt, ohne eine voll befriedigende Losung zu
finden. Erst die Trennung der Stellentransformation von der birationalen Trans-
formation gab -die-volle Klirung.
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I. Einleitung.

§ 1. Stellen.

In einem XKorper K zweier unabhingiger Veriinderlicher wird eine Stelle
S mit ihrer Umgebung dadurch definiert, dass man die Funktionen des Korpers
in der Umgebung von § als Quotienten zweier gewéhnlicher Potenzreihen zweier
Ortsfunktionen #,v darstellt. Die Ortsfunktionen sind nicht eindeutig durch
~die Stelle S bestimmt. Sind «, " zwei andere Ortsfunktionen, mit deren Hilfe
auch die Stelle S und ibre Umgebung definiert werden kann, so miissen «’, v’
sich als gewohnliche Potenzreihen von w, v darstellen lassen, die fir u =v=o0
verschwinden, und es darf die Funktionaldeterminante von «’, v’ nach w, v in S
nicht gleich o sein. Tm besonderen konnen u, v als Funktionen aus K gewihlt
werden.

§ 2. Primteiler.

Jede homomorphe Abbildung von K auf einen algebraischen Korper [P)
einer Veriinderlichen definiert einen Primteiler . Eine Funktion B aus K
enthilt B in positiver Potenz, wenn R auf o abgebildet wird. In welcher Po-
tenz B in irgendeiner Funktion aus K enthalten ist, wird sich im folgenden
ergeben. Den Ubergang von K zu [P] driicken wir durch = o aus.

Die Stelle S mit den Ortsfunktionen u, v gehe fiir P=o0 in eine Stelle s
von [PB] iiber. Von einer solchen Stelle sagen wir, sie liegt auf B oder B geht
durch sie. Ist R eine Funktion aus K, die fiir =0 in o iibergeht, und ist
bei S

so muss P(o,0)=o0 sein, da R in allen Stellen von [] identisch o ist. Wir
unterscheiden zwei Fille.
1. Da R=o0 wird fir B=o0, so kann [P bei S durch eine Gleichung

B(u, v)=o0

definiert sein, wo PB(u, ) eine gewohnliche Potenzreihe von u, v ist, die fiir
u = v =0 verschwindet, und die ein Teiler des Zihlers P{u, v) von R ist. Wir

nennen B(u, v) die zugeordnete Funktion von B fiir S. Sie ist naturgemiiss nur
2—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 12 mars 1937.
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bis auf eine Einheit als Faktor bestimmt. Ist S, eine Stelle von K, die fiir
# =0 nicht in eine Stelle von [P] iibergeht, so soll die zugeordnete Funktion
von P fiir S, gleich 1 oder gleich einer Einheit sein.

Wir sagen, eine Funktion T aus K ist genau durch P* teilbar, wenn sie
sich bei einer Stelle S, durch die § geht, in der Form darstellen lisst

Glu, v
T = PB4 (u, v) EE—%—%,

wo die gewohnlichen Potenzreihen G und H durch (%, v) nicht teilbar sind.
Die so zu definierenden Primteiler heissen Primieiler erster Art. Sie gehen
durch unendlichviele Stellen. Sind nimlich w,, v, innerbalb des Konvergenzge-
bietes von B (u, v) so gewihlt, dass B (u,, vy) = 0, so geht P auch durch die Stelle
U =y, v=1,.

Es gilt der Satz:

Jede Funktion aus K ldsst sich auf eine und wnur eine Art tn ein Produkt
von Primteilern erster Art zerlegen.

Ist
T="P3:Be ... Ppn,

wo die o; positive oder negative ganze Zahlen sind, die rein formale Zerlegung
einer Funktion 7' aus K in Primteiler erster Art, so ergibt sich hieraus die Dar-
stellung von 7T bei einer Stelle S, also eine wirkliche Gleichung, dadurch, dass
man die B; durch ihre zugeordneten Funktionen fiir S ersetzt und noch eine
passende Binheit als Faktor hinzufiigt.

2. Es kann R fiir f = o auch dadurch in o iibergehen, dass » und v beide
fiir ¥ =o0 in o iibergehen. Damit auch in diesem Falle K fiir # =0 in einen
Korper [R] einer Verinderlichen iibergeht, diirfen » und v nicht unabhingig
voneinander zu o werden. Die genauere Untersuchung ergibt folgende Defini-
tion einer derartigen Abbildung.

Der Korper, auf den wir abbilden, sei jetzt mit [q,] und der durch sie de-
finierte Primteiler mit a, bezeichnet. s sei

'3 a+1 a+v—1 atv

(1) v, () = gouf + au b + - +au £ +tub,

wo die a; konstant sein sollen, wihrend ¢, ein Parameter ist. Wir denken uns

die Funktionen aus K bei S durch u, v dargestellt, ersetzen v durch v, (4) und
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lassen dann # nach o gehen. Dadurch gehen alle Funktionen aus K in rationale
Funktionen von ¢, iiber. Der Korper [q,] hat also das Geschlecht o. Die auf
diese Weise definierten Primteiler heissen Primteiler zweiter Art. Jeder von
ihnen gehort zu einer bestimmten Stelle S. )

Der Hauptnenner der ersten » Exponenten von « in (1) sei y = /4, wiithrend
g der Hauptnenner aller Exponenten sein soll. Fiir a, = o gehe die Funktion
R aus K in die Funktion r iiber. Bei S ist dann, nachdem wir v durch v, (u)

ersetzt haben,
2

R=r+ ufe(u),

wo A >0, und e(u) eine Einheit fiir 4 = o0 ist. Lassen wir 4 den Punkt v =o0
y-mal umlaufen, so nimmt der letzte Summand von v, (#) einen Faktor ¢ auf, der
eine d-te Hinheitswurzel ist, wihrend die anderen Summanden ungeiindert bleiben.
Dabei bleibt » ungeiéindert. Dasselbe erreichen wir dadurch, dass wir ¢, durch
et, ersetzen. Also darf sich r auch hierbei nicht dndern, sodass » eine ratio-
nale Funktion von

7 =1t

sein muss. Der Kérper [o,] besteht daher aus den rationalen Funktionen von 7,.

Wir setzen
A, (u, v; 7,) = Norm {v — v (u)},

wo die Norm sich auf die § konjugierten Werte von v, (u) bezieht. Hs heisst
A, die FEichfunktion von aq,. Sie ist eine ganze rationale Funktion von u, v
und 7;. Ihr Grad in u, v sei mit (d, d;5) = (¢ + », 8) bezeichnet. Ferner gilt

A, v;54) T, —7
(2) ; 1\, U5 %) Y 1 fir @ = 0
A, (u, v; 745) Ty — T ! ’

sodass z; dem Korper [o,] angehort. Daher sind seine Stellen eineindeutig den
Werten von z; zugeordnet. Ist a, ein zweiter zur Stelle S gehorender Primteiler
zweiter Art und A, (u, v; 7,) seine Eichfunktion, so gilt ferner

Ay (“a v ""21)
(3) AT

—=— ¢ fiir a, =0,
o (U, V; Ty

wo ¢ unabhiingig von «, ist.
Ist T eine Funktion aus K und ist bei S
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i
T’l’=’v1 — ’MJ’? [ (M) s

wo e eine Einheit fiir S ist, so sagen wir, T ist genau durch a? teilbar. Ist

ferner PB(u, v) die zugeordnete Funktion eines Primteilers erster Art fiir S und
“

beginnt die Entwicklung von P (x, v;) nach steigenden Potenzen von w mit u%,
80 sagen wir, der Primteiler erster Art ‘¥ enthiilt den Primteiler zweiter Art ai
genau in der Potenz u. Die Primteiler zweiter Art sind also in denen erster Art
enthalten und durch diese mit gegeben. Jeder Primteiler zweiter Art gehort, wie
schon angegeben, zu einer und nur einer Stelle von K, und zu jeder Stelle von
K gehoren unendlichviele Primteiler zweiter Art.

§ 3. Divisoren, Divisorenklassen.

1. Definitionen.
Sind B, B, ..., Pr Primteiler und i, 4,, ..., 4 ganze Zahlen, so nen-

nen wir
(4) PB=PaPe... Pk

einen Divisor. KEr heisst ganz, wenn kein 4; negativ ist, und von der ersten
oder zweiten Art, wenn alle PB; erster oder zweiter Art sind. Wir beschrinken
uns in diesem und dem folgenden Paragraphen auf Divisoren erster Art. Sie
werden in Klassen eingeteilt, indem man zwei Divisoren £; und L, dann und
nur dann in dieselbe Klasse rechnet, wenn ihr Quotient gleich einer Funktion
des Korpers ist, in Zeichen X, ~{;; zwei solche Divisoren heissen dquivalent.
Die Klasse, der L. angehort, wird mit (Q)) bezeichnet. Die Anzahl der in ihr
enthaltenen linear unabhiingigen ganzen Divisoren heisst die Dimension von (Q)
und wird mit {1} bezeichnet.

Unter den Klassen heben wir zwei hervor. Erstens die Hauptklasse (1), die
die Divisoren enthilt, die den Funktionen aus K entsprechen, und zweitens die
kanonische oder Differentialklasse. Diese wird in folgender Weise definiert. Sind
2 und y zwei voneinander unabhingige Grossen aus K, so ist bei einer Stelle S

dxdy = R (u, v)dudv.

§ (u, v) ist die zugeordnete Funktion eines Divisors . Dieser hiingt von der
Wahl von o und y ab. Aber alle diese Divisoren gehiren derselben Klasse an,
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nimlich der kanonischen Klasse (®). Die Zahl {®)} = p, heisst das geometrische
Geschlecht von K.

Ist 00~ R, so nennt man die Klassen (Q) und (0*) Erginzungsklassen
voneinander.

2. Zahl der Schnmittpunkte zweier Divisoren.

Ist B ein Primteiler erster Art, so geht fiir § = o jede Funktion aus K in
eine Funktion des Korpers [B] iiber. Ebenso geht jede Klasse (Q) in eine ganz
bestimmte Klasse (q) von [P] iiber. Den Grad von (g) bezeichnen wir mit (B, £),
und nennen diese Zahl die Zahl der Schnittpunkte von 5 und L. Ist B kein
Primteiler, sondern ein Divisor erster Art, und ist

— N M2 Sym
D=040" .. . Q

m ?

wihrend B durch (4) gegeben ist, so setzen wir

(5) (B, Q) = 2 2 (B, Q)= Z A e (Bs, Q) = (2, B).

Diese Rechenregel soll auch fiir alle spiteren Verallgemeinerungen von (P, Q)
gelten.
Ferner gilt fiir das Symbol (2;, Q) .

(6) (0, Q)= (517 52)7 wenn L ~ ;51) Qe ~ §2~
Man nennt im besonderen (2, Q) den Grad der Klasse (2)).

3. Das Geschlecht eines Primietlers erster Art.

Die zugeordnete Funktion P (w, v) eines Primteilers P bei S kann mit Glie-
dern hoherer als erster Ordnung beginnen, sodass die Kurve §(u, v) =0 im
Punkte # = v =0 einen mehrfachen Punkt hat. Ein solcher Punkt liefert einen
Beitrag zu dem Divisor der mehrfachen Stellen von ‘B, der ein Divisor des Kor-
“pers [B] ist. Er wird ganz so definiert wie der Divisor der mehrfachen Stellen
einer ebenen algebraischen Kurve. Wir bezeichnen ihn mit dy und seine Ord-
nung mit 26(P). Es gilt der Satz:

Die Klasse (BR) geht fir B=o0 in die Klasse (Eby) iiber, wo Dy der
Divisor der mehrfachen Stellen von P und (f) die kanonische Klasse von [] ist.

‘Da die Ordnung von (f) gleich 2 (R)— 2 ist, wenn wir das Geschlecht
von [B] oder P mit 7 (P) bezeichnen, so folgt die fiir jeden Primteiler erster Art
B bestehende Gleichung
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(7) 2w (P)—2=(B, BR) —20(P).

4. Der Riemann-Rochsche Satz.
Sind (Q) und (Q*) zwei Ergiinzangsklassen, ist also QQ° ~ &, so lautet
der Riemann-Rochsche Satz

®) O] =10} + {2 + 2@, 2 =p + 1,

wo pg das arithmetische Geschlecht von K und wo [Q] zur Abkiirzung eingefiihrt
ist. Steht das Gleichheitszeichen, und ist {{*} =o0, so heisst die Klasse ()
requldr.

II. Stellentransformationen.

§ 1. Definition der Stellentransformation.

K sei der Korper der rationalen Funktionen von x, y. Wir definieren die
Stellen von K in folgender Weise. Sind a, b irgendzwei Zahlen, so setzen wir

xr—a=u, y—b=vw,

wo # und v Ortsfunktionen sein sollen. Unter « — @ und y — b sollen 2~! und
y~! verstanden werden, wenn @ und b unendlich sind. Dadurch sind die Stel-
len von K und ihre Umgebungen definiert, und z, ¥y nehmen an allen Stellen
bestimmte Werte an.

Setzen wir x = E, y =E&mn, so ist umgekehrt &=z, 5 =y/z, sodass der
Korper K identisch ist mit dem Korper der rationalen Funktionen von & 7. Wir
kénnen daher die Stellen von K auch so definieren, dass & und % an allen Stellen
bestimmte Werte annehmen, indem wir setzen £ — e =u', s — f=1', wo « und
g irgendzwei Zahlen sind. Im allgemeinen entsprechen die so definierten Stellen
einander eineindeutig, nimlich jedesmal dann, wenn an einer solchen Stelle so-
wohl x,y wie auch & 7 bestimmte Werte annehmen. Das gilt aber nicht fir
alle Stellen. Z.B. wird in der Umgebung der auf die erste Art definierten Stelle
Sy, wo x und y beide den Wert 0o annehmen,

v
r=u, y=v, alsof=u, n=_

An der Stelle S, wird daher 5 unbestimmt, wihrend £ =0 wird. Der Stelle S,
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entspricht daher keine bestimmte der Stellen, die wir bei der zweiten Definition
der Stellen von K erhalten. Vielmehr entsprechen ihr unendlichviele Stellen,
nidmlich alle die, wo £ =0, wihrend 7 irgendeinen Wert hat.

Hiermit hiingt folgendes zusammen. Setzen wir im Koérper der rationalen
Funktionen von & % die Grosse §=o0, so wird dieser Korper auf den Korper
der rationalen Funktionen von 7 homomorph abgebildet. Der dadurch definierte
Primteiler U ist ein Primteiler erster Art. Denn er wird z. B. in der Umgebung
von §=n5=0 durch U, v')=u =0 definiert. Da wegen x=2¢& y= &gy die
Grossen x und y fiir A = o beide in o iibergehen, so lisst sich 9 nicht durch
eine Gleichung zwischen x und y definieren. Wollen wir den Korper der ratio-
nalen Funktionen von z und y auf (Y] abbilden, so setzen wir erst x = u, y =1,
dann v = v, (4) =z« und lassen » nach o gehen. Daher ist ¥ in bezug auf die
erste Definition der Stellen ein Primteiler zweiter Art. Wir ersehen hieraus,
dass bei einer Anderung in der Definition der Stellen Primteiler erster Art in
solche zweiter Art iibergehen konnen, und umgekehrt. Damit kommen wir zu
folgender Aufgabe.

In einem algebraischen Korper von zwei unabhingigen Verdinderlichen seien
die Stellen auf zwei Arten definiert. Er sei mit K oder K’ bezeichnet, je nach-
dem die Stellen auf die eine oder die andere Art definiert sind. Die Beziehungen
zwischen K und K’ sind herzuleiten. Den Ubergang von K zu K’ und umge-
kehrt nennen wir eine Stellentransformation.

Dabei bezeichnen wir den Korper K immer mit K und deuten durch In-
dizes an, dass seine Stellen in bestimmter Weise definiert sind.

§ 2. Die Transformationsformeln.

Wir betrachten die Stellentransformation K= K’. Die Primteiler haben wir
in zwei Arten eingeteilt. Diese Einteilung hingt von der Definition der Stellen
ab, wie wir in dem Beispiel im § 1 gesehen haben. Es seien

a, g, - .., Oy

die Primteiler zweiter Art von K, die Primteiler erster Art von K’ sind. Wir
bezeichnen sie als solche mit
%[’17 2[,27 R 2[,0'

Ferner seien
14 ’ I
ay, @y oo, @
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die Primteiler zweiter Art von K’, die in die Primteiler erster Art
g[11 2[2) LR ] 2[0

von K iibergehen. Diese Primteiler nennen wir die ausgezeichneten Primtetler
der Transformation. IThre Anzahl ist bei den Anwendungen immer endlich. Je-
denfalls betrachten wir nur Stellentransformationen, bei denen ¢ und ¢ end-
lich sind.

Fiir a;=0 geht der Korper K in [a; iiber, und fiir A’; =0 geht K’ in
'] iiber. Die Korper K und K’ sind aber dieselben algebraischen Korper, die
sich nur durch die Definition der Stellen unterscheiden. Da a; und U'; densel-
ben Primteiler bezeichnen, so sind die Korper [a; und [';] identisch. Trotzdem
ist nicht einfach a;=U";, weil in UA’; die Primteiler a'; enthalten sein kdnnen,
und weil diese Primteiler beim Ubergang von K’ zu K in Primteiler erster Art
iibergehen, also selbststindig werden, und nicht in a; enthalten sind. Bezeichnen
wird also das Produkt der in U’; enthaltenen Primteiler a’; mit s(¥’;) und
entsprechend das Produkt der in 9; enthaltenen Primteiler a; mit s(2(), so ist

g[i ’ %[’i

(0) s Y @)

= (3.

Es sei P ein von den ausgezeichneten Primteilern verschiedener Primteiler
erster Art von K. Die Abbildung von K auf [P] bildet auch K’ auf [§] ab, da
ja die Korper K und K’ als algebraische Korper identisch sind. Durch diese
Abbildung wird also auch ein Primteiler ' von K’ definiert. Die Korper []
und [P’] sind dieselben, aber die Primteiler § und P’ stimmen doch nicht voll-
kommen iiberein. Zuniichst ist 3’ Primteiler erster Art von K’, da § nicht zu
den ausgezeichneten Primteilern der Transformation gehort. Das Produkt der
in P enthaltenen Primteiler a; sei s(B) und das der in 9’ enthaltenen Prim-
teiler o'; sei s(P’). Die in P enthaltenen Primteiler a; werden Primteiler erster
Art von K’ und sind daher nicht in ' enthalten. Ebenso sind die in ' ent-
haltenen Primteiler o'y nicht in 9 enthalten. Daher besteht die Transforma-
tionsformel

(10) B P’

s(B) s(B)

Ist endlich ¢ ein Primteiler zweiter Art von K, der auch als Primteiler von
K’ ein Primteiler ¢’ zweiter Art ist, so gilt
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c=-7.
Bs sei
[ 52) = a9 a%i ... q%,
(11) s() = o) a2 L Qe
l s(PB) =altalr ... o
Die Divisoren, in die s(), s(2), s(B) bei der Transformation iibergehen, be-
zeichnen wir mit s [, s (Ui, s[P], setzen also
_ _%«)
s (', s

)™ )™
(2

s@ll) )™ (™

VY

Dann wird nach (9) und (10)

(12) ?I; =as (W), W=as[A], P= SS(J;,)S (W]’
Setzen wir ’ ’ ' )
9[10‘11' 91;2;' i g[a"ai —_ 91:’
WA AT =],
BAPAP AP =",
so lisst sich (12) in der Form schreiben
V. SIS NP
=0 Y=gem P

Wir nennen die in diesen Gleichungen rechts stehenden Divisoren die Divisoren,

in die Aj; Aj; B bei der Transformation dbergehen. Dagegen nennen wir a;, a;

%', B die Primteiler, die den Primteilern %, %}, B, B’ entsprechen. Ist
Q=oqa? ... aURA> ... APl PR ... B

ein Divisor von K, und ist P der P, entsprechende Primteiler von K’

nen wir

3—- 36808,

, S0 nen-

Acta mathematica. 68. Tmprimé le 12 mars 1937,
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r__ :[3 r/? ' e (X7 re ry ry &%
O =aftal gl A AR B

den L entsprechenden Divisor. Den Divisor, in den & iibergeht, erhalten wir
aus £) durch die Transformationsformeln (9}, (10) und (12).

Die Primteiler zweiter Art a; gehoren zu einer endlichen Zahl von Stellen
8, Sy, ..., & von K und die Primteiler a; zu endlichvielen Stellen S, S, ...,
Sm von K’'. Diese Stellen heissen die ausgezeichneten Stellen der Transformation.
Jeder Stelle S: entsprechen unendlichviele Stellen von K', und jeder Stelle Sy
unendlichviele Stellen von K. Gehért z. B. a; za S, so entsprechen S unter
anderen alle Stellen von K’, durch die 9; geht. Dagegen entsprechen die nicht
ausgezeichneten Stellen einander mit ihren Umgebungen eineindeutig.

§ 3. Die E-Transformation.

Wir betrachten zunichst den einfachsten Fall einer Stellentransformation,
nimlich den Fall, wo nur die Definition einer einzigen Stelle in einfacher Weise
geiindert wird. Diese Stelle sei § mit den Ortsfunktionen u, v. Statt w, v fiih-
ren wir neue Veriinderliche ein durch die Gleichungen

v
L u=4d, v=au'v, |=|=r, also || =7
u
(13) .
v
I u=u"2", v=u" —|>r also || <—
u r

Dabei bedeutet r irgendeine positive Zahl. Durch diese Gleichungen wird die
Stelle § mit ihrer Umgebung abgebildet anf unendlichviele Stellen mit ihren
Umgebungen, nimlich auf die Stellen ' =o0, v'=¢ und " =o, ' =1’ wo ¢
und ¢’ irgendzwei Zahlen sind, die den Bedingungen || < r, |¢’]| < 7! gentigen.
Die Stelle S selbst wird auf unendlichviele Stellen abgebildet, aber die Stellen
ihrer Umgebung werden eineindeutig abgebildet. Die neuen Stellen heissen
Stellen 1. Ordnung, wihrend die urspriingliche Stelle S eine Stelle o. Ordming
genannt wird. Dies Verfahren stammt von Max Noether. Allerdings benutzt er
es nur im grossen und nicht zur Auflosung nur einer Stelle. Den Kérper K
bezeichnen wir bei dieser neuen Definition der Stellen mit K'. Eine solche Stel-
lentransformation nennen wir eine [E-Transformation und die dazu entgegenge-
setzte eine E—'-Transformation. Jede von ihnen heisst eine Elementartransforma-

tzon.
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S'(u' =0, v =1) sei eine der Stellen erster Ordnung. Als Ortsfunktionen
konnen wir wihlen

w=21 J—t=yu.

Im Korper K’ wird durch A’ =0 ein Primteiler erster Art definiert, der mit 3’
bezeichnet sei, Da u=wv=o0 fiir A’ =0, so ist A im Kérper K ein Primteiler
zweiter Art, der mit a bezeichnet sei. Da g’ und also auch v fiir %' = o0 oder
a=o0, was dasselbe ist, veriinderlich bleibt, so wird in K der Primteiler a defi-
niert durch

v=1{u, %—O.
Die Eichfunktion von a ist also

A=v—1n

Wihlen wir statt S eine der durch II. gegebenen Stellen, etwa S’ =
(' =0, v"=1"), so konnen wir als Ortsfunktionen wihlen "' =2, v'—t' =4’
und dieselben Uberlegungen anstellen. Wihlt man r gross, so kann man i.a.
mit ¢’ =0 auskommen. Durch A’ =o0 wird wieder der Primteiler %’ definiert.
Der Primteiler A’ geht also durch alle Stellen erster Ordnung und nur durch
diese. Da die zugeordnete Funktion von U’ an jeder dieser Stellen A’ ist, so hat
A’ nirgends einen mehrfachen Punkt, sodass

(14) o(U) =o.

Da beim Ubergang von K zu K’ nur der eine Primteiler zweiter Art a in
einen Primteiler erster Art iibergeht, so lauten die Transformationsformeln

_g B o
a=U, NEO R ¥,
wo s(B)=a?, wenn a in P in der Potenz p enthalten ist.

Es sei |7 | <r gewihlt. Da w und v dem Korper K angehoren, so ist
A(z) eine Funktion aus K. IThr Zihler sei mit £ und ihr Nenner mit N be-
zeichnet. Da N nicht durch die Stelle S, geht, so ist s(%)=1. Ferner ist
s(@)=a. Also wird
o _An

(15) A(TI)E’U—'Iju=§E——- W

Die zugeordnete Funktion von L ist v — =, u fiir S, und 4’ (¢ — 7, + o)) fiir S".
Da A’ die zugeordnete Funktion von 9 ist, so ist £ —, + ¢’ die von £'. Diese
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ist nur dann keine Einheit, wenn # =17,. Sie ist dann . Da die Kurven ' =0
und p’'=o0 in 2’ =y’ = 0 einen Schnittpunkt haben, und A’ nur durch die Stellen
erster Ordnung geht, so ist

(16) W)=

Da % nicht durch die Stelle u = v =0 geht, so geht R’ durch keine der Stellen
erster Ordnung, sodass

(17) (@, ¥)=o.

Aus (15) folgt AL ~ N’ und durch Zusammensetzen mit A’
QU, %) + (U, )=, N,

also wegen (16) und (17)

(18) o, W)= —1.

Da das Geschlecht von 9’ gleich o ist, und da nach (14) ¢(2')=o, so wird
nach (7)

2a)—z2=—2=,AX)=,A) + &, ])
oder wegen (18)
(?’[’: Q’) =1,
wo (') die kanonische Klasse von K’ ist. Daher haben wir:
Wird durch eine Elementartransformation eine Stelle S, ¢n unendlichviele

Stellen aufgelost, so geht ein Primteiler zwester Art a in esnen Primteiler erster
Art W diber. Fiir diesen gilt

(19) #(W)=o@)=o, U, A)=,&)=—1,

wo ({') die kanonische Klasse des durch die Transformation entstehenden Korpers ust.

§ 4. Die E—'-Transformation.

Wir beweisen in diesem Paragraphen die Umkehrung des im vorigen be-
wiesenen Satzes. Zuniichst zeigen wir, dass aus den letzten der Gleichungen (19)
die ersten folgen. Da niimlich 7 (') = o0, o(A’) = o, so folgt anus der Identitdt
(7), nimlich

22 ) +20)=,A) + A, &) + 2,

dass #(A)=0WA')=o0, wenn (W, A)= ', &)= — 1 ist. Daher konnen wir
den zu beweisenden Satz in der Form aussprechen:
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A sez em Korper K, dessen kanonische Klasse (R) ist, ein Primiteiler erster
Art, der den folgenden Bedingungen geniigt
(20) LA =01/ =—1.
Dann gibt es eine Stellentransformation, die nur den Primteiler N in einen Prim-

tedler o' zweiter Art verwandelt, wéihrend im iibrigen alle Primteiler thre Art
behalten.

1. (C) sei eine regulire primitive Klasse, sodass nach I, § 3

() (€1 ={8C7 =0, [E={6}—, O+, Q=p+ 1.

1
2
Haben die ganzen Divisoren aus (€) allen gemeinsame Schnittpunkte, so sollen
diese nicht auf ¥ liegen. Ferner sei

(22) 6}=2 @,E=hr>o0.

Eine solche Klasse gibt es immer.

2. Wir bestimmen eine Klasse (&) mit den Eigenschaften:

1. (®,A) =o, sodass (G AL, A) =1,

2. {8} =3, {GUA} =2,

3. (®) und (G A7) sind regulir und primitiv, ,

4. der Schnittpunkt von % mit den ganzen Divisoren von (& ™) ist
beweglich.

Dazu gehen wir von der Klasse (€) aus und setzen
(@M = (CAY), (£ > o).

Da {C'} =0, so ist auch

{ew} —o.
Daher wird

[6] = {EW} — ;—(@ o, 62 + 2 (C, §)

oder wegen (21) und (22)
| | 0] — {gm — 1 I
(€] = {€W} 2(@,@)+ 2

(23) - {C] = (6] + {60} ~ {€} — h=pa + 1 + {€W} — {€} —h.

€, 8)—h,
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{€W} —{€} ist gleich der Zahl der Bedingungen dafiir, dass ein ganzer Divisor
aus (W) = (EA) durch A teilbar ist, da man die ganzen Divisoren der Klasse (§)
aus denen der Klasse (€A) dadurch erhilt, dass man diejenigen aufsucht, die
durch U teilbar sind. Die Zahl dieser Bedingungen ist aber hochstens gleich

U, + 1= (60, %) + 1=k,

Denn ein ganzer Divisor aus (@) muss A ganz enthalten, wenn er mit ¥ auch

nur einen Schnittpunkt mehr hat, als im allgemeinen. Daher ist

(24) {1} — {6} = h.

Aus (23) und (24) folgt
[C] < pg + 1.

Andererseits ist nach dem Riemann-Rochschen Satz

CW] = po + 1,
sodass
V] =p, + 1.
Also ist auch (E) regulir. Ferner muss in (24) das Gleichheitszeichen stehen,
sodass
(25) [} — (€} =h>o.

Daraus schliessen wir, dass die Klasse (E€™) ausser den durch ¥ teilbaren ganzen
Divisoren noch & andere linear unabhiingige enthilt, dass sie also primitiv ist.
Weiter ergibt sich aus (25), dass von den allen gemeinsamen Schnittpunkten,
die die ganzen Divisoren aus () etwa haben, keiner auf ¥ liegen kann. Wiirde
niimlich eine solche gemeinsame Stelle auf ¥ liegen, so wiirden hichstens noch
h — 1 Bedingungen dafiir notwendig sein, dass ¥ mit einem ganzen Divisor aus
(C") mindestens k= (€W, A) + 1 Schnittpunkte hat, sodass im Widerspruch zu
(25) {8W} — {€} < h — 1 sein wiirde.

Folglich ist (W)= (€¥A) wie (C) regulir und primitiv. Auch liegen etwa
vorhandene gemeinsame Schnittpunkte aller ganzen Divisoren von (€%) nicht
auf A Ist (W A)=%h—1>0, so folgt ebenso, dass (C@)==(CWY)=(CA?
regulir und primitiv ist. Dasselbe gilt von (€®), ... (E®). Ausserdem liegt
von den allen gemeinsamen Punkten, die die ganzen Divisoren dieser Klassen
etwa haben, keiner auf 9, und es ist nach (25) und den entsprechenden Formeln
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{€0} — (€} =h, (€@} —{EV} =h—1, ..., {EW} —{CrV} =,
‘also

16} = {G) + éh(h F1)> {6 =2

Wihlen wir daher (®)=(E™)=(CUA"), so erfiillt (&) die unter 2. angegebenen
Bedingungen.

3. Es sei ®, ein nicht durch U teilbarer ganzer Divisor aus (&), und es
seien ; und §, zwei ganze Divisoren aus (® A7), die U nicht in demselben
Punkt treffen. Wir setzen

O HA , HA LD

(26) w="g, 'v=fé:, @7=5j=t.

Da (H;, A) = (B A, A) =1, so geht fiir A = o die Funktion ¢ in eine Funktion
7 ersten Grades des Korpers (] iiber, und zwar in eine wirkliche Funktion und
nicht in eine Konstante, da $, und $, den Primteiler A in verschiedenen Punkten
treffen. Da 7 eine Funktion ersten Grades im Korper [U] ist, so lassen sich die
Funktionen aus [2] als rationale Funktionen von 7 darstellen. Hieraus folgt
wieder, dass 7 () =0 ist. Ferner sind die Stellen des Kiorpers oder Primteilers
A eineindeutig den Werten von 7, also den Werten zugeordnet, die ¢ an diesen
Stellen annimmt.

S; sei die Stelle, wo 9 und §, einander treffen und S eine von S, ver-
schiedene Stelle von . Die Ortsfunktionen seien i, u. Es nehme ¢ in § den
Wert £ an. Da § von S, verschieden ist, so ist ¥ endlich. &, ist an jeder auf
9 liegenden Stelle S eine Einheit, da (®,, A) =o0. Ferner ist O, bei S eine

4

Einheit. Also sind »’ und :—,— t'=t—1t bei S gewShnliche Potenzreihen von

A, u, die fir A =y =0 verschwinden, etwa

’

(27) W =P, (A ) =ak+bp+

’v—,——t'zt—-t':S,Bz(l,‘u):cl-l-d;L+

(28) by

Nach (26) ist # eine zugeordnete Funktion von 2 bei S, da ®, und £, bei §
Einheiten sind. Hieraus folgt, dass in (27) @ und & nicht beide o sind, weil ¥
nirgends eine mehrfache Stelle hat. Hs sei etwa b7 o. Dann ergibt sich pu
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aus % = B, (A, u) = o als gewohnliche Potenzreihe u=p(4) von 1. Da U in der
Umgebung von § durch «’ = o definiert wird, so ist 4, & = p(a) fiir kleines |4]
eine Stelle S(A) in der Umgebung von S, durch die A geht. Setzen wir p(2)
fiir x4 in (28) ein, so erhalten wir fiir { — ¢ eine gewihnliche Potenzreihe ¢(4)
von A, aus der sich der Wert von ¢ ergibt, den ¢ an der Stelle S(A) von % hat.
Da aber - nicht nur zu jeder Stelle von A ein Wert von ¢ gehort, sondern auch
zu jedem Wert von ¢ eine und nur eine Stelle von ¥, so muss die Reihe ¢(4)
mit dem Glied erster Ordnung beginnen. Daher ist ad — be % o und aus (27)
und (28) folgt

D, t—1t)

Do EQ@, u),

wo E eine Einheit bei S ist.

Hieraus ergibt sich einmal, dass « und ¢{— ¢, also auch «' und ¢’ von-
einander unabhiingig sind und ferner, dass sich aus (27) und (28) 4 und u als
gewohnliche Potenzreihen von #' und ¢ — ¢ ergeben. Bei S werden also 4 und u

’

eindeutige Funktionen von #  und t— ¢ =%, — ¢ und damit auch von «’ und v'.

Dasselbe gilt fiir alle Funktionen aus K, die sich ja bei S alle als gewohnliche
Potenzreihen von A, u oder als Quotienten solcher darstellen lassen. Die gleichen
Uberlegungen gelten auch fiir die bisher ausgeschlossene Stelle S;, wie man in
dhnlicher Weise zeigt, indem man «’ mit v’ vertauscht. Daher werden in einer
geniigend kleinen Umgebung von «' =1 = o0 die Funktionen aus K eindeutige
Funktionen von «' und ¢'. '

Wir wiithlen »' und ¢’ als unabhingige Veriinderliche und dazu z als inbezug
auf « und v primitive Grosse des Kérpers K; z sei so gewihlt, dass es bei
w =1 =0 ganz ist. Die rationale, den Korper K definierende Gleichung
zwischen ', v/, z' sei F(u',v’,2)=o0. Bei ' =1 =0 sei F in Faktoren zerlegt,
die rationale Funktionen von z sind, wihrend die Koeffizienten gewohnliche
Potenzreihen von «', ¢’ sind. Diese Faktoren sollen selbst nicht weiter in dieser
Weise zerlegbar sein. Ist F,(u’,¢,2z) der Faktor, der, gleich o gesetzt, die Werte
von z in der Umgebung der auf U liegenden Stelle § liefert, so muss I} in z
linear sein, da bei jeder solchen Stelle die Funktionen aus K eindeutige Funk-
tionen von ', v' sind. Somit ergibt sich aus F,=o fiir z eine gewohnliche
Potenzreihe von «,v’. Die Funktionen aus K, die rationale Funktionen von
w, v, z sind, werden demnach gewohnliche Potenzreihen von «’, v’ oder Quotienten
solcher. ‘
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Wir konnen daher «' und ¢ als Ortsfunktionen einer Stelle S’ auffassen.
Da fiir A == o sowohl %’ wie v zu o wird, so enthiilt diese Stelle S’ alle Stellen,
durch die % geht. Da v/’ =t fiir A = o veriinderlich bleibt, so wird der Prim-
teiler 9 auch durch die Abbildung o' = tu’, ' — o definiert. Es ist also A
ein zur Stelle § gehorender Primteiler o' zweiter Art mit der Eichfunktion
A=y —1tu.

Um die Beziehung, die zwischen der Stelle S' und den Stellen S auf A
besteht, einfach zu iibersehen, fithren wir an der Stelle S statt A, 4 neue Orts-
funktionen A%, u* durch die Gleichungen

A = S;Bl (l’ u)) ALL* = ;Bz (}‘a .u')

ein, wo B, und P, die in (27) und (28) vorkommenden Potenzreihen sind. Wegen
ad — be % 0 ergeben sich hieraus A und 1 als gewohnliche Potenzreihen von
A%, u*; sodass diese als Ortsfunktionen gewihlt werden konnen. Die Gleichungen
(27), (28) lauten dann

(29) w =21 =+ u).

Das gilt fiir alle endlichen Werte von ¢/, also fiir alle von S verschiedenen
Stellen von Y. Durch Vertauschen von #' mit ¢’ erhiilt man bei passender Wahl
der Ortsfunktionen A%, u* bei S, die Gleichungen

(30) w = A p* v =A%
Setzen wir in (29) A*=u, ' + u*=v und in (30) A" =@, u* =7, so erhalten
wir die Gleichungen
1. w'=u o = uv; II. v'=as v =a.
Durch Vergleich mit (13) des vorigen Paragraphen ergibt sich daher:

Die durch Einfithren der Stelle S’ statt der unendlichvielen Stellen S, durch
die 9 geht, gegebene Stellentransformation ist einer FE-Transformation entgegen-
gesetzt, also eine F~'-Transformation.

Bezeichnen wir den aus K durch diese Stellentransformation hervorgehen-
den Kérper mit K’, so entsteht K’ aus K durch eine E~'- und K aus K  durch
eine E-Transformation. Damit ist der zu Anfang dieses Paragraphen angegebene
Satz bewiesen.

4—36808. Acta mathematica. 68. TImprimé le 12 mars 1937.
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IIT. Einseitige Stellentransformationen.

§ 1. Definition der einseitigen Transformation.

Wir nennen die Stellentransformation, die den Koérper K in den Kérper K’
iiberfiithrt, esnseifzg, wenn zwar Primteiler zweiter Art des einen Kérpers in
Primteiler -erster Art des anderen tibergehen, aber keine Primteiler erster Art
des einen in Primteiler zweiter Art des anderen. '

Solehe Transformationen kénnen wir in folgender Weise erhalten. Wir
16sen endlichviele Stellen von K durch eine E-Transformation in unendlichviele
Stellen 1. Ordnung auf. Dann lésen wir endlichviele Stellen erster Ordnung
durch E-Transformationen in unendlichviele Stellen 2. Ordnung auf, usw. Machen
wir das endlich oft, so erhalten wir eine einseitige Stellentransformation und
nennen eine derartige Transformation eine Noether-Transformation. Wir wollen
zeigen, dass jede einseitige Stellentransformation eine Noethersche ist. Dabei konnen
wir gleichzeitig mehr beweisen, nimlich folgenden Satz:

Be: der Stellentransformation K — K', die micht einseitig zu sein braucht,
mogen die Primteiler op fiir k=r1,2, ..., s zu derselben Stelle S, von K, die
sibrigen zu anderen Stellen gehoren. Ferner sei

sW=1 fir k=12, ..., s.

Dann entstehen die s Primteiler erster Art '\, W, ..., W's aus den Primteilern
ay, Qg - . ., Qs durch Auflisen der Stelle S, nach dem Noctherschen Verfahren.

Den in diesem Satz angegebenen Fall konnen wir auf den Fall einer ein-
seitigen Stellentransformation zuriickfiihren durch Abinderung der Stellendefini-
tion von K in folgender Weise. Die Stelle S, geht durch die Transformation
K — K’ in die auf den Primteilern A:(k=1, 2, . . ., s) liegenden Stellen von K’
itber. Ist S eine Stelle von K’, die auf einem dieser Primteiler liegt, so ent-
spricht ihrer Umgebung in K eineindeutig ein Teil der Umgebung von §,. Das
gilt fiir alle diese Stellen 8, da nach Voraussetzung s(2':) = 1, sodass keiner
dieser Stellen S’ unendlichviele Stellen von K entsprechen. Wir kénnen daher
die Stelle S, mit ihrer Umgebung ersetzen durch die Stellen, die ihr in K’ ent-
sprechen, wihrend wir im iibrigen alle Stellen so definieren wie in K. Durch
diese Abinderung der Stellendefinition gehe K in K” iiber. Es ist dann die
Transformation von K nach K" eine einseitige Stellentransformation. Die Trans-

formation von K nach K’ kénnen wir in zwei Schritten ausfiithren, von K nach
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K” und dann von K" nach K. Bei der ersten geht nur die Stelle S, in die
Stellen der Primteiler %A'x(£==1,2,...,s) iiber, und bei der zweiten bleiben
diese Stellen ungeindert, sodass die beiden Transformationen sich gegenseitig
nicht stéren. Um Eigenschaften der Primteiler A’y (k=1, 2, ..., s) zu finden,
geniigt es daher, die Transformation von K nach K" zu betrachten.

Wir bezeichnen K" wieder mit K’', setzen also voraus, dass bei der Trans-
formation K — K’ nur Primteiler zweiter Art a; von K in Primteiler erster Art
A% von K’ iibergehen, und dass die Primteiler a; alle zu derselben Stelle S,
gehoren. Thre Anzahl sei mit s bezeichnet. Da keine Primteiler o’y und
vorhanden sind, so lauten die Transformationsformeln (9), (10) jetzt

B g o

Die Eichfunktion von aj sei

(31) ar = W',

Ak (u, v; w)

und der Grad von A in u, v sei
[A] = (Jk1, Oka).

Die Zahl der Schnittpunkte der Kurven A;(u, v; 1) =0 und Ax(«,v; tr2) =0 in
#=v=0 sei mit a;; bezeichnet. Das soll auch fiir 7 =% gelten. Es ist

(32) A = Qg; > O.

Die Matrix der a@;: bezeichnen wir mit 4. Die Gleichung

A; (M, v; ’L’il) =0
hat bei u=o0 fiir v die Losung
9

1
X _ 3.
2t b taw

— d‘l
V=0 = ag %
und die hierzu konjugierten. Setzen wir diese in A (u, v; 7xs) ein, so wird nach
der Definition der Schnittpunkte zweier Kurven bei u=v=o0

i)

A (u, vi; Tro) = uJ”E,

wo E eine Einheit bei u=o0 ist. Daraus aber folgt nach I, § 2, dass .4 genau
durch die a;r-te Potenz von ga; teilbar ist, sodass

(33) s () = a%tgli2 ... qls

8
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§ 2. Beziehung zwischen den kanonischen Klassen (®) und (') von K und K'.

Sind x,y zwei voneinander unabhingige Grossen aus K, und setzen wir
fir die Stellen S von K

(34) dedy = S dudv,

so ist, wie schon in I, § 3 angegeben, der hierdurch definierte Divisor & ein
Divisor der kanonischen Klasse (®) von K. Ebenso finden wir aus

(35) dxdy =R du’ dv’

einen Divisor & der kanonischen Klasse (R') von K'. Wihrend wir im allge-
meinen mit P’ den Divisor von K’ bezeichnen, der dem Divisor $ von K ent-
spricht, machen wir bei R eine Ausnahme. Es ist also § nicht der Divisor,
der & bei der Transformation entspricht. Ist S nicht die ausgezeichnete Stelle
Sy, 80 ist S gleichzeitig Stelle von K’, sodass wir «' = u, v = v wihlen konnen,
und & und & bei jeder solchen Stelle iibereinstimmen.

Es sei jetzt S die Stelle S, und es sei S’ eine Stelle von K', durch die der
Primteiler %A’y geht. A'; sei in & regulir, sodass die zugeordnete Funktion
A% (w',v') von A, die Form hat

Wi, v)=au + b + -,
wo ¢ und b nicht beide o sind. Ist etwa &3 0, so setzen wir
(36) Wel, vy =14, o =np.

Da sich aus (36) v' als gewohnliche Potenzreihe von # = u und 1 ergibt, so
kénnen wir 4 und g als Ortsfunktionen wihlen. Hs gehdren « und v dem
Korper K an, sodass sie sich bei S’ als gewdhnliche Potenzreihen von 2 und p
oder als Quotienten solcher darstellen lassen. Da aber der Primteiler U’y bei der
Transformation in die Stelle S,(w=1v=o0) iibergeht, und da A’; durch A=o0
gegeben wird, so miissen # und v durch positive Potenzen von 2 teilbar sein.
Es sei

(37) u:}va&.@’_@, ?):lﬂPQ(l"u)

Ql (2'7 x”l’) Q2 (}’y .u)
Hierin sind P (o, u) und @ (0, #) nicht identisch o. Sollte eine der Zahlen
Pr{0,0), Qo,0) verschwinden, so kénnen wir g, innerhalb des Konvergenzgebietes
der in (37) vorkommenden Reihen so wihlen, dass P (0, uo) 5 0, @ (0, uo) 7% 0.

v a>0, §>o0.
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Setzen wir dann p =y, + ', so werden P, und @« gewohnliche Potenzreihen
von A, ', die fiir 2=y’ = o nicht verschwinden, also Einheiten. Wir erhalten
demnach fiir u, v, wenn wir fiir ¢’ wieder u schreiben, die Darstellungen

(38) u = A% S/Bl (l: .u')v v=2# %2 ()“7 su‘)a

wo B, und P, gewShnliche Potenzreihen von A, u sind, die fiir A = u =0 nicht
verschwinden. Aus (38) ergibt sich
1 2
A=cyu® +eu* + -,

Setzen wir dies in die zweite der Gleichungen (38) ein, so folgt

e B+1 B+v
(39) v=eu*+eu® -+ - teuc + -

wo die e gewohnliche Potenzreihen von u sind. Der erste Koeffizient, der von
p wirklich abhiingt, sei e,. Fiir A= o0 geht der Kérper K’ in den Korper [U'3)
iiber. Dabei gehen # und v in o iiber, aber so, dass bei dem Grenziibergang
zwischen « und v die Gleichung (39) besteht. Das bedeutet, dass man die
Abbildung von K auf [¥'y) erhilt, wenn man

E E_—i—_l Brv—1 B+
v=¢gu*teu* + -+eu ¢ +iluc

setzt und dann # nach o gwhen lisst. Daher ist
(40) @ =20k, f+7v=71dn.
Da 1, u Ortsfunktionen fiir S’ sind, so ist bei S" wegen (34) und (35)

v _ D@y Dy Duv)
(41) Y =0 " Do) D ¥

D (u, v)
D (%, w)

Aus der ersten der Gleichungen (38) folgt, da P, eine Einheit bei S’ ist,

ou\ .. .
(53) = B

wo E, eine Einheit ist. Ferner ergibt sich aus (39), da e, der erste Koeffizient
ist, der von g wirklich abhiingt,

0'1) B+
—) =, o o= 1Bt
(0;&)“ eyt © -+ B B,y
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wo FE, nicht den Faktor 2 hat. Somit wird

Du,v)  D(uv) Dupu) (@) _ (@) rergee—
DA u) Duu) DA u) \0ul. \04 M—l L\ E,

oder wegen (40)

dp1+ dpe—1
T = )TN B

Wegen (41) folgt, dass ®'/® genau durch die (J¢1 + ¢z — 1)-te Potenz von U’y
teilbar ist. Daraus ergibt sich:

Setzen wir
(42) O = Oy + 02— 1,
(43) W =AU, . Ak =adak. .. ofs=aq,
s0 st
(44) K=/ =Ra

etn Divisor der kanonischen Klasse von K', wenn & einer von K ist.
Wir nennen U’ den kanonischen Divisor der aus S, hervorgehenden Prim-
teiler A'x und a den kanonischen Divisor der zu S, gehorenden Primieiler ay.

§ 3. Verhalten der Schnittpunktszahlen zweier Divisoren bei der
Transformation.

Die Zahlen der Schnittpunkte zweier Divisoren erster Art haben wir in I,
§ 3 definiert, sodass die Zahlen (Q,,9,) und (2',,Q,) als bekannt gelten konnen,
wenn £, O, zwei Divisoren erster Art von K und &, Q', zwei solche aus K’
sind. Wir wollen die Definition von ({Q,, £,) auch auf den Fall ausdehnen, wo
die Divisoren £; auch Primteiler a; enthalten, oder ganz aus solchen bestehen.
Dabei soll die Rechenregel (5), I, § 3 erhalten bleiben.

Da in dem hier betrachteten Fall a; = 'k, so definieren wir

(45) (s, a) = (A, Ap) = W, W) = (ar, ).

Wegen der Regel (5) gilt allgemeiner:

Sind a® und a? zwei Divisoren, die aus den Primteilern a; bestehen, und
sind AW und A'® die aus ihnen durch die Transformation entstehenden Divisoren,
go ist

(46) (aln), ql2) = (W, o),
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Diese Definition fiir die Zahlen (a;, ar) gelt aber nur fiir den hier betrachteten
Fall der eimseitigen Stellentransformation. Im allgemeinen Fall werden wir sie
durch eine andere ersetzen. (Vgl. IV, § 2))

£ sei ein Divisor erster Art von K. Er gehe bei der Transformation iber
in *=90's[Q), wo £ der Q entsprechende Divisor ist. Da qa; und %; ein-
ander entsprechende Primteiler sind, so geht K bei der Abbildung a;=o0 in
denselben Korper iiber wie K’ bei der Abbildung U’; = o, niimlich in den Korper
[A';] nach der oben eingefiihrten Bezeichnung. Die Klasse (Q) geht fiir a;= o
in dieselbe Klasse (q) iiber wie die Klasse (0°) fiir A’; = o, da die Divisoren
2 und Q° einander gleich sind. Nach I, § 3 ist die Ordnung [q] von (q) gleich
A5, O%). Wir setzen jetzt fest, dass auch (a;, )= [4] sein soll, sodass

[a].

[

(47) (a:, Q) = (A4, DY)

An der Stelle Sy, zu der a; gehort, sei

wo G und H gewdhnliche Potenzreihen von u, v sind. Fiir q; =0 geht nach I,
§ 2 £ iiber in eine Konstante oder in eine rationale Funktion von z;. Das
heisst aber, die Klasse (q) ist die Hauptklasse des Korpers [a;], so dass [q] = O ist.
Nach (47) ist daher

(a;, Q) = (A, Q%) = (Wi, Q' s [Q]) = 0.

Wegen der Regel (5) folgt hieraus, wenn a) irgendein aus den Primteilern qy
bestehender Divisor, '™ der aus ihm durch die Transformation hervorgehende
Divisor und & ein Divisor erster Art von K ist,

(48) (), Q) = AW, @) = AW, Qs [Qf) = o.

Es sei P ein Primteiler von K und P’ der ihm entsprechende Primteiler
von K'. Die Klasse (Q) geht fiir $ = o in dieselbe Klasse (q) iiber wie () fiir
P’ =0, da K fiir P =0 in denselben Korper itbergeht, wie K’ fiir P’ = o, sodass

(49) (B, 0) = (B, 9% = (¥, 2" [Q)).

Ist B kein Primteiler, sondern ein Divisor erster Art, etwa

A ok 2
B =P ... B
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wo die %P; Primteiler sind, und entspricht $’; dem Primteiler %;, so ist nach (49)
(i, Q) = (B, D).

B =B BB
(B, 0) = D\ 4 (B, Q), (B, 07) = D 4(P's, D),

Da aber

so folgt, dass (49) auch gilt, wenn P ein Divisor erster Art ist.
Da s[®]" nur Primteiler %'; enthilt, so ist nach (48)

(s[B]', Q) =o.
Aus (49) folgt also wegen B* =B’ s[P]
() (B, ©) = (B, ©7) + (s[B], 0 = (B*, ).

¥, und ¥, seien irgendzwei aus Primteilern erster Art und aus den Prim-

teilern a bestehende Divisoren von K, etwa
T, =48,0", T,=20,a",

wo in a? die in T; vorkommenden Primteiler a; zusammengefasst sein sollen.

Der aus a® durch die Transformation entstehende Divisor sei U'®, sodass

T,=T=01AD, T,=T;=90;A".
Wegen (48) ist
(zlr (3:2) = (Ql’ Q'2) + (a(l)) a(2))1

(T1, T = (01, 07) + (A0, A'®),
also nach (46) und (50)
(zl, <'3:2) = (Etv %:)
Damit haben wir den Satz:
Sind X, T, irgendzwer Divisoren von K, die aus Primteilern erster Art und
den Primtelern i bestehen, und sind T: und T: die Divisoren von K', in die T,
und Ty bes der einseitigen Transformation K — K’ dibergehen, so ist

(SI) (ila EZ:2) = ((I: i:)'

Ist ferner Q ein Divisor erster Art von K, oV ein aus den ar bestehender Divisor,
und gehen bei der Transformation K — K’ die Divisoren ., alV) in QF, A'W dber,
s0 ist

(52) (W, Q) = (AW, O%) = o.
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Im besonderen folgt aus (44)
(53) (&, &)= (], &) + (q, q).

Die Zahl der Schnittpunkte zweier Primteiler erster Art 5, und B, von K
bleibt also im allgemeinen nicht erhalten. Sind nimlich %', B’; die B, B,
entsprechenden Primteiler, und ist s(§;) = a¥, so wird

(%1, B's) = (B, By) + (o, a®).

Der Divisor a? ist dann und nur dann von 1 verschieden, wenn B; durch die
Stelle S, geht. Daher ist immer (F';, B’y = (P;, P;), wenn nicht beide Prim-
teiler PB; durch S, gehen. Durch die Transformation ist die Stelle S, in die
Primteiler A'; aufgelost. Die Zahl der Schnittpunkte, die P, und P, auf den
Primteilern A’; haben, kann aber hochstens kleiner sein als die Zahl der Schnitt-
punkte von B, und B, in §,. Daher ist (a¥, a®) =< o0. Man kann nach einem
Satz von M. Noether durch eine Folge von E-Transformationen die Stelle S, im
besonderen so auflosen, dass der P, P8, entsprechende Divisor ', P’y an keiner
der aus S, hervorgehenden Stellen einen mehrfachen Punkt hat. In diesem
Falle haben %', und §’, iiberhaupt keinen Schnittpunkt auf den aus §, hervor-
gehenden Primteilern A';, sodass dann — (al), a/?) die Zahl der Schnittpunkte
von B, und Py in S, ist.

§ 4. Beziehungen zwischen den a; und (a:, az).
Wir setzen
(54) aes = ap = — (a;, ar) = — (A%, A%).

Da fiir ¢ 5% L die Primteiler A’; und %'z voneinander verschieden sind, so ist
(55) wr=o fir ¢k

Die quadratische symmetrische Matrix der a;; bezeichnen wir mit a, die der in
§ 1 definierten Zahlen a;; mit . Wir wollen beweisen, dass a und a zueinander
reziprok sind, dass also

(56) : aa=qaa=1.

Den Zihler der Eichfunktion A;(u,v;s;), die ja als rationale Funktion von

#, v eine Funktion aus K ist, bezeichnen wir mit P;(z;), sodass Ai(u, v; %) die

zugeordnete Funktion von %;(r) bei S, ist. Daher ist der Beitrag, den die
5-—-36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 13 mars 1937.
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Stelle S, zu der Zahl (B; (7)), Br(zx2)) der Schnittpunkte der Divisoren P;(z:1)
und P (zx2) liefert, gleich der Zahl der Schnittpunkte der Kurven A4, (u, v; 7:1) = o,
Ap (u,v; ta) =0 in S,, also nach III, § 1 gleich a;;. Bezeichnen wir durch den
Index o, dass nur der Teil einer Grosse gemeint ist, der von S, herriihrt, so ist

(57) air = (Pi (w1), Br (zr2))o-
Ferner folgt aus (33) -
s (PBi(m) = at# @ . .. a®l

Ist also P';(z;) der P:(z) in K’ entsprechende Divisor, so ist
(8) B (m) = WA AR (w) = P (z1) s [Bi ()]
Da die Funktionen A;(zx:) und Ay (zs) denselben Nenner haben, so ist

R—= Ak (T11) — PBe (71) _ B’ (z11)
Ar(tr2)  Prlree)  PBrlmeo)

(59)

b

wo R zur Abkiirzung eingefiihrt ist. TFiir ¥'x = ax=o0 wird nach (2), I, § 2

60 lim (R) = % — %1,

( ) n,:gi( ) Tk = Tk2

Wegen (59) kann die Nullstelle z;; dieser Funktion nur von einem Schnittpunkt
von Pk (zx1) mit A’ herriihren, sodass

(61) (W, R=1
Nach (52) ist (s(P:(7:1)), B (o)) = 0, also, da die in s(P;) enthaltenen Primteiler
-ax alle zu S, gehoren, auch (s(Pi(zi1)), Pr(wea))=0. Aus (57) folgt daher

air = (Pi (2:1), Pee(zx2))y = ( ?;gl('{;:z)) SBk('rn))

= (B's (ma), LR U2 AP (2,

also
' (62) air = alk(%['l, s.B’z) + -+ aik(%['i, S.B’l) + - 4 ask (@['s, s,B'l) -+ (?B’i, ﬂs’k)o.

Bei den Grossen (2, P';) konnen wir den Index o fortlassen, da die U’; nur
durch Stellen gehen, die aus S, entstehen. Da a.s > 0 und nach (61) (A's, ') >o,
alle anderen in (62) vorkommenden Grossen aber nicht negativ sind, so folgt
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Io fiar & # 1,
lI fir k=71,

(B (z1), B'alzra))y = 0.

Da (az, Bs) = W%, B':s[P]) = o nach (48), so folgt aus (58) mit Beachtung
von (54) und (63)

(63) (QI,k, S"B Z

o fir 7 # k,

(64) ;1 Q1r + @iz Qox + -0+ Qi Qe = o
1 fir ¢ = k.

D.h. aber, es ist, wie behauptet, aa =ae¢=1. Da « und a ganzzahlig sind,

so sind die Determinanten |a| und |a| ganze Zahlen. Ferner folgt noch, dass
Jal=|a]= £ 1, da nach (64) |a||a]=1 ist. Wie wir spiiter sehen werden, ist
(65) lal=]a]= + 1.

Aus (64) ergibt sich, da alle a;: > o sind und ferner a;; < o fiir ¢ # k,

(66) (gr = O.

§ 5. Eigenschaften der Zahlen a;y.

Wie wir in I, § 2 gesehen haben, sind die Stellen der Koérper [a:] = [
eineindeutig den Werten von t; zugeordnet. Nach (63) hat A’y mit P’ (z11) einen
Schnittpunkt, der wegen (60) bei 7, = 71 liegt, der also mit =;; veriinderlich ist.
Daher kann 'y keine mehrfachen Punkte haben, sodass

0'(%['15) ==
Da ferner das Geschlecht von U'; gleich o ist, so folgt nach (7)

(67) U, A ) = —

oder wegen (44)
(ag, ara ) = — 2
und wegen (m, &) =o

(ax, aga) = (Ws, A W) =
Unter Benutzung der Bezeichnungen (43) und (54) folgt, wenn wir noch setzen
k= 2 — Q(kx,

(68) 61 i + 62 agr + - + ds Ask = Ck.
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Verstehen wir unter d und ¢ die einzeiligen Matrizen
d::(611 627 RS} dv5‘)1 C:(Cl, Cay -+ 4 cS)a

s0 konnen wir (68) in der Form
da=c

schreiben, woraus durch Rechtsmultiplikation mit a folgt
d=ca.

Hieraus konnen wir eine sehr wichtige Folgerung ziehen. Da nidmlich
0r > 0, air > 0, so folgt, dass nicht alle c; negativ sein kénnen. Es gibt daher
mindestens ein 1 so, dass ¢ =2 —a;;>0 oder a;;<2. Da aber nach (66)
22> 0, 80 muss az;==1 sein. Daher ist (A';, A'})= — azs= — 1 und damit
wegen (67) (A2, &)= —1. Also:

Unter den Primteilern %A’; gibt es mindestens einen ';, fiir den

Wz W)=—1, W2 &)=—1

Hieraus folgt nach II, § 4, wenn wir die Bezeichnung so gewihlt anneh-
men, dass A =s:

Durch eine E—!Transformation konnen wir K’ in einen Korper K;—, trans-
formieren, sodass ; in einen Primteiler zweiter Art iibergeht, wiihrend sonst
kein Primteiler seine Art andert. Die Transformation, die von K zu K,—; fithrt,
ist eine Stellentransformation, die die s — 1 Primteiler a,, a,, ..., 0;—1, die zur
Stelle S, gehoren, in Primteiler erster Art iiberfiihrt, wihrend kein anderer Prim-
teiler seine Art édndert. Folglich gelten dieselben Schliisse wie bei der Trans-
formation von K zu K', und es gibt bei passender Wahl der Bezeichnung eine
E—'Transformation, die A';—; in einen Primteiler zweiter Art verwandelt und
sonst die Art von keinem Primteiler dndert. Durch diese Transformation gehe
K;—, in K, iiber. Die Transformation von K zu K, ist wieder eine ein-
seitige Stellentransformation, die die Primteiler a,, a,, ..., G;—s in Primteiler
erster Art verwandelt. In dieser Weise konnen wir fortfahren und erhalten:

Wir kinnen den Korper K in den Kirper K' durch E-Transformationen ver-
wandeln.

Damit sind die in § 1 angegebenen Sitze bewiesen.
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§ 6. Die einseitige Stellentransformation.

Auf den Fall der einseitigen Stellentransformation gehen wir noch genauer
ein. Die Primteiler a;, a;, ..., a; mogen zu den Stellen S;, Sy, . . ., Su—1 gehoren.

Wir setzen wieder
((Ii, (Ik) = (%[li, %l’k) = — Q.

Gehoren a; und a; zu zwei verschiedenen Stellen S;, etwa zu S, und §,, so kon-
nen %’; und U'; keinen Schnittpunkt haben. Hitten sie nimlich einen, etwa in
8, so miisste S’ beim Ubergang von K’ zu K sowohl in S, wie in S, iibergehen
da alle Stellen von %’; in S, und alle von ' in 8, transformiert werden. Das
wire aber nur dadurch moglich, dass ein zu S gehdrender Primteiler zweiter
Art von K’ in einen durch S, und S, gehenden Primteiler erster Art von K
iberginge. Da nach Annahme derartige Primteiler nicht vorhanden sind, so ist
immer a;; =0, wenn q; und a; zu verschiedenen Stellen gehéren. Die Matrix a
zerfillt also in soviel Matrizen, wie es Stellen S; gibt. Diese Teilmatrizen seien
al®, a® ..., oV und zwar gehére a® zu S;. Die Matrix a, die zu der Stelle
S, gehdrt, sei mit al® bezeichnet, und es bedeute jetzt @ die aus den Matrizen
o™ zusammengesetzte Matrix. Fiir jede der Stellen S; gelten die fiir die Stelle
S, angestellten Betrachtungen. Daher ist

a¥a® =1, also aa=1.

§ 7. Noch einmal die Elementartransformation.

Wir betrachten zunichst noch einmal die Elementartransformation. K gehe
durch eine solche in K’ iiber. Der Primteiler zweiter Art von K, der in einen
Primteiler erster Art von K’ iibergeht, sei mit a, bezeichnet, und der ihm in K’
entsprechende Primteiler mit U’,. Die Stelle von K, zu der er gehort, sei S.
Nach II, § 3 ist die Eichfunktion von g,

Ay=u— 7,0,
sodass
0oy =0 =1, Oy=10p + g —1=1, @y =1.

Der zu a, gehorende kanonische Divisor ist daher

0= = q, = ',
Ferner wird nach (44) und (53)
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(69) K=aR=AR, (&, &)=(® &) + (0, 0a)
= ('@: 'Q) + ((10, ao)-

Nach II, § 3 ist (a,, ap) = (Ao, A'y) = — 1, sodass a, = 1. Die Matrizen @ und a
bestehen hier aus nur je einem Element, und zwar ist

A=y =1, 0=0y=I.

&, f)=@® & —1.

Aus (69) folgt

B und £ seien zwei Primteiler erster Art von K und P’ und £ die ihnen
in K’ entsprechenden Primteiler. Wir betrachten wegen spiterer Verwendung
einige besondere Fille.

1. P und & gehen nicht durch S, sodass s(B)=s(Q)=1. Dann ist
B=%, 0=90, (B, B)=(B B, B, 92)=(B 9

und wegen (q,, B)=10
(S'B,a %[lo) = 0.

2. ‘B gehe einfach durch S und £ gehe nicht durch S, sodass s(P)= a,,
s(Q)=1. Dann ist
P_g g-w, n-g.

05
Wegen (a5, B) = (a5, Q) =0, (a,, ap)= — 1 folgt

(B, ) =B, B)—1, (®,0)=(B,Q), (P, U)=1

3. B uhd £) moégen beide einfach durch S gehen, dort einen Schnittpunkt
haben und sonst keinen, sodass s(P)=s(Q)=1q,, (B, Q)=1. BEs wird
P_g, D_g, poww o-w,
a a
also

(;'B,v }Df’) = (SBa Q) + (aOy aO) =I1—1== 07
(B, A=, Ay =1.
Fassen wir zusammen, so haben wir:

Der Korper K werde durch eine E-Transformation, bei der der zur Stelle
S gehorende Primteiler zweiter Art a, in den Primteiler erster Art %', iibergeht,
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in K’ transformiert, sodass a,=';, B und £ seien zwei Primteiler aus K.
Die ihnen entsprechenden Primteiler aus K’ seien ' und £'. Dann gilt:

1. P=P, wenn P nicht durch S geht.

2. B=A,P, wenn P einfach durch S geht.

3. (P, 9)=(B,Q), wenn auch nur einer der Primteiler P und Q
nicht durch § geht. ,

4. (B, W,)=o0 oder 1, jenachdem P nicht durch S oder einfach durch
S geht.

5. (P, 0)=o0, wenn P und £ in S einen einfachen Schnittpunkt
haben und sonst keinen.

6. Der Grad der kanonischen Klasse wird um 1 vermindert.

§ 8. Wie die Primteiler %', der Reihe nach entstehen.

Wir kehren zur allgemeinen einseitigen Stellentransformation zuriick. Wie
wir in § 5 gesehen haben, konnen wir K in K’ durch ¢ der Reihe nach ausge-
fithrte ZF-Transformationen tberfithren, wenn ¢ die Zahl der Primteiler zweiter
Art ist, die in solche erster Art verwandelt werden. Da bei jeder der Grad der
kanonischen Klasse um 1 vermindert wird, so wird er im ganzen um ¢ kleiner.
Daher haben wir:

Gehen bei einer einseitigen Stellentransformation, die den Korper K in K’
iberfiihrt, o Primteiler zwester Art von K in Primteiler erster Art von K’ diber, so
ist der Grad der kanonischen Klasse von K' wm o kleiner als der der kanowischen
Klasse von K.

Durch Vergleich mit (53) folgt noch:

Ist a =" der kanonische Divisor, der zu den Primteilern ap= W'y gehort, be-
steht also zwischen den kanonischen Klassen (R) und (R') von K und K' die Be-
ziehung R = a8, so st

(70) (q, )=, A= —o0.

Fir das folgende nehmen wir wieder an, dass die Primteiler a; alle zu der-
selben Stelle S, gehoren. Wir verfolgen, wie diese Stelle der Reihe nach durch
E-Transformationen aufgelost wird.

1. Es geht durch die erste E-Transformation ein Primteiler a, in einen
Primteiler AP iiber. Dadurch gehe K in K, iiber. Die Matrix a besteht aus
einem Element a,, = 1.
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2. Durch die zweite E-Transformation gehe K, in K, iiber. Der Primteiler
zweiter Art a, von K, werde zu einem Primteiler erster Art A? von K, Er
ist auch Primteiler zweiter Art von K. Als solcher sei er auch mit a, bezeich-
net. Die Stelle S von K|, zu der a, gehdrt, muss auf AV liegen, damit a, als
Primteiler von K zu S, gehort. Da AV nur einfache Stellen hat, so geht AW
einfach durch S8%. Der Primteiler, der AY in K, entspricht, sei A?. Nach § 7,
wo W,=9UP, P=AY zu wihlen ist, ergibt sich

AW = AD AP, (AP, AY) =AY, AY) — 1 = — 2,

P, A =1, (P, AP = — 1.
Da fiir deﬁ Ubergang von K zu K, gilt
ap = — (o, ) = — (AP, AY),
) — [ 2 — 1]_
—1 I

3. Durch die dritte E-Transformation gehe K, in K, iiber. Die Stelle S®
von K, die aufgelost wird, muss auf AP oder auf AP liegen, damit der Prim-

8o wird

teiler zweiter Art a,, der in einen Primteiler erster Art A® iibergeht, als Prim-
teiler von K zu S, gehort. Wir miissen zwei Fille unterscheiden.

Fall 1. S® ist nicht der Schnittpunkt von A und UAP. Es liege etwa
S8 auf AP. Dann geht AP nicht durch' S und P geht einfach durch S,
da AP keine mehrfachen Stellen hat. Die Primteiler, die den Primteilern Y2
und AP in K, entsprechen, seien A® und AP. Nach § 7, wo W', = A zu setzen
ist, wird '

AG = YD, AR = A YW,
(AP, AD) == (AP, AY), (AP, AP) = (AR, AY),
(9, ) —o, (A, AY) = (UL, AP)— 1 = — 2,
(o, W) =1, (0, W)= — 1.

Setzen wir also

Y = — (U, AP,

[3

so wird jetzt die Matrix a gleich
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2 —1 o
a®=1—1 2z —1
o —1 1

Wiirden wir S® auf %A® gewiihit haben, so hiitten wir erhalten

3 — 1 — 1
a® = — 3 1 ol
{—1 o 1

Fall 2. Es sei 8? die Stelle, wo A und AP einander treffen. Nach § 7
geht durch die Transformation dieser Schnittpunkt verloren, und der Primteiler
AB schneidet AP und AP in je einem Punkt. Ferner wird

(A, A= (P, W) — 1, i=

13

also
3 o —1)
al®) = o 2 —1
—1 —1 1

4. In dieser Weise konnen wir fortfahren. Es seien 1 — 1 FE-Transforma-
tionen ausgefithrt. Dadurch sei der Kérper K in K;—, iibergegangen. Die Prim-
teiler a;, ag, . .., a1 seien zu Primteilern erster Art geworden, und zwar a; zu
A1, Die nichste E-Transformation fithre a; in AP iiber. Dabei entstehe aus
K;—; der Korper K;. Die Primteiler, die den Primteilern A*~? entsprechen,
seien AP, Die Stelle, zu der q; in K;—; gehort, sei S,

In den bisher betrachteten Fillen gilt:

a. Die Zahlen aol¥ sind fiir ¢ # k entweder o oder — 1. Die Primteiler 3
und A haben also fiir ¢ & hochstens einen Schnittpunkt.

b. Die Zahl dieser Schnittpunkte ist ¢ — 1.

¢. Die Primteiler A® und A schneiden einander nicht, wenn A® und
A beide A treffen. (¢ = 3).

Wir nehmen an, dass a. b. ¢. fiir e=3, 4, ..., A — 1 gelten und zeigen,
dass die Higenschaften avch fiir ¢ = 4 bestehen. Dabei unterscheiden wir zwei
Fille.

6-—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 13 mars 1937.
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Fall 1. S0~1 liegt auf nur einem der Primteiler A%, etwa auf APD.
Da die A nur einfache Punkte haben, so geht AY—Y einfach durch S¥—Y. Nach
§ 7 folgt fiir ¢~ £

7o) (99, AH) = (U, )
und ferner
(72) gy — [0 T i=12 . 2—2,

|1 fiir ¢=24— 1.

Hieraus folgt, dass die Eigenschaften a., b., ¢. erhalten bleiben.

Zu a. Es ist a® =0 oder — 1 fiir ¢ #~ k.

Zu b. Die Zahl der Schnittpunkte je zweier verschiedener der Primteiler
A ist nach (71), (72) um 1 grosser als die je zweier verschiedener der Primteiler

A4~Y. Es kommt der Schnittpunkt zwischen A und AP hinzu. Die Anzahl

ist daher 2 — 1, da sie nach Annahme fiir ¢ = A — 1 den Wert 4 — 2 hat.
Zu ¢. Wegen (71) kénnte die Bigenschaft c¢. nur verloren gehen, wenn der
Primteiler A mindestens zwei der anderen Primteiler AX treffen wiirde. Nach

(72) schneidet er aber nur einen.

Fall 2. 8% ist Schnittpunkt zweier der Primteiler A%V, etwa von AP
und YYD, Diese beiden Primteiler haben nach Annahme a. in S#~V einen ein-

fachen Schnittpunkt. Ferner kann wegen der Annahme c. keiner der anderen
Primteiler A~V durch S*~) gehen. Nach § 7 folgt, dass

(73) AL, QW—)-‘_’) = (QI/ 1 QIEIA—_‘)]) I =0,

wihrend im iibrigen

(74) (AB, APy = (AG, G fiir 4 £ k=1, 2, ..., L —2.
Ferner ist

(75) (W, 90 = Iofurz~1 2, ..., A—3,

lI fir e=21—2, A—1.

Es bleiben auch hier die Eigenschaften a. b. c¢. erhalten.
Zu a. Fir diese Eigenschaft folgt das aus (73), (74), (75).
Zu b. Der Schnittpunkt von A=Y und AY—! geht verloren. Dafiir kom-
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men die beiden Schnittpunkte von AP mit AP und AX, neu hinzu. Die Anzahl
wird also um 1 vermehrt.

Zu c. Diese Eigenschaft kann wieder nur dadurch verloren gehen, dass AP
zwei Primteiler trifft und diese sich auch schneiden. Es trifft hier zwar AP
zwei Primteiler, niimlich %?  und AP, aber diese schneiden sich nicht.

Hiernach geht die Matrix a*~? in folgender Weise aus der Matrix al®¥ hervor.

Man addiere die letzte Zeile von al* zu der oder zu den beiden Zeilen von
a#, die in der A-ten Spalte — 1 enthalten. Dadurch wird — 1 wegen a{¥) =1 in
o verwandelt. Dann lasse man die A-te Zeile und Spalte fort. Die entstehende
Matrix der Ordnung 4 — 1 ist a1,

Hieraus ergibt sich noch, dass die Determinanten der Matrizen o alle
einander gleich sind, also alle gleich + 1, da 2z B. |a®|= + 1. (Vergl. I1I, § 4.)

§ 9. Eine geometrische Veranschaulichung der Primteiler %'s.

Die Primteiler A, konnen wir uns in der Weise veranschaulichen, dass wir

jeden durch eine Strecke darstellen, die wir mit ElTk bezeichnen. Im folgenden
bezeichnen wir der Ubersichtlichkeit wegen die Primteiler A alle so wie den

Primteiler, in den sie schliesslich iibergehen, also mit %A’;.. Wir beginnen mit
%,. Da A, aus einer Stelle von ', entsteht, so lassen wir ¥, in einem inneren
Punkt von %, beginnen. Geht A's aus einer Stelle von A, oder A’; hervor, aber
nicht aus ihrer Schnittstelle, so lassen wir U, in einem inneren Punkt von A,

oder %, beginnen. Entsteht aber %, aus dem Schnittpunkt von ', und 'y, so
geht dieser Schnittpunkt verloren, wihrend %', mit U’; und A’; je einen Schnitt-

punkt hat. Wir lésen daher die Verbindung zwischen 9, und ¥, und stellen
durch die Strecke ¥, eine neue Verbindung her, sodass ¥, von einem inneren
Punkt von ¥, nach einem Endpunkt ¥, geht. In dieser Weise konnen wir fort-
fahren. Wir haben jedes Mal entweder an einem inneren Punkt einer Strecke
9, eine neue Strecke ﬁ(g anzufiigen, oder die Verbindung zweier Strecken ., ﬁp
zu losen und eine neue Strecke zwischenzufiigen. Diese eingefiigten Strecken
nennen wir Strecken zweiter Art, die anderen erster Art. Ist der Schnittpunkt
von 9, und ﬁp Endpunkt jeder dieser Strecken, so beginnt die neue Strecke in
einem Endpunkt von ¥, und endigt in einem von @[75. Als Veranschaulichung
der Primteiler %', erhalten wir so einen Graph, der in topologischem Sinne ein
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Baum ist. Daraus ersehen wir, dass die Primteiler %', durch Schnittpunkte zu-
sammenhiingen, dass aber dieser Zusammenhang so gering wie moglich ist. Lost
man auch nur eine Verbindung, so zerfillt der Graph. Aus diesem kann man
ohne weiteres die Zahlen (A';, A'y) fiir ¢ % % entnehmen. Aber auch die Zahlen
(A';, A';) kann man aus ihm ablesen, und zwar in folgender Weise.

Die Strecken zweiter Art bilden Streckenziige, sodass jede solche Strecke
zu einem bestimmten Zug gehort. Ein solcher Streckenzug kann auch aus nur
einer Strecke bestehen. Der eine Endpunkt eines derartigen Streckenzuges ist
innerer Punkt einer Strecke erster oder zweiter Art, der andere Endpunkt einer
Strecke erster Art. Ein solcher Streckenzug — er heisse 2 — sei

727[111 Vﬁlg, « ey 2[]. .

§

Die Strecken, die hierdurch verbunden werden, seien U;, und ; .., und zwar
beginne %; in einem inneren Punkte von ¥;, wihrend der Endpunkt von U

mit dem Anfangspunkt von ﬁ;s +1 zusammenfalle. Wir ordnen z und jeder Strecke

von 2z eine Zahl zu, Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Strecken mit
ihrem Index. Beim Entstehen des Graphs wurde zuerst die Strecke i;.; an die
Strecke 1, angefiigt, wodurch (U;, A'z) um 1 kleiner wurde, und dann wurden
die anderen Strecken eingeschoben. Von den Zahlen A; ist daher 2, die kleinste
und A;4; die zweitkleinste. Von den iibrigen sei A, die kleinste. Dann wurde
A. zwischen A, und As41 eingeschaltet, wodurch (A'z, A’';) wieder um 1 kleiner

wurde. Die kleinste der Zahlen 1,, Z,, . .., Ae—1 sei 5. Dann wurde Zg zwischen
4, und A, eingeschoben, wodurch wieder (s, %'3,) um 1 verkleinert wurde. In
dieser Weise fahren wir fort. Die Anzahl der Zahlen A;t1, 4o, 4, ..., die wir
so erhalten, sei »(z). Durch den Streckenzug z wird dann (%', ;) um »(2)
kleiner. ;

Jetzt betrachten wir die Strecke A, (0 < % =<s). Unter den Zahlen Az—,
Mg, .. Ay sei Ao, und unter den Zahlen Ari1, A+, ..., As+1 sei Ag, die erste,

die kleiner ist als 4. Bei der Entstehung des Graphs ist dann die.Strecke
zwischen die Strecken Ao, und s, eingeschoben. Dann ist zuniichst (A, Ay)=—1.
Die kleinste der zwischen A, und A; liegenden Zahlen A; sei 4., und die kleinste
zwischen A: und Ag sei Ag. Die Strecke i, ist dann zwischen den Strecken A
und A, und die Strecke Ag, zwischen den Strecken A; und A5, eingeschaltet. Durch
jeden dieser Vorginge ist (A, 'y) um 1 verkleinert. Die kleinste der Zahlen
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4; zwischen ,, und A sei 1,, und die zwischen A; und g, sei Ag,. In dieser Weise
fahren wir fort. Die Anzahl der Zahlen o, @, ..., 8, B - .. die wir so er-
halten, sei mit »(A) + 1 bezeichnet. Tiir den Fall, dass A; eine Strecke erster
Art ist, sei v(Ax) = 1 gesetzt.

Dann gilt:

Von der Strecke %, mogen von inneren Punkten n Strecken erster Art und
r Streckenziige zweiter Art z;, 2,, ..., & ausgehen. Dann ist

We, W)=~ +9(z)+ - +v(e) + v(e)).

§ 10. Vollkommene Systeme von Primteilern erster Art.

Wir nennen eine Gesamtheit von Primteilern erster Art, die durch Auf-
16sen von endlichvielen Stellen nach dem Noetherschen Verfahren entstehen, ein
vollkommenes System von Primteilern erster Art. . Ein solches kann auch aus einem
einzigen Primteiler bestehen. Diesen nennen wir dann einen vollkommenen Prim-
tesler. Nach II, § 3 und § 4 gilt:

Ein Primteiler erster Art B ist dann und nur dann vollkommen, wenn

(B, B)=(B, &) =—1.

Ein vollkommenes System von Primteilern besteht aus soviel Teilsystemen,
wie Stellen aufgelost sind. Ehe wir angeben, woran man erkennen kann, ob ¢
Primteiler erster Art ein vollkommenes System bilden, leiten wir noch eine Eigén-
schaft der Teilsysteme her. Ein Teilsystem bestehe aus den s Primteilern ',
Wy, ..., A's. In § 8 haben wir gesehen, wie die Primteiler A’y der Reihe nach
durch s E-Transformationen entstehen. Die Eigenschaft, um die es sich handelt,
ist die, dass sich diese Primteiler durch s E‘l-Transformaﬁonen in Primteiler
zweiter Art verwandeln lassen. Das wollen wir etwas genauer ausfiihren, wobei
wif die Bezeichnungen des § 8 benutzen.

Nach § 5 gibt es unter den Zahlen az;= — (A';, A's) mindestens eine, die
gleich 1 ist. Hs sei etwa as;s= 1. Dann lisst sich A’y durch eine E—-Trans-
formation in einen Primteiler zweiter Art verwandeln. Die Primteiler, die hier-
bei den UA’x entsprechen, seien AL, Nach § 8 erhalten wir die zu den AP~
gehbrende Matrix oY, indem wir die s-te Zeile von a zu den Zeilen addieren,
wo in der s-ten Spalte — 1 steht, und dann die s-te Zeile und Spalte fortlassen.
Sind die Primteiler durch Auflésen einer Stelle aus Primteilern zweiter Art ent-
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standen, bilden sie also ein vollkommenes System, so ist auch in a*~! eine der
Zahlen af7V gleich 1, etwa af7V, . Dann kann U7V durch eine E—'Trans-
formation in einen Primteiler zweiter Art verwandelt werden. Dies Verfahren
muss sich fortsetzen lassen, bis die U’ alle in Primteiler zweiter Art verwandelt
sind, und es lidsst sich soweit fortsetzen, wenn die der Reihe nach entstehenden
Matrizen a2, ¢¥—2 .. immer wieder die Eigenschaften von a haben, vor allem
mindestens ein Diagonalelement enthalten, das 1 ist.

Damit haben wir den Satz:

Die Primteiler erster Avt W', W, . . ., o bilden dann und nur dann ein vollkom-
menes System, wenn sie folgenden Bedingungen geniigen. Dabes sed (s, Wi)=—ax
gesetzt, und a sei die Matrix der ;.

1. #( W) =0 =0.

2. Sie zerfallen in Gruppen derart, dass kewn Primiedler einer Gruppe einen
aus eimer anderen trifft. Sie kinnen auch aus nur einer solchen Gruppe bestehen.

3. Die Primteiler einer Gruppe hingen durch Schuittpunkte miteinander zu-
sammen.

4. qr=o0 oder a;r=—1 fiir ¢ #k.

5. ;> 0, und mindestens ein a;; ist gleich 1.

6. Ist Gue=1 und leitet man aus a eine Matrix a* der Ordnung ¢ — 1 in
der Weise ab, dass man die a-te Zeile von a zu denjenigen Zeilen addiert, in deren
a-ler Spalte — 1 steht, und dann die a-te Zeile und Spalte fortlisst, so hat a* wieder
die Eigenschaften 1. bis 6.

Mit dem hier eingefithrten Begriffe des vollkommenen Systems kénnen wir
die in § 5 und § 6 bewiesenen Sitze in folgender Form aussprechen:

Die Primteiler erster Art W'y, W, ..., Wy lassen sich dann und wur dann
durch eine einseitige Stellentransformation in endlich viele Stellen verwandeln, wenn
sie ern vollkommenes System bilden.

Gehen bei einer einseitigen Stellentransformation die Primtesler zwester Art
a5, Uy, - .., G 20 solche erster Art iber, so bilden diese ein vollkommenes System.

Besteht ein vollkommenes System aus Teilsystemen, die nicht durch Schnutt-
punkte verbunden sind, so ist jedes dieser Tetlsysteme ein vollkommenes System.

Jedes vollkommene System enthdlt mindestens einen vollkommenen Primieiler.

Es sei darauf hingewiesen, dass es in einem Korper mehrere vollkommene
Systeme geben kann, die aber zusammen kein vollkommenes System zu bilden
brauchen, da Primteiler des einen Primteiler des anderen schneiden koénnen.
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IV. Die allgemeine Stellentransformation.

§ 1. Zuriickfiithrung der allgemeinen Stellentransformation
auf die einseifigen.

S; sei eine der ausgezeichneten Stellen von K, und es mégen zu ihr die
ausgezeichneten Primteiler a;, a,, ..., @ gehoren. Sie bilden im allgemeinen,
wie Beispiele zeigen, kein vollkommenes System. Wie wir jetzt zeigen, konnen
wir durch Hinzufiigen von endlichvielen Primteilern zweiter Art ein vollkommenes
System erhalten.

Dazu betrachten wir die Funktion

po (w, v; 70) As (w0, v; T3)) . . . As(u, v; 751)
A (u, v; 1) As(u, v; Tye) . . . As(u, v; Ts2)
und losen die Stelle S; so weit auf, dass die Funktion R an keiner der entste-
henden Stellen hoherer Ordnung unbestimmt ist. Bei dieser Transformation
gehen endlichviele zu S, gehdrende Primteiler zweiter Art in Primteiler erster
Art iiber. Diese bilden nach Definition ein vollkommenes System. Wenn wir-
zeigen, dass unter ihnen die Primteiler a;, a, ..., a; vorkommen, ist unsere Be-
hauptung bewiesen. Diesen Nachweis fithren wir indirekt.

Bei der durch Auflésen von S, hervorgerufenen Stellentransformation bleibe
etwa a; ein Primteiler zweiter Art. Er gehore zu der aus S; hervorgegangenen
Stelle S, und A, u seien Ortsfunktionen fiir diese Stelle. Dann gehen A und u
fir a,=o0 in null iber. Da sich aber B nach Voraussetzung an jeder der aus
S, hervorgegangenen Stellen bestimmt verhilt, so nimmt R fiir A=y =0, also
auch fiir a, =0, einen bestimmten konstanten Wert an. Andrerseits geht B
nach (2) und (3) in I, § 2 fiir a, = o iiber in

T, —T
(R)s,=0o = Konst. +——,
71— Tz

wird also nicht konstant. Daher muss a, in einen Primteiler erster Art iiber-
gehen und gehort zu denjenigen Primteilern zweiter Art,; die bei der Auflosung
von S in solche erster Art iibergehen.

In derselben Weise losen wir die anderen ausgezeichneten Stellen von K

auf, sodass auch die zu diesen gehorenden ausgezeichneten Primteiler zu voll-
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kommenen Systemen ergiinzt werden. Die Primteiler zweiter Art, die dadurch

im ganzen zu den a; hinzukommen, bezeichnen wir mit

€y € v vy Con
Die Eichfunktion von ¢; sei
Fi (ua v, "-9'1)
Den Korper K bezeichnen wir, wenn die ausgezeichneten Stellen in der

angegebenen Weise aufgeldst sind, mit K. Der Ubergang von K zu K ist eine
einseitige Stellentransformation. Dabei gehen die Primteiler zweiter Art

Ay Ggy -« oy Gg; €y Coy ooy Cf

in Primteiler erster Art iiber, die mit

g_IU —g[;) T ﬁﬂ; @1’ @2’ B @1

bezeichnet seien.
Im Punkte w = v =0 mbgen die zu derselben Stelle gehdrenden Kurven

A;(u, v; T1) =0 und A (u, v; Ti2) =0 ar,
A;i(u, v; 1) =0 und I'i(u, v; I42) =0 eir,
Ti(u, v; 91) =o und I'k(u, v; Fea) =0 Ciks

Schnittpunkte haben. Tm ibrigen sei, a:;r = ¢;1 = ¢;; = 0. Die Matrizen der Gros-
Sen aix, Cik, ek seien a, ¢, e. Dabei soll e¢ ¢ Zeilen und ¢ Spalten haben, sodass

6117 612, DY elz

die erste Zeile von e ist. Uberhaupt bezeichne immer der erste Index die Zeile
und der zweite die Spalte. Ferner sei

(76) A=

wo hier wie im folgenden durch Uberstreichen die gestiirzte Matrix bezeichnet
wird. A ist eine symmetrische Matrix mit o + ¢ Reihen. Da die Primteiler
Ai, §; ein vollkommenes System bilden, so ist |A]= 1. Setzen wir

(Gi, ak)*z (QTz, ﬁk) = — ﬁfk,
(ai, Ck) = (QTL, Ek) = — G,
(¢, &) = (@_i, Ek) = — Ux,
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so wird nach III, § 4
(77) A= [a e].

¢ ¢

Das Produkt der in einem Primteiler oder Divisor P erster Art von K
enthaltenen Primteiler a; und ¢ sei s*(®). Dann bestehen, wenn P und Q
irgendzwei Primteiler oder Divisoren erster Art von K bedeuten, die Gleichungen

ai=ﬁi, Ci=@_z',
(78) 18 = 8 = % o
(F® P Fg T

Ferner gilt der Satz, dass die Zahl der Schnittpunkte zweier Divisoren von K,
die aus Primteilern erster Art und aus den Primteilern q; ¢; irgendwie zusam-
mengesetzt sind, gleich der Zahl der Schnittpunkte derjenigen Divisoren ist, in
die sie bei der Transformation K — K ithergehen.

Jetzt betrachten wir den Ubergang von K zu K’. Die einzigen Primteiler,
die hierbei ihre Art iindern, sind die Primteiler A’; und G;, die in die Primteiler
zweiter Art o'; und ¢’; iibergehen, wenn wir die Primteiler ¢; als Primteiler von
K’ mit ¢; bezeichnen. Wir haben es daher auch hier mit einer einseitigen
Stellentransformation zu tun. Die Primteiler ﬁ'z-, @, bilden also ein vollkommenes
System, und die Transformation kann durch Auflésen der ausgezeichneten Stellen
von K’ gewonnén werden. Der Ubergang von K’ zu K ist von derselben Art
wie der von K zu K. '

‘Die Eichfunktion von a’; sei A'i(u, v; 7;) und die von ¢’; sei I';(u, v; %)

Im Punkte «=1v =0 mogen die zu derselben Stelle gehérenden Kurven

Ai(u, v; T1)=o0 und Ay (u, v; Tho) =0 @ik,
A'i(u, v; 1) =0 und I'i(u, v; Ira) =0 » eir,
T'i(w, v; 91) =0 und I't(u, v; Fs) = 0 cir,

Schnittpunkte haben. Im iibrigen sei air = cir = ejr = 0. Die Matrizen der Gros-
’ . . .
sen a'i, ¢'ir, € bezeichnen wir mit o', ¢, ¢ und setzen

(70) A’=[f‘, e], A'—I:[“ e].
[

’ 4 ’

[4 ¢ ¢

Dann gelten die Gleichungen
T—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 13 mars 1937.
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(s, a'%)*= (Wi, W)= — o'},
(a’i, y) = (ﬁ'i, @L) =—¢u,
(c'f, C'k) = (@; @k) = — C’ik-
Das Produkt der in einem Primteiler oder Divisor erster Art B’ von K’

enthaltenen Primteiler o'; und ¢’; sei s*('). Sind P’ und L' irgendzwei Diviso-
ren erster Art von K’, so bestehen die Gleichungen

¢
(80) I O

Auch hier gilt der Satz: Die Zahl der Schnittpunkte zweier Divisoren aus K',
die aus Primteilern erster Art und aus den a’; und ¢’; zusammengesetzt sind, ist
gleich der Zahl der Schnittpunkte der Divisoren, in die sie beim Ubergang von

K m K ibergehen.
Ist B ein Primteiler erster Art von K und P’ der ihm entsprechende Prim-
teiler von K', so sind die Korper 8] und ['], in die K fiir =0 und K’ fiir

%’ =o ibergehen, dieselben. Entsprechen den Primteilern §§ und ¥ in K die
Primteiler % und ', so miissen die Korper einer Verinderlichen, in die K fiir
P=o0 und %’ =0 iibergeht, itibereinstimmen. Denn sie sind beide gleich den
Korpern [P] und [¥']. Daraus folgt, dass B und 9 identisch sind. Es sei
darauf aufmerksam gemacht, dass W; und A'; nicht iibereinstimmen. Sie entsprechen

a; und o', Wohl aber kénnen wir §; auch mit €'; bezeichnen.
Aus (78) und (80) folgt also

(81) A 3 3
l P _ ¥ 9 _ 9
(B (B sS@) @)

Ausserdem ergibt sich: Sind £, und Q, irgendzwei Divisoren von K, die aus
Primteilern erster Art und den Primteilern a; und ¢; gebildet sind, und gehen sie
beim Ubergang von K zu K’ unter Verwendung der Formeln (81) in £f und O
iiber, so ist

(Qla ’a'i.’) (D'T) £)‘*)
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Entsprechendes gilt fiir den umgekehrten Ubergang von K’ zu K. Im beson-
deren ist z. B. (¢;, &) = (¢s, ¢'x) oder ¢ = iz, sodass

c=¢.

§ 2. Befreiung von den hilfsweise eingefiihrten Primteilern ;.

Wir wollen uns jetzt von den Primteilern ¢; befreien, die sowohl in K wie
in K’ von der zweiten Art sind. Zuniichst gelten die Transformationsformeln
in II, § 2, in denen die ¢; nicht vorkommen. Ferner werden wir folgenden Satz
beweisen: .

Setzen wir

(82) (as, §B) =0, (a’ﬁ S'B’) =0,

wenn P ein Primtesler erster Avt von K und B ein solcher von K’ ist, und

(83) a=a, o =d7Y (@ a)=—ap (05 0 =—du,
so gilt wiederum: Die Zahl der Schuittpunkte zweier Divisoren von K, die aus
Primteilern erster Art wnd den q; bestehen, ist gleich der Zahl der Schunittpunkte
derjenigen Divisoren von K', in die die gegebenen Divisoren beim Ubergang von K
zu K' unter Verwendung der Transformationsformeln in II, § 2 iibergehen.
Durch (83) sind die Zahlen a;x und a';; fiir eine allgemeine Stellentrans-
formation definiert, wibrend sie bisher nur fiir die einseitigen erklirt waren.
(Vgl. III, § 3.) Die Zahlen — a;;, — a’sx lassen sich jetzt nicht mehr als Schnitt-
punktzahlen von Primteilern deuten wie frither. Wie Beispiele zeigen, sind sie
nicht einmal immer ganzzahlig.
Es geniigt, den Satz fiir Primteiler zn beweisen. Zunichst schreiben wir
die zu beweisenden Formeln auf. Zu beachten ist, dass wegen (82)

(C(i, ?«tk) = (C(i, D,) = (a',-, %[,k) = (a’i, Q') =0,
also auch

(s (), Ae) = (5 (P), Ae) = (s (A's), W) = (s (), ) =0,
(s (%), D) = (s(P), Q) =(s(A), Q) =(s(P), Q) =o.

l
1

Hierin wie auch im folgenden bedeuten 5, £ Primteiler erster Art von K und
®’, ' solche von K'.
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yir | (vl i) =8 9+ 60000 = (G siy)
l — D)+ (), o)

o 0-(o 2w (3
| ()= (%)[ o)

s(P) s(Q)
Zunichst zeigen wir, dass die Formeln ITI, IV, VI, VII, und IX aus den an-
deren folgen.

IX

Beweise:
Zu III.
Aus 1 folgt

(é?%;i)’ s(m)) = (s, & [Ad); (é%;ii)’ s(%l’k)) = (as, s (W),

Mit Benutzung von (84) folgt aus IT
e ) = (_?1'; N (X, )
(s o) = (it ) + Gy«

Das ist aber Gleichung IIIL.
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Zu 1IV.
Wegem-I und (85) ist

(a'is [2[1‘]’, (I'k) = (a',-, a'k) + (S [%[i},, a'k) = (%7 ;%Lk))

(0

= (s, Ar).

Sa——

Also wird
(s, a'xs (W) = (s, %) + (@', s [We)") + (@'k, s{WL) + (s[W]", s[%])

_ (% ;%) + (%ﬁ) s(atk)) . (3%;) s(%)) 4 (s(00), 5 (2) = (L, %)

Damit ist IV bewiesen.
Zu VI. -
Nach V und (84) ist

Damit ist VI bewiesen.
Zu VII.
Nach V und (83) ist

(a',., S—S"is [213]') = (a'i, Sg;,)) + (' s[%B])

Das ist der erste Teil von VII.
Aus V ergibt sich ferner

[ -l ) s ) e )

(o fg)= (oo B (oo )= e o)

Nach V, (85), (86) und dem eben bewiesenen ersten Teil von VII ist
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(st o) = (o o) + (o1, ) e, st

- (2 ss>+(s<9x-) (%)) (5(90), 5(B))= (%, P.

[

Damit ist VII vollstindig bewiesen.
Zu IX.
Nach VIII und (86) ist

(. s = oy o)+ (9 )

Hiernach und nach (84), (86) wird

(s 3 Sy 1) = (e 80 5Gan) + (g o190) + oy ot

= (B 0)+ (g 5(9) + 6B, 510) = (B, ©)

Das ist aber IX.
Wir haben noch die Formeln I, IT, V, VIII zu beweisen.
Zunichst einige Bezeichnungen. Wir setzen

s* () =aftt a2 L alel QU
s (W) = S " AN
s*(P) =al o ... af:" A A
SP) =P @ eI
s'(Q) =af af ..ol P Ll
SR =" at L a'gli’ L

Die Divisoren s (), (%), s(P) usw. gehen hieraus hervor, indem man die ¢
fortlisst.

Es seien «, o', y, ' die Matrizen der Exponenten a;x, &'i1, yir, ¥'ix, wWobei
der erste Index die Zeile und der zweite die Spalte bezeichnen soll. Wir setzen
noch
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Pi=(B, ), =K, %), P.=(P, %), ¢:=(Q, A

und verstehen allgemein unter m und m’ Matrizen mit nur einer Spalte, die
Elemente m; und m'; enthalten. Schliesslich seien noch 9 und U’ die quadra-
tischen Matrizen der Schnittpunktzahlen (N;, Az und (A, A'x).

Beweise:
Zu I und II.
Die Gleichungen I und II lauten in Matrizenform

(87) A—dae=—qa, W—&ded=—nq
(88) ga=aa, ane=ada.

Die beiden letzten Gleichungen gehen auseinander hervor, indem man Zeilen
mit Spalten vertauscht. In Verbindung mit (88) konnen wir (87) in der Form
schreiben

: A—aga=—0a, W —&aa=—aq
(89) {

A—dde=—a, W—aee=—a.

Durch Multiplikation mit @ = a—! oder a' = a’~! erhalten wir aus (88) und (89)

II. o' —aa = —1, 2. Wa—da=—1,
(90) 3. d—cda=—1, 4. al' —ad = — 1,
5. da=da, 6. ad =ad.

Da umgekehrt aus diesen Gleichungen die urspriinglichén folgen, so geniigt es,
diese zu beweisen. Wir beweisen die 3. und 5. Die anderen ergeben sich durch
Vertauschen von K mit K’ oder durch Vertauschen der Zeilen und Spalten.

Da nach § 1 der zu beweisende Satz richtig ist, wenn wir die Primteiler
¢+ beriicksichtigen, so bestehen die Gleichungen

(A, Sl[k) + (S* (sl[i), s (‘l[x)) == ((l'i, a';‘)* == — a'fr,

(5’%’ Ck) = — (s (W), ) =(a"s, o) = — c}ik,

7 ‘I 7
(€ )= —ca=("s ) ==
oder in Matrizenform

(01) (% °] -

lo o
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Ferner ist

oder
a 7 a e] _ a* ¢ o o]
o2 | [0 —1] {”é C] [E’ t} |7’ —I]

Aus (91) folgt in Verbindung mit (92)

A o a® ¢ « o @ O a* e
(93) N , = — _, .

o o ¢ ¢ y =1 y —I e ¢
Wir multiplizieren (92) vorn mit 4’ und hinten mit 4 und (93) vorn mit 4’, wo
A und A’ durch (76) und (79) gegeben sind, und erhalten wegen (77)

T A (PR I Ve
A T D A N A M

Aus diesen Gleichungen folgt, wenn wir immer nur die erste Zeile mit der ersten

Spalte multiplizieren,

’ 4

— ’
da=da adA—da=—1.

Das sind aber die Gleichungen, die wir beweisen wollten.
Zu V und VIIL
Diese Gleichungen lauten in Matrizenform

(94) ap=P —a'a'p, op=P—aap,
(95) (B, Q) —pag=(P, Q) —p'd ¢

Ebenso bestehen die Gleichungen
8-—36808. Acta mathematica. 68, Imprimé lo 13 mars 1937.
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(96) ag=@ —d'a'q, d¢d=Q—aaq

Aus (94) und (96) folgt in Verbindung mit (88)

(97) {“Pzp'—aap', ap=P—adp,

Lag=@Q —aeq, d¢d=¢Q—ddq
Durch vordere Multiplikation mit @ = a—! und a’ = a’~! erhalten wir
(p=aP —ap, p=a P—dp,
(o8 jpel Ty pma el
lo=a@ —aq, ¢=dQ—dq

Unter Benutzung von (96) wird
=pQ —(pa)dq.
Aus der zweiten Gleichung (98) folgt durch Vertauschen der Zeilen und Spalten
p =Pd — pd,
sodass sich ergibt
pag=p@ +5 ¢ —Pddyq.
pag—pQ =pdq—Pq.
Durch Addition zu (95) folgt
(99) (B, Q) —pQ =(¥, Q) — Pq

Da die betrachteten Umformungen auch in umgekehrter Reihenfolge méglich
sind, so geniigt es, statt der Gleichungen V und VIII die Gleichungen (98) und
(99) zu betrachten. Von den Gleichungen (98) brauchen wir nur eine zu be-
weisen, da die anderen aus ihr durch Vertauschen von P mit £ oder von K mit
K’ hervorgehen.

Nach § 1 ist
(515 = — (00 5700 = (902, ) + (60, 5" (B0,
(6150 07) = = 57 B = (0 ) = — (€5,

oder

v AR 2 )
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Durch Transposition folgt aus (92)

o e G

Setzen wir dies in (100) ein, so erhalten wir

S 1 B e B | W 1

Durch vordere Multiplikation mit 4 folgt hieraus -

o (A e

Durch Ausrechnen ergibt sich unter anderem
p=eaP —ayp.

Das ist die erste der Gleichungen (98).
Nach § 1 ist ferner

(o ) = B D+ L@~ (P )

= (%, Q) + (" (P), s* (&)

oder
(102) (D)= 5] [g* j] [fp] — . 0) — (7 ) [f, e'] [q]
Analog zu (100) ist

I M A | R
Daher folgt aus (102)

[(as, Q) - (5 ) [2] (5]
(103) l

59
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Aus (101) folgt durch Vertauschen von K mit K’
[p' [ ) [P [a' o] [p]
@I - é' C’ o 7’ —_1 l¢

und hieraus durch Transposition

77 =[P [ ‘|- 159 [ 7]

sodass nach (103)

(B, 9) — 7 7] [g) — (77 [: :] [qJ +[Po]
=%, )~ 77 [

oder

oder auch
(B, Q) —pQ =(B,Q)—Pq.

Das ist aber die Gleichung (99).
Damit sind V und VIII bewiesen.

§ 3. Das Verbalten der kanonischen Klasse bei einer allgemeinen Stellen-
transformation.

Es seien (®), (%) und (®) die kanonischen Klassen der Korper K, K und K.
Die Grade der Eichfunktionen An, A's, Ty, I's in u, v seien (0r1, Ora), (0’51, 6'n2),
(7h1, 7h2), (7'h1, 7’}12). Wir setzen

Oh=0m+ ha—1, =00+ 0ha—1, =Y +re—1 Ya=0n+yr—rI,
A=A, A =nur C=ne" € -—maer
o =1 a;f"‘, a= Ha;':", c=1IIch, = Hc;f",
A=nAr A =1
Eine Verwechslung mit den gleichbezeichneten Matrizen des vorigen Paragraphen

ist wohl ausgeschlossen. Da die Ubergiinge K — K und K — K’ einseitige Trans-
formationen sind, so gilt nach III, § 2
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)= ®AQ =R AT,

(v ) = (¥ )

Setzen wir s*() = ¢, s(A’), s*(A) = ¢y s(A), so folgt

(%) = (%505

oder mit Benutzung der Transformationsformeln in 1I, § 2

sodass

(o) = (@' i 5°) -

Co

Andrerseits kann (f a) durch die Formeln in II, § 2 nur in einen Divisor iiber-
gehen, der die Primteiler ¢, nicht explizit enthalt. Daher muss ¢ ¢, =c¢, sein,
sodass

(104) (Ra) = (/" a).

Da nach (82) (as, Q) ==0 und (a’s, Q') =0, wenn £ und L’ Divisoren erster
Art von K und von K’ sind, so ist (®, a) = (&', a') = 0 und aus (104) folgt

(103) R, &) + (a,0) = (&, &) + (d, a).
Nach III, § 8 ist
R)=O® [N —c+2)=&, ) —(0+1)

oder
(106) R RK)+o=K, /) + o0

Wir haben daher den Satz: ) :

Bei einer Stellentransformation K= K' st die Summe aus dem Grad der
kanonischen Klasse und der Zahl der ausgezeichneten Primtetler erster Art fiir
beide Korper K und K' dieselbe.

Aus (105) und (106) ergibt sich noch

(a,0) —(0",a)=¢~—0.

Es ist also die Differenz (a,a) — (a’,a") immer ganzzahlig, was, wie Beispiele
zeigen, fir (a,a) und (a’, a’) nicht immer gilt.
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V. Ausgezeichnete Stellendefinitionen.

§ 1. Einteilung der algebraischen Korper.

Man unterscheidet folgende Arten algebraischer Korper von zwei unab-
hiingigen Verinderlichen.

I. Rationale Kérper.

In einem solchen Kérper kann man (auf unendlich viele Arten) zwei Grossen
%, y so wihlen, dass er mit dem Korper (z, y) der rationalen Funktionen von
x, y identisch wird.

2. Halbrationale Kérper.

Einen solchen Korper erhdlt man, indem man zu einem algebraischen
Kérper einer Veridnderlichen eine unabhingige Verdnderliche adjungiert. Der
Korper einer Veridnderlichen sei durch die Gleichung

(107) fly,e)=o0

definiert und habe das Geschlecht p. Die hinzukommende Verénderliche sei wx.
Der halbrationale Koérper besteht dann aus den rationalen Funktionen von z, y, 2,
wobei zwischen y und z die Gleichung (107) besteht. HEs muss p > 0 sein, weil
sonst der Korper (x, v, 2) rational wird.

3. Bigentlich algebraische Kbérper.

Das sind die Korper, die nicht rational und nicht halbrational sind. In
einem solchen Korper enthilt die kanonische Klasse oder eine ihrer positiven
Potenzen mindestens einen ganzen Divisor.

§ 2. Ein Satz iiber s(2;) und s(2';).

Es sei s(W)=1, also a;='; filr s =1,2, ..., 6. Das bedeutet: Keiner
der Primteiler %'; moge durch eine der ausgezeichneten Stellen von K’ gehen.
In der Bezeichnung von IV, § 2 ist also die Matrix o  gleich o. Aus der zweiten
der Gleichungen (88), IV, § 2 folgt aa=o0. Da aber |a|= 0, so ist ¢ =0,
d. h. s(¥)=1. Beriicksichtigen wir noch den in III, § 1 angegebenen Satz,
80 haben wir:

Hat ezne Stellentransformation K = K’ die Eigenschaft, dass die ausgezeichneten
Primteiler erster Art W'; von K’ durch keine der ausgezeichneten Stellen von K’
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gehen, so gehen auch die ausgezeichneten Primteiler erster Art W; von K durch
keine der ausgezeichneten Stellen von K. Ferner bilden sowohl die W; wie die '
vollkommene Systeme.

Die Betrachtungen in IV, § 2 vereinfachen sich in diesem Falle wesent-
lich, da die Primteiler ¢; nicht eingefiihrt zu werden brauchen.

§ 3. Eigentlich algebraische Korper.

Der Korper K sei eigentlich algebraisch, und es sei etwa
{1 >0, v>o.
Ferner sei ® ein ganzer Divisor aus (). Er habe die Form
®=ArAF ... AH,

wo © keinen der Primteiler U; enthalten soll. Der Divisor, der § bei der Trans-
formation entspricht, sei §’, sodass

9 9

s(®)  s(©)

Nach IV, § 3 geht die Klasse (fa) in (R a'), also die Klasse (8 a*) in (R a")
iiber, und der Divisor ®a* in einen Divisor ® a’* der Klasse (R a”). Dieser
habe die Form

(108) ¢ o =AW A Ha”,

wo 9, keinen der Primteiler U’; enthalten soll. & ist ein Divisor aus (&) und
enthiilt nur Primteiler erster Art von K’. Ebenso ist §’, ein Divisor erster Art

von K'. Nach den Transformationsformeln wird

& a”=6a = afal . aZ‘G(s )4 Lo (s [W) Ve - s_%) (?(%[%;8 oI

Hieraus folgt durch Vergleich mit (108) zunichst ', =$'". Setzen wir

s(@) =akak ... do, s(®)=aMal ... ae,

(2R

so ergibt sich, mit Benutzung der Gleichungen in II, § 2, indem man die Expo-
nenten von U'x aunf beiden Seiten einander gleich setzt,

(100) pr=ver + hy + ar1hdy + arady + o 1 argdy.
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Ganz ebenso folgt, indem man den Divisor & a” durch den Divisor ersetzt, in
den er beim Ubergang von K’ zu K iibergeht,

(110) =9 + Wi+ oy + oty + - + @iotto.

Da » >0, a; > 0 und alle anderen auf der rechten Seite von (109) vorkommenden
Grossen nicht negativ sind, so folgt, dass alle y; grosser als o sind. Ebenso
ergibt sich aus (110), dass alle 4; positiv sind, wenn ux=o. Daher sind ® und
®’ gleichzeitig ganze Divisoren. Jedem ganzen Divisor aus (8*) entspricht also
ein ganzer Divisor aus (R*) und umgekehrt, sodass

IR} = (K"} fir v>o.

Ausserdem zeigt sich, dass alle ganzen Divisoren aus (§*) durch jeden der Prim-
teiler A und alle ganzen Divisoren aus (®*) durch jeden der Primteiler ;
teilbar sind. Wir fiithren folgende Bezeichnung ein:

Ein Primteder erster Art von K, der ber irgendeiner Stellentransformation in
etnen Primieiler zweiter Art dibergeht, der also bei irgendeiner Stellentransformation
ausgezeichnet ist, soll ausgezeichneter Primteiler von K heissen.

Dann kénnen wir sagen: Jeder ganze Divisor aus (f”), ¥ > o, enthiilt jeden
ausgezeichneten Primteiler von K. Da aber die ganzen Divisoren aus (&) nur
eine endliche Zahl von Primteilern enthalten, so folgt weiter, dass ein eigentlich
algebraischer Korper nur endlichviele ausgezeichnete Primteiler hat. Freilich
ist hierbei vorausgesetzt, dass man die Definition der Stellen, also die Uniformi-
sierung im Kleinen, etwa nach dem Blackschen Verfahren vorgenommen hat,
und nicht irgendwie unnétig kompliziert. Wenn es einem nimlich Vergniigen
macht, kann man sich unendlich viele Stellen nach dem Noetherschen Verfahren
aufgelost denken. Dann enthilt jeder ganze Divisor aus (®*) unendlich viele
ausgezeichnete Primteiler.

Aus den Gleichungen (109) und (110) folgt noch in Verbindung mit der
zweiten der Gleichungen (88) in IV, § 2, wie wir jetzt zeigen wollen, dass die
Zahlen o;; und o';; alle gleich o sind. Den Beweis fiihren wir indirekt. Es sei
etwa api == 0. Dann geht U, durch die Stelle § von K, zu der ap gehort. Zun
S mogen a;, ay, ..., 4, (s=m), gehoren, sodass die Zahlen ¢, @y, ..., &
simtlich grosser als null sind. Aus (109) folgt daher fir k=1,2,...,s

(111) [ A P N .t
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Aus (110) ergibt sich dann fiir k=1
dy=dyy= - =d,;=o.

Denn wiire etwa o'i; >0, so wiirde aus (110) im Widerspruch zu (111) 4, > w;
folgen. Es besagt aber «'y; =0, dass UA’; nicht durch die Stelle S’ geht, zu der

a’; gehort. Zu S mogen ausser a’; noch o'y, ..., a's gehoren. Dann kann U’;
auch diese Primteiler nicht enthalten, sodass auch ¢5;=ea'3;= -+ =d/,;=0.
Also ist

h=1, 2 7
(112) ri=01. o

i =1,2,...,8

Die Matrizen a und o’ zerfallen in Einzelmatrizen, von denen jede zu einer
ausgezeichneten Stelle gehort. Die der Stelle § zugehorige Teilmatrix von a
sei a,, sodass a,=(a;) fiir 2, k=1, 2,...,s5. Ferner ist die erste Zeile von o’

’ ’ ’
M1, gy -+, @17, 0,0, ..., 0.

Wenn wir uns also in der Gleichung @a = a' o’ auf die erste Zeile des ersten
Faktors und auf die ersten s Spalten des zweiten beschrinken, so erhalten wir

, , , Q... Q15
11y %215 - » +, @51 OZ 111 193+ + 17} e v 0 e e e
(etyy, @ ao1) 4y = (a'y;, a i) ) :
@ r1 . Crg
oder wegen (112)
(@, @y, - .., @) gg=o.
Da aber |ay] 40, so wird a;; = ey = -+ = @;1 =0, also im besonderen am; = o.

Unsere Annahme, dass ein ¢;; von null verschieden ist, kann daher nicht richtig
sein. Ebenso folgt, dass alle «’;; null sind. Nach dem Satze in III, § 1 sind
daher sowohl die U; wie die U’; ein vollkommenes System von Primteilern erster
Art. Die Primteiler %; lassen sich also durch eine einseitige Stellentransforma-
tion in Primteiler zweiter Art verwandeln. Damit haben wir:

Ein eigentlich algebraischer Korper hat nur endlichviele ausgezeichnete Prim-
tesler. Diese bilden zusammen tmmer ein vollkommenes System.

Die Stellen eines eigentlich algebraischen Kirpers lassen sich so definieren,
dass keine ausgezeichneten Primiteiler vorhanden sind.

Bei dieser Stellendefinition bezeichnen wir den Koérper mit K.

Der Korper K, ist eindeutig bestimmt. Ist nimlich K’, ein auch aus K

durch Stellentransformation entstehender Kérper ohne ausgezeichnete Primteiler,
0—36808. Acta mathematica. 68. Imprimé le 15 mars 1937,
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so gehen K, und K’, durch Stellentransformation auseinander hervor. Bei dieser
Transformation kann es aber keine ausgezeichneten Primteiler geben, da weder
K, noch K', ausgezeichnete Primteiler erster Art enthalten. Die Stellen sind
daher in K, und K’, im wesentlichen gleich definiert, d. h. K'y=K,. Wir
nennen die Stellendefinition von K, die einfachste.

Sind die Stellen irgendwie definiert, und bezeichnen wir den Korper bei
dieser Definition mit K, so ist die Transformation von K, zu K einseitig, da K,
keine ausgezeichneten Primteiler erster Art enthilt. Nach IIL, § 1 erhalten wir
daher K aus K, durch eine Noethertransformation.

§ 4. Rationale Korper.

Ist K rational, so seien die Funktionen z, y aus K so gewihlt, dass K
gleich dem Korper (xy) der rationalen Funktionen von x, y ist. Sind a, b irgend-

zwei Konstante, so wird durch
r—a=u, Yy—b="v

eine Stelle von K definiert, wobei w, v die Ortsfunktionen sind. Unter x — a,
y—b ist 27!, y~! zu verstehen, wenn @ oder b unendlich sind. Diese Stellen-
definition heisse eine einfache. Solcher einfachen Definitionen gibt es unendlich-
viele, da sich z, ¥ auf unendlichviele Arten in obiger Weise wihlen lassen.

In K gibt es ausgezeichnete Primteiler, sogar unendlichviele. Bezeichnen
wir nimlich K bei einer zweiten einfachen Stellendefinition mit K', so gibt es
i. a. bei der Transformation K = K’ ausgezeichnete Primteiler erster Art sowohl
in K wie auch in K. Aber es sind in K keine Primteiler erster Art vorhanden,
die ein vollkommenes System bilden. Nach III, § 10 ist nimlich in einem
solchen System immer mindestens ein Primteiler % vorhanden, fiir den (, )=—1
gilt. Bei der gewiihlten Stellendefinition ist aber R~ M, L =0, u=o0, wo
€ und M die Nenmner von z und y sind. Da (€, &)= (I, M) =o, (&, M) =1,

so wird

(B, P)=24pn=o.

§ 5. Halbrationale Korper.

Der Korper K sei halbrational und gleich dem Korper (xyz) der rationalen
Funktionen von z, y, 2z, wo zwischen y, z die Gleichung

Sfly,z)=o0
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bestehe. K sei also aus dem Korper (x) der rationalen Funktionen von z und
aus dem durch f= o definierten Korper 4= (yz) der rationalen Funktionen von
¥, # zusammengesetzt. Das Geschlecht von % sei p > o. Eine derartige Darstellung
von K ist auf unendlichviele Arten méglich, wie wir jetzt zeigen wollen. Es sei
etwa K= (§7{), wo

@, §)=o.

Da (zyz)=(nl), so sind 7 und { rationale Funktionen von z,y, z, etwa

n:Rl(x1 y,Z), C:RZ(xr ?/,Z)-

Zwischen 7 und { besteht die Gleichung ¢ = o fiir alle Werte von x, y,2. Wiirden
die Funktionen R, und R, z enthalten, so konnten wir die Konstanten & und ¢
so wihlen, dass f(b,¢) =0 und R, und R, fiir y = b, z = ¢ rationale Funktionen
von xz werden, die nicht beide konstant sind. Dann aber wiirde der Korper
(n{) gleich einem Kérper rationaler Funktionen von z, hitte also das Geschlecht o.
Das ist nicht moglich, da K rational wire. Daher sind R, und E, von z un-
abhingig, und 7 und { gehéren dem Korper (yz) an. Ebenso folgt, dass ¥ und 2

<
)

Funktionen des Korpers () sind. Also ist (yz) = (n{), sodass

K=(xys)=(Enl)=(Eye).

Hieraus folgt, dass der Korper (zb¢) der rationalen Funktionen von z gleich dem
Korper (Ebc) der rationalen Funktionen von & ist, wenn f(b, ¢)=o0. Da das fiir
alle solche Werte b, ¢ gilt, so muss zwischen x und § eine bilineare Gleichung
bestehen, deren Koeffizienten dem Korper £ angehoren.

Wenn wir also K aus einem rationalen Korper und einem Korper £ zu-
sammensetzen, so ist zwar £, aber nicht der rationale Korper eindeutig bestimmt.

Hs sei s eine Stelle von %, p der zugehorige Primteiler und v eine Orts-
funktion fir s. Ist a eine Konstante, und sind b und ¢ die Werte, die y und 2
in s annehmen, so konnen wir setzen

(113) r—a=u, y—b=gW), z—c=~h{v),

wo g und h gewohnliche Potenzreihen von ¢ sind. Wenn a, b oder ¢ unendlich
sind, so ist unter x—a, y — b, z — ¢ zu verstehen z~!, y~%, #~L. Durch (113)
wird eine Stelle S von K definiert, wobei » und v die Ortsfunktionen sind. Eine
derartige Stellendefinition nennen wir esne esnfache. Solcher gibt es unendlich-

viele, weil man x durch eine wesentlich verschiedene Grosse § ersetzen kann.
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Setzen wir v = o0, so erhalten wir die den Primteiler p definierende homo-
morphe Abbildung des Korpers k auf einen Konstantenkorper [p]. Gleichzeitig
bekommen wir eine homomorphe Abbildung von K auf den Korper der rationalen
Funktionen von z. Der hierdurch definierte Primteiler § hat das Geschlecht
o und fiir die Stelle S die zugeordnete Funktion v. Jedem Primteiler p von &
entspricht auf diese Weise ein Primteiler 8§ von K. So erhalten wir ein Biischel
vom Geschlechte p von Primteilern vom Geschlechte o.

Da durch jede Stelle S von K ein und nur ein Primteiler des Biischels,
néimlich der durch v =o0 definierte, geht, so ist (B,, Pz =0, wenn F, und P,
beide dem Biischel angehoren. Wie wir jetzt zeigen, gilt das auch fir P, = ,.
Bs sei # eine Funktion aus %, die den Primteiler p, enthiilt, dem der Primteiler
B, entspricht. In Primteiler zerlegt sei etwa

2,
r=yphpk . pm

Dann hat » als Funktion von K die Zerlegung

A
r=PuPe ... P,

wenn P; der p; entsprechende Primteiler ist. Da r ~ 1, so folgt durch Zusammen-
setzen mit L,

ARy, By) + A (By, Bo) + - + A (B, Pu) = 0.

Hieraus ergibt sich, da (,, ;) = o fiir ¢ # 1, dass auch (P, B,) =o.

Der Korper K enthilt ausgezeichnete Primteiler, sogar unendlichviele, wie
sich bei der Betrachtung des Uberganges von einer einfachen Stellendefinition
zu einer anderen ergibt. Aber es gibt keine ausgezeichneten Primiteiler, die ein
vollkommenes System bilden. Wiire das der Fall, so miisste es einen Primteiler
3 geben, dessen Geschlecht o ist, und fiir den (P, P)= — 1 gilt.

Es sei P ein derartiger Primteiler. Da K fiir ¥ =0 in einen Korper [%f]
vom Geschlecht o iibergehen muss, so miissen y und 2z fir 8 =0 in Konstante
iibergehen, weil sonst (] den Korper (yz) vom Geschlecht p > o enthalten wiirde.
Daher kann  nur ein Primteiler des Biischels sein, sodass (, ) = o ist. Damit
ist die Behauptung bewiesen.

Zum Schluss beweisen wir noch:

Die Grissen des Kirpers k nehmen an jeder Stelle S des Korpers K bestimmie
Werte an, gleichgiiltig, wie man die Stellen von K definiert.
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Bs sei { eine Funktion aus %, die an einer Stelle S unbestimmt wird. Dann
gibt es einen zur Stelle S gehdrenden Primteiler zweiter Art a so, dass { fiir
a=o0 in eine rationale Funktion eines Parameters 7 tibergeht. Da aber fiir

=0 alle Funktionen aus K, also auch alle Funktionen aus % in rationale Funk-
tionen von 7 iibergehen, so werden die Funktionen aus £ rationale Funktionen
von %, die nicht alle konstant sind. Das aber ist nicht moglich, da das Geschlecht
von k grosser als o ist.

Halle-S. Mirz 1936.



