RECHERCHES SUR LES CHAINES DE MARKOFF.

Premier Mémoire.
PAR

V. ROMANOVSKY
4 TACHKENT.

Dans le présent mémoire je m'occuperai des chaines discrétes de Markoff
et, en premier lieu, des chaines simples. Je laisse de coté 1'histoire des chaines
de Markoff aussi que l'exposé de leur état actuel. Le lecteur en trouvera l'ex-
position bien intéressante dans larticle des MM. J. Hadamard et M. Fréchet
»Sur les probabilités discontinues des événements en chaine», publié dans Zeit-
schrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik, 13 (1933), 92—97.

Puisque la théorie des matrices stochastiques et de leurs zéros joue un role
fondamental dans la théorie des chaines de Markoff et est intimement lide a la
théorie des matrices non-négatives développée par G. Frobenius!' je commencerai
mon mémoire par un exposé des résultats de G. Frobenius acompagné avec des
nouvelles démonstrations ou des indications des démonstrations des plus graves
de ces résultats et des développements de la théorie de G. Frobenius qui sont

indispensables pour le suivant et qui concernent les matrices stochastiques.

Chapitre I. Matrices non-négatives et matrices stochastiques.

1. Définitions et notations. Une matrice carrée

a3 Qg ... din
Aaq a22 ... Ao
an1l Qp2 . . . Qnn

! G. Frobenius a publié trois mémoires concernant les matrices non-négatives:

1. Ueber Matrizen aus positiven Elementen I. Sitzungsberichte der Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin, 1908, 471—476.

2. TUeber Matrizen aus positiven Elementen II. Ibidem, 1909, 514—518.

3. Ueber Matrizen aus nicht negativen Elementen. Ibidem, 1912, 456—477.

Ils sont cités plus loin comme Fr. 1, Fr. 2 et Fr. 3.
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ot les éléments sont des nombres réels, est dite non-négative si
Aug = O (o, =1, m).
Nous la désignons par A ou Mt(a.s) et nous écrirons
Azo

au lieu des inégalités précédentes. On dit qu’elle est positive et on écrit 4 > o
si les éléments a.s sont tous positifs.

Une matrice non-négative

D = Mi(pas) (@, 8=1,7)

est dite stochastique si elle remplit deux conditions:

1°. ZQa{g"—‘I (o, =1, ).
B

2°. Nulle ligne et nulle colonne de @ n’est pas vide, c’est-d-dire ne con-
tient pas exclusivement des zéros.
Une matrice stochastique @ peut 8tre non-négative ou positive selon que
@® =0 ou @=>o.
Soit
E=Mt (Caﬂ)

une matrice unitaire, ou
Cea=1 ([@=T1,7) et cag=0 (a,8=T,%; a=+p).

Alors, en désignant généralement un déterminant

(311 612 Y 817,,
Coy Cag - .. Can
Cn1 Cn2 ... Cnn
par | C|, les équations
[LE— 4| = A()—o,

|A\E—@®|=®() =0

sont appelées équations caractéristiques et leurs racines nombres caractéristiques

ou zéros des matrices 4 et @ respectivement.
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2. Propriétés fondamentales des matrices non-négatives et des matrices stochas-
tiques. 1. St A >o0, Uéquation caractéristique A(2) =0 a une racene v qui est
réelle, positive, simple et plus grande en valeur absolue que toules les autres racines
de cette équation.

Le lecteur trouvera une démonstration de cette proposition dans Fr. 1 (p. 471).
La racine r est nommée par G. Frobenius racine maximale de A(A)=o0. Nous

lappellerons zéro maximal de A4.

11. En désignant par Ag.(d) le minewr de Uélément Acap -- aup du déter-
minant |AE — A| on a

Apa(A) >0 (¢, 8 =T, n)
st A=r et A>o0. (Fr. 1, p. 472).

On peut encore dire que la matrice adjointe de la matrice AE — A est
positive pour A =7 si A > 0, parce que cette matrice adjointe est une matrice

dont les éléments sont Ag.(A).

IIT. 8¢ A > o, le zéro maximal r de A est contenu entre la plus grande et
la plus petite des quantités

o = Z Ao (a0, 8=T1,n) (Fr. 1, p. 476).
8

IV. Toute matrice stochastique @ .a pour zéro maximal A, = 1; ce zéro est
simple et plus grand en valeuwr absolue que tous les autres zéros de @ si @ est posi-
tif; en ce cas tous les mineurs @.p(i) de @A) sont positifs pour 4= 1.

Ce théoréme est une conséquence immédiate des théorémes précédents de

G. Frobenius. En effet, on a

¢a=Z¢aﬂ: 1 pour a=1,mn,
B8

donc, par III, A,=1 est le zéro maximal de @ si @ > o. Les autres affirma-
tions du théoréme IV découlent de I et II
D’ailleurs ce théoréme peut étre démontré directement et trés simplement.
Quel que soit @, positif ou non-négatif, on peut écrire
A—1 —@y ... — @
oM)=]- - - - -
A—1 —@us ... A—@un
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en ajoutant & la premiére colonne toutes les autres, d'ol l'on voit que A,=1
est un zéro de @.
Ensuite, en partant du systéme

(I) }‘xﬁzzxa¢a(’" (a7ﬂ:T;%)

qui a une solution non-nulle, si 4 est un zéro de @, on obtient

IE-I;I%I éZI%I%%V—‘ZI%I,

d’ou, pour tout zéro de @,

Done, 4, =1 est bien zéro maximal de @.
Soit A=1 et @ >o0. Le systéme (1) a alors une solution

xg =+ 0 B=T1,n).

Démontrons que x3 sont tous d'un méme signe. Pour ce but nous tirons du
systéme (1) une conséquence qui sera trés utile dans la suite.
Supposons que A =|1](cos@ + ¢sinf) soit un zéro de @. Alors le systéme

(1) aura une solution
xs = | as| (cos O + sin by) B=T1,n),
ol 2 ne sont pas tous nuls, et on obtiendra de (1)

[A]]zs] cos (6 + 0(3):2|xa|tpaﬁcosﬁa,

[A]]2s] sin (6 + Hﬂ)=2|xa|¢aﬁsin0a,

d’ot

(2) |2]]zs] = 2| e gapcos(a—0s—6) (o, 8=T1,7).

C’est la conséquence que nous avions en vue.
On en déduit

|l|§|fvﬁ|=Z|xa|2¢aﬁcos(9a—9ﬁ~0)-
@ 5
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Pour A=1 on a 6§ =0 et 6,=0 ou =, donc cos (6. — 63 —0)= + 1 et comme
dans ce cas

;M%I:leil ;%ﬁcos(ea_aﬁ)

on voit que, pour @ >0, cos(f. —6s)=1 (o, f=1,7), donc tous 6,==0 ou 7
et tous les x3 sont d'un méme signe. On peut les prendre tous positifs et nul
entre eux n'est pas égal i zéro parce que, dans le cas contraire, tous les autres
x3 le seraient aussi en vertu des identités

= D wipes,

ce qui ne peut pas avoir lieu, car @(1)=o.
Done, pour A=1 et @ >o0, le systéme (1) a une solution positive z}

(8=T1,%). C'est une solution unique & un facteur constant prés et I'on peut écrire
(3) afiaf: = Qar(1): Daa(1): -+ 1 Denl1)

d’out l'on tire que @D.p(1) sont tous différents de zéro et d'un méme signe.
On établit ensuite sans peine que
(4) ()= Z Do (1),
d’ot et de la remarque précédente on voit que @'(1) #+ 0, c'est-a-dire que A, =1
est un zéro simple de @.

Prenons maintenant le systéme

(s) Aog= Qaapas (o, 8=2,7)

dont I'équation caractéristique est

@,(1)=o.

Soit 1, une racine de cette équation. Alors (5) admet une solution non-nulle
x3 (8=12,n) et I'on aura

[ 2] = 2| Dges < 2| (e, 8=77)
B a B a

@ étant supposée positive. Par conséquent, toutes les racines de l'équation
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®@,,(2) = o sont en valeur absolue moindre que l'unité. Cela démontre que @,,(A)
est positif dans l'intervalle (1, -+ o).

Par le méme procédé on démontre que @yy(4), ..., Pua(d) et, plus générale-
ment, tous les mineurs principaux des divers ordres que nous désignerons par
(Datl.“ozm\a,...am()“) sont positifs pour A = 1. Mais alors, de la remarque faite plus
haut & propos des égalités (3), on conclut que tous les mineurs @q4(2) sont posi-
tifs pour 2 = 1.

On peut encore raisonner autrement. Supposons que tous les mineurs non-
principaux de ®@(1) et des ordres moindres que » — 1 soient positifs pour A= 1.
Alors les identités de la forme

(6) Dep(1) = Pags Daplapld) + %%79’6#@“{37[«/36(@
T

nous font voir que @,g(l) > o0 (e, f=71,n) pour L=1.
Il ne reste que vérifier que tous les mineurs d'un déterminant comme

A— Poo — QPor
— Poo A— Pre

sont tous positifs pour 2 = 1, ce qu'on vérifie tout de suite. Donc les inégalités

(7) D,5(4) >0 pour A=1 (e, 8=1,n)

sont de nouveau démontrées.
De plus, cette démonstration nous fait voir la justesse de la proposition

suivante:

V. Tous les minewrs de tous les ordres de () sont positifs pour A= 1,
st @ >o0.

Les mémes raisonnements appliqués & une matrice stochastique qui a des
éléments égals 4 zéro nous montrent que tous les mineurs de tous les ordres
d'une telle matrice sont non-négatifs. De cette remarque et des égalités

O1) =D Buoll), @'(1) = Zﬁ Daglaplh), ...

qu'il est facile & établir on déduit le théoréme:

VI. Pour que A,= 1 soit un zéro de multzplicité m de @, <l faut et 2l suffit

que tous les mineurs principaux de @A) des ordres n—1,n—2,...,n—m+ 1
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sotent nuls, Uun au moins des mineurs principaux d’ordre n—wm étant différent
de zéro.

3. Matrices décomposables et indécomposables. On dit qu'une matrice

A = Mt(a.p) (@, 8=1,7)

est décomposable si I'on peut la mettre, par une permutation identique des lignes

R S

o P, @, B, § sont des sous-matrices, P et § étant des matrices carrées et ¢,

et des colonnes, sous la forme

R des matrices rectangulaires, et ol l'une des matrices @ et R au moings est
Ve Y ’
égale i zéro.

La matrice 4 est indécomposable si nous ne pouvons pas la décomposer
de la maniére indiquée.

G. Frobenius a établi les propositions suivantes sur les matrices décompo-
sables et indécomposables qui s'appliquent presque sans modifications aux matri-
ces stochastiques.

o VIL.Y St un des mineurs principaux de A(r), soit P(r), est égal & zéro,
A(r) est décomposable. Si, en outre, aucun mineur principal de P(r) n'est pas égal
a zéro, P(r) est une des parties indécomposables de A(r). (Fr. 3, p. 459, III).

r signifie ici, comme plus haut, la racine maximale de A(i) =o. Remar-
quons encore que P(r) est dit partie indécomposable de A(r) si la matrice cor-
respondante P est indécomposable, P et P(r) étant liés par la relation

P =|rE—P|.

o VIIL. 8¢ la matrice A est indécomposable les n quantités

a&";’,, af:},,, aff};, e “%—1)

ne peuvent pas §évanoutr toutes en méme temps pour aucun choix des indices «, 3.
(Fr. 3, p. 461, IV).

! Par le signe o placé devant le numéro d'un théoréme nous indiquons que ce théoréme,
avec des modifications convenables qui sont toujours évidentes, est appliquable aux matrices sto-
chastiques les plus générales, c¢’est-a-dire ayant des éléments quelconques.

20—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 17 octobre 1935.
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On a posé ici
I pour « ==,
0 pour « = §;

e

y

2 2
af,a), ayp = 2 a,,.,af,ﬁ);
7

(22
2 Q!
a“}" = Z Gy dyg;
7
¥
etc., ¢'est-a-dire afz"{} sont les éléments de A*.
Par contre, dans une matrice décomposable on peut toujours indiquer les
indices «, B tels que a‘(f}), =o pour k=0, 1,2,.... Cela découle de l'identité

Pt o
4= (Qk Rk)

qui a lieu, si I'on a la décomposition
A — P o)
Q@ R
o IX. Pour que r soit le zéro maximal de A de multiplicité k, il faut et 4l
suffit que k des parties indécomposables de A(L) se réduisent a zéro pour A= r.

(Fr. 3, p. 461, V).
Supposons que A soit décomposable comme il suit:

P, o o ... o
A= P21 P22 o ... (o]

Pml -Pm2 me‘s Pmm

ou P,s sont des sous-matrices de 4, P, étant des matrices carrées indécompo-
sables. Alors le théoréme énoncé veut dire que la condition nécessaire et suf-
fisante pour que 7 soit le zéro maximale multiple d’ordre % (k = m) est 1'éva-
nouissement de % des quantités P..(1) pour 2=7r, en posant toujours

Pooll) = |AE — Pacl.

IX bis. Pour que hy=1 soit un zéro de mulliplicité k de la matrice stocha-
steque @ il faut et <l suffit qu'elle ait, mise sous la forme
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L, o o ... o

D= L21 L22 O o mZk,

Lml Lm2 Lm3 CER me
k champs diagonals indécomposables et isolés.
Nous appelons les sous-matrices L,z champs de @, les sous-matrices Lqq

champs diagonals de @ et nous disons qu'un champ diagonal L.. est isolé, si

les champs
.Lal, Laz, ey La,a—l,

situés dans la méme ligne avee L., sont tous nuls.

La suffisance de la condition énoncée se manifeste de ce que

Leo,, Loyey, ..., L

° ok

étant indécomposables et isolés les équations

Lajo; () =0 (6=1,k)

admettent chacune 4, =1 comme une racine simple.
Pour faire voir sa nécessité remarquons d’abord que, par le théoreme pré-
cédent, @ a k champs diagonals indécomposables admettant i,== 1 comme zéro.

Donec on doit avoir L
Lo, (1) =0 (G=1,%)

L., étant indécomposables. Démontrons gque ces champs sont en outre isolés.
Considérons un de ces champs en le désignant par L... Puisqu’il est in-
décomposable tous les mineurs de L,.(1) sont positifs, comme il résulte du
théoréme XII démontré plus loin et indépendemment de IX bis.
Supposons que
Loy, Lag, ..., Loja—

ne soient pas tous nuls. Alors, en désignant les éléments de L.. par yys

(y,0 =1,s; s=ordre de L.), nous concluons que les sommes
v =2 (=17
g

ne peuvent pas étre toutes égales a 1. Soit

Yy, =+ 1, done < 1.
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Ajoutons maintenant 4 la colonne J de L..(l) toutes les autres colonnes et
développons L,.(4) suivant les éléments de cette colonne: nous aurons

Laa(l):(l—"lﬁ) Yo+ + (l_w;fo) zP‘,'od" +o+ (l_WS) ¥y,

ol ¥,s sont les mineurs de L..(%) de la colonne d. On voit de cette identité
que Zoﬁ 1 ne peut pas étre un zéro de L., parce que ¥,4(1) sont tous positifs,
Lo, étant indécomposable, et 1 — 1, est plus grand que zéro, donc L..(1) > 0.
On en conclut que L., doit étre isolé, puisque L.,(1)=0 et L., est in-
décomposable: la nécessité de notre condition se trouve ainsi démontré.

X. 8¢ r est le zéro maximal multiple de A, une des alternatives doit avoir
place: ou 7l est égal au plus grand des éléments @ao ou, $’il ne Uest pas, dans tout
manewr principal d'ordre n — 1 de A(A) s'évanouit pour A=r un mineur principal
d'ordre n — 2. (Fr. 3, p. 461, VI).

Nous avons vu (IV) que le zéro maximal d'une matrice stochastique est
toujours égal 4 l'unité. Done, le théoreme X, appliqué aux matrices stochasti-
ques, peut s’énoncer comme il suit:

XI. 8 A=1 est un zéro multiple de @, ou Uun des éléments @u. est égal
& 1 (et alors tous les autres éléments de la ligne « sont nuls) ou dans tout minewr

principal @uq(1) (@ =T1,7) de @(1) s'évanoust Vun des mineurs Dogiap(1).

o XII. 8 A est indécomposable tous les mineurs A.p(A) sont positifs powr
Azr.

On déduit des théoremes VII et XII que la condition nécessaire et suf-
fisante pour qu'une matrice non-négative 4 soit indécomposable est que tous les
mineurs A,g(2) doivent &tre positifs pour 4 =r.

4. Matrices stochastiques décomposables et indécomposables. Nous ajouterons
aux théorémes exposés dans le numéro précédent quelques autres qui sont dans

le méme -ordre d’'idées et qui concernent spécialement les matrices stochastiques.

o—(f ¢

o R
une décomposition de @, o R est indécomposable et P positef. Alors, pour que
by =1 soit un zéro multiple de @, ¢l faut et il suffit que Q soit nul. En ce cas

XIII. - Sozt

Ao=1 est un zéro double de @.
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La suffisance de la condition énoncée est presque évidente. P est une
matrice stochastique, si @ =o0, done a Ay =1 pour zéro qui est alors, pour P,
simple, car P est positif. Xn ce cas i,=1 est un zéro double de @, parce que,
R étant une matrice stochastique et indécomposable, 4,== 1 est un zéro simple
de R et @)= P(A)R(A).

Démontrons la nécessité de la condition. Nous avons déja remarqué que
Ay=1 est un zéro simple de K. Par conséquent, il ne peut étre un zéro mul-
tiple pour @ que sous la condition que P(A) s'évanouisse pour A= 1, parce que
@A) = P(A)R(A). Mais P> o0, donc (III) le zéro maximal de P doit &tre con-
tenu entre la plus grande et la plus petite des sommes de ses éléments prises
par lignes. Il y aurait nécessairement parmi ces sommes des sommes moindres
que 1'unité si ¢ contenait des éléments non nuls et alors le zéro maximal de P
ne pourrait pas étre égal a 1. Donec, pour que P(1) soit égal i zéro, il faut
que, P étant positif, @ soit égal & zéro.

Remarquons ici que, suivant la terminologie de G. Frobenius, la matrice
@ est dite complétement décomposable si elle peut étre mise sous la forme telle

que, par exemple,

P o o
®=}1o0o Q o],
o o R

ol tous les champs sont égals a zéro sauf les champs diagonals.

XIV. Pour que Ay=1 sott un zéro multiple de @ 2l fout et <l suffit que
les mineurs

Dpy18(1) (y=1,2,...,8—1,8+1,...,n)

soient nuls pour tout élément @q.s = O.

En effet, prenons ®@gg(d) et ajoutons & une colonne quelconque, soit y (y + 8),
de ce déterminant toutes les autres colonnes. Alors, en développant @gg(4) sui-
vant les éléments de cette colonne, nous aurons

Dgs(R) = 2 (A — gl Dy 5a(2) l@=1,2,...,8—1,8+1,...,n),

o

Pa= Qa1 t+ Paz + + Pan =1— Pug.

Soit maintenant A==1 un zéro multiple de @. Alors, par VI, on doit
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avoir @gg{1)=o0 (8=T,n). Mais on a toujours @p,p.(1) =0 et 1 — @i = @ag,
done, si @epg= 0, on doit avoir @g, s.(1) =0 pour tout y <+ g.
Inversement, si pour tout @.s=+0 on a

a)ﬂ'”ﬁ"‘(l):o (y:1727'-'713_1713+I)"'7n)
on aura @ss(1)=o0 (8=1,7) et A =1 sera au moins un zéro double de @.

XV. 8¢ lUon a la décomposition

Ly, o o ... ©
D = Ly Ly o
Lml Lm2 Lms e me
et st le systéme

xﬂzzxa%ﬂ (a7ﬂ=1;n)

a une solution positive

x§ >0 (8=1,n)
on aura
L21 =0,
Ly = Ly =o,
Lm1=Lmz=“-=Lm,m_1=-—o,

et les matrices Loo (¢ = 1,m) auront A, =1 powr zéro maximal.

Ce théoréme est une simple conséquence du théoréeme XIII, Fr. 3, p. 466.
Mais nous le démontrerons ici, en suivant les raisonnements de G. Frobenius,
pour introduire quelques définitions et procédés qui seront utils dans la suite.

Soit, pour simplicité,
P o o
o=@ R o
ST U

P, R, U étant des sous-matrices carrées des ordres X, I, m respectivement. Le
systéme écrit plus haut peut étre mis sous la forme condensée

(8) X=Xo
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qui est usuelle dans la théorie des matrices. En posant
X =(z,2q,...,2), Xg=(@r+1,., Te+1), Xs= (Tr+141, -
on peut remplacer (8) par le systéme

X, =X, P+ X,Q + X,R,

( ,
9) Xy R + X1, Xo= X, U.

De méme, le systéme adjoint de (8),

(10) Vo= D pasys  (a,8=17)
B

ou

(11) Y=07Y,

peut étre remplacé par le systéme

Y,=PY,, Y,=QY,+ RY,,
Y,=SY, + TY,+ UTY,.

(12)

Le systéme (11) a une solution positive évidente

(13) Yo =1 (@ == 1,n)

159

. Xk

que nous désignerons par Y,. Supposons que (8) ait une solution positive X:

x5 >0, (B=1n).

Alors on peut écrire

X0y =XiPY)+ X5QY) + XeRYY
=X{¥)+ XY+ X3RYY,
d’ou
XY+ X3RY!=o0,
done
X3QYl==0, X3RY!=0

puisque les produits scalaires XJQ Y7 et XSR Y} sont non-négatifs.

montrent qu'on doit avoir
=0, R=o0

car X0>o0, Xi>oet Y!>o0.

Ces égalités
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En multipliant ensuite 1'égalité X3= X3R + XJT par Y3 et en tenant
compte que Y3 = R Y3, on obtiendra X37Y3;=0, dou T=o0.

Done ¢, S, T sont égals a zéro. Par conséquent P, R, U sont des matrices
stochastiques et 4,=1 est le zéro maximal de chacune d’elles.

XVI. 8¢ @ est indécomposable, mais, pour un m entier et positif, @™ est
décomposable, @™ est complétement décomposable.

@ étant indécomposable tout mineur @.z(1) est positif (par XII), donc
Ay =1 est un zéro simple de @ et le systéme X = X @ admet une solution posi-

tive X°® Alors on peut écrire
X°0=X°0?* ou X°= X2,

De méme on aura X°= X°®@?® et ainsi de suite. Donc X°= X°@™: le systéme
X = X @™ admet une solution positive.
On a ensuite

ZQ’;l[)ﬁ’:ZS”w;%ﬂ: I,

B ¥
%@fx“/’FZw?y’;%ﬂ: 1,
Y

et généralement

d'ou il résulte que la matrice @™ est une matrice stochastique et le systéme
Y= @"Y admet la solution yo =1 (¢ =1,n).

Par conséquent, en vertu du théoréme XV, @™ est complétement décom-
posable.

Nous concluons ce numéro en indiquant le théoréme important suivant,
du & G. Frobenius:

o XVIL. Une matrice décomposable A ne peut pas étre décomposé en parties
(ou champs) indécomposables de deux maniéres différentes. (Fr. 3, p. 474, § 12).

On suppose toujours que A est non-négatif.

5. Matrices primitives et imprimitives. Nous dirons avec G. Frobenius
qu'une matrice non-négative 4 est primitive si son zéro maximal r est plus grand
en valeur absolue que tout autre zéro »' de A: || >|+"|. Par contre, la matrice

A est imprimitive, si parmi les zéros »" #=r il y a tels que |+ |=|r].
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De méme, une matrice stochastique @ est dite primitive si tout son zéro
A, différant de A, =1, est tel que || < 1. S'il y a parmi ces zéros 1, de tels
que || =1, nous dirons gue @ est imprimitive.

Nous exposerons maintenant les théorémes les plus importants sur les ma-
trices primitives et imprimitives trouvés et démontrés par G. Frobenius et quel-
ques théorémes nouveaux qui concernent en particulier les matrices stochastiques
primitives et imprimitives.

o XVIII. 8¢ A est une matrice non-négative et primitive une de. ses puis-
sance, AP, est positive ausst que toutes les puissances suivantes APt 4ri2
Inversement, st U'une des puissances de A est positive, A est une matrice primitive.

(Fr. 3, p. 463, IX).

o XIX. Dans une matrice tmprinutive A ftous ses éléments principals, aqa,
sont nuls. (Fr. 3, p. 463, X).

o XX. Toute puissance d’'une matrice primitive est primitive. FEt si, n étant
Tordre de A, A, A%, ..., A" sont indécomposable, A est primutive.
(Fr. 3, p. 464, XI).
o XXI. Sozt
A=A+ a'i" +a"i" + -

Sfonction caractéristique d'une matrice indécomposable non-négative A, ot n>n'>n""> -
et a',a”, ... sont différents de zéro. Soit k le plus grand diviseur commun des dif-
férences n—n',n' —a", . ... Alors A est primitive, si k=1. Par contre, A est
imprimitive, si k> 1, et alors A* est la plus basse puissance de A qui se décompose

complétement en parties primitives dont le nombre est k. Si U'on pose

W()") = A+ “lln—-k + (lzln_?‘k 4o+ (lml‘ll—mk’
1/,’(2.) == A™ 4 ZZI;\.’" 1 (12}.1"_2 + -+ am,

Uéquation W(A)==0 a wune racine qui est positive, simple et plus grande en valeur
absolue que toute autre de ses racines. (Fr. 3, p. 468, XIV).

o XXIL. Soit A une matrice non-négative, indécomposable et tmprimative, dont
la plus basse puissance, qui se décompose complétement en parties indécomposable et
primitives, est A*.  Alors, par une permutation identique des lignes et des colonnes,
on peut la mettre sous la forme cyclique suivante

21—351560. Acta mathematica. 66. Imprimé le 17 octobre 1935
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o L;,; o ... o
0 o0 Ly o}
(14) A= 7.0 )
o o o Ly, 1
Ly o O (o)
ott toutes les parties, ou sous-matrices, sont nulles, sauf Ly, Lgg, ..., Lx—1,r, Li1.
(Fr. 3, p. 469, § 9).
Nous appellerons dans la suite Ly, Ly, ..., Lz; champs principaux de la

matrice imprimitive 4 mise sous la forme (14) et toutes les autres sous-matrices
Lys champs non-principaux.

Nous dirons que la matrice indécomposable et imprimitive 4 est de I'indice
k, si la plus basse puissance de A, qui se décompose complétement en parties
primitives, est A*. Nous dirons aussi qu'une telle matrice est cyclique de 1l'in-
dice k. Cette dénomination est justifiée par le fait qu’elle peut étre mise sous
la forme indiquée (14) et aussi par les considérations suivantes.

Supposons que A soit indécomposable. Alors A ne peut pas contenir des
colonnes ou des lignes dont tous les éléments soient nuls, de sorte que toute
colonne et toute ligne contiennent au moins un élément a.s qui n'est pas nul.
Il en résulte que nous pouvons toujours trouver une suite d'éléments

aaﬂ‘, aﬂlﬁz, ey aﬂk—l“

qui sont tous différents de zéro, les indices «, 8, ..., Bi—1 étant tout différents
I'un de Vautre. Nous appelons une telle suite cycle de Vordre % de la matrice
A et A matrice cyclique de U'indice k, si tous ses cycles sont des ordres divi-
gibles par k, k£ étant le plus grand diviseur commun de ces ordres.

Il est clair que asa=0 (0 =T1,7), si k=2, et que ag,= 0 toutes les fois
que @qp=+0, si k> 2.

On peut maintenant démontrer le théoréme suivant.

o XXTIII. Pour qu'une matrice non-négative et indécomposable A avt pour zéros
toutes les racines de Uéquation
(15) lk_,’»k_-:o,

oty » est le zéro maximal de A, il faut et il suffit que A soit une matrice cyclique
de Uindice k.



Recherches sur les chaines de Markoff. 163

Ce théoréme est démontré dans ma note de Bulletin de la Société Mathé-
matique de France, LXTI (1933), pp. 219—219. Je reproduirai ici sa démonstra-
tion, ear il joue un réle important dans la suite.

Nous commencerons par la démonstration de la suffisance de la condition
énoncée.

On peut écrire le développement du déterminant A4(1) dans la forme

n

(16) AR =10+ D= 1) 2t ey ey . . . ) Gy G2y - - - Ay
h=1 alh)

ol [e,a@,...¢n)= + 1 ou — 1 suivant que la permutation «, @y, ..., @, des

nombres I,2,...,n consiste d'un nombre pair ou impair d’inversions et 2
a(h)

désigne une somme prise pour toutes les permutations e, e, ..., @n qui laissent

fixes # — kh des indices 1, 2, ..., n, ces indices étant pris dans toutes les combi-

naisons possibles et les éléments correspondants aii,, @ity ..., Gip_piy_p, QUi

entrent dans le produit @ie, ase, . .. @ne,, étant remplacés par l'unité.

Or la matrice 4 est cyclique de l'indice %, done, sous le signe 2 on
a (k)

ne rencontrera que des termes composés de cycles ayant des ordres divisibles
par k, d’ou il résulte que le nombre k doit étre un multiple de £. On en voit

que A(A) peut étre écrit sous la forme
(17) AQ@) = An + A Jnk £ A An2k 4o A, gk

ol uk=mn.

Soit maintenant A, une racine quelconque de (15). On aura
A =221 + Ay + Agr™2k 4 o+ Ayr—H]
| = (%)n{r" + AR A ]
— 4()=o,

ce qui prouve la suffisance de notre condition.
Remarquons qu'on obtient aussi l'égalité (17) en partant de la formule
bien connue

Aoyoy Qajoy _

AQ) = An — ’1?!_1 > tage, + ’17,_2 o

Qy, &g

Qoyey Aoy,
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Pour démontrer la nécessité de la condition, prenons une des racines primi-
tives de (15), soit

2w ., 27
/'Ll:r(cosT+zsm»k)-

Alors le systéme 2, X = X 4 aura une solution non-nulle

xp = | 24| (cos Oz + ¢ sin bp) B=T1,n)

et I'on peut écrire, en vertu de la relation (2),

(18) 1‘|x§|=2|x§|aaﬂcos (0,1—6{3—3];) (@,8=T1,n).

Cette égalité nous montre qu'on aura

(19) rlagl < Dlatlacs,  (@8=17)
si pour tout a.s< 0 on suppose cos (0,, — 05 — —Zkﬁ) %= 1. Nous allons prouver

que cette supposition est impossible.

Soit cos (Oa — 05 — 277;) <+ I pour un aes+ 0. Alors nous aurons (19). La

i
k

Remarquons maintenant que, A étant indécomposable, tous A.s(r) sont posi-

conclusion reste vraie a4 fortiori, si cos (Ga — 85— ) =+ 1 pour tout a.p = o.

tifs (par XII), donc le systéme » Y = A Y a une solution positive

Yo >0 (@ =1, n).

Multiplions les deux cbtés de (19) par ys et faisons la somme pour 3= 1,n: on
aura une impossibilité

r 2 aglys < 2l ab| Dawsys =r 2ty
(J’ o ﬂ a .

2 .
Donc nous devons avoir cos (0a — 6z — 7:—[) =1 chaque fois que aqp==O.

Mais nous avons remarqué plus haut que la matrice 4, qui est indécom-
posable, doit avoir des cycles tels que

‘Vlaﬁ[yr aﬁxﬁz’* “eey aﬂm_..la;
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ol tous les éléments sont différents de zéro. Par conséquent, pour un tel cycle,

27 27
cos (0a — 0‘;»‘ — -k ) =1, ..., CO8 (aﬁm——l — 0, — —];‘_.) =1
ou
27 2
6, — 0‘,—;1 — ]'c-- = 20,7T, ..., ﬂlgm_l -6, 7 =2 20m 7T,
0, O3, - .., On étant des nombres entiers. En ajoutant ces égalités on obtient

2
N R TR P

d'ou il résulte que m doit étre divisible par £.

De cette maniére nous voyons que les ordres de tous les cycles doivent
étre des multiples de %, si A admet comme zéros les racines de 1'équation (15):
la nécessité de notre condition est ainsi démontrée.

On peut maintenant voir qu'une matrice de l'indice % est en méme temps
une matrice cyclique de l'indice £ et inversement. En effet, si A est de l'indice
k, on peut 1'écrire sous la forme cyclique (14), d'ott 'on voit immédiatement que
A est cyclique de l'indice #. Inversement, si 4 est cyclique de l'indice %, son
équation caractéristique est nécessairement de la forme (17), donc A ne peut
étre que de l'indice %k et doit &tre réductible & la forme (14). Ainsi nous pou-
vons conclure:

o XXIV. Pour quw'une matrice non-négative et indécomposable A soit cyclique
de Uindice k, il faut et il suffit quwon puisse la metire sous la forme (14).
Tirons quelques conséquences du théoréme XXIII.

o XXV. 8 A(o)=A =0, la matrice A ne peut étre cyclique que d’'un in-
dice qui est un divisewr de Uordre de A. Donc, si Uordre n de A est nombre
premier, A est ou non-cyclique ou cyclique de Uindice n.

Dans le dernier cas on peut mettre A sous la forme

(¢] a3 O
0O O ay o

A — f . i . .ol e
(¢] (¢] (o) Ap—1,n
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o XXVI. 8¢ A est une matrice indécomposable et cyclique de Uindice k,

U'équation caractéristique de A peut écrite comme 2l suit:

A() = 2 (1 — %) (1 — Opt) -+ (1 — Curt) = 0,
ot
v=o0 e |Cl<1, ..., |Cl<1 (v+uk+k=n.

6. Propriétés des mineurs des matrices stochastiques. Dans ce numéro nous
considérerons exclusivement les matrices stochastiques et leurs mineurs. Nous
appelons mineur @.; de la matrice @ la matrice qu'on obtient en supprimant
dans @ la ligne B et la colonne «.

XXVIL. Pour toute matrice stochastique @

Z(paﬂ(lh):oa (aug::l:n)
g

A étant un zéro de @ tel que || == 1. ,
Puisque ®@(4) =0, le systéme 4, X = X @ admet une solution non-nulle
x§ (8=T1,n). Done, si @.p(A) ne sont pas tous nuls (alors notre théoréme est

vrai), on peut écrire

(z0) ayiay: o ran = Opr(A): Paa(An): -+ 1 Dun(dn).

Mais des identités Anxs = D ge 3 on tire

lh2x5=2x§2¢aﬂ=2x&,
B o i o

(21) Dag=o0
et (20) et (21) montrent que le théoréme est vrai.

XXVIII. Soit @ wne matrice stochastique tndécomposable, tmprimitive et de
Uindice &k, réduite & la forme cyclique ‘

o L, o ... o
0 0 Ly ... o

(22) q) e y
o o o Ly, &
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ot Ly, pt1 (h=1,k; k+ 1 étant remplacé par 1 dans Lg py1) est une sous-matrice
a ln lignes et lyiy colommes (I, + 1y + - + U, = n); soit encore Aon une des racines de
Péquation ¥ — 1 = o différente de 1. Alors, quel que soit B=1,#n,

@5 (don) = Dag(hon) == Dyp(Ron),
(23) D1, 8(Ron) =+ == @iy, g (Aon),
D .. -+zk_1+1,ﬁ(]~0h) == Dy (lon);
D11, (Aon) = Aon Dy {Aon) s
(24) @i 11,41, 8 (Ron) = A51 @1 (Ron),
Dttt _y+1(hon) = A7 @i (Aan),
et
3
(25) 'le%ﬂ(]mh):ov
=1
ST 0y, O, . .., a satisfont aux conditions
Lt b <a=<l+ -+, (h=T1, k).
En effet, le systéme
(26) AY=07Y,
3 cause de (22), se réduit &
(27) AV, =LYy, AY, =Ly Yy, ..., A Y= Lt ¥y,

\

ol
Yi=W,- . 9l), o=l +1,.. 9l +0h),. ... Ye=Wl + -+ Lhoat1,..., ).
Pour A = g, (26) aura une solution non-nulle

YO =(yt, 93, ..., yn),

car, @ étant indécomposable et cyclique de l'indice %, 4y=1 est un zéro simple

de @ (par IX) et Agx l'est aussi (par XXVI). Alors, @ (Aon) = D @uallor) étant

différent de zéro, ®.s(% ;) ne sont pas tous nuls et 'on aura

(28) y‘f:y%: I?/%: (plﬁ(}@h): (1)2{3(}.0},)2 B mn{g().()h).
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Cette solution Y°, & un facteur constant prés, est unique, et, par (27), on voit
tout de suite qu'on peut l'écrire comme il suit:

0o__ 0 __ _ —
N=t==y,=1,
0 — a0 J— — a0 .
(29) Yu+1 = Yi+2 == = Y +1, == Aon,
Yo+ /AR ES B b Yn = 1'3;1.

En effet, ces quantités satisfont (27) pour 4= Aos.
De (29) et (28) on voit immédiatement que les égalités (23) et (24) sont justes.
On aura ensuite

k k
Yo, _ I— l[)h
€y = + )\. e lk 1= . =
z_:Z-l’?/z I 0h+ + 0h I'—'th
done, par (28),
E
(30) Z a)ai, B (1'071) =0,
=1
si @, @y, ..., o sont choisis de telle maniére que
L+t ha<aZlL+L+ o+, (h=1,k).

L'égalité (22) peut étre écrite sous la forme

Ly Ly ... Lix
o= La Lu . Ln

Lyy Lye ... Ly

en posant Ly, =0 quand la sous-matrice L,. n'appartient pas 4 la suite des
champs principaux Ly,, Lgy, ..., Lr1 qui ne sont pas nuls. Nous dirons gqu'un
mineur @,4(A) appartient au champ L, s'il correspond a 1'élément @g. qui est
un des éléments de la sous-matrice Ly., c’est-a-dire si @p. < Lg,, en employant
le signe bien connu de la théorie des ensembles.

Envisageons maintenant les quantités ®@..(4) et @.s(d) (@ =8). On a les
développements

Z‘n-—S

in—2 ’ ’
(31) (Daa(ﬂ,) = )'n_l - AI 2 lpalal + T;Z

YT o, o

W‘Zlal ¢041052l _
Posey Pazay
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s ln—3 ’” ¢(x ‘3 ‘pa @ }‘,n_4 ’” q)a ﬂ q)aa; wa as
(32) Dupld) = gup—— 2 A = 3| gs gan P
- P e ¢a2 B Wﬂtz oy ¢a2 2

oy, &g

ou les sommes sont prises pour toutes les valeurs possibles de @y, ¢;, ... sauf
la valeur ¢ dans le premier développement et les valeurs « et § dans le second.
Posons, pour briéveté,

’ q)ax% v walah
(33) sn= 1. .. ...,
e th ¢aha1 coee wahah
Pap Paoy - o QPoap_y
(34) Sh= 2 |Pep Pan - Puan
Opy ooy Och_l . . . . N . . . .
w“h—lﬁ ¢0¢h_.1 (< ¢ah_1 7]

et démontrons le théoréme suivant.

XXIX. Les mineurs ®uald) et @ap(d) (@==p) du déterminant @A) d'une
matrice stochastique qui est indécomposable, imprimitive, de Uindice k et mise dans

la forme cyclique (22), ont les développements:

Dy T o Ty
(35) (Daa(l):l +(— I) Tbaa+ (— I) Wsaa 4+
(36) Dy 5(d) = (— 1)1 Gl S 4 (— )5t AT e 4.
’ o % PR
pour @op < Lji+s, s> 0, el
(37) Dusll) = (— 1=t P a0 g (e FTTT ey
“° (b —s—1)! "of (2k—s—1)! @

pour @ag < Lji—s, s =0.

Considérons d’'abord @,,(2). KEvidemment, @uq =0 (¢; =T1,%7). De méme,
tous les déterminants
Py, Paje
Py, Pasa,

22—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 17 octobre 1935.
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sont nuls, si £ > 2, car @ est cyclique de l'indice £. En général, un déterminant
Peray - Poyey,
¢aha, . anhah

doit étre égal 4 0, si h=2 0 (mod %), car autrement on aurait dans @ des cycles
dont les ordres ne sont pas divisibles par £. De cette maniere, en tenant compte
des égalités (31) et (33), on vérifie que (35) a lieu.

Considérons ensuite @,p(k), @ # B. Soit @ug < Liirs, o0l s est un nombre
entier positif ou négatif ou zéro.

Supposons que @.s=0 et considérons le déterminant

Pap Paey v Paap
dh — q)alﬁ Py e e q)axuh—1
Pop18 P10 - - - Popgap

Je dis que tous les membres du développement de ce déterminant sont nuls, si

h=s (mod k).
Pour le démontrer, remarquons que les membres de -, sont de l'une de

~ ’ ’ I4
deux formes: 1) Qug@Pao’ Pares- - - Pap_ya’y_,, OU @1, €3, ..., ¢h—; est une permuta-
. ’ 4 ’
tion des nombres e, @, ..., @r—1; OU 2} Pow, Paa’s- - - Pay_qc’y, OU €1, G2, . .., Ch
est une permutation des nombres 8, «,, @, ..., ar—1 dans laquelle o7 §.

Mais tout @up@ee,. .. Poy_ja', =0, car @op =0, et il reste a vérifier que
tout membre de la seconde forme est égal 4 o, si h=s (mod £).

Cr, nous pouvons écrire
M= oo, Paa'y - - - Pap__10'y,
= (90071 Prye- - q)'}’p—lﬁ) (¢7p7p+1 Prpritpra- -+ q)')’r—l')’p) cee
en permutant les facteurs et mettant en évidence les groupes cycliques des fac-
teurs tels que
Prprp+1 Prpr1vpra - Prr—1tp

et un seul groupe
Py, Prive - - - Prp—1 >

qui est incomplétement cyclique.
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En remarquant qu’aucun facteur de M ne peut pas étre différent de zéro,
8’il n’appartient pas & un champ principal de @, on voit que les facteurs des
groupes de M doivent nécessairement appartenir aux champs principaux consécutifs

pour que M soit différent de zéro. Donc nous devons avoir
Pay, < Li,i+17 Py < Li+1, i+2y ooy Py 48 < Lt+p~1,z‘+p
pour s =o0 et

Poyy < Lijiv1, Qe < Litr,ov2y oo oy Pupomsyr < L1,

Pri—it1, —it2 Lys, .. Prp_18 < Lg-1,4
pour s < 0, c'est-d-dire on doit avoir

p = s {mod k) pour s> o0
et
p=k—2+4+¢,¢g=7+ s (mod &) pour s <o.

Dans tous les cas nous devons avoir
(38) p=s(mod k).

Supposons que cette condition soit satisfaite et considérons les produits
cycliques tels que

‘p7p7p+1 ‘p7p+1'}’p+2 e Py Tp*

De la supposition fondamental que @ est cyclique de l'indice % il résulte tout

de suite que ce produit est égal & o, si
(38 bis) r—ps=0 (mod k).

Les congruences (38) et (38 bis) nous montrent, évidemment, que ), = o0,
si h=2s(mod k). On en voit sans difficulté que les égalités (36) et (37) sont bien
vraies quand @.p=0 et < L;its, o0l s est nombre entier =o. Pour le voir, on

n'a qu'a écrire (32) sous la forme

(39) Doy ()= 3 (— 1y (i":”:;! st

et 4 tenir compte de ce que
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si= 3"

Aty ooey Cpo g

Supposons enfin que @.57 0. Alors on doit avoir soit

Qaﬂ<Li,¢+1, (z':I,/c—I),
soit
Pap < Ly 1.

Dans tous les cas le membre

Pap Peray - - Payy a'py
sera nul, si
h— 120 (mod %),

et les membres tels que

(Pan Prm - - - Prp— 5) (9’vp7p+1 Prp+1rp+2 -+ Prr—mt 7'17) ce

gseront nuls, si
h=s(mod k),

ot s=1 ou —(k—1) suivant que @og < Lj i1, (( = 1,k —1), ou Pap < Lp 1.
Done, par (39), on voit que, pour @.s 7 0, les coefficients

k E+
SL{;H)’ Sfﬁ 1)

PR

seuls ne sont pas nuls en général, de sorte que nous aurous dans ce cas

(40) Oop(d) = A2 s + (— I)k)i_g S+t g (— 1)21:@ Siek+1) 1oL
«f i kU Db (2k)l Tes T

On vérifiera facilement que ce développement est un cas spéeial des dé-
veloppements (36) et (37) pour @.p <0 et < L 1@ =Lk—1,s=1)ou < L,
(s=k—1).

Remarquons maintenant que dans les relations (36) et (37) le dernier membre
qui contient la plus basse puissance de A sera d'un méme degré en A pour tous
®@.5(%) appartenant & un méme champ IL;;is(s = 0), parce que ce degré a
pour exposant w —s—itk—1 (s =0), ou ¢ est le plus grand entier tel que
n—s—tk—1=o0, et cet exposant ne dépend que de » et s.
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Cette remarque nous montre gqu'on peut éerire

Qoo (1) = 27 Paa (AF);
(Da{,v(l) = pp—s—1 goa(;(l") si Papg < Li,z’+s, $ = 0;
(Da{g(l) = )51 ¢a{3(1k) s1 Pap < Li,i—s, § >0,

dans le cas ou % est divisible par 2. Quand » n’est pas divisible par % et le reste
de la division de n par kb est v, 1=v=k—1,

Dy (Z') = ;1 Pao (lk);
y—g~—1 k -
* #) pow 1}>S}, Pap < Lii+s, s = 0;

Dy (2 g
o) = {lk—{»v—-s——l 5(1%) pour » < s
pl
«f

P

Arts—1
(Daﬂ (2') = { P
Pe

Avt s—k—1

M pour v +s—1 <k L s>0
(A" pour v + s— 1= &’ Pep = Hhimes '

Dans tous les cas q)w(l), @ep(i¥) désignent des polynomes dont l'argument
est A%,
En particulier nous avons cette conséquence du théoréme XXIX.

XXX. 8¢ lUordre n de la matrice @, considérée dans XXIX, %'est pas dive-
sible par k et le reste de la division de n par k est v, on aura

Do lhon) = A7 Doe(1);
Dop(Ron) == 2275 D (1) pour » > s,

= X371 @,4(1) pour » <5
quand @op < L; i1 et s=o0, et
@op(hon) = AT Dup(1) pour v + s — 1 < £,
= 1 D (1) pour v +s— 1=k
quand @up < L; i et s> 0; hon est une des racines de Uéquation ** —1=o0. Si
n est divisible par k, on auwra
q)aa(}voh) == )v(’gzl Dy (I),
Dopllon) = A7 @up (1) pour @op < Liivs, s = 0;
@a{g(loh)—"—‘lg_h'l (Da/g(l) pour q7aﬂ<Li,i—s, s> 0.
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Remarque. Les régles qui définissent le facteur devant @,z(r) dans les
parties droites des égalités de ce théoréme sont un peu compliquées. Mais on
peut les remplacer par une seule régle équivalente qui est plus commode dans
les applications du théoréme XXX et qui en découle immédiatement. Elle est
la suivante:

Pour @, (%5 on a toujours

Do (hon) = A7 Dog (1) pour n=1» (mod %),

= A Do (1) pour n=o0 (mod £);

pour @gs(lor) ces exposants ¥ — 1 ou & — I restent invariables tant que @.s(A)
est dans le méme champ que @..(4) et augmentent ou diminuent de s unités
quand @.p(i) se déplace de s champs a droite ou 4 gauche de @, (1), & condi-
tion de remplacer » + s — 1 ou £+ s— 1 par le nombre positif le plus proche
de I'un ou de l'autre de ces nombres et congruent & eux modulo %, si l'un ou
I'autre d'eux devient plus grand que % ou négatif.

Done, si Von imagine la matrice @ écrite dans la forme

Ly Ly ... Ly
q): L21 L22 P LQk

Lgy Lis ... Ly

les exposants de Aop des égalités dans XXX ont respecﬁivement les valeurs

k— 1 o) | S k— 2
k—2 k—1 o ... k—3
(o} I 2 ... k—1

quand 7 == 0 (mod %) et les valeurs

Yy — 1 v Y+ 1 .o v+ k—1
y—2 » — I v .o v+ k—2
yv—k v—k+1 v—-Fk+2 ... ¥y — 1

quand n=v (mod #) & condition de réduire les nombres négatifs ou positifs et
plus grands que % de cette table aux nombres positifs les plus petits et con-
gruents 4 eux modulo %. ‘ '
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XXXI. Soit A=124 #1 un 2éro de la matrice stochastique @, qui est tndé-

composable, vmprimetive et de l'indice k. Alors pour tout ¢ =1, %

(42) 2 Dy (2y) =0,

ol Z signifie que la somme est prise pour toutes les valewrs de 8 correspondant
B=<Lin
a un champ L;n quelconque de @.
En effet, en supposant que @ est de la forme (22), on peut écrire le sy-
stéme 4; X = X @ sous la forme

X=X, Ly, 2 Xo= Xy Lug, . . ., I X = Xom1 Li—r vy My X, = Xi Ly

Ce systéeme admet une solution non-nulle

Xy=(l, ..,2P), ..., Xp= (W, ..., xgl’cc))
de sorte que

5

llxg)zzx,g)¢a,ll+ﬂ (ﬂ:I,Z,...,Z2)
a=1
l,

}“1 x;?) - 2'%{3) Pite, L+L+8 (ﬂ =1,2,... ls)
a=1

et ainsi de suite.

On a évidemment

[
D Pa, =1 (e=1,2,...,1)
=1
I .
2(})[1+,1, L+htg = 1 (a =1,2,... 12)
f=1
etc., done
Ay Za® = 33 Sal® = 3 4, Sak) = Ik ), St = 30
d’ou
A2 3zl = 3l 23 S = 3 | 1 3k = 3
et enfin

M3l = 3®
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Mais 4, % 1, par conséquent 3 z% =0, donc Izl =o0, Za® =o0, ...,
Iz =o.
En remarquant que les nombres z{V, «lV, ..., xgc‘) sont proportionnels aux

Dy1(2), Poz2(Ay), ..., Pun(h) on obtient des égalités précédentes les relations (42).

XXXII. Soit @ une matrice considérée dans XXXI. Alors

{43) D Bual1) = (D’,C(I) C=1,k),

a<L1;1:

En effet, le systéme X = X @ a dans ce cas, & un facteur constant prés,

une solution positive unique

X' = (X1, X3, ..., X7),

X0 = (aft), 2 x™) (h=T1, k)

10 %7200 0 0
sont les solutions du systéme
Xy= X Lys, Xy= Xy Ly, ..., X; = Xp L.

Comme dans le théoréme précédent on en conelut gue

Sl = 3z) = .. = Sz,
d’on
(44) D Pep (1) = D @ap(t) == D\ @ap(1) (o =1,7).
{3<L" ()’<Ln ﬁ<ka

Considérons maintenant le systéme ¥ = @Y qui admet, & un facteur con-

stant prés, une solution unique

d’ou

(45) @y5(1) = Dy5(1) == Dyp(1) B=T1,n).

De ces relations et de (44) on voit que

(46) S @es(1) = 3 De(1) =1,k

f<Lyq a<Li;



-~
~1

Recherches sur les chaines de Markoftf. 1

done -
A (i=1,k),

Z ®,.(1)

a<L;;

A étant un nombre constant.
Mais

S @a (1) = @' (1),

d’ou ,
O ()= kA, 4 — %@,

ce qui prouve (43).
Pour la matrice @ que nous considérons ici, en nous appuyant sur la

théoréme XXVI, nous pouvons écrire
D)= A (A — 1) (W — ay) ... (A — a,),
ot la;|<1,...lau]l <1 et B+ uk-+v=nOn en voit que

O (1) = k(1 — a)(1 —a) ... (1 — @),
d’ou

(47) D) Dea(1)=(1 —a)(t —ay) ... (1 — a) (2= 1, k).

a<L;;

On voit, de plus, que
(1—a)(t —ay)...(1 —a,) > o0,
car @, (1) sont tous positifs.

XXXIII. Supposons que la matrice @, stochastique et de Uordre n, ait 4,=1

pour zéro de multiplicité k et qu'elle soit mese sous la forme

Ly o
o Ly ... © o o ... 0
® = o} o ... Ly o 0O ... O ¢
Liivr Lggr,e oo Legre Lpg,341 © ... O
Lvl Lv? “ e L’uk Lv,k-l—l Lv, E+2 « .. va
oit tous Lgo (o =T, ) sont indécomposables et Ly, ..., Ly sont isolés. Alors

23-—-35150. Acta mathematica. 66. Impriméle 21 octobre 1935.
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1° @pe () =0 pour tout « qui appartient & un des champs Lyo(0 =1, k) et
pour tout B tel que @op wappartient pas @ wn de ces champs Lgo;

2° Dyp(1) =0, @p(1)=o0, ..., (Dg"(?l)(l) =0 pour a,f=1,n.

On démontre 1° en remarquant que, sous les conditions imposées i a et 3,
le déterminant @,s(A) aura une bande d’éléments qui consiste de I, lignes et ne
contient que Iy — 1 colonnes non vides. Cette bande correspond aun champ Ly
dans lequel tombe, ou, en d’autres termes, auquel appartient «. En développant
@3 au moyen du théoréme de Laplace suivant les mineurs de l'ordre /; (I'ordre
de Lgs) formés des éléments de la bande considérée, on voit que tous ces mi-
neurs sont nuls, d'oit @.s3(L)=o0 pour & et @ précisés dans I'énoncé du théoréme.

Ensuite, 2° est vrai quand « et @ satisfont aux conditions de 1°, car alors
®@.s(k)=o0. Dans le cas ou ces conditions pour a et § ne sont pas satisfaites
nous avons deux possibilités: ou e et § appartiennent & un méme des champs
Leo( =1,%); ou « et @ ne satisfont pas aux conditions de 1° et n’appartiennent
pas a4 un méme de ces champs.

Considérons la premiére possibilité. Supposons que «¢ et @ appartiennent
au champ Lgp, 1 =0 =<£%. Alors, en désignant par L‘;‘g la matrice qu'on obtient

en supprimant dant Lo la colonne o et la ligne 3, on aura
q)aﬁ(l) - L“ (Z) e Lg_l)g__l (l) Lg’g(l) L¢9+1) 5+1(l) o ka(l) e Lqﬁ/y (2.),
d’ot on conclut tout de suite que

Do (1) = Dop(t)=-- = (fop.—ﬁ)(l) =o0.

Passons & la seconde possibilité. Deux cas se présentent: 1) 8 appartient
a un des champs Lgy, 1 SO0 =%, et ¢ appartient 4 un des champs Lgyn r+4s,
,=1,2,...,v—Fk; 2} « et § appartiennent & un méme de ces derniers champs
ou aux champs différents Liip rtn €6 Liig ktg.

Dans le premier cas nous aurons dans @.z3(1) une bande qui consiste de
lo— 1 lignes et de Iy colonnes non vides, ¢ étant l'indice du champs Lo,
1=0=Fk, auquel appartient 5. En s'aidant du théoréme de Laplace et en
développant @.5(A) suivant les mineurs de cette bande, nous mettrons @ ()
dans la forme

(Da{;(/'L) = Lll (}u) P Lg—l‘g_l ().,) Agg(l) Lg+1,g+1 (l) - LLL(].)B(}.,),

de laquelle on voit que 2° est vrai.
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Dans le second cas on voit facilement que
(Daﬁ(}b) = Ly, (l) Lzz(l) R LM(A) A (A},

A (1) désignant un certain facteur qui ne s’évanouit pas en général pour A==1.
On en conclut de nouveau que 2° est vrai. De plus, on voit que dans ce cas
3 k—1 —
on a aussi QU '(1)=o.
Ainsi notre théoréme se trouve complétement démontré.

Chapitre TI. Les chaines discrétes de Markofl.

7. Généralités. On sait bien & présent ce que s’appellent chaines de
Markoff. Néanmoins, pour plus de clarté, nous rappelons ici au lecteur les dé-
finitions fondamentales.

Considérons # événemments incompatibles

A Ay, . Aw

et une suite indéfinie des épreuves dans chacune desquelles un de ces événements

doit avoir nécessairement lieu. Soient
Do1sPozs + - +s Pon

les probabilités des A dans l'épreuve initiale, de numéro o; on a ZEpor=1.

Les probabilités des A dans les épreuves succédant & l'initiale sont déter-
minées par la régle suivante: dans I'épreuve £ + 1 (k=0,1,2,...) dpg, 1 =B =wn,
a la probalité g, si I'on sait que dans I'épreuve numéro £ on a observé A,, 1I=a=n.

Cette régle nous conduit tout de suite aux relations fondamentales

(1) Prr11p= D\ PklaPap) (@, B=T1,m),

qui ont lieu pour k=o, 1, 2, ... et dans lesquelles px|. désigne la probabilité de
A, dans l'épreuve numéro k£ quand les résultats des épreuves numéros o, 1, ...,
k — 1 sont indéterminés.

De la définition des g.s on voit que

k

(2) Seo=1 (=T,

B8=1
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et que gug =0, (¢, 8=1,7). Nous supposons encore que dans la matrice

P P2 - Pin
Q= P21 P22 ... P2n
®rn1 Pn2 ... Pnn

aucune colonne et aucune ligne ne sont pas vides ou, en d'autres termes, chaque
colonne et chaque ligne contiennent au moins un élément qui n'est pas nul
Cette supposition est équivalente a la condition bien naturelle que dans chacune
des épreuves, en commencant par l'épreuve numéro 1, aucun des événements
A, Ay, ..., Ay n'est pas impossible, donc ne se supprime pas dés qu'on dépasse
I'épreuve initiale, et que nous n’avons pas parmi les A un événement qui termine
les épreuves de sorte que, dés qu'il apparait, on ne peut plus prolonger les
épreuves.

Toutes ces conditions concernant @.s étant admises on voit que @ est une
matrice stochastique de l'ordre #.

Nous appelons le matrice @ los de la chaine considérée de Markoff qui sera
dite simple et discréte dans nos conditions. On appelle les probabilités @.gs
probabilités de tramsition du systéme des événements A, ou de la chaine consi-
dérée de Markoff.

On peut aussi considérer des chalnes de Markoff simples et continues ou
complexes et discrétes ou complexes et continues. Mais nous les laisserons de c¢6té
et ne considérerons ici que les chaines simples discrétes qui sont, en tous cas, fonda-
mentales et servent de base pour les recherches plus profondes et pour les appli-

cations des probabilités en chaine dans la physique mathématique.

8. Solution générale du systéme (1). D’aprés (1)

(3) pk{ﬂzzpk—llaQDaﬁ,

d’oti, en utilisant cette formule pour pi—i1j. et en y remplagant py_i|, par

Zpk—zw%a, on obtient

(4) Pk‘Jﬁ:Zpk—ﬂvz%’aq)aﬁ:Zpk—ﬂvgﬁ%
Y o Y
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P = D\ Pra Pap, Pup = Pup.

En continnant ce procédé on vient a la relation

(s) prip= A poagly, (o, g=T7),
ol
@ o= 3 ger gl

y=1

On vérifie sans peine qu'on a aussi

(6 bis) z(pk —1 g

Nous recourrons maintenant 4 une formule de M. O. Perron® qui est la

suivante. Soit

A = Mt(a.g) (e, 8=1,n)

et

Al =]eL—A]=(e—e)"le—el™...(e—ej"s=0
I'équation earactéristiques de A ayant les racines g, 0;, ..., 0 des multiplicités
My, Mg, ..., Ms. Alors, en posant

n

aw Za” ;ﬁ—1 ZL“—l av’ %Eaaﬂ)

=1

et en désignant par g.s(e) le mineur du déterminant A (g) correspondant 4 1'élé-

ment ag,, on aura

SO — e
v = Spsa ], e

=1
oil D(’)’”Z*l désigne la dérivée de l'ordre m; — I prise par rapport a ¢ et

Afo)

(8) Yilo) = o = o

! 0. PERRON, Mathematische Annalen, 64 (1907), p. 257.
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Cette formule reste aussi vraie pour » = o0, si l'on pose ag3—o0 pour a8,

et =1 pour a=_3.
Dans le cas o A(g)==0 a les racines simples g, s, ..., 0» la formule

générale {7) se remplace par la formule
(9 oy = %00
“? i=1 A'(es) ’ T

Prenons maintenant la matrice @ du systéme (1) et supposons qu'elle ait
les zéros
Ao =1,21, Aoy ...y As

des multiplicités

My, My, My, ..., Mg
respectivement, 4,, 4y, ..., 4; étant différents de A,=1. Alors la formule (7)
nous donne
8 ik
ML pm1|4 ‘Daﬂ@]
(10) Pap %('mi_ I)!DA [ vi(d) L=’

ot @,3(1) désigne le mineur du déterminant
@) =|1E— @]

correspondant a l'élément @s, et

qfi (l) == ) m; = (l - }-O)MO (l — Z.])ml C (}u —_ /’Li_1)ml'—1 (l —_ 2,73+1)m1'+1 P (l — ls)ms

En se servant de cette expression de gofx"}i on tire de (5) cette formule fonda-
mentale pour py|s:

8

1 m-—
(1) peip = 2 g D B g Wi
i=0" )
ou
(12) ;5 (h) Zpoa v

Ainsi nous avons trouvé la solution la plus générale des équations (1). Plus

loin nous exposerons un autre procédé pour les résoudre.
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9. Chaines duscrétes de Markoff dans le cas des matrices tndécomposables et
premitives. Nous allons maintenant examiner les conséquences qu'on peut tirer
de la formule générale (11) quand la matrice @ satisfait aux conditions spéciales
par rapport & ses zéros.

Supposons en premier lieu que @ soit une matrice indécomposable et pri-
mitive. Alors, comme nous savons, tous les mineurs @.z(A) sont positifs pour

A=1 donc A, =1 sera un zéro simple, car (D'(I)szpaa(l) est positif. En

outre, @ n'aura pas des zéros du module 1. En résumé, @(4) est dans notre cas
de la forme

Q@) =@R— 1) — )" ... (h— A" || <1 =15,

et la formule (11) peut s'écrire

s
I

(13) prig=Pop(1) + Zlm T [ g M=y »
on

(14 Fopln) = e )

parce que )

Polt)={1 —Ag™ ... (1 — L™= @ (1).

Considérons Pop(1). @.p(1) et @ (1) étant positifs c’est un nombre positif.
Ensuite le systéme Y = @Y admet évidemment une solution positive Yy =1
(¢ =T1,7) qui, abstraction faite d'un facteur constant, est une solution unique de
ce systéme. Done, en vertu des relations

Yiiys .. tyn = (1) @opli): .. i Daply),
on a
D15(1) = Dy5(1) = = Dpp(1).
Par conséguent,
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On obtient ensuite

_ Dop(r) _ Dgp(1) __ Dss(r)
qu(g(l) ;pOa (D’(I) Z(D[g{g(I)glpoa Z(D@ﬁ(l)
done, en posant ’

pp = Fop(1),
on trouve

P
(13) Pp X0
8

ps, B=1,n, étant des nombres positifs et tels que

(16) Dpp=1.
g=1
Enfin

G 1 n—1ppk
(17) pklp’zp(i‘*‘Zm R AR (W],
i=1 )

d’ou il est évident que

(18) I}impkl{f:i?(%

puisque |A/| <1, ¢=1,5, et W,4(4), aussi que leurs dérivées, sont finis pour
= k.

On voit que les nombres positifs ps sont les probabilités limites ou finales
vers lesquelles tendent les probabilités pr|s avec le nombre croissant des épreuves.
Le fait bien remarquable est que les probabilités pg mne dépendent pas des
probabibilités initiales po.: les égalités (15) nous montrent qu'elles dépendent
uniquement de la loi de la chaine O.

Nous pouvons résumer les résultats acquis dans le théoréme suivant.

Théoréme A. 8¢ la matrice stochastique @, lo¢ de la chaine constdérée de
Markoff, est tndécomposable et primitive et a les zéros

I, 2’1’ 2'2’ RS ] ls
dont les multiplicités sont

I, My, My, ..., Mg,

Ay, Aoy o ooy A étant mécessairement du module < 1, les probabilités pr|p sont définies
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par les égalités (17), oiw ps sont donnés par (15) et répresentent les probabilités finales
vers lesquelles tendent ppiz quand le nombre des épreuves augmente indéfiniement;
les probabilités ps ne dépendent pas des probabilités initiales des événements Ag.

De la formule (17) on tire aisément que

n 8

(19) Z Z (*m—l%l)*‘ Df{ni‘l [Ax q’z:,@(l)]z:x,; = 0.
f=1i=1

En effet, d'aprés (6 bis),

done
7

et

n
Zpk]ﬁ: ZPOaZ <pg‘g, = 1.
f=1 @ B

De cette relation et de (16) on obtient (19).
Mais on peut procéder directement et obtenir des résultats plus détaillés.

Soit A; un des zéros 4, 4,, ..., As différents de 1. Le systéme 4 X=X @

admet une solution non-mulle

: @an (lz) *

Mais
lizx?: ng)Z‘,‘Paﬁ:Exg)v
a i) [

B

Z maﬂ(li) =0
ﬁ:l

Quand tous les @.p(k;) =0 cette relation est triviale.
66. Tmprimé le 22 octobre 1935.

24—35150. Acta mathematica.
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Soient maintenant ', 1”7, || <1, |A”| < 1, deux zéros différents de @.

La relation (20) nous conduit alors i celle-ci

Z (Daﬂ('l,) s ‘I)aﬁ(l”) =0
ﬁ Zl _ l’/ b

d’otl, en faisant tendre A” vers ', on voit que

S 04(0) = o

B

si A, |A]< 1, est un zéro double de @. En continuant ce raisonnement bien

connu on verra que

(2 I) Z (Daﬁ(li) = 0, Z' (D:x[;(/ll) =0, ..., Z (D;;;Li—l)(/’[.f) = Q0
8 B8 8

si A, || < 1, est un zéro de @ dont l'ordre de multiplicité est m;.

Moyennant ces égalités on vérifie sans peine que
7
(22) 3 D40, =0 (b= 70=T; |l < 1),
g=1
d'ot 1'on tire immédiatement (1g).

Exemple 1. Considérons une chaine dont la loi est

0.3 0.2 0.5
®= o2 035 0.3
0.7 0.2 O.1

I’équation caractéristique de @ est

A—o03 —o02 —oO03
O)=| —o2 A—os5 —o3l=@A—1)A—0.3)4+ 04)=0,
— 0.7 —O02 A—o0a
d’ou
h=1; A =0.3; A= —04.

Les expressions générales des @,p(1) sont données par la table
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g pis) | el | s |
1|A* —0.64 — 0.0z 0.zA + 0.19 0.74 — 0.31
2 0.2 + 0.08 A2 — 044 — 0.32 0.24 + 0.08
3 0.54 — 0.19 0.34 + 0.01 AT — 0.8 + 0.1

de laquelle on calcule:

Bl @i5(1) @ap(1) @s5(1) ﬂl D15(0.3) @25(0.3) Dsp(0.3)
I 0.39 0.39 0.39 1| — O.10 0O.25 — O.10
2 0.28 0.28 0.28 2 0.14 — 0.35 0.14
3 0.31 0.31 0.31 3] — O.04 O.10 — 0.04

B| @1s(—04) Brg(—o0.4) Dss(—0.4)

I 0.39 O.11 — 0.59
2 0.00 0.00 0.00
3 — 0.39 — O.11 0.59

La formule générale (17), dans le cas de zéros simples de @, comme le pré-

sent, peut s’écrire

n—1
. 3 a)uﬂ(lz) -
(23) PrIg=Dp +i§11§§100a o) (k=1,n).
En remarquant que, dans l'exemple considéré,
(D'(I) =0.98: @' (03)= — 0.49; (D'(—- 0.4) = 0.98,

nous tirons de cette formule et des tables précédentes les expressions suivantes

des probabilités pr s:

R 39 (0-3)k . t 0.4)’“ _
DPria 08 + 49 [10pg1 — 23Pp2 + 10Pgs) + 08 (39061 + 11065 = 59P03),
_28 (o3}
Prl2 = 8 + 49 [— 14P01 + 35P0z — 14D,
31 (0.3)f — 0.4)F
Pris = & + 49 (4901 — 10p6s + 4D0s] + ( 08 [— 39P01 = 1103 + 59P0g] .

Les probabilités finales sont

-39 _ 28 _ 31
Y41 98’ D2 98
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Exemple 2. Soit
0.5 0.2 0.3

=02 03 O35

0.4 0.2 04

Alors
@A) =23 — 1.24* + 0.214 — 0.0t = (A — 1)(A — 0.1)%;

h=1; A =1,=o0.;

8 ' @;5(2) I D,5(2) l @3 [5’(}“)

1|A2 — o074 + 0.02 0.24 + 0.12 0.44 — 0.08
2 0.24 — 0.02 22— 0.9 + 0.08 0.24 — 0.02
3 0.34 + 0.01 0.54 — 0.19 22— 0.84 + 0.11

B| @ip(1) @ap(1) Ds5(1)

1 0.32 0.32 0.32

2 0.18 0.18 0.18

3 0.31 0.31 0.31
ﬂl (Dlﬁ(o.l) (DQ{,'(O.I) (1)3{3(0.1) ﬂl (17’1(3(041) (Dé/g(o.l) @;,3‘3(0.1)
I} — 0.04 0.14 — 0.04 I|— O.50 0.20 0.40
2 0.00 0.00 0.00 2 0.20 — 0O.70 0.20
3 0.04 — 0.14 0.04 3 0.30 0.50 — 0.60

@O'(1)=o081; w(A)=4—1; Wl01)=—090; W(0.1)=I:00;

32 . (o)

peiy =57+ g ((36% + 49)poy - (126k + 32)poy + (36 — 32)pug],
18 (o0.1)F

DPrj2 = 31 81 [ — 13py + 63 Poe — 18]70317
31 (o)

ez =5 + [(— 36k — 31)po, + (126 — 31)pos — (36% — 50)pys].

Les probabilités finales sont

.32 _18 _ 3t
pl_gl’ P2 87’ Ps 81

ro. Cas de la matrice ® indécomposable et tmprimitive. Supposons mainte-

nant que la matrice @ soit indécomposable et imprimitive.
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Etant indécomposable elle admet, comme dans le cas précédent, 4,=1
comme zéro simple, et puisqu'elle est imprimitive elle peut étre, d'apres XXII,

réduite & la forme

oL, o ... o
0 0 Ly... o
(24) . D=1 -+ -« - .. ..
o 0O O e L1, m
Lpyy 0 o ... ©

en supposant qu'elle est cyclique de l'indice m. Alors, par XXVI, I'éguation

caractéristique de @ sera
o) =wr— ) — 0y ... (" — G =o,

ol »=o0, si n=o0 (mod m) et £ 0, si n==0 (modm)et|Ci| <1 (=T, u). Mais
parmi les nombres C; il peut étre m, égals & a,, m, égals & a,, ..., ms égals a
as, de sorte que la forme définitive de ®@() sera

(23) D) = 2(m — 1A — a)m™ ... (A — ag)"s.

Cela étant nous pouvons, d'aprés (10), écrire:

m—1 o) | 1 e ¥ D ()
R R RNE P
(26) 2 0% "D (Aor) g%l(mg~1)!h§l 27 Won(A .
I v—1 /I’ftpaﬂ(/l)]
+_*___D. _— ’
y— 1)1 " [ pd)  li=o

en désignant par Aon (h =0, m—1) les racines de l'équation

A —1 =0,

ar (g =1,s; h=1,my les racines des équations
g >% g

>

A —ay=o0, (9=T19)
et en posant
i
(27) Won(d) = (7—_‘1’—51;)% ,
(28) o) =28 _ m _ ym—am . m —

@ étant 1ndecomposable et tous @.p(1) p0s1t1fs nous trouvons, comme plus
haut, que @14(1)= D25(1)= - = Dy(1), B =

%, dou



190 V. Romanovsky.

q),,(g(l): (Dﬁ{g(l) _ (Dﬂﬂ(lnn) _
(29 0 T N 0pl) D Ot
et ’ ﬁ
2=
g
(Ao = 1).

Le nombre » est fixe et fini et £ peut étre arbitrairement grand. Il en
résulte que

1 r—1 )..k(D“M — - .
(30) b= D; [ ) ]Z=0—O pour k = v;

pour k <v» cette quantité n'est pas nulle en général. En répétant les raisonne-

ments qui nous ont conduit aux égalités (21), nous vérifierons que

(31) D @epl0) =0, X @.p0)=o0, ..., Z(D o)=o, (¢ =1,m),
d’'ou ’ ’
(32) = ZDH[ )(’1)]1:():0, («=T7)

dans le cas k& < »; pour £ = » cela découle de (30).
On peut aussi voir que

(33) ZcDu[g(lgh)zo, Z(D;ﬁ(/lgh)zo, Cel, wa:'{;"—l)(lgh)zoa (@ =1,n).
B

8 8

De ces égalités on tire que

8

- m-—l al
w335 _I.ZD [wfhf())]Fzgh}:o’ =T,

Maintenant, en s'aidant de la relation ps= Z Poap® 3> on peut écrire

(33) Prig=ps + Prip + Piig + Quip
en posant

m—1 th)
(36) Pklﬁ—zllohz Oa"—aﬁ ’

(37) Py = zm L zpm—l [ S meoa], .

A=lgh
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I

1 [ A*
8 =—u D ‘[# oD, l] :
(3 ) Qrs w—1)! 2 lp(}v)zalpo {J‘( ) —o
Examinons les nombres Pijs, Prs et Qs
Il est évident que @|s varie irréguliérement quand % accepte les valeurs
0,1,2,...,7—1 et est toujours nulle pour k=w» v+ 1, ... De plus, & cause

de (32), on a toujours

n
(39) > Qus=o.
g=1
De méme, il est évident que
(40) lim Pijs = o,
k—w
car |Ag] <1 pour g=1T1,5 et h=""my. On a, comme pour @z,
n
(41) S Pis—o,
g=1

ce qui résulte de (34).

Restent, enfin, les quantités P;'W,». Elles varient avec & d’'une maniére trés
remarquable.

Soient I;, L, ..., In les ordres des sous-matrices carrées L, Ly, ..., Limm
(qui sont vides) correspondant a la forme (24) de @, de sorte que les champs
principaux Ly, Ly, ..., Lw1 ont I lignes et I, colonnes, I, lignes et I colonnes,

..+, Iy lignes et I, colonnes respectivement.

Congidérons maintenant la somme 2 Poa Pagllon). Quand e parcourt les

73
valeurs 1,2,...,0; les quantités @.s(lon) restent dans un méme champ Ly ¢ ¢
étant un des nombres 1, 2, ..., m et dépendant de la valeur de l'indice 8. De

méme, quand o parcourt les valeurs

L+, +2,..,0+1;
L+b+1, L+ h+2, .. ,0+ 1+
L+t +n L+ g t+2,..,0

®@.p(kon) restera respectivement dans les champs

Lg,t; L3,t; ey Lm,t.
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D’aprés XXX,
Do p(hon) = ZST@M;(I) pour v — L= o0

= %nﬂ_td)uﬂ pour v —t << o
ou

Dep(hon) = Aon @up(1) = Aon Dga(1),

ol 0=v»—1t ou m +v—¢ suivant les cas indiqués, quand « prend l'une des
valeurs 1, 2,...,¢q,. Pour les valeurs

e=0L+1, L +2 .. 0+10

Dy s(kon) appartiendra au champ L ¢, done, d'aprés la remarque faite & propos
de XXX, 0 augmentera d'une unité et nous aurons

Duplhor) = 257" Do p(1) = 204" Dsp(1).

On peut continuer ce raisonnement et on arrive de cette maniére au résul-
tat suivant.

Soient
¢ =D TP + - F Poy,
(42) DT Pam TR T
Gm == Po, 1+ -+l +1 F Po,f+---+1, y+2+  + Pon.
Alors
(43) > poa @eslhon) = Pap(1)[Aongy + Aon gy + -+ + Mon " qm).

En remarquant que dans notre cas

/IOh Z (Daa }'Oh Z 13;1 maa(1> = lg;l (D,(I)

nous aurons & l'aide de (43)

m—1

Pk\ﬂ— 2 Zoh mex aﬁ*&%)

h=1

)" > l’ 7T gy + dongs + Aongs + 0 + Adh gl

()h_1
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On sait les relations
m—1

D kra = o, 1=w=m—1,p=0,1,2,..)
h=0

m—1

DM =m (w=o0,1,2,...)

h=0

pour les racines mi®™es de l'unité. De la

m—1 m—1

Qe =—1, Mg =m—1

h=1 h=1
et
m—1
2 }/g;v+1+6 [QI + lthz 4+ Agn’;—l Qm] —
h=1

=4 G —" " Ty + (m——I)q,,—q7+1~---—qm,

sik—v+1+6+y—1=0 (mod m). Puisque S¢=1, on a
m—1
(44) DTy + Aondy + -+ A gl = mgy — 1

h=1

et, en tenant compte de (29),

(45) Pyg = palmgy —1).

Mais £k —v+14+0+y—1=Fk—1¢t+y ou k — ¢+ m-+y, suivant les valeurs
de 6, et ce nombre doit étre divisible par m et y doit étre un des nombres
I,2,...,m On en voit que y est celul des nombres 1, 2, ..., m qui satisfait a
la condition

(46) y=1t—k (mod m),
ou ¢ est & son tour défini par la relation
(47) @15 < L.

Ces deux conditions déterminent complétement la valeur (45) de Pijg.

Prenons maintenant la somme pg + Pig. On a

(48) pg + Pig=ps + ps(mg, — 1) = mpgq,.

Examinons quelques propriétés de cette quantité.
25—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 22 octobre 1935.
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On remarque d'abord que g, ne varie pas quand @ prend les valeurs pour
lesquelles @15 me sort pas du champ L;;. Quand 8 parcourt les valeurs
1,2,...,n, t, et par suite y, parcourrent dans un certain ordre les valeurs
I,3,..., "

Ces remarques nous conduisent & la relation

> pﬁ+PkJ(3—~mZ > % ‘DW”

B=1 t=1 <Ly
m
= Z 9y =1,
y=1
m
ol nous utilisons XXXII et la relation Zq =1, qul est évidente. Done,
y=1
n n
Nlpp + Pup) = Dmpsay =1,
g=1 p=1

ce qu'on peut aussi conclure des relations
Zpkm-':—l, ZP]Z\(;:O et 2 ng/g:o.
g f P

Par conséquent, les nombres mpgqy, étant positifs, peuvent étre interprétés comme
des probabilités. Et nous pouvons le faire en effet.
D'aprés XXXII, dans notre cas,

@' (1)
2 (Dﬂﬁ(l):——’nz )
B<lyy
¢'est-a-dire
(11} D
(49) mps=m 13,/,@ o Det) _ ps
f @ (1 @s5(1)
> Des() D s
B=Lyg B=<Lyt

Or, cette quantité peut étre expliqué comme il suit.

Partageons les événements A,, 4,, ..., 4, dans les ensembles partiels
Bl = (Alv A2u Ce ey All ),

B? = (Al1+17 Al1+2, ey Aerz))

m=(Ags gy g1y Attty gty o An )
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que nous appellons ensembles en chaine, car, comme on le voit de (24), I'apparition
de I'un des événements de l'ensemble B; ne fait possible que l'apparition de l'un
des B, dans l'épreuve suivante qui, & son tour, ne peut étre succédé que par
un des By, et ainsi de suite, les ensembles B, B,, ..., By se réalisant chacun
dans l'un de ses membres l'un aprés l'autre. On voit que, dans notre cas,
I'hazard ne porte pas sur les emsembles B, B, ..., By, leur succession étant
complétement définie par le premier événement, mais seulement sur les événe-
ments dans chacun de ces ensembles.

Cela étant établi, si l'on sait qu'aprés un certain nombre d’'épreuves on

est amené dans Vensemble B; correspondant au champ Ly, on doit considérer

(51) mpg = e = Pp<Ly
> s

B <Ly

comme probabilité de I'événement Az qui fait partie de 1'ensemble B:, ce que

nous avons désigné par le symbole ps<z,,.

D’autre part

4y = Py, 3mL"’—H,},_l—l-l + - + Do, 1,4 ..+gy,

d'aprés le théoréme d'addition des probabilités, n'est pas autre chose que la
probabilité d’observer un des événements B, dans 1'épreuve initiale, 'ensemble
B, étant défini par (46) et (47).

On voit maintenant que
(52) ps + Piip = @y pp<y

est la probabilité d'un événement qui consiste dans la réalisation simultanée de
deux autres événements: 1° 'apparition de l'un des événements de l'ensemble B,
dans l'épreuve initiale; 2° I'apparition de Ag qui fait partie de l'ensemble B;
dans l'épreuve numéro k.

Remarquons encore que Pijs— 0 et Qig=o0 quand k— o par des valeurs
quelconques et que gq,ps<r,, conserve la méme valeur pour # fixe et k£ tendant
vers linfini par les valeurs de la forme k= um + ¢ + y, ¢ étant un nombre fixe
défini par la condition @i << L;; et y un nombre constant pris de la suite
1,2,...,m Done, q,ps<1, est la probabilité finale de 1'événement Az quand on
ne sait rien des résultats des épreuves considérées et quand on considére le
nombre indéfini des épreuves des numéros
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t+y, m+t+ty z2m+i+y ...

Cette probabilité se change avec le changement de 8 et de y. Quand g reste

constant et * parcourt toutes les valeurs entiéres et positives, y parcourt périodi-

quement les valeurs 1,2,...,m, donc la probabilité prend périodiquement les
valeurs
(53) A Pp<Byyy Q2Pp<lyys - - o AmPB<Lyy

avec les termes additifs Pig et Qug dont le premier tend vers zéro pour k£ — o
et le second devient nul, dés que £ surpasse une certaine valeur.

Nous voyons que les oscillations constantes de pyg, représentées par la
suite (53), sont périodique avec la période m.

En s’appuyant, enfin, sur le théoréme XXXI on trouve les relations

D Prig=o0, 2 Qug=o,

B<Lyg B<Ly
d’ou
(54) D Prip= dy,
f<ILgt
car, par (51)
Z Pp<Lyy = 1.
f<Ty

Les relations (54) sont aussi évidentes de la forme méme de @ dans notre
cas et de la remarque qui a été faite sur les ensembles B, B,, ..., Bn.

Nous résumons les faits établis les plus importants dans le théoréme suivant:

Théoréme B. Soit donnée une chaine de Markoff dont la loi @, une matrice
indécomposable et tmprimative, soit réduste & la forme

oL, o... o
o 0 Ly o
o=F ... .m0 0 ,
o O (6] . Lm—l,m
L, o o o

ot m est Uindice de cyclicité de @, soit
QR =210 —1)(Am — a)ym ... (A" —a)™=0

v>o0, lal<1,..., la| <)
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Péquation caractéristique de @. Alors la probabilité pyg de Ag est
Prg = @yPp<ry + Piis + Quig,
ot Plig et Qus ont les valewrs (37) et (38) et tendent vers zéro avee k -,
qy = P, z,+~-~+z./_1+1+ “ 4 po, Lt

est la probabilité de I'ensemble

B’)’:(All+"‘+’y—1+l7 ey Alx+"'+ly)
dans Uépreuwve initiale et
_ pg_ mDgp(1)
Ly = =
Pp<iy 2 s @ (1)
B<Lyy

est la probabilité de I'événement Ag dans Vensemble By, quand on sait que Ag dott

rentrer dans cet ensemble, les nombres y et t étant défines par les conditions
prp< Liy; 1=y=m; k=t—y (mod m).
Quand k— oo, la probabilité pys parcourt périodiquement les valeurs
Q1 Pp<lyy QePp<Llyys - - o ImPp<iy

avec les écarts Pilg+ Qug qui tendent vers zéro et somt tels que

ZPI;’W:Q Z Qg =0 (t=1, m)
B<Ly B<Lyy
de sorte que
Z Drig = qy-
B<ILyy

Remarque. Si l'on suppose que pour la matrice @ considérée dans ce
numéro la fonction caractéristique @ (A) ne contient pas le facteur 4”, de sorte

que » == 0, on doit, d’'aprés XXX et en supposant ¢ig < Li;, prendre
(Daﬁ(l()h) = lgl;'t @aﬁ(l),

dolt 0=m— ¢, et
Do (hon) = A Dy (1).
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On en conclut que le nombre £ —» + 1+ 60 + y—1 considéré plus haut se rem-
placera maintenant par kA—m-+1+m—{t+y—1=%t—t+y, cest-a-dire aura la
méme valeur que plus haut. Done, toutes nos déductions resteront les mémes
avec la seule modification que, pour » =0, la quantité Qg ne figurera du tout

dans l'expression de prjz qui sera maintenant
PHp = @y Pp<ryy T Pilg.

Exemple 3. Nous considérerons deux illustrations de la théorie exposée
dans ce numéro.

Soit donnée une chaine dont la loi est

I

O O O ©o

I

©c o o o ©
©O o 0o o
o o 0o o

I O

La matrice @ est évidemment indécomposable, imprimitive et de l'indice 3; elle
est donnée dans la forme cyclique et L,, est composé des nombres 0.1, 0.5, 0.4
L,; des nombres 1, 1, 1 et L,; d'un seul nombre 1.

On trouve facilement

A —o0a1 —0.5 —04 O
o A o] o —I
@A) = o o A o —r1|=AM-—-;t
o] o o L=
l——I o o o A
Donec les zéros de @ sont
27t 4dni

qui sont simple, et

de multiplicité » = 2.

On trouve ensuite:

@'(1)2514—21; D' (Ayy) = 3; ’1),(/101):3'101§ (Dl(loe)::’)loz;
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B8 | @50 D, (1) D5 5(2) D, (1) D; 5(2)
I YE A A2 A2 AP

2 0.1 A At—0.92 0.1 4 0.1 A 0.1 A2
3 0.5 43 0.5 A M—o.5 A 0.5 1 0.5 A%
4 0.4 A% 0.4 4 0.4 A M—o0.6 A 0.4 A2
5 22 23 23 23 24

8 @y 5(1) D, 5(1) D;5(1) Dyp(1) @;5(1)
I I 1 I I 1

2 0.1 0.1 O.1 0.1 O.1

3 0.5 0.5 0.3 0.5 0.5
4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4

g 1 1 1 1 1

ﬂ @, B (101) D 8 (]*01) D B (]“01) o, B (%1) @5 B (101)
| o o1 Aoy o1 I

2 0.1 0.1 2% 0.1 1% 0.1 2 0.1 4oy
3 0.3 0.5 A%y 0.5 A3, 0.5 A4 0.5 Aoy
4 0.4 0.4 A5 0.4 A% 0.4 A4 0.4 Ay,
5 Aot I | 1 i

@5 (ky) s'obtiennent de @ z(ky,) en remplagant Ay, par Ay et @5 (0) sont tous nuls.

An moyen de ces résultats et des formules générales on trouve que Qrg=o0

pour £ =1 et

10
=8k q,
I
Prjp = 30 [s1—1 9y +
Prjz = R ['S’k—l q, +
30
4
Pra= 30 [$e—1 0y +

10
Prjs= };6 [Sk+1qy + Sk—1¢s +

30

+ Skt1 @s T Sk—1qs),

Sk Qs + Sk+10s),

Sk Qs + Sk+14s),

Sk Qs + k414l

SkQ3] )
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ou
@1 = Por, Q2 =DPo2 T Poa T Poss s = Pos;
sp= Ak, + Ak + AL,
Les sommes s; sont nulles pour A=3u +1 0ou 3u+2, p=o0,1,2, ... et =3
pour k=3u, u=o0,1, 2,... La table des pis nous donne donc pour ces formes

de % la table suivante des valeurs des pgps:

k=3u 3p+1 3u+2

Pr1= Gy E qs
_r r RS
D=5 oh 15l
5 5 S
Diis 10(12 IOQ2 qus
-4 4 4.
Drljs qug IOQI IOQS

Prs=  4s s 91

Ces valeurs sont bien conformes & nos résultats générals. Par exemple,
prenons k£ = 5 et trouvons pss. On a f=4, ¢, < Ly, done t =2, t—k=—3,
d'ot y=3. Donec

4
30 4
Psja = Q3 - o S qs - T—S_“:(:T%-
2\ vs —
§<Las 30 30 10

On trouve la méme valeur de la formule

Pra= ;io (8610, + skqs + Skr1qs,

en y posant k=75 et en remarquant que si—1 =29, =0, =85 =0, Spp1=25,=3.
Pour k=0 nos formules donnent pos=pos (3 =1,s), si nous remarquons

que dans ce cas Qg n'est pas en général nul. En effet, on a dans notre cas:
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Qki/s—“-l_ [90(/1 D100 e Pugl ]

_ EV Dep () + A @p(h) 2 Dep(2) @’ ()
= lew [ @ (2 @ (A) :IA.ZO

@ (0)
= e ——— pour k=0,
?p(’ @ (0) P

done
__ 10 @ (0) .
pon=5 34+ pr plo) — 0= @
L @ (0)
Poje = 30 3q; + ;]’Oa W(O)
I
= ;5% + 0.9 pos — 0.1 ppg — 0.1 Poy
== Doz
ete.

Exemple 4. Prenons encore la matrice

(o} [e] 0.3 0.7 (o] O

(¢} o 0.4 0.6 (e] o

(0] (o] &) O O.a 0.9
Q@ =

o) o (o] (e] 0.6 0.4

0.2 0.8 0] (o] (¢] (o]

0.7 G.3 (o] o} o] e/

qui est évidemment indécomposable, imprimitive et de l'indice 3. Puisque son
degré est divisible par 3, elle ne doit pas avoir le zéro A == 0. En effet, on trouve

@)= (A — 1)(A* + 0.025),

d’ou les zéros de @

2ni 4nt
dop=1, doy=0¢%, byp=1¢?
3
dip=10, Ay=0Rky, Ay=002, ( :—VO-OZS)-

26—35150. Acta mathematica. 66. Impriméle 22 octobre 1935.
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Les @,p(2) sont donnés par la table 4.

Table A: @.5(2).

B =1 2 3 4 5 6

1 | AP—o5A? 0.5 A 0.65A3—0.15 044%+0a1  0.2i*4+034 o07i*—0.241

2 | 0.5254° B—0.4754% 03523 +0.175 0643 —0.075 0.84%—0.2754 0.34*+0.2254
3 | 0.34%4+0.06% 0.42*—0.044 A®—0.64 A" 0.36 A 0.3843—0.02 0.3343+0.03

4 | 0.7A4*—0.0354 0.64*+0.0654 0.665 42 AP—~0.3354%  0.624%+0.045 0.67 A*—0.003
5 | 0.45A3—0.015 0.44%+0.035 0.14*+0.3354 0.64*—0.1654 A°—0.5654%  0.4354°

6 | 0.5543+0.04 064°—001 0.942—0314 044 *+0.194 0.59 A3 A3—0.41 22

P S 0,(1) 30757 P 30750 P2 30750

@, 4(1) sont donnés par les égalités:

Do1(1)==0.5, Doa(1)=0.525, Do3(1)=0.36, Pe4(1)=0.665, Po5(1)=0.435, Do (1)=0.59

(@=1,2,...6).
On en obtient

@, (1) 500 525 360 _ 665 1)7:_435 _ 590
Y3075 P 3075 Y 3073

On trouve @.s(Ay) de la table B ou chaque ligne a un facteur numérique com-

mun 3 tous les membres de la ligne et placé au coté.

Table B.: @os(dy).

Bl e=1 2 3 4 5 6 facteurs
1 o1 o1 1 1 Lot Aot X 0.500
2 o1 o I I Y Ao X 0.525
3 Aog Aoy o o 1 1 X 0.360
4 Aoy Aoy oL 3 I 1 X 0.665
5 I | Ao Aot Aoy Y X 0.433
6 ! 1 Aoy Aot Aot Ao X 0.590

En remplagant dans les valeurs de @.p(ky,) Ay par Ay, on obtient @ep(ly).
®@.5(0) se trouvent de la table C.
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Table C: (Da(g(o').

8 a=1 2 3 4 5 6

1 | —o03250° —o0350° — 0.16625 0.09 0.2956  — 0.21750
2 O.525 o’ 0.502 0.16625 — 0.09 — 0.2950 0.2165 0
3 — 0.05250 — 0.050 == 0.665 o* 0.36 o° — 0.0295 0.02175
4 0O.0525 0 O.050 0.665 o* — 0.36 6" 0.0295 — 0.02175
5 0.02625 0.023 0.33256 — 0.180 — 0.500° 0.4350°
6 | — 0.02623 — 0.02% — 0.33250 0.18 0 0.39 6* — 0.4350°

On obtient @,z(A;;) et Deg(dy,y), en remplagant dans la table € 0" = 1, o et o® par

l?l == I, 2411 = ]’01 0, Z‘?l = ]v%l 0-2
et

o __ _ 2 12 2
12 =1, Ay=1lpo, A= In0

respectivement.

2
, o g Ao 1)-
Calculons maintenant les quantités ps + P = D\, D poa qé;i i 9% en tenant
h=0 a 0k

compte que @ (lo1)= 3.07545n. Les valeurs trouvées des @.p(1), @.p(ky,) et

@, 3(Ays) nous donnent:

, 00
P+ Pin= 3557‘5 Skqy + Sk—a gy + Sp-143],

’ 2
Py + Pyo = ;T;S [skqq + Si—2 @y + 114,

, 60 )
s+ Phis =32l i g, + sgs + s,

3075

, 66 )
P+ Pya= 003, [St—19, + Sk s + si—2 4],

3075
s+ Pl,c|5 = 54(%75_5 [sk—2 gy + Se—1qs + Sk 413]»
P(; + PI’C\S = 350975 [sk—2 gy + Sk—1¢; +“9k Q3] ’

9 =DPor T Pozs  G2== Doz + Dos» 3= Dos T Pog, St= A%, + A%, + A%,.

Au moyen des valeurs des @, (3“(110)', Do 5(As) et Dop(ly), par la formule
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Py = zxwzpea Cepus)

on trouve:

24 Uk
Py, = 3_0;5‘ [s£(525 pg; — 500 Pos) + Si—a (166.25 Po3 — 9O Po) 6~

 Sk—1 (295p05 — 217-51’06) o],
oF
P;cr?: = ?{73 [sk—1(52.5 Por + 50 Pgs) 071 + 81(665 pog — 360 poy)

+ s1—2(29.5 Pos — 21.75 Pog) 072,
&

r? 0
Pyjs = 3_07‘5‘ [s1—2(26.25 Po; — 25 Pog) 072 — s1—1(332.5 Pog — 180 p,,) 0™

+ 5 (590 Pos — 435 Pog)];
Pio = — P, Pla= — Pus, Phis = — Pijs.

En ajoutant pg + Pig et Pijs on obtient enfin pyg. Ces probabilités, pour
k des formes 3u, 3u + 1, 3u + 2 ont les valeurs:

=590 g+ T (525 7oy — 5007
Dsul1 1025 Q4 1025 525 Poy — 500 Do),
500 o’
D3u+1j1 = ?.2‘5 g3 — 1025' (295 pos — 217.5 Poq),
50 ®
Psp+tol = "1»0723 qs + 1025 (166252703 — 90 Pos);
__ 360 g _
DP3ult = 1025 qs + 1023 (665 por — 360 o),
360 ol
Psu+ijs = qul 1025 (52.5 poy + 5062,
360 o
Psp+2s — ;;5413 + 1025 (29.5 Pz — 21-751006);
_ 435 ot _
Dsuls 1025 q; + 1025 (590 D5 — 435 Dog),
435 o
Psp+ils = 1025 qs — 1023 {332.5 003 — 180044,
o3t
Psu+2ls = 435 q, + (26.25 Po; — 25 Pos);

1025 1025
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Psple = 1 — Psplt, Psu+ie = Q3 = Psp+ij1, Psu+2i2 = qp — Psu+2i1;
Poult = Qo — P3uls, Poptije = qy — P3p+ils, Pautole == 95 — Pau+2)3;
Paple = Qs — Psuls, P3u+1l6 = o — P3pu+15, Psu+2(6 == ¢y ~— P3u+2i5 .

1r. Cas de la matrice @ décomposable. Soit donnée une chaine de Mar-
koff avec la loi @ qui est de la forme:

Ly o

0 Ly,
(55) P=lo o .. Lum o© o ..o |

Lnsi1 Lmys o o« Lins1,m Lint1, ma1 O

Ln L1;2 . L’vm L/y)m—{-l L¢v,m+2 P LW
ol tous les champs diagonals L., (¢ =1, ) sont indécomposables et les champs
Ly, Ly, . . ., Ly sont isolés, les champs diagonals restants ne I'étant pas. Cette
matrice @ a évidemment 2, =1 pour zéro de multiplicité m.

Soient I, I,, . . ., I, les ordres des matrices carrées Ly, (¢ = 1, »). Nous parta-

gerons les événements A4,, 4,, .. ., 4x en groupes

AV = (4,, 4,, ..., A1),
A(Q) = (All+1,Al1+27 R Al1+l2)’

AP = (A.l,-f-- sedl, gl - -y An)-

Alors on peut faire les remarques suivantes.

Si I'épreuve initiale nous améne dans un des groupes AW, 4@ ... A™ nous
y resterons pour toutes les épreuves suivantes. Par cette cause on peut appeler
ces groupes groupes isolés, Si l'épreuve initiale nous améne dans un des groupes
Am+) AL soit AW = m + 1, nous y resterons tant que les épreuves sui-
vantes ne donneront que les événements de ce groupe. On ne peut pas évidem-
ment quitter ce groupe pour arriver dans un des groupes supérieurs AUV,

A2 AW, parce que les probabilités @.p sont toutes nulles pour
e+l + 4L et B>+l + L

Nous ne pouvons que passer du groupe A® i un des groupes AW, A®, . | A¢=1),
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ce qui arrivera, si dans une des épreuves, qui suivent celle qui nous a amené i
A% nous aurons un des événements des groupes AW, A® . . A€~ cela est
possible parce que, suivant notre supposition, Lx n'est pas isolé, done Ly,
Lig, ..., Lys—1 ne sont pas tous nuls. Une fois arrivé & un groupe inférieur
A%t < t, nous ne pouvons, dans les épreuves suivantes, que rester dans ce
groupe ou passer dans un groupe inférieur & A" ce qui est possible seulement
pour £ =m + 1. Et ainsi de gsuite. Si une épreuve nous ameéne a un des
groupes isolés AW, 4@ .. A™ nous y resterons toujours, comme il est remarqué
plus haut. On voit que les groupes Am+D Am+d = AW gont les groupes
transitoirs et qu'on les passe toujours dans un sens: des groupes supérieurs aux
groupes inférieurs.

Les derniéres remarques sont précisées par le théoréme suivant qu'on pour-
rait appeler loi de réduction des chalnes & matrices décomposables ou, simple-

ment, des chaines décomposables.

Théoréme C. La probabilité de rester towjours dans un groupe transitoir

At > m, tend vers zéro quand le nombre des éprewves augmente itndéfiniment.
~ Désignons par pir (h=1, + -+ lLea+1,..., I, + -+ 1) la probabilité de
I'événement A, du groupe A® dans la %**me épreuve calculée sous la condition
que dans les épreuves précédentes ne sont observés que les événements de ce

méme groupe A®. Nous démontrerons que
(56) Pr— 0 pour k—

si AY est un des groupes transitoirs, ce qui est équivalent a la supposition que
les matrices L1, Lya, . . ., Lt 1 ne sont pas toutes nulles.

Nous avons

pﬁm = Pon,
ety a+l
Pin = Z Polg Py = Z Pogpon, (@=1 + 1y + -+ li)
g=a+1 g=a+t1
a+lg
Do = Z Plig, Pgn = Z Z Pog Pag. Pyg.n
f=a+1 9 9

o+

= 21’09 §5§72/)w 95% = 2 Pog Py = Z Pgg, @?h,

.9 gr=a+1 o
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et ainsi de suite. Hnfin

U+lt a+ll
(57) Pen = Z Doy a(g&;l ] ?,Z;L})l = 2 Pag, a(gij—hl)
g=a+1 g=a+1

Les éléments @y, qui interviennent dans ces formules sont les éléments de
la sous-matrice Ly. Soit @ (%) la fonction caractéristiquue de Ly. Alors toutes
les racines de 1'équation @ (1) =0 ont des modules moindres que 1 comme il suit
du théoreme IX-bis, les sous-matrices L¢1, ..., L;;—1 n'étant pas toutes nulles.

Done, on peut écrire

@ (1) = {im — ) — g+ (i — gy,
ot o<r<1, |ofl<r,..., |loul<7, m=1, 0 =0 (on doit tenir compte de ce

que Ly est indécomposable).
On en obtient par la formule de Perron

€ < < 7__E*i mg—1 ké‘ﬂ_(l_)
"2 D, m[DW (’1 ?UIMM)]HM’

en désignant par @y,(l) le mineur de @ (i) correspondant & 1'élément g4, par
@py(l) le quotient o

oW

(l - lﬁ v)mﬁ

et par lo. et As, les racines des équations A" — 1™ =o0 et 1" — gy =o.
Cette expression de @) nous montre tout de suite que
¢F)—>o0 pour k— oo,
d'od, par (57), on arrive & (56).

Notre théoréme reste aussi vrai si nous considérons la probabilité de rester
toujours dans A¥, ¢>m, aprés y étre arrivé dans une épreuve guelconque qui
n'est pas initiale. En effet, cette supposition n’est équivalente qu's un changement
des probabilités initiales py, dans (57) aux probabilites des Aas1, dato, ..., daty
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dans une certaine épreuve quand s'accomplit le passage d'un groupe supérieur &
A au groupe 4Y.

Le théoréme démontré nous améne a la conclusion que, pour % assez grand,
on peut, avec une probabilité aussi peu différente de la certitude que 'on veut,
affirmer que nous serons amenés définitivement a lun des groupes isolés
AN A® A48 si le hazard ne l'a pas fait dés le commencement, ou, en
d'autres termes, que la chaine considérée se réduira i une autre chaine qui ne

contient que les événements de ce groupe isolé & qui nous serons aménés. En
effet, nous avons supposé que les sous-matrices

Lm+1,m+1, sy L’V’V

ne sont pas isolées, donc pour chacune d’elles le théoréme C est vrai et comme

on ne peut pas passer dun des groupes AU AmFA - A0 qu'a un groupe
inférieur on voit aisément que notre conclusion est juste.

Une fois arrivé & un des groupes AW, 4@ ... 4™ nous resterons toujours
dans ce groupe. Les matrices correspondants Ly, Ly, ..., Lun sont supposées

isolées et indécomposables, donc nous aurons dés lors un des cas étudiés dans
les numéros précédents. Néanmoins il est intéressant d'étudier les probabilités
prp pour la loi (55). Nous allons le faire pour le cas quand les sous-matrices
Lll’ L22a .

Etablissons d'abord quelques théorémes auxiliaires.

., Lipm sont primitives.

XXXIV. Sozt
(m N i Dt [xk %&?] =M Aap(B) + A Ay (A) o+ A Al (),
ot
o= 2
Alors, pour le cas (53), les quantités
Aap(1), 42p(1), o A5 (1), (@ 8=Tm),

sont les solutions des systémes
X=X0 et Y=0Y,

c’est-G-dire on a identiquement
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(58) AP (1) = EALh{);(I)qJM, (h=o0,1,...,m—1; A3} = Au,)
B

(59) AB ()= D ey A3 (1),
7

En effet de la théorie des équations aux différences finies on sait que
Aqp(1). 1*, A,(zl()g(l). kL Aff(lg_l) (1).1%

sont les solutions des équations aux différences finies

Uks1lp = ) ide Pe g (a, B=T,n).

On en voit tout de suite que les relations (58) se vérifient identiquement.
La démonstration des identités (59) est toute pareille.

XXXV. Pour la matrice (535) les quantités
(60) AN, 4%, ., ATV () (e, 8=Tn)

sont toutes nulles. Les quantités Aap (1) ne sont pas en général nulles dans les champs
Ly, Legy ..., Lum et dans les champs qur sont contenus dans les bandes verticales
sttuées au dessus des champs Lmit,m+1, ..., Lo et sont nulles dans les champs
Lusi,mat, -y Lny.  Enfin, les mémes quantités A.s(1) ont des valeurs constantes
pour chacunes des lignes des champs Ly, Lyy, ..., Lmm.

1°. Les quantités (60) représentent évidemment des expressions linéaires
et homogénes des quantités @.p(1), @up(1), ..., (Dfx"};_”(l), qui sont nulles pour
a, 8=T1,n (par XXXIII), donc les quantités (60) sont toutes nulles.

2°. Par conséquent

el ol o)
D [ i, (1) "];:r“wom

et, en se rappelant la démonstration du n° 2 du théoréme XXXIII, on voit que
les quantités A.p(1), qui sont égales a

1 lDf,";,»_l) (1)

(m— 1)t (1)

27 —385150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 22 octobre 1935.

)
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ne sont pas nulles en général dans les champs L, ..., Lpn et sont nulles dans
les autres champs diagonaux.
3°. Le systtme Y= @Y, dont les solutions sont A.g(1), peut s'écrire
comme il suit:
Yi=L,Y,, .., Yon=LunYn

(61) ‘
Ym+1:Lm+l,1 Y1 +--+ Lm+1,m+1 Ym+1, ey Yw:Lvl Yl + va Yv.

Pour plus de simplicité dans les raisonnements qui suivent écrivons la matrice

@ dans la forme

Ly, o] o] o o]
. o L o) c o o
(55 bis) o= . .- BT
o) o) o) coo Ly o
’ ’
Lim1,1 L;n+1,2 L;n+1,3 L;n+1,m Ly, mv1

en posant en particulier

L1, mer o
’ L . L O e .
Lm+1,m+1: m+2, m+1 m+2, m+2 ;
-Lv,m+1 Lv, m+2 Lq;‘m+3 P Lw,
Lut1,1, Lmt1,2, ... ont les significations pareilles.

Alors le systéme (61) s’écrira

(62) Y, =L,Y,,..., Ya=Lun Yn,
Yoi1=Lni1,1 Y+ + Linsi,m Ym + Los1, me1 Y.
On trouve une solution de ce systéme, en posant
(63) Yi{=0,..., Y 1=0,Y4s1=0,..., Yyp=0;
(64) Yi=(n=a,. .., yn=a

(@ = constante arbitraire) et en résolvant le systéme
(65) Ym+1=Lns1,n Y4+ 4 Lnt1, m+1 Ymix

(h est un des nombres 1,2, ..., m). En effet, les quantités (63) et (64) satisfont

évidemment les équations

leLll Yl’ c ey szme Ym
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et le systéme (63) a une seule solution déterminée, parce que son déterminant
| E — Ln+t1,m+1] est différent de zéro et positif, car les racines de 1'équation

IEiL —_ L;n—i—l,m-i—ll =0

sont toutes absolument moindres que 1 et la matrice Ly, i m+1 est non-
négative.

Considérons d’autre part les quantités A.p(1) pour g représentant le numéro
de l'une des lignes de Lnxn. Elles sont les solutions des équations Y =@ Y.
Mais le systéme Y,= Lyn Y, n'a pas d’autre solution non nulle que la solu-
tion indiquée plus haut, car Ly, est indécomposable. Donc, dans une ligne de
Ly, toutes les quantités A.p(1) correspondantes sont nécessairement égales
entre elles.

Cette considération s’applique évidemment & chacun des champs Ly, ..., Lnn,
done la propriété des A.s(1), démontrée tout a 1'heure pour Ly, s’observe pour
tous les champs L, ..., Lum.

Etudions de plus prés les guantités

1 @l (1)

9 A= G =1y )

Soit 8 le numéro d'une ligne de Lp,. Alors, comme nous avons démontré,
Aqp(1) conserve une méme valeur quand « prend les valeurs égales aux numéros
des colonnes de Ly et est nulle quand ¢ est le numéro d'une colonne des champs

Lty - ooy Lp—, 1, Lasv,nt1, - -y Linm;

quand ¢ est le numéro d'une colonne de Lmi1,m+1, nous avons A.s(1)# o.
Désignons par p(ﬁ”) la valeur constante de A.s(1) sur la ligne g dans Ly, (1 =h=m)
et par p(ﬁs) la valeur de A.s(1) sur le méme ligne et sur la colonne s(s =1+ 1,
I+2,...,n). Alors il découle de nos raisonnements que pg‘) constituent l'en-
semble Y9 et pg) Pensemble Y41, ces deux ensembles représentant la solution

unique des équations (65). En considérant dans ces équations Y41 comme in-

connues et Y comme donées on obtient facilement les expressions de la forme

(67) g =l g
(s=l+1,l+2 .. oml=L+0L+ -+,
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ou ¢® sont certaines constantes positives (cela découle du fait que tous les mi-
neurs de |AE — Lnt1,m+1| sont positifs pour 4= 1).
Solent maiutenant A, 45, ..., 4 et m,, m,, ..., m; les zéros de @ différents
de o et leurs multiplicités, de sorte que
Q@A) = — 1) (A —A)™ ... (2 — d)ms; | 2] < 1, i=1,5.

3

Alors, en tenant compte des théorémes XXXIII et XXXV, on peut écrire

n
Prp = (!Zh + Zpowéh))l’g’)

(68) a=+1
Drmg—t [)Lk @, (l)]
+ Z mq—-I Z}’Oa 4 wg(]-) /—l(,’
ou
Gh=2D0, bt -+l +1 T F Po, 4,
L4t lha+ 1SB=1 + + b, (h=T1,m),
et A
s I : lk (Daﬁ(l)]
6 g == OZ»Dm ~1
(69) Pl _(,Zx o Zpo [__‘% @ ),

pour I, +- -+l + 1 =L =40,

On en voit que, pour £ — o0,

n
P — ((Ih + Z Poa C&h))pﬁeh)
a=l+1
quand Ag est un événement du groupe A™ (h=T1m) et

Prp— O

quand A est un événement des groupes A™*V .. AP conformément aun
théoréme C. '

On démontre encore sans difficulté la propriété suivante des pg‘)

XXXVI. On a

(70) D=1 (h=T1,m).

B<Lpp



Recherches sur les chaines de Markoff. 213

n
En effet, toujours D\ pus=1, donc
p=1

(71) 1= (Qh‘l' Z Poa )

h=1 {3<L a=l+1

parce que, comme on démontre facilement,

n

2 i (my — 1) |i [M (l)(l)]hlg:

g=1g=1

L’identité (71) a lieu, quels que soient po,. Posons done py, = 0 pour toutes
les valeurs de «, excepté les valeurs

alors g, =1 et (71) nous donne 1'égalité (70), que nous avions & démontrer.

Considérons encore la somme 2 prg. Bvidemment
B<Lpp

> P D ((Zh + pOan'))Pg')

B=<Lpp B<Lyp, a=l+1

= (ghn + Z po(xcg‘).

a=l+1

On en voit que

m n
Z(gh+ s poacg”) =1.

h=1 a=l+1

n
Par conséquent, on peut interpréter les nombres positifs gu + | poac)) comme
a={+1
les probabilités finales des groupes A®, ..., A™ calculées & la supposition qu'on
ne sait rien des résultats des épreuves en nombre illimité. Quant aux nombres

pg” il représentent les probabilités finales des Ag quand on sait que le nombre

illimité des épreuves nous doit conduire au groupe A®
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Exemple 5. Comme une illustration des divers résultats acquis dans ce

numéro nous considérerons une chaine dont la loi est représentée par la matrice

03 047 © o] o] o)
06 04 O o o) )
D — o (0] 0.8 0.2 (o) @]
o} o} 01 ©0.9 O o)
0.4 (o] (0] (o] 0.4 0.2
Q (e] 0.3 0.1 0.3 0.3

On calcule pour cette matrice

D) =0, 0,0, = (12— 0.7 —0.3)(A*— 1.74 + 0.7) (A* — 0.7 4 + 0.06)
=L —12( + 03) (A —o0.1) (A —0.6) (A — 0.7);

Po(h)=2a*— 1.14* + 0.134% + 0.045 4 — 0.0126,

@ (0.1) = 0.0972, @' (— 0.3) = — 0.6084,

@' (0.6) =— 0.0072, @ (0.7) = 0.0054.

Les mineurs @.z(1), leurs valeurs pour les divers zéros de @ et les valeurs

de @,5(i) sont donnés dans les tables ci-dessous:

9 Dy 3(2) @, 5(4) D55 (1) Dyp (4)

1|(A—o0.4) @, @, 0.6 O, @, ) o

2| o4 @, (A—o0.3) @, @, 0 o

3 o o (A—o0.9) @, @, 0.1 @, @,

4 o) o 0.2 0, D, (A—o0.8) @, @,

5 0 o o o

6 o] o] o] o]
g8 ;5 () @ (1)
1]{0.4(A—0.3)(A—0.4) @, 0.12 (A—0.4) @,
2 0.28 (A—0.3) @, 0.084 Dy
3| (0.06 A—0.052) @, (A—0.4) (0.3 A—0.26) @,
4| (0.024—0.004) @ (A—0.4) (0.1 A—0.02) @,
5 (A—o0.3) @, @, 0.3 @, D,
6 020, @, . (A—o0.4) @, @,
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B| @A) D, 5(2) D;4(A) D, 5(2) D5 4(2) Dsp(2)
I ] 0.0648 0.0648 (¢] o] 0.0504 0.0216
2 | 0.0756 0.0756 0] o} 0.0588 0.0252
3 [¢] [e] 0.0468 0.0468 0.0104 0.0312
4 O o 0.0936 0.0936 0.0208 0.0624

ﬂ|@1{3(—0~3) @:5(—0.3) Dsp(—0.3) Dg(—0.3) Ds55(—03) Dep(—0.3)

@)

1 —0.3276 0.2808 (e} 0.2184 —0.1092

2

0.3276 —0.2808 (e} o —0.2184 0.1092

@.3(—0.3)=0;, a=1,6; §=13,4,5,6.

ﬂ I (171(3(0.7) (Dgf}(OJ) @3(3(0.7) (1)4{3(0.7) @5{3(0.7) @6(3(0.7)

3 (e} o —0.0036 0.0018 0.0030 —0.0045

4

o} o 0.0036 —0.0018 —0.0030 0.0045

@.3(0.7)=0; a=1,6; B=1,2,5, 6.

B| @ss(0.1) @5 (0.1) B| @sp(0.6) @ 3(0.6)
I 0.1296 —0.01944 1 0.00096 0.00096
2§ —0.3024 0.04536 2 0.00336 0.00336
3 0.1656 —0.02484 3 0.00576 0.00576
4 0.0072 —0.00108 4 | —0.00288 —0.00288
g 0.3888 ~—0.05832 5 | —0.00432 —0.00432
6] —0.3888 0.05832 6 | —0.00288 —0.00288
@.p(01)=0;¢=1,4;8=1,6. @.5(0.6) =0;¢=1,4; 8=1,6.

A T'aide de ces tables nous obtenons les valeurs suivantes de Prig:

648 504 216
D= 140491 + I4041705 + 14041706
+ (=0 (3276 py; — 2808 Pog — 2184 Pos + 1092 Pog)
6084 01 02 05 06
(0.1)F (0.6)

552 (1206005 = 1944 pog) — =7 = (96 Pos + 96 Do)

72
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6 7 1 ) (—o.3)
= + + TP T o + 21 Por — 18 Pga — 1 +
13 (pm Doz 9}705 3 DPos 39 (21 poy Doz 4 Pos + 7 Pog)
O.I)k
+ ( 3 (4205 — 6 pos) — ;l(o-ﬁ)k(%s + Pos),
Dijs == l(pm + Pog + ch5 + 11"06) + (‘:)i)f(_ZI Por T 18Py + 14 Po5 ~ 7 Pos)
I3 9 3 39
. 1 " 1
+ ;4(0-1)" (— 2205 + 3 Pos) — f(o-ﬁ)k (Pos + Doe),
1 2 2 (0.7}
lpk13=§ DPos T+ Pos T §P05+ 3 Dog) + 13 (— 12Pg3 + 6 Poy + 10Pes — 15 Pys)
+ ’2—:75((11)’" (2205 — 3 10s) + 8(0.6)F (15 + Do),

2 2 2 {0.7)¥
Pkl‘i:g (pos + Pos + ’92707 + 52’06) + 18) (12}703 — 6Poy — 10Pys + 152906)

I
+ ;(O-I)k (2 pos — 3 20s) + 4(0.6) (P05 + Pog);
s = 2(0.1)*(2 pos — 3P06) + 6 (0.6)*(pos + Do)

prie= — 2(0.1)* (2 pps — 3D0s) T 4(0.6) (pos + Pog)-

On voit que les probabilités finales sont

p*ﬁ—( +p +7 + - )
1 13 Por 02 92905 3]706 )

p"zl(p +Dp +Zp +£]’)
2 13 \Pot 02t Pos T S Pos)

1 2 2
= - + + = Doz T+ = ) ,
s 3 (pos Pos 9 Po 3 Poe

p—g(p + P +§p +gp )
4 3 038 04 9 05 3 06

ps =0, Pe— 0.
Cet exemple nous montre, que dans le cas considéré dans ce numéro les

probabilités finales dépendent des probabilités initiales, comme d’ailleurs il est
évident des égalités (68).
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Nous indiquons encore, en terminant ce numéro, deux propriétés suivantes
~de @.

XXXVIL  Soit A% un des zéros de la sous-matrice L,, qui est différent de
1. Alors Q)aﬂ(lgh)) = o partout, sauf dans les champs Lyy et Ly m+1, quand h=T1,m,

et partout, sauf dans les champs Ly m+1, Lo, m+1, - -, Imt1,me1, quand h==m + 1.

XXXVIIT. 8¢ 2" est un zéro de L différent de 1 et ayant la multiplicité

m+1 . . e,
ms et lﬁ, est un #éro de Lyi1, mv1 de multiplicité my, 0N a

P R S N L
g<Lpp

0l o (1= k)

Ns

1

i

&

La démonstration de ces propriétés est immédiate et nous 'ommettons ici.
12. Une autre méthode pour la recherche des probabilités pris. Les résultats
des numéros précédents sont trouvés au moyen de la formule de Perron pour
q>ff()g Nous indiquerons maintenant une autre méthode pour les obtenir qui est
pareille & la méthode qu'on emploie dans 1'étude des développements des noyaux

itérés suivant les fonctions fondamentales dans la théorie des éguations intégra-
les de Fredholm.

A. Considérons d'abord une matrice stochastique @ qui est indécomposable,
primitive et dont les zéros sont tous simples. Soient

ho=1; Ay, Ay ooy A A <1 (z =1, n=1)
ces zéros. -

Prenons maintenant les systémes adjoints des équations linéaires
0> w> . W0y __ W, e
(72) ug’ = D u pap; 0= D Papvs’; (a, B==1,n).
@ E
Le second de ces systémes a une solution évidente

(73) Ve =1 (@ =1,n)

et le premier une solution

(73 bis) uff’ = C®,p(1) (8=1,n; a fixe),
28—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 23 octobre 1935.
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qui est positive si. 0 > o (C est une constante arbitraire). Puisque A, = 1 est un
zéro simple de @ les solutions (73) et (73 bis) sont unique & des facteurs con-

stants prés. Il en résulte que

Dislr) = D) = - — Dt (3= i),
Posons
5= S 0s() = 3 ) = @),
f3 «
Alors
(74) W = ‘fp“/zg;) _ ‘I;r;f(.(l,) _ )

D S @ss0)
B
Prenons ensuite les systémes (g — 1, n—1):

$ ¢ (g S
(75) lg“g’) = Z usl Pop; /1!/2?2;’) = Z 90(4[,)1:3/) (a, 3=T1,n).
@ i

Ils ont les solutions
(76) u((f) = CDqp(ky) (8="1,7; « fixe)
7
W= O ®.s0h)  (e= i,n; 8 fixe),
oit @,p(ly) ne sont pas tous nuls, car 4, est un zéro simple de @.

Démontrons maintenant le théoréme suivant.

XXXIX. Powr h=g

(77) > wd' vl = o
a=1
et
(78) Z’ (Dczy(]vg) a)?;ﬁ(lh) —_ O7 ((Z, ﬂ == I, 7’1)
y=1

En parteculier
(79) Suf'=0 (g—TH=1); D Besll) =0  («=T1,7; g-T,7—1).
g=1

En effet, on tire des équations (73)

b S ol = 3 Sl g pold) — o Sl ol
i « 8 -
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d’ou, pour g = h, (77). De (77) et (76) on obtient (78). Les relations (79) décou-
lent de (77) et (78) quand on prend daus (77) h=o.

Nous supposerons dans le suivant que les constantes C et C, dans (76)

sont choisies de telle maniére que ug’) et ’Ug})

Suflu =1 (g =1, n-1).
B

Introduisons ensuite les itérations

soient normalisés, de sorte que

(k+1) — (%) ®)
Pop 2 PP = 290 P s
e v

et considérons les relations évidentes

ufft = Dl ol = 3 gl
« B

(80)

lf}u;:) = 2 ufxg) q]((f{)i’ ]chqu) e 2 q)akf)) v{(;’)
8

[+2

qui sont des identités pour les solutions (73), (74) et (76).
Alors on a le théoréme suivant.

XL. 8 @ est endécomposable et premitive et a les zéros dustincts

do=1, Ay Ay orey u

on a identiquement

n-—1

(81) Py = uf) + > Mulpvl),
g=1
En effet, si Yon pose

gl = Tov? + Iyl + - + L, oY

n—l1 "«

et si l'on multiplie cette relation par ' on obtiendra, en ajoutant les résultats

pour ¢ =1,7 et en tenant compte de l'orthogonalité et de la normalité des ul?

et vl9,
1) {9 — 17
Z“g])?fz()s’ nguz(xg) @g}) = Ig
[¢4 [#4

ou, & cause de (80),

ry=ituf)  (g=0,n-1),

d'out (81).
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Théorédme D. Dans le cas considéré

n—1

) By =Byt ZHVp (B,

on

) by =yt V= S

et o

W 2pp=1, Juf=o0  (g=Tu-1).
B 8

En effet, on obtient facilement (82) en partant de la relation fondamentale

pk\g Z,pan)oc

et en y substituant l'expression (81) pour g} Les relations (84) découlent tout

de suite de (74) et (77).
B. Considérons encore le cas ou la matrice @ est indécomposable et pri-
mitive mais, outre le zéro simple A, =1, a les zéros multiples

YT P
dont les ordres de multiplicité sont

my, My, ..., My.

Alors avant tout on a:

XLI. Le rang du déterminant @(Ay), Ay étant un des 2éros Ay, Ay, ..., in,
n’est pas moindre que n — my.
En effet, on le voit de l'identité

A—u (A — a)* ,
(I)(l) - Q)(a) + I 2‘ d)al‘al(a) + 2! Z (pdlag‘alaz(a) oy
o &y, G
oll a est un nombre constant arbitraire et @u, (@), Do, w,ex(@), . .. sont les

mineurs principaux de @(a) des ordres » — 1, n — 2,
Donc les systemes

1, uf’f —Z ud Pz € i, V) == Z‘paﬂ
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admettent des solutions définies et linéairement indépendantes

W) B=1w) et uls)  (a=17)

(t=1,2,..., 1y

en nombre py=my. On peut supposer que ces solutions sont orthogonales et
normales, parce que si l'on avait les solutions

wly)

e et o)

qui ne seraient pas orthogonales et normales, mais linéairement indépendantes,
on pourrait toujours, par un procédé bien connue, les remplacer par leurs com-
binaisons linéaires et homogénes qui représentaient des solutions orthogonales
et normales.

En s'aidant de ces solutions on mettra facilement ¢, sous la forme

“w
(85) piy=ug + 2 2P
g=1
on
Ko
(86) v, = 3 ugholy.

=1

Ce résultat nous conduit & I'expression suivante de p; s dans le cas actuel:

“w
(87) prs=ps+ 20 20l (pp=up).

g=1 &

Nous ne considérerons pas les autres cas de la matrice @, parce qu’il est

facile de le faire suivant les lignes tracées plus haut.

r3. Chaines stabilisées. Des numéros précédents nous pouvons faire cette
conclusion générale sur la conduite des probabilités pis quand le nombre &
varie. Dans le cas, ol la matrice @ admet i,— 1 comme un zéro simple et n’a
pas d'autres zéros du module 1, les pxs ont des limites définies qui ne dépen-
dent pas des probabilités initiales po. et qui représentent les probabilités finales
des événements Ag. C'est le seul cas dans lequel existent les probabilités finales
indépendantes des probabilités initiales, parce que, si @ a des zéros du module
1 autres que 2, =1 ou a A;=1 pour un zéro multiple, px;z ou n'a pas une
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limite déterminée, parcourant asymptotiquement et périodiquement certaines valeurs
positives, ou a une limite déterminée mais dépendante des probabilités initiales.

Supposons que @ ait A,= 1 pour zéro simple et qu’'il n'ait pas d’autres
zéros du module 1. Alors pijs ont des limites déterminées ps indépendantes des
probabilités initiales et il peut se produire un phénoméne stochastique intéres-
sant: si l'on choisit pour les probabilités initiales po, des événements A, les
probabilités finales p,, on aura une chaine que nous appellerons chaine stabilisée.
Sa propriété caractéristique est que les probabelités prg pour toutes les valeurs de
k sont égales aux pg, donc conservent les mémes valeurs pour toutes les épreuves.

En effet, en prenant le cas plus général B du numéro précédent, on a,
par (87),
Prig = ps t+ 27(,211 W9,

g=1 «

en supposant p,,==p,. Mais p,—«”, done, en s'aidant de (86),

tg
Zp aﬁ:Zu‘zZua W=o0  (9=1,5)

7=1

parce que . et ') sont orthogonals. Par conséquent,
mg=p;  (B=1,n)

On voit done que dans le cas d'une chaine stabilisée chacun des événe-
ments Ag aura pour toutes les épreuves une méme probabilité constante ps. Mais
on mne doit pas confondre cette chaine d'épreuves avec les épreuves quand la
probabilité de Ag dans une épreuve quelconque est un nombre constant pg quels
que soient les résultats des autres épreuves. En effet, si I'on sait, par exemple,
que dans l'épreuve initiale nous avons constaté l'événement A, et si les résul-
tats de toutes les autres épreuves restent inconnus, la probabilité de As dans
la %i*me épreuve sera

> 0 — o
g>aa]r| _pyl'yz M (py _— {3 ()004(3’

I
o VE—1

ce qui n'est pas égal a pg.
De méme la probabilité d’avoir dans l'épreuve initiale 'événement A, et
dans la %*®m° épreuve l'événement Az sous la condition que les résultats des

autres épreuves restent indéterminés est
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D PP Prn - P

Tis v Thel

= (*)
pat PP

et la probabilité d’avoir dans les épreuves des numéros

o<l <ly< <l <k

les événements
Ao, Aoy, Acyy - Aeg, dg

sous la condition qu'on ne sait pas les résultats des antres épreuves est

L) ) U—ty) (1)
paq)aa. (pa,ag te goas_] ag wrzs[n‘ "

223

Chapitre III. Moments des variables stochastiques discrétes liées en chaines

simples de Markoff,

4. Généralités. Soit x une variable stochastique qui peut recevoir les

valeurs finies et bien déterminées

Ty, Xyy ovoy Xn

avec les probabilités

Pors Pogs - -+ Pon

respectivement dans 1'épreuve initiale. Soit P, (x5 la probabilité de l'égalité

x=u1xs dans une épreuve quelconque quand on sait que x = x, dans 'épreuve

précédente. Nous poserons

an(xﬁ) = Pap, ((Z, 18 - i:T'/;)

en supposant que @.s sont constants pour toutes les épreuves, de sorte que, en

considérant les valeurs de « dans les épreuves des numéros o, I, 2, ..., nous

obtiendrons une chaine simple discréte de Markoff, dont la loi est donnée par

la matrice

Pi1 P12 - - P1n
@ =] P P22 - Pon

Pn1 Pn2 - - . Pan
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Il est avantageux de considérer avec x les quantités stochastiques wu,, u,,
Uy, ... liées aux épreuves numéros o, I, 2, ... respectivement et prenant dans
les épreuves correspondantes les mémes valeurs que x, de sorte que la probabilité
de T'égalité wupi1 =25 quand on sait que ur = . est précisement @,g. On peut
dire que les quantités w,, w,, u,, ... sont liées a la chaine considérée des épreu-
ves caractérisée par la loi @, ou, simplement, a la chaine ®@.

Introduisons encore, en suivant les notations de Markoff, les quantités sui-

vantes:

(88) ar = F(ur) = espérence mathématique de wuy,

calculée & la condition que les valeurs de #,, u,, ..., wz—; restent indéterminées, et
(89) AY=F(u, ) a la condition u,=x_,

en supposant en méme temps que les valeurs des autres quantités wu, restent in-
déterminées.

Remarquons quelques propriétés simples de a, et A,

XLIL. On a
(90) ay = Z Pr| 85
#
et
o0 0= Sgle,
8

Ces relations sont évidentes. La seconde nous montre que A ne dépend

que de o et ¢z, de sorte que le nombre %, qui, par (89), entre dans la définition
de A, peut prendre une valeur quelconque.

XLIIL. Nous avons la relation
(92) aprs = Dy py, AL
En effet, par (9o) et (91),

Ar+i = 2pk+iJ X
g

= (Z pk\a‘])g/s)xﬁ

s «



Recherches sur les chaines de Markoff. 225
= 2 Pie 2P %s

= Zpk!aAt(zi) :
XLIV. Nous avons
(1) — (i—1)
(93) AP =g, A=Y,
7

v

En effet,
(1) — (i) o = N (i—1)
Aq Z Papls Z ( Py Pyp )xﬂ
B 4

3

:Z¢w%ﬂﬁwﬁ
7

= 294
7

. Nous ne considérons plus loin que les chaines que nous appellerons nor-
males, en comprenant sous cette dénomination les chaines dont les lois sont
représentées par les matrices indécomposables et primitives. Alors, @ étant la

loi d'une chaine normale, so fonction caractéristique est de la forme
OG) =1 — A = Ay (A= )",

Nous savons quune chaine normale posséde des probabilités finales bien
déterminées et indépendantes des probabilités initiales. Nous savons encore que
pour une chaine normale

"
Prig =Pg ™+ Zlﬁ Zp()awgzg;%’
g=1 @
ot ps est la probabilité finale de I'égalité x = z; et 'Pg’}f représentent des quantités
finies et bien déterminées.

Nous écrirons encore

(94) Prip= g + Zp(m qf«gzk(;
en posant
8
(93) Pl = D Y.
g=1

29—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 23 octobre 1935.
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Enfin nous écrirons

s

(96) Peg=pp + D) A W3(ly),
=1

en posant ”

(97) Wilk) = 2 poe ¥

XLV. Sozt ’

(98) a= Z pps.
3

Alors, pour une chaine normale, (

(99) }molo Arti :}hf: AV =a

quels que soient k et «a.
En effet,

done

w
AN = D@l wp= 3 paxs + Dk D P ws
5 p =1 F

HZp@xﬂ pour ¢ — oo,
B
car |4y < 1(¢9 =1, w). Ensuite

)
Ak +1 = Z])I;j'a Ag - Z Prle @ =
44 [+4

pour z — 0.

XLVI. Nous avons

(100) lim % + a4 +]' R a
k—> oo {7

(Pest une simple conséquence de la premiére des égalités (9g) et du théo-

réme bien connu suivant:

Ly Uy T Uy A
lim 2 = ,
n—> ® pmtl m+ I

i



Recherches sur les chaines de Markoff. 227

15. Dispersion de la somme des quantités w,. Dans 1'étude de la somme
des quantités wu, ou, ce qui est la méme chose, de la somme des valeurs de x
dans les épreuves consécutives un rble important joue la dispersion de cette
somme et nous allons l'examiner tout d’abord.

Soit, pour bridveté, us— u, — a. Envisageons l'espérance mathématique de
V'expression (uo + w1 + - + us—1)®, en désignant par s le nombre des épreuves.

Nous avons

s—1 2
E (2 uk) = ZE(u;ﬁ)z + ZZE(M;M;L)
h=0 h g, h

On trouve d’abord

E () = D\ pup (s — af?
8

= D\ D poalps + ‘I’éh(l,) (xg — a)®
8 «a

= D pples — af’ + D wg—a)* D poa £
B I 4
et ensuite

2 (S 06) =5 Saates =+ Sler = Jme S0

h I

)
3]
=

Mais, par (95),

w
(AR N] ¢
QEG=2 28
h

h g=1
P s
= 2 ! lg W)
1—4g OB
g=1
done, en tenant compte de (97),
2 1) Q1 lf} )
@ — a)* Dipoa D Pl = oy - D (g — a)f* 5 (2y)
[ a R g=1 v s
Par conséquent,
' \2 2 ol 2‘3 2
(101) E () = s Dipplwsg — a* + D I—/L,Z (s — a)* Ps(ly).

g g=1 TB
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Posons maintenant

sr1 = E (uh uity),

£ et [ étant des entiers positifs gquelconques. Nous aurons

Su:Z( s—a)lr, —a ZPO svaﬁ‘P(sy
By

= D (g —a) -aZpOa ps + ] oy + 5
By

= D\ (ap — a){wy — a) Xy poalps + PE) vy

+Zx{3——a ——aZpo(,p{;+1P ]’P‘”

_2 xﬁ——a _d Zp()u p13+lpa{>']lpp’y’

car

Z(“’ﬁ“a)( —a prp(;JrW lp,=o0
B v

& cause de » {, —a)py,=o.
¥
En sommant sp; on aura

§—l—1
S = 2 SkL =
k=0
§—1—1
= D\ (s — a) (xy — a) ﬁyzpo,x D [ps + FY)
(3’ v k=0
Or,
s—1—1 s—I—1
D [pg + ¥ = s-im+2 AT
k=0 g=1 k=0

s—l

=(s—Upp + 2 fwf Y,

9=1

Dpoa X lpp + lf‘fzﬁ] (s — Dpp + Z
o k

done
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s = Z(acﬁ —a) (e, — a)(s — Ups ‘P;}}/

By
L 7&—5
+ Y (xs— a)(x, — ’Pl >
3oy —a)e L (0).
r}fl
s—1
Enfin, en -calculant la somme 25;, nous aurons évidemment la somme
=1

) E(uguz), qui rentre dans l'expression de FE(Ius).

9. h
Nous trouvons
§—1
UL AT D A%
=1 11 g
— Jst+1
— Z [__S_'Ef - fli_ LJ Yl
. I P S e
et
§—1 — s—l - s~l
L — )
2 ‘%Z W5 (A Z wﬂth; Zl" I -—IL
g, h=1
£ An— A Ag ks — In l;]
— S S T L N Y ) (1:))
g,hzzl[(l — )1 —=M) Ay plbal v
ou
Ag S — Ao, A
Z ,Tg._:,,};
doit étre remplacé par
(s — 1)25
_ 1__,1:

pour g =h.
Par conséquent,

s T Y . At (0
(102) s =D Elugup)= D, ﬁT‘(} _)L‘g)g (s — a) (w; — @) ppf)
i=1 g, h g=1

n— 2 holy — Inls

+g,h2;1[(1 S Rty R ] 3 len— oo, — o) % (1) i)
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Ainsi nous trouvons définitivement

(103) 6} (Sup) = E (Sup)?

w
=s Npples—a)® + ZT

Qn

.CI

Z xrg — a) ZP{:‘ (lg)
8

g
I sl Ay — ls+1 "
22 [Iil‘l‘; (1 — 4 ) ] 2 (g — a) (z;, — a) p v,
g=1 By
W—lp Al i)
— : .9 — — ()
! 2J hzl[ (1 —2g) (1 — M) * Ay —dy % (s — @) (wy — @) ¥4 (2) Wy

De cette expression compléte de o} (I up) on trouve immédiatement une expression

asymptotique et plus simple:

(104) oi (Sup) ~ s [Z psles — a)?® + i 1"2*_107 2 (xs— a) (e, — a) pg 2P'[(_g(’?)lJ .

8 g=1 Y6y

Envisageons maintenant la quantité

o (Su)=FE [E (up, — dh)]

h==0

qui est la dispersion de la somme = uy.

Nous avons
E(2(un— @) — E(X(ur — a))?
= B[S0~ @) — 3t — an)] [Sun — @) + = (o — an)
= (Sa — sa) B2 3w — Sy — sa)

= (Zap — sa)?
ou
0} (Sup) — 6® (Sup) = (San — sa)?,
d'ou
(103) 0® (Zup) = 0 (Sup) — (San — sa)’.
Mais

a—a= X pipTp— X Pss
5 z
“w
g g=1



Recherches sur les chaines de Markoff. 231

et, par suite,
4o fg —

l
Eah—sa—z I——/l Zxﬁ% a)-

g=1

Cette quantité est évidemment finie pour toute valeur de s, done, de 1'égalité

(105), qu'on peut maintenant écrire

Lokg — A ?
(106) fum=&@m—{21_;2mwﬁ]
.(7:
on conclut que
(107) a® (ZSup) ~ 07 (S wp).
Résumons nos résultats.
XLVII. En posant
8—1 2 s—1 2
0*(Suy) = E (Z (u, — ah)) . 6 Su)=FE (Z (e, — a)) ,
h=0 h=0

o un, an et a sont les quantités définies dans n° 14, on a

)« 2
0’ (Zun) = o} (Sup) — [ ,71‘7 — l Z x;‘f’(g ~(]] )
g=1 v

0'2 (EM),) ~ 0, (Euh)
et

M
“f(2“1L>~S[ZPﬁ(xr*““> T lZ w5 — a) —WMe"J]-

8 9—1

La valewr exacte de o} (Sus) est donnée par (103).
16. Moments des produits des us. Soit, pour briéveté,

(108) Ze=Tu—a, z=2x—a

et introduisons les notations

(109) Mﬁ%:%=EWm—mmwM@—mwuwwwﬁ+m—mm,

(110) Hm Zpa o _’d

ou m; et k; ({=T1,r) sont des nombres entiers positifs.
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(s ik .ok
Nous allons déduire une formule fondamentale pour les moments an‘mz "j)
iy m,

qui sera trés utile dans la suite.

XLVIIL. Les moments MF

iy peurent se calculer a Uaide de la formule

récurrente survante:

ke -k ot L,_1 i,

mymy . . My My . ..

zP.(k,,) Zm,. 1 Zm,.

+M““""7—22

)
My My My, P Br— " Br—1Br " Br—1 "By
M L "'r—3) (= (ky) Mpg Mgy Wy
+ MMy ... Myp_g 2])(7'7«_) lp(”r——Q Br—1 " Pr—1fr g{”r —9 z[”r—-l Br

(k) e
+Mm Epﬁzlpﬁﬁs.. Yy s 25, 23, 2

My M .,

. (ko) (kg) (% 7,)
+ 2pn Wl Pap, . Pyl 2ptes 2]

(k) qqelka) m1 My .
-+ Ep()alpa[,’l qf[,’lﬂz lpf”:-—lﬁ 28, 2p, ...Zﬂr,

on toutes les sommes doivent étre prises pour
a=1,n;, Bi=1,n; ...; Br=1,n.
Cette formule se déduit trés simplement de la définition méme du moment
considéré. On a

(k) /1

{ky ky ... K m,
M. Epan)aﬁl Psip. Qp[; —10r Zp % m.) e Z‘e:

mymg .. . M,

My

(ky) artRa) (ky) 1
= 2‘}7061 [pﬁl + lP.aﬂJ [pﬁg s qjﬁ‘ﬁz] AN [17/3]. + q‘.ﬁ;ﬁlﬂr} Z?;Ll e Zﬁ;

= Spoalps + W) . [pg,_y + W '21(;1 Jeb g Zp(sr

y (key) 1 (k,) my .
+ Zpoelpp + Fapl .. (ps_y + ’Pﬁr 2ﬂr—1] ’I‘ﬁr_l 5,28 - 25!

by Bs o Ry g)
My My . My Hm,
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{kx) {kp—o) —
+ 2]’00: [pﬂl + q’a ﬂl] e [pﬁr_2 + qfﬂrr 32{"r 2] Zﬁ‘ o {97' 2 Z pﬁr“l qfﬂr_'l Br f”rr 11 z;l:
Br—1 Br

(kp 1) (ky) My m
+ 2poa [20(3‘ + lP“ﬁ‘] []9(%,_2 + v (j’r 3(37 —2] lp[’rr—2 Br—1 lpﬁ:—l By B - 2ﬁrr

(ke ke oo Epq)
mym, m, Hom,,
e My —1

(k ke .o By _g) (k) mr——l M
+ Mmlm2 e ’Jr—Q Epﬁ"_l 7Pﬂr—l Br” ﬂr—l ﬁ
(k) (kg (k1) ;) m
+ poalpp + BaB) o (pp o+ BT VPN W Ay
= ete.

En continnant de cette maniére, on obtient la formule (¥*). On doit faire toutes
les sommes pour toutes les valeurs de tout indice grec qui se rencontre deux ou
trois fois sous le signe de somme.

En posant
[ lmymy ... my = 1(::7222,
(111) (mymgy ... my) —Ep,gquﬁh .. ZP({;}L% 2, ~--ZZ?:
(mymy ... my) —EpOa’Paﬁl ﬂ’;‘) lﬁt.e'g'l‘.. Zzzt

nous pouvons écrire 1'égalité (*) sous la forme plus condensée:

mymg ... my] = [mymy ... mp—1] (my)
+ [mymy ... Mp—g) (My—1my)
(* bis) + -
+ [my) (mgmg ... my)
+ (mymy .. .omy) + (mymg .. .om,).
Dans la suite les symboles [mym, ... m), (mymy ... m) et {(mymy ... my)

seront appelés parenthése, crochet et crochet accentué respectivement. Le développe-
ment (* bis) sera dit développement en crochets.

11 est aisé de voir que la parenthése [m;m, ... m,] se développe & Vaide de
(* bis) en une somme de membres dont chacun est un produit de certains crochets.

Prenons, par exemple, la parenthése [2, 3, 4, 5]. Nous obtenons successivement
30—35150. Acta mathematica. 6. Tmprimé le 23 octobre 1935.
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2,3, 4,51 =12,3,41(5) + [2,3] (4, 5) + [2] (3,4, 5) + (2,3, 4,5) + (2,3, 4,5)
(2,3, 4l =12,31 (4) + [2](3,4) + (2,3,4) + (2,3, 4)
2,31 =12] (3} + (2, 3) + (2, 3)
2] = (2} + (2,
d’ou
2,3 =(2)(3) + (2) (3) + (2, 3) + (2, 3) :
(2,3,4]=(2) (3) (4) + (2) (3) (4) + (2, 3) (4) + (2, 3) (4)
+(2)(3,4) + (2 (3,4) +(2,3,4) + (2,3, 4)
et, enfin,
2,3, 4, 5] = (2) (3) (4) (5) + (2)" (3) (4) (5) + (2, 3) (4) (5) + (2, 3) () (5)
+(2)(3,4)(5) + (2 (3,4)(5) +(2,3,4)(5) +(2,3,4)(5)
+(2)(3)(4,5) + (2 (3) (4, 5) + (2,3) (4, ) +(2,3) (4, 5)
+(2)(3,45) +(2 3,45 +(2345) +(234,5).
On voit que [mym,...m,] peut se développer en somme de produits de
crochets par la régle suivante:
XLIX. Pour avoir le développement complet de [my, my, ..., m, en erochets il
Jaut former des endices wy, my, ..., m,, sans changer leur ordre, tous les crochets

possibles et faire la somme des produits de ces crochets, en associant & tout produst
un produit pareil ot le premeer crochet est accentué.
Cette régle se traduit par 1'égalité

(112) mymg ... Z{ ) Mg vr - mgy) - (Mgrr . omy)

+ (my o oomg) (g1 oo omg) L (g Lo me)),
ot la somme doit se répandre & toutes les valeurs des indices g, gs, . .., Qs
telles que
(112") IS0, << - <q@g<r, t=r.

On vérifie sans difficulté que le nombre des membres du développement
(112) est égal &
2(02-—1 +Cry + -+ O:__i) =27,

si tous les m; sont différents de 1. Mais, 8'il y a parmi les m; des unités, ce nombre
est moindre que 27, parce que dans ce cas s’évanouissent identiquement tous les

crochets (mg), ot m; = 1, (m;) étant égal &
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Zpﬁieﬂz =#4=0
Bi

pour m; = 1I.
Considérons maintenant les moments

— R NI
Muymg...me = D) Myl = ) [myms .. om]
(r13) L0 N Ri ke, Ky

kyzos khaz1, by=1, .. =1 ket = — 1)

On peut les calculer soit par la sommation de la formule (* bis) soit par
la sommation de la formule (112). Il est possible d'obtenir la formule générale

pour My m,...m, par cette voie, mais les calculs sont longs et pénibles et nous

moutrerons seulement comment on peut les faire et comment on calcule la valeur
asymptotique de My, m,.. . m,.

Abordons la sommation de (112). Nous avons

Sy . my) ZZ{;IZ”}CAQ +LZLAQ}

ki, oo Ry q

ot A, et A; ont des significations évidentes. On a ensuite

D Ag= 2 (my .. mg)(mgry .. mg) . .. (mgr1 .. . my)
ko ky

Ky .. ky
(114)
= Dmy .. mg) D(mgar . .mg) .. D mgaa .. m) D,
K° ¥ k() Kt +1)
en posant
, ko:(km k?ﬂ RIS kq;): k’:(k!]d'?v kQ1+3» ERIRS) k‘h)) RIS
(r14)
k(t) = (kqt+2, kqt+37 ey k?‘), k(t+1):(k1, kl]1+17 qu-i-ly ey kl]rkl)
et en désignant parz, Z, ... les sommes prises par rapport aux groupes des indices
R
indiqués par (114). On obtient (114) en remarquant que les crochets (m; . . . my,),
(mgy+1 . . . mg,), etc. ne dépendent pas des indices %, kg+1, . . ., kg,+1 Tespectivement

{on le voit par (111)) et qu'on peut changer l'ordre des sommations par rapport
a kyy ey ooy ko
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Pareillement on a

(115) Z A;:Z(ml - mql)'Z(mq1 B 7 Z(mQtH Ce.my) 2 I,

%° K i) T+
ol
(IIS’) 700 = (kla k, . . klh) kH—l) (klh“l'lr kgtty -« s kl]t'f‘l)
et &', ..., kY ont les mémes significations que dans (114’).

Voyons maintenant comment on peut éffectuer les sommations indiquées
dans (114). En posant

b=ty ky b
80=8—k+]€qt+1+7€qt_1+1—|‘"'+kql +7€1-—t—128—]€+7€(t+1)—t——1,

Slzs—k + kqt+1 + kqt~l+1 + -+ ]ﬁql_‘t,
St-:S—k + kqt"'l + I,
on trouve d'abord

Si=3 33

He+1) =0 k=1 Fk,=

at
et puis
St
D 1=s,
kqt———l
Sg—1
S (sp—1 1)
3 u -t
1.2
kg =1
is,(.sy + )y HE—=1) syl 1) (st D)
1.2---¢ 1.2 t({t+ 1)
=0
done
Z L Solsg + 1) (sg+8) (s—k+EHD—1)- - (s—Fk+ F'H)—¢—1)
(116) ) (t+ 1) &+ 1)

= O, ¢ =s—Fk + B+ —1
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et
(117) DN dg=Nmy .. mg) ... D OF g . .. my).
Ry .k 0 )
Pareillement on trouve
Ni=0C,, " =s—k+ Y —
Tt+1)
(118) Z Ay= D (m peomg) Dmgar .. omg) o D Ol (mge L my).
x° k' k(l)

Considérons maintenant (r17). Il faut avant tout calculer la derniére

somme de la partie droite de cette égalité. Nous trouvons

Zovts"’rl (Wth+1 DEEIY mr)

x()
= Ct+1 kqt+2 S lp‘(kr) PR TP
Z Z P Bgp1 f”q+1 Bopt2 Br—18r Boy+1 Br
I t+1 M t+1 o+ 2 gl
(r19) Zp@qﬁl Bo,+ %6 < Gy lpﬂqﬁ 1Bq+2 qfﬁr—l By’
S o Lp‘kaﬁ?’ Ll
N Bopr1 ﬂqt+ 2 Br—1 Br
- kgt o) e 2 ypkr—1) Z Ciit e
(I 20) [J’qt_*. 1 ﬁqt"' 9 Br—a fr—1 137'—1 Br’
kqt+ 2 r—1

ot les derniéres sommes doivent &tre calculées pour
br=1,2,...,8—k+ Ett) 4k, — t — 2,
[kr-li L2, ..,8—k+ Y + kB + by —t— 3,
(121) :
]kqtﬁ-; 1,2, ..,8—k+ kD + FO —f —p 4+ gy —1
et se calculent 4 l'aide de la formule connue de la théorie des différences finies:

(122) ZJL" —ll[qa(n)—ri»zd(p(n) + - (/1_-—11) A" (n )] + C,

1

ol @(n) est un polynéme du degré m en % et la somme indéfinie et les diffé-
rences sont prises par rapport & n.
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En posant dans (122)

n=k, pl— 0,

en appliquant ensuite (122) & la derniére somme de (120) et en tenant compte
de (121), nous aurons

“
1 ik _ (9) kp (41
;’ Cs’ qfﬁ:_l Br Z w["r—l Br 2 lg Cs'
r g=1

kp

& Akr Ay
e 2 w;;gr)-l 5, r__ [0f+1 i M g0
g=1

— A\ kr:s—k+k(t+1)+kr_g_1‘
R

k=1

Mais

4O = (— 1) (s — §),
At 02,4-1 — (_ 1)+

et toutes ces quantités, & l'exception de la derniére, se réduisent & zéro pour
by=s—k+ k) + fp,—t—1=¢ —t+ k-, donec

R B tpmsk+EEF D g g1
[Og,“ Ty - 4 O + - ] + C
I

lg— 1 — =1
— JL t+1 }‘” t }'0 1

(123) T g—1 [Cs' * Ag — 03—1 o Ay — Os_t k=1
___;L 41 J ¢ _&L i

(124) c=s—k+ k + Ett) — 2

ou encore, pour simplifier 1'éeriture,

(125) ZK(S,lg),
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en posant

__’19_ t+1 o ( 4 ) ]
(126) K(S’)'g)_l——/lglo" +l [ G v g Cs—

K(s,%) est une fonction rationnelle en 1, et un polyndéme du degré ¢+ 1 par

rapport a s; les indices &, k,, . . . n’y entrent que par C'*1, (* ; Temarquons

G117 * * *

encore que

A S+l
(127) K (s, 4g) ~ —T(j o
Par conséquent,
(9)
(128) Z 0§+1 ﬁr 16 ZK &) )‘g wgr'—l [
ky
done, par (120),
2! Ct+1 Lp kg4 9) S L
T Bag+ 1 Pgpv2 Br— fr
= @+2 1)
Z lpﬁq:ﬂ- 1(3(]{ 2 Zl A S lg wﬂr 2 Pr /3:—2 Br—1"
_1 g=
Mais
“ )
2 Z ( ) wmhl Br ﬁ:_zlf”r 1
k?"—l g-=1
(129) [

(9) (g1 r—1
w{"r— 16r Z wﬁr——2 Br—1 Zl l
=1 r—l

et, en s’aidant de nouveau de la formule (122), on verra que

DT K (s,9) = K (s, 4y, Ag,),

kr——l

ot K(s,Ag,A,) est une fonction rationnelle de A, et A5 et un polynéme du degré
t + 1 par rapport a s; son valeur asymptotique est donné par 1'égalité

£+1
Ag g s

Y1

(1 — ) (1 — 2g,) (¢ + 1)1

(130) K(87lg>lgl)~

En continant de cette maniére on arrive enfin au résultat:
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S = Ct gyt o) ) —
2 Ba+ 1 Bgp+2 Br—1 By
— K(s,29, Agy, - - -, A a1l gl
, gz‘ ( VAR Tr—aqp— 1) wﬁqt+1 ﬁqt+2 wﬁr—l By

ot la somme doit étre prise pour

g=1L4; Go=1LH; ...; Grg1=T14
et K(s,2, 2, . - - lgr_qr_l) est une fonction pareille aux fonctions K (s, A,
K(s,2g,2g), ... et ayant pour valeur asymptotique
PR g1

(1 —2)(1—2g) ... (1 —lgr_qu)(t + 1)!
En s’'aidant de ce résultat nous avons, par (119),

Z Cg}*l (mqt+1 NN 'mr)= 2 ])[,’qt+1 S"ut1 z{:n:.
£

T Bgi+1
(131)
=L(s,, 2, . . ., &),
o L(s,4;,2, ..., A) est une fonction rationnelle de 4,,4,, . . ., Ay et un polynéme

du degré ¢ + 1 en s ayant pour valeur asymptotique

g+, st Z Aglg, . .. /'Lg?,_qt_l
(¢ + 1)!“’”%“"""’— @+, = (1 — )1 —124) ... (1 ——lgr_qt_l)
(132) ) »
plr—g—1) .. Wy gratl N
Z pﬁ%'}'l [30-1-1(3(],5—1-2 Br—1 Br ﬁ(]t'*‘l Br

En revenant & 1'égalité (117) on voit maintenant qu'on peut éerire

Z AQ—Z L. amg) . ZL e M g,y 1. my).
Klt—1

kO

Par la methode décrite tout-d-l'heure on calculera la somme 2 et ainsi de suite.
FlE—1)

Le résultat final sera que la somme considérée de A, est une fonction rationnelle

de 4,,2;, ..., 2 et un polynéme du degré ¢ + 1 en s ayant pour valeur asymp-

totique la quantité
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gt , ,
(133) mﬂml...mql Mg 1. mg, o« Bmgfq. . mys

dans laquelle pn, .. . m . ont les significations tout a fait pareilles i celle qui

o
est définie par (132).

Les mémes raissonnements s'appliqguent 4 la somme (118) et nous montrent
qu'elle est un polynome du degré ¢ en s.

Soient

Z Aq:K‘qu;z...qt(S)llvz‘m LIRS A‘M)7
kool kg

Z A;J:K:IIQz--'(]t(S72‘172'27 st )"M)

koo kg

les valeurs des sommes de A, et A; quon obtient par la methode décrite. Alors

(134) Mmlmz-..mr:?[quq:».-.qt+K:1102...qt],
pre]
q

ou la somme doit étre prise comme dans (112).
Cette formule nous conduit & une conclusion importante.
Soit 7 la valeur maximale de £-+ 1 gui est certainement atteinte pour

quelques membres du développement (134). Alors évidemment

Mm.mg.l.mr"’ Zquqg...qT;l
q

ou, en tenant compte de ce qu'il était dit sur les valeurs asymptotiques des
sommes de 4,4,

. T
S‘ 4 ’ ’
(135) Mmlmz...mr ~ 71 Zﬂ»ml...mqlﬂ»mql+1...mq2 o ‘“’qu_1+1--~m7"
g
Les membres Kgq,..

Mmlmz...m

par la sommation par rapport a &, &, ..., & des membres du développement

.a7—;» qui nous donnent la valeur asymptotique de

. et qui seront appelés membres principaux de My, m,...m,, sont obtenus

de la parenthése [m m,...m, en crochets qui ont le plus grand nombre
possible T de crochets-facteurs (m,...mg), (mg+1...mq), ... qui ne se ré-

duisent pas & zéro identiquement, c'est-d-dire qui ne contiennent pas parmi eux’

un ou plusieurs crochets (1)==u, =0. Nous appellerons de tels membres
31—35150. Acta mathematica. 66, Imprimé le 23 octobre 1935.
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membres principauwr du développement de [m,m, . . . m,] en crochets et le nombre
T leur ordre ou encore ordre de [mym, . .. my).

On peut facilement déterminer dans chaque ecas particulier les membres
principaux de [m,m, . ..m,] et, par suite, & 'aide de (133), la valeur asymptotique
de My, m,...m,

Par exemple, on a, en ne retenant dans les développements que les membres

principaux:

5,3 L, L, L7, L L1, 10,20 = (3) (3) (1, 1) (1, 7) (1, 1) (1, 1) (2)
+(5) (3, )( )7L ) (L) (@) + -, T'=7;

[5,3,2,7,30 =(5)(3)(2)(7) (3) +- =3;
11,1, 1,3, 8] = (5, 1)(1,1)(3) (5) + -, T=4;
[1,1)1)573] :(1)(1,1)()(3)+(1 I, I)()<3)+7T:3

On en obtient
o7
Ms 3,1,1,1,7,1,1,1,1, 2~F[u5[w03#2/ti,7(u/1,1)3
+ oy ey s ﬂ/l3, 1 (.u,l, 1)3] )
$°
M5’3'2:7!3 ~ 5_1_[‘Ll y'g 45 Uz,

ot
M111135 NZMd&tJ(Hl 1),

83

My, 11,53~ ;[ﬂgﬂs#’lui,l + g 15 01,1,1]

ou

us = D\ paeh,
8

= 2 Zpo,zlf’g‘;} %,

ko of

,U'i,l, 1= Z Z’ Doa P [3 ﬁ 7—13’([3,’:*}332{31 26,8855
ky ko kg« ﬁl)ﬁ ﬁs



Recherches sur les chaines de Markoff. 243

etc. On doit remarquer que dans les derniéres sommes les limites entre les-
quelles on doit sommer par rapport A % pour ui ou a k, %, k; pour i 11

dépendent du nombre des indices du moment My, m,. . m, correspondant. Ainsi,
pour nos exemples,

s—5 s—5

= D 3 3= Tmers S0k, S
=0 ky=0
bop— /V—
::Z I“l 2}7004 Z[J'y

g_,
§—58 s—k—4 s—ky—ko—3

pL = X metntmen X 2 2 Wi R T
@, B1, P, B3 Ei=0 k=1 k=1
7. Moments des sommes des wun. Théoréme lmite de probabilités de ces

sommes. Démontrons maintenant le théoréme important suivant:

LI. Nous avons les relations

s—1
{136) E(2u2)~1.3.5.‘.(zm——l)sm(A+B)m,
h=0
ou
o 2 ) ,
(137) 4= 21’[3 wg—a)=p, B= P Zml/f" (rg—a) (x,—a)=2 u1,1
9=1
et

(138) E (Euﬁ) - 0 (s™).

La démonstration de 1'égalité (136) repose sur l'identité

§~1 m
2 m)! ,
(Z uh) = —(—J——, (ot )™ ()™ - (i)™

gl mgl. .. omy!

ol la somme est prise pour toutes les valeurs entieres et positives des indices
m; et k; telles que

IA

(139) my + mg + o+ mp=2m, r=s;

(140) k,=0; kh=1, ky=1,..., =1, Iy+k+ -+ E=s—1.
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On peut encore écrire

(o)™ = 32 S Gk

h ml-
d'ou

B(Sui) "= 3t SE e

h my ;

(2m)! (ke ... kp)
_Zmll C mrlz Mmlm2---mr
m; k;

_ 5 (zml
= Zmllmzl ] ey
g
Pour avoir (136), il faut donc démontrer la relation

2 m)!
(141) Zml'TE’L'M) WL'Mmlmz--~mr~1‘3’5"‘(2m_1)8m(A+B)m'
- . 9: <. e

3

Prenons pour ce but la parenthése [m,m,...m, et démontrons que son
plus grand ordre T = m si m; satisfont & (139). En d’autres termes, démontrons

que le plus grand nombre T des crochets-facteurs qu'on peut former de la suite
my, Mg, ..., My, (Zm; = 2m),

est égal a m, quand m; varient de toutes les maniéres admissibles.

Je dis gue ce nombre T = m est atteint pour la parenthése [z, 2, ..., 2]
(m fois l'indice 2) et les parenthdses qu'on en obtient en remplagant de toutes
les maniéres possibles les 2 par 1,1, c’est-i-dire les parenthéses telles que, par

exemple,

() 2,1,1,2,2,1,1,1,1,2,2,.., 2], (1,1,2,1,1,1,1,2,2,...2,1,1),...

3

et que l'ordre 7' de toutes les autres parenthéses, ayant 3wm; = 2 m, est moindre
que m.

Appelons pour briéveté [2,2,... 2] et les parenthéses de la forme (143)
parenthéses principales de la somme (141).

On voit tout d’abord que l'ordre des parentheéses principales est en effet
T'=m et que chaque parenthése principale, développée en crochets, n’a qu'un
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seul membre principal composé des crochets (2) et (1,1), de sorte que, par

exemple, pour les parenthéses («), les membres principaux sont
@ (1)) ) (1,1) (1,12 (@)... (2
(L) @) (1, D (1, 1) (2) (2) ... (2) (1, 1).
En essayant d'autres compositions, par exemple, pour la premiére parenthése,

(2, 1) (1,2) (2) (1, 1) (1,1) (2) (2) . .. (2),

on aura toujours augmentation du nombre des crochets consistant de deux

et

indices et diminution de ceux qui consistent d'un indice, done diminution de
l'ordre du membre considéré.

Voyons ensuite que les ordres des parenthéses non principales de la somme
(141) sont < m.

Les parenthéses non principales s’obtiennent des parenthéses principales ou
méme d'une seule d'elles, de la parenthése

1, 1,1,1,...,1, 1], (zm fois 1),

par le remplacement de divers groupes des unités par leur somme, de sorte
quon aura des parenthéses qui consistent soit des indices 2 et 1, l'unité se ren-
contrant en groupes de nombre impair, soit des indices pairs et impairs, les
indices pairs étant = 4 ou les indices impairs étant = 3. L’ordre des paren-
théses de la derniére classe est évidement moindre que m. Quant & l'ordre des
parenthéses qui contiennent seulement les indices 2 et 1, I'unité se rencontrant
en groupes de nombre impair, on remarque que ces groupes impairs des unités

doivent étre eux mémesg en nombre pair. Par exemple, on doit avoir
[1,1,1,2,2,1,1,1,1,1,2,...,2].

Or, les deux groupes 1,I,I et 1,1,1,1,1 et le groupe 2,2 qui se place entre
eux, donne le plus grand nombre des crochets-facteurs, (1, 1) (1, 2) (2, 1) (1, 1) (1, 1)
par exemple, égal & § qui est moindre que 6, le plus grand nombre des crochets-

facteurs qu'on peut former du groupe, par exemple,
I’ I) I’ I? I) I) I) I’ 2, 2’

consistant de mémes indices, mais ayant les unités rassemblées en des groupes
pairs. Cette remarque est générale et on voit que les parenthéses non principales

considérées ont aussi les ordres << m.
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Done, les ordres de toutes les parentheses non principales sont < m. Par
conséquent, pour avoir la valeur asymptotique de la somme (141), il faut y con-
sidérer seulement les moments Mp, m,...m, qui s'obtiennent de la sommation des
parenthéses principales. Nous allons maintenant calculer les sommes de ces
parenthéses.

Considérons d'abord les parenthéses principales qui consistent de 2! unités
et de m — 1 deux. Il y en a évidemment C! . Soit Cp; I'une d’elles et

(142) Sg“Z Z Cis i=1,2,..., C; r=m+1.

T ky.

Le membre principal de C;; est un produit de m—1 crochets (2) et I crochets
(1, 1) et son ordre est m, donc

(143) > Cuin uz”" (a2, 1) =
Bk,

suivant (133). Mais (133) a été obtenu sans un calcul détaillé et comme la re-
lation (143) joue un role trés important plus loin, nous la démontrerons & part.

Prenons pour plus de simplicité une parenthése particuliére,
(144) 017':[2) 2’ I, I) I’ I) I) I:l

par exemple, et calculons la valeur asymptotique de sa somme Ms 4 1,1,1,1,1,1-
Le membre principal de (144) est

(2)(2) (1, 1) (1, 1) (1, 1) = 3 pp. 25 D\ ps.2p D\ 0a Fifts, 26,25,

B B2 B3 Ba
Zpﬁ ks 3626 Zﬁprﬁ7 ﬂﬂ82ﬁ72’{,’8
B, fa B, Bs
= u; 220(33 115’;;;4};4 &8, 2, Z Pss ([3 }36 2p, 2, 2 pe ¥ {3, {}, 2p, 2,
Bar Ba B Bs B, Bs
done
My 9,1,1,1,1,1,1~ #;217/332(332(342 ZPﬁ 5,
Bar fa
Zpﬁ, 2B &8, Z 1{’
(143) fin P
. Z Pp, 28,28, Z lfrg‘f)ﬁs .
'8 Bs kg
o
ky, kg, ks

Fgy
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ol on doit sommer pour

S_—k+k7_—1:877 k:k1+k2++k8
s—k+k Fky—2=3;
s—k+k, +ky+ ky— 354

s—k+ by Eys kgt ks —a4=ys,

kb, =1,2,...
ky=1,2,...
ky=1,2,...,

ky=1,2,.. .,
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(146
) ICISO, I,Z,...,S_k_,_kr] + ]C5+ kg +'k2 +k1_5:‘_s—k4_—]f6_k8—5:51
ke=1,2,..,8 =k — ks —6=y¢
ke=1,2,..,8—k,— 7 =35
ky=1,2,...,8—8=s,.
Nous avons maintenant [voir (116)]
R (s 1) (s + )
3i=33333 .
kxk{cz,kkg, k=0 k2=1 ky=1 ky=1 k;=1
_ (s—ky—kg—hsg— 1) (s—ky—kg—hs—2) .. . (s—ky—ksg~kg—5)
5!
= Oyt = 0%, & =5 — bk —ky— kg —1,
done
P, Z = Z A
ks
I Z IP{; ﬂs Cs )vks
k=1
Mais, en employant 1'égalité (122), on trouve
8g lks r — 5 h kg =83+ 1
Z(]g,lzs: Z g Ogl_l)m 4(];,.;_.‘._}_(71!’)4502, +C
k=1 g~ 1L g1 g1 - ke=1
Ae A L, \5 B =g+ 1
_ g Y A, 9 9,
Ilg—l LOS +/’L — p }vy_l) 08—5_ * L:]
Y Ao Ao \? i
: o, - - - + 81’ — == |
I—lg ~Cs lg— s'—1+ (lg—"l C, 4J K(Q:)'O))
ou s'=s—k —k; —2. Donec
Ay

s

S o ~-2

k=1 L
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et

Zp{g7zﬂ7 ‘gﬂsz qig;%s 2 I
Ky, oo

B2, Bs ks

w
= Zpﬁ 3(37 gﬂsz K(S, 2’!7) lpg?{gg
B, Bs g=1

I
) Jg
~ (5 Z: . (9)
Os 1 _lgﬂ%spfﬁ w{;‘,’; ﬂgzﬁf Z{”s

g=:1

5 1
= Oy, = S CiB.

Par conséquent,

D\ 0p2p 2 D\ P D pappees 2a D FER N
Bss Bs ke B Bs kg | 25

I
- 15 Snensn 3 000,
(3 B3 [36 %o

122
= £ }'(] 15,0 + l'a 4, e (]
T R e L L

g
I
kg

1 ¥ (g)
~ > BCy» 2 — i 2 Pgs w& Bs 28528,

g=1 9 B3 s

I . I,
S EB O:g)lll !’Li) 1 = Z. 05"’ B?" S," =3 S——]g’4— 3‘

Enfin, tout & fait pareillement, on trouve que la valeur asymptotique de la
somme multiple de la partie droite de (145) est égal a

2 Ciy B 4,
8
d'od

§?

(147) Mso1,1,1,1,1,1 ~ 512°

A* B3
comme on devrait obtenir par (143).

Il n'est pas difficile d'appliquer la méthode exposée & une parenthése prin-
cipale quelconque et de vérifier la formule (143) dans toute la généralité.
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La relation (143) est valable pour z=1, 2, ..., C' et (142) donne
o
Sp ~ m_gm Am—l B
m! 2! '
Cette égalité asymptotique a lieu pour I=o0,1,2,..., m, ce quon voit immédia-
tement de la démonstration de 1'égalité (147).
|
La quantité S; entre dans E(Sup)*™ avec le coefficient (2)')(;%21—')2—[ Mais

oty Cml Cn wynip
E7 gmel ) o

2m4l
= .1.3.5...(z2m—1)s" A" B,

done
E( _‘u}1)2m~ 1.3.5...(2m—1)s™ D CL A B
h =0

=1.3.5...(2m—1)s"(4 + B™;

la relation (136) se trouve démontrée.
L’égalité

(138) 1’(2 uh)m“: 0/(sm)

h

se démontre maintenant sans difficulté. En effet, pour voir qu'elle est vraie il

faut seulement remarquer que les parenthéses

(148) [mymy . ..My, my + my o+ ome=2m+1,
s'obtiennent des parentheéses

(149) (myms...m|, my+my-+-+m=2m,

considérées plus haut, soit par lintercalation de l'indice supplémentaire 1 soit

par l'augmentation dun des indices par 1, et dans tous ces cas l'ordre de la

parenthése transformée (149) ne peut pas s’augmenter. Donc, l'ordre des paren-

théses (148) est = m, d'ou résulte (138).

Les relations (136) et (138) nous- permettent démontrer trés simplement le

§—1

théoréme suivant sur la limite des probabilités des sommes Z“;l pour §-— oo
h=0

32—35150. Acta mathematica. 66. Imprimé le 24 octobre 1935.
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Théoréme E. Pour les chaines de Markoff, dont la loc @ est indécomposable
et primitive, donc admet Ay =1 comme un zéro semple et #’a pas d'autres zéros du

module 1, la probabilité des inégalités

Uy + Uy + 00+ Us—1 — Sa

VM,

<g

a <

tend pour s — o wungformément vers la limite

£ 1
I — 2
— e 2 dt
V27‘Ef

[

quels que sotent les nombres réels « et B, pourve qu'on ait M, =+ o.

Ce théoréme est une simple conséquence du théoréme bien connu de
Tchebycheff-Markoff et des relations (136), (138) et (104).

A

La relation (104) est équivalente a 1'égalité

M, ~s(Ad + B),
qui est d'ailleurs un cas particulier de (136). Done, de (136), pour M; =0, on
trouve
. g oy + o Fug g —sa\*™
] E( A L ) 135 em—)
sl—I}; VM2 3.5 ( )
I _.1_12
=— | ¢ 2" di,
il
et de (138)
— 2m+1
limE(u°+u1+_ " sa) 6
5 VM2
. ;
= —— 2mtl g— 8 g
e

Par conséquent, en vertu du théoréme de Tchébycheff-Markoff, nous avons:

g
. U+ uy+ - F U1 —sa I —Llp
150 lim P(o:<° ! — —— < ):»~: e 2 dt
(150) Lim VL, 8) =y

[24

uniformément pour toutes valeurs réelles de o et g.



Recherches sur les chaines de Markoff. 251

En se rappelant la liaison entre les quantités u, et la variable stochasti-
que x considérée dans n° 14 on peut identifier la somme u, + #; + - +us—1 avec
la somme des valenrs qu'accepte x dans les épreuves numéros o0, 1,2, ..., s — I.
En désignant cette somme par x,+ 2, + -+ z,—; on peut encore éerire (150)

comme il suit

§—>®

. 8
S d 1,
lilllp(aVZM2<x0+xl+...+£L's——1 Sa<ﬂViM2)—V%J e_fz_t dt.
27T



