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Einleitung.

1. Wihrend diejenigen Resultate iiber quadratische Zahlkdrper, die nicht
in der allgemeinen Korpertheorie beliebigen Grades enthalten sind, eine sehr
umfassende, abgeschlossene Theorie bilden, sind unsere Kenntnisse iiber die spe-
zielle Arithmetik der kubischen Korper noch unvollstindig und zufillig. Dies
liegt natiirlich daran, dass wir die Natur der kubischen Irrationalzahlen sehr
ungeniigend kennen. Wir wissen noch zu wenig iiber das Verhalten der Teil-
nenner in der reguliren Kettenbruchentwicklung einer reellen kubischen oder
héheren Irrationalitit und iiber die damit in nichster Zusammenhang stehende
Frage nach der Genauigkeit, mit welcher man eine reelle algebraische Zahl durch
rationale Zahlen anndhern kann. Der wichtigste Beitrag zu dieser Frage ver-
dankt man bekanntlich Axel Thue und C. Siegel'; fiir den speziellen Fall einer
kubischen Irrationalitit £ gilt der folgende Satz: '

Die Ungleichung ‘

x 1
=3 <isp .
hat nur endlich viele Losungen in ganzen (rationalen) Zahlen x und y, wenn

5 A
2

p > = ist.

Andererseits hat diese Ungleichung bekanntlich unendlich viele Losungen,
wenn p=2 ist?, und es entsteht so die Aufgabe den kleinsten Wert » zu he-

! Siehe z. B. E. LANDAU, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Bd. 1II, 8. 37 (Leipzig 1927).
* Sjehe MiNkOowsKI 1, 8. 3. (Das Literaturverzeichnis befindet sich am Ende der Abhandlung.)

5—29764. Acta mathematica. 55. Tmprimé le 17 décembre 1929.
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stimmen, so dass die Ungleichung fiir alle u>v nur endlich viele Losungen hat;
diese Frage harrt noch ihrer Beantwortung. |

Die kubischen Zahlkérper haben sehr verschiedene Eigenschaften, je nach-
dem die Korperdiskriminante D positiv oder negativ ist. Ist D >o0, so sind alle
drei konjugierten Korper reel; wenn I <o ist, sind zwei von den konjugierten
Korpern imaginiir-konjugiert, und der dritte ist reel. Man kann sich deshalb
auf reelle Korper beschrinken.  Dass unendlich viele kubische Zahlkorper exi-
stieren, sowohl mit positiver wie mit negativer Diskriminante, kann man auf die
folgende Weise zeigen: Hs sei p eine beliebige Primzahl von der Form 6m —1.
Dann hat die Kongruenz '

4¢* = 27 (mod. p)

immer eine Wurzel modulo p. Wir kionnen offenbar ¢ so'wé‘mhlen, dass 49°— 27
nicht durch p* teilbar wird. Wir wihlen ferner ¢ positiv und >2. Dann er-

zeugt die Wurzel 6 der Gleichung
B—qb—1=0

einen’ kubischen Zahlkérper mit positiver Diskriminante d. Denn es ist D(0)=
=4¢*—27=dk®, mit k=1. Folglich ist d durch p teilbar. Bs seien nun
gegeben die kubischen Zahlkorper K, K,, ..., K; mit den positiven Korper-
diskriminanten d,, d,, ..., d,. Wihlen wir die Primzahl p so, dass sie in keiner
der Diskriminanten d; aufgeht, so ist offenbar der durch 6 erzeugte Korper von
den simtlichen Korpern K; verschieden. Durch Wiederholung dieses Prozesses
kann man offenbar beliebig viele neue Koérper mit positiver Diskriminante kon-
struieren. Um dasselbe fir Korper mit negativer Diskriminante zu beweisen,
hat man nur ¢ negativ zu nebhmen. :

Die kubischen Korper mit negativer Diskriminante miissen als die ein-
fachsten angesehen werden. Dies kommt schon in der Tatsache zum Vorschein,
dass es in diesem Falle eine einzige Fundamentaleinheit gibt, wibhrend die an-
deren Xoérper zwei Fundamentaleinheiten besitzen. In vielen Fragen wissen wir
besser Bescheid itber die Korper mit negativer Diskriminante.

Ein kubischer Koérper hat keinen anderen Unterkdrper als den rationalen
Korper.

. Ein kubischer Korper ist dann und nur dann Galoisch, wenn die Diskrim:-
nante eine Quadratzahl ist. Denn sind 6, ¢ und 6" die Warzeln der irredu-

ziblen Gleichung *
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2?—ax® +bxr—c=o, (a, b und ¢ rational)

die den Korper bestimmt, so bestehen die Relationen

- V D)
26 =a—0+ 308 —2a6+ b’

, VDE)
26 ““_ef 30°—2a0+b

Da der Korper keine quadratische Irrationalitit enthilt, so muss die Diskrimi-
nante D(f) eine Quadratzahl sein.

Ein reiner kubischer Kérpér ist ein durch die Kubikwurzel einer ratio-
nalen Zahl erzeugter Korper. FEin Korper ist rein kubisch dann und nur dann,
wenn die Diskriminante = — 3A® 4st. Denn es sei 6 die erzeugende Zahl,
6®—a6®+b0—c=0 und ¢*+o+1=0. Wir setzen

v="~0+ o8 + 0*0",
w =0+ 00 + 00",

Dann wird
P =as—2ab+ e+ 3V _3D0),
2 2 2
wP=a*—2ab + gc—§V—3D(0).
2 2 2
Ist hier D{0)= —30C% so folgt, dass v* und w® rational sind, und ferner, dass

3 3 _
=a+vtw=a+Vr+Vs,

wo r und s rational sind. Ist umgekehrt 6=, so ist D(@)=—271*=—3(37)%,
und die entsprechende Korperdiskriminante ist folglich auch von der Form —34°%

Man beweist ohne Miihe: Die durch V7 und Vs erzeugten reinen kubischen
3

3
" . . . — b .
Korper sind dann und nur dann identisch, wenn entweder Vrs oder ‘/g ratio-

nal ist. Hs gibt folglich unendlich viele reine kubische Korper.
Die Literatur iiber kubische Irrationalzahlen ist nicht reich.® Minkowski
und Sommer haben Darstellungen iiber kubische Korper gegeben; die Resultate

! Siehe Literaturverzeichnis am Ende der Abhandlung.
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sind aber alle in der allgemeinen Korpertheorie enthalten. Dasselbe gilt auch
in der Hauptsache einer Arbeit von Dedekind iiber reine kubische Kérper. Uber
bindre kubische Formen liegen wichtige Untersuchungen vor von Arndt und
von Berwick und Mathews; sie bestimmen u. a. alle Formenklassen mit gegebener
Diskriminante.. Dazu kommen einige in den letzten 10 Jahren erschienene Ar-
beiten von Delaunay und mir iiber Darstellung von ganzen Zahlen durch biniire
kubische Formen. Uber die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeiten gebe ich in
dem ersten Kapitel einen kurzen Bericht ohne Beweise. Die folgenden Kapitel
enthalten viele Anwendungen dieser Resultate. In dem zweiten deitel ent-
wickele ich die Elemente einer Theorie der kubischen Ringe. In den zwei letzten
Kapiteln beweise ich einige neue Siitze itber kubische Einheiten und iiber ku-
bische Zahlen mit gegebener Diskriminante.

In der Folge bedeutet kubische Zahl eine algebraische Zahl dritten Grades.
Die zu einer kubischen Zahl « konjugierten Zahlen werden wie iiblich mit &
und o” bezeichnet. Die Norm von ¢ ist N(e)=ce'a”. D(e) bedeutet die Dis-
kriminante von «. Lateinische Buchstaben bedeuten, wenn nichts anderes gesagt
ist, ganze rationale Zahlen. ' |

& 1. Uber binire kubische Formen.

2. Formen mit gegebener Diskriminante. — Wir bezeichnen durch (a, b, ¢, d)
die bindre kubische Form

Flx, y) = ax® + bz y + cxy® + dy® (1)

mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, ¢, d. Nur irreduzible Formen kommen hier in
Betracht. Bs seien #, 7’ und %" die Wurzeln der Gleichung az®—ba®+ cx—d=0;
dann ist die Diskriminante der Form gleich

D(F) = a*(n—n)(n—n") (6 —9")* = )

2,2 3 ] 2 72 (2)
b2c® + 18abed —4ac® — 4db°—27a°d°. J

Fihrt man auf Flx,y) die ganzzahlige Substitution x=-eu + fv, y=gu + hv aus,
so erhilt man die neue Form in # und »

G(u, v) = a,u® + b v + cqur® + d,v®
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mit a,=Fle,g) und d,=F(f,h). Die Wurzeln 5, 7, 7,” der Gleichung a;2*—
bz + ¢,x —d,=o0 sind mit den Zahlen %, 7/, 7" durch die Gleichung

:f-l-hn
e+ gn

i

verbunden. Die Diskriminante der neuen Form ist, wie man leicht berechnet,
gegeben durch
D(@) = (eh—fg)®. D(F).

Die Formen F und G heissen #quivalent, in Zeichen F~@, wenn die Determi-
nante eh—fg= 1t 1 ist. Die Gesamtheit aller dquivalenten Formen bildet eine
Klasse. Aquivalente Formen haben also dieselbe Diskriminante. Zwei Formen
mit derselben Diskriminante brauchen aber nicht #dquivalent zu sein, wie wir
spiter aus einem numerischen Beispiel lernen werden. Es gilt aber der folgende
fundamentale Satz von Hermite'! iiber binire Formen beliebigen Grades:

Satz I. Es gibt nur endlich viele Formenklassen mit gegebener Diskriminante.

Arndt® hat eine praktische Methode angegeben um die simtlichen kubischen
Formenklassen mit gegebener positiver Diskriminante zu bestimmen. Seine Me-
thode beruht darauf, dass die entsprechende Hessesche Form eine definite qua-
dratische Form ist, und, dass der dadurch gegebenen quadratischen Formenklasse
im allgemeinen nur eine und héochstens drei kubische Formenklassen entspre-
chen. Die Formenklassen mit den kleinsten Diskriminanten sind gegeben durch
(1, —1, —2, 1) mit D=49, und (1, 0, —3, 1) mit D=381.

Berwick und Mathews® haben dieselbe Aufgabe fiir kubische Formen mit
negativer Diskriminante gelost; indem o« die reelle Wurzel von Fl(z, 1)=o0 ist,
schreiben sie die Form

Flx, y) = (x—ay). O, y)

und reduzieren die definite quadratische Form @ mit irrationalen Koeffizienten.
Die simtlichen Formenklassen mit |D|< 75 sind gegeben durch (1,0, —1, 1) mit
=—23, (1,0, 1, 1) mit D=?-3I, (1, —1, 1, 1) mit D= —44 und (1,0, 2, 1)
mit D= —59. .
Aus diesen Untersuchungen folgt als Nebenresultat:

! HermITE 1.
2 Arnpr 1, 2, 8, 4.
3 MatHEWS 1, 2.
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Batz II. In jeder Formenklasse mit gegebener (positiver oder negativer) Dis-
kriminante D gibt es eine Form (a, b, ¢, d) mit

|a|<]/—|D| | W .

und mit dhnlichen Ungleichungen fior die wbrigen Kocffizienten.

Bs ergibt sich ferner die folgende Abschitzung:

Satz III. Die Anzahl der For menklassen mit der Diskriminante D st kles-
ner als 10|D].

Das Problem zu entscheiden, ob zwei vorgelegte Formen dquivalent sind
oder nicht, lduft offenbar auf die Aufgabe hinaus zu bestimmen, ob zwischen den
entsprechenden Wurzeln eine Gleichung von der Form (3), mit eh— Jg=11,
besteht. Als Beispiel nehmen wir die Formen (1, 1, 5, 1) und (1, 2, I, 4); sie
haben dieselbe Diskriminante D)= — 416, sind aber trotzdem nicht fquivalent.
Denn es sei o« die reelle Wurzel der Gleichung a3:—a2+5a—1=0 und g die
reelle Wurzel der Gleichung #°—28°+f—4=0. Dann berechnet man leicht,
+2aa ist. Wire (1, 1, 5, 1)~(1, 2, I, 4), so milsste ﬂz% mit gan-
zen Koeffizienten ¢, f, 9, h und eh— fg=t 1. Dies ist aber hier nicht der Fall
Hier liegen die Wurzeln ¢ und 8 in demselben Korper; dies braucht aber nicht

dass g=

der Fall zu sein.

‘Die Aufgabe zu entscheiden, ob zwei vorgelegte kubische Zahlen demselben
Korper gehoren, fithrt offenbar darauf hinaus zu untersuchen, ob eine gewisse
Gleichung sechsten Grades rationale Wurzeln hat.

3. Darstellung von ganzen Zahlen durch bindre kubische Formen. — Aus
dem Resultat von Thue in der Rinleitung iiber Approximation von kubischen
Irrationalititen folgt sofort der Satz:

Satz IV. Die Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl durch eine bindre
kubische Form ist endlich.

Die Thuesche Methode gibt aber im a.llgememen kein Mittel um die even-
tuellen Darstellungen wirklich zu bestimmen; sie gibt auch keine Abschitzung
iilber die Anzahl der Darstellungen.

Nur in dem Falle einer negativen Diskriminante ist es gelungen dieses Re-

sultat zu priicisieren und eine sehr genaue Abschitzung der Anzahl der Dar-
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stellungeﬁ zu geben. Einer Bemerkung von Lagrange! zufolge geniigt es die
Darstellungen der Zahl 1 zu betrachten. Nach den Untersuchungen von Delau-
nay und mir gilt dann der folgende Satz®:

Satz V. Die Anzahl der Darstellungen der Zahl 1 durch eine irreduzible
bindre kubische Form mit negativer Diskriminante ist hichstens gleich 3, von den
folgenden dre: Fillen abgesehen: 1) Die Form (1,0, 1, 1) und die damit dquivalen-
ten Formen gestatten genau 4 Darstellungen der Zahl 1; z. B. hat die Gleichung
(1,0, 1, 1)=1 ‘genau die Losungen =0, y=1; x=1, y=0; z=1, y=—1; 2=-2,
y=3. 2) Die Form (1, —1, 1, 1) und die damit dquivalenten Formen gestatten genau
4 Darstellungen der Zahl 1; 2. B. hat die Gleichung (1, —1, 1, 1)==1 genau die
Lisungen x=o0, y=1; x=1, y=0; x=—1, y=2; =56, y=—103. 3) Die Form
(1,0, —1, 1) und die damit dquivalenten Formen gestatten genau 5 Darstellungen
der Zahl 1; z. B. hat die Gleichung (1,0, —1, 1)=1 die Lisungen x=o0, y=1;
=1, y=0; =1, y=1; x=—1, y=1; £=4, y=—3.

Gibt es 3 Darstellungen, so ist die Form dquivalent einer Form (1, p, ¢, 1).
Es gibt unendlich viele Formenklassen mit 3 Darstellungen.

(Aquivalente Formen stellen natiirlich genau dieselben Zahlen dar; und die
Anzahl der Darstellungen ist genau dieselbe.) Auch hier fehlt aber eine allge-
meine Methode um die Darstellungen wirklich zu bestimmen. Wir haben auch
kein allgemeines Mittel um zu entscheiden, ob eine gegebene Formenklasse die
Zahl 1 darstellen kann oder nicht. Fiir einige speziellere Formen ist es uns aber
gelungen das Problem vollstindig zu lésen.® Die betreffenden Resultate konnen
so zusammengefasst werden:

Satz VI. Die unbestimmie Gleichung
Ax® + By*=C, (1)

‘wo C=1 oder C=3 ist, und wo A und B ganze Zahlen sind, A>B=1, so dass
AB zu C teilerfremd ist. und keinen kubischen Faktor > 1 hat, besitzt hichstens
eine Lisung in nicht verschwindenden ganzen Zahlen x wnd y, abgesehen von dem
Falle A=2, B=1, C=13, wo genau zwet Lisungen existieren, namlich xr=y=1
und T=4,y——75.

! LAGRANGE 1.
? DELAUNAY 8, 5 und NAGELL b, 6, 7.
® DELAUNAY 1,2, 4, 9 und NaceELL 1, 2, 8, 4, 6, 7.
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Unter allen Gleichungen, die demselben Korper gehiren®, gibi es hichstens eine,
die in nicht verschwindenden ganzen Zahlen losbar ist, abgesehen von den folgenden

8 —
zwei Ausnahmen: Im Korper K(V 2) gibt es genau dres lisbare Gleichungen, nimlich

28 +yt=1, 26 +yP=3, 42+ yP=3.

8
Zum Korper K(V 20) gehiren genau zwei lisbare Gleichungen, nimlich
202 + y*=1 und 52° + 29%=3.

Wenn x=2x,, y==y, etne Liosung der Gleichung

Ar* + =1 (2)

8 3.
ist, dann ist die Zahl &V A +y, die Fundamentaleinheit des Ringes RV 4) im

3 N—
kubischen Kirper K(V A). Die Gleichung (2) wird auf diese Weise vollstindig ge-
lost; und die vollstindige Lisung der allgemeinen Gleichung (1) kann auf die Liosung
einer endlichen Anzahl von Gleichungen der Form (2) zuriickgefiihrt werden.

Aus der Ungleichung (4) in der vorigen Nummer folgt sofort:
Satz VII. Es se; m die kleinste positive ganze Zahl, die durch eine bindre
kubische Form mit der Diskriminante D dargestellt werden kann. Dann ist

m<l/E|Dl
27

Wir besitzen aber noch kein Mittel um die Zahl m fiir eine willkiirlich gegebene

Formenklasse zu bestimmen. Diese Frage wiire offenbar gelost, wenn man ein
Kriterium fir die Darstellbarkeit der Zahl 1 durch eine beliebige Formenklasse
hitte. Umgekehrt wiirde eine allgemeine Methode um die Zahl m zu bestimmen
ein solches Kriterium liefern.

8

! Wir sagen, dass die Gleichung (1) dem kubischen Koérper K (Vg) gehort.




Zur Theorie der kubischen Irrationalititen. 41

§ 2. TUber kubische Ringe.’

4. Allgemeines. — Ein Integrititsbereich oder Ring ist ein Zahlengebiet,
in dem die Operationen der Addition, Subtraktion und Multiplikation unbegrenzt
ausfiihrbar sind. Ein Ring von algebraischen Zahlen ist vom #n-ten Grade, wenn
darin Zahlen n-ten Grades vorkommen, aber keine Zahlen hoheren Grades. Wir
betrachten hier nur kubische Ringe von ganzen Zahlen.

Jeder kubische Ring enthilt unendlich viele ganze rationale Zahlen. Denn
gehort die Zahl ¢ dem Ring, so gehort auch ihre Norm N(e) dem Ringe, wegen
a®—pa®+qe=N(x). Es sei a die kleinste positive ganze rationale Zahl des
Ringes; dann sind die simtlichen ganzen rationalen Zahlen des Ringes gegeben
durch o, + a, + 2a, + 3a, usw.! Der Beweis dafiir, dass jeder Korper eine Basis
besitzt, lisst sich ohne weiteres auf Ringe iibertragen. Jeder kubische Ring be-
sitzt eine Basis w,, w,, w,, derart dass die simtlichen Zahlen des Ringes in der
Form wu,w; + #yw, + usw, enthalten sind mit beliebigen ganzzahligen w,, u,, ;.
Wenn § eine beliebige kubische Zahl des Ringes ist, gibt es eine Basis von der
Form?:

b+ b8 :c+cl§+cg§2’
e 4T D@ )

wo a, b, b, ¢, ¢; und ¢, ganze rationale Zahlen sind, a mit der fritheren Bedeu-
tung, || und || <a|D(E)], und 5], |el, lea] = |DE)I.

Ein Ring mit den Basiszahlen w,, @,, w; wird mit R(w,, w,, wy) bezeichnet.
Die Diskriminante des Ringes ist definiert durch

W Wy ws

D(R)= D(w,, w;, w) = |w," 0y o

wll' wgl’ ws/l
Wird hier das System (1) eingesetzt, so folgt, dass D{w,, w,, w;) durch a® teilbar
ist. Die Diskriminante ist eine Konstante des Ringes, unabhiingig von der Wahl

der Basis. Dagegen brauchen Ringe mit derselben Diskriminante nicht identisch
zu sein. Es seien e, ¢, und o, drei beliebige Zahlen des Ringes:

;= a;104 + Arawy + A;304 (iZI,Z, 3)

! Wir beschriinken uns hier nicht wie iiblich auf den Fall a=1.
* Biehe etwa SoMMER 1, S. 251—254.

6—29764. Acte mathematica. 55. Imprimé le 17 décembre 1929.
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Dann ist die Diskriminante von a,, o,, a; gleich
D(aiaama:—!)zlaijlg'p(wl’wfhw3)7 (2)

wo | a;;| die Determinante von den Koeffizienten bedeutet. Dann und nur dann
ist @, @3, @, eine Basis, wenn |a;;] =+ 1 ist: Weunn ein Ring in einem anderen
Ring enthalten ist, und wenn zugleich die Diskriminanten glei-ch sind. dann sind
die Ringe identisch. Enthilt der Ring R alle Zahlen des Ringes R, und noch
weitere Zahlen, so wird B einen Oberring von R, genannt, und R, einen Unter-
ring von RB. Hat R die Diskriminante D) und R, die Diskriminante Dl, go ist
D,=D#*, wo k eine ganze rationale Zahl >1 ist.

Es sei gegeben der Ring R(w,, w,, w,); der Einfachheit halber nehmen wir
an, dass er reel ist. Wendet man nun den Minkowskischen Satz iiber linedire
Formen auf die Form u, o, + 4,0, + usw, an, so ergibt sich™:

Satz VIII. In jedem reellen kubischen Ring mit der Diskriminante D gibt
es eine Zahl dritten G;ades £, die mit <hren Konjugierten & und &’ den Un-
gleichungen

4 4
lgl<1, [€]1<1VDI, 1" <|VD] (3)
geniigen.

Hieraus folgt sofort der Satz von Minkowski': FEs gibt nur endlich viele
kubische Korper mat gegebener Diskriminante. Denn es gibt nur endlich viele
ganze kubische Zahlen £, die den Ungleichungen (3) geniigen, wenn D gegeben

ist. Man kann auf diese Weise alle kubischen Korper mit gegebener D bestim-
‘men. Die Anzahl dieser Korper wird, wie man leicht berechnet, kleiner als

192|D14/1_)|. Der kubische Korper mit der kleinsten positiven Diskriminante
ist definiert durch £+£*—2f—1=0 und hat D=49; dieser Korper ist Galoisch,
so dass die drei durch diese Gleichung definierten Korper zusammenfallen. Es
gibt nur vier reelle kubische Korper mit negativer Diskriminante D und |D|<7s3,
nimlich die durch die folgenden Zahlen £ definierten Korper: 1) &+&—1=0
mit D=—23; 2) 8&+f—1=0 mit D=—31; 3) ¥+ &+E—1=0 mit D=—44;
4) B+ 2E—1=0mit D=—359. Wir kennen noch kein Beispiel dafiir, dass zwei
nicht-konjugierte kubische Korper dieselbe Diskriminante haben.
Aus Satz VIII folgt aber das aligemeinere Resultat:

! Miykowskl 1, 8. 130—132. Die hier gegebene Abschiitzung ist schirfer als die von
MINKOWSKI.
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Satz IX. FEs gebt nur endlich viele kubische Ringe mit gegebener Diskrimi-
nante D.

Denn es gibt in einem solchen Ring eine Zahl §, die den Ungleichungen
(3) geniigt. Mittels dieser Zahl bilden wir eine Basis von der Form (1). Dann
gibt es nur eine endliche Anzahl von Méglichkeiten fiir die Basiszahlen o,, w,, w,.
Diese Zahlen und ihre Konjugierten werden nimlich, absolut genommen, kleiner als

a+ |EN]+ g2 <|VD|+[VD]|+|VD].

Der Beweis gibt zugleich ein Mittel nm die simtlichen kubischen Ringe mit der
Diskriminante D zu bestimmen. Fiir die Anzahl dieser Ringe findet man durch
eine rohe Abschitzung die obere Grenze 3| 12D].

Ein gegebener Ring hat nach diesem Satze nur endlich viele Oberringe, die
natirlich alle in demselben Korper liegen. Der grosste Ring eines gegebenen
Korpers ist der aus allen ganzen Zahlen des Korpers gebildete Ring, der so-
genannte F' @mdamentah;ing. Es gilt der Satz:

Satz X. FEime ganze kubische Zahl kommt nur in endlich vielen kubischen
Ringen vor. ‘

Kommt nimlich die Zahl ¢ in R{a, w,, w,) vor, so kommt sie auch in
R(1, w;, w;) vor. Nun ist D(a, o, w,) = a’D(1, w,, w,); es ist weiter D(a) ein
Multipluom von D(1, w,, w,). Da endlich a ein Teiler von N(e) ist, folgt

lD(d, Wy, w2)l§N2(a)|D(a)l

Die Diskriminante ist also durch « beschrinkt und folglich auch die Anzahl der
Ringe. Eine Zahl, die in unendlich vielen kubischen Ringen vorkommt, ist also
notwendig rational. ‘

Damit - die Zahlen wu,w, + w,0, + #30, einen kubischen Ring bilden, wenn
%y, ¥y und u; alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, ist notwendig und hin-
reichend, dass die Zahlen w,w,, w,0;, wyw;, @), @i und w) alle von der Form

vyw; + Uy + vy, sind, mit ganzzabligen Koeffizienten v, vy, v;. Es sei z. B.
3 s 3

w, =2, w,=V 10, w, = ;;(2 — V10— V100). Dann folgt aus wyw;=w; + w;—4,

w,=2—wy—3w; und w;=w,+ w,+ 2, dass die Gesamtheit der Zahlen u,w, -+
#yw, + ugwy wirklich einen Ring bildet.

Die bisherigen Resultate gelten, mit den notwendigen Modifikationen, fiir -

alle Ringe von ganzen algebraischen Zahlen beliebigen Grades.
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b. Die kubischen Ringe R(1, a, f) und ihr Zusammenhang mit den bindren
kubischen Formen. — Die wichtigsten Ringe sind diejenigen, die alle ganzen
rationalen Zahlen enthalten; sie sind also von der Form R(1, a, ). In einem
solchen Ring kénnen wir immer annehmen, dass af rational ist. Denn ist ¢f=
ac+bf+c¢ und setzen wir ¢,—a—>b und g,=8—a, so ist 1, ¢, 8, eine neue
Basis und «,8,=ab+ ¢ =rationale Zahl.

Es sei nun gegeben der Ring R(1, e, 8) mit af=s = ganze rationale Zahl,

3

und es sei e®—pea®+gae—r=o0. Dann wird

.3

, |
p—-Te+ - =o,

r r
und
r
P=pa—g+8
LY L
g , B8 , + Sa
. r st . . 7 st
Hieraus folgt, dass p und - ganze Zahlen sind. Wir setzen =a und 7= d.

. s . . .
Die Zahl c:% ist auch ganz; es sei ferner p=25. Dann bekommen wir s=ad,

r=qa*d und g=ac, folglich

a®—ba® + aca — a’d = o,
g —ecp + bdg— ad*=o, (1)
af=ad.

Bs gilt folglich der

Satz XI. In jedem Ring R(1, «, B) kann die Basis so gewdhlt werden, dass
Gleichungen von der Form {1) bestechen. Wenn ¢ und B den Gleichungen (1) ge-
niigen, ist R(1, a, 8) tmmer ein Ring.

Die Richtigkeit der letzten Bemerkung folgt'aus den Gleichungen ¢@=ad,
e*=ba+af—ac und F*=cf+da—bd. Die Zahlen a, b, ¢,d sind hier ganz
rational vorausgesetzf, wie auch im folgenden.

Zwischen den Ringen R(1, @, §) und den biniiren kubischen (irreduziblen)
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Formen besteht ein bemerkenswerter Zusammenhang. Levi! und Delaunay® haben
nidmlich den folgenden wichtigen Satz bewiesen:
Satz XII. Es scien «a, 8, @, und B, ganze kubische Zahlen in demselben

Korper,

a®—bae®+ace—a*d=o0, af=ad und

o} —bal + a,c,0,—ald, =0, «f=a,d,.
Sind dann die Ringe R(1, e, 8) und R (1, a,, 8,) identisch, so sind die kubischen
Formen (a, b, ¢, d) und (a,, b, ¢;, dy) dquivalent; und wmgekehrt folgt aus der Aqui-
valenz der Formen, dass die Ringe identisch sind. Die Formen und die Ringe

haben dieselbe Diskriminante.

Beweis: Wir setzen e¢=azn und ¢,=a,n,; dann ist
an!—bn*+en—d=o0 und a9} —bn} +¢n —d;=o0.

Es sei nun (a, b, ¢, d)~(a,, b,, ¢;, d;). Nach 2 folgt dann

Sty
N1 e+ gn’
mit eh—fg= t 1. Es ist ferner offenbar a,=aN(e+gn) und weiter
+ h ’ "
G= AN = ‘Z‘—_*'_?Z = a(f+hn)le+7 g)le+7"g)
oder

a,=tea T gl+afe’+bgef+cgeh+ dhgt.

e, gehort daher dem Ringe R(1, e, ). Aus Symmetriegriinden folgt dasselbe
fiur 8,. Auf dieselbe Weise folgt, dass ¢ und # dem Ringe R(1, a;, 8,) gehoren.
Die Ringe sind folglich identisch. _

Es seien umgekehrt die Ringe identisch; dann bestehen die Gleichungen

o,=ex—gg+k,
ﬂlz—fa+hﬂ+l)

mit eh—fg==* 1; und folglich wird

a8, =—efe® +(fg+eh)af—ghB®+ (el —fk)a + (hk—gl)g + kl.

! Levr 1. ® DELAUNAY 7. Den obenstchenden Beweis hatte ich schon, bevor mir die
Levischen und Delaunayschen Beweise bekannt waren.
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Multipliziert man diese Gleichung mit ¢ und bedenkt man, daés
o, =a,d,, ef=ad und of’=da®—bda+ acd,

so ergibb sich die Gleichung

efa®+ (dgh + fk—el)e® + (a,d, — kl—adfg—adeh—bdgh)a

+ (acdgh + adge—adhk)=o0.
Hieraus folgt wegen «®*—be® + aca—a’d=o,
dgh+ fk—el +bef=o0

und
cgh+gl—hk+aef=o,

woraus wegen eh—jfg= t 1,
kleh—fg)=t+ k=aée’f+ befg+ cegh+ dg°h.
Es ist folglich
te,=1teatgfth=
=eleh—fg)a —gleh—fg)8 + ac®f + befg + cegh + dg*h
| 9

=a(f+hn)(e+gn')(e+gn")=a-e+gn-N(e+gn)~
Nun ist
D(1, e, =5 D1, ,0") = 3 D(a)
und
Dit, a1, 8) = 5Dl ) = & Do — =L
:&%D(a) Nz(e’+gg)

Da die Ringe dieselbe Diskriminante haben, muss

a
N(e+gn)=_j’

und es wird folglichb
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_Sthy
etgn

— 1

mit eh—fg=—+ 1. Die Formen sind daher dquivalent.

Dieser Satz etabliert also eine eineindeutige Zuordnung von binédren kubischen
Formenklassen und den drei konjugierten Ringen R(1,a,8). Wird die Theorie
dieser Formen als bekannt vorausgesetzt, so hat man hier ein neues und auch
bequemeres Mittel um die Ringe R (1, e, ) mit gegebener Diskriminante zu be-
stimmen.

Aus dem Satze III in 2 folgt z B.:

Satz XIII. Die Anzahl der Ringe R(1,e,8) mit der Diskriminante D ist
Kleiner als 30|D]|.

Speziell ergibt sich, dass die Anzahl der kubischen Korper mit der Diskri-
minante D kleiner als 30|D| ist, eine viel bessere obere Grenze als in der
vorigen Nummer. Die den Fundamentalringen entsprechenden Formenklassen
werden Fundamentalformenklassen genannt.

Es gibt nur vier reelle kubische Ringe mit negativer D und | D|< 75, nim-
lich die folgenden: 1) R(1,& &) mit £+ —1=0 und D=—23; 2) R(1,§ &7
mit £+5—1=0 und D=—31; 3) R(1,£ &) mit £+ +E—1=0 und D=-—144;
4) R(1,§ &) mit &+2f—1=0 und D=—39. ,

Der kubische Ring mit der kleinsten positiven D ist gegeben durch R(1,§, &)
mit §E+5—2£-1=0 und D=4o. »

Diese Ringe sind alle Fundamentalringe.

6. Uber die kubischen Ringe R{6). — Der Ring R(1,0,6%) wird kurz R(6)
bezeichnet. Ist *—p@®+q0—r=o, so entspricht diesem Ring die Form (1, p, ¢, 7).
Es sei gegeben der Ring R(1, e, §) mit

a®—be?+acea—a*d=o0 und ef=ad,

und es sei @=xa+yB+z eine Zahl in diesem Ring; dann ist *=ux,e+y,8+2
mit 2, =bax*+dy’+ 222 und y,=ax’+cy>+2yz. Bs ist ferner

D)=D(1, e, ) (wy,—z,y)*=D(1, e, f) - (ax®—ba’y + cxy*—dy)’. (2)
Hieraus folgt sofort: Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

R(1,e,8) mit R(f) identisch ist, ist, dass die Zahl 1 durch die Form (g, b, ¢, d)
darstellbar ist. Ob die Form diese Eigenschaft besitzt, konnen wir aber, wie wir
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in 3 sahen, im allgemeinen nicht entscheiden. Der einzige allgemeinere Fall, in
dem wir entscheiden konnen, ob ein Ring sich auf einen Ring R(f) reduzieren

ldsst, ist fiir die Ringe in reinen kubischen Zahlkérpern,

R4, VIE, VA (3)

Dies folgt sofort aus Satz VI in 3; es folgt sogar:
Satz XIV. Es seien A und B kubenfreie, ganze positive Zahlen, A>B> 1.

8 —
Dann gibt es in dem Kirper K (l/%) hichstens einen von den Ringen (3), der

sich auf R(0) reduzieren lisst. Gibt es tm Korper eine Einheit von der Form

3 _ 8 ___
xz+yV N oder von der Form ;(x +yV N)?, so lisst sich keiner von den Ringen (3)

auf diese Werse reduzieren.

In dem Koérper K (1??0) konnen z. B. die Zahlen A und B die folgenden
Werte haben (wir konnen uns offenbar auf teilerfremde 4 und B beschriinken):
A=45, B=2; A=20, B=3; A=75, B=4; A=6,B=3; A=50, B=09; A=36,
B=23. Nur in dem Falle A=6, B=75 ist der entsprechende Ring reduzierbar.

Aus der Gleichung (2) folgt, wenn m die kleinste positive Zahl bezeichnet,
die durch die Form (a, b, ¢, d) darstellbar ist, dass es eine Zahl 0 gibt derart, dass

D(6)=m?. D(1, a, B).

In Verbindung mit Satz VII ergibt sich also: In jedem Ring R(1,e,$) mit der
Diskriminante I gibt es eine Zahl 0 mit einer Diskriminante, die absolut ge-

D]/‘—G—D
27

Wenn ¢ eine ganze kubische Zahl ist, lasst sich jede Zahl 8 des Korpers
K(e) in der Form

nommen kleiner als ist.

a+ ba
ﬂ—c-i-da

(4)

darstellen, mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, ¢, d. Dann gilt der Satz:
Satz XV. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass § dem
Ringe R(c) gehort, ist, dass § in der Form (4) dargestellt werden kann so, dass

N(c+de)=* (ad —be),
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und so, dass der grisste gemeinsame Teiler von ¢ und d tn a und b aufgeht.

3

ist, wenn ¢®—pa®+ qa—r=o0 st

a¥rd®

B=+de? T (¢c+ pd)a+

und
D) = (ad— b-c)eD(a).'

Es sei nimlich g eine Zahl in R(e) und

g=Ac*+ Ba+ C.

Dann folgt leicht wegen e*=pa®—qa + r,
_ —A+BC+ACp+(4%q+B*+ ABp—ACQ)a
f= » BrAp—Ada

49

Dann

Setzen wir nun A= +d, B+ Ap=+e¢, A —BC—ACp=1+a und A*¢+ B*+

ABp—AC==71b, so folgt

ad—be=—B'—2pB*A—(q+ p) A*B + (r — pg) A®
=—NB+Adp—Aa)= 1 N(c+ da).

Es wird ferner B= ¥ (¢ + pd) und C= (I;(aI rd?). Jeder gemeinsame Teiler von

¢ und d geht in A und B auf und folglich auch in @ und b auf.

Besteht umgekehrt die Gleichung (4) mit N{c + de)= * (ad — be), und setzen
wir 8=Ae®+ Ba + C, so bekommen wir durch Multiplikation mit ¢ + de die drei

Gleichungen
Ae+ Adp + Bd=o,

Be— Adg + Cd=15b,
Ce + Adr =gq.
Hieraus folgt

A=+d, B=TF(¢c+pd) und C=-(a ¥ rd?.

I
¢
Dass hier auch C eine ganze Zahl ist, folgt leicht aus der Gleichung

' c(c®+ped+qd® + b)= + d(a T rd¥).
7—29764. Acta mathematica. 55. Imprimé le 17 décembre 1929.
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Es sei nimlich § der grosste gemeinsame Teiler von ¢ und d. Nach der Vor-

aussetzung teilt d a und b. Aus der Gleichung folgt dann, dass die Zahl
2

:—;? -C;i durch g teilbar ist, und folglich ist EI(aIrcF) ganz. Unser Satz ist

folglich bewiesen.

Man hat oft zu entscheiden, ob zwei vorgelegte kubische Zahlen ¢ und £
denselben Ring erzeugen. Notwendig dafiir ist, dass D(e)=D(g). Gehort ausser-
dem g dem Ringe Re), so ist offenbar R(8)= R(a).

Aus dem Satze XV folgt sofort:

Satz XVI. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Ringe

R(a) und R(B) vdentisch sind, ist, dass

a+ ba
b= e+ da
ist, mit gamzzahligen Koeffizienten a, b, ¢, d und mit ad—be= 1t 1, und, dass
¢+ da eine Kinheil ist.
_ Diese Untersuchungen iiber kubische Ringe werde ich in einer folgenden
Arbeit fortsetzen.

§ 3. Uber die kubischen Einheiten.

1. Allgemeines iiber die Verteilung der Kinheiten. — Die kubischen Ein-
heiten sind die Wurzeln der irreduziblen Gleichungen

¥ —px® +qx ¥ 1=0,

mit ganzzahligen p und q. Wir wollen uns hier mit dem Problem beschiiftigen,
wie die reellen kubischen Einheiten sich auf der reellen Achse verteilen. Die
Resultate sind sehr verschieden, je nachdem die Diskriminante positiv oder nega-
tiv ist. In dem ersteren Fall gilt

Satz XVII. In jedem Intervall der reellen Achse gibt es unendlich viele ku-
bische Einheiten mit positiver Diskriminante.

Um dies zu beweisen geniigt es offenbar zu zeigen, dass in jedem Teil-
intervall des Intervalles o—1 wenigstens eine Einheit vorhanden ist. Es seien p
und ¢ ganze positive Zahlen, p>gq. Dann hat die Gleichung x*= —pz®+qz+1
die positive Diskriminante ' '
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¢ +4p° + 49" + 18pg—27

und folglich drei reelle Wurzeln. Das Produkt der Wurzeln ist positiv, folglich
ist entweder eine oder alle drei Wurzeln positiv; da aber ihre Summe negativ
ist, so ist eine Wurzel positiv und die zwei anderen negativ. Es sei 7 die posi-
tive Wurzel. Dann ist << 1; denn aus 5> 1 wirde folgen

1<pP=—ppPtqn+1
oder
a=pn>p,

was gegen die Voraussetzung ist. . Es ist folglich <1 und

1> —ppP+gn+1
oder

n >

DR

Weiter folgt
o<—pntqn+1
oder

g l/ ¢ 1_g 1
<L+ |/ S+-<2+ =
T 2p ap* ' p P Vp
Die Einheit # geniigt folglich den Ungleichungen

q q
2 < < + — 1)
p T Vp (x

Es sei nun gegeben das Intervall ¢—g@, mit o<e<<gf<<1. Es sei ferner p eine
beliebige ganze pos1t1ve Zahl. Bezeichnet nun g die grosste ganze Zahl < pe + 1,
80 ist

=

%IH

Wiihlen wir p so gross, dass die folgende Ungleichung besteht

ﬂ—d> +“‘_‘)

Vp

so ergibt sich fiir die positive Wurzel 5 der Gleichung 7+ p9®—gqn—1=0,
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q q 1
a<i<p< T+ =< B.
p " p Vp #

Unser Satz ist folglich bewiesen.
Fiir kubische Einheiten mit negativer Diskriminante gilt dagegen:
Satz XVIII. In jedem Intervall der reellen Achse, das den Nullpunkt nicht
enthdlt, gibt es nur endlich viele kubische Einheiten mit negativer Diskriminante.
Wir konnen sogar das folgende schiirfere Resultat beweisen:
Satz XIX. FEs sei x eine beliebige Zahl > 1, und es set A(x) die Anzahl der

kubischen Einheiten mit negativer Diskriminante, die <1 und >;Ic sind. Dann ist
8 —

Afx) = ngx + O(z). (2)

Es geniigt offenbar den letzteren Satz zu beweisen. . Ist 7 eine positive kubische

Einheit < 1 mit negativer Diskriminante, so ist entweder

n°= pp’—qn+1, mit p und ¢=1, pFq,
oder pP=—pn*—qn+ 1, mit p=0 und ¢=1
oder endlich P=—nt+1.

Wir betrachten zuerst den Fall
3 __ 2
P=pp’—gn+1, (3)

mit o<n<1, und p und ¢ positive ganze Zahlen. Die quadratische Form in
x und ¥

2

» ’” I
@+yn)o+yy")=2*+xy(p—n) + Y

= N (3 e L_!'.z)e
(:H > y)+(4n ,Pn+a 4p Y

ist definit; und folglich muss die Ungleichung bestehen

1 1 3 1 3
>-p4opy—pi>-pi—". (4
S APt L ha Lt S )
Hieraus ergibt sich ferner ¢>p—1 und folglich, da ¢ von p verschieden ist,

g=p+1.
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Dieselbe Betrachtung iiber die Form

fiihrt auf die Ungleichung

1 3
47 271 a4y

Sie ldsst sich so schreiben

I Q)2 42
- —2%) >3(*—3p).
(n 3 9(q 3p)

Wegen (4) kann ¢®— 3p niemals negativ sein. Folglich wird entweder

1.9, 2 qQ , 2 3p 2p
>+ =VgP—3p>=+ (1——)= —_——
03 3Vq 3> 3_q p Rl B (5)
“oder
q 1 1 2 3p
>4+ Ve —3p> -+ 2 (1——)
37 1 q 3p n 3q qz

Diese letzte Ungleichung kann aber, wie eine leichte Rechnung zeigt, wegen (4)
nicht bestehen. Aus der Ungleichung (5) folgt

s g—2
. .
Wenn ;1< xz, so ist folglich
g<x+2
und wegen (4)
p<Vaq+3.

Die Anzahl dieser Einheiten 7, die >£ sind, ist daher kleiner als

q<z+2

2 VE—%-_3=::L'V;+ O(x). (6)
g=2

(Die Summation iiber ¢ wird bis zu der grossten ganzen Zahl <z + 2 erstreckt.)
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Die Diskriminante D der Gleichung z®=pa®—qx+ 1, mit p und ¢=1,
ist immer negativ, wenn

1 1
> -p? .
¢> 0t p (7)
Dies ist evident, wenn ¢ = ; p%; denn es ist

=4t — Ly 2
D= (=30 = (ep*—opa+27).

Es sei darauf p®> 3¢, aber q>;p”+ ;p. Dann ist

D=—¢(4g—p") —27—4p (p”—gq)
oder

D< —2¢*p—27+6pg<o.

Wenn die Ungleichung (7) besteht, ist also die Diskriminante negativ. Die
Gleichung z*=px®—gqx+ 1 hat dann eine reelle und positive Wurzel 5. Wie
friither folgt dann die Ungleichung

I , 1 1 31
>Sgt4 g — 2
Pt Ty Ty

Hieraus schliesst man, dass <1 ist. Denn aus 5> 1 wiirde folgen

p>tg—3,

47 4

was gleichzeitig mit (7) nur fiir ¢=2, p=1 bestehen kann.
Nun ist, wegen o<y <1=p,

I
1—7=q—n(p—n)<q-

Folglich gibt es zu jedem Zahlenpaar p und ¢, wenn 3=¢ <z und
1=p=<E(V4q+ 1)—1, eine. Einheit 1]>}x- mit negativer Diskriminante. Die

Anzahl dieser Einheiten ist folglich grosser als
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g<z

BV g+ I)—1)=§xlf§+ 0().

=3

(E(y) bedeutet die grosste ganze Zahl <y.) Verbindet man dies mit dem in (6)
erhaltenen Resultat, so ergibt sich fiir die genaue Anzahl der Wert

zVe+ 0.

[FVRPLN

Genau dasselbe Resultat erhilt man, wenn man die Einheiten betrachtet, die
Wurzeln einer Gleichung .

P=—ppP—gqy+1, (p=o0,9=1)

sind. Hs sei die Diskriminante negativ; dann ist o <7< 1; und wie bisher folgt

1 1 1 I
q >2p2— 5?’_7"3’72> ;102',- Ep—i'
Nun ist
o<+ pni=1—gy
oder
n<-.
q

Ist 9 >;Ic , so muss folglich ¢<z sein. Die Anzahl der Einheiten 7 >£ ist

daher kleiner als

g<z
Z(qu +14+1)= eV + O(x).
= 3
Andererseits hat die Gleichung 2°®= —pz®—gqz + 1, mit p=o0 und ¢=1, eine

negative Diskriminante ), wenn nur

[~}
v
-

-ist; denn es ist

D=¢*(p°—49 +4p(10”- gq) —27<o0.
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Die Gleichung #*= —pa®—qz+ 1 hat dann eine reelle und positive Wurzel 7.
Es ist weiter <1, und ferner

%=n2+pn+g<1 +pt+q.
Folglich gibt es zu jedem ganzzahligen Zahlenpaar p und ¢, wenn 1=q¢<

z—2Vz—1 und o< p=2 Vg; , eine solche Einheit 7> .}c mit negativer Diskrimi-

nante. Die Anzahl dieser Einheiten ist daher grdsser als

q<a:—2V;'—1
> E(2Vg) =‘31x1/5+ 0).

Fassen wir die bisherigen Resultate zusammen, so erhalten wir die Formel (2).
Man sieht auch, wie man mittels unserer Methode alle Hinheiten im Inter-

vall I——;; berechnen kann. Es sei z. B. x=2. Wir betrachten zuerst die

Gleichung 7°=py’—¢gy+1 mit p und ¢g=1. Dann muss 2>;I7>q—2, also

I
4
moglich ist, muss ¢=p+ 1. KEs bestehen aber die folgenden Moglichkeiten:

=1, 2 oder 3. Ferner folgt q>ip2+ p—i oder ¢g>p—1; da p=¢q un-

g=2, p=1; q=3, p=2; ¢=3, p=1. Die zwei letzten Fiille geben aber eine
Zahl n<§. Es sei darauf die Gleichung 7*= —pn*—¢gn+1 mit ¢=1 und
p=o0. Dann folgt
Pt L SR S

I=x"~+p7y +977>8+4p+ Zq,
was nur fir p=o0,¢==1 und p=¢=1 méglich ist. Die entsprechenden Werte
von 7 sind auch > ; Endlich gibt die Gleichung 7®=1—17° eine Zahl 5> ;
Die simtlichen Einheiten (mit negativer Diskriminante) >§ und < 1 sind folg-
lich gegeben durch die vier Gleichungen:

P=1—n', P’=1—n, f'=—9"—g+ 1 und p*=n"—29+ 1.

Die vier Zahlen 7 sind nach abnehmender Grésse geordnet.
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8. [Einheiten in einem gegebenen Zahlkorper. — Aus der allgemeinen Korper-
" theorie folgt: In einem kubischen Zahlkorper mit negativer Diskriminante gibt
_es eine Fundamentaleinheit £ derart, dass jede Binheit des Korpers sich in der
Form ' :
t &
darstellen lisst, wo # irgend einen ganzen rationalen Exponenten bedeutet. Man
kann hier (wenn der Korper reel ist) £ positiv und < 1 wilhlen; in der Folge
werden Fundamentaleinheiten immer so gewihlt.

In einem kubischen Korper mit positiver Diskriminante gibt es zwei Fun-
damentaleinheiten § und [ derart, dass jede Einheit des Korpers sich in der
Form

ol A
darstellen ldsst, mit ganzzahligen Exponenten » und m. BEs gibt offenbar un-
endlich viele solche Paare von Einheiten § und (.
Diese Resultate lassen sich sofort auf die Ringe R(1, e, §) iibertragen. Die
Aufgabe die BEinheiten des Ringes R (1, @, f) zu bestimmen ist offenbar mit der
anderen Aufgabe identisch, die Losungen der unbestimmten Gleichung

Nz+ya+z8)=+1 | (1)

in ganzen (rationalen) Zahlen z, ¥y und z zu bestimmen. Wie verteilen sich nun
die Einheiten in dem Raum (x, y, z)? Uber dieses wichtige Problem weiss man
aber noch fast gar nichts. Man kiénnte z. B. die folgende spezielle Frage stellen:
Gibt es unendlich viele oder nur endlich viele Einheiten in der Ebene

axr+by+cz=d,

. wo a, b, ¢ und d rational 'sind? Nur in dem Falle d =0 wissen wir hier Bescheid.
Ist nimlich ¢ von Null vel‘rschieden, so wird ac= - i (by + cz). Wird dieser Wert
von in die Gleichung (1) eingesetzt, so bekommt man eine Gleichung

Fly, z)=1 C,

wo F eine irreduzible, biniire kubische Form mit ganzzahligen Koeffizienten ist,
und C eine ganze Zahl. Dem Satze IV zufolge hat diese Gleichung nur endlich
viele ganzzahlige Losungen y und z. Ist a=o0, so ist entweder b oder ¢ von

Null verschieden, und der Beweis verliuft ganz analog.
8—29764. Acta mathematica. 55. Tmprimé le 17 décembre 1929.
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Satz XX. In einer Ebene durch Origo gibt es nur endlich viele Einheiten
eines gegebenen kubischen Korpers. _

Dieser Satz lidsst sich mittels der anderen Resultate in der Nummer 3 be-
deutend pricisieren, wenn die Diskriminante negativ ist. Aus dem Satze V folgt:

Satz XXI. Es sei o eine reelle ganze kubische Zahl mit negativer Diskrimi-
nante. Dann 9ibt es hiochstens zwer positive (irrationale) Einheiten von der Form
x+ya, mit ganzen rationalen x und y, abgesehen von den Fillen D(a)= — 44
und = —31, wo es drei solche Einheiten gibt, und von dem Falle D(a)= — 23 mit
vier solchen Einheiten: Gibt es mehr als eine (positive, irrationale) Finheit x + y e,
so 15t R(e)=R(e), wo ¢ die Fundamentaleinheit im Ringe R(a) ist.

Es set *=—n*—n+ 1 mit D(g)=—44. Dann sind die Einheiten von der
Form x + yn gegeben durch

n, ft=29—1 und 1'"=756—1037.
Es sei n*=1—n mit D(n)=—31. Dann sind die folgenden Einheiten von der

Form =+ yny
7, N'=1—7 und 7°=39—2.

Es set p*=1—19° mit D(n)=—23. Die folgenden Einheiten haben dann die Ge-
stalt x+yq

2

7, g =1+n, P’=1—n und p"'=4n—2.

Die reelle Wurzel 5 der Gleichung 7*= —7® — 5+ 1 mit der Diskriminante — 44
ist die Fundamentaleinheit des reellen kubischen Korpers mit der Diskriminante
—44. Die reelle Wurzel 5 der Gleichung %®*=1-—7 mit der Diskriminante — 31
ist die Fundamentaleinheit des reellen kubischen Korpers mit derselben Diskri-
minante. Die reelle Wurzel y der Gleichung 7°=1—%* mit der Diskriminante
—23 ist die Fundamentaleinheit des reellen kubischen Korpers mit derselben
Diskriminante. Diese drei Zahlen 7 sind alle positiv'und <1.

Wenn 7 eine Einheit mit negativer Diskriminante ist, und o<y <1, und
wenn 7"==x + y7 ist, so muss n=o0 sein, abgesehen von dem Falle n®=1 -7
wo 7 *=1+79.!
Wir wollen darauf den folgenden Satz beweisen:

! Siehe NAGELL 5, Hilfssatz III.
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Satz XXII. FEs se; 5 die reelle Wurzel der irreduziblen Gleichung

rd

P=pn*—qn+1 (2)

mat ﬁegativer Diskrominante und ganzzahligen p und q. Es sei ferner o<n<1.
Dann ist 7 die Fundamentaleinheit im Ringe R(y) des kubischen Kirpers K(x),
wenn von den folgenden Fillen abgesehen wird: |

1) Wenn r>1 4st, und

PP=—2rp*—rip+1,

dann ist =8 und 8=1—r&, wo & die Fundamentaleinheit des Ringes R(n) ist.
Es ist R(n)=R(g).
2) In dem Falle
=5’ —7n+1,

mit D= —44, ist n=8 und *= —E—E+ 1. Fs ist ferner R(p)=R(E), und &
tst die Fundamentaleinheit des Ringes.
3) In den Fillen mit D= — 31

n=-—2n,—nt1,
Ny =37M; —4n + 1
und My=—5n;—6n,+ 1,

st 9 =8, n,=8&, 9,=8 wund EB=1—E. Es ist fener R(p)=R(), und & ist
die Fundamentaleinheit des Ringes. '
4) In den Fillen mit D= —23

ni=ni—2n +1,
Cmy=2m— 3+ 1,
N =31, — 215+ 1,
ny=47n— 57+ 1
und ni=—yni—12n,+ 1,

ist =8, n, =8, ng=8" 0, =8, =& und B=1—E. Es ist ferner R(n)=
R(§), und & 2st die Fundamentaleinheit des Ringes.
Bewers: Es sei § die Fundamentaleinheit im Ringe R(n), o<&< 1, und

B=PP— Q5 +1,
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mit ganzzahhgen P und @. Dann ist D(§)= D(n) und, wenn 5§ ist, n=25§" mit
ganzzahligem 7» > 1. Es ist folglich R(§)== R(y), und dem Satze XVI zufolge muss

mit ad—bec= 11, und ¢f+d muss eine Einheit sein. Dann ist auch af+ b
eine Einheit. Wir kénnen beide Einheiten positiv annehmen. Von den drei
letzten Ausnahmefidllen in unserem Satz wollen wir vorliufig absehen. Dann ist
al+b=8&" und ¢+ d=2§ mit m>s=0." Dem Satze XXI zufolge bestehen nur
zwei Moglichkeiten, es ist entweder s=o0 oder s=1. In dem ersteren Falle wird

>V

a§ +
1

n= y mit ad= 11

Aus 7=+t §+ b folgt aber, wegen o<n<1 und 0o<g<1, b=1 und §=1—1.
Die Zahl 1—17 ist aber keine Einheit, wenn die Diskriminante von 7 von den
Zahlen —23 und — 31 verschieden ist. Denn aus N(1—n)=1 folgt —p+q=1
oder

D(n)=p*—6p*+ 7p*+ 6p—31.

Diese Zahl ist aber positiv fir alle p=35 und fir alle p<— 2. Die iibrigen
sechs Werte geben nur D= —23 oder =—3I.
Es sei darauf

n="Fb it pe— 1.
>

Ist b=—1,p8=af—1 und N(af—1)==1, so folgt
a®*— Qa®+ Pa=2.
Hieraus folgt offenbar a =2 und P=2Q¥ 3, und

Din)=—4@+ Q*(2Q—3—4(2Q—3°+18Q(2Q—3)—27.

Diese Zahl ist positiv fir alle Q<o und fir alle @=6. Q=1 gibt &=
—&8—E4+1 und n=15% Q=2 gibt £ =E—2£+1 und *=1%% Q=3 gibt eine
reduzible Gleichung; ¢=4 und @ =75 fihren auf Zahlen 7> 1.

Es muss folglich b=+ 1 sein, und n§=af+ 1=1—|a|. (Wegen nE<1

muss ja @ negativ sein.) Dann ist
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N1 —~|al@=1=1—]a| P +[a|* @—|af’,
oder
la|*— Qla| + P=o.

Die Zahl R=V @*— 4P muss ganz-rational sein, und es ist

lal= (@£ R).

BEs ist ferner
=T(ge 2 _ Q+R Q—R
&=, —R?)g—Q§+1~(I——;<§)(I___2 g),

wo die Faktoren rechts Einheiten sein miissen. Ausser 1 —|a|& gibt es aber
keine Einheit 4 + BE mit AB=+o0. Sind die beiden Faktoren gleich 1—|ql|s,
so wird

§=(1—[al8"

oder

(n8)f =5t =(1 —|al§)* =&,

was unmoglich ist. Ist der eine Faktor gleich 1, also Q==+ R und P’=o, so
wird )

£=1—Q¢.
Es ist folglich =§% und diese Zahl ist Wurzel der Gleichung
’=—2Qn"—n+1.

Es bleibt nur tibrig den Satz fiir die drei letzten Ausnahmefille zu beweisen.

Der Fall mit D= —44. In dem reellen Ringe mit dieser Diskriminante
ist die Fundamentaleinheit gegeben durch die Gleichung §=—&—&+4 1. Dem
Satze XXI zufolge sind die positiven Einheiten von der Form z + y& gegeben
durch

1, £, E=2f—1 und £"=356—1038.
Durch Kombinieren von diesen Einheiten ergibt sich die einzige Mdglichkeit fiir 9
28 —1

Diese Zahl ist Wurzel der Gleichung n*=s5n®— 79+ 1.
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Der Fall mit D= —31. In dem reellen Ringe mit dieser Diskriminante
ist die Fundamentaleinheit gegeben durch die Gleichung & =1—§. Dem Satze
XXI zufolge sind die positiven Einheiten von der Form x +y§ gegeben durch

1, §, 8=1—Ffund =35—2.

Hieraus findet man fiir 5 die folgenden drei Moglichkeiten |,

2:I—§ 3:1—_§ 5=3§—2_
§ § ? g I g I — §
Diese Zahlen sind eben die im dritten Ausnahmefall angegebenen Ausnahme-
werte fiir 7. .
Der Fall mit D= —23. In dem reellen Ringe mit dieser Diskriminante

ist die Fundamentaleinheit gegeben durch die Gleichung {*=1—&". Die posi-
tiven Einheiten von der Form z + y£ sind gegeben durch

L E+1=52 8 F=1—§ und §=4—3.

Man findet fiir 9 die folgenden fiinf Méoglichkeiten

2 _ __§ s 1=8 5 1—& ., 4§—3
§ = y§3—§+17§—~ E 8= ,59_1__§

Diese Zahlen sind offenbar die im vierten Ausnahmefall angegebenen Ausnahme-
werte fiir 9. Der Satz ist damit vollstindig bewiesen.

§ 4. Uber kubische Zahlen mit gegebener Diskriminante.

9. Es gibt offenbar unendlich viele ganze Zahlen in einem kubischen Kérper
mit derselben Diskriminante; denn es ist D{(e)=D(e + m), wenn m eine beliebige
ganze rationale Zahl ist.

Als eine einfache Folgerung aus dem Thueschen Satze (Satz IV) beweist
man: ’

Satz XXIII. Es se: o eine ganze kubische Zahl mit gegebener Diskriminante
D, und es ser

od=pa®—qa+r.
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Wenn dann eine der Zahlen p, q, r gegeben ust, so bestehen nur endlich viele Mog-
lLichkeiten fiir die zwei dibrigen. Speziell gibt es also nur endlich viele ganze ku-
bische Zahlen mit gegebener Diskriminante und gegebener Norm.

Es sei nimlich 1, w,, w, eine Korperbasis in K(e) und # die Korperdiskri-
minante. Ferner sei a¢=wu+vw, + ww,. Die Diskriminante von « ist offenbar
von # unabhiingig. Xs ist

Dle) = D(vw, + wey) = 4 - [ flv, w)]*,

wo f(v, w) eine ganzzahlige irreduzible kubische Form ist. . ist durch D ()
bescbrinkt. -Dem Satze 1V zufolge hat aber die Gleichung

Sflv, w) = :r_]/zz

nur endlich viele Losungen in ganzen (rationalen) Zahlen v und w. Wenn D
gegeben ist, so sind also schon die Koeffizienten v und w beschrinkt. Ist nun
p gegeben, so folgt aus

atd +ao'=p

eine Gleichung ersten Grades zur Bestimmung von w. Tst q gegeben, so folgt aus
aa'+ aa"-}-a’a":q
eine Gleichung zweiten Grades in #. Ist endlich r gegeben, so gibt

N+ vw, + wo,)=r

eine Gleichung dritten Grades in ». Unser Satz ist folglich bewiesen.

Als Nebenresultat ergibt sich: Die Anzahl der kubischen Einheiten mit ge-
gebener Diskrimenante ist endlich.

Wenn die Diskriminante negativ ist, kann man diese Resultate bedeutend
verschirfen.

Der Satz XXII gibt uns ein Mittel um die sdmtlichen Einheiten mit ge-
gebener negativer Diskriminante zu bestimmen. Wir beschrinken uns auf posi-
tive Einheiten, die <1 sind. (Hat die Binheit £ die Diskriminante D, so haben
natiirlich auch die Einheiten —§ und _té dieselbe Diskriminante.) Es sei nun

gegeben die negative Diskriminante I), verschieden von —23, —31 und —44.
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Dann bestimmen wir die simtlichen Ringe mit. dieser Diskriminante. In diesen
Ringen bestimmen wir die Fundamentaleinheiten £ (0 <f{<1). Die gesuchten
Einheiten sind dann, dem Satze XXII zufolge, diejenigen unter den £, die die
Diskriminante D haben. Nur in dem Falle £&=1—¢& (> 1) gibt es noch eine
Einheit, ndmlich &, mit der Diskriminante D.

Aus dem Satze XXII folgt sofort: Es gibt genau zwei Einheiten mit der
Diskriminante — 44, nidmlich:

£ und &, wenn &= —&—§+ 1.

Es gibt genau vier Einheiten mit der Diskriminante — 31, ndmlich:
E, £ &% und £°, wenn E=1-E.

Es gibt genau sechs Einheiten mit der Diskriminante —23, nimlicb:

£ £, 8, &, P und &, wenn F=1-£"
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