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Einleitung. 

1. W~hrend diejenigen Resul~ate fib~)r quadratische ZahlkSrper, die nicht 

in der allgemeinen KSrpertheorie beliebigen Grades enthalten sind, eine sehr  

umfassende, abgeschlossene Theorie bilden, sind unsere Kenntnisse fiber die spe- 

zielle Ari~hme~ik der kubischen KSrper noch unvollst~ndig und zuf~llig. Dies 

lieg~ natiirlich daran, dass wir die Natur der kubischen Irrationalzahlen sehr 

ungenfigend kennen. Wir  wissen noch zu wenig fiber das Verhalten der Teil- 

nenner in der regul~iren Kettenbruchentwicklung einer reellen kubischen oder 

hSheren Irrationalit~t und fiber die damit in n~chster Zusammenhang stehende 

Frage nach der Genauigkeit, mi~ welcher man eine reelle algebraische Zahl durch 

rationale Zahlen ann~hern kann. Der wichtigste Beitrag zu dieser Frage ver- 

dankt man bekanntlich Axel Thue und C. Siegel~; ffir den speziellen Fall einer 

kubischen Irrat ion~li t~ ~ gilt der folgende Satz: 

Die Ungleichung 

ha~ nur endlich viele LSsungen ' in  g~nzen (rationalen) Zahlen x und y, wenn 

t t > 5 ist. 
2 

AndererseRs hat diese Ungleiehung bekanntlich unendlich viele LSsungen, 

wenn re=  2 ist ~, und es entsteht so die Aufgabe den kleinsten Wert  ~ zu be- 

1 Siehe z. B. E. LANDAU, Vorlesungen fiber Zahlentheorie, Bd. 1II, S. 37 (Leipzig 1927). 
Siehe MINKOWSKI 1, S. 3. (Das Literuturverzeichnis befinder sich am En'de der Abhandlung.) 

5--29764. Acta mathematlca. 55. Imprim6 le 17 d6cernbre 1929. 
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stimmen, so dass die Ungleichung fiir alle t t > v  nur endlich viele LSsungen hat,; 

diese Frage harr~ noeh ihrer Beantwort,ung. 

Die kubischen ZahlkSrper haben sehr versehiedene Eigenschaft,en, je nach- 

dem d ie  K5rperdiskriminante D posit,iv oder negat iv is t .  Ist  D > o, so sind alle 

drei konjugiert,en KSrper reel; wenn D < o  ist,, sind zwei yon den konjugiert,en 

KSrpern imagin~r-konjugierL und der dritte ist reel. :Man kann sieh deshalb 

auf reelle KSrper beschr~inken. Dass unendlich viele kubische Zahlk5rper exi- 

stieren, sowohl mit, positiver wie mit, negativer Diskriminante, kann man auf die 

folgende Weise zeigen: Es sei p eine beliebige Primzahl yon der Form 6 m - - I .  

Dann hat, die Kongruenz 

4q a ------ 2 7 (mod.p) 

immer eine Wurzel moduIo p. Wir  k5nnen offenbar q so w~hlen, dass 4q 3 -  27 

nicht durch p2 teilbar wird. Wir  w~hlen ferner q positiv und > 2. Dann er- 

zeugt die Wurzel 0 der Gleichung 

0 3 -  q O - -  I = o 

einenl kubischen ZahlkSrper mit positiver Diskriminante d. Denn es ist D(O)= 

= 4 q S ' 2 7 = d k  ~, mit k>_--I. Folglich ist d durch p teilbar. Es seien nun 

gegeben die kubisehen ZahlkSrper K~, Ks, . . ,  Kn mit den positiven K5rper- 

diskriminanten dl, d~, . . . ,  dn. W~ihlen wir die Primzahl p so, dass sie in keiner 

der Diskriminanten d~ aufgeht, so ist offenbar der durch 0 erzeugte KSrper yon 

den s~mtlichen KSrpern Ki verschieden. Durch Wiederholung dieses Prozesses 

kann man offenbar beliebig viele neue K5rper mit positiver Diskriminante kon- 

struieren. Um dasselbe fiir KSrper mR negativer Diskriminante zu beweisen, 

hat man nur q negativ zu nehmen. 

Die kubischen KSrper mit negativer Diskriminante miissen als die ein- 

fachsten angesehen werden. D i e s  kommt schon in der Tatsache zum Vorschein, 

dass es in diesem FaUe eine einzige Fundamentaleinheit gibt, w~hrend, die an- 

deren KSrper zwei Fundamentaleinheiten besitzen. In vielen Fragen wissen wir 

besser Bescheid iiber die KSrper mit negativer Diskriminante. 

Ein kubiseher KSrper hat keinen anderen UnterkSrper als den rationalen 

KSrper. 

Ein kubischer K&Ter ist dann und nut dann Galoisch, wenn die Diskrimi- 

nante eine Quadratzahl ist. Denn sind 0, 0' und 0" die Wurzeln der irredu- 

ziblen Gleichung " 
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x s - -  a x  s + b x , -  c = o,  (a, b und c rational) 

die den KSrper bestimmt, so bestehen die Relationen 

V D(o) 
2 0 ' = a - - O +  

30S- -  2aO + b ' 

2 0 "  = a - o -  V D ( O )  
30s --  2aO + b" 

Da der KSrper keine quadratisehe Irrationalit~t enth~ilt, so muss die Diskrimi- 

nante D(0) eine Quadratzahl sein. 

Ein reiner kubischer KSrper ist ein dutch die Kubikwurzel einer ratio- 

nalen Zahl erzeugter KSrper. E i n  KSrper  is t  rein kubisch dann und  nur  dan~, 

wenn die D i sk r im i~an te  - -=- .  3 A~ ist. Denn es sei 0 die erzeugende Zahl, 

O a - - a O ~ + b O - - c = o  und es+e-bI=O. Wir setzen 

v = 0 + e0' + e~0 '', 

w = 0 + r + 00". 

Dann wird 

v3 .._ a3 9 ab + 27 3 V ~  - - -  c + 3 D(O) ,  
2 2 2 

w 3 = a ~ _  9_ab + - - c - -  27 -3 V ~ 3 D ( O ) .  
2 2 2 

Ist  hier D ( O ) = - - 3  CS, so folgt, dass v s und w 3 rational sind, und ferner, dass  

8 3 

3 0 = a + v -i- w = a + l/-r + I / s ,  

wo r und s rational sin& Ist umgekehrt 0 3 = r ,  so ist D ( O ) - = - - 2 7 r ~ = - - 3 ( 3 r )  s, 

und die entspreehende KSrperdiskriminante ist folglich auch yon der Form --3 AS- 
3 8 

Man beweist ohne Mfihe: Die durch Wr und Vs erzeugten reinen kubischen 
8 - -  

KSrper sind dann und nur damn identiseh, wenn entweder F ~  oder r ratio- 

nal ist. Es gibt folglieh unendlieh viele reine kubisehe KSrper. 

Die L i~ra tu r  fiber kubisehe Irrationalzahlen ist nieht reich, t Minkowski 

und Sommer haben Darstellungen fiber kubisehe KSrper gegeben; die Resultate 

Siehe Literaturverzeichnis am Ende der Abhandlung. 
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sind aber alle in der allgemeinen KSrpertheorie enthalten. Dasselbe gilt auch 

in der Hauptsache einer Arbeit yon Dedekind fiber reine kubische K6rper. l)ber 

biniire kubische Formen liegen wichtige U, ntersuehungen vor yon Arnd~ und 

yon Berwick und Mathews; sie bestimmen u. a. alle Formenklassen mit gegebener 

Dis~' iminante.  Dazu kommen einige in den letzten IO ffahren erschienene Ar- 

beiten yon Delaunay und mir fiber Darstellung yon ganzen Zahlen durch bin~re 

kubische Formen. Uber die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeiten gebe ich in 

dem ersten Kapitel einen kurzen Bericht ohne Beweise. Die folgenden Kapi~el 

enth~lten viele Anwendungen dieser Resultate. In dem zweiten Kapitel ent- 

wickele ich die Elemente einer Theorie der kubischen Ringe. In den zwei letzten 

Kapiteln beweise ich einige neue S~tze fiber kubische Einheiten und fiber ku- 

bische Zahlen mit gegebener Diskriminante. 

In der Folge bedeutet kubische Zahl eine algebraische Zahl dritten Grades. 

Die zu einer kubischen Zahl a konjugierten Zahlen werden wie fiblich m i t a '  

und a" bezeichnet. Die Norm yon a ist N ( a ) ~ - a a ' a " .  D(a) bedeutet die Dis- 

kriminante yon a. Lateinische Buchstaben bedeuten, wenn nichts anderes gesagt 

ist, ganze rationale Zahlen. 

w i. ~ber binare kubische Formen. 

2. Formen mit  gegebener Diskriminante.  ~ Wir bezeichnen durch (a, 5, e, d) 

die bin~re kubische Form 

E(x ,  y) : a x  3 + bxSy + c x y  ~ -v dy  ~ (i) 

mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, c, d. Nur irreduzible Formen kommen hier in 

Betracht. Es seien ~2, 7' und ~" die Wurzeln der Gleichung a x 3 - - b x ~ q - c x - - d ~ o ;  

dann ist die Diskriminante der Form gleich 

bSc ~ + I 8 a b c d - - 4 a c a - - 4 d b  3 -  27 asd s. 

Ffihrt man auf F(x ,  y) die ganzzahlige Substitution x ~ - e u  + f v ,  y = g u  + hv  aus, 

so erh~lt man d ie  neue Form in u und v 

G(u, v) = alu 3 + blu~v + cluv  ~ + dlv ~ 
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mit a~=F(e ,  g ) u n d  d ~ - F ( f ,  h). Die Wurzeln ~ ,  rn' , W" der Gleichung a~x a -  

b~x~+ c lx - -d~--o  sind mit den Zahlen ~, ~', ~" durch die Gleichung 

f + h v  
~ ~ e + g ~  

verbunden. Die 

gegeben durch 

Diskriminante der neuen Form ist, wie man leicht berechnet, 

D( G) = (eh-- f g) 6 . D(F). 

Die Formen F und G heissen gquivaient, in Zeiehen F~ G, wenn die Determi-  

nante e h - - f g =  + I ist. Die Gesamtheit aller ~quivalenten Formen bildet eine 

Klasse. ~quivalente Formen haben also dieselbe Diskriminante. Zwei Formen 

mit derselben Diskriminante brauchen aber nicht ~quivalent zu sein, wie wir 

sparer aus einem numerischen Beispiel lernen werden. Es gilt aber der folgende 

fundamentale Satz yon Hermite 1 fiber bin~ire Formen beliebigen Grades: 

Satz I. Es gibt nur endlich viele Formenklassen mit gegebener Diskriminante. 

Arndt 2 hat eine praktische Methode angegeben um die sgmtlichen kubischen 

Formenklassen mit gegebener positiver Diskriminante zu bestimmen. Seine Me- 

rhode beruht darauf, dass die entsprechende Hessesche Form eine definite qua- 

dratische Form ist, und, dass der dadurch gegebenen quadratischen Formenklasse 

im allgemeinen nur eine und hSchstens drei kubische Formenklassen entspre- 

chen. Die Formenklassen mit den kleinsten Diskriminanten sind gegeben durch 

(I, - - I , - - 2 ,  I) mit D = 4 9 ,  und (I, o, --3, I) mit D = 8 I .  

Berwick und igathews 8 haben dieselbe Aufgabe fiir kubisehe Formen mit 

negativer Diskriminante gelSst; indem a die reelle Wurzel yon F(x, I)----o ist, 

schreiben sie die Form 

F(x, Y) -- (x--aY) �9 O(x, Y) 

und reduzieren die definite quadratische Form @ mit irrationalen Koeffizienten. 

Die sgmtlichen Formenklassen mit IDI < 75 sind gegeben durch (I, o, --  I, I) mit 

D - ~ - - 2 3 ,  ( I ,o ,  I, I) mit D = ' 3 I  , ( I , - - I ,  I, I) mit D = - - 4 4  und ( I ,o ,  2, I) 

mig D = - -  59. 

Aus diesen Untersuchungen folgt als l~ebenresult~: 

i HERI~IITE 1. 

ARNDT 1, ~, 3, 4. 
3 MATHEWS 1, 2. 
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Satz II. In jeder Formenklas.ve mit gegebener (positiver oder negativer) Dis- 

kriminante D gibt es eine Form (a, b, e, d) mit 

4 

< D[, (4) 

und mit d'hnlichen Ungleichungen fi ir die iibrigen Koeffizienten. 

Es ergibt sich ferner die folgende Absch~tzung: 

Satz III.  Die A~zahl der Formenklassen mit der Diskriminante D ist klei- 

her als IolDI. 
Das Problem zu entseheiden, ob zwei vorgelegte Formen ~quivalent sind 

oder nieht, l~Luft offenbar auf die Aufgabe hinaus zu bestimmen, ob zwisehen den 

entspreehenden Wurzeln eine Gleiehung yon der Form (3), mit e h - - f g =  _+_ i, 

bes~eh~. Als Beispiel nehmen wir die Formen (~, I, 5, ~) und (i, e, I, 4); sie 

haben dieselbe Diskriminante D =  ' 416, sind aber trotzdem nieht ~Lquivalent. 

Denn es sei a die reelle Wurzel der Gleiehung aa ~ a  ~ + S a - I = o  und fl die 

reelle Wurzel der Gleiehung / ~ - - e f l ~ + f l - - 4 = o .  Dann bereehnet man leieht, 

ish W~re (I, I 5, I)~(I, 2, 1,4), so mfisste fl f+ha- mit gan- 
2 - - 2 g  

dass f l - -  I +a ' e+ga 

zen Koeffizienten e, f, g, h und e h - - f g =  + I. Dies ist aber bier nicht der Fali. 

Hier liegen die Wurzeln a und fl in demselben KSrper; dies braucht abet nicht 

der Fall zu sein. 

Die Aufgabe zu entscheiden, ob zwei vorgelegte kubische Znhlen demselben 

KSrper gehSren, ffihrt offenbar darauf hinaus zu untersuchen, ob eine gewisse 

Gleichung sechsten Grades rationale Wurzeln hat. 

3. Darstellung von ganzen Zahlen dureh bingre kubische F o r m e n . -  Aus 

dem Resultat yon Thue in der Einleitung fiber Approximation yon kubischen 

Irrationalit~ten folgt sofort der Satz: 

Satz IV.  Die Anzahl der Darstellungen einer ganzen Zahl dutch eine binfre 

kubische Form ist endlich. 

Die Thuesche Me,bode gib~ aber im allgemeinen kein ]Y/i~el um die even- 

tuellen Dars~ellungen wirklich zu bestimmen; sie gib~ auch keine Absch~zung 

fiber die Anz~hl der Darstellungen. 

Nur in dem Falle einer negativen Diskriminante ist es gelungen dieses Re- 

sultat zu pr~cisieren und eine sehr genaue Abschgtzung der Anzahl der Dar- 
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stellungen zu geben. Einer Bemerkung yon Lagrange ~ zufolge.geniig~ es die 

Darstellungen der Zahl I zu betrachten. Nach den Untersuchungen yon Delau- 

nay und mir gilt dann der folgende Satz~: 

Sat~ V. D i e  Auzahl der Darstellungen der Zahl I durch eine irreduzible 

binSre kubische Form mit negativer Diskriminante ist hSchstens gleich 3, yon den 

folgenden drei Fh'llen abgesehen: I) Die Form (I, o, I, I) und die damit 5quivalen- 

ten trormen gestatten ge~au 4 Darstellungen der Zahl I; z. B. hat die Gleichung 

( ! ,o ,  I, I ) = I  genau die L6sungen x = o , y = I ; X - - - - I , y = o ; x = 1 ,  y = - - I ; x = - - 2 ,  

Y=3. 2) Die Form ( I , "  I, I, I) und die damit 5quivalenten Formen gestatten genau 

4 Darstellungen der Zahl I; z . B .  hat die Gleichung ( I , - - I ,  I, I ) = I  genau die 

L6sungen x - - o , y = I ; x = I , y = o ; x = - - I , y = 2 ; x = 5 6 ,  y = - - I o 3 .  3) Die Form 

(I, o, - - I ,  I) und die damit h'quivalenten Formen gestatten genau 5 Darstellungen 

der Zah~ I; z . B .  hat die Gleichuug (I, o , - - I ,  I ) = I  die L6sungen x = o ,  y ~ I ;  

x = I ,  y = o ;  x = I ,  y = I ;  x = - - I ,  y = I ;  x = 4 ,  Y=- -3 .  

Gibt es 3 Darstellungen, so ist die Form h'quivalent einer Form (I ,p,  q, I). 

JEs gibt unend~ich viele Formenklassen mit 3 Darstellungen. 

(Aquivalente Formen steUen natiirlich genau dieselben Zahlen dar; und die 

Anzahl der Darstellungen ist genau dieselbe.) Auch hier fehlt aber eine allge- 

meine Methode um die Darstellungen wirklich zu bestimmen. Wi t  haben auch 

kein allgemeines ]~Iittel um zu entscheiden, ob eine gegebene Formenklasse die 

Zahl I darstellen kann oder nicht. Fiir einige speziellere F0rmen ist es uns aber 

gelungen das Problem vollst~ndig zu 15sen. 3 Die betreffenden Resultate kSnnen 

so zusammengefasst werden: 

Satz VI. Die unbestimmte Gleichung 

A x  ~ + B y  ~ =  C, (~) 

wo C =  I oder C = 3  ist, und wo A und B gan~e Zahlen sind, A ~ B ~ I, 80 dass 

A B zu C teiler~'emd ist und keinen ]cubischen FaCtor ~ I hat, 5esitzt hSchstens 

eine L6sung in nicht verschwindenden ganzen Zahlen x und y, abgesehen yon dem 

Falle A = 2, B - - I ,  C =  3 , wo genau zwei L6sungen existieren, nh'mlich x = y ~  I 

und x - - 4 ,  y = - -  5. 

I LAGRANGE I. 
DELAUNAY ~, 5 und NAGELL 5, 6, ~. 

a DELAUNAY 1, 2, 4, 9 und !~AGELL I, 2, ~, 4, 6, 7. 
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Unter allen Gleiehungen, die dem~r Kiirper gehb)'en ~, gibt es h6"chstens" eine, 

die in nicht verschwindenden ganzen Zahlen l&.bar ist, ab.qesehen yon den folgenden 
B 

zwei Ausnahmen: Im KSrper K(V'2) gibt es genau drei 16share Gleichungen, ndmlich 

2 x S + y S - - i ,  2xS+yS=--3, 4xS+yS---- 3. 

8 

Zum KSrper K ( V ~ )  gehSren genau zwei 16sbare Gleichungen, ndmlieh 

2 o x 3 + y s - - l  und 5xS+2yS-~3  . 

Wenn x - ~ x  1, y==y~ ei~e L6~ang der Gleichung 

A x 3 + y ~ =  I (2) 

$ 3 

ist, dann ist die Z a h l  ,~:l~-A--~yl die Fundamentaleinheit des Ri,Jtges R(I/A) im 

16st; und die vollsta~ndoe L6.gun 9 der allgemeinen Gleiehun9 (I) kann a~( die L6sung 

einer endliehen Anzahl yon Gleiehungen der Form (2) zuriiekgefi~hrt werden. 

Jkus der Ungleiehung (4) in der vorigen Nummer folg~ sofor~: 

Satz VII.  Es sei m die kleinste positive ganze Zahl, die dutch eine bin&'e 

kubisehe Form mit der Diskriminante D dargestellt werden kann. Dann ist 

~/I6 .D[. 

Wir besitzen aber noch kein Mittel um die Zahl m fiir eine willkiirlich gegebene 

Formenklasse zu bestimmen. Diese Frage wiire offenbar gelSst, wenn man ein 

Kriterium fiir die DarstellbarkeR der Zahl I durch eine beliebige Formenklasse 

hiR, te. Umgekehr~ wiirde eine allgemeine Me~hode um die Zahl m zu bes~immen 

ein Solches Kriterium iiefern. 

8 

t Wir sagen, da.ss die Gleichung (I)dem kubischen KSrper K { V A )  gehSrt. 
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w 2 Uber kubisehe Ringe. 

4. Allgemeines. - -  Ein Integrit~tsbereich oder Ring ist ein Zahlengebiet, 

in dem die Operationen der Addition, Subtraktion und !Vfultiplikation unbegrenzt 

ausfiihrbar sind. Ein Ring yon algebraischen Zahlen ist yore n-ten Grade, wean 

darin Zahlen n-ten Grades vorkommen, abet keine Zahlen hSheren Grades. Wir  

betrachten hier nur kubische Ringe yon ganzen Zahlen. 

Jeder kubische Ring enth~lt unendlich viele ganze rationale Zahlen. Dean 

gehSrt die Zahl a dem Ring, so gehSrt auch ihre Norm N(a) dem Ringe, wegen 

a ~ - - p a ~ + q a : N ( a ) .  Es sei a die kleinste positive ganze rationale Zahl des 

Ringes; dann sind die s~mtliehen ganzen rationalen Zahlen des Ringes gegeben 

durch o, +_ a, +_ 2a, +_ 3 a, usw. 1 Der Beweis dafiir, dass jeder KSrper eine Basis 

besitzt, l/~sst sich ohne weiteres auf Ringe iibertragen. Jeder  kubische Ring be- 

sitzt eine Basis w~, e%, w:~, derart dass die s~mtlichen Zahlen des Ringes in der 

Form u~o 1 + %~% + %c% enthalten sind mit beliebigen ganzzahligen u,, us, %. 

Wenn ~ eine beliebige kubische Zahl des Ringes ist, gibt es eine Basis yon der 

Form ~: 

wo a, b, bt, c, ci und e~ ganze rationale Zahlen sind, a mit der friiheren Bedeu- 

tung; Ibl una le l<alD(~)l ,  und Ib, l, levi, Ic~l<lD(~)l �9 
Ein Ring mit den Basiszahlen oJ1, e%, w3 wird mit R(eox, w~, e%) bezeichnet. 

Die Diskriminante des Ringes ist definiert durch 

O)lt t'02 0)3p [2 

CO L C02 t CO 3 . 
?P tf 

CO1 tv r s CO 3 

Wird hier das System (I) eingesetzt, so folg~, dass D(w~, w2, w3) dureh a s teilbar 

ist. Die Diskriminante ist eine Konstante des Ringes, unabh~ngig yon der Wahl  

der Basis. Dagegen brauchen Ringe mit derselben Diskriminante nicht identisch 

zu sein. Es seien a~, a2 und a 3 drei beliebige Zahlen des Ringes: 

( i =  I, 2, 3)" 

Wir beschriinken uns  hier n icht  wie fiblich auf  den Fal l  a -~  I. 

Siehe e twa SOMMER 1, S. 251--254. 

6--9.9764. Acta mathematica. 55. Imprim6 le 17 dficembre 1929. 
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Dann ist die Diskriminante yon a 1, ae, a s gleieh 

D(ai, a~, a~)= l a~Jl ~- . D(~,,  ~,,  ~s), (2) 

wo l a;Jl die Determinante yon den Koeffizienten bedeutet. Dana und nur dann 

ist aj, a2, as eine Basis, wenn [ aij I = -+ I i s t :  Wean ein Ring in einem anderen 

Ring enthalten ist, und wenn zugleich die Diskriminanten gleich sind. dann sind 

die Ringe identisch. Enthiilt der Ring R alle Zahlen des Ringes R 1 und noch 

weitere Zahlen, so wird R einen Oberring yon R~ genannt, und R, einen Unter- 

ring yon R. Hat  R die Diskriminante D und R 1 die Diskriminante D1, so ist 

D ~ = D k  ~, w o k  eine ganze rationale Zahl > I i s t .  

Es sei gegeben der Ring R (col, ~o~, ws); der Einfachheit halber nehmen wir 

an, dass er reel ist. Wendet man nun den Minkowskischen Satz fiber lineiire 

Formen auf die Form u~eo~ +uew 2 + usco s an, so ergibt sich~: 

Satz VIII. In jedem reellen kubischen Ring mit der Diskriminante D gibt 

dritten Grades ~, die mit ihren Konjugierten ~' und ~" den Un- es eine Zahl 

gleichungen 

geniigen. 

ttieraus folgt 

4 4 

[g[<i, Ig'l<l  l, Ig"l<lV- l (3) 

sofort tier Satz yon Minkowskil: Es gibt nur endlich viele 

kubische K6rper mit gegebener Diskriminante. Denn es gibt nur endlich viele 

ganze kubische Zahlen ~, die den Ungleichungen (3) geniigen, wenn D gegeben 

ist. Man kann auf diese Weise alle kubischen K5rper mit gegebener D bestim- 

"men. Die knzahl dieser KSrper wird, wie man leicht berechnet, kleiner als 
4 

I92 I D V ~  I. Der kubisehe K5rper mit der kleinsten positiven Diskrimifiante 

ist definiert durch ~s + ~2_ 2 ~ -  I -= o und hat  D = 49; dieser KSrper ist Galoisch, 

so dass die drei durch diese Gleichung definier~en KSrper zusammenfallen. Es 

gibt nur vier reelle kubische KSrper mit negativer Diskriminante D und ]D[ <75, 

n~mlich die durch die folgenden Zahlen ~ definierten KSrper: I) ~ s + ~ - - I  = o  

mit D = - - 2 3 ;  2) ~ s + ~ - - I = o  mit D = - - 3 I ;  3) ~S4~-[-~ - I = O  mi~ D = - - 4 4 ;  

4) ~s + ~ ~_  I = o m i t  D = - -  59. Wir  kennen noeh kein Beispiel daffir, dass zwei 

nieht-konjugierte kubisehe KSrper dieselbe Diskriminante haben. 

Aus Satz VII I  folgt aber das ullgemeinere Resultat: 

t MINKOWSKI 1, S. I3O--132. Die hier gegebene Absch~tzung ist sch~rfer als die yon 
M I N K O W S K I .  
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Satz IX. Es gibt nur endlich viele kubische Ringe mit gegebe~er Diskrimi- 

nante D. 

Denn es gib~ in einem solchen Ring eine Zahl ~, die den Ungleichungen 

(3) geniigt. Mittels dieser Zahl bilden wir eine Basis yon der Form (I). Dann  

gibt es nur  eine endliche Anzahl yon MSglichkeiten ffir die Basiszahlen o~, w~, w s. 

Diese Zahlen und ihre Konjugier ten  werden hi, milch, absolut genommen, kleiner als 

+ I;) ] + < ]V I + + I V I. 

Der Beweis gibt zugleich ein Mit te l  um die s~mtlichen kubisehen Ringe mit  der 

Diskriminante D zu bestimmen. Fiir die Anzahl  dieser Ringe findet man durch 

eine rohe Abschi~tzung die obere Grenze 3[ I2D]  7. 

Ein gegebener Ring ha t  nach diesem Satze nur  endlich viele Oberringe, die 

natiirlich alle in demselben KSrper liegen. Der grSsste Ring eines gegebenen 

KSrpers ist der aus allen ganzen Zahlen des K5rpers gebildete Ring, der so- 

genannte  Fundamentalri~g. Es gilt  der Satz:  

Satz X. Eine gauze kubische Zahl kommt nur in endlich vielen kubischen 

Ri~gen vor. 

K o m m t  ni~mlich die Zahl a in R(a ,  col, eoa) vor, so kommt sie such in 

R(I ,  r cos) vor. Nun  ist D(a, ~o~, ~o~.) = a"D(I ,  eo~, ~%); es ist welter D(a) ein 

Mult iplum yon D(I ,  ~o~, ~ ) .  Da endlich a ein Teller yon N(a) ist, folgt  

Die Diskriminante  ist also durch a besehriinkt and  folglich auch die Anzahl der 

Ringe. Eine Zah l ,  die in unendlich vielen kubischen Ringen vorkommt, ist also 

notwendig rational.  

D a m i t  die Zahlen ulco 1 + uew~ + usoJ 8 einen kubischen Ring bilden, wenn 

u 1 , u.o und u s alle ganzen rat ionalen Zahlen durchlaufen,  ist notwendig und hin- 

reichend, dass die Zahlen wl~o~, winos, ~.,ws, w~, eo~ und w~ alle yon der Form 

v1r 1 + v~r + vsr % sind, mi t  ganzzahligen Koeffizienten vl, v~, %. Es sei z.B. 

I (2 --  ~ o  --  ] / I  oo) Dann folgt  aus co s eo 8 = eo 2 + eos --  4, = 2, =V Io, us = 

~o~ : 2 - - c o~ - -3~os  und co~ ~ o  2 + co s + 2, dass die Gesamtheit  der Zahlen u1r + 

u~co~ + usoJs wirklich einen Ring bildet. 

Die bisherigen Resultate gelten, mit  den notwendigen Modifikationen, f i i r  

alle Ringe yon ganzen algebraischen Zahlen beliebigen Grades. 
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5. Die kubisehen Binge R(I ,  a, ~) und ihr Zu~vammenhang mit den binh)'en 

kubischen F o r m e n . -  Die wichtigsten Ringe sind diejenigen, die alle ganzen 

rutionalen Zahlen entha]ten;  sie sind also yon der Form R(I ,  a, fl). In einem 

solchen Ring kSnnen wir immer annehmen,  dass aft rat ional  ist. Denn ist a f t=  

aa + bfl+ c und setzen wir a l = a ~ b  und f l ~ = ~ - - a ,  so ist  I, al ,  fll eine neue 

Basis  und a~fl~ = ab + e ~- rationale Zahl. 

Es sei nun gegeben der Ring R(I ,  a, fl) mit  a f t = s =  ganze rationale Zahl, 

und es sei a S - - p a * + q a - - r = o .  Dann wird 

und 

p 8  s 8 8 
~ a _ q_s fl.. + - = o ,  

r ~ - ~ - - r  

a 2 = p a - q + ~ f l ,  

_ _ _ _  8 2 fl*" - -  -q/ fl PSS + - a .  
I" r 

8 ~' 8 2 

Hieraus folgt, dass r und ganze Zahlen sind. Wi r  setzen 1" . . . .  a und - = d .  
s !" .~ r 

Die Zahl e =  qs ist auch ganz; es sei ferner p = b .  Dann bekommen w i r s = a d ,  
r 

r--=aSd und q = a e ,  folglich 

a s - h a  s +  a c a - - a 2 d = o ,  

fls __ cfl" + bdfl --  ad s ~- o, (I) 

a f t =  ad. 

Es gilt  folglich der 

Satz XI. In  jedem Ring R(I ,  a, fl) kann die Basis so gewdhlt werden, dass 

Gleichungen von der Form (I) bestehen. Wenn a und fl den Gleichungen (1) ge- 

niigen, ist R(I ,  a, fl) immer ein Ring. 

Die Richtigkeit  der le~zten Bemerkung f o l g t  aus den Gleichungen a f l = a d ,  

a s = b a + a f l - a c  und f l s = c f l + d a _ b d .  Die Zahlen a, b , e , d  sind hier ganz 

rat ional  vorausgesetz't, wie auch im folgenden. 

Zwischen den Ringen R (I, a, ~) und den bin~iren kubischen (irreduziblen) 
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Formen besteht ein bemerkenswerter Zusammenhang.  Levi ~ und Delaunay "~ haben 

n~imlich den folgenden wichtigen Satz bewiesen: 

Sat~ XII.  I~, seien a, ~, a I u n d  ~1 ganze ~ubische Zahlen in demselben 

KSrpeo', 

aS--ba~ +aca- -aO 'd~o ,  a f l - -ad  und 

a~--bla21 + a lc~a~--a~d~o,  alflx~a~g ~. 

Siud dann die Binge R( I ,  a, fl) und R ( I ,  •1, El) identisch, so sind die kubischen 

Formen (a, b, c, d) und (ai, bl, c~, d~) 5quivalent ; und umgekehrt folgt aus der f4qui- 

valenz der Formen, dass die Ringe identisch sind. Die Formen und die Ringe 

haben dieselbe Diskriminante. 

Beweis: Wir  setzen a~-a~ und a l k a l i 1 ;  dann ist 

a~] s -  b~ ~ + c~]--d----o und alvS~--bl~ ~, + c ~ l - - d l ~ o .  

Es sei nun  (a, b, c, d )~(a i ,  bl, cl, dl). I~ach 2 folg~ dann 

. f +  hv 
e + g ~  

mit e h - - f g =  +_ I. Es ist ferner offenbar al~-aN(e+g~) und welter 

oder 

f + hv __ a~f+ h~)(e + ~'g)(e + "~"g) 
a l ~ a l ~ t ~ a l  e + g~ 

a~= + ea Y gfl + ale ~ + bgef  + cgeh + dhg ~. 

a I gehSrt  daher dem Ringe R ( I ,  a, ~). )ills Symmetriegri inden folgt dasselbe 

fiir fl~. Auf  dieselbe Weise folgt, dass a und fl dem Ringe B(I ,  al, fl~) gehSren. 

Die Ringe sind folglich identisch. 

Es seien umgekehr t  die Ringe ident.isch; dann bestehen die Gleichungen 

al--=ea-- gfl + k, 

fll = - - f ~  + hfl + l, 

mit eh - - f g - -+_  I; und folglich wird 

alfl~ = - -era  ~ + ( f  g + eh)a#--ghfl  ~ + (e l - - fk )a  + (hk--gl)fl  + kl. 

I LEVI 1. ~ DELAUNAY 7. Den obenstehcndcn Beweis hatte ich schon, bevor mir die 
Levischen und Delaunayschen Beweise bekannt waren. 
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Multiplizier~ man diese Gleichung m i t a  und bedenklb man, dass 

Ctlfl-~aldi, a f ~ a d  und aft"--~-da ~ -  bda + acd, 

so ergib~ sich die Gleichung 

efa ~ + (dgh + f k - -  el)a s + (al dl --  k l - -  a d f g - -  a d e h - -  bdgh)a 

+ (acdgh + a d g e - - a d h k ) ~ o .  

]Eieruus folgt~ wegen a s -  ba ~ + aca - -  a ~ d ~ o ,  

dgh + f k - - e l  + b e f = o  
un4 

cgh + g l - - h k  + a e f  -~o, 

woraus wegen e h - - f g  ~ + I, 

k (eh- - fg )  = + k ~ ae~f + berg + cegh + dg~h. 

Es ist folglich 

Nun ist; 

und 

+ a 1= +eaYg~+_  k-~ 

-~-e(eh--]g)a--g(eh-- fg) f l  + ae2f + berg + cegh + dg~h 

_ , + , , ,  f +  h ~  
- - a ( f + h v ) ( e + g v ) ( e  gv ) = a .  . N ( e + g ~ ) .  

e + g ~  

I D((~) D ( ~ , ~ , :  = D ( ~ , ~ , : ) = ~  

D(~ ,  ~ ,  fl,) = -~ D(~ ,  ~ ,  ~ )  = - ~ .  D e~ - -  g 
al ax a 

Du die l~inge dieselbe Diskriminante haben, muss 

N(e + g~) -~ + a~, 
a 

und es wird folglich 
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f +  hv 
+ Vi~----- e + g ~  

mit e h - - f g =  +_ I. Die Formen sind daher iquivalent. 

Dieser Satz etabIier~ also eine eineindeutige Zuordnung von bin~ren kubischen 

Formenklassen und den drei konjugierten Ringen R (I, a, fl). Wird die Theorie 

dieser Formen als bekannt vorausgesetzt, so hat  man bier ein neues und auch 

bequemeres Mittel um die Ringe R( I ,  a, fl) mit gegebener Diskriminante zu be,- 

stimmen. 

Aus dem Satze I I I  in 2 folgt z. B. : 

Sate. XIII.  Die Anzahl der Binge R(I ,  a, #) mit der Diskriminante D ist 

kleiner als 3 ~ [ D [. 

Speziell ergibt sich, class die Anzah/ der kubischen KSrper mit der Diskri- 

minante / )  kleiner als 3o]D[  ist, eine viel bessere obere Grenze als in der 

vorigen Nummer. Die den Fundamentalringen entspreehenden Formenklassen 

werden Fundarnentalformenklassen genannt. 

Es gibt nur vier reeUe kubische Binge mit negativer D und ]D] < 75, n~m- 

lich die folgenden: I) B(I,~,~ ~) mit ~+,~--~----0 und /)------23; 2) B(I,~,~ ~) 
mit ~ s + ~ _ i = o  und D------3I; 3) B ( I , ~ , ~ )  m i t ~ s + ~ + ~ - - I - ~ o u n d D ~ - - 4 4 ;  

4) B (I, ~, ~2) mit ~3 + 2 ~-- I = o und D = --  59. 

Der kubische Ring mit der kleinsten positiven D ist gegeben durch B(I,  ~, ~e) 

mit ~3 + ~ , _  2 ~-- I = o und D = 49. 

Diese Binge sind alle Fundamentalringe. 

6. ~]ber die }ubischen Binge B(O). - -  Der Ring B(I ,  0,03) wird kurz B(0) 

bezeichnet. Ist  03--p0~+ qO--r ~ o, so enbpricht  diesem Ring die Form (I,p, q, r). 

Es sei gegeben der Ring R(I ,  a, fl) mit 

a3--ba ~ + aca--a~d-~-o und afl=:ad, 

und es sei O = x a + y f l + z  eine Zahl in diesem Ring; dann ist O~=x~a+y~fl+z~ 
mit x l~ -bxe+dy~+2xz  und y l = a x e + c y 2 + 2 y z .  Es ist ferner 

D(0) = D(: ,  a, fl). (xyi--x,  y)S-~ D(I, a, fl). (ax3--bxSy + cxyS--dy3) ~. (2) 

Hieraus folgt sofort: Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 

R (I, a, fl) mit B(O) identisch ist, ist, dass die Zahl I durch die Form (a, b, c, d) 
darstellbar ist. Ob die Form diese Eigenschaft besitzk kSnnen wir aber, wie wir 
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in 3 sahen, im allgemeinen nicht entscheiden. Der einzige allgemeinere Fall, in 

dem wir entscheiden kSnnen, ob ein Ring s ich  auf einen Ring /t(O) reduzieren 

l~sst, ist fiir die Ringe in reinen kubischea ZahlkSrpern, 

3 

R (i, ~ ,  V A  B2). (3) 

Dies folgt sofort aus Satz u  in 3; es folgt s0gar: 

Satz XIV. Es seien A und B kubenfi'eie, ganze positive Zahlen, A > B > i . 
g 

/ r ' - - : - ~  

Dann gibt es in dem KSrper K ( V ~ )  hSchstens einen von den Ri~gen (3), der 

sich auf  R(O) reduzieren ldsst. Gibt es im KSrper eine Einheit yon der Form 
8 $ 

x + y ] I N  oder yon der Form I_ (x + y ~ ) S ,  so ldsst sich keiner yon den Ringen (3) 
3 

auf  diese Weise reduzieren. 

In  dem KSrper K(~/I5o) kSnnen z.B. die Zahlen A and B die folgenden 

Werte haben (wir kSnnen uns offenbar auf teilerfremde A and B beschriinken): 

A-~45,  B~---2; A = 2 o ,  B = 3 ; A = 7 5 ,  B = 4 ;  A = 6 ,  B = 5 ;  A = 5 o ,  B-----9; A = 3 6 ,  
B =  25. Nur  in dem Falle A = 6 ,  B =  5 ist der ent.sprechende Ring reduzierbar. 

Aus der Gleichung (2)" folgt, wenn m die kleinste positive Zahl bezeichnet, 

die dureh die Form (a, b, c, d) darstellbar ist, dass es eine Zahl 0 gib~ derart, dass 

D ( 0 )  = m s . D ( I ,  

In  Verbindung mit  Satz VI I  ergibt sich also: In  jedem Ring R( I , a ,  fl) mit  der 

Diskriminante D gibt es eine Zahl 0 mR einer Diskriminante, die absolut ge- 

n o m m e n k l e i n e r  als [ D 1 / ~ ] i s t . v 2 7  I 

Wenn  a eine ganze kubische Zahl  ist, l~sst sich jede Zahl fl des KSrpers 

K(a) in der Form 

a + b .  (4) 
fl e + d~ 

darstellen, mit  ganzzahligen Koeffizienten a, b, c, d. Dann gilt der Satz: 

Satz XV. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass fl dem 

Ringe R(a) geh&t, ist, dass fl in der Form (4) dargestellt werden kann so, dass 

N(c + d a) = ! (a d -- b c), 
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und so, dass de," grSsste gemeinsame Teiler von c und d in a und b aufgeht. 

ist, wenn as--pa~ + q a - - r - ~ o  ist, 

und 

fl-~ + da ~ u  (c + pd)a + - -  
a u  ~ 

D(fl) = (ad - -  bc)~ D (a): 

Dann 

Es sei n~imlich ~ eine Zahl in R(a) und 

f l = A a  2 + B a +  C. 

Dann folg~ leich~ wegen a 3 : p a ~ - - q a +  r, 

--  A~r + B C + A Cp + (A~q + B~ + A B p - -  A C)a 
fl~- B +  A p - - A a  

Se~zen wir nun A = + d, B + A p  = u c, A~r - B C - - A  Cp = +_ a und A2q + B ~ + 

A B p -  A C- -  u b, so folgt 

a d - -  bc-~ --  B a -  2TB~A --  (q + p2) A~B + (r " p q ) A  a 

~- - -  N ( B  + A p  - -  A a ) =  + 1V(c + da). 

Es wird ferner B =  u  und C----I-(aTrd~). Jeder gemeinsame Teiler von 
c 

e und d geh~ in A und B auf und folglich auch in a und b auf. 

Besteh~ umgekehr~ die Gleichung (4) mi~ N(c + da) = +_ (ad--  be), und setzen 

w i r  f l ~ A a  ~ + B a  + C, so bekommen wir durch l~iultiplika~ion m i t c  + da die drei 

Gleichungen 

A c  + A d ~  + B d - ~  o, 

B c - - A d q  + C d ~ b ,  

Cc + A d r  -~ a. 

t t ieruus folgt 

A = _ +  d, B~-- T(c  +pd)  und C =  I (aTrd~) .  
o 

Dass hier auch C eine ganze Zahl ist, folgt leicht aus der Gleichung 

c(c ~ + p c d  + qd ~ • b) = +_ d(a T rd~). 
7--29764. Avta mathematlca. 55. Imprim6 le 17 d6cembre 1929. 
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Es sei n~mlich $ der grSsste gemeinsame Teller yon c und d. Nach der Vor- 

aussetzung teilt (i a und b. Aus d e r  Gleiehung folgt dann, dass die Zahl 

a _ rd ~ c 
+--~ durch ~ teilbar ist, und folglich ist -~c (a u ;'d ~) ganz. Unser Satz ist 

folglich bewiesen. 

Man hat oft zu entscheiden, ob zwei vorgelegt~ kubische Zahlen a und fl 

denselben Ring erzeugen. Notwendig dafiir ist, dass D ( a ) - - D ~ ) .  GehSrt ausser- 

dem fl dem Ringe /t(a), So ist offenbar R ~ ) : R ( a ) .  

Aus dem Satze XV folgt sofort: 

B&t~ XVI. i ) ie notwendige und Mnreichende Bedingung dafiir, dass die Ringe 

R(a) und R ~ )  identisch s i ,  d, ist, da~vs 

a + b a  #-- 
c + d a  

ist, mit  ganzzahligen Koeffizienten a, b, c, d und mit  a d - - b c :  +_ I, und, da~vs 

c + da eine Einheit  ist. 

I)iese Untersuchungen fiber kubisehe Ringe werde ich in einer folgenden 

Arbeit fortsetzen. 

w 3. l~ber die kubischen Einheiten. 

7. Allgemeines iiber die Verteilung der I,;~nhe~te~. - -  Die kubischen Ein- 

heiten sind die Wurzeln der irreduziblen Gleichungen 

x S - - p x  ~ + qx  u I ~ o ,  

mit ganzzahligen p und q. Wir  wollen uns hier mit dem Problem beschiiftigen, 

wie die reellen kubischen Einheiten sich ~uf der reellen Achse verteilen. Die 

Resultate sind sehr verschieden, je nachdem die Diskriminante positiv oder nega- 

tiv ist. In dem ersteren Fall gilt 

Sat~ XVII.  In  jedem Intervall der reellen Achse gibt es une~dlich viele ku- 

bische Einheiten mit  positiver Diskriminante. 

Um dies zu beweisen genfigt es offenbar zu zeigen, dass in jedem Teil- 

intervall des Intervalles o - - I  wenigstens eine Einheit vorhanden ist. Es seien p 

und q ganze positive Zahlen, p > q. Dann hat die Gleichung x s-~ - - p x  ~ § qx  + I 

die positive Diskriminante 
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p~q~ + 4p ~ + 4q ~ + I 8 p q - - 2 7  

und folglieh drei reelle Wurzeln. Das Produkt der Wurzeln ist positiv, folglich 

ist entweder eine oder alle drei Wurzeln positiv; da aber ihre Summe negativ 

ist, so ist eine Wurzel positiv und die zwei anderen negativ. Es sei ~ die posi- 

tive Wurzel. Dann ist ~ < I; denn aus ~ > I wiirde folgen 

oder 

I < ~3-~ - - p ~  + q,2 + I 

q > P ~ > P ,  

was gegen die Voruussetzung i s t . .  Es ist folglieh V < I u n d  

oder 

Weiter  folgt 

oder 

v > q - .  
P 

o < -=pv~ + q,] + i 

] / / q ~  i q I 
V <  q---+ + - < - +  21o ~o 1o V~2" 

Die Einheit ~ geniigt folglich den Ungleichungen 

_ q < v < q _ +  : 
p p (:) 

Es sei nun gegeben das In~ervall a - - f l ,  mit o < a < f l <  I. Es sei ferner p eine 

beliebige ganze positive Zahl. Bezeichnet nun q die grSsste ganze Zahl =< p a + I, 

so ist 

P P 

W~Lhlen wit p so gross, dass die folgende Ungleichung besteht 

I I 

so ergib~ sich fiir die positive Wurzel V der Gleichung 7 3 + 2 v ~ - - q v - - I  = o ,  
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a < q < v < q +  I < ~ .  

v p V~ 

Unser Satz ist folglich bewiesen. 

Fiir kubische Einheiten mit negativer Diskriminante gilt dagegen: 

Sat~ XVIII. In  jedem Inter'vail der reellen Achse, das den Nullpunkt nicht 

enthdlt, gibt es nur endlich viele kubische E;nheiten mit negativer Diskriminante. 

Wit  kSnnen sogar das folgende sch~irfere Resultat beweisen: 

Sat~ XIX. Es sei x eine beliebige Zahl > i ,  und es sei A(x) die Anzahl der 

I 
kubischen Einheiten mit negativer Diskriminante, die < i und > -  sin& Dann ist 

x 

A(x) : S~xVx + O(x). (~) 
3 

Es geniigt offenbar den letzteren Satz zu beweisen. Ist 7 eine positive kubische 

Einheit < I mi~ negativer Diskriminan~e, so ist entweder 

Vs= p T ~ - - q T +  I, mit p und q_--> I, p~=q, 

oder V 3 = - - p 7 2 - - q T +  I, mit p ~ o  und q ~  I 

oder endlich 73 ~ - -  72 + I. 

Wir  betrachten zuerst den Fall 

7S=pT~- -q~  + I, (3) 

mit 0 < 7 <  I, 

x und y 

und p und q positive ganze Zahlen. Die quadratische Form in 

(x + vT')(x + vT") --- ~' + x y ( p - 7 )  + 

ist definit; und folglieh muss die Ungleichung bestehen 

Ip~ I 3 I 2 3 
q>; ,  + ~p~-47~>:~p  - 4  �9 

(4) 

Hieraus ergibt sich ferner q > p -  I und folglich, da q yon p versehieden ist, 

q > p +  I. 
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Dieselbe Betraehtung fiber die Form 

ffihrt auf die Ungleichung 

Sie l ~ s t  sich so sehreiben 

Iq~ I I 3 1 

P > 4  +~q;~ 4 r  

( ~ - -  ~)~ > 9 'q~--3P) �9 
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Wegen (4) kann q~--3P niemals negativ sein. Folglich wird entweder 

oder 

I > q q .  2 V ~ q ~ _ 3 p > q + 3 q  I - -  ~ , (5)  
3 3 3 ~ !  q - - q  

3 ~ 3 

Diese letzte Ungleichung kann aber, wie eine leichte Rechnung zeigt, wegen (4) 

nicht bestehen. Aus der Ungleiehung (5) folg~ 

I 
Wenn - < x, so ist folglich 

und wegen (4) 

I 
- > q - - 2 .  

q < x + 2  

p < V ~ +  i. 

Die AnzahI dieser Einheiten 7, die > i sind, ist daher kleiner Ms 
X 

q < x + 2  

V ~  + 3 = 4 x V~ + o(x). (6/ 
q=2 3 

(Die Summation iiber q wird bis zu der grSssten ganzen Zahl < x + 2 ers~eckr 
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Die Diskriminante D 

ist immer negativ, wenn 

Trygve Nagell. 

der Gleiehung xS-~px 2-qx  + x, mi~ p und q ~ I , 

I 2 Dies ist evident, wenn q ~ ~p ; denn es ist 

D =  

I ~I I 
Es sei d a r a u f P ~ > 3 q ,  aber q > 4  p + ~ p .  Dann ist 

D=_q~(4q_p,)_ 27_4p(p~_ ~q9 ) 

oder 

D< -- 2qZp-- 27 + 6 p q < o .  

Wenn die Ungleichung (7) bes~ht ,  ist also die Diskriminante negativ. Die 

Gleichung xS=px ~-  qx + I hat dann eine reelle und positive Wurzel ~. Wie 

friiher folg4 dann die Ungleichung 

1 2 I I 3 1  

P > 4  q + 2 - q ~ - - 4 ~ "  

Hieraus sehliesst man, dass ~ < I i s t .  Denn aus ~ > I wiirde folgen 

I ~ 3_ 

P >4  q --4'  

was gleichzeitig mit (7) nur fiir q ~  2, p ~  I bes~ehen kann. 

Nun ist, wegen o < ~ <  I ~ p ,  

I -=q--v(p--v)<q.  

Folglich gib~ es zu jedem Zahlenpaar p und q, wenn 3 ~ q  < x  und 

I ~ p  ~ E(V~4q + I) --  I, eine Einheit V > !. mi~ negativer Diskriminant~. Die 

Anzahl dieser Einheiten ist folglich grSsser als 

4 i (7) q > p~+ 2 p. 
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q ~ 9 ~  

Z ( E ( V ~ - ~ -  i ) - -  i) = - 4 x V x - ~  O(x). 
q=3 3 

(E(y) bedeute t  die grSss~e ganze Zahl ~ y.) Verbinde~ man dies mi t  dem in (5) 

erhal tenen Resulta~, so ergibt  sich fiir die genaue Anzahl  der W e f t  

a-xv x + O(x). 
3 

Genau  dasselbe Resul ta t  erh~lt  man, wenu man die Einhe i ten  be~rach~et, die 

Wurzeln  einer Gleichung 

V a = - - ~ v ~ - - q v  + I, (p=~O, q>___ I) 

sind. Es sei die Diskr iminante  negat iv;  dann ist o < ~ < I ; und wie bisher folgt  

I 2 I 3 '~ I 2 I 3 

- . 4 
q> v 

Nun  ist 

oder 

o<73+pv~= !--qv 

I 
q 

I d .  1 
I s t  > x '  so muss folglich q < x  sein. 

daher  kleiner als 

I 
Die Anzahl  der Einhe i ten  ~ > - ist 

x 

q ~ 9 3  

Z (2Vq + i + i)--~ 4-xVxx+ O(x). 
q=l 3 

Anderersei ts  ha t  die Gleichung x 8 ~ - - p x  ~ -  qx  + I ,  mi~ p _--_ o und q ~ I,  e ine  

negat ive  Diskriminant.e D ,  wenn nur  

q >_-- 4 p~ 

i s t ;  denn es ist 

D ----- q~(p~ --  4q) + 4p ~-- q - - 2 7 < 0 .  
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Die Gleichung x ~ - -px~ - -qx  + I hat  dann eine reelle und positive Wurzel 7- 

Es ist welter ~ < I, und ferner 

i ~ + p v + q <  I + p + q .  

Folglich gib~ es zu jedem ganzzahligen Zahlenpaar p und q, wenn  I ~ ' q <  

x - -  2 ~ - -  I und o ~ p  ~ 2 ~q ,  eine solche Einhei~ ~2 > I mit nega~iver Diskrimi- 
37 

nante. Die Anzahl dieser Einheiten ist daher gr5sser als 

E(2V  = 4-xV x + O(x). 
q = l  

Fassen wir die bisherigen Resultate zusammen, so erhal~en wir die Formel (2). 

Man sieht auch, wie man mittels unserer Methode alle Einheiten im Inter- 

I 
vall I - - -  berechnen kann. Es sei z.B. x = 2 .  Wir betrachten zuers~ die 

x 

Gleichung V a = p v 2 - - q v + i  mit p und q ~ I .  

q = I , 2  oder 5. Ferner folgt q >  p 2 + 4 P _ 4  

Dann muss 2 >  1 > q ' 2 ,  also 

oder q > p - - I ;  da p = q  un- 

mSglich ist, muss q > p  + I. Es bestehen aber die folgenden MSglichkeiten: 

q : 2 ,  p : I ;  q-----3, p : 2 ;  q-~3, P = I .  Die zwei letzten Fs geben aber eine 

Zahl 7 <  1 . Es sei darauf die Gteichung , 2~ : - -pF~- -qF+ I mit q >  I und 
2 

p > o. I)ann folg4 

I I I 

I - - - -VS+P~+q~ > ~ + 4 2 0 +  2 q, 

was nur fiir p :  o ,  q--  I und p = q ~- I m5glich is~. Die entsprechenden Wer~e 

yon ~/ sind ~uch > I Endlich gibt die Gleichung ~3_~ I -  ~2 eine Zahl ~ > I - - ~  - - .  

2 2 

Die s~mtliehen Einheiten (mit negativer Diskriminante) > _I und < I sind folg- 
2 

lieh gegeben dureh die vier Gleiehungen: 

Die vier Zahlen ~/ sind nach abnehmender GrSsse geordne~. 
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8. E i n h e i t e n  i n  e inem gegebenen ZahlkS~Ter .  - Aus der allgemeinen K5rper- 

theorie folgt: In einem kubischen ZahlkSrper mit negativer Diskriminante gibt 

es eine Fundamentaleinheit ~ derart, dass jede Einheit des KSrpers sich in der 

Form 

darstellen l~sst, w o n  irgend einen ganzen rationalen Exponenten bedeutet. Man 

kann hier (wenn der K5rper reel ist) ~ positiv und < I w~hlen; in der Folge 

werden Fundamentaleinheiten immer so gew~hlt. 

In einem kubischen KSrper mit positiver Diskriminante gibt es zwei Fun- 

damentaleinheRen ~ und ~ derart, d~ss jede Einheit des KSrpers sich in der 

Form 

darstellen l~sst, mit ganzzahligen Exponenten n und m. Es gibt offenbar un- 

endlich viele solche Paare yon EinheRen ~ und ~. 

Diese Resultate lassen sich sofort auf die Ringe R (I, a, fl)iibertragen. Die 

Aufgabe die Einheiten des Ringes R( I ,  a, fl) zu bestimmen ist offenbar mit der 

anderen t, ufgabe identisch, die LSsungen der unbestimmten Gleichnng 

N(x + y~ + zfl)= +_ (i) 

in ganzen (rationalen) Zahlen x, y und z zu bestimmen. Wie verteilen sich nun 

die Einheiten in dem Raum (x, y, z)? Uber dieses wichtige Problem weiss man 

aber nech fast gar nichts. Man kSnnte z.B. die folgende spezielle Frage stellen: 

Gibt es unendlich viele oder nur  endlich viele Einheiten in der Ebene 

a x  + by  + c z ~ d ,  

wo a, b, c und d rational sind? Nut  in dem Falle d : o  wissen wir hier Bescheid: 

I 
Ist  n~mlich a yon Null verschieden, so wird x ~ - -  - (by + cz) .  Wird dieser Wer t  

a 

yon x in die Gleichung (I) eingesetzt, so bekommt man eine Gleichung 

F(y, z )=  + r 

wo F eine irreduzible, bin~re kubische Form mit ganzzahligen Koeffizienten ist, 

und C eine ganze Zahl. Dem Satze IV zufolge hat diese Gleichung nut  endlich 

viele ganzzahlige LSsungen y und z. Ist  a -~o ,  so ist entweder b oder c yon 

Null verschieden, und der Beweis verl~uft ganz analog. 
8 - - 2 9 7 6 4 .  Acta mathematica.  55. I m p r i m $  le  17 d~eembre  1929. 
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Sat~ XX. In einer Ebene durch Origo gibt es nut endlich viele Einheiten 

eines gegebenen kubisehen KSrpers. 

Dieser Satz l~ss~ sich mi~tels der anderen Resultate in der Nummer 3 be- 

deutend pr~cisieren, wenn die Diskriminante negativist .  Aus dem Satze V folgt: 

Satz XXI. Es sei a eine reelle ganze kubisehe Zahl mit negativer Diskrimi- 

nante. Dann gibt es hSchstens zwei positive (irrationale) Einheiten yon der Form 

x + ya,  mit ganzen rationalen x und y, abgesehen yon den Fdllen D ( a ) ~ - - 4 4  

und = -  3I, woes  drei solche Einheiten gibt, und yon dem Falle D(a ) - - - -23  mit 

vier solehen JEinheiten:" Gibt es mehr als eine (positive, irrationale) Einheit x + y a, 

so ist B(a)--R(r) ,  wo e die Fundamentaleinheit im Ringe B(a) ist. 

Es sei V ~= --V*--~ + i mit D ( ~ ) = -  44. Dann sind die Einheiten yon der 

Form x + yv gegeben dureh 

*/, ~ * ~ 2 ~ - - I  und ~/~7~56--IO3~. 

Es sei ~ s = I - - V  mit D(~2)=--3I .  Dann sind die folgenden Einheiten yon der 

Form x + y 

JEs sei ~ I--]ff mit D ( ~ ) = -  23. Die folgenden Einheiten haben dann die Ge- 

stalt x + yv 

7, V - * = I  +V, V s ~ I - - ~  und V ~ 4 V - - 2 .  

Die reelle Wurzel V der Gleichung V ~ = - - ~ - - 7  + I mit der Diskriminante - -44 

ist die Fundamentaleinhei~ des reellen kubischen KSrpers mit der Diskriminante 

-- 44. Die reelle Wurzel ~ der Gleichung 73 ~ I -- V mit der Diskriminante -- 31 

is~ die Fundamentaleinheit des reellen kubischen K6rpers mit derselben Diskri- 

minante. Die reelle Wurzel ~ der Gleichung ~ s :  I - - ~  mit der Diskriminante 

--23 ist die Fundamen~aleinhei~ des reellen kubischen KSrpers mit derselben 

Diskriminante. Diese drei Zahlen V sind alle posit iv 'und < I. 

Wenn ~ eine Einheit mi~ negativer Diskriminan~e ist, u n d o  < ~ < I, und 

wenn ~ - - x  + y~ is~, so muss n ~ o  sein, abgesehen yon dem Falle ~3__ i - - ~ ,  
/ WO ~ - - 2 ~ I  +9~. 1 

Wir wollen darauf deu folgenden Satz beweisen: 

t Siehe NAOELL ~, Hilfssatz III. 



Zur Theorie der kubischen Irrationalit~iten. 59 

Satz X]~II. 1~ sei ~7 die reelle Wurzel  der irreduzi?,len Gleiehung 

" ~ = p ~ - -  q~ + 1 

mit  negativer Diskriminante und ganzzahligen p und q. Es  sei ferner o < ~ < I. 

Dann  ist ~ die Fundamentaleinheit  im Binge R(V) des kubisehen KSrpers K(V), 

wenn von den folgenden Fiillen abgesehen wird:  

I ) Wenn r > I ist, und 

dann ist ~2=~ ~ und ~ =  I - - r g ,  wo ~ die Fundamentaleinheit des Binges B(V) ist. 

Es  ist R(V)----R(~ ). 

2) In  dem Falle 

r ]s= 5 ~2~-- 7r] + I, 

mit D---- -- 44, ist ~ - -  ~s und ~s = _ ~ _  ~ + I. 

ist die Fundamentaleinheit des Binges. 

3) In  den FSllen mit  D = -  31 

Es  ist ferner B(~2)=R(~), und ~ 

V'~ = - -  :V~--Vl  + i ,  
$ 

% = 3 V ~ - - 4 V ~ + I  

und ~ = - -  5 ~ - - 6 V s  + I, 

ist V l = ~  ~, W = g  8, V.~=~ 5 und ~a= 1- -~ .  Es  ist ferner B ( r # ) = B ( f ) ,  und ~ ist 

die Fundamentaleinheit  des Binges. 

4) In  den FSllen mit  D = -  23 

~ = 2~22.-- 3~]_~ q " I ,  

~p~ = 4 7 2 ~  - -  5 ~4 + I 

ist ~Tt = g~, ~7~ = gs, ~Ta = ~ ,  74 = ~5, ~75 = ~ und gs__ I - -  g ' .  E 8  ist ferner  R (~2~) = 

R(~), und ~ ist die Fundamentaleinheit des Binges. 

Beweis: Es sei ~ die Fundamentaleinhei~ im Ringe R(~7), o < g <  I, und 

f "~ = P f ' - -  Q~ + I, 
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mit ganzzahligen P und Q. Dann ist D ( t ) =  D(U) und, wenn U ~  t ist, , 2= t "  mit 

ganzzahligem n > I. Es ist folglich R(~)-- R(~), und dem Satze XVI zufolge muss 

a t + b  
~ - - - c t + d '  

mit ad--bc-~ + I, und c t +  d muss eine Einheit sein. Dann ist auch a t +  b 

eine Einheih Wir kSnnen beide Einheiten positiv annehmen. Von den drei 

letzten Ausnahmefifllen in unserem Satz wollen wir vorli~ufig absehen. Dann ist 

a t + b = t  ~ und c t + d = t  * mit m > s > = o .  Dem Satze XXIzu fo lgebes t ehennu r  

zwei MSglichkeiten, es ist entweder s = o  oder s =  I. In dem ersteren Falle wird 

a t + b  
~ 2 - - - - '  mit a d - = + I .  

I 

Aus ~ = + t + b folgt aber, wegen o < ~2 < I u n d o  < t < I. b-~- I und t =  I -- 7. 

Die Zahl I - - 7  ist aber keine Einheit, wenn die Diskriminante von 7 yon den 

Zahlen --2 3 und --31 versehieden ist. Denn aus _N(I - - 7 ) =  I folgt --i0 + q = I 

oder 

D(7) = p 4 _  6p.~ + 7ps + 6p -- 3 i.  

Diese Zahl ist aber positiv fiir alle p--> 5 und fiir alle p = < - - e .  

sechs Werte geben nut  D - - - - 2 3  oder = - - 3 I .  

Es sei darauf 

a t + b  
'2-- ~ '  mit b c = T I .  

Die iibrigen 

Is~ b =  -- I, T t = a t - - 1  und -N(a t - - I ) -~1,  so folgt 

a s -  Qa 2 + P a = e .  

Hieraus folgt offenbar a =  2 und P~-2  Q ' 3 ,  und 

D ( 7 ) : - - 4 Q s +  Q~(2Q-3) 3 - 4 ( 2 Q - 3 ) " +  I s Q ( 2 Q - 3 ) - 2 7 .  

Diese Zahl is~ positiv fiir alle Q~<o und f f r  alle Q_->6. Q - - I  gibt t 3=  

- - t * - t + r  und ~ ] : t s ;  Q = 2  gibt t s = t * - - 2 t +  I und 7 ' ~ : ' ;  Q = 3  gibt eine 

reduzible Gleichung; Q ~ 4  und Q = 5  ffihren auf Zahlen 7 >  I. 

Es muss folglich b :  + I sein, und *2t-----at+ I : I - - l a i r .  (Wegen ~2t< I 

muss ja a negativ sein.) Dann ist 
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-/~(I --lal~)=, = i  - I . I  P + I~1: Q -  lal ~, 

lal~- Qlal + p = o .  

61 

Die Zahl R =  ]f-Q~--4~P muss ganz-rational sein, und es ist 

Es ist ferner 

l a l  : x2 (Q + R). 

~8 I(QZ R~)gZ_Qg+I=( I Q+R~)(I Q--R~) 
4 2 2 ' 

wo die Fak~oren 

keine Einheit 

so wird 

oder 

rechts Einheiten sein miissen. Ausser I - - [ a [g  gibt es aber 

A + B E  mit AB=t=o. Sind die beiden Faktoren gleich l - - [ a l g ,  

f ~ = ( ~ - I ~ l ~ )  ~ 

(v ~)~ = ~(~+1> = (~ _ lal~)~ == ~ ,  

was unmSglich ist. 

wird 

Ist der eine Faktor gleich I, also Q - - +  R und P : o ,  so 

~ =  I - Q~. 

Es ist folglich ~ = ~,  und diese Zahl ist Wurzel der Gleichung 

Es bleibt nut  iibrig den Satz fiir die drei letzten Ausnahmefi~lle zu beweisen. 

Der Fall mit D = - - 4 4 -  In dem reellen Ringe mit dieser Diskriminante 

ist die Fundamentaleinheit gegeben durch die Gleichung ~ 3 = _  ~ s  ~ + I. Dem 

Satze X X I  zufolge sind die positiven Einheiten yon der Form x + y~ gegeben 

durch 

I, ~, 6 4-- 2~--  I u n d  ~tT= 56--  IO3~. 

Durch Kombinieren yon diesen Einheiten ergibt sich die einzige MSglichkeit ffir 

Diese Zahl ist Wurzel der Gleichung ~3=  5 ~ - - 7 7  + I. 
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Der Fall mi~ 1 ) = -  3i. In  dem reellen Ringe mit dieser Diskriminante 

is~ die Fundamentaleinheit gegeben durch die Gleichung g3= i -  ~. Dem Satze 

X X I  zufolge sind die positiven Einheiten yon der Form x + y g gegeben durch 

Hieraus finde~ man fiir ~ die folgenden drei MSglichkeRen 

g ' I ' I - - ~  

Diese Zahlen sind eben die im drit~en Ausnahmefall angegebenen Ausnahme- 

werte ffir 7. 

D e r  Fall mi~ D------23. In dem reellen Ringe mi~ dieser Diskriminante 

ist die Fundamentaleinheit gegeben durch die Gleichung ~3= I -  ~ .  Die posi- 

riven Einheiten yon der Form x + y~ sind gegeben durch 

Man finde$ fiir ~ die folgenden fiinf ~ISglichkei~en 

~ + ,  ~ + ~  ~ ' , ' - ~  

Diese Zahlen sind offenbar die im vierten Ausnahmefall angegebenen Ausnahme- 

werte ftir 7. Der Sa~z is~ d~mit vollst~i~dig bewiesen. 

w 4. ~ber kubische Zahlen mit gegebener Diskriminante. 

9. Es gib~ offenbar unendlich viele ganze Zahlen in einem kubischen KSrper 

mit derselben Diskriminante; denn es is~ D(a) ~ D(a + m), wenn m eine beliebige 

ganze rationale Zahl ist. 

Als eine einfache Folgerung aus dem Thueschen Satze (Satz IV) beweis~ 

m a i l :  

Satz XXIII .  Es sei a eine ganze kubische Zahl mit gegebener Diskriminante 

D,  und es sei 

a ~-~pa ~ - q a  + r. 
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Wenn dann eine der Zahlen p,  q, r gegeben ist, so bestehen nur endlich vide Mb'g- 

lichkeiten f i ir  die zwei iibrigen. Speziell gibt es also nur endlich viele ganze ku- 

bische Zahlen mit gegebener Diskriminante und gegebener Norm. 

Es sei n~mlich I, co l, co~ eine KSrperbasis in K(a) und d die KSrperdiskri- 

minante. Ferner sei a - - u  + wo~ + we%. Die Diskriminante yon a ist offenbar 

yon u unabh~ingig. Es ist 

wo f(v,  w) 

beschr~nk~. 

eine ganzzahlige irreduzible kubische Form ist. 

Dem Satze IV zufolge hat  aber die Gleichung 

f(v,  w ) =  -+- V ~  

.J  ist durch /)(a) 

nut  endlieh viele LSsungen in ganzen (rationalen) Zahlen v und w. 

gegeben ist, so sind ~lso schon die Koeffizien~en v und w beschriink~. 

gegeben, so folgt aus 
er162 p +  a pp~_p 

Wenn D 

Is~ nun 

eine Gleiehung ersten Grades zur Bestimmung yon u. Ist  q gegeben, so folg~ aus 

a d  "-k ~CC tp "-k d d P ~ q  

eine Gleiehung zweiten Grades in u. Ist  endlich r gegeben, so gibt 

N(u + v~l + w~%)=r 

eine Gleichung dri~ten Grades in u. Unser Satz ist folglich bewiesen. 

Als ~ebenresulta~ ergib~ sieh: 1)ie Anzahl der kubischen Einheiten mit ge. 

gebener Diskriminante ist endlich. 

Wenn die Diskriminante negativ is~, kann man diese Resultate bedeutend 

versch~rfen. 

Der Satz XXII  gib~ uns ein Mittel um die s~imtlichen Einheiten mit ge- 

gebener nega~iver Diskriminante zu bestimmen. Wir  beschrgnken uns anf posi- 

tive Einhei~en, die < i sin& (Hat die Einheit ~ die Diskriminante D, so haben 

I 
na~iirlich auch die Einhei~en --~ und +__~ dieselbe Diskriminante.) Es sei nun 

gegeben die negative Diskriminante D, verschieden yon -- 23, -- 3I und --44. 
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Da nn  bes~immen wir die s~mthchen Ringe mi~  dieser Diskr iminante .  I n  diesen 

Ringen best immen wir  die Fundamenta le inhe i t en  ~ (o < ~ <  I). Die gesuchten 

Einhe i ten  sind dann, dem Sutze X X I I  zufolge, diejenigen un te r  den ~, die die 

Diskr iminante  D haben.  Nur  in dem Falle ~ 3 - - I - - q ~  ( q >  I) gib~ es noch  eine 

Einheit ,  n~mlich ~ ,  mit. der Diskr iminante  D .  

Aus dem Satze X X I I  fo lg t  sofort :  Es gibt genau zwei Einhe i ten  mi t  der 

Diskr iminante  - -  44, n~mlich: 

und ~3, wenn ~3 = _ ~ _  ~ + I.  

Es gibt genau vier Einhei ten  mit  der Diskr iminante  - - 3  I, n~mlich: 

~, ~ ,  ~a und  ~5, wenn ~ s =  I - - ~ .  

Es gibt genau sechs Einhe i ten  mi~ der Diskr iminante  - - 2 3 ,  n~mlich: 
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