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1. Introduction 

1.l Rapellons la th6orie de Beurling des nombres premiers gdn6ralisds [1]. Etant  

donn6 une suite Pv P2 . . . .  de hombres r6els > 1 et tendant vers l'iniini, on conviendra 

d'appeler cette suite une suite de nombres premiers gdn6ralisds; la suite des (~entiers~) 

assoei6e ~ une suite de nombres premiers p~ est eonstitut~e par tousles  nombres r~els qui 

s'dcrivent eomme produit des nombres p~. On note par Jr (x) le nombre de (~nombres 

premiers ~> ~< x, par n (x) le nombre d'(~ entiers ~) < x, si deux produits diffdrents de 

hombres premiers donnent le m6me entier celui-ci doit ~tre eomptd deux fois. G6nd- 

ralement ehaque entier est compt6 avec sa multiplieitd. 

Lo probl6me fondamental de la rdpartition des hombres premiers g6ndralisds est 

le suivant: ddduire de la loi asymptotique de n (x) celle de ~r (x). Duns [1] Beurling 

ddmontre que 

n(x) =ax + O(x [log x] -% 

off a e t  b sont deux eonstantes positives et oh b >~, entralne 

X 

zr(x) "~ log x 

En partant  de ce rdsultat il est naturel de poser la question suivante: quelles hypo- 

theses minimales convenient-il de faire sur n (x) pour optenir une estimation du reste 

de la Iormule asymptotique de zr (x) analogue ~ celle La Vall6e Poussin et Vinogradov 

dans le cas des nombres premiers au sens usuel. I)ans [3] B. Nyman ddmontre que 

n ( x ) = a x + O ( x ( l o g  x) -m) quelque soit m 

1 8 ~ -  61173060. Acta mathematica. 106. Iraprim6 le 27 d6eembre 1961. 
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entraine que 

z(x) = li (x) + 0 (x (log x) ~) quelque soit m. 

On se propose dans ce travail  de montrer  que 

n(x) = bx + O(x exp ( - [log x]a)) 

off a et b sont deux constantes, 0 < a ~  1, entralne que 

~(x) = li (x) + O(x exp ( - [log x]a')) 

off a '  est une constante positive convenable. On obtient  ainsi un  reste de la m~me 

forme que celui donnd pour  ~ (x) dans la thdorie des hombres  premiers usuels avee 

des hypothbses sur n (x) assez faibles. Nous montrerons  d ' au t re  pa r t  par un contre 

exemple que l 'Hypothbse  de Riemann  est inexacte dans le cadre de la thdorie des 

nombres premiers gdndralisds. On peut  rdsumer ces deux remarques en disant  que 

d 'une  pa r t  notre connaissance actuelle de la loi asympto t ique  des nombres premiers 

usuels n 'es t  pas, dans son ordre de grandeur,  particulibre ~ la suite des entiers usuels 

alors que d 'au t re  pa r t  l 'Hypothbse  de Riemann  prdsente un caractbre vra iment  spd- 

cifique. 

La  technique utilisde ne pourra  plus 6tre une intdgration sur un contour  situd 

gauche de o =  1, les fonctions $ considdrdes admet t ron t  cette droite pour coupure; 

on remplacera l ' intdgration complexe par  un thdorbme taubdrien rdel, fond6 sur l 'dtude 

de la division dans une classe de fonctions diffdrentiables ddfinies sur toute  la droite. 

On peut  ddvelopper ees calculs dans le cadre un peu plus gdndral suivant :  d l I  

ddsignant une mesure positive, ayan t  son support  contenu dans l ' intervalle ouver t  

(1, + oo), soit dn la mesure e dlI, cette exponentielle dtant  ddfinie par  la sdrie 

dlI-~dH dlI->e... ~dII  
~ l + d I I  + 2 ~ + . . .  ~ n! + " "  

dII-~dII ddnotant  le produit  de composition pour  le groupe des homothdties,  81 la 

masse de Dirac placde au point  1. 

On pose n(x) = IZdn, 
J1 

I I ( x )  = ~[dII. 
On a alors. 
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1.2 TH~OI~ME.  

(1, + ~ ) ,  soit 

Posons 

Soit dII une mesure positive ayant son support contenu dans 

dn = e all. 

n(x)-bx 
e(x)- 

X 

I I ( x ) - l i  (x) 
r(x) 

X 

oit b est une constante, 

(1) 

a dtant une constante, 0 < a ~ <  1, on note par Na la proposition: II existe une constante 

c > 0 telle que 
e(x) = 0(exp ( - c[log x]~)). 

De mdme Pa notera la proposition: 

r ( x )  = O ( e x p  ( - (3[log xJa ) ) .  

On a alors les deux implications 

a 
2Y~ entra~ne P~, avec a' = - -  

10 

a 
P~ entra~ne N~,, avec a " =  

a + 2 "  

Remarquons  que le problbme original de la rdpart i t ion des nombres premiers 

gdndralisds peut  ~tre ramend s cet dnoncd; en posant  

II(x) = =(x) + ~(x~)  + ~(x~) + . . .  

la mesure associde aux entiers gdndralisds, soit dn, s'dcrit en effet dn = e  dH. D 'au t re  

par t  on a 

II(x) - ~ ( x )  = O ( z ~ ) .  

Eu  appl iquant  le thdorbme on obtient  le m6me reste pour  ~ ( x ) - l i  (x) que pour  

H ( x ) - ] i  (x). Nous construirons d ' au t re  pa r t  une mesure dH > 0 telle que 

alors que 

n(x)=xA-b+O(x -l~176 (o~1 b e s t  une constante) 

H(x) - li (x) = ~(x  ~) 

off fi est une constante  donnde s l ' avance  infdrieure ~ 1. 

19 -- 61173060. Acta mathematica. 106. I m p r i m 6  le 27 d6cembre 1961. 
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Dans le paragraphe 2 nous allons dtablir un th6orbme taubgrien tiant la diff6- 

rentiabilitd de ~' /~ ~ l 'ordre de grandeur du reste r(x), qui prgcisera les r6sultats 

obtenus dgjs par  Nyman  dans cette direction. Le paragraphe 3 sera consacrd g l 'dtude 

de la division dans une classe convenable de fonctions diff6rentiables. Le paragraphe 

4 suivra les mdthodes classiques de majoration de ~(~)(1 +it)  et de 1/~(1 +it).  

Le paragraphe 5 sera consacrd ~ l 'dtude de l ' implication de P~ vers N~, le para- 

graphe 6 ~ construction de contre exemples. 

Je  suis heureux de pouvoir remercier M. Arne Beurling de nombreuses conversa- 

tions qui m 'on t  introduit  dans ce sujet. Je  dois 6galement rcmercier M. Hans Rade- 

reacher pour avoir lu le manuscri t  et pour ses critiques qui m 'on t  permis d'amgliorer 

la r~daction. 

Posons 

2. Un ~nonc~ taub~rien 

~(s) = f x -s dn(x); 

k(s) = log  $(s) + log  ( s - 1 ) ,  Re s > l ,  

l 'argument  6tant choisi de telle sorte qu'il soit nul pour s > 1. 

Soit 

(x) = I "~ [log t ]  - 1  dt, li 
3e 

r(x) ddfini dans l'dnoncg du Thdor~me 1.1. 

On a alors la proposition 

2.1 PROPOSITION. Supposons que 

k(1 + it) = lim k(a + it) 
a--~l 

existe quelque soit t et soit une /onction de t indd/iniment ddrivable. 

qu'il existe deux constantes A e t  ~' positives, ~'>~ 1, telles que 

f + :  Ik (p) (1 + it)l S d t  _ ~ 2  < [AP~'] 2p, 

alors on peut trouver une constante c telle que 

Jr(x)[ < 0(exp ( - c[log x]a')) 
o~ a' = 1 / s  

Preuve: Posons /(s) = | x  s d li (x). 
3 

Supposons de plus 

(2) 
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Alors  en t e n a n t  compte  de la ddfini t ion de li (x) que nous avons  choisi 

r162 ~l -s  

/ ' ( s ) = -  x 8 d X - l _  s 

/'+oo el~y 

d'o4 f(8) = Js 

cet te  in tdgrale  p e r m e t  de prolonger  /(s) en une fonct ion mul t i fo rme  d4finie dans  le 

p l an  pr ivd  du  po in t  1, la  pdriode au tour  de ce po in t  d t an t  - 2 i ~ ,  I1 en rdsulte que 

e ( 8 )  = exp (/(8)) 

est une fonct ion mdromorphe  a y a n t  le po in t  1 pour  seul pSle, l ' o rd re  de ce p51e 

d tan t  1 et  que 

l(s) = ](s) + log (s - 1) 

es t  une fonet ion ent ibre vdr i f iant  

Posant 

II (p) (1 + it)l < 2Pp!.  

kl(s ) = log $(s) + / ( s )  

on en dgdui t  que k 1 sa t i s fa i t  les indgalit4s (2) avec 4ventue l lement  un  nouveau  ehoix  

de  la cons tan te  A.  Soit  

h(s) = k l  (8) 
8 

en u t i l i san t  la  formule  de Le ibni tz  eomme en 3.2 et  les indgali tds (2) on ob t ien t  qu~ 

IIh(P)ll~ = f ~ :  Ih (v) (1 + it)l s dt < [Alpa'] 2p. 

p a r t  f x -~ r(x) dx  = h(s) D ' a u t r e  

et  le thdor~me de Planchere l  donne avec (2) que 

f] ~ [ log  x]  ~" [r(x)l ~ d x  < [A 1 p~,]2~. 
X 

Supposons  que r (xo)>0 ,  alors si x > x  o 

xr(x) - x o r(xo) > li (xo) - li (x) > x o - x 
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d 'oh  si r(xo)<fl, on a 

r(x) > r(x~ s i x  vdrifie x0< x <  x 0 (1 +~r(xo) ). 
4 

De mgme si r(Xo)<O, x o > R  et Ir(xo)[<�89 on a 

r(x)<r--((~ ~ si xo(l+�89 o. 

Comme en ver tu  de [1] r(x)-+O lorsque x - + o  o, on en ddduit f inalement qu'il  existe 

un  nombre  R 1 tel que quelque soit xo>R 1 on air Ir(x)l>~lr(xo)] sur un intervalle 

d 'extrdmitd  x 0 et de longueur logari thmique >li t(x0) 1. 

Pa r  suite on a quelque soit x 0 > R 1 

~ 3  [log x0] 2" < f0  -~ [log x] 2p r2(x) dx 
X 

3.1 

e t  c 

~ions diff6rentiables F ,  d6finies sur route la droite et satisfaisant aux in6gMit6s 

IF (p) (t)[ ~ [A q(t) p~]P§ quelque soit p e t  t, 

oh  .4 d6signe une constante  eonvenable. 

3.2 PaOPOSITION.  Si FEC(q, ~, c) et GEC(q, ~, c') alors FGEC(q, ~, c+c'). 

3. Certaines classes de fonetions diff~rentiables 

On note  par  q(t) une fonetion dgfinie sur route la droite et telle que 

q(t) > 1. 

~tant deux nombres dorm,s, a>~l,  on note  par  C(q, a, c) la classe des fonc- 

(3) 

Preuve: En  utilisant la formule de Leibnitz donnant  la d6rivge d ' un  produit  il 

suffit  de majorer  

d 'ofl  f inalement 

Ir(x)[ 3 [log x] 2p < [A2 p~,]2p 

quelque soit x>R1,  et quelque soit l 'entier p; d'ofl 

Ir(x)l ~ < inf, lTo~J = O(exp ( - [log x]~')) 

ee qui d6montre  la proposition. 

Nous allons dans le paragraphe suivant  introduire des classes de fonetions dif- 

Igrentiables ee qui faeilitera la majora t ion des d~riv6es de k. 
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sup [F (m) G ("- m)[ < [A 1 q(t) p~]m+o [A 2 q(t) p~]p-m+~" < [A 3 q(t) p,]p+c'" 
ogm<.p 

ce qui aehgve la d6monstra t ion.  

Nous allons mont re r  que dans  eertaines conditions la division est possible dane  

C(q, ~). 

3.3 PROPOSlTIOSr. Supposons que FEC(q, a, c) et soit ql(t) une /onction telle que 

q~(t) > q(t) et que 
IF(t)] q~(t) >~ [q(t)]~+% 

1 
Alors ~EC(ql, ~, 1). 

Preuve: Nous allons utiliser une technique analogue s celle de [2] pour  ~valuer  

les ddrivdes au point  t 0. 

Q~(u) ddsignem le po lynome de degrd p vdrif iant  

Q(m)(O)=F (m)(to), O<m<~p. 

On a alors \Q~]u=o-\F]t=t.  

N o t a n t  pa r  ill(e) le m in imum de IQ] sur [ul ~< e, on obt ient  en appl iquant  l ' indgalit6 

de Cauchy au po lynome Q~ 

On a d ' au t r e  p a r t  

( 1 ] (  m e -~ 
<PM(e)' M ( e ) > 0 .  

P em 
M(e) > ]Fifo) ] - A 1 [q(to)] c ~ m ~c ,, =1 ~T. [Aq(to) m~]m > ] Fifo)] - A2 [q(t~ p~-I e, 

cette derni~re ~valuation v a u t  si eA q(to) 1o ~-1 < ~. Prenons  

1 
e 2A~ql(to) p~-i 

alors il r4sulte des in~galit6s que satisfait  qa(t) que 

1 
M(e) > 2 qx(to ) 

&off en po r t an t  dans l 'indgalitd de Cauchy 



2 8 8  PAUL MALLIAV/T~ 

ee qui aehgve la d6monstrat ion.  

Nous allons utiliser les proprigt6s des classes C pour  obtenir  l '~valuat ion des 

d6riv~es de k. 

3.4 PROPOSITION: Posons 

Supposons que 

et que 1~(1 + it)] > [q(t)] -~, 

Alors la proposition Pa, est satis/aite avec 

q(t) = [log (It] +e)]  ~, ~ >  1. 

r + i t ) -~  er ~, 1) 

) .>0 .  

~(3 + ~) 

1 
Preuve: Posons ~(t) = ~(1 + it) - i~t' 

s -  1 ~(s). Alors g(s) = % -  

�9 i t  1 

g(1 + a) = ~ ~(t) + it + ~  

et  app l iquant  3.2 on obt ient  que 

g(1 +it)eC(q, ~, 1) 

g'(1 +it)  EC(q, a, 2) 

et  comme Ig(1 +it)l >A[q(t)] -~ 

d'ofl 

ce qui entralne que 

on obt ient  en appl iquant  3.3 que 

1 
- E C(q 2§ ~, 1) 
g 

~P 
- E C(q 2+~, ~, 3) 
g 

d'ofl enfin k E C(q 2+~, a, 2). 
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Nous pouvons maintenant ,  ayan t  eette majora t ion des dSriv6es de k appliquer la pro- 

position 2.1 

_ ~t) ~ < A ~ p2~p [log t]2~(2+~>(~+2)j dtt 2 < [A 1 p~(~+~)]2p+2 

d 'oh  la proposit ion 2.1 entralne que Pa, est vraie avee a ' = 1 / ~ ( 3 + 2 ) ,  ee qn'il  fallait 

d6montrer.  

Remarque: Si on eonsid6re la fonetion $(s) de Riemann,  on peut  obtenir, sans 

utiliser la th6orie de Vinogradoff des sommes tr igonom6triques que les hypotheses  de 

3.4 sont  satisfaites avee ~ =  1, 2 =  1. On obt ient  alors en appl iquant  3.4. 

r(x) = O(exp ( - b[log x]t)) oh b > 0 

tandis que le th6or~me de La Vall6e Poussin donne la m6me expression avee l 'expo- 

sant  1. 

4.  E v a l u a t i o n s  de  ~ ( 1  + it) et de  ses  d6r iv6es  

4.1 ~qous allons utiliser la formule de sommat ion  par  part ie  suivante p(x) ayan t  

gtd dgfini en (1) on a 

f /  X1 ~ F§ 
- -  - s d x  (4) ~(s) -- x -~ dn(x) = X 1-~ e (X)  + s - 1 J x  e(x) x-~ 

oh X d~signe un nombre  arbitraire ~> 1. En  ddrivant cette formule on obtient,  en 

posant  

\ ~ /  j '  

S W B~(s) = x -~ (log x)" dn(x) + X 1-~ (log X) ~ 0(X) - s ~(x) (log x)" x s dx 

- p  e(x) (log x)~-I x-" dx. (5) 
x 

Notons  par  J(p,  X) la premiere intggrale f igurant  dans (5), par  I (p ,  X) la seeonde, 

la troisigme est alors I ( p - 1 ,  X). 

L'intdgrale J(p ,  X )  va gtre dvalude ~ l 'aide du lemme suivant.  

L E M ~ E :  Soit dtt une mesure ayant son support sur [1, + c~], et telle que 
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alors on peut trouver deux constantes A 1 et A 2 telles que 

f i x  -~ (log x) ~ d~t(x) < A 1 (log (A~ p)~ (6) X)V +1 + 

quelque soit s vdri/iant Re s = a/> 1. 

Preuve: Une intdgration par  partie rambne la majorat ion h celle de 

(log X)  ~ m(X)  - f / Ix -~ (log x)"]' re(x) X - ,  dx 

En  remarquan t  que x -" (log x) v est une fonction q u i  crolt sur [1, e vl~] puis ddcroit sur 

[e via, ~ ]  on majore cette intdgrale par  

A ~'x 
- -  Jinf(eV/%x ) [X -~ (log X)V] ' xdx  

d'ofi le lemme par  une intdgration par  partie allant en sens inverse et en re- 

marquan t  que 

f f  x -~ (log x) ~ dx < (log X) p+I 
p/a 

4.2 PROPOSITION:  Supposons que Na soit satis]ait, alors 

~ ( l + i t ) - -  EC(q, o~, 1) avec ~ = - ,  
a 

q(t) = [log (Itl + ~)3". 

Preuve: Avan t  d'utiliser la formule (5) nous avons  ~ dvaluer l ' intdgrale 

I(p, X)  = I +~ [9(x)[ x -~ (log x)P dx; 
3x  

util isant l 'hypothbse -/Ya 

I(p, X)  < ( - u ~) u ~ o~ x exp du. 

Remarquons  que la fonct ion exp ( - u  a) u ~+~ d6crolt sur l ' intervalle [(2p~) ~, + ~ ] ;  si 

log X > (2ap) ~ on a ainsi 

I(p, X) < (log X) ~+1 exp ( - (log x)a). (7) 

D 'au t re  par t  on a 

I(p, 1) < p~'. (8) 
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Nous allons pour  majore r  le second membre  de (5) dist inguer deux cas si 

log It] > 2 a p  nous dcrivons alors (5) en p renan t  log X = (log t) ~. On obt ient  en ut i l isant  

(7) et  (6), 
IB~(s) [ < A T [pV + (log t)~Cv+l)]. 

Si log [t[ < 2 ~ p ,  nous ~crirons (5) en p renan t  X =  1 et  en appl iquant  (8) &off 

�9 l ( v )  

E n  eomparan t  ces deux indgalitds on obt ient  

�9 1 (~)1 

ee qui entralne la proposi t ion 4.2. 

Nous allons minorer  $(1 +it) uti l isant  la technique classique de M. I-Iadamard.  

4.3 Supposons que N~ soit vdriJide, soit q(t) la /onction introduite dans l'dnoncd 

de 4.2, alors 
I~(1 +it)l > A  [q(t)] -r.  

Preuve: Comme d I I  > 0, l ' indgalit~ de M. H a d a m a r d  est  encore valable  et  donne 

(a - 1) 3 < [(a - 1) $(a)]3 ]~ (0 + it)l 4 I$ (a + 2it) I (a > 1). 

Majoran t  ~ (a + 2it) en ut i l isant  4.2 on obt ien t  

]$((r + it)l > A ( a -  1) ~ [q(t)]-~. 

E n  ut i l isant  (9) pour  majore r  la d6rivde premi6re on obt ient  

1~(1 + it)l > A (a - 1)~ [q(t)] -~ - A 1 (a - 1) [q(t)] ~ 

cette indgalitd est  vdrifide quelque soit a > 1; nous prendrons  a de telle sorte que le 

second te rme soit ]a moitid du premier:  on obt ient  Mors 4.3. La  ddmonst ra t ion  de 

la premi6re pa t t ie  du th~or6me 1.2 rdsulte Mors de la proposi t ion 3.4 clue l 'on appl ique  

avec 2 = 7, 1 /~  = a. 

5. Nous allons dans  ce paragraphe  indiquer  r ap idement  commen t  on peu t  inverse- 

m e n t  passer  d 'une  hypoth6se  P~ ~ une conclusion N~. Bien qu' i l  s 'agisse d ' un  rdsul tat  

abdlien, en  principe plus facile s o b ~ n i r  que le rdsul ta t  taubdrien inverse, nous ne 

saurons l '6tablir  qu 'en  ut i l isant  la technique taubdrienne prgc6dente. 
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5.1 Supposons que Pa est satisfait, c'est-g-dire que 

r(x) = 0 (exp ( - [log x]a)). 

q:(S) = f x -~ dH(x).  

Nous avons la formule de sommation partielle suivante, analogue s (4). 

fX F+~ XI-Y fxC~r ~(x)- x ~dH(x)=X-~+lr(X)+J~ ~ d y - s  r(x)x ~dx 

et en ddrivant 

( - 1F  [ ~ ) ( s )  + 
k ~-1/  J = f [x-~(l~176 

- p  r (x) ( logx)V- lx-Sdx-s  r(x)(logx)Vx-Sdx. (10) 

La premiere intdgrale se majore ~ l 'aide de (6), les deux dernibres intdgrales ont  

dtd dvaludes darts la ddmonstrat ion de 4.2 (le r61e que jouait  ~(x) est joud main tenant  

par  r(x)). Ceei permet  d'derire l 'analogue de (9): 

qo(v)(1 ~1~ (~-1~ + i t ) + \ ~ ]  [<Af[p~P+(q(t)) p+I] (p>~l) (11) 

1 
off ~ = - ,  q(t) = [log (It[ + e)] ~. a 

~(s) dtant  la transformde de Mellin d 'une  mesure positive 

[q(a + it)[ < ~v(a) < - l o g  (a - 1) + A  5. 

Util isant  la majora t ion de q~' on a 

[q(1 + it)[ < - log (a - 1) + (a - 1) A 6 [q(t)] 2 + A 4. 

P renan t  a - 1  = [q(t)] -2 on obtient  

l(p(1 + it)] < 2 log q(t) +A 7. 

D'ofi, comme ~ ( s )=exp  (q~(s)), 

]~(1 + it)] < A s q2(t). (12) 

Nous allons main tenant  majorer  les ddrivdes de ~(l+it), en utilisant~le lemme 

suivant.  
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5.2 LEMME: Soit fit) une /onction indd/iniment ddrivable dg/inie sur un intervalle 

I/(t)[ < 2 log q(t), 

[/(~)(t)] < A~(p ~p + [q(t)] "+1) 

et vdri/iant sur cet intervalle 

p>~ l.  

g(t) = ~xp if(t)). 

g(P)(t) < 
Alors ~ (A2p~)" + [A2pq2(t)] ". 

Preuve: Notons  pa r  Q(u) le po lynome de degr4 p tel  que 

Q(m)(O) = /(m)(to) O < m <~ p. 

Q(0) = 0 .  

Alors g(~)(to) = g(to) [exp (Q(u))]u=0.(P) 

•ous  allons 6valuer cette d6rivde pa r  la formule de Cauchy en choisissant un nombre  

b tel que sur ]u I = b, Q(u) soit born6 un i form6ment  quelque soit p et  to; on a 

P P 
m a x  IQ(u)l < ~ m ( ' - ' ) m  (Ab) m + ~ [q(t)] m+l (Ab) "~ 
lU] =b m=l m~l 

d'ofi  une majora t ion  uniforme si 

1 
~ = s u p  { A l p  a 1, Alq2(t)} 

e t  la ma jo ra t ion  de l 'dnonc6 du lemme.  

_Posons 

5.3 P R O P O S I T I O n .  Posons 

b 
l(t) = ~(1 + it) - i t '  

olt b est une constante convenable. Alors si Pa est satisfait 

II(')(t)t < q2(t) [A p~]" + [A p q2(t)]P+l. 

Preuve: Si t > l ,  on a d 'apr~s (11) 

]~(~)(1 + it)l < A T [p~P + (q(t)) p+I] 

~l suffit d 'appl iquer  (12) et le l emme 5.2 pour  obtenir  la majora t ion  5.3. 
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Si It[ < 1, posons 

alors (11) entrainc que 
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~o(t)=q(t)+log (it) 

[~v(v)(t)l<Aqp ~v 

et  l 'application du lemme 5.2 donne que 

g(t) = exp (~p(t)) 

vdrifie ]g(P)(t)] < [A p~]P, Itl < 1. 

On a de plus g(t) = it ~(1 + it). 

Choisissons b =g(O), on a alors 

g(t) --g(O) 
l(t) it 

et  g( t ) -g(O)  i u g'(ut) du  
t .) o 

ce qui montre,  en dgrivant  sous le signe somme, que 

II(~)(t)l<[Alp~] ", si I t l< l ,  

ce qui ach~ve la ddmonstration.  

Posons hi(s) = t(8) 
8 

q l ( X ) = n ( x ) - - x §  

alors f el(x) x -~ dx = hi(x) 

d'ofl le thdor6me de Plancherel  donne encore 

f0 :r 1 f+~ lel(X)l ~ (log x) ~ dx =-2~ J _ ~  Ih~(1 + it)]z tit. 

D'autre  par t  la proposit ion 5.3 permet  d'dva]uer le second membre  on obt ien t  

f Q~(x) (log x) 2p dx < (Ap) ~+4~ 

ce qui entraine comme en 2.1 que 
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[el(x)] = O(exp ( -- b (log x)a')) 

off b > 0  et oh a ' = a / ( a + 2 ) .  
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quelque soit ~ <  1. 

Soit c > l ,  posons 

II(x) = l i  (x) + O(x ~) 

oo 
l~(s) = x -  ~ dx  

log x" 

Alors par  le raisonnement  fair dans la proposit ion 2.1. 

f +oo c l -  y lc(~) = ~ d v  

et r = exp (lc(S)) 

est  une fonction mdromorphe ayan t  pour  p61e le seul point  1, ce p61e 4tant  simple. 

De plus I/~(a + it)l < A c-~ t -~ 

d 'oh  [~c(a + it)[ < exp (A c-"), a < 0. 

D ' au t re  pa r t  

l r 1 6 2  -1, si M > c  -~. 

~c 1 satisfait ainsi aux m6mes majorat ions que ~c- 

v4rifiant b > 1, c' > c lib. Posons 

k ( s ) -  ~'c(.s) 1. 
r (bs) 

Soient b et c' deux constantes  

Alors k(s) est de carr4 int4grable sur route parall~le s l 'axe imaginaire. Posons 

a + too 48 
h(x) = k(~) x "-1 

j ~_~:r 2 i x  ' 
a>l. 

6. Contre exemples 

6.1 Nous nous proposons de montrer  que l 'Hypothbse  de Riemann est ~ inexacte 

pour  les hombres premiers gdndralisds dans le sens suivant :  une distr ibution trbs 

rdguli6re de n(x)  n'entraine pas que 
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h(x) est une fonction de carrd int~grable sur tout compact. On a de plus 

log(k(s) + 1) = x -  s dx  +~ x b-1-1 - - -  x ~ d x =  x - s  d I I ( x )  
log x ,b log x 

off d I I  > 0  en ve r tu  du  choix de c'. 

I1 en rdsulte que h ( x ) >  0. Posons  

nl (x  ) = Jo h(X) dx 

[ ~+~r ds 
alors nl (x  ) = k(s) x ~-1 oh ~ > 1; 

j ~ _ ~  2i~s 

en in t~grant  sur  (~<0  ct  en m a j o r a n t  l ' in tdgrale  on ob t ien t ,  a, a ' ,  a "  d6signant  t ro is  

cons tan tes  a > 0, a "  > 0, 

In(x) - ax  - a '  I < inf (x" cxp (Ac-"))  = O(x-a,. log log x). (13) 
6<0 

On a mont rd  ainsi  le rdsu l ta t  su ivan t :  

I l  existe une  mesure positive d H  telle que d n = e  dH satis/asse (13) et que la /onction 

~(s) = f x -s dn(x)  

air pour seul zdro dans tout le p lan s =fl ,  on fl est un  nombre arbitraire, 0 < f i<  1. 

A y a n t  const ru i t  cet te  mesure  d I I  on lui associe une mesure  z de la mani~re  

su ivan te :  On pose d ~ ( x ) = d Y I ( x )  si c < x < c  2, 

d ~ ( x ) = d H ( x ) - ~ d I I ( x  �89 si c 2 < x < c  ~, 

d~(x)  = d H ( x )  - � 8 9  �89 - l d ~ ( x 1 1 " )  si c" < x <  G n+l.  

On a ainsi  une suite d 'dqua t ions  rdcurrentes  ddf inissant  d~. On v~rifie que pour  u n  

choix convenable  de c e t  c' on au ra  encore dT~ > O. Alors  

log ~(s) = f log (1 - t -s) dz~(t). 

Posons  ~ l ( x ) = p a r t i e  enti~re de ~(x), e t  soit  ~l(s) la fonct ion ddfinie p a r  
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log ~l(s) = f log (1 -- t s) dx~l(t), 

f ' t s - ~  
alors log ~(s) - l o g  $1(s) = s J  ~--~-~ [7~(t) -7c1(t)] dt. 

Le second membre  est  une fonct ion holomorphe  dans a > 0 .  Notons  pa r  P l ' . .  p n . . .  

la suite de hombres  r~els d~finie pa r  les points  off dT~ 1 a un saut.  On a ainsi mont r6 :  

I1 existe une suite Pl P2".. P~ de nombres rdels > 1 telle que 

soit une /onction holomori)he dans ~ > 0  a l'exception du :point s = l  qui est un pdle 

simple pour ~1. ~1 admet dans ~ > 0 un seul zdro qui est le point s =fi or fl est un 

nombre arbitraire, 0 < fl < 1. Si on le dgsirait  on pouva i t  ehoisir les Pi de telle sorte 

qu' i l  soient des entiers na ture ls :  il suffit de remplaeer  ehaque Pi pa r  l 'ent ier  le plus 

proehe. 

Enf in  en eonsid6rant des fonetions de la forme 

~(s )=~o(S ) [k=~(bk ( s - - i t k ) ) ]  -1, 

on peu t  pa r  un choix convenable des constantes  bk, ck, tk obtenir  des fonctions ~(s) 

ver i f iant :  (s - 1) ~(s) holomorphe darts Re s > - y  

= f x  -~ dH(x) off d I I > 0  e t  oh log ~(s) 

II(x) - l i  (x) = ~ ( x  exp ( - (log x)�89 

~, et s d tant  deux hombres  positifs donnds s l 'avance.  P a r  exemple on peu t  prendre,  

pour  k assez grand,  

log log ck = e k', 

t~ = (c~) ~', o i l / ~ '  > �89 (1 - ~), 

1 
bk= 1 + - - .  

log c~ 
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