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Wird eine Ungleichung oder ein System von Ungleichungen mit mehreren

Unbekannten gegeben, dann ist es bis jetzt nur in sehr speziellen Fillen moglich

zu entscheiden, ob diese Ungleichung, bezw. dieses System unendlich viele ganz-
zahlige Losungen besitzt oder nicht. In dieser Arbeit, die aus drei Teilen be-
steht, entwickle ich drei verschiedene Methoden, mittels deren man diese Frage
in vielen Fillen beantworten kann. Der erste Teil mit dem Titel: »Zur Gleich-
verteilung modulo Eins» behandelt den von Herrn H. Weyl! eingefiihrten Begriff

! H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins. Math. Annalen 77 (1916), S

312—352.
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der Gleichverteilung mod. 1. Im zweiten Teil, der den Titel »Rhythmische Sy-
steme>» triigt, entwickle ich eine neue Methode, und der Titel »Abschitzungen>»
des letzten Teils zeigt, dass in diesem Teil eine Abschiitzungsmethode benutzt
wird; man beachte, dass die im letzten Teil vorkommenden Abschitzungen nur
Mittel, kein Zweck sind.

Welche vou den drei Methoden den Vorzug verdient, hiingt von den zu
untersuchenden Ungleichungen ab. Die dritte Methode ist eine Verschirfung
der ersten, und wo die erste anwendbar ist, ist die dritte es auch, aber die erste
ist so viel einfacher, dass man sie, wenn sie anwendbar ist, stets der dritten
Methode vorziehen wird. Die zweite Methode kann weder mit der ersten noch
mit der dritten verglichen werden.

Verschiedene Resultate des letzten Teils sind schon von Herrn J. F. Koksma!
in seiner Doktordissertation angewendet worden.

Wo ich einen Satz mittels zweier Methoden beweisen kann, gebe ich, um
Raum zu sparen, nur einen Beweis.

Um diese Arbeit zu verstehen, braucht der Leser die Theorie der Diophan-
tischen Ungleichungen nicht zu kennen.

§ 1. Einleitung zur ersten Methode.

Obgleich ich in diesem Teil die Theorie der Gleichverteilung mod. 1 fiir
Funktionen beliebig vieler Veriinderlichen entwickeln werde, will ich mich in
dieser Einleitung beschriinken auf Funktionen einer Variabeln. Ich betrachte
eine Folge F von Intervallen e <x<¥b, wo a und b ganz sind, und die Linge
b—a unbeschrinkt wichst, wenn das Intervall die Folge 7 durchliuft. Jedem
dieser Intervalle ordne ich % reelle Funktionen f(z), ..., fulz) zu, die fiir jedes
ganze im betrachteten Intervalle liegende z definiert sind; ich nebme an, dass
die Anzahl » dieser Funktionen fiir alle Intervalle der Folge F denselben Wert
hat. Ich betrachte nun das System

(1) o=filx)—yw. <y v=1,2,...,9),

WO ¥y, 72y -+, ¥n feste positive Zahlen <1 sind, und wo z, y;, ¥s, .-, ¥a UD-
bekannte bezeichnen. Ich nenne eine ganze, im betrachteten Intervall asx<b

! Over stelsels Diophantische ongelijkheden, Doktordissertation Groningen 1930 (137 8.).
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liegende Zahl x eine ganzzahlige Losung, oder kurzweg eine Lésung von (1),
wenn diese Zahl bei geeignet gewilhlten ganzzahligen y,, s, - . ., ¥» dem System
(1) gentigt. Statt (1) ziehe ich es vor, zu schreiben

(2) osfil@ <y (mod 1) (r=1,2,...,n)%,

und ich werde mit 4,(a, b) die Anzahl der im Intervall a <z <b liegenden Lo-
sungen von (2) bezeichnen.

Die apriorische Wahrscheinlichkeit, dass eine ganze Zahl x dieses System
erfillt, ist gleich 7,75 ... 7a.

Definition 1: Besitzt die Anzahl A,(a, b) fiir jede Wahl der positiven Kon-
stanten y, <1 die Eigenschaft, dass das Verhdltnis

Ay{a, b)
b—a

nach der apriovischen Wahrscheinlichkeit 7y, ys ... yn strebt, wenn das Intervall
a=xz<<b die Folge I durchliuft, so nenne ich das System der -Funktionen f,(x),
fo@), ..., fulz) in den Intervallen a <z <b der Folge F gleichverteilt mod. 1.

In § 2 werde ich beweisen:
Satz 1: Sind «, ..., an, By, ..., Bu feste Zahlen mit

avéﬁwgav'*'l (7':1127'-')72)1

wst das System der Funktionen fi(x), ..., fal®) tn den Intervallen a<x <b einer
Folge I gleichverteilt mod. 1, dann besitzt die Anzahl Ag(a, b) der im Intervall
a=x<b liegenden ganzzahligen Lésungen des Systems

(3) o, < oder = f,(x) < oder < 8, (mod. 1) (v=1,2,...,n)

die Ligenschaft, dass das Verhaltnis

As(a, b)
b—a

le<f< B (mod. 1) soll heissen, dass bei geeignet gewihltem ganzzahligem y

e<f-y<g
ist.
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nach der apriorischen Wahrscheinlichkeit
B —a)(Be—a) - (Bn—an)

strebt, wenn das Intervall a =x<b die Folge F durchliuft.
Wird iiberdies

({,<ﬂ,, (1'::1,2,...,72)
gewdhlt, so st also wegen b—a— »

Agla, b)— oo,

Der Begriff der Gleichverteilung mod 1 besitzt die folgenden drei einfachen
Eigenschaften, die fiir die Theorie der Diophantischen Ungleichungen von we-
sentlicher Bedeutung sind, und von denen die erste und zweite schon von Herrn
H. Weyl entdeckt worden sind:

Erste Haupteigenschaft: Das System der Funktionen f,(x), fi(x), ..., fulx)
ist in den Intervallen a<x<b einer Iolge F dann wnd nur dawn gleichverteilt
mod. 1, wenn jJeder feste Gritterpunkt (hy, hs, ..., ha) 7 (0, 0, ..., 0) die Figenschuft

b—1
Dl il + o+ by (@)

Tr==qa

I
b—a

besitzt; hierin dwrchlduft das Intervall a < x<b natiirlich die I'olge F.

Zweite Haupteigenschaft: Das System der Funktionen f,(x), falz), ..., falz)
ist in den Intervallen a<x<b einer Folge I' dann wund nur dann gleichver-
terlt mod. 1, wenn fiir jeden festen Gitterpunkt (hy, hs, . " ha) # (0, 0, ..., 0) die
Funktion

hifi(@) + ke folx) + -+ + ha ful)
in diesen Intervallen gleichverteilt mod. 1 ust.

Dritte Haupteigenschaft: Ist fiir jedes feste positive ganze h die Funktion
Slx+h) —f(z) in den Intervallen a<x<b—h gleichverteilt mod. 1, so ist flx) in
den Intervallen a =x<b gleichverteilt mod. 1.
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-1
-1

Anwendungen der Haupteigenschaften.

1. Anwendung: Sind 6, und 6, feste Zahlen und ist 6, irrational, so ist
fiir jedes feste ganze hs£o

b—1
__I_ Z 27T h (O + ) <- I_, . ___l__ — o0,
b—al|lZ, b—a |sinmh8,]

sodass nach der 1. Haupteigenschaft die Funktion 8,z + 6, in den Intervallen
a=x<b gleichverteilt mod. 1 ist.

2. Anwendung (Das Weylsche Theorem): Ist % eine feste natiirliche Zahl
sind 6,,0,, ..., 0 fest, und ist 6, irrational, so ist das Polynom

2

K
fla)= Z /A
#==0
in den Intervallen ¢ Sz <b gleichverteilt mod. 1.
Denn diese Behauptung ist fiir den Spezialfall k=1 schon in der 1. An-
wendung bewiesen. Ist #=2, und ist die Behauptung mit #— 1 statt % bereits
bewiesen, dann ist fiir jedes feste positive ganze h die Funktion

k-1
Sfle+h)— fr)= 2 Ot 1y r*,
w==f)
wo
0= hkb,,

also irrational ist, in den Intervallen ¢ <x<<b—h gleichverteilt mod. 1, sodass
nach der dritten Haupteigenschaft f(z) in den Intervallen a<z<b gleichver-
teilt mod. 1 ist.

3- AnWéndung: Sind die Voraussetzungen der vorigen Anwendung erfiillt,
sind « und § Konstanten mit ¢« <g, dann besitzt die Ungleichung

k
(4) o< 2 Op—nx* < B {(mod. 1)

%x=0

uneundlich viele ganzzahlige Losungen x; bei geeignet gewihltem L enthalt sogar

jedes Intervall der Liinge L wenigstens eine ganzzahlige Losung > von (4).
48—30534. Adcta mathematica. 56. Imprimé le 10 mars 1931.
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Denn sonst wiire §—a =1, und wire es moglich eine Folge F von Inter-
vallen ¢ <2 <b mit

(s) A,{a,b)=0

zu finden, Wo @ und b ganz sind, die Linge b—a unbeschrinkt wichst, wenn
das Intervall die Folge F durchliuft, und wo 4,(a, b) die Anzahl der im Inter-
vall asx<b liegenden ganzzahligen Lésungen z von (4) bezeichnet. Da nach
der 2. Anwendung das Polynom 6yz* + --- + 6; in den Intervallen a <z < b gleich-
verteilt mod. 1 ist, ist nach Satz 1

A,la, b)

b—a P

und das ist mit (5) in Widerspruch.

4. Anwendung: Ist ¢ eine feste ganze Zahl, ist f(z) fiir jedes feste ganze
z Z ¢ definiert und reell, und strebt #f(x) bei unbeschriinkt wachsendem x nach
einem festen irrationalen Grenzwert 6, so ist f(z) in den Intervallen a<z <¥,
wo a stets =c¢ vorausgesetzt wird, gleichverteilt mod. 1.1

Beweis: Fiir jedes reelle Zahlenpaar % und v ist

n
271:sz¢2"""¢110 j dw
v v

Ich wihle eine natiirliche Zahl ¢, und eine ganze Zahl g,=c, derart, dass

fir jedes ganze £=g,

n |4/ —61< 5

(6) |rin — g2rin] = S2nm =2a|u—uv|.

ist. Ist g eine ganze Zahl =g,, so ist fiir jedes ganze x=g¢g

z—g
q2

) —1lo) — bla—g) | =| S(ar—o)| =

wegen (7), sodass aus (6) folgt, wenn h eine feste ganze Zahl >0 bezeichnet,

Y df@)=flz+1)—flx).
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| minsta) _ greinisior oty | < 221 E—0)

q
also
gtq—1 gtq—1 ” Illg+q—1
| > erninsla) él o e-mih(f(.«,)w(x—g))l + 280 3 @—g) =K,
=g =g - q x-=gq
wo ich

I
_ — h
[smang] * 27

gesetzt habe. Hieraus folgt fiir jedes ganze positive H

g+Hq—1
| >\ enie| < HE,
x=g
also fiir jedes ganze b>g
b—1 b
lze‘znihf(x) <" " IKg+q.
q

x=g

Ist a=g,, so wihle ich y=a, und erhalte

b—1
I .
- 2 e2nzhf(z)
b—a

r=a

SE+ Z ;
—q b—a

ist a<g,, so wiihle ich g==g,, und erhalte

b1

1 2ihf (x) ,20_:3_;.5_{_ 4
|b——a§ae “b—a g b—a
Wegen b—a— o« ist also stets
b—1
im | 2 D eainsia) é;K,
b—aiZ, q

giiltig fiir jede natiirliche Zahl q. Folglich ist

b—1

I .

— e27nhf(z) -0
5o ,

r=a

379
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sodass nach der 1. Haupteigenschaft f(z) in den Intervallen a <z <? gleich-
verteilt mod. 1 ist.

5. Anwendung (Verallgemeinerung des Weylschen Theorems): Sind £ und
¢ feste ganze Zahlen mit k> o, ist f(x) fiir jedes feste ganze x = ¢ definiert und
reell, und strebt ~*f(x) bei unbeschriinkt wachsendem x nach einem festen
irrationalen Grenzwert 8, so ist f(x) in den Intervallen a <z <b, wo a stets =¢
vorausgesetzt wird, gleichverteilt mod. 1.?

Denn diese Behauptung ist fiir den Spezialfall £= 1 schon in der vorigen An-
wendung bewiesen. Ist £=2, so besitzt die Funktion

h—1

fild)=flz+h) — fl@) = D Aflx+q)

q=0

fur jedes feste positive ganze h die Eigenschaft, dass

h—1

S fo(@) = D) A (@ +q)

q=0
bei unbeschriinkt wachsendem x dem festen irrationalen Grenzwert 118 zustrebt. Ist
die zu beweisende Behauptung mit A —1 statt % bereits bewiesen, dann ist f(x)

in den Intervallen ¢« <x<b—h gleichverteilt mod. 1, sodass nach der dritten
Haupteigenschaft f{(x) in den Intervallen a =<x <b gleichverteilt mod. 1 ist.

6. Anwendung: Sind die Voraussetzungen der vorigen Anwendung erfiillt,
sind ¢ und 8 Konstanten mit ¢ S 8=« + 1, dann besitzt die Anzahl As(a, b) der

im Intervall e =x <b liegenden ganzzahligen Losungen der Ungleichung
(8) a < oder = f(x) =< oder < g (mod. 1)

die Eigenschaft
lim 42(@: 9)
b—a

=f—a,

wenn o stets =c¢ ist, und die Linge b-—a des Intervalls unbeschrinkt wiichst.
Bei geeignet gewiihltem L enthilt somit jedes Intervall a<z<a+ L, wo a=c¢
ist, wenigstens eine ganzzahlige Losung von (8).

Y Ist k= 2, so ist A%f(x) = d(A—1f(x)).
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Diese Anwendung folgt unmittelbar aus Satz 1 und Anwendung s.

Bis jetzt war nur bekannt: ist e fest, und strebt g nach «, so ist

lim Tm A2 _
f—a b—c —¢C

7. Anwendung: Ist « eine feste ganze Zahl, ist f(x) fiir jedes ganze x =a
definiert und reell, ist #/f(z} filr hinreichend grosses ganzes z monoton, und gilt

(9) lim 4/f(z) =0, limz|4f(@2)|="cs,

L0

so ist f(x) in den Intervallen a<x<b, wo b unbeschrinkt wiichst, gleichver-
teilt mod. 1.

Beweis: Fiir jedes reelle Zahlenpaar » und v ist

lc'_’:n'u —_— i 276’0'('1&"‘7})82"”' _ I (/,2ni(u~—-r) —_— — 27r'i(u—~v)|
H—0

= 47:2! (u—v —1r) e'*””'“’dwl

H—nr
»

= 40t | (w—-v—1w)dw I = 270%(u—v)*.

Ich wiihle die ganze Zahl g=a so, dass A f(x) fiir jedes ganze =g mono-
ton ist. Wegen (9) ist dann /f(x) im Intervall x=g bestindig positiv oder
bestiindig negativ. Ist h eine feste ganze Zabl h#o0, so folgt aus {10) fiir jedes
ganze r=g

e‘.’.nihf(.t+1) e2ﬂihf(:c)

Ifl@)  4Af@)

— 2w

=27kt | 4f ()],

also

e‘.’:zihf(x+1) e‘.’uihj(."c)

dflx+1) 4f(x)

+ 272°R | Jf(x)].

o 2nibf@) | < !
2rothe |=|4f(x) df(x+l)|

' Th. Skolem, Einige Sitze iiber ganzzahlige Losungen gewisser Gleichungen und Unglei-
chungen, Math. Annalen 95 (1925), p. 2—68.
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Fiir jedes ganze b> g ist somit wegen der Monotonie von 4 f(«)

2_7:}_1»_2, mmﬂl)l | 2rinf®  g2aiksly I 1
=g b| 4£(b) Jf blaflg)  4F@)
b—1
» 22 ¥ = 31476
2 2 27t h“’
= + + df(x)|—o
ST * aaral T 5 2
wegen (9). Hieraus folgt
h—1
b 2aths(x) 3 o,

Z"‘d

sodass nach der 1. Haupteigenschaft f(z) in den Intervallen a <z <b gleich-
verteilt mod. 1 ist.

8. Anwendung: Sind a und % feste ganze Zahlen mit £>o0, ist fl) fiir
jedes feste ganze z=a definiert und reell, ist «#*f(z) fiir hinreichend grosses
ganzes x monoton, und gilt ‘

(11) lim #*f(x) = o, hmzld’*f( )| =,
dann ist f(z) in den Intervallen a<x<b, wo die ganze Zahl b unbeschrinkt
wiichst, gleichverteilt mod. 1.

" Denn diese Behauptung ist fiir den Spezialfall k=1 schon in der vorigen
Anwendung bewiesen. Ist =2, so besitzt die Funktion

h—1

file) =flz+h) — Z_‘zszxw)

fiir jedes feste positive ganze h die Eigenschaft, dass
h—1

2= fila) = 2 4fz+ )

=0

‘bei hinreichend grossem ganzem x monoton ist, und wegen (11) den Beziehungen
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lim A4 1f(x) =0, lim z|Afi(x)| ==
geniigt. Ist die zu beweisende Behauptung mit % —1 statt % bereits bewiesen,
dann ist diese Funktion fi(z) in den Intervallen a =x < b — h gleichverteilt mod. 1,
sodass nach der dritten Haupteigenschaft f(x) in den Intervallen a <z < gleich-
verteilt mod. 1 ist. ’

9. Anwendung: Sind die Voraussetzungen der vorigen Anwendung er-
fillt, sind ¢ und 8 Konstanten mit « <8 =<¢ + 1, dann besitzt die Anzahl 4,,(a, b)
der im I[ntervall e =z < b liegenden ganzzahligen Lésungen x der Ungleichung

(12) a < oder = f(x) = oder <13 (mod. 1)

die Eigenschaft
ﬁmé%%izﬂ—m

a0

Diese Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1 und Anwendung 8.
Bis jetzt war nur bekannt: ist « fest, und strebt 3 nach «, so ist

lim Gm Ae@? _ .
f—a b— b

Numerische Beispiele.

Beispiel 1: Das System

— 1 .
o<Var'—-—y<e
3

0<V§x7+x6V§—-—éV;—z<s

o< zflogz.loglogz + ma® —u <e¢

besitzt fiir jedes positive ¢ unendlich viele ganzzahlige Losungen x, y, 2, u. Ist
¢=1, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine natiirliche Zahl z diesem System
geniigt, gleich &%

! Vergl. die Fussnote auf 8. 381.
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Beweis: Nach Satz 1 geniigt es zn zeigen, dass das System der drei
Funktionen '

Vaz', Via' +2%Vz, 2°logz.loglogz + ma?
in den Intervallen 2<2z<b, wo b unbeschriinkt wiichst, gleichverteilt mod. 1

ist. Aus der zweiten Haupteigenschaft folgt, dass ich dazu nur zu zeigen
brauche, dass die Funktion

fle)=hVzz' + h (V32" + 2° Vz) + hy (22 log x . log log x + mx?)

fiir jeden festen Gitterpunkt (A, ks, k) # (0, 0, 0) in diesen Intervallen gleich-
verteilt mod. 1 ist. Ich unterscheide nun zwei verschiedene Fille:

1. Wenigstens eine der zwei Zahlen %, und h, sei > 0. Dann strebt A f(x)
bei unbeschrinkt wachsendem z nach dem irrationalen Grenzwert

7! (th;'*' h:V‘:)'_),

sodass f(xr) nach dem verallgemeinerten Weylschen Theorem (Anwendung 5) mit
=7 in den Intervallen 2 <z <b gleichverteilt mod. 1 ist.
2. Es sei hy=h,=o0, also h;0. Dann ist

f(@)= hy(z*log z . loglog = + 7x¥);

A*f(x) ist fiir hinreichend grosses ganzes xz monoton, und man hat

xd’f(z) _
—=loglogz 2hy,

sodass
lim Af(z) =0, limz|L f(z)]=

L0 P omads ]

ist. Nach der 8. Anwendung, mit k=3, ist f(x) in den Intervallen 2=x <)
gleichverteilt mod. 1.

Beispiel 2: Die Ungleichung -
(13) 2x2°+7x‘y2<y4——y+I<2x2°+z‘°y—2x2y2
besitzt unendlich viele positive ganzzahlige Losungen x,y. Die Wahrscheiolich-

keit, daSs eine natiirliche Zahl x dieser Ungleichung geniigt, ist gleich éV;,



Diophantische Ungleichungen. I. Zur Gleichverteilung Modulo Eins. 385

und es gibt eine natiirliche Zahl L, derart, dass unter L konsekutiven natiir-
lichen Zahlen wenigstens eine Losung z von (13) vorkommt.

Beweis: Die Punkte (x, y) der durch (13) definierten Figur mit hinreichend
grosser Abszisse x liegen auf einem geraden Segment
) <y < y.lx),
wo die Funktionen y,(x) und .(z), wie man sich leicht iiberzeugt, die Eigenschaften
lim () —V2a%) =0, lim (o) — V22 =3 V2
besitzen.

Ist § eine positive Zahl < YI(*SVE’ so geniigt also jeder Gitterpunkt (z, y)

mit hinreichend grosser Abszisse z und mit
1,/ - v s
——gl/ z24+é6<Veab—y<—4

der Ungleichung (13), wiihrend jeder Gitterpunkt (x, y) mit hinreichend grosser
Abszisse und mit Eigenschaft (13) der Ungleichung

(=4

——;V_z—d<|/§x"’—-y<6

geniigt. Sind a und b positiv ganz mit ¢ < b, bezeichnet 4,;(a, b) die Anzahl
der im Intervall a<z<b liegenden Losungen von (13), 4,,(e, b) die Anzahl
der in diesem Intervall liegenden Lésungen von

(14) *§VZ+5<V2'9;5<~—6 (mod. 1),

und schliesslich A,;(«, b) die Anzahl der in diesem Intervall liegenden Losungen von
(15) —éVZ—a<VZx5<a (mod. 1),

dann ist also bei geeignet gewihltem nur von J abhingigem ¢
(16) Ao, b)) —e< Ayla, b) < Aj5(a, b) + c.
Nach dem Weylschen Theorem (Anwendung 2) ist

Ay (a, b)

b—a

.= Al.’y(arb) _I
—>§V2~—26 und “—a —98 2z + 24,

49—30534. Acta mathematica. 58. Imprimé le 10 mars 1931.
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sodass aus (16) folgt

Als (a’ b) - 'ﬁ; Al.’! (av b)
b =

I .
— — < 1
8V2 20 = lim - -

= éV; + 24,
also
Jim 48 _ 372

b—a

Hieraus folgt die Behauptung.
Ersetze ich in diesem Beispiel z durch ¥z, so bekomme ich

Beispiel 3: Die Ungleichung
(17) 22 + 72yt <yt —y + 1 <220+ 2Py —22y°
besitzt unendlich viele positive ganzzahlige Losungen z, y, und die Wahrschein-

lichkeit, dass eine natiirliche Zahl x dieser Ungleichung geniigt, ist %V;

Um das zu beweisen, brauche ich nur im Beweis des vorigen Beispiels x
durch Vx zu ersetzen, a=1 zu setzen, und Anwendung 8 statt 2 zu benutzen.
v

In § 8 werde ich von Ungleichung (17) noch mehr beweisen, niimlich: ist I
eine Folge von Intervallen a <2 <), wo a und b natiirliche Zahlen bezeichnen mit

(18) b_a—)oo

Va ’

wenn das Intervall die Folge durchliuft, so geniigt die Anzahl A,;(a, b) der im

Intervall a=<x < liegenden Losungen z von (17) der Beziehung

Al'l (a1 b) I
b—a SV;'

Hieraus folgt, dass eine positive absolute Konstante C existiert, derart, dass

fiir jede natiirliche Zahl a das Intervall

a<z<a+ CVa

wenigstens eine Lésung x von (17) enthilt, da sonst eine Folge von Intervallen
a<x<b mit (18) und 4,;(a, b)=o0 existieren wiirde.

Ubrigens lLisst sich dieses Resultat noch erheblich verschirfen; denn, wie
ich im dritten Teil beweisen werde, darf hier (18) durch die viel weniger for-

derende Bedingung
b—a
8

Va

— 0
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ersetzt werden. Folglich existiert eine positive absolute Konstante ¢, derart,
dass fiir jede natiirliche Zahl « das Intervall

a<x<a+ CVa

wenigstens eine Losung x von (17) enthiilt.

In § 6 betrachte ich Polynomsysteme und beweise ich u. a. die folgenden
Siitze, wobei m, also beliebig viele Unbekannte x,, w,, ..., 2, auftreten.

Satz 2: Bezeichnen

Solx) =Lfoloy, gy ooy xm)  =1,2,...,0)
reelle Polynome, so hat das System

(19) —e<filx)<e (mod. 1) (»=1,2,...,7)

dann und nwr dann fiir jedes feste positive ¢ unendlich viele ganzzahlige Lisungen
=2y, @y, ..., ), wenn ein Gitterpunkt c=/(0,, 0., . . ., On) existiert mit folgender
Eigenschaft: fiir jeden Gitterpunkt (hy, hy, ..., k), fiir den das Polynom

hl./‘l(w) + h!.ﬁ.’(‘l’) + -+ ’ln_ﬁx(.’l,'),
(d. k. (i a. B.y)" rationalzahliy ist, ist die Zuhl

hlfx(o') + hsf:(‘f) +-+ T f(0)

ganz.

Diesen Satz kann man anders formulieren, wenn man die folgende Detini-
tion benutzt.

Definition 2: Sind

) =flz, sy ..y 2m) (p=1,2,...,70)

reelle  Polynome, so betrachte ich die Menge R der Punkte u=/(u,, u,, ..., tn) im
n-dimensionalen Raum mit folgender Eigenschaft: fiir jeden Gitterpunkt (hy, hs, ..., hn),
Jiir den das Polynom

hy fil2) + hzf;(x) + o+ ha fulz)

! »d. k. G. a. B. g.» soll heissen »das konstante Glied ausser Betracbt gelassen» oder »die
konstanten Glieder ausser Betracht gelassens:
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(d. k. G. a. B. g.) rationalzahlig ist, ist
| h,ul;i-hzu2+--‘+h,.z¢,.=o.
Ls ist klar, dass R ein linearer Raum ist; ich nenne R den den Polynomen f(x),
Solx), ..., ful) zugeordneten Raum.

Aus Satz 2 folgt
Satz 3: Bezeichnen
fol@) =fulzy, oy .., km) (v=1,2,...,n)
reelle Polynome mit zugeordnetem Raum R, so hat dus System (19) dann und nur
dann fir jedes positive & unendlich viele ganzzahlige Liosungen x=(x,, xy, ..., Tu),
wenn ein Punkt w==(u,, 4y, ..., un) tn R und ein Gitterpunkt o=/(g,, 0., ..., Ou)

existieren mat
: %, =f,(0) (mod. 1) v=1,2,...,n).

Bei linearen Polynomen kann Satz 2 noch anders formuliert werden, und
zwar wie folgt.

Satz 4 (Satz von Herrn (. Giraud'): Bezeichnen
fol@) = fol,, Tey - - ., Tm) (r=1,2,...,m)

reelle lineare Polynome, so hat das System (19) dann wund nwr dann fior jedes posi-
" teve & unendlich "viele ganzzahlige Lésungen x=(x,, x,, ..., ZTm), wenn fir jeden
Gitterpunkt (hy, hy, . .., h.), fiir den das Polynom

hxfx(x) + hofolx) + -+ + R f ()

(d. k. G. a. B.g.) ganzzahlig ist, auch das konstante Glied dieses Polynoms gleich
einer ganzen Zahl ist.

Dass dieser Satz bei nicht-linearen Polynomen nicht richtig zu sein braucht,
geht aus dem einfachen Beispiel

I ,, I
n=1, z)= -2+ -
; m fil@) 3 '*'3

! G. Giraud, Sur la résolution approchée en nombres entiers d'un systéme d’équations liné-
aires non homogénes, Comptes Rendus des séances de la Société Mathématique de France (1914),
P. 20—32. Vergl. in-denselben Comptes Rendus (8. 46—48) die Mitteilung des Herrn A. Chatelet,
Sur une communication de M. Georges Giraund.



Diophantische Ungleichungen. I. Zur Gleichverteilung Modulo Eins, 389

hervor; jedes ganze I mit der Eigenschaft, dass
hf(x)—h(£w2+l)
V1 3703

(d. k. G. a. B. g.) ganzzahlig ist, ist durch 3 teilbar, sodass dann auch das kon-

stante Glied é h dieses Polynoms gleich einer ganzen Zahl ist, aber die Ungleichung

hat keine ganzzahlige Losungen.

In § 6 untersuche ich nicht nur System (19), sondern auch

[ o<file)<e (mod. 1) A=1,2,...,0

(20) |- < folr) <e (mod. 1) (v=1+1,l+2,...,n)

wo 1 =[!=n ist, und beweise ich

Satz 5: Ist 1 <1< n, und bezeichnen

Solx) = folz,, 24, . . ., Zm) v=1,2,...,n)

reelle Polynome mit zugeordnetem Raum R, so besitzt (20) dann und nur dunn
Siir jedes positive ¢ unendlich viele ganzzahlige Lésungen x, wenn ein Punkt
w=(uy, Uy, ..., ) tn B und ein Gitterpunkt ¢=/{0y, 0s, . . ., Ou) existieren mit

us = fi{0) (mod. 1) v=1,2,...,m),

und wenn ausserdem fiir jeden Gitterpunkt (ky, ks, ..., k) (0,0,...,0) mit Ko-
ordinaten ki =0 im Polynom

kfile) + ko fol) + - + kufile)
wenigstens ern nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten vorkommd.

Bis jetzt habe ich in dieser Einleitung fast nur iiber Systeme der Gestalt

a, < folx) — 9, < B> r=1,2,...,n)
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gesprochen, aber im letzten Paragraphen (§ 9) von Teil I behandle ich all-
gemeinere Systeme, die ich Normalsysteme nenne, und die die Gestalt

(21) a<y(fil@)—un, .. il =y <8 (G=1,2,...])

haben. Dass der Begriff der Gleichverteilung mod. 1 fiir Normalsysteme von
Bedeutung ist, ergibt sich aus

Satz 6: Ist das System der Funktionen f,(x), ..., fulx) gleichverteilt mod. 1,
und sind die Funktionen x,(vy, ..., vn) fiir jeden Punkt (vy, v,, ..., va) definiert
und stetig, so hat (21) dann wnd nwr dann unendlich viele ganzzuhlige Lisungen,
wenn ein Punkt (w0,, w,, . .., wn) mit

ar < g, (wy, ws, ..., wa) < B2 A=1,2,...,0)

existiert. Existiert ein solcher Punkt, dann kann man die Wahrscheinlichkert Ue-

rechnen, dass emn x bei -geeignet gewdhlten ganzen ¥y, ¥s, ..., yn das System (21)
erfiillt.

Die Untersuchung, ob die Methode der Gleichverteilung mod. 1 auf ein
gegebenes System anwendbar ist, wird im allgemeinen in drei Schritten verlaufen.

Erster Schritt: Normalisierung des gegebenen Systems, d. h. man ver-
sucht das gegebene System zu einem oder zu mehreren Normalsystemen suriick-
zufithren. (Dazu dienen die Sitze 2 und 3 in § 9.)

Zweiter Schritt: Ist der erste Schritt gelungen, so untersucht man, ob
das System der in den gefundenen Normalsystemen auftretenden Funktionen
gleichverteilt mod. 1 ist oder nicht.

Dritter Schritt: Ist dieses System gleichverteilt mod. 1, so untersucht
man, ob die gefundenen Normalsysteme der in Satz 6 genannten Bedingung
géniigen.

Ist das der Fall, dann ist die Methode der Gleichverteilung mod. 1 auf das
gegebene System anwendbar.

Als Beispiel behandle ich in § 9 das System

o<Vizl—y<e
5 2, <
(22) o< x?logix—2z<e
o<Ve—u<e
o<nx+V—2—z+V3—u—v<e,
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WO z, Y, 2, %, v ganzzahlige Unbekannte bezeichnen, und wo e eine beliebige feste
positive Zahl < 1 bezeichnet.

I
Erster Schritt: Normalisierung. Ich wiihle eine positive Zahl 4 <;e

und < - (1—¢), und ich beweise, dass bei geeignet gewiihltem, nur von d ab-

hiingigem ¢ jede Losung z=¢ von (22) auch eine Losung vom Normalsystem

o< V3ab—y<e

o<zlogiz —z<e
(23) LC
l——6<x'-’logx-u<e+d

o< —Vz(@'log*z—z) — V3 (zilogx—u) + (filx)—v) < e
ist, wo ich

file)=nz + Vzzlogiz + V3ailogx
gesetzt habe, und ausserdem dass jede Losung z=c¢ des Normalsystems

o<Viab—y<e

o< zlogir—z<¢
(24)
ld<x=logx,——u<e—6

o< —Vz(x*logtz—z) — V3 (dtlogz—u) + (filx)—v) < e
auch (22) erfiillt.

Zweiter Schritt. Die vier in den zwei Normalsystemen (23) und (24)
auftretenden Funktionen

Via®, 2logz, zilogxz, fi(x)

bilden ein System, das in den Intervallen 1 <z <b, wo die natiirliche Zahl b
unbeschriinkt wiichst, gleichverteilt mod. 1 ist.

Dritter Schritt. Die Normalsysteme (23) und (24) geniigen der in Satz 6
genannten Bedingung; die Wahrscheinlichkeit, dass eine natiirliche Zahl x (23)
erfiillt, ist gleich &3(¢ 4 24), dass sie (24) erfiill, ist gleich &3(¢—20).

Jetzt wissen wir, dass die Methode der Gleichverteilung mod. 1 auf das
gegebene System (22) anwendbar ist. Nach dem ersten und dritten Schritt ist
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die Wahrscheinlichkeit, dass eine natiirliche Zahl x das System (22) erfiillt,
=& (e—20) und =<e&(e+2d), also, da J beliebig klein gewiihlt werden kann,
gleich &'. Folglich besitzt (22) unendlich viele ganzzahlige Lésungen z, y, 2, u, v.

§ 2. Die erste und zweite Haupteigenschaft.
In diesem Paragraphen ist F' eine Folge von m-dimensionalen Quadern

Q...0. =2 < by (w=1,2,...,m),
wo a, und b, ganz sind,
) a, < by (u=1,2,...,m)
ist, und der Inhalt

. A(Q) = (b;—a,)(bs—as) - (bn— am)
von @ unbeschrinkt wiichst, wenn @ die Folge I durchliuft. Ausserdem werden
jedem Quader ¢ von I' n reelle Funktionen

ﬁ(x)=ﬁ(x1; Lay o ooy -Tm) (1’=I,2,...,72)

zugeordnet, die in jedem Gitterpunkt x ={(z,, 2,, ..., zn) von @ definiert sind.
Die Zahlen m und » werden dabei unabhiingig von ) vorausgesetzt, d. h. m,
und auch n hat fiir jeden Quader ¢ von I” denselben Wert.

Ist j die Nummer eines Systems von Ungleichungen, so werde ich mit
A4;(Q) die Anzahl der in @ liegenden Losungen dieses Systems bezeichnen, sodass
z. B. 4,(Q) die Anzahl der in @ liegenden ganzzahligen Losungen x von (6) be-
zeichnet. Ich nenne das System der Funktionen f,(x),fi(z), ... /falx) in den
Quadern @ gleichverteilt mod. 1, falls fiir jede Wahl der Konstanten y, mit
o<y, <1(v=1,2,...n) Beziehung (7) gilt, wenn @ die Folge I durchliuft.

Satz 1: Ist das System der Funktionen f(z), fo(z), . . ., falx) in den Quadern
Q gleichverteilt mod. 1, und bezeichnen a,, By (v=1,2,...,1n) von Q unabhdngige
Zahlen mat
(1) ow=f=a+1 v=r1,2,...,m),
so besitzt die Anzahl A4(Q) der in Q liegenden Liosungen x des Systems

(2) ay < oder < fo(x) < oder <@, (mod. 1) (v=1,2,...,n)

die Eigenschaft

Ml—) —c —ay) —
(3) 20 B B—a) (Ba—an),
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wenn () die Folge F durchlinft, d. h. das Verhdltnis

44(Q)
A(Q)

strebt nach der apriorischen Wahrscheinlichkeit, dass ein willkiirlich gewdhlter
Gitterpunkt x dem System (2) gendigt.

Beweis: Ich unterscheide verschiedene Fille.

1. Es werde das System
(4) o=f,(x)<pB (mod. 1) (r=1,2,...,n)
betrachtet (wo 0=g,<1 ist). Dann ist zu beweisen

' 4,(0) |
(5) 1) b e B

Ich darf annehmen, dass alle Zahlen 8, 8;, ..., f» positiv sind, da sonst 4,(Q)=o,
also (5) evident ist. Ich fiihre eine positive Zahl ¢ <1 ein, und ich setze

¥y =By falls 8, <1
pr=1—4d falls 8, =1

sodass y, zwischen o und 1 liegt. Nach der Definition des Begriffes der Gleich-
verteilung mod. 1 gilt fiir das System

(6) 0= filz) <y, (mod. 1) v=1,2,...,7n)

die Beziehung

(7) ‘:14“((3)) Y17 In-

Eine Lésung von (4), die nicht (6) erfiillt, geniigt auch nicht dem System

(8) o=fix)<1—0d (mod. 1) v=1,2,...,n),
sodass
(0) 0 = A4,(Q) — 44(Q) = A(Q) — 4,(Q)

50—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 11 mars 1931,
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ist. Nach der Definition des Begriffes der Gleichverteilung mod. 1 ist

AS(Q) — (I —5)”,

A(Q)
sodass aus (9) und (7) folgt
@ ff((g)) Z Vi Ys e
und
lim :4;14((5)) Syny ot 1—(1—d)".

‘Strebt & nach Null, so strebt y, nach g,, sodass (5) gilt.

2. Es werde das System
(10) a, = filr) < B (mod. 1)

betrachtet. Dann ist zu beweisen

(11) Al 5 )@~ (Ba— ).

A(e)

Bezeichnet r—1 (1<r=<n+1) die Anzahl der verschwindenden Zahlen im

System e, @5, . .., @, so darf ich r < n voraussetzen, da der Fall r=n+ 1 schon

in 1. erledigt ist. Ohne Beschr‘;inliung der Allgemeinheit kann ich ¢, 70 an-

nehmen, da ich sonst nur die Ungleichungen (10) untereinander zu vertauschen
brauche. Ausserdem darf ich annehmen, dass (11) mit » + 1 statt » schon be-

wiesen ist.

Ich werde jetzt zwei Fille unterscheiden, je nachdem zwischen e, und B,

eine ganze Zahl liegt oder nicht.

2,1. Es liege zwischen «, und 8, keine ganze Zahl. Fiir die Systeme!

(12) fo < filz) <8 (mod. 1)
12 Lo /i@ <e—la] (mod. 1)
und

(13) o = fila) <Bs (mod. 1)

Lo <f(x)<p—la] (mod. 1)

r=23,..

(r=2,3,..

! {&,] bezeichnet die grisste ganze Zahl S a,.

m)

., n)
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gilt dann

(14) Aw(@) = Am(@) - "113((3)'
Hierin ist
o=¢ —log)<1 und 0=pB —la) <1,

sodass zwischen 0 und ¢, —[e,] keine ganze Zahl liegt, und auch nicht zwischen
o und 8, —[a,]. Nach der zu beweisenden Eigenschaft, mit » + 1 statt r ange-
wendet, ist

n

4@ .
atg @) ILE—e),

und

"

Als(Q)__, — —a
A(Q) (ﬂl [ 1])1].;[2(3" V)r

sodass (11) aus (14) folgt.

2,2. Es liege zwischen «; und B, eine ganze Zahl. Die Systeme

(13) Ia,. =< filz) < B {(mod. 1) (v=2,3,...,n)
’ g, < fi@) < e, +1 (mod. 1)
und '
| ey = folx) < 8. (mod. 1) (v=2,3,...,7)
(16) l .
o =filx)<1 (mod. 1)
besitzen die Eigenschaft
(17) A10(Q) = A16(@) — 415(Q).

Zwischen B, und o, + 1 liegt keine ganze Zahl, und auch nicht zwischen o
und 1, sodass nach 2,1

415(Q) ¢
(18) g @t A lE—a)
und
A45(Q) .
.(19) T(@—-ﬁl..-g(ﬂy—a.,)

ist. Aus (17), (18) und (19) folgt (11).
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3. Es werde jetzt System (2) betrachtet. Ich fiihre eine positive Zahl ¢
ein, mit der Eigenschaft, dass alle Zahlen 8,—a, und 1 —(8,—a,), die nicht ver-
schwinden, grosser als ¢ sind, und ich setze

(20) g/ =p+¢ falls g,—ea, <1,
(21) B =B falls 8, —av=1,
(22) ) =e,+¢& falls 8, —a > o0,
(23) ¢ =a, falls 8, — e, =o.

Eine Losung von (2) ist auch eine Losung von
(24) T o aZ2filr)<g) (mod. 1) p=1,2,...,n);
denn ist 8,~ea.,<1, so gilt (20), also 8, >4, und ist g, —a,=1, so gilt (21),

also 8'=a,+ 1, sodass dann Ungleichung (24) jedenfalls erfiillt ist. Ich be-
komme somit

(25) 4,(Q) = 4:(Q).
Eine Losung von

(26) a)’ < filx) < B (mod. 1) v=1,2,...,n)

ist auch eine Losung von (2); denn hat (26) eine Ldsung, damn ist o, <§p,,
sodass (23) nicht erfiillt ist, somit (22) gilt, also @/ >a, ist. Ich bekomme also
auch noch

(27) 4:(Q) = 4,(Q).
‘Wegen
“w=f'Za+1 und o’ =fh <o’ +1
ist nach 2.
45D T (ar_
0 o
und

n

Ass(Q) e
50 El(ﬂv J).
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Strebt ¢ nach Null, so strebt «,” nach «,, und 8," nach f,, sodass (3) aus (25)
und (27) folgt.

Satz 2: FEs sev das System der I'unktionen
f'(x)z.ﬁ'(xlyxza"')xnt) ('V=I,2,...,')Z)

in den (Quadern () der Folge I' gleichverteilt mod. 1. Es sei (v, vy, .. ., ta) eine
Siir jeden Punkt v==(v,, vy, . .., va) definterte von @ unabhingige Funktion mit der
Periode 1, d. h. aus

vy =1, (mod. 1) v=1,2,...,7)
JSolye

Wlvg, ey ooy o) =P wy, ws, ..., 20).

Das eigentliche Riemannsche Integral

1 1 1
(28) jf-~~fw(v1,v,,...,v,,)dvlclu,...dvn=J
[ ] [H]

exestiere.  Dann ist

(20) A7) 2@ )=

wenn @ die Folge F durchliuft.

Vorbemerkung: Die Summe

2

zin Q

wird erstreckt iiber alle in @ liegenden Gitterpunkte = = (z,, 2, ..., Zm).

Man beachte, dass in Satz 2 der Begriff des Riemannschen Integrals nicht
durch den Begriff des Lebesgueschen Integrals ersetzt werden darf. Um das zu
zeigen, setze ich

Wy, v, ..., vn) =1

fiir jeden Punkt v= (v, v;, ..., va), dem ich einen Quader @ der Folge F', einen
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in diesem Quader liegenden Gitterpunkt x==(x, s, ..., xnm) und einen Gitter-
P‘mkt.’/:(?ln?lz,---, !/n) mit )
fild) — g0 = . p=1.2,...)

zuordnen kann; sonst setze ich
w(vl) 'L’:, P ’l),,) = 0.

Dann ist ¥(v,, v, .. ., ¥n) eine fiir jeden Punkt v definierte, von ¢ unabhiingige
Funktion mit der Periode 1; da ¥ (vy, v, . . ., va) fast iiberall verschwindet, existiert
das Lebesguesche Integral '

LA .
jj -f-fqp(z;l,v,,...,v,.)dv,dv,...dz;n
0 0 0

und hat den Wert o, aber die linke Seite von (29) ist in dieseyn Falle

o 2=

Zl (Q) zin @

sodass (29) nicht gilt, wenfl das Riemannsche Integral durch das Lebesguesche
Integral ersetzt wird.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ich ¥(v, ..., v)
reell voraussetzen, da ich sonst mur den Satz fiir den reellen und fiir den
imaginiiren Teil von 3 zu beweisen brauche.

Es sei s eine beliebig gewiihlte natirliche Zahl, und es werde der n-dimen-
sionale Kubus

o=v, <1 r=1,2,...,n)
in s* gleiche Teilkuben
T, (o6=1,2,...,s"

verteilt. Bezeichnet A@(Q) die Anzahl der in @ liegenden Gitterpunkte x mit
der Eigenschaft, dass der Punkt mit den » Koordinaten

.ﬁ(x)—[fr(x)] (”;1’2: 7”)

in 7, liegt, dann ist nach Satz 1
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AC(Q) 1
o) A, 6=1,2,...,8Y,
(3 ) A ( Q) st (
wenn @ die Folge I durchliuft. Bezeichne ich mit ¥, die obere, mit 1, die
untere Schranke von vy (v, vs,...., vn) in T,, dann ist
2o AQ) = 2 p(fila), . Sl S 208, A9(),
L o=1 rinQ i

sodass aus (30) folgt

s

(31) nm— Zwﬂ ) - Sale _nZ%
xin

und

(32) lin 5 Swlha) Sl z 5 2w

Wegen (28) hat man

gh

lim — D W, = J

§—>x o=1
und
8"
lim — Z Yo =d,
§—e> -5

sodass (29) aus (31) und (32) folgt.

Satz 3 (Erste Haupteigenschaft): Das System der Funktionen fi(x), ..., ful@)
ist in den Quadern Q der Folge F dann und nur dann gleichverteilt mod. 1, wenn
Sfitr jeden von Q unabhingigen Gitterpunkt h=(hy, hs, ..., kx) # (0,0, ...,0)

D) @i+l — 0

2inQ

I
(33) Q)
gelt; hierin durchliuft Q die Folge F'.

Beweis: Ist das System der Funktionen fi(z), ..., fa(z) in den Quadern
§ gleichverteilt mod. 1, so kann ich den vorigen Satz mit
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Wiy, Vs, ..., vp) = B titherat - thymy)

anwenden. Dann ist

_ff f 2ri(hyy - e Ry vy) [h,l'dv:... dv, =0,

sodass (33) aus (29) folgt. :

Ich nehme nun (33) fiir jeden von @ unabhiingigen Gitterpunkt & (0,0, ..., 0)
an. Ich fithre » feste positive Zahlen 9, <1 (v=1, 2, ..., n) und eine feste positive
Zahl

§< =
2

p=1,2,...,7)
ein; es sei Y,{v) (=1, 2,...,n) die Funktion mit Periode 1, die in" den Punkten
O, Ty, 7,+0, 1—0, 1 die Werte 1, 1, 0,0, 1 besitzt und auf den vier Segmenten

osv=y,, npH=v=n+0, nptds=r=1—d, 1—0=v=1

linear ist. Diese Funktion ,(v) kann in eine absolut konvergente Fouriersche
Reihe

We(v) = Z By, etmihe v=1,2,...,n)

h=—m

entwickelt werden; denn durch partielle Integration erhiilt man fiir jedes ganze
h#o

1
-Bhv:f'lIJv(v)e_ZhnivdU
0

2hme
0
"Tv+d 1
—2h7u11 * 1 e—zhniv P
= av— | 5 - ———dv
—2hmy d —2hme
1—4

(da )’ (v)=0 oder * 3 ist)
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1 e—2hmi(n,+d) _ —2hmiy,

& (=zhmi
I e—thmi_ g—2hmi(1—d)
T (—z2hms)®
also
1 1+14+1+4+1 1
<< . m— .
|Brl= 5~ hir*d

Die Funktion
YWy, Vg, - -y V) = Py(vy) Walve) - Palen)

besitzt somit die Eigenschaft

A(Q) 1o

lBol Bo° <+ Bon + ZB;, . ! Z At filx) + - --+h,,j,,(z)),
i hy0 ‘4(Q)zan

I L S, . A=
(34)

wo die Summe Z erstreckt wird iiber alle Gitterpunkte h = (h,, h,, ey B

h=0
# (0,0,...,0), und wo
By = Bh, 1 Ba,2 - Ba,n

ist. Jedes Glied der in (34) auftretenden Summe Z ist absolut hochstens gleich

R0
dem entsprechenden Gliede der von @ unabhiingigen konvergenten Reihe

21Bil= 2 -+ 2 |Bual-|Busl- | Byl

h =0 hy=—x hy=—

Ay .. hy) =0, ..., 0)

Nach der Voraussetzung strebt jedes Glied der in (34) vorkommenden Reihe
Z nach Null, wenn @ die Folge I’ durchliuft. Folglich ist wegen der absoluten

h>=0

Konvergenz der Reihe 2

A0

(35) [‘T(Ia) ;Qw(fx(x), ey Jal@)) = Bo; Byg -+ Bon
l =("71+d)(1}:+d)---(nn+d)'

51 — 30334, Acta mathematica. 56. Imprimé le 11 mars 1931,
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Fiir jeden Gitterpunkt x von ¢ ist
Yfilz), ..., fulz) = o,
und fiir die Losungen x des Systems
(36) o=fil@)=n (mod. 1) (v=1,2,...,n)
ist

Y@, - - ful@) =L v (@ — gy =1,

v=1

sodass die Anzahl Ag(@Q) der in @ liegenden Losungen von (36) hochstens

S WA, - fil)

xin Q

ist. Wegen (35) ist dann

i 22 < (3, 4+ 9+ 8) (0 +9)

somit

Je Ass(Q)
(37) li 10} <

giiltig fiir jedes System von @ unabhiingiger, positiven Zahlen 7. <1.
Bezeichnen @, @, ..., @a beliebige von @ unabhiingige Zahlen, so bleibt

(33) gelten, wenn f,(x) durch f.(#)—ea, (v=1,2,..., %) ersetzt wird, Hieraus
folgt: bezeichnen e, und 8, (=1, 2,...,7) von @ unabhiingige Zahlen mit
o< —a <1 b=1,2,...,n),

s0 kann ich das obige Resultat mit f,(z)—a, statt f,(z), und mit 5, =g, —a,
anwenden. Ich finde auf diese Weise fiir das System

{38) o =fil@) <8 (mod. 1) (=1,2,...,n)

die Beziehung

(39) E A38( Q) = (ﬂl - (Z,) (ﬂi - a;’) o '(ABn - (Zn).
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Ich wiihle nun # beliebige positive von () wunabhingige Zahlen y,<T1.
Wiibhlt man in (36) 7,=y,, so findet man fiir das System

(40) o< fiz) <y, (mod. 1) v=1,2,...,n)

die Relation
A-lo((l,)) = Ass((l),),

sodass aus (37) folgt

(a1) Ha A0l9 <,

17277 I

Ich betrachte nun die 2" verschiedene Zahlensysteme

Wy = (alv, . e ey Cag) lglo, c ey ﬁua) (G= I,2,..., 2")1

mit

Gy =0,Bw=1y, oder o=y, Q=1 w=12,...,0);
ich wiihle dabei

(42) @ =(0,...,0; 71, -+, 7n).

Nach (39), mit ¢,=a,, und 8,=48,, angewendet, besitzt die Anzahl A} der
in @ liegenden Losungen des Systems

(43) s = fol@) = Bvs  (mod. 1) (v=1,2,...,2)

die Eigenschaft

(44) : lim Aﬁ‘i()g)é) = [Il(ﬂw—aw) (6=1,2,...,2".
Es ist
(43) Z H(ﬂw‘—aw)fr .

sodass aus (42) folgt
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2" a

(46) Z H(ﬂva_ “ra) =I—=Y1Ys " 7n

o= r=1
Ausserdem ist
.!Il

) + ZAM (@),

also

sodass aus (44) und (46) folgt

2 a

lim A‘im(Q ZI—Z H(ﬂva “vu =71V Ve

=2 v=1

Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf (41)

Ay(@) _,
(Q) =NV

giiltig fiir jedes System von positiven von ) unabhidngigen Zahlen y, <1. Folg-
lich ist das System der Funktionen f,(:z:) ., fa(®) in den Quadern () gleichver-
teilt mod. '

Satz 4 (Zweite Haupteigenschaft): FEine notwendige und hinreichende Be-
dingung, damit das System der Funktionen

f‘v(x):"ﬂ(m“a},,---,xm) (1':1, 2,---,77)

in den Quadern Q der Folge F gleichverteilt mod. 1 sei, ist dass fiir jeden festen
Gitterpunkt (hy, b, ..., ha) # (0, 0, . .., 0) die Funktion h,fi(x) + -+ hafalx) in
diesen Quadern glezchvertezlt mod. 1 1st. '

Beweis: Nach dem vorigen Satz ist das System der Funktionen £ (z), .. ., fa(@)
in den Quadern Q dann und nur dann gleichverteilt mod. 1, wenn (33) gilt, und
nach demselben Satz (angewendet mit »=1) gilt (33) dann und nur dann, wenn

die Funktion h,f,(x) + hyfy(@) + - + hufalz) in den Quadern @ gleichverteilt
mod. 1 ist.



Diophantische Ungleichungen. I. Zur Gleichverteilung modulo Eins. 405

§ 3. Zum Kronecker-Weylschen Satz.
Kronecker hat den folgenden beriihmten Approximationssatz bewiesen:
Satz 1: Sind
Lx)=UL(x, 2y, ..., Tw) v=1,2,...,m)

rational unabhiingige Linearformen in x,, x,, . .., £m, d. h. enthdlt fiir jeden Gitter-
punkt (hy, by, ..., k) 5% (0, 0, ..., 0) die Linearform

hix) + holy(x) + - + h,,l,,(w)’

wenigstens ein  Glied mit irrationalem Koeffizienten, und bezeichnen «,, «s, . .., ay
beliebige reelle Zahlen, so hat das System

—e<lfx)—ar<e (mod. 1) (r=1,2,...,n)
Jiir gedes positive ¢ unendlich viele gunzzahlige Losungen x = (x,, %y, . . ., Zu).

Ich werde den Kroneckerschen Satz in der folgenden von Herrn Weyl
verschiirften Form beweisen:
Satz 2: Es seien
Lix) =Lz, 2oy . .., ZTm) © (v=1,2,...,n)
rational unabhdingige Linearformen in x,, Z, . . ., m, und es bezeichne I eine Folge
-von m-dimensionalen Quadern
Q...0n =2, <by (Lc=1,2,...,nz),
wo @, und b, ganz sind, mit der Eigenschaft, dass jede Kante b,— a, von @ un-
beschrdnkt wdchst, wenn § die Folge F durchliuft.

Dann ist das System der Linearformen 1,(x), ..., lu(x) in den Quadern Q der
Folge F gleichverteilt mod. 1.

Beweis: 1. Bs sei-n=1. Ist
C L@ =p + o+ Pmm,

so ist wenigstens einer der Koeffizienten Pu irrational, da [;(z) rational unab-
hingig ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann ich p, irrational vor-
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aussetzen, da ich sonst nur die Veriinderlichen x untereinander zu vertauschen
brauche. Fiir jedes ganze h> o0 ist dann

by—1
_I,___ Zewrihl,(w) S_..I___ Zeﬁuihp,x,l
A( )zinQ bl—al =0
- 1

—)O,

= b,—a, |sin 7hp,|
wegen b, —a,—> . Nach der ersten Haupteigenschaft (Satz 3 des vorigen Para-
graphen) mit n=1, ist dann die Linearform /,(z) in den Quadern ¢ gleichver-
teilt mod. 1.

2. Es sei n=2. Pir jeden Gitterpunkt k= (h,, ..., ka) # (0, ..., 0) ent-
hiilt die Linearform
hly(x) + - + hala(zx)

wenigstens ein Glied mit irrationalem Koeffizienten, ist also nach dem Obigen
in ‘den Quadern @ gleichverteilt mod. 1. Nach der zweiten Haupteigenschaft
(Satz 4 des vorigen Paragraphen) ist dann auch das System der » Linearformen
L(x), L(x), ..., lu(x) in diesen Quadern gleichverteilt mod. I.

8§ 4. Die fundamentale Ungleichung und die dritte Haupteigenschaft.

In diesem Paragraphen werde ich eine Ungleichung ableiten, die nicht pur
fiir die erste, sondern auch fiir die dritte Methode von wesentlicher Bedeutung
ist. Ich brauche zunichst die

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: " Sind die Zahlen b, by, .., bsreell,
80 st )
G+t +EE=ss(E+6+-+8).

Denn es ist ausgeschlossen, dass die quadratische Gleichung
@+t + @+t + -+ @+t)f=o0
zwei verschiedene reelle Wurzeln besitzt, sodass die Diskriminante dieser Gleichung

t +tat -+t —sE@+E++)=So0
ist. :
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Eine Verschiirfung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist die

Fundamentale Ungleichung: Es seien die konjugiert-komplexen Zahlen u()

und i(x) fir jeden Gitterpunkt x = (zy, s, .. -, ZTm) tm Quader
Q... =x.<by (u=1,2,...,m)
(a, und b, ganz) definiert, und es werde fiir h=o0,1,2,...,b;—a,—1
= 2 Wy, Ta, - - -r Tm) By + B, Zay ...y Tn)
zinQy,

gesetzt, wo @y den Quader

O ...y =z, <b—h, au=2.<b., (p=2,3,. .., m)
bezeichnet.
Dann ist fiir jede natiirliche Zahl q=b,—a,

q—1
b—a I 2
2. 11 . w@)| = qu, + 2R 2 (@—h)va,
1 by—a,+qg—1 A(Q)qu ( )l ¢ hz—l
wo Now den reellen Teil von w bezeichnet.
q—1

Vorbemerkung: Wiihlit man ¢==1, so verschwindet die Summe Z, sodass
k=1

man dann die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|3 v < 4. SHur

xin Q rinQ

zuriickfindet. Wir werden jedoch sehen, dass es in vielen Fillen vorteilhaft ist
q nicht klein, sondern im Gegenteil sehr gross zu wiihlen.

Beweis: Ich unterscheide zwei verschiedene Fiille:

1. Es sei m=1. Ich setze

ulx)=o0

fiir jedes ganze x=b,, und auch fiir jedes ganze x<a;. Dann enthilt die
Doppelsumme
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bh+¢—3 ¢—1

> 2 ulo—p)

o=a, pu==0

abgesehen von verschwindenden Gliedern, nur “Glieder der Gestalt u(x) mit
@ =x<b, und jedes dieser Glieder kommt genau ¢ mal vor, sodass die be-
trachtete Doppelsumme den Wert

b;—1

g 2 ulz)

r=a,

besitzt. Folglich ist

b,--1 b+g—2 y—1

7| S =| 3 Sute—l

T=ay o=a, pn=90

(1
{2 Z2ute—nl}.

H+e—2 ¢g—1
</
o=a, wu=0

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, mit s=h,—a, + ¢ —1 angewendet,
ist die letzte Seite von (1)

h+¢—2 q—1 o
<@ —a+q—1) 2 l Z‘u(ff—.u)l ,
o=a; pu=0
sodass man hat
b—1 by+g—2 g—1 q—1
lZ x)l Z Z,ua—uZuo—v)
b -0 + g—1 T==ay o=ay pn=0 r=0

bx+q—2 =1 b+g—2¢—1 g—1  btg—2 g—1 ¢g—1

=2 2+2 22+ 2 23

o=a, u=0 o==tt; =0 ¥=0 o=q, wp=0 v=0
L= r<p r>u

Da die letzten zwei 'Glieder konjugiert komplex sind, erhiilt man

b—1

. 2
2 SN S— | =8 + 2%R8,
@) b—a1+q—l I_Z,,X | i
wenn

b+g—2 ¢—1

= D Dulo—un) ii(o — u)

o=a; u=0
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und

bi+9—2 ¢—1 ¢—1

§= 2D D Dule—palo—»

o=a, p=0 v=0
v<p

gesetzt wird.
Die Summe S’ enthilt, abgesehen von verschwindenden Gliedern, nur Glie-
der der Gestalt

w(z)a(z) =|u@)]? mit o, <2<b,

~und jedes dieser Glieder kommt in S’ genau ¢ mal vor, sodass nach der Defini-
tion von v,

by—1

(3) 8 =g 2| u(@)|* = qv,

T=q,
ist.
Die Summe S enthilt, abgesehen von verschwindenden Gliedern, nur Glie-
der der Gestalt u(x)i(x + h) mit

(4) @ =2x<b, o, =x+ h<l, ISh=q—1.

Die Zahl, die angibt wie oft dieses Glied in § vorkommt, ist gleich der Anzahl
der Systeme o, g, » mit

(5) , Gy =0o<b +q—1, y<p
und
(6) o=spu=9—1, O0=v=q—1, o—u=2x, o—v=zx-+h.

Gelten (4) und (6), so ist

'a=x+ygal+o=al,
o=z+u<b +qg—1,

v=u—h<uy,

sodass dann auch (5) gilt. Folglich ist die Zahl, die angibt, wie oft das Glied
u(x) @(z + h) mit (4) in S auftritt, gleich der Anzahl der Systeme o, u, » mit (6).
Die Losungen von (6) sind

v beliebic =0 und <g—h; u=v+h, o=x2+h+v,
52—30834. Acta mathematica. 56. Imprimé le 11 mars 1931.
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sodass die Anzahl der Systeme ¢, u,» mit (6) gleich g—# ist, also das Glied
u(x) #(x + k) mit (4) genau g—h mal in S vorkommt. Man hat also

(7) S=2(q—h)'_2_u(x)ﬁ(x+h)=h§1(q—h)vh

nach der Definition von .
Aus (2), (3) und (7) folgt

IZ | Sqv t 22Hq2_1(q—h)vh,

—al + q—l z=a, h=1

womit wegen
A(Q)=0b,—a,

die fundamentale Ungleichung fiir den Spezialfall mit m=1 bewiesen ist.

2. Es sei m=2. Bezeichnet @* den (m— 1)-dimensionalen Quader

Q... aqu=zu< by (w=2,3,...,m),
ist z*=(x,, ..., Zn) ein Gitterpunkt im (m — 1)-dimensionalen Raum, und ersetzt
man bequemlichkeitshalber u(z) = u(z,, T3y oo Zm) durch u(x,, z*), so erhilt man
b, —1
Izu(x)l—l xux*)'
zin Q in Q* 2,=a,
By—1

é Z I Z u(xl:x*)li

z* in Q¥ z;=a,

sodass nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

9'/')|<AQ*ZIZ ulz,, x I

zinQ z*in Q% z,=q,

(8)

ist,
Wendet man jetzt die fundamentale Ungleichung mit m=1 an, so be-
kommt man
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. b—1 \
a2 =)l =
b—1 1 by—h—1
g Dlulmy, <) + 2R 2 (g—B) 2 uley, o¥) iz + b, 2*),
=0, k=1 Z=a,
also
by~—1
b —-a1+q :«-,*%leﬂ,%al Y10 @ I =
g—1
(o) qZIu x)|2+2§R2(q B) Dy ulz,, *) iz, + b, 2*)
zin zin @
Q h .
= qu, + 2R (g~ R
h=1

nach der Definition der Zahlen v;.
Aus (8), (9) und

AQ)

__al

A(Q¥) =

folgt die fundamentale Ungleichung.

Fast die einzige Anwendung, die ich bei der ersten Methode von der funda-
mentalen Ungleichung brauche, ist die schon fiir den Spezialfall m=1 in der Ein-
leitung formulierte dritte Haupteigenschaft, die ich im folgenden Satz zusammenfasse:

Satz 1: Es sei eine Folge F von m-dimensionalen Quadern
Q...au=z.<bh (u=1,2,...,m)

gegeben, wo a, und b, ganz sind,

@ < by w=1,2,...,m)

ist, und b, —a, unbeschrinkt wdichst, falls @ die Folge F durchliuft, ;od_a.g‘s, wenn
h eine beliebige natiirliche Zahl bezeichnet, fiir jeden Quader @, mit Ausnahme
héchstens endlich vieler,

b—a >h
i5t, und die Funktion

Silz) =fle,+h, xs, ..., 2n)—fl@y, Zgo . - ., Tm)
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in jedem Gitterpunkt x = (z,, s, - . ., Zn) des Quaders
... =2, <b—h, au =z, <Y, (y¥2,3,..._,m)

Jestgelegt ist.

Ist dann fiir jedes feste positive ganze h die Funktion fi(x) in den Quadern
@n gleichverteilt mod. 1, dann ist die Funktion f(x) in_den Quadern Q gleichver-
teilt mod. 1.

Beweis: Da die Funktion fi(z) in den Quadern @ gleichverteilt mod. 1 ist,
ist nach der ersten Haupteigenschaft (Satz 3 von § 2) fiir jedes feste ganze [0
und fiir jedes feste positive ganze h

I .
(Io) e~2nzlfh(a:) __)o’
4 (Qh)zg(lh

wenn @ die Folge F durchliuft. Wendet man die fundamentale Ungleichung

mit
u(x) = e27iU@
an, so ist
Uy = 2 1= A(Q)
zin Q

und fiir jedes feste positive ganze h

v _ 1 —2ilf; (z)
= € A —> 0O
A(Q) 4‘1(911),,%2,l

wegen (10); also a fortiori

b—a
bj—a;+q—1
nach 1, sodass aus der fundamentalen Ungleichung folgt

Wegen b,—a,— o strebt fiir jedes feste positive ganze ¢




Diophantische Ungleichungen. 1. Zur Gleichverteilung modulo Eins. 413

Diese Ungleichung gilt fiir jede feste natiirliche Zahl ¢, sodass

—I_ il (z)=.L_ —
10 2.0 = 1ig 2,1 o,

wenn ) die Folge F durchliuft, und zwar fiir jedes feste ganze !540. Nach
der ersten Haupteigenschaft (Satz 3 in § 2) ist dann die Funktion f{z) in den
Quadern @ gleichverteilt- mod. 1.

§ 5. Zum Weylschen Theorem.

Satz 1: Enthilt das Polynom
Fl@)=fle, zy, . .., Zn)

wenigstens etn nicht-konstantes Glied mit trrationalem Koeffizienten, und ist I eine
Folge von m-dimensionalen Quadern

Q...¢0 =2y <be (u=1,2,...,m),

wo a, und b, ganz sind, und jede Kante b,— a, unbeschrinkt wdichst, wenn @ die
Folge F durchliuft, dann ist das Polynom f(x) in den Quadern @ gleichverteilt
mod. 1.

Beweis: Nach der Voraussetzung enthilt das Polynom f(z) wenigstens
ein Glied
xhah . :z:fn’”

AV Y

mit irrationalem Koeffizienten p, wobei nicht alle Exponenten %, verschwinden,
mit der Eigenschaft, dass alle andern étwa,igen durch afixd ... xfu"' teilbaren
Glieder von f(x) rationale Koeffizienten besitzen. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit kann ich %, =1 voraussetzen, da ich sonst nur die Veridnderlichen z,
untereinander zu vertauschen brauche. Ich bezeichne die Summe %, + &y + -+ + kn
mit %, und ich unterscheide zwei verschiedene Fille.

1. Es sei k=1, also

ky=1, ky=Fky—-=kn=o0.
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Dann kann f(z) gebracht werden auf die Gestalt

(I) f(x)=1’x1+¢(x2,---,xm)‘i'x(xn---, (Z'm),
wo das Polynom ¢(x,, ..., m) nicht von z, abhingt, und die Koeffizienten des
Polynoms x(z,, ..., m) rational sind.

I,1. Es sei das Polynom x(z,, ..., ) unabhingig von z,. Dann ist fiir

jedes feste ganze h£o

b—a, |sinnhp|—’o’

da bl—a’1 unbeschrinkt wichst, wenn @ die Folge F durchliuft. Nach der
ersten Haupteigenschaft (Satz 3 in § 2) ist dann f(x) in den Quadern @ gleich-
" verteilt mod. 1.

1,2. Es sei x{z,,..., #m) abhingig von z,. Da das Polynom y rational-
zahlig ist, gibt es eine natiirliche Zahl s, derart dass aus

=0 (mod. s)

folgt
(2) X(xl) Tgy - - -y xm) = x(a, Lgy - - oy xm) (mod I).

Bezeichnet y eine feste positive Zahl <1, ist 4,(Q) die Anzahl der in @
liegenden Losungen von

(3) o= flx)<y (mod. 1),
und bezeichnet A{?(Q) die Anzahl der in @ liegenden Losungen von

{o =flx)<y (mod. 1)
x, =0 (mod. s),

(4)

so ist

(5) 4,(Q) =D 49(q).
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Wird
=38z, +0
gesetzt, so ist (4) wegen (1) und (2) dquivalent mit

0= psxt + @lxs, ..., Zm) + po+ 2{0, %5, ..., Zm) <y (mod. 1),

wobei der Punkt (z], x,, ..., Zn) im Quader
Q.. [“IT—“] sa'< [kg:i] +1, =2 <b, (=2,3...,m)

liegt. Nach 1,1 mit ps statt p, mit @(x,, ..., ) + po statt @z, ..., zm), mit
2(0, @5, . .., zm) statt x(x,, s, ..., Tm), und mit den Quadern Q© statt @, ist
das Polynom

Pz + @@y, . .., Tm) + o+ 2(0, Tay ..., ZTm)

in den Quadern Q@ gleichverteilt mod. 1, sodass

A9(Q)

oty (6=1,2,...,9)

A(Q¥)
ist. Da b,—a, unbeschriinkt wichst, ist

A4(Q¥) 1

=2t —,

AQ) s

also

sodass aus (5) folgt

Y,
giilltig fiir jedes feste positive y<1. Nach der Definition der Gleichverteilung

mod. 1 ist dann f(z) in den Quadern @ gleichverteilt mod. 1.

2. Es sei k=2, und es sei Satz 1 mit £— 1 statt £ schon bewiesen.
Fiir jedes ganze h 0 enthilt das Polynom

fil@)=fle, +h, zs, ..., Tm) — fl2y, 25, - - -, Tm)
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wenigstens ein nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten. Nach dem
zu beweisenden Satz, mit %, — 1 statt %,, also mit k— 1 statt ¥ angewendet, ist
das Polynom f,(x) fiir jedes feste ganze h>%0 in den Quadern

Q. ..oy =z, <b—h, aqu=x2.<by (u=2,3,...,m)
gleichverteilt mod. 1, sodass nach der dritten Haupteigenschaft f(x) in den Qua-

dern @ gleichverteilt mod. 1 ist.
Hiermit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

Satz 2 (Das Weylsche Theorem): Besitzen die n Polynome
f"(x)=f"'(xlyx27-'~’xm) (721)2;--'7”’)

die FEigenschaft, dass fiir jeden Gitterpunkt h=(h,, hs, ..., hn)#(0,0,...,0) im
Polynom
hifi(@) + hofo(@) + - + hafalx)

wenigstens ein nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten vorkommt, und
ist I' eine Folge von m-dimensionalen Quadern
Q...q.=x<by (w=1,2,...,m),

wa a, und b, ganz sind, und jede Kante b,—a, unbeschrinkt wdichst, wenn Q die
Folge F durchliuft, dann ist das System der Polynome f(x), f3(x), . .., falz) 7n den
Quadern @ gleichverteilt mod. 1.

Beweis: Nach Satz 1 ist das Polynom

hofil@) + ke fo(a) + - + hafalz)
fiir jeden festen Gitterpunkt (A, ks, ..., ha) % (0,0,...,0) in den Quadern @
gleichverteilt mod. 1. Aus der zweiten Haupteigenschaft folgt dann unmittel-
bar, dass das System der Funktionen f;(x), f3(x), - - ., fa(x) in diesen Quadern @
gleichverteilt mod. 1 ist. )

§ 6. Niherungsweise ganzzahlige Auflésung algebraischer Gleichungen.

In einer ausfiihrlichen Arbeit hat Kronecker' mehrere Bedingungen ver-
schiedener Gestalt abgeleitet, die notwendig und hinreichend sind, damit das
System

! L. Kronecker, Naherungsweise ganzzahlige Aufldsung linearer Gleichungen, Monatsberichte
der Kon. Preussischen Akad. der Wiss. zu Berlin (1884), S. 1179—1193; 1271—1299; Werke 3:1,
S. 47—109.
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t
(1) —e<2,a”x,+b.,<e . v=1,2,...,n)
=1 .
mit reellen Koeffizienten a,, und &, fiir jedes positive ¢ unendlich viele ganz-
zahlige Losungen z,, x,, . . ., x; besitzt.
In diesem Paragraphen werde ich nicht das allgemeine System (1), sondern
nur das speziellere

”n

(2) "5<Z“qu + b, < & (mod. 1) (r=1,2,...,7)
n=1

mit reellen Koeffizienten a.,» und b, behandeln.
Einerseits spezialisiere ich also die Kroneckerschen Untersuchungen, aber
andererseits werde ich sie verallgemeinern, da ich statt der linearen Polynome

n

Za.uvfzﬂ'*' b, (‘V:I,Z,...,'I‘l)

fe=1
belicbige Polynome f,(x) =f,(x,, ..., Zm) in x,, ..., s mit reellen Koeffizienten
behandeln will. Ich werde also das System
(3) —e<folx)<e (mod. 1) (r=1,2,...,n)
untersuchen, wo f{x)=f.(x,, ..., xm) ein beliebiges Polynom mit reellen Ko-
effizienten bezeichnet.

Ich nenne r Polynome @,(z) = @,(z,, - . ., zm) (6=1, 2, ..., 7) rational unab-

hiingig (d. k. G.a.B.g.)!, wenn fiir jeden Gitterpunkt (h,, ke, ..., k) (0,0,...,0)
das Polynom k@, () + - - + h.p.(x) wenigstens ein nichtkonstantes Glied mit
irrationalem Koeffizienten enthiilt.

Ich setze als bekannt voraus

Hilfssatz 1: Bezeichnet r die grisste Zahl mit der Eigenschaft, dass unter.
den Polynomen f\, fs, ..., fu tn %y, s, ..., Tm genau r Polynome vorkommen, die
rational unabhingig sind (d.%. G.a. B.g.), so gibt es eine Determinante

911 J12 -+ - J1n
(4) Ad="1921 Joz --- J2ui=1

gn1 gn2 . . . Gaan

' d. k. G. a. B. g. soll heissen: »das konstante Glied ausser Betracht gelassen» oder »die kon-
stanten Glieder ausser Betracht gelassen».

53—30534. Acta mathematica. §6. Imprimé le 13 mars 1931.
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mit ganzzalligen Elementen, derart dass, wenn

(5) i) = Zy,(,f;,(x) v=1,2,...,n)

=1

gesetzt wird, die Polynome @,, @;, . . ., @r rational unabhéingig (d. k. G.a.B.g.) und
die Polynome @ri1, Prta, - . ., Pn rationalzahlig (d. k. G.a. B. g.) sind.

Hilfssatz 2: Zn jedem System von reellen Polynomen f,(z), ..., fulz) in m
Verdnderlichen x,, ..., zw gibt es eine natiirliche Zahl s mit folgender Eigenschaft:
Jiir jeden Gitterpunkt h=={(h,, ..., ha), fiir den das Polynom

hifi(@) + - + hafala)
(d.%. G.a. B.y.,) rationalzahlig ist, ist das Polynom
s(h fil@) + - + hufulz))
(d. k. G.a. B.g.) ganzzahliy.

Beweis: Diesen Hilfssatz, der iibrigens unmittelbar aus allgemein bekannten
Sitzen folgt, konnen wir folgendermassen mittels des vorangehenden Hilfssatzes
beweisen.

Ich wende den vorigen Hilfssatz an, und ich wiihle die natiirliche Zahl s
derart, dass die Polynome s@ri1(x), s@ri2(2), ..., sga(z), (d. k. G.a.B.g.) ganz-
zahlig sind; ist ==, so wihle ich s=1. Wegen (4) gibt es » ganze Zahlen

a, s, ..., 0, mit

n
By = 2\ Gov &, (v=1,2,...,n),

o=1

sodass aus (5) folgt

() Do @o(@) = D ap X gorfol@) = 2 o fiul).

=1 =1 =1 =1

Ist das letzste Polynom (d.k. G.a.B.g.) rationalzahlig, so ist, da @ri1, ree, ..., @u
(d.-k. G. a. B.g.) auch rationalzahlig sind, das Polynom

2 @, pol)
=1
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(d. k. G. a. B. ¢.) gleichfalls rationalzahlig. Die Polynome ¢, ¢s, ..., @. sind
jedoch rational unabhiingig (d. k. G. a. B. g.), sodass dann ¢, =, = - =a,=
ist, also aus (6) folgt

Z h.,f,(x) = Z a(,(p(,(a;).

=1 o=r+1

Das Polynom

s Qhofiulz) = D g . SPo(x)
r=1

o=r+1
ist dann somit (d. k. G. a. B. g.) ganzzahlig.

Satz 1: Ist 0 =10y, 0., ..., ou) ein beliebiger (itterpunkt, bezeichnen f(x), .. .,
Solx) Polynome in =z, ..., xn mit reellen Koeffizienten, und besitzt die natiirliche
Zahl s die in Hilfssatz 2 genannte Eigenschaft, so hat das Diophantische System

[—e<folx)<e (mod. 1) v=1,2,...,2)

) | Ty = Oy (mod. ) (n=1,2,...,m)

dann und nwr dann fiir jedes positive ¢ unendlich viele Léosungen, wenn fiir jeden
(iitterpunkt h=(hy, ..., h,) mit der Eigenschaft, dass das Polynom h,f(x) + h, fi(x)
+ -+ hafulz) @ k G.a B.g,) rationalzahlig 7st, die Zahl h,f,(0) + hyfs(o) +
“ o+ hnful0) ganz ist. Ist diese Bedingung erfiillt, so gibt es eine nur von &, s und
den Polynomen fy, ..., fo abhingige Linge L derart, dass jeder m-dimensionale, den
Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L iwenigstens esne Lisung x

von (7) enthdlt,

Beweis: 1. Beweis; dass die genannte Bedingung notwendig ist. Jede

Lésung von (7) geniigt dem System

(8) [_szulvlé;hwfv(x)éez_,llh,-l (mod. 1)

v=1

Zu=0, (mod.s) (w=1,2,...,m).

Ist das Polynom A, fi(z) + -+ hufulz) (d. k. G. a. B. g.) rationalzahlig, so ist nach
Hilfssatz 2 das Polynom s(h,fi(z) + - + ko fu(x)) (4. k. G. a. B. g.) ganzzablig, sodass
fiir jeden Gitterpunkt z mit
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% =0, (mod.s) (e=1,2,...,m),

Dhiful@) = 2 hafilo) (mod. 1)

r=1 =1

ist. Aus (8) folgt somit

) —e M= Z‘,h, Flo) = e 21k (mod. 1).

y==1 ry=1

Hat also (7) fiir jedes positive & eine Losung, so gilt (9) fiir jedes positive &,
sodass h, fi(0) + -+ + hafu(c) dann ganzzahlig ist.
Hiermit habe ich gezeigt, dass die genannte Bedingung notwendig ist.

2. Beweis, dass die genannte Bedingung hinreichend ist.

Fs werde nun vorausgesetzt, dass fiir jeden Gitterpunkt (y, - .., ha) mit
der Bigenschaft, dass h fi(x) + - + kafa(®) (d. k. G.a. B. g.) rationalzahlig ist,
hifilo) + -+ hufulo) ganz ist. Wird Hilfssatz 1 angewendet, so erhilt man,
falls »<n ist, #—r Polynome @,41(z), ..., pu(z), die (d. k. G.a. B. g.) rational-
zahlig sind, sodass dann @r+1(0), ..., pa(0) ganze Zahlen bezeichnen, und fiir
jeden Gitterpunkt x mit

(10) %, =0, (mod.s) (e=1,2,...,m)
die Beziehungen

(11) . Polx) = pol0) =0 (mod. 1) (e=r+1,7r+2,...,2)
gelten.

Ist =1, so sind die Polynome @,(x), ..., @-(x), also auch die Polynome
Polsy+ 0, s+ 03y -y SYmtom)  (0=1,2,...,7)

rational unabhiingig (d. k. G. a. B.g.). Nach dem Weylschen Theorem gibt es dann
zu jedem positiven ¢ eine nur von 6, s und den Polynomen gy, ..., ¢r abhiin-

gige Linge =1, die ich mit % bezeichnen werde, derart, dass jeder den Ko-

L . . ..
ordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante 5 wenigstens eine Losung

y des Systems

— 0 < @olsy, + 0y, 5ys + 03, ey SYnF om) < d (mod. 1) (e=1,2,...,7)
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enthiilt. Hiermit ist bewiesen, dass falls =1 ist, jeder den Koordinatenachsen
parallel orientierte Kubus mit Kante L wenigstens eine Losung x des Diophan-
tischen Systems

(12)

enthiilt.

Wird L=s gesetzt, falls =0 ist, so folgt aus dem obigen, dass jeder den

[—8 < glr)<d (mod. 1) (e=1,2,...,7)

Ty =0 (mod. s) (e=1,2,...,m)

Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L wenigstens eine Lo-
sung x des Systems .
[—d<g.2)<d (mod. 1) (v=1,2,...,n)
(13) | Xp = 0Oy (mod. s) (w=1,2,...,m)
enthiilt. Denn ist r=un, so ist (13) #quivalent mit (12); ist =0, so ist (13)
wegen (11) fiir jeden Gitterpunkt x mit (10) erfiillt, und jeder den Koordinaten-
achsen parallel orientierte Kubus mit Kante = s enthillt mindestens einen solchen
Gitterpunkt; ist schliesslich o <r<n, so folgt (13) aus (11) und (12).

Wegen (4) und (5) ist bei geeignet gewiihlten ganzzahligen G,,

(14) j;(x)=20r.,9(po(x) v=1,2,...,0).

e=1

Wiihlen wir die positive Zahl ¢ so klein, dass

S Guol =& r=1,2,...,n)
=1

ist, so folgt (7) aus (13), womit gezeigt ist, dass die genannte Bedingung auch
hinreicht.

Satz 2: Bezeichnen

f”(x):.f;(xl: Lay oo = xm) (7=I, 2,...,”)
reelle Polynome, so hat das System
(15) —e<fyfx)<e (mod. 1) b=1,2,...,7)

dann wnd nwr dann fir jedes positive & wenigstens eine ganzzahlige Losung
x = (xy, X3, . .., Tm), wenn ein Gilterpunkt o= (0y, 0y, ..., Om) existiert mit fol-
gender Eigenschaft: fiir jeden Gitterpunkt (hy, by, ..., ha), fiir den das Polynom
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by fi(@) + hofalx) + - + hafal2)
(d. % G.a. B.g,) rationalzahlig ist, ist die Zahl

ki fi(0) + hefilo) + - + hafilo)
ganz.

Ist diese Bedingung erfidlt, so enthilt bei geeignet yewdhltem, nur von e wund
von der Polynomen f,, f, ..., fa abhingigem L, jeder m-dimensionale, den Koordinaten-
achsen parallel orientierte Kubus mit Kante L iwenigstens eine ganzzahlige Lisung
von (15).

Beweis: 1. Es gebe einen Gitterpunkt o= (g,, . .., on) mit folgender Eigen-
schaft: fiir jeden Gitterpunkt (h,, ..., k), fiir den das Polynom bk f(x) + -
+ hafalz) (d.k. G. a. B. g.) rationalzahlig ist, ist die Zahl k, f;(0) + - -- + hafau{0) ganz.

Wir wihlen eine nur von den Polynomen f,, ..., f» abhingige natiirliche
Zahl s mit der in Hilfssatz 2 erwihnten Eigenschaft. Nach dem vorangehenden
Satz enthilt bei geeignet gewiihlter, von ¢ und den Polynomen f}, ..., fi ab-
hiingiger Linge L jeder den Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit
Kante L wenigstens einen Gitterpunkt, der (7), also auch das System (15) erfiillt.

2. Das System (15) habe fiir jedes positive ¢ wenigstens eine Losung. Ich

wihle wiederum eine nur von den Polynomen fi, fi, . .., fu abhiingige natiirliche
Zahl s mit der in Hilfssatz 2 erwiihnten Eigenschaft. Bei geeignet gewiihltem
(61, 0y, . .., 6m) enthiilt das System (7) dann fiir jedes positive ¢ wenigstens eine

Losung. Nach dem vorangehenden Satz ist dann fiir jeden Gitterpunkt (hyy - vy Ba)
mit der Eigenschaft, dass das Polynom h fi(z) +--- + kufulx) (4. k. G. a. B. g.)
rationalzahlig ist, die Zahl h,f,(6) + - + hxnfa(0) ganz.

Hiermit ist unser Satz bewiesen.

Definition: Es mégen fi(x), . .., folx) Polynome in x,, . .., Tm bezeichnen. Der
zu diesen Polynomen gehirige Raum sei die Menge R der Pumkte u= (uy, ..., tn)
tm n-dimensionalen Raume wmit folgender FEigenschaft: fiir jeden Gitterpunkt
h=(hy, ..., ha), fiir den h fi(x) + -+ hafulz) (d.%k. G.a.B.g) rationalzahleg
st, ust

: hyu, + -+ hpun=o0.

Gehoren zwei verschiedene Punkte zu R, so enthilt B, wie unmittelbar klar
ist, auch die durch diese zwei Punkte gehende Gerade, sodass R ein linearer
Raum ist. Die Bedeutung dieses Raumes fiir unsere Probleme ergibt sich aus
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Satz 3: Die in Satz 1 genannte notwendige und hinreichende Bedingung ist
aquivalent mit der Bedingung, dass der den Polynomen fi,f:, ..., fa zugeordnete

Raum R iwenigstens einen Punkt uw = (uy, . .., uy) mit
(16) u, = f,(6) (mod. 1) (v=1,2,...,n)
enthdlt.

Beweis: 1. Es gebe in R einen Punkt » mit (16). Fiir jeden Gitterpunkt
(hy, by, ..., hy) mit der Eigenschaft, dass das Polynom h,f; + - + k. f, (d. k. G.
a. B. g.) rationalzahlig ist, ist dann

n
Zh.,u., =0,
»—=1

also wegen (16)
ZIuﬂ(a) =0 (mod. 1),
r=1

sodass die in Satz 1 genannte Bedingung gilt.

2. KEs sei die in Satz 1 genannte Bedingung erfiillt.
Wegen (4) und (5) gilt (14) bei geeignet gewiihlten ganzzahligen (/,,. Ich
behaupte, dass der Punkt » = (u,, ..., #,) mit den Koordinaten

(17) u~=ZGyggog(a) (v=1,2,...,n)
=1

in R liegt und (16) erfiillt. Denn da @r41(z), ..., pa(z) (d.-k. G.a.B.g.) rational-
zahlig sind, so sind nach der in Satz 1 genannten Bedingung ¢.+1(0), .. ., (o)
ganz, sodass wegen (14) und (17)

Solo) = 2, G @o(0) = Z Gro@olo) =u,  (mod. 1)
. =1 o=1

ist, somit (16) gilt. Wird der Gitterpunkt (&, ..., k») so gewiihlt, dass das
Polynom

B fi@) + o Enful@) = 2 @o(@) 2 by G

e=1 v=1
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(d. k. G. a. B. g.) rationalzahlig ist, so ist, da die Polynome grii(x), ..., pu(r)
(d. k. G. a. B. g.) auch rationalzahlig sind, das Polynom

=1

Z ¢9(x) Z ’Cr Gvg
o=1

(d. k. G. a: B. g) gleichfalls rationalzahlig. Die Polynome ¢,(x), ..., ¢.(z) sind
rational unabhiingig (d. k. G. a. B. g.), sodass

Zk,G.,g=o (e==1,2,...,1),

r==1

also wegen (17)

Zk.,u,= 29’0(")27‘" Gvo=0
v=1

o=1 r=1

ist. Hiermit ist gezeigt, dass der Punkt » in R liegt, womit Satz 3 vollstiindig
bewiesen ist.

Satz 4: Bezeichnen

fv(x)=ﬁ(xl, Tay o - oy xm) (1’=],2,...,N)

reelle Polynome mit zugeordnetem Raum R, so hat das System (15) dann wnd nur
dann fir jedes positive ¢ eine Losung, wenn es einen Punkt uw= (u, 1y, ..., 1)
in B und einen Gitterpunkt ¢ = (o, 0,, . .., om) gibt mit

u, =fr{0) (mod. 1) r=1,2,...,2).

Beweis: Dieser Satz folgt aus dem vorigen, genau wie Satz 2 aus Satz 1
folgt.

Hilfssatz 3: Werden zwei quadratische DMatrices A und B m-ter Ordnung
dquivalent genannt, wenn man zwei quadratische Matrices C und D m-ter Ordnung
mit ganzeahligen Elementen, deren Determinanten den Wert + 1 besitzen, finden
kann mat

CAD =B,

so kann man jeder Matrix A wmit rationalzahligen Elementen eine dquivalente
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Matrex B zuordnen, in der die Flemente in der Hauptdiagonale rationalzahliy sind
wnd die iibrigen Flemente verschwinden.

Vorbemerkung: Man beachte, dass der hier definierte Auivalenzbegriff

reflexiv, kommutativ und transitiv ist.

Beweis: Hier folgt ein direkter Beweis, obgleich der zn beweisende Hilfs-
satz unmittelbar aus allgemein bekannten Siitzen folgt.

Da die Behauptung fiir m=1 klar ist, diirfen wir m > 1 und die Behauptung
mit m—1 statt m schon bewiesen annehmen. Verschwinden alle Elemente in 4,
so ist die Behauptung evident, so dass wir voraussetzen konnen, dass nicht alle
Elemente in 4 Null sind. Durch Vertauschung von zwei Kolonnen, bzw. Zeilen
verwandelt eine Matrix sich in eine iquivalente Matrix, sodass das erste Element
a;; in der Matrix 4=/{(a;;) von Null verschieden angenommen werden darf. Be-
zeichnet p die Anzahl der Elemente 20 in der ersten Kolonne von A, ¢ die
Anzahl der Elemente 740 in der ersten Reihe von 4, dann ist somit p=1,q=1.
Ist p=2, so diirfen wir die Behauptung mit p —1 statt p schon bewiesen vor-
aussetzen; ist g =2, dann konnen wir annehmen, dass die Behauptung mit ¢—1
statt g gilt.

I. Es sei p=2, sodass bei geeignet gewihltem j=2 a0 ist. Da a,
und @ rationale Zahlen bezeichnen, gibt es zwei ganze teilerfremde Zahlen y
und ¢ mit

ya,, + daj1=o.

Ich wihle die ganzen Zahlen ¢ und g sodass

ad—fy=1
ist, und ich setze
‘ o= aax + Bajk (k=1,2,...,m),
Gk ==ymr + dajx (k=1,2,...,m)
it = @y (k=1,2,...,m;1=2,3,...,m; %),

so ist A #quivalent mit C =(esr). Wegen ¢j1=0, ¢;, 0 enthiilt die erste Kolonne
von C genau p—1 Elemente 0, sodass nach dem zu beweisenden Hilfssatz mit
p—1 statt p, die Matrix O, also auch die Matrix 4, idquivalent ist mit einer

Matrix, die die verlangten Eigenschaften besitzt.
. 54 — 30534, Acts mathematice. 656. Imprimé le 13 mars 1931.
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2. Es sei q=2. Der Beweis verliuft wortlich wie in 1, wenn nur Ko-
lonnen durch Zeilen ersetzt werden.

3. Es sei p=1, ¢g=1, d. h. a,, ist von Null verschieden, und alle iibrigen
Elemente in der ersten Kolonne und alle iibrigen Elemente in der ersten Zeile
von A verschwinden. Nach dem zu beweisenden Hilfssatz mit m — 1 statt m ist
die quadratische Matrix (a:)) (m — 1)** Ordnung (f=2,...,m; k=2, ..., m) iqui-
valent mit einer quadratischen Matrix (b;) derselben Ordnung, in der die Ele-
mente in der Hauptdiagonale rationalzahlig sind, und alle ibrigen Elemente
verschwinden. Setze ich nun by, =a,, bix=0 (k¥ 1), by=o0 ({7 1), so ist 4
iquivalent mit der quadratischen Matrix (b)) mt" Ordnung, womit Hilfssatz 3
vollstiindig bewiesen ist.

Hilfssatz 4: Sind lL(x) (u=1,2,...,m) rationalzahlige Linearformen in

Ty, ..., L, S0 evistieren zwer Determinanten
€y ... Cim dy .- dim
(18) ‘ e =21, =t 1
Cm1 ... Cmm dml .. (lmm
mit ganzzahligen Elementen, derart dass wenn
m
(19) x1'=Zd-v(b?/g ('V=I,2, ...,m)
o=1
wund
m .
(20) Z Cro Z(‘(x) = Lﬂ(y) ([l'= 1,2,..., ”1)
=1
gesetzt wird,
(21) L.(y) = Auyu (p=1,2,...,m)
mit rationalen A, tst.
Beweis: Ich setze
m
lg(x)=2ae.,a:, (e=1,2,...,m).
=1 .

Nach dem vorigen Hilfssatz kann man der Matrix A =(ax) zwei Matrices C =(c,~.k)
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und D={(d;;) mit ganzzahligen Elementen zuordnen, derart dass (18) gilt, in der
Matrix (biz)=CAD die Elemente der Hauptdiagonale rationalzahlig sind und die
iibrigen verschwinden. Bezeichnet F={(fi) die Matrix F= C4, so ist wegen (20)

n m

m
L.y) = Zcm,z%,x.,= D\ Sn X (=1, 2, ..., m),
=1 r=1 r=1

sodass aus (19) und (b;)=FD folgt

n m

L.lt(.’/) = Zﬁlv Z} dvg Yo = Z bp,g Yo = b[l.u Yu ("L=I, 2,... ’ﬂl),
=1

o=1 o=1
womit Hilfssatz 4 bewiesen ist.

Hilfssatz 5: Es seien die rationalzahligen Linearformen l(z) (v=1,2,..., )
in xzy, ..., xn und die reellen Zahlen b,, ..., bn so gewdhlt, dass fiir jeden Gitter-
punkt (hy, ..., h,) mit der Eigenschaft, dass die Linearform hl (x) +--- + kalu(z)
ganzzahliy ist, die Zahl hb, + -+ huby ganz ist. Dunn sind bet yeeignet ge-
wihltem  Gitterpunkt 6=(o,, ..., 6n) die n Zahlen l.(0) + b, (v=1,2,..., 1) ganz.

Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit setze ich m==n voraus, da
ich sonst nur Verinderlichen mit verschwindenden Koeffizienten oder verschwin-
dende Linearformen mit verschwindenden Zahlen b hinzuzufiigen brauche. Ich
wende den vorigen Hilfssatz an und ich setze

mn
(22) Zc‘uebp=By (u=1,2,...,m).
=1

Die in (21) auftretenden Koeffizienten A, sind rational, sodass ich

Pﬂ,

o= (u=1,2,...,m)
'

setzen kann, wo P, und Qu ganze teilerfremde Zahlen sind. Nach (21) und
(2z0) ist

Py, = QML.”'(y) = Qu Z Cup l(,(x) (u=1,2,...,m).

e=1

Diese Linearformen sind ganzzahlig, sodass aus der Voraussetzung mit Riicksicht
auf (22) folgt, dass
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"

Q“Zcﬂ('b(’z Q”,B“ (.u,———l, 2, ...,772)

o=1

ganzzahlig ist. Die Zahlen P, und ¢, sind teilerfremd, sodass es méglich ist
die ganzen Zahlen z,, ..., zn so zu wiihlen, dass

(23) Pz + QuBy =0 (mod. Q) (w=1,2,...,m)

ist.
Der Gitterpunkt ¢ = (g, ..., ou) mit den Koordinaten

(24) q:z = Z d/Ly Z’J (!L= I, 2, ey "l)
o=1 '
hat die verlangte Eigenschaft. Denn aus (20), (19) und (22) folgt

S P.z.+ QuB.
S o Uol0) + b} = Lu(2) + Bu= ——Q"’——'- (=1,2,...m).
=1 ¢

Nach (23) sind diese m Zahlen ganz, sodass sich aus (18) ergibt, dass auch die
m Zahlen l,(0) + b, (0=1,2,..., m) ganz sind.

Als Satz 5 leite ich den folgenden, schon in der Einleituny erwithnten
Giraudschen Satz ab.

Satz 5: Bezeichnen f,(x)=fi(x,, ..., Zu) reelle linearc Polynome, so hat dus
System

(25) — ¢ < filxr) < e (mod. 1) (v=1,2,...,n)

dann und nur daun fir jedes positive & unendlich viele ganzzahlige Lisungen, wenn
Siir jeden Gitterpunkt (hy, by, . . ., ha), fiir den das Polynom hy fi(x) + - + ha ful)
(d. k. G. a. B. g.) ganzzahliy ist, auch das konstante Glied dieses Polynoms gleich

exner ganzen Zahl ist.

Beweis: Besitzt (25) fiir jedes positive ¢ unendlich viele Losungen, so hat
nach Satz 2 bei geeignet gewihltem Gitterpunkt o=/(s,, ..., 6n) jeder Gitter-
punkt (&, ..., ha), fir den h f(x) + - + hnfa(z) (d. k. G. a. B. g.) ganzzahlig ist,
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die Eigenschaft, dass h,fi(0) + -+ hufa(o) eine ganze Zahl bezeichnet. Da o
einen Gitterpunkt bedeutet und h,fi(z) + --- + ke fu(z) (d. k. G.a. B. g.) ganzzahlig
ist, ist A, fi(6) + -+ + hnfi(o) dem kounstanten Gliede dieses Polynoms kongruent
modulo 1, sodass dieses Glied gleich einer ganzen Zahl ist.

Hiermit habe ich .gezeigt, dass die in Satz 5 genannte Bedingung not-
wendig ist. Um zu beweisen, dass diese Bedingung auch hinreichend ist, nehme
ich an, dass sie erfiillt ist, und unterscheide ich zwei verschiedene Fille:

1. In jedem der Polynome fi(x), ..., fulx) habe jedes lineare Glied einen
rationalen Koeffizienten. Dann sind die Voraussetzungen von Hilfssatz g mit

Srlx)=1L(x) + b, (r=1,2,...,7)

erfiilllt, sodass nach diesem Hilfssatz bei geeignet gewiihltem Gitterpunkt
6=1(0y, 65, ...,00) die n Zahlen IL(o) + b,=f,l0) ?=1,2,...,n) ganz sind.
Nach Satz 2 besitzt (25) somit fiir jedes positive ¢ unendlich viele ganzzahlige
Losungen.

2. In mindestens einem der Polynome f,(x), ..., fa(x) kommmt wenigstens
¢in lineares Glied mit irrationalem Xoeffizienten vor. Ich wende jetzt Hilfs-
satz 1 an.

Ist =1, so sind die Polynome f;(z), ..., fulz) (d. k. G. a. B. g.) rational un-
abhiingig, hat also (25) nach dem Kroneckerschen Satze (Satz 1 in § 3) fiir jedes
positive ¢ unendlich viele Losungen. Ich darf also weiter » <% voraussetzen.

Fiir jeden Gitterpunkt (&,+1, .. ., k») mit der Eigenschaft, dass das Polynom
kri1@rir(x) + -+ kapa(z) (d k. G. a. B. g.) ganzzahlig ist, ist nach der Voraus-
setzung des zu beweisenden Satzes auch das konstante Glied dieses Polynoms
eine ganze Zahl. Bezeichnet ¢, (v=r+1,7+2,...,n) das konstante Glied von

@.(x), so sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 5 mit n—r statt », mit den

Linearformen @,+1(@) —¢r41, - . ., @a(x) — ¢u statt der Linearformen (), ..., l(z)
und mit den Zahlen c¢ryq, ..., ¢, statt der Zahlen b, b, ..., b, erfiillt. Nach
diesemm Hilfssatz existiert somit ein Gitterpunkt ¢ == (¢;, 0,, ..., 6m) derart, dass
die n—7r Zablen ¢,41(0), .. ., (o) ganz sind. Um zu zeigen, dass dieser Punkt

o die in Satz 2 genannte Bedingung erfiillt, wiihle ich irgend einen Gitterpunkt
h={hy, ..., hy) derart, dass das Polynom h,f,(z) + -+ hafa(z) (d. k. G. a. B. g
rationalzahlig ist. Dieses Polynom ist ein lineares Kompositam von ¢, ..., g
mit ganzzahligen Koeffizienten, also ein lineares Kompositum VO Qrily - .-, Pr
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mit ganzzahligen Koeffizienten, da die Polynome g,, s, ..., @, rational unab-
hingig sind (d.k.G.a.B.g.). Da o so gewiihlt worden ist, dass @,+1(0), .. ., Pa(0)

ganze Zahlen sind, ist somit h,f,(0) + - - + hufa(o) in der Tat eine ganze Zahl,
womit ich gezeigt habe, dass die in Satz 2 genannte Bedingung hier erfiillt ist.
Nach Satz 2 besitzt (25) somit fiir jedes positive ¢ unendlich viele ga,nzza,hh:ge
Losungen.

Hiermit ist Satz 5 vollstiindig bewiesen.

Hilfssatz 6; Sind ¢,, ..., gi Linearformen in xy, ..., x, mit reellen Koeffi-
zienten, und ist das System der Ungleichungen

gi>o0 A=1,2,...,])
in veellen x,, ..., x. unlosbar, dann gibt es 1 Zuahlen z;Z0 (A=1,2,...,1), dic
nicht alle verschwinden, mit
(26) 29y + 29+ F élgl = 0.

Beweis: Dieser Hilfssatz ist schon Oofters bewiesen worden. Der erste
Beweis, den ich von diesem Hilfssatz habe finden koénnen, rithrt von J. Farkas?
her, aber der Hilfssatz kommt mit Beweis auch bei W. B. Carver® und bei
A. Haar® vor.

Hilfssatz 7: Sind ¢,, ..., g1 Linearformen in x,, ..., z. mit rationalen Ko-
effizienten, und ist das System '

(27) g1> o0 A=1,2,...,0

wn reellen x,, . .., x, unlosbar, so gibt es einen Gitterpunkt k=(k,, ..., k) #.(0, 0,.. ,0)
mat nicht-negativen Koordinaten, der die Beziehung

(28) kg + -+ ha=o0
erfillt.

Beweis: Nach dem vorigen Hilfssatz existieren [ Zahlen z;=0 (A=1, 2,..., I),

! J. Farkas, Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fiir die reine nnd angewandte
Mathematik 124 (1902), 8. 1—27.

® W. B. Carver, Systems of linear Inequalities, Annals of Mathematics, Second Series 23
(1921~—22), p. 212—220. .

* A. Haar, Uber lineate Ungleichungen, Acta Litterarnm ac Scientiarum Regiae Universitatis
Hungaricae Francisco-Josephinae, Sectio Scientiarum Mathematicarum, IT 1 (1924), 8. 1—14,
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die nicht alle verschwinden, mit (26). Es bezeichne ¢ die Anzahl der positiven
Zahlen z;, sodass 1=¢=/! ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir

2,>0, 2,>0,..., &+>0, Z1t1=0, ..., Z1=0

annehmen, da wir sonst nur die Linearformen g,, gs, ..., g untereinander zu
vertauschen haben. Dann ist

(29) 2,0, + 2.9 + -+ 291 =0.

Nach der Theorie der linearen Gleichungen werden alle Losungen 2;, 2, . .., 2
dieser Gleichung durch

s
(30) 2o =2 Ceuly (z=1,2,...,1)
a=1

gegeben; hierin sind s (1=<s=<¢) und C., geeignet gewiihlt, {, beliebig reell.
C.s ist gleich dem Verhiltnis von zwei Determinanten, deren Elemente Ko-
effizienten der Linearformen ¢, g., ..., g sind. Da diese Koeffizienten nach
der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfssatzes rational sind, sind auch die
Zahlen C,, rational. Nach dem vorigen Hilfssatz konnen die Zahlen §;, %, ..., &
so gewiihlt werden, dass die durch (30) definierten Zahlen z,, z,, ..., # alle posi-
tiv sind. Die Zahlen {s konnen dabei dann rational gewiihlt werden. Dann
sind 2, z,, ..., 2 positive rationale Zahlen, die (30), also (29) erfiillen. Wiihlt
man nun die natiirliche Zahl ¢ so, dass die Zahlen k,=qz. (v=1,2,..., f) ganz
sind, dann ist

kg, + kogs + - + kgt =o0,

sodass (28) gilt, wenn k1 =kipo=" =k =0 gesetzt wird.

Hilfssatz 8: Fs sei o<l<n, und die Polynome j;(a_s)., Sel@), ..., falz) on

Xy, Ls, ..., Tn Selen so gewdhlt, dass fiir jeden Gitterpunkt (ky, ks, . - ., ki) # (0,0,
.., 0) mit Koordinaten =0 tm Polynom k.fi(x) + --- + kifilx) wenigstens ein nicht-
konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten vorkommt. Dann erhilt der den Poly-

nomen f(x), ..., ful@) zugeordnete Raum R wenigstens einen Punkt (uy, uy, . . ., s) mrt
U >0, U >0, ..., u; > 0.

Vorbemerkung: Die Definition des Raumes R findet der Leser zwischen
den Sitzen 2 und 3 in diesem Paragraphen. Aus der Voraussetzung des zu
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beweisenden Hilfssatzes folgt, dass in jedem der Polynome fi(x), filx), - . ., fil)
wenigstens ein nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten auftritt, sodass
die Dimensionszahl » des Raumes R mindestens 1 ist.

Beweis: Ich wende Hilfssatz 1 an. Nach der Voraussetzung des zun be-
weisenden Hilfssatzes 8 enthilt fiir jeden Gitterpunkt (%, %,,..., k)5 (0,0,...,0)
mit Koordinaten = o das Polynom ’

2hfie) =2k 2 Gigpele)  (vergl (14)

=1 =1
n !
= 2 9’9(‘”) Z kiGiy
=1 i=1

wenigstens ein nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten. Hieraus
folgt, da die Polynome @.+1(z), @r+2(r), .. ., gulx) (d. k. G. a. B. g.) rationalzahlig
sind, dass das System

1
(31) Zki_(}n»:o (e==1,2,...,7)
=1
nicht erfiillt ist, sodass es keinen Gitterpunkt (%, %, ..., k) # (0.0, ...,0) mit

Koordinaten =o gibt, der (31) erfiillt. Nach dem vorigen Hilfssatz mit

o
'91=2G19"”9 A=1,2,..,]
=1
ist somit das System
2G19x9>o (A=1,2,....0)
o=1
in reellen z,, s, . .",, 2+ losbar, sodass » reelle Zahlen z, z,, ..., - mit
r
(32) u;=ZG;(,x9>o A=1,2,..,]
. o=1
existieren.
Um zu zeigen, dass der Punkt u=(u,, us, ..., #,) mit den Koordinaten
r - .
(33) ?lw':ZGv(ng R ('V=I,2,...,n)

=1
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in R liegt, wiihle ich irgend einen Gitterpunkt (hy, ks, ..., h,) derart, dass das
Polynom

D f@) = ke D Gugpela)  (vergl. (14)
= ()=1

y=1

= Z ¢:» (.’L') ZI ’l1' G'l'()
=1

o=1

(d. k. G. a. B. g.) rationalzahlig ist. Da die Polynome g,(x), ¢.(x), . . ., ¢-(x) (d. k.
G.a.B. g.) rational wnabhiingig sind, so folgt hieraus

n
Zh,.(},.g=o - (le=1,2,...,7),
p=1

also wegen (33)

n r n
el
Dbty = 2100 2 b Grg =0,
o=1 r=1

»=1

sodass # in R liegt. Mit Riicksicht auf (32) ist der zu beweisende Hilfssatz voll-
stiindig bewiesen.

Satz 6: Ist o<<l<n, bezeichnen f,(x),f2(@), ..., falx) beliebige reclle Poly-
nome in x,, Xy, .., Tm mit zugeordnetem Raum R, und ist s eine natiirliche Zahl
met der in Hilfssatz 2 genannten Eigenschaft, so besitzt das System

o<filry<e (mod. 1) A=1,2,...,])
(34) —e<filr)<e (mod. 1) (p=1+1,l42,...,7)
X, =0y (mod. s) w=1,2,...,m)

dann und nur dann fiir jedes positive ¢ unendlich viele ganzzahlige Lisungen, wenn

in R ein Punkt w={(u,, us, ..., ) mit
(35) wy=fr(0) (mod. 1) (r==1,2,...,n)

liegt, und ausserdem die Voraussetzungen des vorigen Hilfssatzes gelten.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gibt es eine nwr von &, s und den Poly-
nomen fy, fa, ..., fo abhingige Léinge L, derart, dass jeder m-dimensionale, den
Koordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L wenigstens eine Lisung
von (34) enthdlt.

55—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 20 mars 1931.
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Beweis: Die Voraussetzung, dass in R ein Punkt « mit (35) liegt, ist nach
Satz 3 notwendig.

Giibe es einen Gitterpunkt (%, k., ..., k) # (0, 0, .., 0) mit Koordinaten
=0, derart dass das Polynom k fi(z) + %, fe(x) +--- + kifilx) (d. k. G.a. B. g.)
ganzzahlig ist, so wiire bei geeignet gewiihltem konstantem ¢ (0=c¢< 1)

ki fil@) + ko fola) + - + R filx) —¢

ganzzahlig, sodass aus (34) folgen wiirde

!
o<e<ek (mod 1)

=1

fiir jedes positive &, und das kann nicht. Hiermit habe ich gezeigt, dass die
in Satz 6 genannten Voraussetzungen notwendig sind.

Um zu zeigen, dass diese Voraussetzungen auch hinreichend sind, nehme
ich an, dass in R ein Punkt » mit (35) liegt, und dass die Vora,ussetzﬁngen des
vorigen Hilfssatzes gelten. Nach diesem Hilfssatz liegt dann in R ein Punkt

w* = (], ..., u}) mit

u; >0, u3>0,..., u >o.

Der Raum R enthiilt dann alle Punkte (u}q, u3q, ..., %,q), sodass in R auch ein
Punkt U=(U,, ..., U,) mit ’

O<U1<§ (A=1,2,...,0
(36)
—§<U,<:i p=14+1,l42,...,7n)

liegt. Da die Punkte # und U in R liegen, enthillt R auch den Punkt mit den
Koordinaten

u, — U, = fi(0) — U, (mod. 1) (r=1,2,...,n).

Die in Satz 3 genannte Bedingung ist somit mit (v, — Uy, ..., u,— Us) statt
(#y, . .., un) und mit f,(x) — U, statt fi(z) erfiillt. Dieser Satz gibt also, dass das
Diophantische System '
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— Ui < filw)— U;<§ (mod. 1) A=1,2,...,1

(37) —§<f,(x)-—U,<§ (mod. 1) w=I+1,l+2,...,n)
Ty = 0Oy (mod. s) r=1,2,...,m)

fir jedes positive ¢ unendlich viele ganzzahlige Losungen besitzt, und dass sogar
bei geeignet gewiihlter Linge L (die nur von ¢, s, f;, ..., fa, Uy, -+, U,.., also
nur von ¢, s, f;,..., f, abhiingt) jeder den Koordinatenachsen parallel orien-
tierte Kubus mit Kante L wenigstens eine ganzzahlige Losung x==(z,, x;, . . ., Zu)
von (37) enthiilt. Wegen (36) erfiillt diese Losung auch (34), womit Satz 6 voll-
stindig bewiesen ist.

Satz 7: Ist o<l<n, und bezeichnen
f'(x)r‘ﬂ(xlvw:a--'vxm) (1'=I,2,...,n)

beliebiye reelle Polynome in x,, x., ..., xm mit zugeordnetem Rawm R, so besitzt

das System
| o<filz)<e (mod. 1) A=1,2,..,1

|—e<filr)<e (mod. 1) (=l+1, l+2,...,n)

dann wund nwr dann  fiir jedes positive & wenigstens cine ganzzahlige Lisung
. . C s
z=(Ly, &3, ..., Tm), twenn ein Punkt u=1(uy, u,, ..., w) tn B und ein Gitter-

punkt 6= (0, 0y, . .., o) zu finden sind mit
Uy Eﬂ(o‘) (mod I) (”:1721""”’)1

und ausserdem fiir jeden Gitterpunkt (ky, ks, . .., ki) 5 (0, 0, .. ., 0) mit Koordinaten
= o vm Polynom ’
kfilx) + kofolx) + - + Kufilz)

wenigstens ein nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten vorkommd.

Sind diese Bedingungen erfiillt, dann enthdlt bei geeignet gewdihltem, nur von
¢ und den Polynomen f,, f;, ..., f» abhingigem L, jeder m-dimensionale, den Koordi-
natenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L wenigstens eine ganzzahlige
Lisung von (34).

Beweis: Dieser Satz folgt aus dem vorigen, genau wie Satz 2 aus Satz 1

folgt.
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§ 7. Verallgemeinerung des Weylschen Theorems.

Satz 1: Sind k, ke, «. ., kn yanze Zahlen =o, die nicht alle verschicinden,
ist f(x)=f(x,, s, ..., Lm) in jedem Gitterpunkt x = (ic,, Zy, ..., xn) mit positiven
Koordinaten defintert und reell mit der Kigenschaft, dass, wenn alle Koordinaten «,,
von x unbeschrinkt wachsen,

() . A L)

nach einem trrationalen Grenzwert strebt, und ist F eine Lolge von m-dimensionalen
Quadern
Q... =2, <by (w=1,2,...,m),

o ay und b, natiliche Zahlen bezeichnen, und jede Kante b,—«, unbeschrinkt
wichst, wenn @ die Folge I dwrchliuft, dann ist die Funktion f(x) in den Quadern
Q gleichvertedlt mod. 1.

Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann ich £, =1 voraus-
setzen, da ich sonst nur die Veriinderlichen «, untereinander zu vertauschen
brauche.

Ich unterscheide zwei verschiedene Fiille:

1. Es sei

k1+k2+"""i'km=l,
also
kl:I, k2=k3="'=km=o.

Waehsen die Koordinaten des Gitterpunktes = (2, s, . . ., n) unbeschriinkt,
so strebt , f(x) nach einem irrationalen Grenzwert, den ich p nennen werde.
Dann ist fiir jedes feste positive ganze h und jedes feste ganze I#o

Sfley+h, 2y, ..., Zm) — fl2y, T3y - . ., Tm) = DR,

(2) (;_2”il<f(zl+hr Ty ooy Ty =S, ey -, X)) 6—2"“1”"

1 A/ltx A’? . A’:,,mf(m)=

ky ke kp kl k: km
= Z Z Z (=)t FRgrae ey Flaite, @tz
PRATN x

=1 zy=1 2m=1 ™
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Wird die fundamentale Ungleichung (§ 4) mit

u( )_ e--ulj(.t
angewendet, so ist

(3) Yy = Z 1= fl(Q)
xin Q
und
“n I Z eI E R Ty ) — e Ta . ey s g2ailph

(Qh) 4 ((L)") xin Qp

wegen (2), sodass aus

(Qh)
AQ 7
folgt
(4) — g—2rilph
A(Q)
Wegen der Irrationalitiit von p ist
. —
(5) | St —myemsmimn| < eq.

h=1

wo ¢ eine geeignet gewiihlte, von [ und p, aber nicht von ¢ abhingige Zahl
bezeichnet. Mit Riicksicht auf (3), (4) und (5) folgt aus der fundamentalen
Ungleichung

=q+ 2c¢q,

lim ¢ l Z" -ulf(.t)
:ch
also

e2nilfix) — 0,
giiltig fiir jedes feste ganze !3£0, sodass nach der ersten Haupteigenschaft
(Satz 3 in § 2) mit n=1 die Funktion f(») in den Quadern () gleichverteilt
mod. 1 ist.

2. Es sei )
(6) byt ko4 ka>1,

und es sei der zu beweisende Satz schon bewiesen, wenn %, + &, + -+ + kn durch
eine kleinere Zahl ersetzt wird.

Bezeichnet h eine beliebig gewihlte feste natiirliche Zahl, so kommen
wegen b, —a,—» in der Folge F hochstens endlich viele Quader @ mit
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b,—a,=h+k—1 vor. Diese Quader (falls sie iiberhaupt vorkommen) lasse ich
ausser Betracht, sodass fiir jeden in Betracht kommenden Quader ¢

(7) a, <b,—h—Fk +1
ist. Die Funktion

(8) Jiule) =flay +h, 2oy ooy @m) — S0, Zay ooy itw)

ist dann in jedem Gitterpunkt x des Quaders

QW oSz <bi—h, au= o<l (w=2,3,..., m)

definiert. Ich bezeichne mit @) den Quader

QW ..oy sz <b—h—k+1, @u=ru<b (r=2,3,...,m),

und ich werde zeigen, dass die Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes
erfillt sind, wenn &, durch %, —1, @ durch @®, b, durch b,~h und f(x)
durch fi(z) ersetzt wird.

Wegen k,=1 und (6) sind k,—1, ks, ..., kn feste ganze Zahlen Zo, die

nicht alle verschwinden; die Kanten

b, —a, —h und b,—a. (w=2,3,...,m)

von @" wachsen unbeschriinkt, und strebt die in (1) genannte Funktion nach
dem irrationalen Grenzwert p, so strebt

, h—1
Y Y A f () = Z,.d’;"z/fk .. .'dfn’"f(xl +1, 2, ..., Lm)
1=0 ‘
nach dem irrationalen Grenzwert ph.

Hiermit ist bewiesen, dass alle Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes
nach den genannten Ersetzungen giiltig sind. Nach dem zu beweisenden Satz
(angewendet mit %, — 1 statt %,) ist dann die Funktion fi(z) in den Quadern Q"
gleichverteilt mod. 1, sodass nach der dritten Haupteigenschaft (§ 4) f(z) in den
Quadern @ gleichverteilt mod. 1 ist.

Beispiel: Es werde gefragt die Anzahl 4(w) der Gitterpunkte (2, y) im
Bereiche
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I 9 3
o=z=< w, oéyé;px'+p'x=,
wo p und p’ positiv, p irrational ist, bei grossem ganzem « approximativ zu

berechnen.
Setze ich W(v)=v—[v], so ist die gesuchte Anzahl

Alw=w+1+ (—;pms + p'ﬂcg) —.qu(% prt +p'x?.’-)
=1 z=1 =

(9) =w+ Il—zpw(w+ N{ze+1)+p (E w? + ;wz) + 7, (w)

< 1 3 s 3
- ZW(-)W +p x)

=1 2

mit

tim 9 g

I ,
m=1, k=2, a=1, b=ow+1, f(a;)=;px’+px§

ist die Funktion ; px® + p'xg' in. den Intervallen 1 =2z < w + 1 gleichverteilt

mod. 1, sodass nach Satz 2 von § 2

) (—Ipac“’ + p'mg) —>j Y(v)dv= i

2

ist. Mit Riicksicht hieranf folgt aus (9)

1 1 {2 3 I 3
A(w)=-2w + Epw(w-i— Nzw+1)+p (5 ©: + Em:) + 7(w)

mit

—— =0

lim 7%
w

W=—s D
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§ 8. Andere Funktionen.

Satz 1: Sind k&, k., ..., km feste ganze Zahlen =0 mst k, >0, ist I cine

Folye von m-dimensionalen Quadern

Q... =2 <b, =1, 2,...,m),

o ay, und b, ganz sind, und jede Kante b,— a, unbeschrinkt wdchst, wean Q die
Iolge F durchliuft, werden jedem Quader @ der Folge I' ziwei positive Zahlen r
und R (r = R) zugeordnet mit

(1) (by — @) r — e, R—-o,
wenn Q die Iolge F durchliuft, und wird schliesslich die Funktion
f(x) =f(x17 x:‘y c ey xm)

(die von  abhingen darf) in jedem Gitterpunkt x = (x,, ,, ..., Tw) von Q so
definiert, duss die Funktion

(2) dads . A f2)

m Quader
Qv ... tp =0 < bu—Fky (e=1,2,...,m)

eine monotone nicht-abnehmende Funktion von 7‘1 ist, die in Qy entwceder bestindiy
um Intervall r < w < R, oder bestindig im Intervall — R < w = — » liegt, dann st
die Funktion f(x) in den Quadern Q gleichverteilt mod. 1.

Vorbemerkung: In diesem Satz darf man natiirlich das Wort »nicht-
abnehmende» durch »nicht-zunehmende» ersetzen, da man dann nur f{(z) durch
— f(z) zu ersetzen braucht.

Beweis: Ich werde zwei Fiille unterscheiden.

1. Es sei
i+ ko + - +hka=1,

also
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Fiir jedes reelle Zahlenpaar » und v ist

Ia'.*:zi(u br) . pRain 2 rvedmin I — Ie‘_'m‘v —_1 — Zn‘t:b"

»

= 47:"‘] c‘-”"""(r——'w)tlw"
1}

= 27",

< 4n2|f(1;——w)dw
0

Setzt man hierin
u=f(x), v=u4df(x), also u+tv=Fflr,+1,2,...,2) (o,=2,=b —2),

so erhiilt man

e‘.’ﬂlf(‘.l’.‘}'l,’-l‘:, e tp) B ﬁ;_nf(:,, e Tg) _ Znieﬁﬂfl'(fn-ur“'m)

4 @) 4,f ()

S z2a| 4, fla)| = 2R,

also wegen der Monotonie von J,f(x)

2if(; ey 2xEf{2q, ..., Tpy)
__():lf_(ri-‘:lf’ Ar’,)_l_)____ _— e* i B m T i1l ACITRRE Ty l
| f e+, m, ) A flxy, ..., 2m)
I 1
<2n'R+ |- - L.

i f @y, - ) Aif@+ 1,2, ..., xn)

Durch Summation iiber x,=ua,, @, +1,..., b —2 folgt hieraus, da o, f(x) be-
stiindig = oder bestindig = —r ist, .

b—2
: 2
sif(r — —_—
!éw 51 )| <nR.(by—a)+ =
also
£ 1 2
I )
e“'f“)' < + 2R+ ——~—-
| by—a, rgal 10 (b—a))ner
Hieraus folgt wegen (b, —a,) — o und (1)
— 2nifla)| < 4 pR 4 —2— 0
& IA(Q) xnge - by—ay (by—a,)7er .

56—30534. Acts mathematica. 56. Tmprimé le 20 mers 1931.
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Die Voraussetzungen unseres Satzes bleiben gelten, wenn f(x) durch hf(z)
(h fest, ganz #0) ersetzt wird, wenn man dann nur r durch |A]|» und R durch
[R| R ersetzt. Formel (3) verwandelt sich dann in

I D eninfe) o,

‘4( Q) rin Q

sodass nach der ersten Haupteigenschaft (Satz 3 in § 2) mit » =1 die Funk-
tion f(x) in den Quadern @ gleichverteilt mod. 1 ist.

2. Es sei

(4) ki 4+ ket -+ ko>,

und es sei der Satz schon bewiesen, wenn %k, + k, + - - + kn durch eine kleinere
Zahl ersetzt wird.

Ich definiere die Zahl ¢ (1 <0 =<m) folgendermassen: ist %, =2, so sei 6=1;
ist k=1 (sodass wegen (4) unter den Zahlen %,, %, ..., kn wenigstens eine posi-
tive Zahl vorkommt), dann werde o= 2 so gewiihlt, dass %k, positiv ist.

Ich wiihle nun irgend eine feste natiirliche Zahl h; ich bezeichne bequem-
lichkeitshalber den Punkt (x,, ..., Zo—1, s+ q, Zot1, - - ., 2w) mit 29, und ich
setze
Jk',,=7c,,—r; a',,=‘aa; bo=bs—h;

()

| o=k dp=w.; bu=0b. (u=1,2,...,m;u%o0).

Die Funktion
(6) Sila) = fa®) — f(=)
ist dann in jedem Gitterpunkt x des Quaders

Q...dp=Sxu<¥, (w=1,2,...,m)

definiert. Ich werde nun zeigen, dass die Voraussetzungen des zu beweisenden
Satzes erfiillt sind, wenn %, durch ¥, a, durch o'y, b, durch ¥, Q durch ¢,
r durch |h|r, R durch |h|R und schliesslich f(x) durch fi(x) ersetzt wird. Es ist

Fi=k—1=1 falls =1 (also %, = 2),

Eyi=k =1 falls o6 = 2;
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Ee=ks— 1 =0,

¥.=Fk.=o (w=2,3,...,m; u#a);

die Kanten b/,—a’. von @ wachsen unbeschriinkt, und aus (1) folgt

O, —a' ) h|r — =, || R — 0;
die Funktion
A—1
SO A flw) = DA J ()
¢=0
ist im Quader
a,[.c = L < bl'u - kl‘u (.U-= ,2,..., ﬂl)

eine monoton nicht-abnehmende Funktion von z;, die entweder bestindig imn
Intervall |h|» < o < |k| R, oder bestindig im Intervall — || R < o < —|h|r liegt.
Hiermit ist bewiesen, dass nach den genannten Ersetzungen die Voraussetzungen
des zu beweisenden Satzes giiltiz bleiben. Nach diesem Satze, angewendet mit
ks—1 statt k,, ist dann fi(z) in den Quadern Q' gleichverteilt mod. 1. Die Vor-
aussetzungen der dritten Haupteigenschaft (§ 4) sind hier erfiillt, falls darin die
Veriinderlichen z, und x, untereinander vertauscht werden. Folglich ist f(z) in
den Quadern @ gleichverteilt mod. 1.

Beispiel: Ist [ eine Folge von Intervallen a <« <b, wo « und b natiir-
liche Zahlen mit

b—a o
(7) v —

bezeichnen, dann erfiillt die Anzahl A4,(«, b) der im Intervall a <x <) liegenden

ganzzahligen Losungen x des Systems ‘
(8) 220 + 7ty <yt—y + 1 <22+ 2Py —2z29°

die Beziehung

(9) 4s(a, 2)

v
b—a 3 2

Beweis: Aus (7) folgt

VE_Va, 1
b~a b—a Vp+Va

(10)
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Nach der Einleitung (Vergl. die Beispiele 3 und 2 in § 1) kann man jedem

positiven d < 1_16— V2 eine natiirliche Zahl ¢ zuordnen, derart dass fiir die Un-

gleichungen

(11) —%V5~d<'V2x§<d (mod. 1)
und

(12) —-;;V;+ i< ;/;;1:’:"'<—6 (mod. 1)

und fiir jedes Paar von ganzen Zahlen y und b mit ¢<g<b die Bezichungen
(13) A15(9,0) = 4s(g,8) = 4,4 (9, %)

gelten. Die Intervalle ¢ =x < b mit b=c kommen in hochstens einer endlichen
Anzahl vor, diirfen also ausser Betracht gelassen werden. Ich kann dann jedem
der in Betracht kommenden Intervallen a<ux<b eine ganze Zahl y=a, =¢
und <} mit '

| w, 970 by
(14) g—®, =70 (a.lso b—a—”)

zuordnen. Dann gilt (13), also

(15) A ,b)“(.‘l_”)éAs(a:b)§Au(.’1vb)+(.9_U)

und es ist »

b—g b—g b—a
16 = . — —> o0
o Ve b—a Vb

wegen (14) und (10).
Die Voraussetzungen von Satz 1 sind mit

m=1, k1=»37 “1=91 b1=b)
fly=Vzaat, r=2f(b—4), B=2fy)

erfiillt; denn im Intervall gz <b—3 ist #°f(2) monoton abnehmend, = und
<R, und man hat R=4%f(g)—>0 wegen g— o,
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-29.-_.'2. 3 3 —_— -— oC
(b—g) Vi FboL2£(b— 4)

wegen (16) und

oy 53,1,
VoL flo—a)—2-2- Va.

Nuach Satz 1 ist somit f(x) in den Intervallen g <. < b gleichverteilt mod. 1,
sodass man hat

. Aulg, ) 1 yr !
VA 201 . 77 I 2 — ~d

(17 ——~b_y —>81 2 + 240; b—g —»81/ 2
Aus (15), (14) und (17) folgt einerseits

= ég(a, b) - I N

Lim pp—— 8l 2 + 24,
andererseits

o Aglab) vy

lim R—— V22— 24

fiir jedes positive §, womit (9) bewiesen ist.

§ 9. Normalsysteme.

Satz 1: Es sei ylvy, ..., v0) A=1, ..., 1) in jedem Punkte v=(v,, ..., v)

defincert, reell wnd stetig, und es set F eine Folge von m-dimensionalen Quadern
| Q... .an=x <b (e=1,2,...,m),
wo a, und b, ganz sind, und
A(Q)=(b,—a,) (by—as) . . . (bu—aw)

unbeschrdnkt wdchst, wenn @ die Folye I durchldt-tft. Jedem dieser Quader @
ordne ich ein mod. 1 gleichverteiltes Funktionensystem

f'.(x)=fi(x1,$z»-~-, mm) (1=1,2,...,n)

zw, wid .ich betrachte 21 feste (d. h. von Q unabhingige) Zahlen oz, 8, (A=1, ..., 1.
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Behauptungen: 1. Das System
(I) al<%1(.f1(x)—y1, 1f;l("')_.’/")<ﬂ7- ()‘=Iy 2:“'![)

(das ich ein Normalsystem nenne) hat dann wnd mur dann eine Lisung in ganzen

Ty, Loy ooy Ty Y1y Yoy - - -y Yn, Wwenn ein Punkt w=(w,, ..., wy) mit
(2) ar < 7, (w0, ..., wa) < B A=1,2,...,0)

existiert. [st diese Bedingung erfillt, dann besttzt (1) unendlich viele ganzzahlige
Losungen. ’

2. Ist It die Menge der tm Kubus
. K...o=2u<1 (v=1,2,...,n)
liegenden Punkte w=/u,, ..., 1), dene:n cin Gitterpunkt z=(z,, . .., z,) mit
e < gy —2g, ..., Un—20) < B A=1,2,...,])

zugeordnet werden kann, und ist K quadrierbar, d. h. hat E einen Inhalt J(E)
nach der Jordanschen Definition, so erfiilllt die Anzahl A,(Q) der in Q liegenden
ganzzahligen Lésungen x von (1) die Beziehung '

49 o
g~

wenn @ dic Folge F durchliuft.

Beweis: 1. Ich darf annehmen, dass ein Punkt w mit (2) existiert, da (1)
sonst natiirlich keine Losung besitzt. Wegen der Stetigkeit der Funktionen y,
erfiillt bei geeignet gewiihltem positivem ¢ jeder Punkt uw=/{(u,, ..., u,) mit

—e < Uy — Wy < & v=1,2,...,n)
die Ungleichungen
ar < x, (g, thg, ... un) < i A=1,2,...,0).

Folglich ist jede ganzzahlige Losung « des Systems
(3) —e< file) —w, <& (mod. 1) (v=1,2,...,7)

auch eine Losung von (1). Da das System f,(z) (v=r1, ..., n) in den Quadern @
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gleichverteilt mod. 1 ist, hat (3), folglich auch (1) unendlich viele ganzzahlige
Losungen.

2. Ich setze fiir jeden Punkt v=(v,, ..., v.)
Yoy, ..., o) =1,
falls bei geeignet gewihltem Gitterpunkt ¢= (¢, ..., t,) der Punkt mit den Ko-
ordinaten »,—¢, (v=1,...,n) in F liegt, und ‘

W("u RN ’I)n)'::O

sonst. Die Funktion (v, ..., vs) hat die Periode 1, und es ist

9

ff jw'z,l,.. va)dry ... dv,=J(E).

wo links das Riemannsche Integral gemeint wird.
Fiir jeden Gitterpunkt x von @ mit

(4) v(filx), ..., fula)) =1

gehdrt bei geeignet gewiihltem Gitterpunkt ¢ der Punkt mit den Koordinaten
Sel®)—t (v=1,...,n) zu E, gelten also bei geeignet gewiihltem Gitterpunkt
y=(, ..., yn) die Ungleichungen (1). Wird umgekehrt gegeben, dass z eine

Lésung von (1) ist, dann liegt bei geeignet gewiihltem Gitterpunkt ¢ der Punkt
mit den Koordinaten f,(x)—t, (v=1, 2,...,7n) in E, gilt somit (4). Folglich ist

Y{filx), ..., fal@) =1 oder o,

je nachdem z eine Losung von (1) ist oder nicht. Hieraus folgt

4,(Q)

= dil\)
A(Q x%Q’lp f;_ ,f'n(x)) A( )
Die linke Seite, also auch il(((g), strebt nach Satz 2 von § 2 nach dem Integral

ff fw Uiy - dyy ... dvy = J(E),

womit Satz 1 vollstindig bewiesen ist.



448 J. G. van der Corput.
Satz 2: Wird dem Normalsystem
5) i < Z,,(.fl(/r)_ylv .. wfn(‘”)—!/n) < ﬂl . ( == Iv 21 seey ’)

ein System der QGestalt

n+r
(6) (Z[.*_L, << .{/9(.7:) + Z (j-rg?/l < ﬁl-i“g (Q= I) 2$ crey ’l)
»=1
hinzugefiigt, wo (., Konstanten mit
Coi1,1 Covre o oo Catryr
() Crt2,1 Cntas ... Chrer 20
Cn+r,1 Un+r,‘.’ .- Cﬂ+r.r

bezeichnen, so bilden die zwei Systeme (5) und (6) zusammen ein Normalsystem ton
1+ r Ungleichungen mit den Unbekannten xy, ..., Tm, Y11 - - - Yatr.

Beweis: Aus (7) folgt, dass » Funktionen f.(z) (v=n+1,...,»+7) mit

ntr

y(,(x)+;C,(.f,(x)=o (o=1,2,...,7)

bestimmt werden konnen; dann nimmt (6) die Gestalt

n+r .
al+9 < - Z C"{’ (f'(x)—.’/') < 131‘*'(’ (e= I’ 21 sy 7.)1
. . r=1
also die Gestalt
(8) Gy < Lite (fl(x) Y1 - -yf;l-*-r(x) —?/”'H') < Br+o fe=1,2,..., 7‘)
an, wenn
ntr
7,,+(,(v,,...,vn+,)=—20,.9v,. fe=1,2,...,7)
r=1

gesetzt wird. Die Systeme (5) und (8) bilden in der Tat zusammen ein Normal-
system von !+ Ungleichungen.

Satz 3: Ist esn System von 1 Ungleichungen

(9) a;_<gv;,(xl,...,m,,.)<ﬂ;, (l=l,2,...,l)
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geyeben, wnd wird dabei vorausgesetzt, dass bei geeignet gewdhltem positivem 6 und
bei  geelgnet gewihlter Funktion glx)=g(x,, 2s, - . ., Tm—) (g{x) héingt also nicht
ron 1w ab) ans den ersten 1—1 der Ungleichungen (9) folgt

l‘pl<xl’ s .’L‘m) - q'l(xlr <oy Ty g(x))l <d,
dunn geniigt jede Lisung von (9) auch dem System

la),<(p,1(;l}1,...,:1f,,,)<ﬂ), (121,2,“.,2—!)

10
( ) ld(_d<¢((;ﬂl, ey .’L'm—!,g(-l'))<ﬂ(+a

und jede Lisung von

[a;<(p;(x,,...,m.,,)<ﬂ; (l=I,2,...,l-—I)

(11)
l(‘q+ I < (p[(:l,'l, e vvy T, g(’t)) <ﬂl* d

erfiillt (o).

Beweis: Klar.

Bemerkung: Bisweilen ist es bequemer die Systeme (10) und (11) statt (9)
zu untersuchen, da in der letzten Ungleichung von (10) bzw. (11) die Unbekannte
«m nicht mehr vorkommt; ich kann sagen, dass ich in der letzten Ungleichung
von (9) die Unbekannte x, eliminiert habe.

Beispiel: Das System
o< V3ab—y<s
o<zllogir—z<e¢
o<Ve—u<se

o<nr+Vaz+Viu—v<e

besitzt fiir jedes positive ¢< 1 unendlich viele positive ganzzahlige Losungen
xz, y, 2, u, v, und die Wahrscheinlichkeit, dass eine natiirliche Zahl x bei geeignet
gewilhlten positiven ganzen ¥, z, u, v diesem System geniigh, hat den Wert &*.

Vorbemerkung: Im dritten Teil werde ich mittels der dritten Methode be-

weisen, dass bei geeignet gewiihltem positivem absolut konstantem C jedes Intervall
57-—30534. Acta mathematica. 56. Tmprimé le 20 mars 1931,
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a
eZx<a+ C )
log u

WO « = 2 ist, wenigstens eine ganzzahlige Losung x von (12) enthiilt.

Beweis des Beispiels.
Erster Schritt: Normalisierung des gegebenen Systems.
Ist § eine beliebige feste positive Zahl < ée und < é(x —¢), so folgt bei
geeignet gewiihltem positivem ganzem ¢=c(d) aus x=¢ und
o< z’logic—z<e<1
die Ungleichung

|Vz—a2tlogx| <4,
sodass nach. Satz 3 in der Ungleichung
-
o<Vz—u<e

die Unbekannte z eliminiert werden kann, und zwar folgendermassen: bezeichnet
) ein Intervall e<x<b, wo b die Folge ¢+ 1, ¢+ 2, ..., durchliuft, so ist die
Anzahl "4,,(¢) der in @ liegenden ganzzahligen Losungen x von (12} héchstens
gleich der Anzahl A4,,(¢) der in @ liegenden ganzzahligen Lisungen x von

o< Viabl—~y<e
o< xPlog’z—z<e¢
(13)

—d<dlogz—u<e+d

o<nx+Vz2z+Viu—v<e,

und mindestens gleich der Anzahl A,(¢Q) der in @ liegenden ganzzahligen Lé-
sungen x von

o<Viab—y<e

(14) o< zllogir —z<e¢

14 .
d<atlogz—u<e—4

o<mr+Vzz+Viu—v<s.
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Um die Systeme (13) und (14) zu normalisieren, wende ich Satz 2 mit
=3, r=1, n=3, a=0, @=c¢, gl)=mr,

N Y — T 7 J—
w==o0, Cy=Vaz, w=Vs3, Cy=—1

an, sodass die in (7) genannte Determinante den Wert (', = —1 besitzt. Die
im Beweis von Satz 2 genannte Funktion f(«) wird dann definiert durch

(15) w4+ V2atlogiz + V3udiloge — fi(e) = o,

sodass die Ungleichung

. , , -
o<mx+ V2z+V3u—v<e
sich verwandelt in

o< —Valltlog®s —z) — V3ixtloge — uy + {filx) — v} <.

System (13) kann also auf die Normalform

o<Via®—y<e

(16) o< 2Plogizr —z<e
1 ;
~d<uatlogz—u<e+d

o< —Va{atlogtu—z) — Vi{atloge—uy + {fi(x)—v} <e&
gebracht werden, und System (14) auf die Normalform

o<Viat—y<e
o<zlogir—z<e

(17 ..
7) l&<x"ﬁ"logw—u<e~—6

o< —Vz2{xllogiz—z} — V3iatlogz —u} + {filx) — v) <e.

Zweiter Schritt: Das System der Funktionen
V3a®, a2*logiz, a«tlogz und f(»)

ist in den Intervallen @ gleichverteilt mod. 1.
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Beweis: Nach der zweiten Haupteigenschaft (Satz 4 in § 2) geniigt es zu
zeigen, dass fiir jeden festen Gitterpunkt (hy, ks, s, hy) # (0, 0,0, o) die Funktion

plx) = hy V;::;“ + hyx? log® @ + hetlogw + b, fi(2)
P

in den Intervallen  gleichverteilt mod. 1 ist, und dazu unterscheide ich ver-
schiedene Fille.

1. Es sei h, #0. Dann strebt #°¢(x) bei unbeschrinkt wachsendem x

dem irrationalen Grenzwert 6!k, V'3 zu, sodass dann @(x) nach dem verallge-
meinerten Weylschen Theorem (Anwendung 5 in § 1) in den Intervallen @ gleich-
verteilt mod. 1 ist.

2. Es sei h,—=o0, und es sei wenigstens eine der Zahlen /2, und h, von
Null verschieden. Dann ist
he + V2h o0,

und dann ist #*p(c) fiir hinreichend grosses ganzes x monoton, mit

lim #p(x)=0, lim s A gle)| = ce.

L0 F A

Nach der 8. Anwendung in § 1 mit £=6 ist dann @(x) in den Intervallen @
gleichverteilt mod. 1.

3. Es sei hy=hy,=hy,==0. Dann ist k540, und dann ist A*p(x) tir hin-

reichend grosses ganzes x monoton, mit

lim Ap(x)=o0, lim xld”go(é)l =0,

Z——n

Nach der 8. Anwendung in § 1 mit k=3 ist dann @(x) in den Intervallen ¢
gleichverteilt mod. 1.

Dritter Schritt: Schluss des Beweises. Die im Kubus
o=u, <1 (v=1,2,3,4)
liegenden Punkte (i, u,, 1y, #,), denen ein Gitterpunkt (4, ¥, Y3, ¥,) mit

fo<u —y <&, O<U—Ys<¢, FTo<uy—ys<e+4,
lo< — Va(uy—ys) —V3(us—ys) + (ma—y) <e
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zugeordnet werden kann, bilden eine Menge mit Inhalt &*(e ¥ 24d), sodass nach
Satz 1

A‘il—(i_((;ﬁ‘;) —&*e +26) und —-———‘27(((3) — &*e—24)
1st. Wegen
A () = 41,(Q) = 4,4(Q)
ist
(18) lim %1’—2%) = éMe+20) und lim ii’(((g) = e —20).

Bezeichnet .1,,(b) die Anzahl der positiven ganzzahligen Losungen w <D
von (12), so ist

A'l'.’(b) —C¢= AJ:(Q) = A,._.(b),

sodass aus (18) und

.l(Q) =h—c
folgt
e Ay (b ;
lim ‘1—'-7([)2 =é(¢e+2d) und lim*° ’;)( ) = e*e—29),
) e
somit
o4
lim A'-“b( ) = ¢t
Hiermit ist der Beweis geliefert.
Satz 4: Bezeichnen
fo@) =fol@s, @, - - -, n) b=1,2,..,%)

reelle Polynome mit zugeordnetem Rauwm R, besitzt die natiirliche Zahl s die in
Hilfssatz 2 von § 6 erwdhnte Eigenschaft, ist 6= (o, 65, . . ., On) ein Gitterpunkt
und sind die Funktionen

% (U1, Vs, o,y ) A=1,2,...,])

mn je(lem Punkt (v, vy, .. ., va) definiert, reell und stetig, so hat das System

(19) la1<1),(‘f1(x)_yl1 --~,ﬁz(x)""?jn)<ﬂl (l=1:27'--:l)
" .

Zu =0, (mod.s) (u=1,2,...,m)
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dann und nur dawn eine ganzzahlige Lésung, wenn man einen Punkt w= (uy, u,,
.o ) in R, und einen Gitterpunkt z =(z,, 2, . . ., 2a) mit

(20) a < g, (filo) +uy—zy, ... falo) + n—2.) < S (A=1,2,...,0)

bestimmen kann.

Ist diese Bedingung erfiillt, so gibt es eine, nur von ay, ..., @, B8, ..., 3,8,
Jis - Suy %1s - -+, %, abhdngige Linge L, derart dass jeder m-dimensionale, den Ko-
ordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L weniystens erne ganzzahlige
Losung z = (x,, ,, . . ., xa) von (19) enthdlt.

Beweis: 1. Es sei mdglich einen Punkt « in E und einen Gitterpunkt 2
mit (20) zu finden.

Wegen der Stetigkeit der Funktionen z, existiert eine positive Zahl ¢,
derart dass jeder Punkt (v, vy, ..., ¥n) mit

—{<v.—filo)—u,<{ (mod. 1) (v=1,2,...,2)

bei geeignet gewiihltem Gitterpunkt (y,, ys, . .., ) die Ungleichungen

@ <o =Yy, o =) < B A=1,2,...,0
erfiillt,
Bs werde nun das System

( — ¢ < fulx) — folo) < ¢ (mod. 1) (v=1,2,..., %)

21
(z1) | Ly = Oy (mod. s) (u=1,2,...,m)
betrachtet.
Der Raum R ist den Polynomen fi(x), ..., fu(z), also auch den Polynomen
@) = folx) — fulo) — us (r=1,2,...,7)

zugeordnet, und dieser Raum enthilt den Punkt mit den Koordinaten
— 4, = @,{0) (r=1,2,...,m).

Nach Satz 3 in § 6 mit ¢, statt f,, ist die Bedingung von Satz 1 in § 6 mit
@» statt f, erfiillt, sodass nach Satz 1 von § 6 (angewendet mit ¢, statt f,) das
System (21) unendlich viele ganzzahlige Losungen x besitzt, und bei geeignet
gewihltem I jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientierte
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Kubus K mit Kante L wenigstens eine ganzzahlige Lésung x von (21) enthiilt.
Diese Losung erfiillt dann auch (19).

2. Tch nehme an, dass (19) wenigstens eine ganzzahlige Losung (), . .., &m,
1y -« -, i) besitzt, sodass

(7’) . A‘.ai-<x;_(f1(4’-')‘_.'71a--~vfﬂ(~'—')‘“.'-ln)<»3i» (l=l,2,...,l)
o \ o =0, (mod.s) (w=1,2,...,m)
ist.

Wird ein Gitterpunkt (h,, ..., ka) so gewiihlt, dass das Polynom

2k A fil) — £,
v=1
(1. k. G.a. B. g.) rationalzahlig ist, so ist nach Hilfssatz 2 von § 6 das Polynom

s 2 b fulad) — fol)}

(d. k. G.a. B. g.) ganzzahlig, sodass fiir jeden Gitterpunkt x mit

Xy = Py (mod. s) (u=1,2,...,m),
die Zahl

PANYAC R AC)

=1
ganz, insbesondere
n
2k {fl0) — £}

p=1

ganz ist. Folglich ist die Bedingung von Satz 1 in § 6 mit f,(x) — f.(%) statt f,(x)
erfiillt, sodass der Raum R nach Satz 3 von § 6 einen Punkt (u,, us, ..., %) mit

—u, =folo) — fol#) (mod. 1) (=1,2,...,7)
enthiilt. Definiert man nun z durch )
SAE) — 7, == f,(0) + 4y — 2+ p=1,2,...,m),

so ist z ein Gitterpunkt, der wegen (22) Ungleichung (20) erfiillt.
Hiermit ist Satz 4 vollstindig bewiesen.
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Satz 5: Bezei(.'hnon
folx) = folzy, 2, . . ., Tu) v=1,2,...,n)
reelle Polynome mit zugeordnetem Rawm R wnd sind die I'unktionen
21, vs, ..., Ua) (A=1,2,...,))
in jedem Punkt (vy, v, ..., vn) definiert, reell und stetiy, so hat das System
(23) o, < L@ =y Hl@ =) < GA=1,2,...])

dann wnd nur dann eine ganzzahlige Lésung, wenn man einen Punkt (u,,u,, ..., )
in R, und zwei Gitterpunkte (2, zs, - . ., za) und (0y, 65, . . ., om) mit

a<y(fild+u,—z, ... fald) tun—2z) <8 (A=1,2,...,0)

bestimmen kann.

Ist diese Bedingung erfiillt, so gibl es eine, nur von ay, ..., a, B, ..., 8,
Jis oo s Sus tay -+, 7, abhingige Linge L, derart dass Jeder mi-dimensionale, den
RKoordinatenachsen parallel orientierte Kubus mit Kante L iwrenigstens eine guanz-
zahlige Losung x = (x,, ., .. ., Tm) von (23) enthdlt.

Beweis: Dieser Satz folgt aus dem vorigen, genan wie Satz 2 von § 6
aus Satz 1 von § 6 folgt.



