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Yorwort. 

W i r d  eine Ungle ichung  oder  ein Sys tem yon Ung le i chungen  mi t  mehreren 

U n b e k a n n t e n  gegeben, dann  ist es bis ~etzt n u r  in sehr  speziellen F~l len mSglich 

zu entscheiden,  ob diese Ungleichung,  bezw. dieses Sys t em unendl ich  viele ganz- 

zahlige LSsungen besitz~ oder nicht.  I n  dieser  Arbei t ,  die aus  drei  Teilen be- 

s teht ,  entwickle ich drei verschiedene Me~hoden, mit te ls  deren  man diese Frage 

in vielen F~llen bean twor ten  kann.  D e r  ers te  Teil  mi t  dem Titel :  *Zur Gleich- 

ver te i lung  modulo Eins>> behandel t  den yon H e r r n  H.  W e y l  t e ingef i ihr ten Begriff  

t H. Weyl, ?3ber die Gleichverteilung yon Zahlen rood. Eins. Math. Annalen 77 (I9i5), S. 
3x2--352. 
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der Gleichverteilung rood. I. Im zweiten Tell, der den Titel ~,Rhythmische Sy- 

steme~ tVs entwickle ich eine neue Methode, und der Titel )~Absch~tzungem~ 

des letzten Teils zeig~, d~ss in diesem Tell eine Absch~tzungsmethode benutzt 

wird; man beachte, dass die im letzten Teil vorkommenden Absch~itzungen nur 

Mittel, kein Zweck sind. 

Welche you den drei Methoden den Vorzug verdient, h~tngt yon den zu 

untersuchenden Ungleichungen ~b. Die dritte Methode ist eine Versch~rfung 

der ersten, und wo die erste anwendbar ist, ist die dritte es auch, aber die erste 

ist so viel einfacher, dass mau sle, wenn sie anwendbar ist, stets der dritten 

Methode vorziehen wird. Die zweite ]}Iethode kann weder mit  der erst~n noch 

mit der dritten verglichen werden. 

Verschiedene Resultate des letzten Teils sind schon yon Helen J. F. Koksma ~ 

in seiner Doktordissertation angewendet worden. 

Wo ich einen Satz mittels zweier Methoden beweisen kann, gebe ich, um 

Raum zu sparen, nur einen Beweis. 

Um diese Arbeit zu verstehen, braucht der Leser die Theorie der Diophan- 

tischen Ungleichungen nicht zu keunen. 

w x. Einleitung zur ersten Methode. 

Obgleich ich in diesem Teil die Theorie der Gleichver~eilung rood. I fiir 

Funktionen beliebig vieler Ver:s entwickeln werde, will ich reich in 

dieser Einleitung beschr~nken auf Funktionen einer Variabeln. Ich betrachte 

eine Folge F yon Intervallen a ~ x <  b, wo a und b ganz sind, und die L~nge 

b - - a  unbeschr~,~nkt w~chst, wenn alas Intervall die Folge F durchl~iu~. Jedem 

dieser Intervalle ordne ich n ree/le Funktionen fl(x), . . . , f~ (x )  zu, die fiir jedes 

ganze im betrachteten Intervalle liegende x definiert sind; ich nehme an, dass 

die Anzahl n dieser Funktionen fiir aUe Intervalle der Folge ~' denselben Wer~ 

hat. Ich betrrachte nun das System 

o _-< f , ( x )  - y ,  < r ,  ( , ,=  2, . . . ,  , ) ,  

wo 7L, 7s, . . . ,  7~ feste positive Zahlen < I sind, und wo x, y~, y,, . . . ,  y~ Un- 

bekannte bezeichnen. Ich nenne eine ganze, im betrachteten Intervall a_--_ x < b 

i Over stelsels Diophantische ongelijkheden, Doktordissertation Groningen I93O (I37 S.). 
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liegende Zahl x eine ganzzahlige LSsung, oder lmrzweg eine LSsung yon (1), 

wenn diese Z~.hl bei geeignet gew~hlten ganzzahHgen Yl, Y.~,--., Y, dem System 

(I) geuiigt. Start (z) ziehe ich es vor, zu schreiben 

(2) o ~ f ,  C x ) < y ,  (mod. I) ( ~ - ~ - I , 2 , . . . , n )  1, 

und ich werde mit A,.(a, b) die Anzahl der im lntervall  a ~ x <  b liegenden LS- 

sungen yon (2) bezeichnen. 

Die apriorische Wahrscheinlichkeit, dass eine ganze Zahl x dieses System 
erfiillt, ist gleich 9q 7 , . . . .  7n. 

Definition 1: Besi tz t  die Anzah l  A~ (a, b) f i i r  jede ll~thl der positiven Kon- 

stanten ~,, < x die Eigensehaft, dass das Ve~'hSltnis 

& (a, b) 
b - - a  

nach der apriorischen. Wahrscheinlichkeit 7z 7 ~ . . .  ~'~ strebt, wenn das Intervall 

a <~x< b die Folge F durehlSuft, so ~enne ich das System der Funlctionen f~(x), 

f . . ( x ) , . . . , f , , ( x )  in den IntervaUen a <=x < b der 1%lge 2" gleichverteilt rood. I. 

In w 2 werde ich beweisen: 

Satz 1: Sind al, . . . ,  a,,, flz, �9 �9 fin feste Zahlen mit  

a , ' ~ , ~ - - - ~  g , - [  - I ( y =  I ,  2, . . . ,  n) ,  

ist das System der ~unktionen f~(x), . . . , f , , (x)  in den Zntervallen a ~ x  < b einer 

�9 'olge ~" gleichverteilt rood. I, dann besitzt die Anzahl  A3(a , b) der im Intervall 

a ~ x < b liegenden ganzzahligen Lb'sungen des Systen~s 

(3) ~, < oder ~ f , ( x )  ~ ode," < ~, (mod. I) (~-~ I, 2 , . . . ,  n) 

die Eigenschaft, dass das Verhh'ltnis 

As(a, b) 
b ~ a  

ist. 

z cc < f < ~  (rood. I) soll heissen, dass bei geeiguet gew~hltem ganzzahligem y 

~ < f - y < ~  
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nach tier al~'iorisehen ~Vahrscheinlichkeit 

- - . : )  - 

slrebt, wem~ das Intervall a < x < b die 1,'olge F darchlduft. 

Wird iiberdies 

Cev ~ ~v 

gewdhlt, so ist also wegen b--a--* 0 0  

(a ,  b) - - *  

('V --~-~ I, 2, . . . ,  ~ )  

Der BegTiff der Gleichverteilung mod I besitzt die fotgenden drei einfachen 

Eigenschaften, die fiir die Theorie der Diophanfischen Ungleichungen yon we- 

sentlicher Bedeutung sind, und yon denen die erste und zweite schon yon Herrn 

I-I. Weyl entdeckt worden sind: 

~.r-~te Haupteigenschaft :  Das System der Funktionen f , (x) , ft.(x), . . . ,  f ,, (z) 

ist in den fnterwd!en a < x < b  einer Folge F dann uml m~r dam~ gleidwerteilt 

rood. I, wenn jeder feste GitterpunX't (hi, ho . . . .  , h,,) # (o, o, . . . ,  o) die EigeJ~scht~t 

b ~ l  

! Z e2~i(h'Z(~:) +"  " " +  hn/n(x)) --+ 0 
b - -  a ~=a 

besitzt; hierin durchlh'uft das Intervall a < x < b natiirlich die Folge 1~'. 

Z w e i t e  H a u p t e i g e n s c h a f t :  1)as System der Funktionen f ~ ( x ) , f , ( x ) , . . . , f ~ ( x )  

ist in den Intervallen a < x < b  einer Folge F dann und nur dann gleichver- 

teilt rood. I, wenn f i i r  jeden festen Gitte~TunIct (h~, ho . . . .  , h,,) # (o, o, . . . ,  o) die 

Funktion 

h ,A(x)  + h,.f~(~) + . . .  + h,f , , (x)  

in diesen Intervallen gleichverteilt rood. i ist. 

D r i t t e  H a u p t e i g e n s c h a f t :  Is t  fib" jedes feste 2~ositive ganze h die Funktion 

f ( x +  h ) - - f ( x )  in den Intervallen a < x < b - - h  gleichverteilt rood. I, so ist f ( x )  in 

den Intervallen a <--_x < b gleichverteilt rood. I. 
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Anwendungen der ~aupteigenschaften. 

i. A n w e n d u n g :  Sind 00 und O~ feste Zahlen und ist 0o irrational, so ist 
fiir jedes feste ganze h # o 

b--1 

I IZ I i i 
b - - a  ~=,, , i , - - i ,  Isin~hO01 - ' ~  

sodass naeh der I. Haupteigensehaft die Funktion OoX + O, in den Intervallen 
a ~ x < b gleiehverteilt rood. I i s t .  

2. A n w e n d u n g  (Das Weylsche Theorem): 1st k eine feste nutiirlicheZahl, 

sind 0o, 0, . . . .  , Ot. fest, und ist 0 0 irrational, so ist das Polynom 

k 

in den Intervallen a ~ x <  b gleichverteilt mod. I. 

Denn diese Behauptung ist ffir den Spezialfall k =  I schon in der I. An- 

wendung bewiesen. Ist  k ~  2, und ist die Behauptung mit k - - I  start k bereits 

bewiesen, dann ist fiir jedes feste positive ganze h die Funktion 

WO 

k--1 

f ( . + h ) - . f C , )  Y,  ' 0 k - - l - -n  il" 
x ~0  

0" o = hkOo, 

also irrational ist, in den Intervallen a ~ x < b -- h gleichverteilt mod. I, sodass 

nach der dritten Haupteigenschaft .f(x) in den Intervalleu a < x < b  gleichver- 
teilt rood. I i s t .  

3- A n w e n d u n g :  Sind die Voraussetzungen der vorigen Anwendung erfiillt, 

sind ce und # .Konstanten mit a < fl, dann besitzt die Ungleichung 

k 

(4) a < ~ ek--~ X = < fl (mod. I) 

unendlich viele ganzzahlige LSsungen x; bei geeigne~ gew~hltem L enth~lt sogar 

jedes Intervall der L~inge L wenigstens eine g~nzzuhlige LSsung x yon (4)- 
48--3053&.  .4eta mathematlca. 56. I m p r i m 6  le 10 m a r s  1931. 
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Denn sonar wiire f l - -  a < I ,  und  witre es mSglich eine Folge  2 '  yon In ter -  

vallen a < x < b m i t  

(5) A,(a,  b) = o 

zu finden, wo a und  b gauz sind, die Li~nge b- -a  unbeschri inkt  w~chst, wenn 

das Interval l  die Folge F durchli iuft ,  l/nd wo A~ (a, b) die Anzahl  der im In te r -  

vall a < x <  b Hegenden ganzzahl igen LSsungen x yon (4) bezeichnet.  Da nach  

der 2. Anwendung das P o l y n o m  #0 x~ + ... + Ok in den Intervaalen a < x < b gleich- 

vertei l t  rood. I ist, ist m~ch Satz  x 

A,(a, b) 
b - - a  

und das ist mit  (5) in Widerspruch .  

4. A n w e n d u n g :  I s t  e eine fes~e gmaze Zahl, is t  f (x )  fiir  jedes feste ganze 

x > c definiert und  reell, und s t reb t  ,dr(x) bei unbesch#~nkr wachsendem x uach  

einem festen i r ru t ionalen Grenzwer t  0, so ist  f (x )  in den In te rva l len  a < .~" < b, 

wo a stets _--> e vorausgesetzt  wird, gleichvertei i t  mod. 1.1 

B e w e i s :  Fi ir  jedes reeUe Zahlenpaar  u und v ist  

I ch  wiihle eine nat i i r l iche Zahl  q, und eine ganze Zahl go >----e, demrt ,  dass 

fiir jedes gunze ~ > go 

i 
(7) I d f ( ~ )  - -  O I < q, 

ist. I s t  g eine gmaze ZaJal -->--go, so ist  f i ir  jedes ganze x>=g 

x- -1  

I x - g  If(x) - f (g)  - o(=-g) l = .  (a,f(~)- o) __< q, 
r  

wegen (7), soda.ss aus (6) folgt ,  wenn  h e i n e  feste ganze Zahl  # o  bezeichnet,  

df(x) f f ( z +  x)-f(x).  
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l e ' = ' y ( ~ )  - e ~ ' ~ ' h ( y ( ~  I ~  2z[hlq! x-g) 

also 

g-l-q--I 

I"+~ ' I I :'+'-' I e ~=u'/(') ~ ~ e ~=ih(/(:/)+~ + q= ( x - - g )  <: K ,  
g ~ g  X~rJ : X==g 

wo ich 

K=lsiazhO[ + 2zlhl 

gesetzt  habe. Hieraus folgt  fiir jedes ganze positive H 

g+Hq--1 

x.~g 

ulso fiir jedes gunze b > g  

b---1 

l Z.'-"'"' l =< k-:~ ~ + ~ x=g q 

Is t  a ~ go, so w~hle ich g - ~ a ,  und  erhal te  

b---1 

I I ~_;~ .=o~' e,,,,h::x) =< gq + I, -.;q 

ist a < go, so w~hle ich g = g o ,  und  erhal te  

b--1 [ K q ~e~=ihy(x) < g o - - a + _ +  _ _ .  
I b - - a  ~= a [ b - - a  q b - - a  

We ge n  b -  a--~ r162 ist  also stets 

b--..1 

lira ~ q 
x ~ a  

giilt ig fiir jede nafiirliche Zahl q. Folgl ich is~ 

b- -1  

I Z e2~ihf(z) -'-'> O~ 
b - -  a x= a 

379 
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sodass nach der I. Haup t e igenscha f t  f ( x )  in den In te rva l len  a_--< x < b gleich- 

vertei l t  rood. I i s t .  

5. A n w e n d u n g  (Vera l lgemeinerung des Weylsehen  Theorems):  Sind k und  

c feste ganze Zahlen mi t  k > o,  is t  f (x )  fiir  jedes feste  ganze x ~  c definiert und  

reell, und strebg d~:f(x) bei unbeschr:s wachsendem x nach  einem festen 

i r ra t lonalen Grenzwert  8, so ist f ( x )  in den In te rva l len  a ~ x < b, wo a stets ~ c 

vorausgesetzt  wird, gleichvert~il t  mod. I. ~ 

Denn diese Behaup tung  ist  fiir  den SpezialfaU k = I schon in der vorigen An- 

wendung bewiesen. I s t  k _  > --  2, so besitzg die Fun l~ ion  

h--1 

fh(x) = f ( x  + h) -- f (x )  -= ~ J f ( x  + q) 
q=O 

ffir jedes feste positive ganze h die Eigenschaf t ,  dass 

h m l  

= + a) 
q=O 

bei unbeschr:,~nkt waehsendem x dem festen i r ra t ionalen  Grenzwer t  hO zustrebt. I s t  

die zu beweisende Behaup tung  mi t  )~--I  s tar t  k berei ts  bewiesen, dann ist ./),(x) 

in den Interval len  a _--< x < b - -  h gleichver~eilt  mod. I, sodass nach der dr i t ten 

Haupte igenschaf t  f (x )  in den In te rvaUen a ~ x  < b gleichver~eilt  mod. I is~. 

6. A n w e n d u n g :  Sind die Vorausse tzungen der  vorigen Anwendung  erfiillt ,  

sind a und {~ Konstan~en mi t  a ~ # ? ~ a  + I,  dann besitzt  die Anzahl  As(a, b) 'der 

im Interval l  a__< x<:  b l iegenden ganzzahl igen LSsungen der  Ungleichung 

(8)  a < ode r  ~ f (x )  ~ oder  < # (rood. I) 

die Eigenschaft  

As~h(a, 
l im -______a, = ~ _  a, 

b- -a  

wenn a stets ~ c  ist, und  die L~.nge b- -a  des In~ervalls unbeschr~nkt  w~chst. 

Bei geeignet gew~hltem L en~h~lt somit  jedes In te rva l l  a _--<x< a + L ,  wo a ~ c 

ist, wenigstens eine ganzzahlige LSsung yon (8). 

I Ist k~ 2, s o  i s t  Jkf(m)=J(~k--lf(x)). 
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Diese Anwendung folg~ unmi t te lba r  aus Satz I und  Anwendung  5- 

Bis .ietzt war nu r  bekannt :  ist a fest, und s t rebt  # n a c h  a, so is~ 

lim lim As(c, b) 
#....~.-.~ b--c 

~ ~ O .  

7. A n w e n d u n g :  Is t  a eine feste ganze Zahl, ist f ( x ) f f i r  jedes ganze x=>a 
definiert  und reeli, ist Af(x) fiir h inre ichend  grosses ganzes x monoton,  und gilt 

(o)  l i r a  ~ y ' ( x )  = o ,  
3 2 ~  :o 

l i m  x I ; fCx) I = :r  

so ist f ( x )  in den In terva l len  a =_< x < b, wo b unbeschrSnkt  w:&chst, gleichver- 

tei l t  rood. I. 

(~o) 

B e w e i s :  Fiir jedes reelle Zahlenl)aar u und v ist 

- ~ ~ i ( . - . ) . " - " .  I = I .  ~ " ' - ' ' )  - ~ - ~ ~ i ( , , - ' ~ )  I 

0 

0 

Ich w'~ihle die ganze Zahl g _--> a so, dass Jf(x)  fiir jedes ganze x >  g mono- 

ton  ist. Wegen  (9) ist  dann Jr(x) im In terval l  x>=g bestiindig p.ositiv.oder 

bestiindig negativ. I s t  h eine feste ganze Zahl h ~ o ,  so fo lg t  aus (IO)fiir  jedes 

ganze x >_-- g 

i e2~ihf(x+l) e2gih'f(x) i 
Jf(x)  Jf(x)  2gihe2"'af(~:) < 2z"h'lLtf(x)l '  

also 

le hs l i i  I i I 

1 Th. Skolem, Einige S~tze iiber gauzzahlige l~sungen gewisser Gleichungen und Unglei- 
chun'gen, l~Iath. Annalen 95 (I925) , p. 2~68.  
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Fiir jedes g~nze b > g ist somit wegen der Monotonie yon J f ( x )  

b,--1 

I lI  I I 
b - - 1  

+ 2 ~ h 2  --~--  ~ I z,f(x) I 

�9 o b - - 1  

< bl~f(b)l  + bl~f(g) l  + I~f(~)l  X ~ g  

- - - > O  

wegen (9). Hieraus folg~ 

b - - 1  

b I_ _ ~_~ e~,,~h.r(x) ~ O, 

sodass nach der I. t taupteigensehaft  f ( x )  in den Intervallen a < x <  b gleieh- 

verteilt mod. I isk 

8. A n w e n d u n g :  Sind a und k feste ganze Zahlen mit k > o ,  ist f (x )  fiir 

jedes feste ganze x ~ a  definier~ und reell, fst d ~ f ( x ) f i i r  hinreichend grosses 

g~nzes x monoton, und gilt 

(I I) lira d~f(x)  = o, lira x I a~f(x).l = ~ ,  

dann is~ f (x )  in den In~ervallen a ~ x  < b, wo die ganze Zahl b unbesehr~ink~ 

wgehst, gleichverteilt rood. I. 
Denn diese Behauptung ist fiir den Spezialfall k~---I sehon in der vorigen 

&nwendung bewiesen. Ist  k > 2, so besitz~ die Funlr~ion 

h - - 1  

fn(x) = f ( x  + h) - -  f ( x )  = ~,  J f ( x  + q) 
q=O 

fiir jedes feste positive ganze h die Eigenschaf~, dass 

h- -x  

q ~ O  

~oei hinreichend grossem ganzem x monoton ist, und wegen (I I )den Beziehungen 
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lira ~r = o,  lim x I .dk--lfa (x) I = 

gen i i~ .  I s t  die zu beweisende Behaup tu n g  mi t  k - - I  s tar t  k bereits bewiesen, 

dann  ist diese Funkt ion fh(x) in den In te rva l l en  a _--< x < b -  h gleichver~eilt rood. I, 

sodass nach der dr i t ten Haupte lgenschaf t  f (x)  in den In te rva l l en  a ~ x < b gleich- 

vertei l t  rood. I ist. 

9. A n w e n d u n g :  Sind die Vorausse~zungen der vorigen Anwendung er- 

fiillt, sind a und fl Kons tanten  mi t  a~_~_~a-t-I,  dann besi tzt  die Anzahl  Al.~(a, b) 

der  im [ntervall  a ~ x <  b l iegenden ganzzahl igen LSsungen x der Ungleichung 

(I2) a < oder  <=f(x) < oder  < # (rood. I) 

die Eigenschaf t  

lira A,~(a, b,~ f l - -a .  
~-.~ b 

Diese Behauptung folgt  unmi t te lbar  aus Satz I lind Anwendung  8. 

Bis je tz t  war nur  bekannt :  ist a fest, und strebg ~ nach ct, so ist 

lira lira Al*(a' b) 
#--~ z~-| b 

~ 0 .  

N u m e r i s c h e  Beispie le .  

B e i s p i e l  I : D a s  System 

0 < ]/~2x 7 I - - -  - - y < ~  
3 

o < + x V x -  ! - z < 
2 

o < x ~ log x .  log log x 7~ .~x'* - -  u < 

besi tzt  fiir jedes positive e unendHch viele ganzzahHge LSsungen  x, y, z, u. Ist  

~ I ,  so ist  die Wahrscheinl ichkei t ,  dass eine nati ir l iche Zahl  x diesem System 

geniig~, gleich e s. 

Vergl. die Fussnote auf S. 38I. 



"~x4 J . G .  van der Corput. 

B e w e i s :  Nach Satz ~ genti,o~ es zu zeigen, dass das System der drei 

Funk~ionen 

i n  

is~. 

V2-x 7, V 3 x  7 + xSV~x, x" log x . log log x + g x  ~ 

den Interval len 2 ~ x < b, wo b unbesehV~nlr~ ws gleichverCeilt rood. I 

Aus der zweiten Haupte igenschaf t  fol,o4, dass ich dazu nur  zu zeigen 

brauche, dass die Funkt ion 

f (x)  ----- hi ] /2x  7 + Its ( V 3 x  7 + x~ Vxx) + hs (x" log x .  log log x + z x  "~) 

fiir jeden festen Git~erpunkt (hi, h, ,  hs) ~ (o, o, o) in diesen Interval len gleich- 

verteilt  mod. I ist. I ch  unterscheide nun  zwei verschiedene Fiflle: 

I. Wenigstens eine der zwei Zahlen h, und  h 2 set ~ o. Dann  strebt rill(x) 

bet unbeschr~nk~ wachsendem x nach dem irrat ionalen Grenzwert  

7! (h, V 2  + h, V~3), 

sodass f (x)  naeh dem veral lgemeinerten Weylschen Theorem (Anwendung 5) mi~ 

X'= 7 in den IntervaUen 2 ~ x < b gleichverteil$ rood. I ist. 

2. Es set h l = h . ~ = o ,  also h s # o .  Dann ist 

f (x )  = hs (x-" log x .  log log .~" + ~x'-'); 

./la/'(x) is~ fiir hinreichend grosses ganzes x monoton,  und man hat  

t i m  x 
~---| log log------x -~ 2 h 3, 

sodass 

T----*r162 X - - |  

ist. Nach der 8. Anwendung,  mi~ k-~ 3, is~ f (x)  in den Interval len 2 --_< x < b 

gleichverteilt mod. I. 

B e i s p i e l  2: Die Ungleichung 

(I3) 2x20 + 7x4y2 < y 4 y  + I < 2 X  20 -{- x~Oy-- 2x~y " 

besitz~ unendlich viele positive ganzzahlige LSsungen x, y. Die Wahrscheialich- 
I 

kelP, da~s eiue natiirliehe Zahl  x dieser Ungle ichung gentigk is~ gleich ~ V~2, 
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u n d e s  gibt eine natiirliche Z~hl L,  derart, dass unter L konsekaltiven natiir- 

lichen Zahlen wenigstens eine LSsung x yon (I3) vorkommt. 

Bewei s :  Die Punkte (x, y) der durch (I3)definier~en Figur mit hinreichend 

grosser Abszisse x liegen auf einem geraden Segment 

y~(~.) < y < :/:(x),  

wo die Funktionen yt(x) und y~(x), wie m~n sich leich~ iiberzeug~, die Eigensch~ften 

lim (y,(x) - - V ?  :~.5~ = o, lira {y_,(x) - -  IF2 x"] ----- 

besitzen. 

I - - -  
Ist  J eine positive Z,,hl <~-6 F~2, so gen i i~  Mso jeder Gitterpunkt (x, y) 

mit hinreichend grosser Abszisse x und mi$ 

4 

- -  ~- V 2  + ~ < V - 2 x "  - y  < - 
8 

der Ungleichung (13) , wi~hrend jeder Gitterpunkt (x, y) mit hinreichend grosser 

Abszisse und nlig Eigensch~fg (13) der Ungleiehung 

_ I V - ~ _ ( ~ < l ' / ' [ ~ x ~ - - ! / <  d 
8 

geniigt. Sind a und b posifiv gunz mit a < b, bezeiehnet A~3 (a, b) die Anzahl 

der im Intervall a < ~ x < b  liegenden LSsungen yon (I3), A~(a,  b) die Anzahl 

der in diesem [ntervall liegenden Lgsungen yon 

4 

( i4 )  - -~ V ~  + ~ < V E ~  ~ < - ~ ( ~ o a .  ~), 
8 

und schliesslich Al~(a , b) die Anzahl der in dlesem Intervall liegenden Liisungen yon 

( ,5 )  - ~ V ~ -  ~ < ~ ' ~ x  ~ < ~ (moa.  i), 
8 

dann ist also bei geeignet gewi~hltem nur yon d nbhiingigem c 

(I6) A~,(a, b) --  c < A~a(a, t~) < A~(a,  b) + e. 

Naeh dem Weylsehen Theorem (Anwendung z) is~ 

A~,(a,b) ~,~-1/'2--2d und A~.~(a,b) I_]/~+ 2d, 
b - - a  8 b - - a  8 

4 9 - - 3 0 5 3 4 .  ~leta math~matiea. 5 6 .  I m p r i m 6  lo  1 0  m a r s  1 9 3 1 .  
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sodass aus (I6) folgt 

J. G. wm der Corput. 

I V'2 -- 2 d < lira A~Is (a, b) ~ ~ A,s (a, b) < I ]~-  + 2 ~, 
8 = b - - a  - -  b - - a  = 8  

a l s o  

lim A,., (a, b) 
b - - a  

Hiern.us f o l ~  die Behaup[ung. 

(x7) 

- - - -  I ~ 2 2 .  

8 

Ersetze ieh in diesem Beispiel x durch ~ ,  so bekomme ieh 

B e i s p i e l  3: Die Ungleichung 

2x ~~ + 7x~y*-<y4--y + I < 2x ~~ + x s y ~ 2 x y  ~ 

besitz~ unendlich viele positive ganzzahlige L~sungen x, y, und die Wahrschein- 

I ]/~2. 
lichkei~, dass eine na~iirliehe Zahl x 4ieser Ungleichung geni i~,  ist 

Um das zu beweisen, brauche ich nur im Beweis des vorigen Beispiels x 

dutch ~ x  zu ersetzen, a =  I zu setzen, und Anwendung 8 start 2 zu benutzen. 

In w 8 werde ich yon Ungleichung (I7) noeh mehr beweisen, nitmlich: is~ I,' 

eine Folge yon Intervallen a ~ x < b, wo a uud b natiirliche Zahlen bezeichnen mi~ 

(,8) ' a  ~ ~ 

wenn das Intervall die Folge durehl~uft, so geniigt die Anzahl A17 (a, b) der im 

Iutervall a ~ z < b  liegenden LSsungen x yon (I7) der Bezlehung 

A .  (a, b) VT. 
b - - a  8 

Hieraus folg~, dass eine positive absolute Konstante C existiert, derar~, dass 

fiir jede natiirHche Zahl a das Intervall  

a ~ x < a +  cV-aa 

wenigstens eine LSsung x yon (I7) enth~lt, da sons~ eine Folge von In~ervallen 

a ~ x <  b m i t  (I8) und A,,(a,  b)-~-o existieren wiirde. 

Ubrigens l~sst sich dieses Resultat  noch erheblich versch~irfen; denn, wie 

ich im dritt~n Teil beweiseu werde, daf t  hier (I8) durch die viel weniger for- 

derende Bedingung 
b - - a  
- -  ---~ OO @ 
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ersetzt  werden. Folglich existiel~ eine positive absolute Kons tan te  C, demrt,  

d ~ s  fiir jede natiirliche Zahl a das Interval l  
tL 

a < x < a +  C l f a  

wenigstens eine LSsung x yon (17) enth~lt.  

In  w 6 betraehte ich Polynomsystenle  and beweise ich u. a. die folgenden 

SiLtze, wobei m, also beliebig viele Unbekann te  x~, x ,_ , . . . ,  x,~ uuftreten. 

Satz 2: Bczeiehnen 

f,(~) =f , (~, ,  ~ , . . . ,  x,,) 

reelle _Polynome, so hat das System 

(t9) - - * < f , ( x ) < *  (rood. t) 

( v =  I, 2 , . . . ,  It) 

( } ' ~  I, 2, . . . , n )  

dam, umt too" dann f i i r  jedes feste positive ~ unendlich viele ganzzahlige Lb'~ungen 

~,:----(.v~, x~, . . ., x,,), wenn ein Gitter~unkt a=(a~,  a~, . . . ,  a,,,) existiert mit  foOender 

Eigen.,'chaft: f i ir  .]eden Githq'lmnkt (h~, h~ . . . .  , h,), f i i r  den da.s" Polynom, 

h ,A(x )  + h._f..(x) + + h,,f,,(~:), 

(d. k. t;. a. B. !l.) I rationaL~ahlig ist, /st die Zahl  

/,,A(,~) + l,:J:.(,,) + ' - "  + h,,j;,(,,) 
ga~lz. 

Diesen Satz kann man anders fornmlieren, wenn man die folgende Defini- 

t ion benutzt. 

Definition 2: Sind  

f,(x) =f , (x , ,  x. , , . . . ,  z=) 

reelle Polynome, so betrachte ich die Menge t~ der _Punkte u = ( a , ,  u ~ , . . . ,  u,,) im 

n-dimensionalen t~aum mit  folgender Eigenschaft:  f i i r  jeden Gitterpu.nkt (hl, h.,, . . . ,  h,,), 

f i i r  den das Pol!/nom 

h,Z(z) + h,f.(z) + . .  + h,f , , (x) 

�9 d. k. G. a. B.g.= soll heissen ,das konstante Glied ausser Betracht gelassen,, oder ~die 
konstanten Glieder ausser Betmcht gelassenz; 
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(d. k. G. a. 13. g.) rationalzahlig ist, is t  

hlu ~ + h~u~ + ...  + hnu~ = o. 

Es ist klar, de~s R ein linearer t~aum ist;  ich ~lenne R den den Poly,nome.n J](x),  

A(x), ...,./;,(x) zugeordneten Raum. 

Aus Satz 2 folg~ 

S a t z  3:  Bezeichnen 

f , (x)  = f , ( x , ,  x,  . . . .  , x,,) (v = I, 2 , . . . ,  n) 

rceUe Polynome mit  zugeordnetem Raum R ,  so hat das System (I9) dram. und uur 

daun f l i t  jedes l~ositive ~ unendlieh viele ganzzahlige LSsunge~ x =  (xt, x~, . . . ,  x,,,), 

wenn ein Punkt  u-----(ul, u2, . . . ,  u,) in R und ein Gitte~Tunkt a----(a~, a,, . . . ,  a,,,) 

exist&ten mit  

Bei linearen Polynomen 

zwax wie fo l~ .  

u ,  -----f,(a) (mod .  I) (u---- I, 2 , . . . ,  i ,). 

kann Satz 2 noch anders  formulierg werden, und 

Satz 4 (Satz yon Herrn G. Giraudl):  Bezeichnen 

f,(x) = f ,  Cx,, x,., . . . ,  x,,) 2 , . . , , , )  

reelle lineare Polynome, so hat das 8ystem (I9) dann und uur daJ~n fi ir jedes posi- 

�9 tire ~ unendlich "viele ganzzahlige LSsungen x--~(x l, x~_, . . . ,  x,~), wenn fiir jeden 

Gitterpunkt (hi, h,, . . . ,  h,,), f i ir  den das Polynom 

h~A(x ) + h,.f,(x) + . . .  + h,,f,,(x) 

(d'. k. G. a. B.  g.) ganzzahlig ist, auch das konstante Glied dieses Polynoms gleich 

einer ganzen Zahl ist. 

Dass dieser Satz bei nicht-l inearen Po lynomen  nicht  r icht ig zu sein brauch~, 

geh~ aus dem einfachen Beispiel 

m--~n---  I,  = -  T -  
; 3 

G. Giraud, Sur la l~solution approch~e en nombres entiers d'un systeme d'~quations lin~- 
aires non homog~nes, Comptes Rendus des s~ances de la Soci~t~ Math~matique de France (z9t4) , 
p. 29---32. Vergl. in-denselben Comptes Rendus (S. 46--48) die Mitteiiung des Herrn A. Chhtelet, 
Sur une communication de M. Georges Giraud. 



Diophantische Ungleichungen. I. Zur Gleichverteihmg Modulo Eins. 389 

hervor; jedes ganze h mit der Eigensch~.ft, da.ss 

(d. k. G. a. B. g.) ggnzzahlig ist~, is~ dureh 3 ~eilb~r, sod~ss d~nn ~ueh d~s kon- 

s~n~e Glied -~ h dieses Polynoms gleieh einer g~neen Z~.hl ist, aber die Ungleiehung 
3 

- - I  < I X~ § I I (11100. I) 
3 

hat  keine g~mzzahlige LSsungen. 

In  w 5 unt.ersuche ich nicht; nur  SyStem (I9), sondern auch 

(20) f o <f~(x) < * (rood. I) ( i t= ~, 2 , . . . ,  l) 

I - ,  < f ,  (~) < ,  (moa.  ~) ( ,  = ~ + ~, ~ + 2 . . . .  , . )  

wo i ~  l ~  n ist, mad beweise ieh 

Satz 5: 1st i ~ l ~ J+, und bezeiehnen 

f ,  (X) = f= (Xl, X~ . . . .  , Xm) (V~ I, 2, . . . ,  ~7) 

rcelle l)olynome mit zugeordnetem Raum J~, so besitzt ( 2 o ) d a n n  und nur dram 

f i i r  jedes positive ~ unendlich viele ganzzahlige LSsungen x ,  wenn e in  l~unkt 

u ~ (+q, "++2, . . . ,  u,,) in R und ein Git terpunkt  a =  (a~, a,, . . . ,  a,,) existieren , , i t  

u, ~--f,(a) (rood. I) (v=  I, 2 , . . . ,  n), 

und wenn aasserdemz f i ir  jeden GitteJTunkt (k~, k~, . . . ,  kl) # (o, o , . . . ,  o) mit Ko- 

ordinaten kx ~ o im Polynom 

k, ACx) + kJ~ (~ )  § + ~,~(~) 

wenigstens ein nicht-konstantes Glied mi t  irrationalem Koeffizienten vorkommt. 

Bis jetzt habe ieh in dieser Einlei tung fas~ nur fiber Systeme der Gestalt 

, ,  < f . ( x )  - v .  < ~, ( ~ =  z, 2, . . . ,  n) 
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gesprochen, aber im letzten Para~o~raphen (w 9) yon Teil I behandle ich all- 

gemeinere Systeme, die ieh Normalsysteme nenne, und die die Gestalt 

~ < z~ ( Z ( x )  - y , ,  . . . ,  fn (X)  - -  y,,) < ~,. (~ = ~, 2 , . . . ,  ~) 

haben. Dass der Begriff der GleichverCeilung mod. I fiir :hrormalsysSeme yon 

Bedeutung ist, ergib~ sich aus 

Satz 6: Is t  das System der Funktionen f ~ ( x ) , . . . , f n ( x )  gleichverteilt rood. I, 

und sind die ~'unktionen Za (v~, . . . ,  v,,) f i i r  jeden P unkt (v~, v~, . . . ,  vn) definiert 

und stetig, so hat (2x) dann und ~tm" dann unendlich viele ganzzahlige Lgs.ungen, 

wenn ein Punkt  (wl, w,  . . . .  , w,,) m i t  

existiert. 

rech~en, 

e~fiillt. 

"~ < z~ (w~, w~, . . . ,  w,) < ~ ( ~ =  I,  2, . .  . , l )  

.Existiert ein solchm" t)unkt ,  dann harm man die Wahrscheinlichkeit be- 

dass ein x bei .geeignet gewiihlten ga~zm~ Yl, Y,. . . . .  , y,, das System (2I) 

Die Untersuchung, ob die Methode der Gleichverteilung mod. I auf ein 

gegebenes System anwendbar ist, w-ird im allgemeinen in drei Schritten verlaufen. 

Ers~er  Sehr i t~ :  Normalisierung des gegebenen Systems, d. h. man ver- 

sucht das gegebene System zu einem oder zu mehreren •ormalsystemen zuriick- 

zufiihren. (Dazu dienen die S~tze 2 und 3 in w 9-) 

Z w e i t e r  S c h r i t t :  Is t  der ers~e Sehrit~ gelungen, so untersucht man, ob 

das System der in den gefundenen Normalsysteme n auf~etenden Funktionen 

gleichver~eilt rood. I ist oder niche. 

D r i f t e r  Schr i~ t :  Is~ dieses System gleichverteilt rood.-I,  so untersucht 

man, ob die gefundenen Normalsysf~me der in Satz 6 genannten Bedinguug 

geniigen. 

Is t  das der Fall, dann is~ die Methode der Gleichver~eilung rood. I auf das 

gegebene System anwendb~r. 

hls  Beispiel behandle ieh in w 9 das System 

< x a log ~ x - -  z < 
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wo x, y, z, u, v ganzzahlige Unbekannte  bezeichnen, und  w o e  eine beliebige feste 

positive Zahl < I bezeichnet. 
I 

E r s t e r  S e h r i t t :  Normalisierung. Ieh w;ihle eine positive Zahl J < - e  
2 

und  < _I (I--~),  und ich beweise, dass bei geeignet  gew~hltem, n u t  yon ~ ab- 
2 

h~ngigem e jede LSsung x_= c yon (22) auch eine LSsung yore Normalsystem 

(23) 

O <  V 3 x " - - y < : ~ r  

o < x "~ tog-` x --  z < 
. 

o < - -  V '~- (x '~ ' log- `x- -z ) - - I /3  (x~ l o g x - -  u) + ( f~ (x ) - -v )  < 

ist, wo ich 

f4(x) : ~ x  + V ' 2 x  ~ log-` x + ]/~x'-:-' log x 

gesetzt habe, und ausserdem dass jede LSsung x ~ c  des Normalsystems 

('~4) 

] ~ < l /3  x6 - -  y < 

x '~ log" x - -  z < 

I d < x~logx =- u < e - -  d 

o < --  V72 ( x ~ l o g ~ x - - z ) -  V 3 ( x ~ l o g ~ - , , )  + ( A ( x ) - v )  < 

auch (22) erfiillt. 

Z w e i t e r  S e h r i t t .  Die vier in den zwei Normalsys temen (23)und  (24) 

auf t re tenden Funktionen 

1~3 x6 , x 5 log-` x,  x ~ log x ,  f~(x) 

bilden ein System, das  in den Interval len  I _--<x< b, wo die natiirliche Zahl b 

unbeschr~nkt  w~chst, gleichverteilt mod. I ist. 

D r i f t e r  S e h r i t t .  Die Norm~lsysteme (23) und  (z4) geniigen der in Satz 6 

genannten  Bedingung; die Wahrscheinlichkeit ,  dass eine natiirl iehe Zahl x (23) 

erfiillt, ist  gleieh ~s(~ + zd), dass sie (24) erfiillt, ist gleieh ~s(~--2d). 

Je tz t  wissen wir, dass die ~Iethode der Gleiehvertei lung mod. I auf das 

gegebene System (22) anwendbar isf. l~laeh dem ersten und  dr i t ten Schrit t  ist 
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die Wahrscheinliehkeit ,  dass eine natiirHehe Zahl x das System (22) erfiillt, 

_--__ rs(~ --  2 d) und ~ ' ~ ( ~ +  26), also, d a d  beliebig klein gew:,thlt werden kann,  

gleieh r4. Folglieh besitzt (22) unendl ieh viele ganzzahlige LSsungen x, y, z, .~1, v. 

w 2. Die ers te  und  zweite Haup te igenseha f t .  

In  diesem Paragraphen  ist F eine Folge yon m-dimensionalen Quadern 

Q...at,<__xt,<b,,  (#---- I, 2, . . . ,  m), 
wo a t, und b t, ganz sind, 

a,, < 4 (~,= I, 2 . . . . .  m) 
ist, und der Inha l t  

A (Q) -~ (b I - -  a 1) (b, - -  a,) �9 - �9 (b, - -  a , )  

yon Q unbesehrKnkt w:s wenn Q die Folge F durehF, tuft. Ausserdem werden 

jedem Quader Q yon /~ '  n reelle FunkCionen 

f , (x )  = f ,  (x,, x , . . . ,  x , )  (~ = i, 2, . . . ,  n) 

zugeordnet, die in jedem Git terpunkr x = ( x  1, x 2 , . . . ,  xm) yon Q definiert sin& 

Die Zahlen m u n d  n werden dabei unabh:,tngig yon Q vorausgesetzt, d. h. m, 

und auch n hat  fiir jeden Quader  Q yon F denselben Wef t .  

I s t  j die Nummer  eines Systems yon Ungleiehungen,  so werde ieh mit  

As(Q) die Anzahl der in Q l iegenden LSsungen dieses Systems bezeiehnen, sodass 

z. B. A6(Q) die Anzahl  der in Q l iegenden ganzzahligen LSsungen x yon (6) be- 

zeiehnet. Ieh nenne das System der Funkt ionen  f~(x),f~(x), . . . f , ( x )  in den 

Quadern Q gleiehverteilt  rood. I, falls fiir jede W a h l  der  Konstanten 7, mi t  

o < 7- < I (~ = 1, 2, . . .  n) Beziehung (7) g i12t, wenn Q die Folge F durehl~uft. 

Satz 1: Ist das System der ~'unkffonen f ~ ( x ) , f 2 ( x ) , . . . , f , ( x )  in den Quadern 

Q gleiehverteilt rood. I, u~d bezeichnen a,, ~, (V= I, 2 , . . . ,  n) yon Q unabhh'ngige 

Zahlen mit 

(I) ~.  =< ~, ,__<. .+ ~ ( ~ =  ~, 2 , . . . , ~ ) ,  

so besitzt die Anzahl As(Q) der in Q liegenden Lb'sungen x des Systems 

(2) 

die Eigensehaft 

(3) 

, .  -_< ode," < f , ( ~ )  _-< od~,- < ~, (rood. ~) ( ~ =  ~, 2 , . . . ,  , )  

A2(Q) ~--a , ) ( f l~- - .  a~) ... (~,,--a,), 
A(Q) 
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wenn Q die Folge ~" durchlii~ft, d. h. das Verhh'ltnis 

A2(Q) 
A(Q) 

strebt nach der ap~iorischen. TVahrscheinlichlbeit, dass ein 

Gitterpunkt x dem System (z) geniigt. 

Bewei.q: Ich unterscheide verschiedene F~lle. 

i. Es werde das System 

(4) o ~ f , ( x )  < fl,. (rood. I) (v--~ I, 2 , . . . ,  n) 

betrachtet  ( w o o  =< fl,_--< x ist). 

(5) 

Dann  ist zu beweisen 

A,(Q)  
A(Q) --~ #~fl*" " '"  #"" 
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willkiirlich gewdhlter 

( ~ ' ~  17 2~ . . .~'1~.), 

sodass 7- zwischen o und  x liege. Naeh  der  Definit ion des Begriffes der Gleich- 

vertei lung rood. x gilt fiir das System 

(6) 0 ~ f ~ ( x )  < 7~ (rood. I) (u---- I, 2 . . . .  , q~) 

die Beziehung 

(7) As(Q) 
A(Q) ~ ' 1 7 " " "  n .  

(8) 

sodass 

(9) 
5 0 -- 30534. 

Eine LSsung yon (4), die n icht  (6) erfiillt, geniis~ auch nicht  dem System 

o < f , ( x )  < ,  - o '  (rood. ( ~  I ,  2,  . . . ~ n ) ,  

o < A,(Q) - -  A6(Q) < A(Q) - -  As(Q) 

Acta mathematlca. 56. Imprim6 le 11 mars 1931. 

7, = fl, falls fl, < I 

7,. = I - - 6  falls fl,.---- I 

Ich  darf  annehmen, dass alle Zahlen El, ~ ,  " ' ' ,  ~" positiv sind, da sonst A4(Q)=o,  

also (5) evident ist. Ich fiihre eine positive Zahl r i ein, und  ich setze 
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ist. Na~h der  Def in i t ion  des Beffriffes de r  G le i chve r t e i l ung  rood. I ist  

As(Q) --. (t - -  d)", 
.~(Q) 

sodass  aus (9) u n d  (7) folgr 

'4"(Q) >- r, r ~ - -  r,, lira A (Q) -  

u n d  

A,(Q) < .. - -  (x - -  d) ~ l im A(Q) = Y~72 - y , , +  I 

Strebt d nach Ntfll, so strebt Z, nach fl,., sodass (5) gilt. 

2. Es  werde das  Sys t em 

(IO) a, ~-~f,.(X) <if-,, (rood. I) (~=I;2 .... ,,1) 

betrachtet. D a n n  ist zu beweisen 

(if) Ato(Q) -~ ( ~  _ a,)(fl~ - -  a.) �9 - �9 (#,, - -  a,,). 
A(Q) 

Beze ichne t  i"-- I (I =< r ~ n + I) die A n z a h l  de r  v e r s c h w i n d e n d e n  Zahlen im 

S y s t e m  a~, a~ . . . . .  a~, so daxf i ch  r ~  n voraussegzen ~, da  der  Fall  r----n + I s c h o n  

in  I. e r ledigt  ist. Ohne  Besch r : s  de r  A l l g e m e i n h e i t  k a n n  ich at ~ o an-  

n e h m e n ,  da  ich sons t  n u t  die U n g l e i c h u n g e n  (Io) u u t e r e i n a n d e r  zu ve r t auschen  

b rauche .  Ausse rdem da r f  -ich a n n e h m e n ,  da~s (I I) m i t  r + I s ta r t  r schon be- 

wiesen ist. 

I c h  werde j e tz t  zwei Fiille un t e r s c he iden ,  je n a c h d e m  zwischen  a 1 und  fl~ 

eine ganze  ZaM l iegt  oder  n ich t .  

(.I 2) 

und 

(I3) 

2, I. Es l iege zwischen a 1 u n d  ~l ke ine  ganze  Zahl.  

I ~" =<f ,  Cx) < 8,  (rood. ~) 

1. o _--<ACx) < el  - - [a l ]  (rood. I) 

j ~, __<f,(x) < ~,  (moa. ~) 

[ o --<A(~) < g, - [",] (moa. ~) 

Fiir  die Systeme ~ 

(~--- 2, 3, �9 .-, ~) 

(~-~2,  3 , . . ' ,  n) 

[eq] bezeichnet die grSsste ganze Zahl --<__ ~z- 
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gilt  dann 

(~4) A,o(Q)-~ A I a ( Q ) -  AI~(Q). 

Hier in  ist 

0 __--~ {q - -  [gl] "( I u n d  o ~ fl,  - -  [a l ]  < I ,  

sodass zwisehen o und e q -  [all keine ganze Zahl lieff~, und  auch nieht  zwischen 

5Tach der zu beweisenden Eigenschaft ,  mi t  r + t statg r a n g e -  o una  ~ , -  ["l]- 
wendet,  ist 

und  

i t  

A,~(Q) �9 (aj --[a,]) H (fl, - a,.), 
A(Q) ,,=~ 

A,~(Q) ~ (fl, _ [a,]) H ( ~ , -  a,), 
A ( Q) ,=2 

sodass (t I) aus (I4) folgt. 

2, 2. Es liege zwischen a~ und /71 eine ganze Zahl. Die Systeme 

( i5 )  ~CG.'~J4~(X) < ft. (1IIO4. I) ( P = 2 ,  3 , - ' ' , ' J I )  

und 

(16) ] a, < f , ( x )  ~-. fl, (,nod. l) (v = 2, 3 , - - . ,  n) 

[ o _-< Z(x )  < i (rood. x) 

besi~zen die Eigenschaft  

(i7) Alo(Q) - AI~(Q) - -  A15(Q). 

Zwischen fll und a z + I liegt keine ganze Zahl, und auch nicht  zwischen o 

und  I,  sodass nach 2 ,  I 

(,8) 

und  

(~9) 

AI.~(Q) --~ (al + I - - ~ )  I I  ( f t , -  a,) 
A(Q) ,=2 

A ' 6 ( Q )  --~ I . fi(fl,--a.) 
A(Q) 

ist. Aus (I7) , (I8) und (I9) f o l ~  (I I). 
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3. Es werde jetzt  Sys tem (2) betruehtet .  I eh  fiihre eine positive Z".hl 

ein, mit  der Eigensehagt, dass alle Zahlen fl,--a, and  I - - ~ 8 , - - a , ) ,  die nicht ver- 

schwinden, grSsser ,.Is ~ siad, a n d  ich setze 

( 2 0 )  ~ , '  ~ -  f l ,  + ~ f a l l s  f l .  - -  . .  < I ,  

(2I) fl,' = fi,. falls ~r - -  a, ----' I, 

(22) a, '  = a,  + E falls fi, - -  a ,  > o, 

(.23) a, '  ~-~ a,. falls /~, . -  a,  = O. 

Eine LSsung yon (2) ist aueh  eine LSsung yon 

(24) a,  ~f,(x)  < ft,' (rood. I) (~---~ I~ 2, . . . ,  ~/); 

denn ist ~ , - - a , <  I ,  SO gilt (20), also f l , '> f l , ,  lind ist ~ , - - C r  80 gilt (21), 

also ~ , ' ~ a ,  + I ,  sodass dann Ungle ichung (24) jedenf".lls erfiillt ist. Ich be- 
komme somit 

(25) A.,(q) -< A..,(Q). 

Eine LSsung yon 

(26) c~; ~ f,(x) </ 'L  (rood. I) ( ~ =  I, 2 , . . . ,  n) 

ist auch eine LSsung yon (2); denn ha t  (26) eine LSsung, dana  ist a,'<fl,., 
sodass (23) nicht erfiillt ist, somit  (22) gilt ,  also a , . '>  a,  ist. ]:ch bekomme also 
auch noch 

{27) A,(Q) >= AgQ). 

W e g e n  

ist nach 2. 

und  

n 

A,,(Q) -~ IF[ ( ~ , ' -  c,,) 
A(Q) ,=1 

n 

A,6(Q) + 1-[ (a_.=}. 
ACQ) .=,  
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St rebt  e nach Null, so strebt  a, '  nach a, ,  und fl,' nach fl,, sodass (3) aus (25) 
und (27) fo l~ .  

Satz 2: _Is sei das System der _Funkt.ienen 

f,(~) =/,.(~, ~ , . . . ,  x,,,) (~ = ~, 2, . . . ,  ,,) 

i~2 den Q*tader~t Q der lJblge 1; gleichverteilt rood. I. &'s sei q)(vl, v.~, . . . ,  v,,) eine 

f i ir  jeden Punkt v ~ (Vl, v~, . . . ,  v,) definierte yon Q unabhi&gige Faaktion. mit der 

Periode I, d. h. aus 

,.,. =- .,~,. ( m o a .  ~.) (~ = ~, 2, . . . ,  .,,) 

folye 

w (,,1, v . . , . . . ,  ~ , , ) =  w (,~,, , < . , . . . ,  ,v,) .  

Das eigeutliehe Riemannsche [ntegral 

1 1 1 

(,_=, f f ... f 
0 O U 

ex&tiere. Dama ist 

(29) j ( -Q j  = ~ (A (~) . . . .  , f,,(x)) -+  J ,  

wenn Q die Folge F durehlSuft. 

Vorbemerkung: Die Summe 

Z 
z i n  Q 

wird erstreckt  iiber alle in Q liegenden Gi t te rpunkte  x----(x,, x.~, . . . ,  x,~). 

Man beachte, dass in Saf, z 2 der  Begi'iff des Riemannschen  Integra ls  nicht 

durch den Begriff des Lebesgueschen Integra ls  ersetzt  werden daft .  Um das zu 

zeigen, setze ich 

(vl, v , , . . . ,  v , ) =  

fiir jeden Punk~ v = (t,t, v , , . . . ,  v,), dem ich einen Quader  Q der Folge F ,  einen 
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in diesem Quader liegenden Git~erpunkt x = (xt, x , , . . . ,  x~) und einen Gitter- 

punkt y -~ (Yl, Y,, �9 �9 Y-) mit 

f , ( ~ )  - y ,  = ~, (~ = ~, 2, . . . ,  , )  

zuordnen kann; sonst setze ich 

(~, ,  v , ,  . . . ,  v , , ) =  o .  

Dann ist ~p(vl, v~, . . . ,  v~) eine ftir jeden Punkt  v definielVse, von ~ unabhEngige 

Funktion mit der Periode I ; da ~p (v~, v, . . . .  , v,) fast tiberall verschwindet, existier~ 

das Lebesguesche IntegTal 

1 1 1 

f f  f 
0 0 o 

g '  ( v , ,  v~ . . . .  , v.) dv~ d w . . .  dr,  

und hat deu Wert  o, aber die linke Seite yon (29) ist in diese/n l~alle 

I Z I _ ~ _ I  ' 

A((~) ,i,,q 

sodass (29) nicht gilt, wenn das Riemannsche Integral durch das Lebesguesche 

Integral ersetzt wird. 

Beweis: Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit kann ich ~(v l, . . . ,v , , )  
reell voraussetzen, da ich sonst nut  den Satz fiir den reellen und ftir den 

imagin~ren Tell yon ~p zu beweisen brauche. 

Es sei s eine bellebig gew~hlte na~iirliche Zahl, und es werde der n-dimen- 

sionale Kubus 

o ~ v ,  < I ( ~ =  I, 2 , . . . , , , )  

in s" gleiche Teilkuben 

r o  ( ~ =  ~, 2, . . . ,  ~,,) 

verteilt. Bezeichnet A('~)(Q) die Anzahl der in Q liegenden Git~erpunkte x mit 

der Eigenschaft, class der Punkt mit den n Koordinaten 

f , ( x )  - [ f , (x) ]  

in I'~ liegt, dann ist nach 8atz I 
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(30) Aco)(Q) - - - - - - ~ - -  ( a :  I, 2, . . . ,  8n), 
A(Q) s" 

wenn Q die Folge F durchl'~iuft. Bezeiehne ich mit T~ die obere, mit ~po die 

untere Schranke yon ~P(Vl, v~, . . . . ,  v,) in T~, dann ist 

87 t s n  

~_~p~.A(")CQ) <= ~ g,(A(x), . . . , f i ,(x)) _--< ~_~ To. dCo)(Q), 
a ~ l  x i n  Q a - = l  

sodass aus (30) folgt 

s n  

- -  I 

(3') lim .,~-~ ~ ~o(f,(x),...,f,,(x))_--< ~ 
z i n  q a = l  

und 

(3 2) 

87L 

�9 � 9  >- Y,  - - - -  - -  ~ P o -  

" ' ] x i n Q  a = l  

Wegen (28) hat man 

und 

$?t 

lim I Z t/s = j 
s - - ~  8 a = l  

$T~ 
I 

sodass (29) aus (3"I) und (32) folg[. 

8atz 3 (Erste HaupteigensChaft): Das System der Funktionen fl(x), . . . , i l l (x)  
ist in den Quadern Q der Folge F dann und nut" dann gleichverteilt mod. I, wenn 

fib" jeden yon Q unabhh:ngigen Gitterpunkt h = (h 1, h,., . . . ,  h,) ~ (o, o , . . . ,  o) 

(33) I Z e2~i(h*A (~) +" " " + hnSn(z)) "--> 0 

gilt; hie~n durehliiuft Q die Folge F .  

Beweis: Ist das System der Funktionen f l ( x ) , . . . , f , ( x )  in den Quadern 

Q ~leichverteilt rood. I. so kann ich den vorigen Satz mit 
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~ p ( v , ,  v o , . . . ,  v , , ) =  e ~  " " +h,,,,,,) 

anwenden. Dann  ist 

J =  

1 1 1 

ff ..f o o o 
eO.,,(h,,,, + . . .+h , , , )  d v  t dvo.  . . . d v n  = o, 

s o d a s s  (33) a u s  (29) fo lg~.  

Ich nehme nun  (33) fiir j eden  yon Q unabh:,~n~gen Gi t te rpunkt  h # (o, o , . . . ,  o) 

an. Ich fiihre n feste  positive Zahlen V, < I (v = I, 2, . . . ,  n) und eine feste positive 

Zahl 

( ~ <  I - - V "  ( ~ =  I,  2 , . .  n) 

ein; es sei ~p,(v) ( .r= I, 2 , . . . , n )  die Funl~ion  mit  Per iode  I, die in" den Punkten  

o, ~/,, V,+d,  l - - d ,  I die W e r t e  x, I, o, o, I besitzt  und auf  den vier Segmenten 

linear ist. 

Reihe 

Diese Funl~ ion  ~),(v) kann in eine absolut  konvergente  Fouriersche 

entwiekelg werden;  denn dureh partielle IntegTation erh~lt man fiir jedes ganze 

I 

o 

1 
f lp~,t e--2h~iv 

= - -  ( v )  _ _ ~ - ~ ~  d v  

0 

~,,+d 1 

,:. --= . 2 h ~ r  d r - -  . 2 h ~  d v  

% 1--ff 

I 
(da ~p, '(v)= o oder +__-~ ist) 
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I e - - '~h~i (~ ,  +d) - -  e - ~ h n ~ q "  

r (-- 2h~i)*" 
I e - 2 h r c i -  e - 2 h g i  {1-'d) 

- -~. (_  2s ; ;&;  ...... , 

Die Funktion 

I I + I + l + I  I 

[Bh , [  ~ ? .  4h*,r' = h'g '5  

~pCv,, v , , . . . ,  v,) - -  ~p,(v,)~p,(v,). .- ,p,,(v,) 

401 

besitzt somit die Eigenschaft 

(34) 

:E v , ~ (  ( ) )  A ~O~ x ) ,  . . , f , ,  x 
~ ' v / z i n  Q 

Bo~ B ~  " "  B o .  + ~_jBh �9 z ~_j e 2 ~ i ( h , f z ( z ) + . . . + h n j . n { z ) )  

h#O " 4 ( Q )  Z in Q 

wo die Summe ~ erstrecl~ wird iiber alle Gifiterpunkte h--~ (h 1, k_~,. . . ,  h,,) 
h ~ o  

( o , o , . . . , o ) ,  und wo 

Bh ---- Bh,, 1 Bh., ~. --- Bh ..... 

ist. Jedes Glied der in (34)auf~retenden Summe ~ ist absolut hSchs~ens gleich 
h ~ 0  

dem entsprechenden Gliede der yon Q unabh~ngigen konvergenten Reihe 

Z IB, l= Z . - -  Z 
h ~0 h1~- -~  h n ~ e o  

(h~ .... , h,,) .~ (o, ..., o) 

I-B,,,, I" I B~,,.-I ' I B~,,.,, I. 

Nach der 

~ nacl4 Null,  wenn Q die Folge F durehl~uf~. 
h~O 

Konvergenz der Reihe 
h # 0  

(35) 

5l--ao534. 

Voruussetzung strebt jedes Glied der in (34)vorkommenden Reihe 

Folglich ist wegen der absoluten 

/ in Q 

[ = (,7,. § ,:v) (~.  + c~). �9 (~,, + ~). 
Acla mathemalic, a. 56. Imprimd le 11 mars 193L. 
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Fiir jeden Gitterpunl~ x yon Q ist 

~ ( A C x ) , . . . ,  f, ,Cx))> o, 

und fiir die LSsungen x des Systems 

(36) o ~ f , ( x )  ~ 7 ,  

ist 

(rood. I) 

~, ( , f l (x ) , . . . ,  L(z) )  = H ~ ,  (f,  (z) - y,.) = i ,  

(37) A ~ ( Q )  < 
lim A ( Q) = ~'  ~ " " ' l .  , 

giiltig fiir jedes System yon Q tmabh~tngiger, positiven Zahlen 7- < I. 

Bezeichnen at, a s , . . . ,  a~ beliebige yon Q unabh~n~ge Zahlen, so bleibt 
(33) gelten, wenn f,(x) durch f , ( x ) - - a ,  ( ~ - - I , 2 , . . . , n )  ersegzt wird, Hieraus 
folgt: bezeichnen a, und ~, (~-~-I, 2 , . , . , u )  yon Q uuabh~hagige Zahlen mit 

0 ~ - - a ~  ~ I ( ~  13 2~ . . .~  n)~ 

so kann ich das obige Resultat mit f,(x)--a, start f,(x), und mit ~1,=fl,--ct, 
anwenden. Ich finde atff diese Weise fiir das System 

(38) 

die Beziehung 

(39) lira 

, .  _---f, Cx) _-< #. (moa. i) (~=  ~, 2 . . . .  , , )  

& , ( q )  < (fl ,- ,~,)  @: - ~ : ) . . .  (~, - ,~,,). 
A ( Q )  = 

somit 

sodass die Anzahl A3s(Q ) der in Q liegenden LSsungen yon (36) hSchstens 

xinQ 

ist. Wegen (35) ist dann 

li-~ A~(Q) _< (~71 + d)(~7.. + ~ )  (~. + ~) 
A(Q) - 
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Ich w:ihle nun n beliebige 

Wiihl t  nian in (36) */,-----7~, so finder man  fiir das System 

o <=f,(x) < 7,' (rood. I) ( 4 0 )  

die Relat ion 

sodass aus (37) folgt 

(4I) 

mit  
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positive yon Q unabhiingige Zahlen 7,.< I. 

A~o((2) <= A ~ ( Q ) ,  

l i r a  A~o(Q)  < 7~ 7~. "" 7 . .  
A ( Q )  = 

Ich betrachte nun die 2" versehiedene Zahlensysteme 

,o~ = (~,~, . . . ,  ~,,,~; ~ , , ,  . . . ,  ~,,~) 

cq.,, ~-- o,/3,,,, = 7," oder 

ich wih le  dabei 

(4 2 ) 

(v -~-- I~ 2,  . . .,*~) 

(t~ -'~- I ,  2,  . . . ,  2") ,  

'~,o = 7 - ,  s  t ( v =  l , ~ .  . . . .  , . ) ;  

o,~ = ( o ,  . . . ,  o ;  7~,  �9 �9 - ,  7, , )-  

sodass aus (42) folgt  

( V =  I ,  2,  . . . ,  '11) 

ACQ) = ,=~ 
(ff--~- I ,  2, . . . ,  2n). 

2 n ?~ 

Z = 
g=l ~=! 

(45) 

Es ist  

(43) 

die Eigenschaft  

(44) 

a, a ~ f ,  (x) _---< fl, ~ (mod. I) 

Naeh  (39), mit a , = a , ~  und ~,----/~,~ angewendet ,  besi tzt  die Anzahl A~'.~ ) der 

in Q liegenden L5sungen des Systems 
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(46) 

Ausserdem ist 

also 

Z II ,..) 

A4o(~2) + Y, A!~)(~2) > -~(~), 
0 ~ 2  

A~o(q) ~ I 
A ( Q) - --  ~'~,.~( Q) 

sodass aus (44) und (46} folg4 

A~(Q) 
lira ~ :>" .I - -  Z IT (fl,.~-~c,,,) = 7x 7e.-. z,,. 

Hieraus ergib~ sieh mit Riicksieht auf (41) 

-l,o(~2) 
A(Q) .* r ' y ~ ' '  y"' 

giiltig fiir jedes System yon positiven yon Q unabh~.ngigen Zahlen Z, < I .  Folg- 

lich ist das System der Funktionen f~(x), . . . , f , ( x )  in den Quadelaa Q gleichver- 

teilt rood. I. "- 

Satz 4 (Zweite Ha upteigenschaft): Eine nota'endige und hinreichende Be- 

dingung, damit dos System der Funktionen 

f , (x )  = f , (x , ,  z , , . . . ,  x . )  ( , ,=  i, ~, . . . ,  ,,) 

in den Quadern Q der Folge JF gleichverteilt rood. x sei, ist dass fiir jeden festen 

~'tterpunkt (ha, ]h, . . . ,  h~) ~ (o, o, . . . ,  o) die Funktion h~f~(x) + . . .  + h~f,(x) in 

diesen Quazl.ern gleiehverteilt rood. I ist. 

Beweia: Nach dem vorigen Satz ist das System der Funktionen f~(x/, . . . ,  f,,(x) 

in den Quadern Q dann und nur  dann gleichvert~il~ rood. I, wenn (33) gilt, und 

nach demselben Satz (angewendet mi~ n =  I) gilt (33) dann und nur (]ann, wenn 

die Funktion hjf~(x) + h~f~ (x) + . ' .  + h,,f,(x) in den Quadern Q gleichverteilt 

rood. x ist. 
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w 3. Zum Kronecker-Weyischen Satz. 

Kronecker hat den folgenden beriihmten Approximationssatz bewiesen: 

Satz 1: Sind 

l ,(x) = ~,(x~, x., . . . . .  x,,,) ( ~ =  ~, ~ . . . .  , . )  

ratio~al u~mbMingige Linemformen in x l ,  x~., . . . ,  x~,, d.h.  enthdlt f i i r  jeden Gitter- 

punkt  (hi, h~ . . . .  , ha) # (o, o, . . . ,  o) die L i n e m f o ~ ,  

h A ( x )  + h..~,(.) + - +  L,Z,,(~) 

wenigstens ein Glied mit  irratio~alem KoeJfizientem, und bezeiehnen cq, c~_,.. . ,  a,~ 

beliebige reelle Zahlen, so hat das System 

- ~ < z , ( x ) - ~ , < ~  (rood. ~) ( ~ = I , 2 , . . . , n )  

f i i r  jedes positive ~ unendlieh viele ganzzahlige Lb'sungen x ~ (xl, x~., . . . ,  x,,,). 

Ich werde den Kroneckerschen Satz in der folgenden yon Herrn Weyl 

versch~rften Form beweisen: 

Satz 2: Es seien 

l,(x) = l,.(x,, x~ . . . .  , Xm) (Y ~ -  I ,  2 , . . . ,  ?~) 

rational unabhh'ngige Linearformen in x l ,  x~. . . . . .  x~,, u n d e s  bezeichne F eine Folge 

�9 yon m-dimensionalen Quadern 

Q . . . a~, <= x~ < b,, (u~- I, 2 . . . .  , m), 

wo a# und b,, ganz sind, mit  der Eigenschaft, dass jede Kante b~--a:, you Q uu- 

beschrlinkt wh'chst, wean Q die Eolge F durehlSuft. 

Dann ist das System der Linearformen l l ( x ) , . . . ,  l~(x) in den Quadern Q der 

Folge 2" gleichverteilt rood. i. 

Beweis: i. Es sei. n - ~ I .  Ist  

~(x) = p~x~ + . . .  + _~,,x,,,, 

so ist wenigstens einer der Koeffizien~en Pt, irrational, d~. l l (x )rat ional  unab- 

h~ngig ist. Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit ka.nn ich p~ irrational vo f  
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aussetzen, da ieh sonst nur die Ver~nderliehen x untereinander zu vertausehen 

brauche. Fiir jedes g~mze h # o ist dann 

[ A(Q) =in 0 b t - - a ,  =,=a, 

I I 

----- bi ~ al I sin ,'~hpl I + O, 

wegen b j -  a1-~ oo. Nach der ersten Haupteigensehaft  (Satz 3 des vorigen Para- 

graphen) mit n ~  I, ist dann die Linearform l~(x) in den Quadern Q gleiehver- 

teilt rood. I. 

2. Es sei n ~ 2 .  

hitlt die Linearform 

Fiir jeden Gitterpunkt h-~  (h~, . . . ,  h.) # (o, . . . ,  o) en~- 

h ~ ( ~ )  + . . -  + h.  &(z) 

wenigstens ein Glied mit irrationalem Koeffizienten, ist also nach dem 0bigen 

in den Quadern Q gleiehverteilt rood. I. 1ffaeh der zweiten Haupteigenschaft 

(Satz 4 des vorigen Paragraphen) ist dann aueh das System der n Linearformen 

ll(x), l . . ( x ) , . . . ,  l,,(x) in diesen Quadern gleichverteilt rood. I. 

w 4- Die fundamentale  Ungle iehung und die dr i t te  Haupteigensehaft .  

In diesem Paragraphen werde ich eine Ungleichung ableiten, die nicht nu t  

fiir die erste, sondern auch fiir die dxitte Methode yon wesentlieher Bedeutung. 

ist. Ieh brauehe zun~chst die 

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: S i n d  die Zahlen  t~, t2, . . . ,  t~ ,reell, 

so i s t  
(t~ + t, + . . .  + t,)" <--_ s(t~ + t: + . . .  + e,). 

Denn es ist ausgesehlossen, dass die quadratisehe Gleiehung 

(x + t~) ~ + (z  + ~)'  + . . -  + (x  + t,) ~ = o 

zwei versehiedene reeUe Wurzelu besitzt, sodass die Diskriminante dieser Gleiehtmg 

(t~ + t, + . . -  + t,) ~ - -  s ( t ;  + t~ + - - ~  + t~) _-- o 

ist. 
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Eine Versch:,irfung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist die 

Fundamentale Ungleichung: .Es seien die konj, .giert-komplexen Zahlen  u(x) 

u m l  ~(x) f i i r  jeden Gi t t e rpunk t  .x ~ (x~, x , ,  . . . ,  x,~) im Quader 

q . . . a ~ , ~ x ~ , < b , , ~  (/~-~- I, 2, . . . ,  m) 

(a:, u.nd b t, ganz)  definiert, uml  es werde  f i i r  h : o ,  x, 2 , . . . ,  b l - - a l - -  x 

~ = ~ ,,Cx,, ~ . . ,  . . . ,  ~ , )  ~ ( ~  + h, ~ : ,  . . . ,  ~ , , )  

x in  qh 

gesetzt,  wo Q~, den Quader 

Qh . . . (q < x l  < b l - h ,  at, < x~ < b.  

bezeichnet. 

D a n n  is t  J~ir jede  natiirliche Z a h l  q <= b l - - a l  

(l~ : 2, 3 , . . . ,  m) 

q2. bl - -  al 
bj - -  al + q - -  I 

q- -1  

�9 ~ [ ~  ,, (=) ]" _< q ,,o + 2 ,~ .~(q- -h) , ;n ,  
A(Q)  x i n Q  / , ~ l  

wo 9{w den reellen Tei l  von w bezeichnet. 

q--1 

VorbemerI~ng:  Wi~hlt man q = I,  so verschwindet~ die Summe . ~ ,  sodass 
h = l  

man dann die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 

[ Z  I" = < A(Q). Z 
x in  Q x in  (~ 

zuriickfindet. Wir werden jedoch sehen, da~s es in vielen F:,tllen vo~eilhaft is~ 

q nicht klein, sondern im Gegenteil sehr gross zu w:,thlen. 

Beweis: Ich unterscheide zwei verschledene F~flle: 

I. Es sei m-----I. Ich seize 

,,(x) = o 

flit jedes ganze x ~ b l ,  und auch fiir jedes ganze x < a l .  Dann enth~lt die 

Doppelsumme 
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bt + q--2 q---I 

Z Z .,,.(~-,,), 

abgesehen yon verschwindenden Gliedern, nur G l i e d e r  der Gestal~ u(x) mit 

a~ < x < b~, und jedes dieser Glieder kommt genau q real vor, sodass die be- 
trachtete Doppelsumme den Wel~  

besitzt. Folglich ist 

(i) 

bl--1 

q Z, , (x)  

bl--1 bt + tt"-2 q - -1  

< t ~,,,(o--.,.,) ~" = I 
~ t ~ O  t I ~ 0  

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungle ichung ,  mit  s -~  b x -  a~ + q -  I angewende~, 

ist die letzte Seite yon (1) 

s o d a s s  m a n  h a t  

bs +q'--2 q--I  

--r ( " , - " ,  + ~ - , )  Y~ 12.,,(~,-,,)1". 

q2 

b~ - - a  I + q ~  I 

bt--1 b l+  q---2 q--1 q--1 

bt+q'--2 q--1 bl+q--2 q--1 q--1 bl+q--2  q--I  q--1 

= Z Z +  E Z Z +  Z Z ~ .  / 
a = a  t ~ 0  o~O 1 tt~O v~O a ~ - a  t ~ = 0  v=O 

Da die letzten zwei Glieder konjugiert  komplex sind, erh~l~ man 

I,,,-11 �9 =< + 2 . ~ S ,  (~) b , - ~ , + q - ~  Y ' ~ ( ~ ) ~  s '  . 
X~fl 1 

w e n n  

bl + q'--2 q---1 

s' = Z Z,,Co-.-.)  ~(o-- ..) 
~ a  I ,u.~O 
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hi+q--2 q--1 q ~ l  

o ' ~ a  I / ~ = 0  ~ 0  

gesetzt  wird. 

Die Summe S'  enthKlt, abgesehen yon verschwindenden Gliedern, nur  Glie- 

der  der Gestal~ 

-(~) ~(~) = I-(~)I" mi t  a 1 _<-- x < lh, 

�9 u nd  jedes dieser Glieder kommt in S '  genau q real vor, sodass nach  der  Defini- 

t ion  yon v 0 

bl--1 

(3) z '  = q ~ l u ( x )  l~ = qvo 
g ~ a  l 

ist. 

Die Summe S enth~lt,  abgesehen yon verschwindenden Gliedern, nu r  Glie- 

der  der Gestal t  u(x)~(x-4-h) mit 

(4) al ~ x < bl, al ~ x + h < b~, 1 ~ h ~ q - -  I.  

Die  Zahl, die angibt  wie of t  dieses Glied in S vorkommt,  ist gleich der Anzahl 

t ier Sys~eme a,/~, ~ mit  

(5) al < a <  b~ + q - -  I ,  v < ~  

und  

(6) o ~ g < = q - - 1 ,  

e e l t e n  (4) nna (6), so ist 

o < v < q - - i ,  a - - t t = x ,  

a-~-x  + / ~ : >  a~ + o = a l ,  

a-~-x + ,u < b 1+ q - -  i ,  

v----u--h,  --I g, 

a - - v ~ - x + h .  

sodass dann  auch (5) gilt. Folgiich ist  die Zahl, die angibt,  wie of t  das Glied 

u(x) ~(x + h) mit (4) in S auftr i t t ,  gleich der Anzahl  der Systeme a , /~,  v mit  (6). 

Die  LSsungen yon (6) sind 

b e l i e b i g ~ o  und < q - - h ;  g = u + h ,  a = x + h + ~ ,  
52--30534.  Acta mathematica. 56. Imprim6 le 11 mars 1931. 
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sodass die Anzahl der Systeme o, # ,  ~ mit (6) gleich q - - h  ist, also das Glied 

u(x) ~(x + h) mit (4) genau q - - h  real in S vorkommt. Man hat also 

q--1 bs--h--1 q--1 

(7) s = ~ ( q -  h) T, ,,(~) :,(~ + h) = Y, ( q -  hlv~ 
h ~ l  z ~ a l  h ~ l  

nach der Definition yon va. 

Au~ (2), (3) ~ a  (7) folgt 

q' I~'-' )[' bl --  al + q -- I ?~(X x ~ a  I 

q---1 

< qv o + 2 ~ Z ( q - - h ) v a ,  
h = l  

womit wegen 

(Q) = b, - a, 

die fundament~le Ungleichung flit  den SpezialfaU mit m - - I  bewiesen ist. 

2. Es sei m ~  2. Bezeichnet Q* den (m--I)-dimensionalen Quader 

Q* . . .  a~, <= x~, < b~, ~u-~2, 3, - . . ,m),  

ist x*--~(xn, . . . ,  x~) ein Git~erpunkt im (m--I)-dimensionalen Raum, und ersetzt 

man bequemlichkeitshalber u(x) ~ u(x 1, xz, . . . ,  x~) durch u(xl, x*), so erh~lt man 

bt--1 

bl--1 

x* in Q* xl=at  

sodass nach der Cauchy-Schwarzschen Unglelchung 

(8) 

is~. 

Wendet 

kommt man 

�9 b t - -  I 

xinQ x* tu Q* z~=a t  

man jetzt die fundamentale Ungleichung mit m--~ I an, so be- 
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also 

(9) 

q~ bt--1 [ 
b t --a~ + q - - I  = act=f[ l 

b t - - I  q " - I  b a ~ h - - I  

x t ~ a t  h ~ l  x.l=a I 

bl .~l  

b~-  al + q - - I  u@~, 
< 

z in  Q x t ~ a l  

q - - I  

q Y, I-(x)l '  + ~ ~ (q -h )2~ - (x , ,  ~,*) ~(x, + h, x*) 
z i n Q  h = l  z in Q h 

q---1 

= q ~ o  + ~ ( q - h ) v ~  

nach der Definition der Zahlen vh. 

A~s (8), (9) u~a 
A(Q) 

A (Q*) -~- bl - al 

folgt die fundamentale Ungleiehung. 

Fast die einzige Anwendung, die ich bei der ersten Methode yon der funda- 

mentalen Ungleichung brauche, ist die schon fiir den Spezialfall m ~--- i in der Ein- 

leitung formullerCe dritte Haupteigenschaft, die ich im folgenden Satz zusammenfa~se: 

Satz 1: Es  sei eine Folge F yon m-dimensionalen Quadern 

q . . . a,, <= xt,  < b~, ( ,~=  I, 2, . . . ,  m)  

gegeben, wo a~, und b~ ganz dud ,  

a~, < b,, (~  = I ,  2 , . . . ,  m)  

ist, und b l -  a 1 unbeschrdnkt wffchst, falls" Q die Folge F durchlduft, sodass, wenn 

h e i n e  beliebige natiirliche Zahl  bezeichnet, fiTr jeden Quader  Q, mi t  Ausnahme 

hb'ehstens endlich vieler, 

b~ - -  a I > h 
ist, und die Funktion 

A(~) = f ( ~ ,  + h, ~ ,  . . . ,  x~) - f ( ~ ,  ~ . . . .  , x~) 
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in jedem Gitter2mnkt x = (xl, x+., . . . ,  xm) des Quaders 

Q a . . . a ~ < = x t < b ~ - - h ,  a~,<=x,<b~+ (tt----'z, 3 , . . . , m  ) 

festgelegt ist. 

Ist  dann f i ir  jedes feste positive ganze h die Funktion fh(x) in den Quadern 

Qh gleiehverteilt rood. I, dann ist die Funktion f ( x )  in.den Quadern Q gleichver- 
teilt rood. I. 

Beweis: Da die Funktion fa(x) in den Quadern Qh gleichverteilt mod. x ist, 

ist nach der ersten Haupteigenschaft  (Satz 3 yon w 2) flit jedes feste ganze l ~ o 

und fiir jedes feste positive ganze h 

(~o) I . Z e--2xitfh(x) ~ O, 
A (qh) = ~ qh 

wenn 

mit 

Q die Folge F durchl';i.uft. 

u ( x )  = e 2=t~1(=) 

an, so ist 

Wendet  man die fundamentale Ungleichung 

v o =  ~ I = A ( Q )  
z i n  Q 

und fiir jedes feste positive ganze h 

vh I_ ~ e-2="Ih (~) ~ o 

wegen (Io); also a fortiori 

Yh 
A(Q) ~ o .  

b l -  al fiir jedes feste positive ganze q Wegen b r -  a 1--, r strebt bx - -  al + q - -  I 

nach I, sodass aus der fundamentalen Ungleichung folgt 

f' I' 
n , -  q ' .  ~ �9 - -  ~ ,  u ( z )  < q.  

A(Q)=t~Q 
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Diese Ungleichung gilt ffir jede feste natiirliche Zahl q, sodass 

413 

I Z e2rtitf(z) ~ I 

wenn Q die Folge F durchliLuf~, und zwar fiir jedes feste ganze 1 ~ o. Naeh 

der ers~en Haupteigenschaf~ (Sa~z 3 in w 2) ist dann die Funkfion f (x )  in den 

Quadern Q gleichverteilt rood. I. 

w S- Zum Weylschen  Theorem. 

S a t z  1:  Enthdlt das _Polynom 

wenigstens ein nicht&onstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten, und ist F eine 

Folge yon m-dimensionalen Quadern 

Q . . . a , , < = x t , < b ( ,  ( t t=  I, 2 , . . . ,  m), 

wo a t, und b~, ganz sind, und jede Kante b~--a~, unbesehriinkt" wdehst, wenn Q die 

�9 "olge 2" durchlduft, dann ist das Polynom f(~v)in den Quadern Q gleichverteilt 
rood. I. 

B e w e i s :  

ein Glied 

Nach der Voraussetzung en~hiflt das 

4 ' x ~ - . .  x :  ~ 

P kl[ k~[ . . .  k,~! 

Polynom f (x)  wenigstens 

mit irratSonalem Koeffizienten p, wobei nicht alle Exponenten k~ verschwinden, 

mit der Eigenschaft, dass alle andern etwaigen durch x ~ ' . . ,  x~ t* teilbaren 

Glieder yon f (x)  rationale Koeffizienten besitzen. Ohne BeschlCs der Ail- 

gemeinheit kann ich k 1 ~ I vorausse~zen, da ich sonst nur die Veri~nderlichen x~ 

untereinander zu vertauschen brauche. Ich bezeichne die Summe kl + k~ + --. +km 

mi~ k, und ich un~erscheide zwei verschiedene Fiflle. 

I. Es sei k = I ,  also 

kl  = I ,  k~ = -  k 3 . . . . .  km ~ o .  
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Dann trann f ( x )  gebracht werden auf die Gestalt 

( I )  f ( x ) - - - - p x ,  4- q~(x2, . . ., x , , )  4- 9r . . ., x,,,), 

wo das Polynom ~0(x2, . . . ,  x~) nicht yon xl abh~ngt, und die Koeffizienten des 

Polynoms g(xl, . . . ,  x~) rational sin& 

I, I. Es sei da~ Polynom 9r . . . ,  x~) unabh~n~g yon xl. Dann ist fiir 

jedes feste ganze h ~ o  

bt--1 

x "r, J x ia Q -~" b l - -  a l  x t = a t  

I I 

= b 1 -  a x [ sin ghio I --* o ,  

da b , - - a  x unbesehr~nk~ witehst, Wenn Q die Folge F durehliiuft. Iqaeh der 

ersten Haup~eigensehaf~ (Satz 3 in w 2) ist dann f@) in den Quadern Q gleieh- 
" ver~eil~ rood. I. 

I, 2. Es sei X(x~, . . . ,  x~) abhiingig yon xx. Da das Polynom Z rational- 

zahlig ist, gibt es eine natiirliehe Zahl s ,  derarr dass aus 

z ,  - q ( rood .  s) 

folg~ 

(2) Z(ZI, X•, . . . ,  .Xra) ----- X((7, X~, . . . ,  *m) (mo(l. I). 

Bezeichnet 7 eine feste 

liegenden LSsungen yon 
positive Zahl < I, ist Aa(Q) die Anzahl der in Q 

(3) o ~ f ( x )  < ~, (rood. I), 

und bezeichnet A{,o)(Q) d i e  Anzahl der in Q liegenden LSsungen yon 

o <=f(x) < r (rood. i) 

xl ----- a (mod. s), 
(4) 

so ist 

(5) 
Cr 
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Wi rd  

X 1 ~ 8X~* ~ q 

gesetzt,  so ist (4) wegen ( I )  und (2) ~quivalent  mit  

o _-<psx* + ~(x , ,  . . . ,  x~) + p~  + z(a, x o , . . . ,  xm) < r (~oa .  ~), 

wobei der Punk t  (x*, x o , . . . ,  x~) im Quader  

415 

Q(~)-.- ~ x , <  - + i, a ~ x ~ < b ~  ~ u = 2 , 3  . . . .  ,m) 

lqach I, I mit i~s start  p,  mit  ~(x2, �9 �9 . ,x~)  + p a  st~.tt ~(x~, . . . ,  xm), mit  

( f f = I , 2 , . . . ~ $ )  

ist. Da  b l - - a  1 unbeschriink~ wKchst, ist 

also 

sodass aus (5) f o l ~  

A(Q)  s 

A(~)(Q) , Z ,  
A ( Q )  s 

As (Q)  
A ( Q )  "-~Y' 

giiltig fiir jedes feste positive 7 < i .  Nach der Definit ion der Gleichver~eilung 

rood. I is~ dann f ( x )  in den Quadern Q gleichverCeilt rood. I. 

2. Es sei k ~ 2 ,  und es sei Satz I mit  k - - I  s tar t  k schon bewiesen. 

l~iir jedes ganze h ~ o enthiilt das Po lynom 

fh(x)  = f ( x  I + h ,  x~, . . ., x ~ ) - -  f ( x l ,  x~, . . ., x,n) 

in den Quadern Q(~) gleichverteilt  mod. I, sodass 

A(,~)(Q) 
A(Q(O)) ' 7  

lies~. 

Z(a, x~, . . . ,  xm) start %(x~, x~, . . . ,  x~), und  mit  den Quadern  Q(a} start  Q, ist 

das Po lynom 

~ s x *  + qD(x~, . . . ,  x~)  + p ~  + z(~, x , ,  . . . ,  x,,) 
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wenigstens ein uicht~konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten. Nach dem 

zu beweisenden Satz, mit h a - - I  start ha, also mit k - - I  start k angewendet, ist 

das Polynom fh(x) fiir jedes feste ganze h ~ o in den Quadern 

Q h . . . a l ~ x L < b a - - h ,  a , ~ x ~ , < b ~  ( / ~ 2 , 3  . . . . .  m) 

gleichverteilt mod. I, sodass nach der dritten ]:Iaupteigenschaft f ( x )  in den Qua- 

dern Q gleichverteilt rood. I i s t .  

Hiermi~ ist Satz I vollst~ndig bewiesen. 

Satz 2 (Das lV~lsche Theorem): Besitzen die n l~olyuqrne 

= 2 ,  . . . ,  

die .Eigenschaft, dass f i ir  jeden Gittertmnkt h = (h~, h~., . . ., h,) ~ (o, o, . . . ,  o) im 

Polynom 
h,f~(x) + h,f,.(x) + . . .  + h , f , ( x )  

u'enigste~s ein nicht-konstantes Glied mit  irrationalem Koeffizienten vorkommt, und 

ist F eine Folge yon m-dimensionalen Quadern 

Q . . .  a, <-_ x~ < b:~ (# = I, 2 , . . . ,  m),  

wa a t, und bg ganz sind, und jede Kante b~,--a., unbeschriinkt wiichst, wenn Q die 

Eolge F durchlh'uft, dann ist das System der Poly, wme f~(x),f~_(x), . . . , f , ( x )  in den 

Quadern Q gleichverteilt rood. I. 

Beweis: Nach Satz I i s t  das Poly~om 

h~A(x ) + h~f~(x) + . . .  + h , f , ( x )  

fiir jeden festen Gitterpunkt (ha, hs . . . .  , h~)#  (o, o , . . . ,  o) in den Quadern Q 

gleichverteilt rood. I. Aus der zweiten t taupteigenschaft  folg~ dunn unmittel- 

bar, class das System tier Funk~ionen f~(x),f2(x), . . . , f , ( x )  in diesen Quadern Q 

gleichverteilt rood. I i s t .  

w 5. N~herungsweise ganzzahlige Aufl@sung a lgebra ischer  Gleichungen. 

In  einer ausfiihrlichen Arbeit hat  Kronecker ~ mehrere Bedingungen ver- 

schiedener Gestalt abgeleitet, die notwendig und hinreichend sind, dami~ das 

System 

L. Kronecker, N~herungsweise ganzzahlige AuflSsung l inearer  Gleichungen, Monatsberichte 
der K~n. Preussischen Akad. der Wiss. zu Berlin (I884), S. I I 7 9 - - I 1 9 3 ;  I27 I - - I299 ;  Werke 3: I, 
S. 47-- Io9 .  
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t 

" ~ 1  

mit  reellen Koeffizienten a~, und b,, ft ir  jedes positive e unendl ich viele ganz- 

zahlige LSsungen x~, x.~, . . . ,  xt besitzt. 

In  diesem Paragraphen  werde ich nicht  das al lgemeine System (I), sondern 

nur  das speziellere 
7n 

(2)  - -  r < "~j a , , , x ~ ,  + b,. < e ( m o d .  I)  (J,---- I, 2 , . . . ,  ",i~) 

mit reellen Koeffizienten at, , und b~ behandeln. 

Einerseits spezialisiere ich also die Kroneckerschen Untersuehungen, aber 

andererseits werde ich sie ver~llgemeinern, da ich start der linearen Polynome 

H~ 

Y, a,,.  x .  + b. (~ = I, 2 , . . . ,  . )  

beliebige Polynome f , . ( x ) - - - - f , ( x l , . . .  , x,,) in x ~ , . . . ,  x,,  mi t  reellen Koeffizienten 

behandeln will. Ieh werde also das System 

(3) - -  ~ < / ; ( x )  < ~ (mod. x) ( ~ =  I, 2 , . . . , n )  

untersuehen,  wo f i ( x ) = f i . ( x t , . . . ,  x,,) ein beliebiges Po lynom mit  reellen Ko- 

effizienten bezeiehnet. 

Ieh  nenne r Po lynome ~,,(x)-----qk,(x:,. . . ,  Xm) ( o =  I, 2 , . . . ,  r) ra t ional  unab- 

hKngig (d. k. G. a. B. g.) t, wenn fiir  j eden  Gi t t e rpunk t  (h~, h: . . . .  , I~) ~ (o, o . . . .  , o) 

das P. olynom htqv~(x)+ . . .  + h,.go~(x ) wenigst.ens ein nieht-konstantes  Glied mit 

i r ra t ionalem Koeffizienten enth~lt.  

Ich setze als bekann t  voraus 

Hil fssatz  1: Beze ichne t  r die grSsste Z a h l  m i t  der Eigenschaf t ,  dass unter 

den -Polynomen f l , .f~. . . . .  , f , ,  in  x l ,  x~, . . ., x,~ genau r t)olynome vm'kommen, die 

rational unabhSngig s ind  (d. k. G. a. B .  g.J, so gibt  es eine De te rminan te  

(4)  z / - ~ - "  g~t g~2 ---  ga, ,  = I 

g,~ x g,~ 2 �9 �9 �9 g,,,~ 

d. k. G. a. B. g. so l l  heissen:  ~das konstante Glied ausser Betracht  gelassen~ oder ~die kon- 
s tanten  Glieder ausser Betracht  gelassen, , .  

�9 53- -30534.  Acta mathematica. 56. Imprim6 le 13 mars 1931. 
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mit  ganz.,ahli!le, l~:le'me~2te~7, derart das.% .u'em~ 

(s) ,t,.(:,~) = ~ a,~A(~) (~,= ~, 2 , . . . ,  ~,) 
0=1 

gesetzt .n.b'd, die .Polynome q~t, q~2, �9 �9  q~ rational unabh&zgig (d. k. G. a. B. g.) und 

die Poly.nome 9~+1, eft+o, . . . ,  q~,, rationalzahlig (d. k. G. a. B.  g.) ,'ind. 

Hilfssatz 2: Zu jedem System yon reelle, Poly,w,~en .fl(x) . . . .  ,f,,(x) in m 

Ver-dnderlichen x ~ , . . . ,  x,,, gibt es eine natih'liche Zahl s mit  folgender Eoenschaft:  

f i i r  jeden GitterDu.,kt h = (h I , . . . ,  h~), .flit den das Polynom 

h~A(~) + + h , , f . (x )  

{d. k. G. a. B. g.) ratiomdzahlo ist, is t  das Polynom 

s(h,f~(x) + . . .  + h,j;,(x)) 

(d. k. G. a. B. g.) ganzzahlig. 

B e w e i s :  Diesen Hilfssa~z, der  iibrigens unmi~telbar aus al lgemeinbekann~en 

Siitzen folg~, kSnnen wir fo lgendermassen mit tels  des vorangehenden Hilfssatzes 

beweisen. 

Ich wende den vorigen Hflfssatz  an, und  ich wiihle die natiirHche Zahl s 

derart,  dass die Polynome sgr+~(x), sg~+2(x), . . . ,  s~0~(x), (d. k. G. a. B. g.) ganz- 

so wi~hle ich s -~  I.  W e g e n  (4) gibt  es n ganze Zahlen zahlig sind; ist r = n ,  

a t ,  a_~, . . . ,  a, ,  mit  
n 

h, = ~ go, a.o (v = I, 2, . .., n), 

s o d a s s  a u s  (5) f o ] g r  

(6) ~ ~ ~,o(~) = ~o ~ go,f,(~) = h,f,(~). 
Q~I ta~l ~,~1 ~,~1 

Is~ das le~zte Po lynom (d. k. O. a. B. g.) rationalzahlig,  so ist, da ~+1 ,  9o~+.o, . . . ,  9,, 

(d. k. G. a. B. g.) auch rat.ionalzahllg sind, das Po lynom 

7" 
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(d. k. G. a. B.g.)  gleichfalls ra~ionalzahlig. Die Polynome rfl , ~.~, . . . ,  ~v~ sind 

jedoch rat ional  unabhSngig (d. k. G. a. B. g.), sodass dann  a~ ~ a~ . . . . .  a~-- o 

ist, also aus (6) folgt 

Das Polynom 

Z h,f,(x) = Z %~oCx). 
�9 = I  ~ r + l  

~t it~ 

s Z h , f , ( x )  = Z % .  s~,,,(x) 
~ 1  o = r +  l 

ist dann somi~ (d. k. G. a. B. g.) ganzzahlig.  

S a ~  1: Ist  a = (o~, a_,, . . . ,  a,,) eiu beliebiger Gitter~unkt, bezeieh,eu ft(x), . ; . ,  

fi,(x) Poly,ome in x , , . . . ,  x,, mi t  reellen Koeffizienten, ul~d besitzt die .~atiirliche 

Zahl  s die in Hil fssatz 2 genmmte Eigensehaft,  so hat. das Diophantisehe System: 

(7) / - ~  <Y;(~) < ~ (moa. ~) ( ~ =  ~, 2 ,  . , . )  
[ x~ ~ a;~ (mod.  ,r (~tt = I, 2 , . . . ,  ~lt) 

daun und nur da~m f l i t  jedes positive ~ unendlich viele L&m~gen, wenn f i ir  jeden 

(;i t terlmnkt h = (h~, . . . ,  h,,) mit der Eigenschaft, dass das Polynom h~f~(x) + h ~ ( x )  

+ ' "  + h,,f,,(x) (d. k. G. a. B.  g.) ratio,alzahlig ist, die Zahl  h~fj(a) -I- h.~(a) + 

" -  + h,fi,(a) ganz ist. I s t  diese .Bedi~gung e~'illt, so gibt es eine .nur yon e, s u.nd 

den Polynome~z f l ,  . . . ,  f ,  abhh'ngoe Lh'~ge L derart, dass jeder m-dimen~*io,nale, den 

Koordi~tatenachsen parallel orientierte Kubus  mi t  Ka.nte JL u:enostens eine Lb'sung x 

yon (7) euthSlt. 

Beweis- i. Beweis, dass die genannte  Bedingung notwendig  ist. Jede 

LSsung yon (7) geniigt dem System 

(8) - ~ ~',1 h,I--< ~, h.f,(x) ~ ~ ~ l h ,  I 

x~ ~ a(~ (rood. s) 

(mod. I) 

(,~ = I, 2 , . . . ,  m). 

Isg alas Polynom hl f l (x)  + "" + h,f , , (x) (d. k. G. a. B. g.) rationalzahlig,  so ist nach 

Hilfssatz 2 das Polynom s (hlf~(x) + "" + hnf,,(x)) (d. k. G. a. B. g.) ganzzahlig, sodass 

fiir jeden Gitterpunk~ x mi t  
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xl, ~ a~, (rood. s) (.re= i, 2 , . . . ,  m), 

~_j h , f i ( x )  =-- h,.fi(a) (rood. I) 
~,=I ~=1 

ist. Aus (8) fo l~  somit 

(9) - -  e ~ [ h , [  <= ~_jh,f , (a)  < e  ~ [  h,.[ (rood. ,). 
t'--~- 1 * ,=I  ~ 1  

Hat  also (7) fiir jedes positive ~ eine LSsung, so gilt (9) fiir jedes positive ~, 

sodass hlA(a) + " "  + h~f~(a) dann ganzzahlig isk 
HiermR habe ich gezeigt, dass die genannte Bedingung notwendig is~. 

2. Beweis, dass die genanntm Bedingung hinreichend ist. 
Es werde nun vorausgesetzt, dass fiir jeden Git terpunkt  ( h i , . . . ,  h,,) mit 

der Eigenschaft, dass hi l t ( x )  + "" + h,,fn(x) (d. k. G. a. B. g.) rationalzahlig ist, 
h~]~(a) + . . - +  h,,]'~(a) ganz ist. Wird Hilfssatz I angewende~, so erh~tlt man, 

falls r<~t  ist, , - - r  Polynome ~r+~(x), . . . ,  9,,(x), die (d. k. G. a. B. g.) rational- 
zahlig sind, sodass dann ~r+ l (a ) , . . - ,  9,,(a) ganze Zahlen bezeichnen, und flit 

jeden Gitterpunkt x mit  

( m )  x~, =- ~,, (rood. ~) (~ = x, 2 , . . . ,  , ,) 

die Beziehungen 

(II) qDe(x)-~-qDe(a)~--o (mod. I) ( Q = r + I , , ' + z , . . . , n )  

gelten. 
Ist  r ~  I, so sind die Polynome ~l(x), . . . ,  ~r(x), also auch die Polynome 

9~  (Syl + a l ,  sy~  + ~ ,  �9 . . ,  sv~,  + a~) (e  = i ,  2,  . . . ,  r) 

rational unabhiingig (d. k. G. a. B.g.). Nach dem Weylschen Theorem gibt es dann 

zu jedem positiven d eiae nu t  yon d, s und den Polynomen 9 1 , . . - ,  ~r abh~in- 

gige L~nge > I, die ich mit  L bezeichnen werde, derart, dass jeder den Ko- 
8 

L 
ordinafenachsen parallel orientier~e Kubus mit  Kante - wenigstens eine LSsung 

8 

y des Systems 

- -  d < 9e(sy~ + a,, sy~ + a~., . . . ,  sy,n .+ am) < (i (mod. I) (O-~ I, 2 , . . . ,  r) 



(,z) 

enthElt. 
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en~h:,ilt. Hiermit  ist bewiesen, dass falls r ~  I i s t ,  jeder  den Koordinatenachsen 

parallel orientierte Kubus  mit  Kan te  L wenigstens eine LSsung x des Diophan- 

t ischen Systems 

I - ~ < 9e(x)  < ~ (moa. ,) ( e =  ,, 2 , . . . ,  ~.) 

] x,, ------ at, (mod. s) (It = I, z , . . . ,  m) 

Wird  L = s  gesetzt., falls r = o  ist, so folg~ aus dem obigen, dass jeder den 

Koordinatenachsen parallel orientiert~ Kubus  mi~ Kante  L wenigs~ens eine LS- 

sung x des Systems 

I - ~ < 9,(x) < ~ (rood. I) (V = I, 2 , . . . ,  n) 

(~3) I x~, ~- a,, (rood. s) ( t t =  ,, 2, . . . ,  m) 

enthitlt. Denn ist r = n ,  so ist (I3) itquivalent mit  (12); ist r = o ,  so ist (I3) 

wegen ( , , )  ftir jeaen Gi t terpnnkt  z mit  (,o) erftillt, und .ieder den Koordinaten- 

aehsen parallel orientierte Kubus  mit  Kan te  > s enthitlt minaestens  einen solchen 

Git terpunkt ;  ist sehtiesslieh o < r < n, so folgt  (, 3) aus (, ,) und (, z). 

Wegen  (4) und (5) ist bei geelgnet  gewithlten ganzzahligen G, e 

(,4) f,(.~) = ~ a,,o ~ (x )  (~=  ,, 2 , . . . ,  ,,). 
0=1 

W{ihlen wir die positive Zahl d so klein, dass 

n 

~ZI o.~,l__<,~ (~=~ ,  z , . . . , , )  
e = l  

ist, so folgt  (7) aus (I3) , womit  gezeigt ist, dass die genannte  Bedingung uuch 

hinreicht.  

Satz 2: Bezeichnen 

f . (z)  = f .  ( z .  x. ,  . . . ,  x . )  (V ~ I, 2, . . . ,n)  

reelle Polynome, so hat das System 

(15) - -  e < f i ( x )  < e (rood. I) (V ~ I~ 2 ,  . . . ,  7~) 

dann u nd nur dann f i ir  jedes positive r wenigstens eine ganzzahlige Lb'sung 

x ~ (x,, x2, �9 . . ,  xm), wenn ein Gitterpunkt a-~- (ai, %, . �9  a,~) existiert mit  fol- 

gender Eigenschafl: f i ir  jeden Gitterlounkt (hi, h~, . . . ,  It,), f i i r  den alas Polynom 
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h =  . . . .  , 

ist, ist 
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h,A(~ ) + h..f..(~) +'-" + h./;,(x) 

(d. k. G. a. B. g )  ratioJ~alzahlig ist, ist die Zahl 

h,A(o) + h AC ) + - "  + 
ganz. 

Ist diese Bedingung e,fiillt, so enthSlt bei geeignet getcdhltem, am" yon ~ u nd 

yon den Polynomen f l, ~ ,  ..., f~ abhdngige*n L, jeder m-dimensionale, den Koordinaten- 

aehsen 1)arallel o~entie*'te Kubus mit Karate L wenigstens eine ganzzahlige L&ung 

y o n  (x5). 

Bewei.q: I. Es gebe einen Gitterpunk% a----- (at, . . . ,  a,,) mit  folgender Eigen- 

sehaft: fiir jeden Git terpunkt  ( h i , . . . ,  h,,), fiir den das Polynom hlf~(x ) + ... 

+ h,f,,(x) (d. k. G. a. B. g.) rationalzahtig is~, ist die Zahl h , f , (d  + ' "  + s gaaaz. 
Wi t  wiihlen eine nu t  yon den Polynomen f l , - - - ,  f~ abhi~n~ge natiirliehe 

Zahl s mit  der in l:rilfssatz 2 erwithnten Eigensehaft. 5Taeh deRx vorangehen.den 

Satz enthi~lt bei geeigne~ gew.;thlt~r, yon e und den Polynomen f , , . . . , f n  ab- 

hitngiger Litnge L jeder den Koordinatenaehsen parallel orientierf,  Kubus mit  

Kante L wenigstens einen Gitterpunl~, der (7), also aueh das System (I 5) &fiillt. 

2. Das System (t5) habe fiir jedes positive ~ wenigstens eine Liisung. Ieh 

wtthle wiederum eine nu t  yon den Polynomen f , ,  f . . , . . . ,  f ,  abhgngige natiirliehe 
Zahl s mi~ der in l-Tilfssatz 2 erwghnten Eigensehaft. Bei geeigne~ gewiihltem 

(a,, a2, . . . ,  am) enthitl~ das System (7) da~n fiir jedes positive e wenigs~ens eine 

Liisung. Naeh dem voramgehenden Satz is~ dann fiir jeden Gitterpunk't (h t , . . . ,  h,,) 

mit  der Eigensehaf~, dnss das Polynom h~f~(x) + . . .  + h,f,~(x) (d. k. G. a. B. g.) 

rationalzahlig ist, die Zahl h~ f , ( a )+ . . .  + h~f.(a) ganz. 

] t iermit  ist unser Satz bewiesen. 

Definition: Es m6gen f~(x), . . .  , f , (x)  Polynome in x~, . . . ,  x~, bezeiehnen. De," 

zu diesen Polynomen geh6rige Raum sei die 31enge B der Punkte u = (u~, . . . ,  u,) 

l~aume mit folgender Eigensehaft: fiir jeden Gitter~unkt 

den h~ft(x) + ' '  + h,,fi,(x) (d. k. G. a. B. gO rationalzahlig 

h t u  t + . . .  + h~u, ,  ~-- o .  

Geh~ren zwei verschiedene Punkte zu /~, so enthiilt/~, wie unmit~elbar klar 

is~, aueh die dutch diese zwei Pnn~d~e gehende Gerade, sodass B ein 1/nearer 

Raum is~. Die Bedeu~ung dieses Raumes fiir unsere Probleme ergib~ sieh aus 
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Sat~ 3: Die in Satz t genannte notwendige und hinreichende JBedingung ist 

b'quivalent mit der Bedingung, dass der den Polynomen f l ,  f,., �9 �9 f ,  zugeordnete 
Ramn R u'enigstens einen Pu~kt u = (uj . . . .  , u,,) mit 

(I6) u,, =--J:(a) (,nod. I) (,----- I, 2 , . . . ,  n) 

e,thfflt. 

Beweis: i. Es gebe in R einen P u n k t  u mi~ (I6). Fiir  j eden  Gi t te rpunkt  

(hi, h.,, . . . ,  h,,) mit  der  Eigenschaft ,  dass das Po lynom h~fl + ... + h , f ,  (d. k. G. 
a. B. g.) rat ionalzahlig ist, ist dann  

also wegen (I6) 

~ h ,  , ,  ---- o,  

- - - -  o ( oa. ,), 

sodass die in Satz I genann te  B ed ingung  gilt.  

2. Es sei die in Saiz I genann te  Bed ingung  erfiillt. 

Wegen  (4) and (5) gilt  (I4) bei geeigne~ gew:,ihlten ganzzahl igen (I,..o. 
behaupte ,  dass der P u n k t  u-~-(uz, . . . ,  u,,) mi t  den  Koord ina t en  

Ieh 

(I7) u, = ~ G, e qge(a) (~,= I, 2 , . . . ,  n) 

in  R l iegt und  (I6) erfiill~. Denn  da ~o~+~(x), . . . ,  ~0,(x) (d. k. G. a. B.g.) rational- 
zahlig sind, so sind nach  der in Sa~z I genann t en  B e d i n g u n g  q~+~(a), . . . ,  q~,(a) 

ganz, sodass w.egen (I4) und  (I7) 

f,(a)---- ~ G,eqv,~(a)~-- ~ G, eq~e(a)=u,. 
(~=1 ~=1 

(mod. I) 

is~, somit  (I6) ~ l t .  W i r d  der Gi t t e rpunk t  (k~, . . . ,  k~) so gew~hl~, 
Po lynom 

]Clfl(x ) + "'" + k,~f,(x)= ~_jgeCx)~_jk, G,..o 
e=l  ~,=1 

dass das 
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(d. k. G. a. B. g.) ra~ionalzahlig ist, so ist, da die Polynome r  ~,,(.r) 

(d. k. G. a. B. g.) aueh rat ionMzahlig sind, das Polynom 

o = 1  r  

(d. k. G. a: B. g.) gleichfalls rat ionalzahlig.  Die Polynolne 9~j (x), . . . ,  (f,.(x) sind 

rat ional  unabhSngig (d. k. G. a. B. g.), sodass 

also wegen 07) 

~L 

~ ~, a,e = o (Q=~, 2 , . . . ,  ,.), 

Z k . , . =  ~ , ( , ) Z k .  e.o = o 
�9 = I  q = l  e ~ l  

ist. Hiermit  ist gezeigk dass der P u n k t  u in R liegt, womit  Satz 3 vollstiindig 
bewiesen ist. 

Satz 4: Bezeichnen 

f,(~) = f , ( ~ , ,  ~ . . , . . . ,  x.,) (~= ~, 2 , . . . ,  ,,) 

reelle Polynome mit  zugeordnetem Raum R ,  so hat das Systc~n (I5) dann u~M nut  

dann f i ir  jedes positive e eine LSsung, wenn es einen Pu.nkt u = (ul, u~., . . . ,  m,) 

in R und einen Gitter~unkt a = (a~, a , . , . . . ,  am) gibt mit  

u,- - f , (a)  (rood. I) ( , =  I, 2,...,',2). 

Beweis: Dieser Satz folgt aus dem vorigen, genau wie Satz 2 aus Satz t 
folgt. 

Hilfssatz 3: Werden zwei quadratisehe )~[atrices A und I3 m-ter Ordnung 

iiquivalent genannt, wenn man zwei quadratisehe iffatriees C und D m-let Ordnung 

mi t  ganzzahligen Elementen, deren Dete~vninanten den lVert +_. I besitzen, finden 

ka,nn mit  

G A D  = B ,  

so kann man jeder Matr ix  A mi t  rationalzaM.ioen Elementeh eine iiquicale~te 
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~[edrDr B zuord,eJb in  der die E lemente  in  de9" Haup td iagona le  i 'ationalzahlig si.nd 

�9 uml  die iibrigel~ I~le~e~te versehwi~den.  

Vorbemerkung:  Man beachte, dass der hier definierte X(lui~alenzbegriff 

reflexiv, kommutativ und transitiv ist. 

Beweis: Hier folgt ein direkter Beweis, obgleich der zu beweisencte Hilfs- 

satz unmittelbar aus allgemein bekannten Si~tzen folgt. 

Da die Behauptung fiir m = I klar ist, diirfen wir m > I und die Behauptung 

mit ~ l -  I start m schon bewiesen annehmen. Verschwinden alle Elemente in A, 

so ist die Behauptung evident, so dass wir voraussetzen kSnnen, dass nich~ alle 

Elemente in A Null sind. Durch Vertauschung yon zwei Kolonnen, bzw. Zeilen 

verwandelt eine Matrix sich in eine :.i.quivalente Matrix, sodass das erste Element 

a~l in der Matrix A =  (aik) Yon Null verschieden angenommen werden daft. Be- 

zeichnet p die Anzahl der Elemente # o in der ersten Kolonne yon A, q die 

Anzahl der Elemente # o in der ersten Reihe yon A, dann ist somit p ~ I, q >= I. 

Is t  p ~> 2, so diirfen wit: die Behauptung mit 2)-- I start  p schon bewiesen vor- 

aussetzen; ist q_>---2, dann kSnnen wir annehmen, dass die Behauptung mit q - - I  

start q gilt. 

I. Es sei p>_--2, sodass bei geeignet gewEhltem j ~ 2  a j ~ # o  ist. Da a~ 

und a.jt rationale Zahlen bezeichnen, gibt es zwei ganze teilerfremde Zahlen ~, 

und c? mit 

7aH + ~ai~ " - -o .  

Ich wi~hle die ganzen Zahlen a und /~ sodass 

ist, und ich setze 

a ~ - - # r =  i 

e l k =  aa lk  + flask ( k =  I, 2 , . . . ,  m), 

cj~ == ~'al~ + ~aj~ ( k -~  I, 2, . . ., m) 

e i k = a i k  ( k = I , 2 , . . . , m ; i = 2 , 3 , . . . , m ; i # j ) ,  

so ist A ~quivalent mit C=(C~k). Wegen c~1=o, c1~ # o  enthfilt die erste Kolonne 

yon C genau p - -  I Elemente # o, sodass nach dem zu beweisenden Hilfssatz mit 

- - I  start 2 ,  die Matrix C, also auch die Matrix A, ;,iquivalent is~ mit einer 

Matrix, die die verlangten Eigenschaften bes.itzt. 
�9 5 4 - -  30534. Aaa mathematica. 56. I m p r i m 6  le  13 m a r s  1931. 
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2. Es sei q-----_2. Der Beweis ver!~[uf~ wSrtlich wie in I, wenn nur Ko- 

lonnen durch Zeilen erse~z~ werden. 

3. Es sei/9 = I, q---- I, d. h. an is~ yon Null versehieden, und alle iibrigen 

Elemente in der ersten Kolonne und n.lle iibrigen Elemente in der ers~en Zeile 

yon A versehwinden, l%aeh dem zu beweisenden tiilfssatz mit m - -  I s~a~ m is~ 

die qundratische Matrix (a~) (m-- I )  t~ Ordnung (i----2,..., m; k = 2 , . . . ,  m) itqui- 

valent mit einer quaAra~ischen ~[atrix (blk) derselben Ordnung, in der die Ele- 

mente in der Haup~diagon~.le rationalzahlig sind, und alle iibrigen Elemen~e 

verschwinden. Setze ich nun bn-~-an, b l k = o  ( k #  I), bix-----o ( i # I ) ,  so is~ A 

:,tquivalent mit der quaAratischen ]~.tr ix (b~) m ter Ordnung, womit Hilfss~tz 3 

vollst~tndig bewiesen ist. 

Hilfssatz 4: Sind l~,(x) ~ =  I ,  2 ,  . . . ,  m) rationalzahlige Linea~formen in 

xt . . . . .  x,,, so existieren zwei Determinanten 

(18 )  . . . . .  ----- at- I ,  . . . . .  ----- ~+ I 

l e m l  . . .  e , , ,~  I d = l  . . .  d . . . .  I 

mit ganzzahligen Element~, derart dass ,wem~ 

(~9) 

und 

(20) 

geaetzt wird, 

(20 

x,.  ~-- ~ El= e *.1,,~ 
,o=I 

Lt,(y ) = A,y.,, 

(V ~ I ,  2,  . . . ~  ~l) 

( / s  I ,  2 ,  . . . ,  ~Z) 

(/*-~- 1 , 2 ,  . . . , m )  

mit rationalen A t, ist. 

B e w e i s :  Ich setze 
f/$ 

Nach dem vorigen Hilfssatz kann man der Matrix  A = (aik) zwei Matrices C-~  (e~'~.) 
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und D=(d;k)  mit ganzzahligen Elementen zuordnen, derart dass (I8) gilt, in der 

Matrix (b~)= C A D  die Elemente der ]~auptdiagonnle rationalzahiig sind und die 

iibrigen verschwinden. Bezeichnet F-----(fi~.) die Matrix x ~ '=  CA ,  so ist wegen (20) 

L,,(y) =- c,, e a e, x ,  = ~,f~,, x,. (I t= I, 2 , . . . ,  m), 
Q = I  ~ '=1 ~'=1 

sodass aus (19) und (bit.)= l "D  folgt 

L~,(y) -~ ~ ' A ,  d,e Ye -~ ~ '  b,,c, Ye = bin, Y:, 
*'=1 0 = I  e = !  

( t t  ~ I ,  2 ,  . . .~ ~1,)~ 

womit Hilfssatz 4 bewiesen ist. 

Hi l fssa~ 5: /~'s seien die rationalzahligen Linearformen L(x) (~= ~, 2 , . . . ,  n) 

in x l , . . .  , x~ und die reellen Zahlen b l , . . . ,  b, so gewdhlt, dass f i ir  jeden Gitter- 

punk t  (h~ . . . .  , h,) mit  der Eigenschaft, dass die Li.nea~form h~l~(x) + . . .  + h,l,,(x) 

ganzzahlig ist, die Zahl  h I b~ + . - .  + h~b,~ ganz ist. Dann  Mud bei geeignet .qe- 

wiihllem Gitterlm.nkt a=(a~ . . . . .  a,,) die n Zahlen l,.(a) + b~ (v---: I, 2 , . . . ,  n) ganz. 

Beweis: 0hne Beschr:&nkung der Allgemeinheit setze ich m = n  voraus, da 

ich sonst nut Ver:&nderlichen mit verschwindenden Koeffizient.en oder verschwin- 

dende Linearformen mit verschwindenden Zahlen b hinzuzufiigen brauche. Ich 

wende den vorigen Hilfssatz an und ich setze 

(22) ~ c~, be =- Be, (~ = i, 2 , . . . ,  "0. 
o = l  

Die in (2i) auftretenden Koeffizienten A t, sind rational, sodass ich 

setzen kann, wo 

(20) ist 

A ,  = Pt~ (V = i, 2 , . . . ,  m) 
Q~ 

P:.~ und (~,, ganze teilerfremde Zahlen sind. Nach (21) und 

P,,y,, = Q,L,,(y) = Q,~ ~ ere 4(x) (,u= I, 2 , . . . ,  m). 
,o-~1 

Diese Linearformen sind ganzzahl/g, sodass aus der Voraussetzung mit Rficksicht 

auf (22) folgt, dass 



4.'28 J. G. van der Corput. 

q .  ~ .  ct..~, b.. Q,. B 
p=l 

( t t ~  I~ 2~ . . . ,~?l) 

ganzzahlig ist. Die Zahlen Pt, und Qt, sind teilerfremd, sodass es mSglieh ist 

die ganzen Zahlen z , , . . . ,  z,, so zu wi~hlen, dass 

(23) 

ist. 

P~,..-:, + Q,,B,, ~ o (rood. q,,) 

Der Gitterpunkt a = ( a t , . . . ,  a,,) mit den Koordinaten 

( i t - -  I ~ 2, . . . ,  Jit.) 

(24) at' :-~ ~ dt, t, zt~ (It= I, 2 , . . . ,  ,it) 

hat die verlangte Eigenschaft. Denn aus (2o), (19) und (22) folgt 

~,', , , . ,~te(~)+ I,~) = LA--) + B~ = P''~:'+ Q,,BI, ( ~ - - ~ , 2 ,  . . . ,~ ) .  
,n=l (t~lt 

Nach (23) sind diese m Zahlen ganz, s o d a s  sich aus (I8) ergibt, &tss auch die 

m Zahlen L.,(a)~-b e (e-~ I, 2 , . . . ,  m) ~a.nz sin& 

kls  Satz 5 leite ich den folgenden, schon in der Einleitung erwiLhnten 

Giraudschen Satz ab. 

Satz 5" 

System 

Bezeichneu f , ( x ) - ~ f , ( x l , . . . ,  x,,) reelle li,~eare Polynome, so hat das 

(2S) - ,  < f ,(x) < ,  (mOO. I) ( , .=  X, 2 , . . . ,  , )  

dann und nur dram fiir jedes positive ~ unendlich viele ganzzahlige L6sungen, wenn 

fii," jeden Gitte,'punkt (ht, h,, . . . ,  h,), fiir den dos Polynom haA(x ) + . . .  + h~f,,(x) 
(d. k. G. a. B. g.) ganzzahlig ist, auch das konstante Glied dieses Polynoms gleich 

einer ganzen Zahl ist. 

Beweis: Besitzt (25) fiir jedes positive e unendlich viele LSsungen, so hat 

nach Satz 2 bei geeignet gew~.hltem Gitterpunkt a - ~ ( a ~ , . . . ,  a=) jeder  Gitter- 

punkt (h t . . . .  , h~), fiir den htf t(x  ) + . . .  + h, fn(X) (d. k. G. a. B. g.) g~nzzahlig ist, 
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die Eigenschaft,  dass h~f~(a)+ ... + h,,f,,(a) eine gauze Zahl bezeichnet. Da a 

einen Git terpunkt  bedeutet uncl h,f~(x) + " -  + h,f.(x) (d. k. G. a. B. g.) ganzzahMg 

ist, ist h,.f~(a) + ... + h~f,,(a) dem kons tan ten  Gliede dieses Polynoms kongruent  

modulo I, sodass dieses Glied gleich einer ganzen Zahl ist. 

Hiermi t  babe ich gezeigt, dass die in Satz 5 genannte  Bedingung not- 

wendig ist. Um zu beweisen, dass diese Beclingung auch hinreichencl is~, nehme 

ich ;m, class sie erffillt ist, und unterscheide ich zwei verschiedene F~lle: 

,. In  .~edem der Polynome f l ( x ) , . . . , f , ( x )  habe jecles lirmare Gliecl einen 

rat ionalen Koeffizienten. Dann sincl die Voraussetzungen yon Hilfssatz 5 mit 

(Y~-~- 1, 2,  . . . ,  7~) 

erfiillt, sodass m~ch diesem ~Iilfssatz bei geeignet  gew~.hltein Git terpunkt  

a = ( a , ,  ~ , . . . , a , , , )  die n Zahlen / , ( a )+  b,=f~(a)  (~----1,2, ...,~2) ganz sind. 

l~ach Satz 2 besitzt (25) somit fiir ]ecles positive e unendlich viele g.'mzzahlige 

LSsungen. 

2. In  mindestens einem der Polynome J ~ ( x ) , . . . , f , ( x )  kommt wenigstens 

ein line~u-es Glied mit  irrat ionalem Koeffizienten vor. Ich  wende jetzt  H_ilfs- 

sutz I an. 

.[st r = J,, so sind die Polynome f~ (x), . . . ,  f,,(x) (d. k. G. a. B. g.) rat ional  un- 

abh:,Engig, h~lt also (25) nach dem Kroneckerschen Satze (Satz I in w 3) fiir jecles 

positive ~ unendlich viele LSsungen. Ich  darf  also welter r < n  vora.ussetzen. 

Ftir jeden Gitterpunk~ (kr+~, . . . ,  k~) mit  der Eigenschaf~, dass dus Polynom 

h ' r+~+ , (x )  + ... 4- ]G,q~,(x) (d. k. G. a. B. g.) ganzzahHg ist, ist; nuch der Voraus- 

setzung des zu beweisenden Satzes auch dss konstante  Gliecl dieses Polynoms 

eine ganze Zahl. Bez~chnet  c, ( ~ = r + I , r + 2 , . . . , n )  das konstante  Glied yon 

q~,(x), so sind die Voraussetzungen yon Hilfssa~z 5 mit  n - - r  s tart  n, mit  den 

Linearformen qD~+l(x)--c~+l,..., ~,~(x)--c, start  der Linear formen l l ( x ) , . . . ,  l,.(x) 
und mit  den Zahlen c~+~, . . . ,  c,,. s t a t t  der  Zahlen b~, b~, . . . ,  b, erf'dll& Nach 

diesem H_ilfssatz existiert somit ein Gi t t e rpunkt  a ~ (a~, ~ , . . . ,  a~) derart,  dass 

die n - - r  Zahlen ~+~(~), . . . ,  ~,(a) ganz slnd. Um zu zeigen, dass dieser Punk~ 

a die in Satz 2 genannte Bedingung erfiillt, w~thle ich i rgend eiuen Gitterpunlr~ 

h = (h~ . . . .  , h,) derart,  class das Polynom h~A(x) +-." + h.f .(x) (d. k. G. a. B. g.) 

rat ionalzahl ig ist. Dieses Polynom ist ein lineares Komposi tum yon ~ . . . .  , ~ ,  

rait  ganzzahligen Koeffizienten, also ein Hneares Komposi tum yon ~+1 . . . .  , ~,, 
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mi t  ganzzahligen Koeffizienten, da die Polynome 91,90.0 . . . .  , 9r rat ional  unab- 

hitngig sind (d .k .G .a .B .g . ) .  Da a so gewi~hlt worden ist, class 9 r + l ( a ) , . . . ,  9,,(a) 

ganze Zahlen sind, ist somit h l f  ~ (a) -t . . . .  + h,, f ,(a) in der Ta t  eine ganze Zahl, 

womit  ich gezei~o~ babe, class die in  Satz 2 genannte  Bedingung hier erfiillt ist. 

~ a c h  Satz 2 besitzt (25) somit fiir jedes positive e unendlich viele ganzzahlige 
LSsungen. 

Hiermit  ist Satz 5 vollstitndig bewiesen. 

Hilfssatz 6~ Sil~d g~, . . . ,  gt LineaJfor.meu .i~ x~, . . . ,  x~ m i t  reelleJ~ Koe/fi- 

ziente~b ~nd ist  das System der b.~J~gleiehuJ~gen 

g~ > o ( Z - -  i ,  2, . . . ,  l) 

in  reellen x~, . . . ,  x~ unl6sbar, dm~n gibt es I Zahle~ zx ~ o (~-~- I, 2, . . . ,  l), die 

~icht alle verschwinden, m i t  

(26) z lgx  + z~g~ + . . .  + z ~ g l - ~  o .  

B e w e i s :  Dieser Hilfssatz ist  schon 5fters bewiesen worden. Der erste 

Beweis, den ich yon diesem Bil fssatz  habe finden kSnnen, r i ihrt  yon J. Farkas ~ 

her, aber der Hilfssatz kommt  mi t  Beweis auch bei W. B. Carver "~ und bei 
A. Haa r  s vor. 

Hilfssatz 7: 5'ind gt . . . .  , g~ LiuearJbrmen in  x l , . . . ,  x~ m i t  rationalen Ko- 

effiziente~t, u~d is t  das System 

(27) g~ > o (~ = x, 2, . . . ,  l) 

i,~ reellen xx, . . . ,  x ,  unl&bar,  so g ibt  es einen C~'tterpu~2kt k = (kt,  . . . ,  k,) # ' (o,  o, . .  , o) 

m i t  niehbl~egativen Koordinaten,  der die Bez i ehung  

(28) k lgx  + "'" + k~g~ ~ -  o 

erfiillt. 

B e w e i s :  Nach dem vorigen Hilfssatz  existieren / Zahlen zi >_--o (;t = I, 2, . . . , / ) ,  

i j .  Farkas, Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal  fiir die reiue und angewandte 
3Iathemat ik  124 (I9o2), S. 1--27. 

W. B. Carver, Systems of l inear  Inequali t ies,  &nnals of Mathematics ,  Second Series 2~ 
(I921--22), p. 212--220. 

S A. Haar, ~ b e r  llneare Ungleichungen,  Aeta Li t te rarum ac Seient iarum Regiae Universitat is  
FIungarieae Francisco-Josephinae, Seetio Scient larum Mathematicarum, I I I  (1924) , S. I - - I  4. 
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die nieht alle versehwinden, mi~ (26). Es bezeiehne t die hnzahl  der positiven 

Zahlen z~., sodass I ~ t < 1 ist. Ohne Beschrgnk.ung der Allgemeinheit diirfen wir 

Z 1 > O  ) Z o > O ,  . . . ,  2"t>O, Zt+1~---O, . . . ,  Z ~ O  

annehmen, da wir sonst nur die Linearformen g,,  g~ . , . . . ,  gt untereinander zu 

verhruschen haben. Dann ist 

(29) z~g~ + z~_g~ + . . .  + z t g t  - ~  o .  

Nach der Theorie der linearen Gleichungen werden alle L5sungen z,, . ~ , . . . ,  zt 

dieser Gleichung dutch 

(30)  = , ,  2 , . . . ,  t) 
a = l  

gegeben; hierin sind s (I--<_s_--<t) und C~ geeignet gewiihl~, ~ beliebig reell. 

C~o ist gleich dem VerhEltnis yon zwei Determinanten, deren Elemente Ko- 

effizienten der Linearformen gL, g-~,--. ,gt sind. Da diese Koeffizienten nach 

der Voraussetzung des zu beweisenden Hilfssatzes rational sind, sind auch die 

Zahlen C,~ rational. Nach dem vorigen ttilfssatz kSnnen die Zahlen ~,, ~-~, . . . ,  ~ 

so gewghlt werden, class die durch (3o) definierten Zahlen z~, z~,. . . . .  ~'t aUe posi- 

tiv sind. Die Zahlen ~r kSnnen dabei dann rational gewghl~ werden. Dann 

sind z,, z.~ . . . . .  zt positive rationale Zahlen, die (3o), also (29) erfiillen. Withlt 

man nun die natfirliche Zahl q so, dass die Zahlen k ~ q z ~  ( ~  I, 2 . . . .  , t) ganz 

sind, dann ist 

sodass (28) gilt, wenn kt+~=kt+2 . . . . .  k l = o  gesetzt wird. 

Hilfssatr. 8: Es sei o < l = < n ,  u.nd die Polynome f l ( x ) , f , ( x ) ,  . . . , f n ( x )  in 

x~, .,:,_, . . . ,  x,~ sden so gewdhlt, dass f i ir  jeden Gitterpunkt (k 1, k , ,  . . . ,  kl) # (o, o, 

. . . ,  o) mi t  Koordi,  aten > o  im Polynom k~A(x) + . - - +  ktf~(x) wenigstens ein nicht- 

konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten vorkommt. Dann erhdlt der den Poly- 

nomen A(x ) ,  . . . ,  f,,(x) zugeordnete Raum R wenigstens ~nen P u n k t  (u x, u~, . . ., u,) mit  

r162 :>  O ,  ~2 :>  O7 �9 " ", Ul > O.  

Vorbemerkung.: Die Definition des Raumes R finder der Leser zwischen 

den S~itzen 2 und 3 in diesem Paragraphen. Aus der Voraussetzung des zu 
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beweisenden Hilfssatzes folgt, dass in jedem der Polynome fl(x),f,.(x),...,j~(:r) 
wenig~stens ein nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten auftritt, sodass 

die Dimensionszahl r des Raumes /~ mindestens I ist. 

Beweis: Ieh wende Hilfssatz I an. Naeh der Vor~ussetzung des zu be- 

weisenden Hilfssatzes 8 enthiilt fiir jeden Gitterpunkt (kt, X'~, . . . ,  l'~) # (o, o, . . . ,  o) 

mit Koordinaten > o das Polynom 

l ! 

~ 1  2=1  0 ~ I  

n l 

(vergl. ( ,  4)) 

nicht erfiillt ist, sodass es keinen Gitterpunk~ (k t ,  k . ,  . . . ,  kz) # ( o .  o . . . .  , o)  mit 

Koordinaten > o  gibt, der (3') erfiillt. Nach dem vorigen Hilfssatz mit 

ist somit das System 

g2 = G2e X o (~ = I ,  2 , . . . ,  l) 
Q=I 

r 

~2,0 xe > o ( Z =  i ,  2, . . . ,  1,) 
Q=I 

in reeUen xl, x.,,. .-:, xr 15sbar, sodass r reeUe Zahlen x~, x ~ , . . . ,  x~ mit 

(3 2 ) U). = ~__j G2~ X# > 0 ( ~ =  I ,  2 , . . . ,  l) 

existieren. 

Um zu zeigen, dass der Punkt  u=(ul,  m_,..., u,) mit den Koordinaten 

(33) u,  = ~ G,~ x,,, (~ = I, 2, . . . ,  ,) 
#=1 

wenigstens ein nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten. Hieraus 

folg~, da die Polynome ~r+1(x), ~,+.~(x), . . . ,  q~,,(x) (d. k. G. a. B. g.) mtionalzahlig 

sind, dass das System 
l 

(3') ~ k 2  Gx e = o (q=  ,, 2 , . . . , r )  
2=1 
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liege, w:,ihle ich i rgend einen G i ~ e r p u n k t  (]h, h ~ , . . . ,  h~) derar t ,  dass das 

.~h,f,.(x)~-~h,,~G,.,q~,.,(x) (vergl. (,4)) 

= qD,,(x) ~ h,.G,, e 
q=l ~'~I 

(d. k. G. a. B. g.) rat ionalzahlig ist. Da  die Po lynome  ~0,(x), f .~ (x ) , . . . ,  eft(x) (d.k. 
G. a. B. g.) rat ional unabh:,tngig sind, so folgt  hieraus 

n 

~ h , . G , . ~ = o  

also wegen (33) 

sodass u in R liegt. 

st i indig bewiesen. 

( Q =  1 , 2 ,  . . . , r ) ,  

h,u,  ---- x e ~ h, G,. e = o, 

Mit  Riieksicht  auf  (32) ist der  zu beweisende Hi!fssatz voll- 

Satz 6: Ist o < l ~ n ,  bezeichnen, f t (x) , f ,. (x) , . . . , f , ( x )  belieboe reelle Poly- 

home in xx, x~., ' . . . ,  x,~ mi t  zugeordnetem Raum R ,  und i s t s  eine nalarliche gahl 

mi t  der in tIilfssatz ~ genannten Eigenschaft, so be.~itzt das System 

(34) 

O <f~(x)  < e (mod. I) 

- ~  < f , ( x ) < ,  (moa ~) 

z,~ - -  a~, ( rood .  s) 

(,~.= I ,  2, . . . ,  l) 

(~, = 1 + 1 ,1  + z , . . . ,  ,)  
( / t =  I ,  2,  . . ., , , )  

dann und nur dann f i i r  jedes positive ~ unendlich vide ganzzahlige Lb:~ungen, wenn 

in R e i n  Punkt u = (ul, u,_ . . . .  , u,) mit  

(35) u,  ~---f,(a) (rood. I) (/) ~--- I ,  2,  . . . ,  n) 

liegt, und ausserdem die Voraussetzungen des vorigen Hilfssatzes gelten. 

Sind diese Bedingungen e~fiillt, so gibt es eine nut  yon , ,  s und den Poly- 

nomen f l , f ~ , . . . ,  fi, abMingige Lh'nge L ,  derart, dass jeder m-dimensionale, den 

Koordinatenaehse~7 parallel orientierte Kubus mit  Kante L wenigstens eine L6su~2g 

yon (34) enthhTt. 
55--30534. Aeta mathematiea. 56. Imprimd le 20 mars 1931. 
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Beweis: Die Voraussetzung, dass in R ein Punkt u mit (35)liegt, ist nach 

Satz 3 notwendig. 

Gitbe es einen Gitterpunlrt (k~, k.~, ..., ks) # (o, o,. .... o) mit Koordinaten 

> o, derart dass das Polynom },f~(x) + k~f,.(x) +... + Ic~(x) (d. k. G. a. B. g.) 
ganzzahlig ist, so wiire bei geeignet gewithltem konstantem e (o<c< I) 

k , A ( = )  + ~_.f_.(=) +. . .  + ~, ] ; (x)  - ~- 

g"anzzahlig, sodass aus (34) fo~en  wiirde 

! 

o < c <, F, ~ (rood. i) 
).:1 

fiir jedes positive ~, und das kann nicht. Hiermit habe ich gezeigt, dass die 

in Satz 6 genannten Voraussetzungen notwendig sin& 

Um zu zeigen, dass diese Voraussetzungen auch hinreichend sind, nehme 

ich an, class in R e i n  Punkt  u mit (35) liege, und dass die Vomussetzungen des 

vorigen Hilfssatzes gelten. Nach diesem Hilfssatz l i e ~  dann in R ein Punkt  

u" = ('u:, . . . ,  u:) mit 

, ; > o ,  .~ . '>o , . . . ,  ..;'>o. 

Der l ~ u m  /t  enthElt dann alle PunkCe (u*~q, u,q,* . . .  , u,q),* sodass in R auch ein 

Punlr~ U = ( Ut, . . . ,  U,,) mit 

(s6) 
o <  U ~ < - *  ( z = ~ ,  2 . . . . .  l) 

2 

---~ < U , < * -  ( , = / +  I, /+2,  . . ., .n) 
2 2 

liegt. Da die Punlr~e u und U in R liegen, enth~lt R auch den Punkt mit den 

Koordinaten 

. . -  U , - f , ( ~ ) -  u, (rood. ~) ( . =  ~, 2 . . . .  , ~). 

Die in Satz 3 genannte Bedingung ist somit mit (u I -- UI .... , u,,-- U,) statt 

( u , , . . . ,  u,) und mit f , ( x ) -  U, start f , (x)  erfiillt. Dieser Satz gibt also, dass das 

Diophantische System 



Diophantische Ungleichungen. I. Zur Gleichverteilung Modulo Eins. 435 

(37) 
I - u~ < A ( x ) -  v~ < ' (~od .  ~) (z = ~ 2, ~) 

t e e (rood. I) (~ ,=1+I,1+2 . . . .  ,n) - 2 < f , ( x ) -  u ,  < 

x,, =- ,~,, ( ~ o a .  ~) (~ = ~, ~ , . . . ,  ~ )  

ftir jedes positive e unendlich viele ganzzahlige LSsungen besitz~, und dass sogar 

bei geeignet  gew:Lhlter Litnge L (die n u t  yon e, s, f ~ , . . . ,  f , ,  U 1 , . . . ,  U~, also 

nu t  yon e, s, f l , . . . ,  f,~ abhKng~) ]eder  den Koordina tenachsen  parallel orien- 

fierce Kubus  mit Kante  L wenigstens eine gazazzahlige LSsung x-=  (x~, x s . . . .  , x,,) 

yon (37) enth:Llt. Wegen (36) erfiillt diese LSsung auch (34), womi~ Satz 6 voll- 
stitndig bewiesen ist. 

Satz 7: Ist o < / ~ < n ,  und bezeichnen 

f~,(X) ~f~,(Xl~ XS, . . .  ~ Xm) ( ~  I ,  2 ,  . . . ,  '~'l) 

beliebiye reelle Polynome in x~, X s , . . . ,  x,,, mit zugeordnetem Raum R,  so be~qtzt 
das System 

I O < A ( X ) < '  (mod. I) ( ) .=I,  2, . . . ,  /) 
I - ~  < f , ( ~ )  < ~ (rood. i) ( , , = ~ +  ~, Z+2,  . . . ,  .,,) 

dann und mtr dann fi'ir jedes positive ~ wenigstens ei'l~e ganzzahlige L6sung 

x = ( x ~ ,  x s , . . . ,  x , ) ,  wenn ein Punkt u = ( u ~ ,  m , . . . ,  u,,) in R und ein Gitter- 

punkt a = (at, a~., . . . ,  a~,) zu finden sind mit 

u,  ---f ,(~) (mod. ~) ( , , =  ~, z , . . . ,  , ) ,  

und ausserde~n fiir jeden Gitterpunkt (kl, ks, �9 �9 ks) ~ (o, o, . . . ,  o) mit Koordinate'n 
> o im Polynom 

4A(~) + 4 A ( z )  + . . .  + ksf,(x) 

wenigstens ein nicht-konstantes Glied mit irrationalem Koeffizienten vorkommt. 

Sind diese Bedingungen e~fiillt, dann enthSlt bei geeignet gewh'hltem, nur yon 

und den Polynomen f t, fs ,  . . . ,  f ,  abhh'ngigem L, jeder m-dimensionale, den Koordi- 

natenachsen parallel o~qentierte Kubus mit Kante L wenigstens eine ganzzahlige 

T_~'sung yon (34). 

Beweis: Dieser Sa~z folgt aus dem vorigen, genau wie Satz ~ aus Satz I 
folgk 
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w 7. V e r a l l g e m e i n e r u n g  des  W e y l s e h e n  T h e o r e m s .  

Sa tz  1: Sind k~, k~ . . . .  , k,, ganze Zahlen >_--o, die nieht aUe verschwinden, 

ist f ( x )  = f (x~,  x~, . . . ,  x~) iu jedem Gitte~Tunkt x = (xt, x~ . . . . .  x,,) mit  positiven 

Koordinate~, definiert and reell m i t  der LYgenschaft, dass, wenn alle Koordb~ateu. x.. 

yon x unbeschrlinkt wachsen, 

(0 a~, a~... _::f(,:), 

.mwh einem i'rrationalen Grenzwert strebt, und ist ~' eine l"olge von m-dimensionaleJ~ 

Quadern 

q . . . a~, <= x t ,  < b:, (t~ = x ,  z ,  . . . ,  m ) ,  

u'o a t, uml b~, natiirliche Zahlen bezeichneu, .und jede Kante  b.--al~ anbeschriinkt 

wiieh.~t, wenn Q die ~'olge F durchliiuft, dann ist die Funktio~: f ( x )  in den Quader,n 

Q gleichvm'teilt rood. x. 

B e w e i s :  Ohne Beschri~nkung der  Al lgemeinhe i t  kann  ich kt>= I voraus- 

setzen, da ich sonst  nur  die Ver~inderlichen x t, un t e re inande r  zu ver tauschen 

bl~uche.  

I ch  unterscheide zwei verschiedene  Fitlle: 

also 

I. Es sei 

kl + k, + - - - ' q -  k m =  I ,  

k~ = I ,  4 = ks . . . . .  k., -= o. 

Wachsen  die Koord ina t en  des Gi t~erpunktes  x = ( x l ,  x2 . . . .  , x . , )  unbesch~ink~, 

so s t reb t  J l f ( x )  nach  e inem i r ra t iona len  Grenzwer~, den ich p nennen werde.  

D a u n  ist  fiir jedes fes te  posi t ive ganze  h und  jedes fes te  ganze 1 r o 

f (x~  + h, x , ,  . . ., X~) - -  f ( x~ ,  x , ,  . . ., x . ) - -~  ph ,  

(2) e-2"~t (/(~,+ h, ~- ..... ~#~) -/(~,, ~, ..... ~ ) )  -*  e-~-~i~p h . 

,., , (-) 
= Z Z ... Z c-': '++~''-'- ..... " ... f(~,+',,. 

~q=l ~=I urn= I Xl " #e:t ~r 
"' :~m ~" :r )" 
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Wird  die fundamentale  Ungleichung (w 4) mit  

angewendet,  so ist 

(3) 

und 

??h 

A (0,3 

U ( X )  = e 2~i15( '* )  

in (2 

_ _  I _ ~ .  ~ - - 2 z i l < / ( x l + h ,  x.., . . . .  , xm) --d'(.e,,  ~r.,. . ,  .era) } _..> K , - -2 , - t i lph  

wegen ('2), sodass aus 

folgt  

(4) 

A (Qh) 
- .-->I A(Q) 

V h  ~ _ _ 2 . : i l l ~ b  , 

A(Q) 

Wegen der Irrationaliti~t yon 1~ ist 

q-.-1 

h= l  

wo c eine geeignet gew:,~hl~e, yon 1 und  p,  aber nicht  yon q abh:s Zahl 

bezeichnet. Mit Riicksicht auf (3), (4) und (5) folg~ aus der fundamentalen 

Ungleichung 

also 

lira q"l I---}--- ZeO-=,,,(=,F < IACQ)~,~,~ I = q + 2cq, 

I "5 ~. ,~'., =it/(~) 
A ( q ) ~  --~o, 

giiltig fiir .iedes feste ganze 1 # o,  sodass nach der ersten HaUi)t, eigenschaf~ 

(Satz 3 in w 2) mit  .n-~ I die Funk~ion ./~:r.) in den Quadern (2 gleichverteilt 

rood. x ist. 

2. Es sei 

(6) ~1 + k~ -[- " ' "  -I- ~:~ > I ,  

und es sei der zu beweisende Satz schon bewiesen, wenn k 1 + )i-~ + . . .  + k,~ durch 

eine kleinere Zahl ersetz~ wird. 

Bezeichnet h e i n e  beliebig gew~hl~e .feste natiirliche Zahl, so kommen 

wegen bl .--a,--*:~ in der Folge F hSchstens endlich viele Quader Q mit 
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b ~ -  a I N h + k~--I vor. Diese Quader (falls sie iiberhaup~ vorkommen) lasse ich 

ausser Betracht, sodass fiir jeden in Be~racht kommenden Quader O 

(7)  a~ < b~ - -  h - -  k~ + x 

ist. Die Funktion 

( s )  . t; , (x)  = f ( x ,  + h,  x :  . . . .  , a.~,) - - . t ' ( . , :~ ,  ~ :  . . . . .  ,~',,,) 

ist dann in .iedem Git terpunkt  x des Quaders 

Q(l,l . . . a~ ~ x t  < b~ _ h ,  a t, < . r .  < b t, "(.. = 2, 3 , . . . ,  m) 

definiert. Ich bezeichne mit  Q~') den Quader 

Q~') . . . a l  <- x l  . <  b t  - h - lr 1 +  I , a t, ~ ,+:. < b,,  (/~ = 2 ,  3 ,  �9 " ' ,  m ) ,  

und ich werde zeigen, dass die Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes 

erfiill~ sind, wenn k I durch k ~ I ,  ~ durch Q(k), b~ durch bj '--h und f (x)  

durch j . h ( z )  ersetzt wird. 
Wegen / q ~ I  und (6) s i n @ k ~ - - I , / C . , . . . , k , ,  feste ganze Zahlen ~ o ,  die 

nicht alle verschwinden; die Kanten  

b l - - a l - - h  und bt,--at,  ( ~ = 2 , 3 , . . . , m )  

yon Q(t,) wachsen unbeschr~nkt, und s~rebt die in (x) genannte Funktion nach 

dem irra~ionalen Grenzwer~ to, so strebt 

h ~ l  

-,~'1~'-, -=~lk" �9  �9 .r f h  ( z )  = ~]  ~,"/~' -,"1'; . . .  d , ,  f ( z ,  + l ,  z . , .  . . . ,  z , , )  

nach dem irra~ionalen Grenzwert ph .  
Hiermit  ist bewiesen, dass alle Yorausse~zungen des zu beweisenden Satzes 

nach den genannten Ersetzungen gfiltig sin& Nach dem zu beweisenden Satz 

(angewende~ mif ~t--  I stat~ ~t) is~ dann die Funkt ion fh(x) in den Quadern Q(h) 

gleichverteilt mod. I, sodass nach der dr i~en Haupteigenschaf~ (w 4)f (x)  in den 

Quadern ~ gleichverteilt rood. I i s t .  

B e i s p i e l :  Es werde gefragt ,  die Anzahl A(oJ) der Gitterpunkte (x, y) ira 

Bereiche 
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berechnen. 
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I ,, p 
o__<x< oJ, o<y__--_2px- + p x = ,  

positiv, p irrational isk bei grossem ganzem (o approximativ zu 

Setze ich ~p(v)=v--[v], so ist die gesuchte Anzahl 

(9) 

mit 

A (o) = o + ~ + ? px" + p'x:= --. ~v ~ p~- + Hx l  
x = l  z = l  

- -~o+  1.o(o~+~)(2~o+i)+1~ ~,,~+ ~oI + , -d~o)  
2 

X = I  

lira r, (w) ~ 0 .  
o.----Qo O~ 

Nach Satz I, angewendet mit 

r e = I ,  ~ 1 = 2 ~  a l = I  ~ bl~---w + I,  f(x) ---- ~ px '  + l~'x~ 

ist die Funktion Ipx~ + p'x ~ 
2 

mod. I, soduss nuch Satz 2 yon w 2 

i n .  d e n  Intervallen I ~ .~ < O) + I gleichverteil~ 

1 

- -  X" + _ ~ ' X  V Y 
(0 z = l  2 

0 

ist. Mit Riicksicht hierauf folg~ aus (9) 

mit 

a (~) = 2 

lira rCw) ' ~ 0 .  
c~--..,.=o CO 
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w 8. Andere Funkt ionen.  

Satz 1: Sind k~, k.., . . . ,  k,~ feste .qanze Zahlen ~ o ~nit k~ > o, i.~t 2, eine 

2,olge yon m-dimenMonalen Quadern 

O . . .  a~, < x, ,  < b .  (tt  = ~, 2 . . . .  , m ) ,  

,'o a t, und bt, ganz sind, und jede Kante br,--a:, unbesehrdnkt wh'chst, wenn Q die 

Folge 2" durehlduft, wo'den jedem Qnader Q der Folge F zwei positive Zahlen r 

�9 und R (r < R) zugeordnet *nit 

( i )  (b,  - a , ) r - - , ~  , l t  ~ o ,  

wenn Q ,lie 1,'olge F durehlduft, und wb'd sehlie.eslieh die 2,unktion 

f ( x )  = f ( x , ,  x~, . . ., x=) 

(die yon Q abhh'ngen d m f )  -in. jedon Gitter3mnkt x = (xl, x~., . . . ,  x,,) ton Q so 

definiert, das.~ die Funktion 

(2) 

im Quader 

Hk,'.4k. ..l~o* f (x) 

Qk . . .  a ,  ~ ,r., < b : , -  ~', ,It  ~ I~  2 ,  . . .~ ~D)  

eine monotone nieht-abnehmende ~ tnk t i on  yon x 1 ist, die in Qk entweder bestSmlig 

im Into'vail r ~ eo <= R ,  odo" best(indig 6n Into'vail  - -  B <= eo ~ --  r liegt, dann ist 

die 2,unktion f ( x )  in den Quado'n Q gleichverteilt rood. I. 

Vorbemerkung: In diesem Satz daft man na~iirlich das Wor~ ~nicht- 

abnehmende~ durch *nicht-zunehmende~ ersetzen, da man dann nur f(x) durch 

--f(x) zu ersetzen braucht. 

Beweis: Ich werde zwei Falle unterscheiden. 

also 

I. Es sei 

kl + k~-1---- '4-km= I,  

k ~ =  I, k~=k~  . . . .  "----'k~----o. 
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Fiir  jedes  reel le  Z a h l e n p a a r  u u n d  v i s t  

]~t 2zi(a  F t,) __ ~2,'ti u 

S e t z t  m a n  hier in  

- -  2 z v i v e ~ - = "  I = I e2"~i~ - I - -  2 z v i v  I 

_ _  I = 
0 

u = f ( x ) ,  v = .41f@),  e.lso u + v = f ( x l  + ~, x , ,  . . . ,  x,,,) (a, < x, < b, - 2), 

so e rh~ l t  m a n  

] p2,"t if(~rt + 1, x.~, ..., x m) e2~tif(.r~ . . . . .  x m) 

/ d , y ' ( x )  , J , f ( x )  

also w e g e n  der  M o n o t o n i e  yon J j f ( x )  

I 
~ i ~ n i Y ( ~  . . . . .  zm) I 2 

< z ~ : l ~ l f ( Z ) l  < z ~ - l , ,  

e2~tif(xt+l' ~'  " '"  :rm) e 2 z i f ( ~ '  " '"  zm} I 

l_ _ _ _ ~  . . . . . . . . . . .  i I 
< z ~ - ' R  + l a , ; f ( X l ,  . . . ,  x, , )  a, l f ( x ,  -1- i ,  x~, . . . ,  Xm).l" 

D u r c h  S u m m a t i o n  f iber  x t = a l ,  a I + I ,  . . . ,  b t - - 2  folg4 h i e r aus ,  d e . . d l f ( x  ) be- 

s t i ind ig  > r oder  best:.tndig < - - r  i s t ,  

e.lso 

bt--2 

:rt:F 
i.rt~ a I 

bt--1 

H i e r a u s  fo lgt  w e g e n  ( b t - - a l )  ~ ~r u n d  (~) 

(3) 

56- -30534 .  

bl - -  a---~t + ~r R "4-  

Acta  mathematiea.  56. Tmprim6 | e  20 mars 1931. 

2 
( b l _  a l ) ~ r  .--->. o .  
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Die Voruussetzungen unseres Satzes bleiben gelten, wenn f ( x )  dureh h f ( x )  

(h fest, ganz ~ o )  ersetzt wird, wenn man  dann nur  r durch Ih l r  und /3 durch 

I h l R  ersetzt. Formel (3) verwandel t  sich dann in 

I _  Z e2 z t h f ( x ) ~ O ,  
A(Q) .,,,Q 

sodass nach der ersten Haup~eigenschaft  (Satz 3 in w 2) mit  , = I die Funk- 

tion f (x)  in den Quadern Q gleichverteil t  rood. I ist. 

2. Es sei 

(4) k~ + k_~ +- - -  + k,,, > I ,  

und es sei der Satz schon bewiesen, wenn k 1+ k.~ + . - .  +km durch eine kleinere 

Zahl ersetzt wird. 

Ich  definiere die Zahl a ( I  < ~ a ~ m )  folgendermassen:  ist k 1 ~ 2 ,  so sei a =  I; 

ist k I = I (sodass wegen (4) un te r  den Zahlen k.,, k s . . . .  ,km wenigstens eine posi- 

tive Zahl vorkommt), dann werde a>_--2 so gewKhlk dass k,, pos i t iv i s t .  

Ich  w:,thle nun  irgend eine feste natfirliche Zahl h; ich bezeichne bequem- 

lichkeitshalber den P u n k t  (xl ,  . . . ,  x,,-1, x~, + q, x,,+~, . . . ,  x,,) mit  x(q), und ich 

setze 

J f 
(5) k ' , , ~ - k a - - I ;  a , ,=a ,~;  

I ' 
(t S = (tlt ; 

Die Funkt ion 

(6) 

b ' , ,  -~- b~, - -  h ;  

b "s ~- b:, (~t ---- I, 2, . . . ,  m; ~t ~ a) . 

f , , ( x )  = f ( x ( , I )  - f ( x )  

ist dann in jedeal Gi t te rpunkt  x des Quaders 

Q" . . . a'~, <= xs  < b't, (~tt~---- I, 2, ...,9~/) 

definiert. Ich werde nun  zeigen, dass die Voraussetzungen des zu beweisenden 
! P Satzes effiillt sind, wenn k,,, durch k s ,  a s durch a~ ,  b~ durch b's,, Q durch Q', 

," durch Ihl,', R durch I h l R  und  schliesslich f ( x )  durch f h ( x ) e r s e t z t  wird. Es ist  

k' l ~ k  1 - I  ~ I f a l l s  a =  I (also k 1 ~ 2 ) ,  

k'l ~ kl = I falls o ~ 3; 
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k'a = k ~ -  I >-~ O, 

k't, = k~, > o (~t = 2,  3,  �9 - -, m;  ,,t # o); 

die Kanten b' ' Q' q,--a,, yon wachsen unbeschHinkt, und aus (I) folgt 

( b ' , - - a ' l ) l h l  r - > r 1 6 2  , Ih.I ~ --, o; 

die Funktion 

ist im Quader 

h--1 

q=O 

( / ~ :  I, 2, . . . , m )  

448 

(7) b - - _ ~ a - ,  
V~ 

Bei sp ie l :  

liche Zahlen mit 

Ist F eine Folge yon Intervallen a < x < b ,  wo a und b natiir- 

bezeichnen, dann erffillt die Anzahl A s (a, b) der im ln~ervall a < x <  b liegenden 

ganzzahligen LSsungen x des Systems 

(8) 

die Beziehung 

(9) 

Beweis :  

(~o) 

2x~~ 7 x ~ y ' < y 4 - - y +  I < 2 x ~ ~  y - - 2 x y "  

Aus (7) folgt 

~ +  O. 
b - - a  b - - a  V ~ + ] I d a - ~  

A~(a, b) - ,  I_ Y-~. 
b- -a  8 

eine monoton nicht-abnehmende Funktion yon x l, die entweder best~ndig im 

]ntervaU Ihl ,. __< w _< ihl R,  oder bes~ndig  im Intervall - - lh]  B < w =< --]h I ," liege. 

Hiermit ist bewiesen, dass nach den genannten Ersetzungen die Vor~ussetzungen 

des zu beweisenden Satzes g4iltig bleiben. Nach diesem Sa~ze, angewendet mit 

k~-- I  start k~, is~ dann 3~(x) in den Quadern Q' gleichver~eilt rood. z. Die Vor- 

aussetzungen der dritten I4aup~eigenschaft (w 4) sind hier erfiillt, falls darin die 

Ver:,inderlichen x I und x~ untereinander vertauscht werden. Folglich is~ f(x) in 

den Quaxlern Q gleichver~eilt rood. I. 
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N~ch der Einlei tung (Vergl. die Beispiele 3 und  2 in w I) kann man jedem 

I 
positiven d <]-~  V~2 eine nati ir l iche Zahl e zuordnen, derurt  dass fiir die Un- 

gleichungen 

(If) --  I v)- - -  {I < ~ 2 X  ~ ~ ' ~  (rood. I) 
8 

und 

(~2) 
4 

_ _x V~- + g < V~,,.~ < - g (rood. 1) 
8 

und flit  jedes Paa r  yon ganzen Zahlen g und  b mit  c ~ g  < b die Beziehungen 

(13) .4,~ (a, b) _-< A~(a, b) <= a , ,  (a, ~) 

gelten. Die Interval le  a _--< x < b m i t  b ~ e kommen i n  hSchstens einer endlichen 

Anzahl vor, diiffen also ausser Betr~.cht gelassen werden. Ich k a n n  dann jedem 

der in Betrach~ kommenden In terval len  a _--< x < b eine ganze Zahl g _--_ a, ~ c 

und < b m i t  

~., - - a  ( b - - ! l  ) 
: - - -  ---> 0 a l s o  - - - - -  -'--) I ( I 4 )  g - - ' ~ '  b - - a  b - -a  

zuordnen. 

( 1 5 )  

Dann gil t  (I3), also 

A~: (g, b) - -  (g - -  a) --_< As (a, b) < A n  (g, b) + (g - -  a) 

und es ist 

(I6) b - - g  ~ b - - g  . b - - a  
b--,~ V~ 

- - - - )  OC 

wegen (14) und (Io). 

Die Voraussetzungen yon Satz x sind mit 

m = I , kt = 3, al = g,  bl = b, 

4 

f ( x )  = V~2x~, r = d S f ( b - - 4 ) ,  R ~ d~f (g)  

effiillt; denn im Interval l  g ~ x <  b---3 ist  d a f ( x )  monoton  abnehmend, >_--r und  

_= R ,  und man ha t  / / =  d S f ( g )  ---) o wegen g-~  r162  
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wegen (I6) und  

I. Zur Gleichverteihmg Modulo Eins. 

b , y .  |.,-~ d S f ( b  -- 4) -* ~r (b- -g) , .  = V% 

| 

Vb A S f ( b  - -  4) -+ _5 . _3. _~ . I/-2. 
2 2 2 
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I~ach Satz x ist somit  f ( x )  in den In t e rva l l en  g =< x < b gle ichver te i l t  mod. I, 

sod~ss man  ha t  

(17) A , , (g ,b )  ~[ i / -  2 + 2d;  Aj, . (g,b)  I _ ~ 2 _ 2 d .  
b - - g  8 b - - g  8 

&us (15) , (I4) und  (tT) fo lg t  einerseits  

andererseiLu 

lira As (a, b) <_ I i/~- + 2 (t, 
b - - a  - - 8  

l im As (a, b), _> I V-2 - -  2 3 
.... b - - i t  - - 8  

f i ir  jedes positive ~, womi.t (9) bewiesen ist. 

S~tz 1: 

definiert, reell 

q .'. . a~, <= xl, < bt, 

wo a,, uml bt, ganz xind, und 

A ( Q )  = (b~ - a~) (b, - @ . . .  (b,,-,,,) 

anbeschrlinkt wdchst, wenn Q die 1,hOe F durchl&~ft. 

ordne ich ein rood. x gleichverteiltes JFunktionmzsystem 

f , (x)  = f+(x, ,  z , ,  . . ., x,,) 

w 9. N o r n l a l s y s t e m e .  

Es  sei "Lz(v~, . . . ,  v,,) (Z = I, . . . ,  l) in  jedem Pankte  v = ( v ~ ,  . . . ,  v,,) 

und stetig, und es sei F eine Folge yon m-dimensionaleu Quadern 

~ , =  x ,  ~ ,  . . . ,  , n ) ,  

Jedem dieser Quader Q 

(Y~  1 ,2 , . . . , ~2 )  

zu, und i eh  betrachte 2 l feste  (d. h. yon Q .unabhSngige) Zahlen aa, ~. ().-~ x, . . . ,  1). 
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Behauptungen: 

J. G. van der Corput. 

I. Das System 

-~. < z~ ( f , C ~ ) - v ,  . . . .  , f , , ( x ) - v , )  < fl,. ( ~ =  I, 2 , . . . ,  l) 

(das ich ein No.~vnalsystem nem~e) hat dann u nd too" dann eine L6sang in ganzen 

x 1, x.. . . . .  , x,,,, Yl, Y._, �9 . . ,  Y.,  wem~ ein la, mkt  w~--(w I . . . .  , w.) mi t  

(2) ~ < z~ (w, . . . .  , w,,) < ~. 

existiert. 

L6sungen. 

2. Ist  ~' die Me.riVe do" im Kub.taY 

K . . . o < u , <  I 

(~.= i,  2 , . . . ,  l) 

[st diese Bedingmlg e,fiillt, dann bes~itzt (I) unendlich viele gaJ~zzahlige 

(~----- I ,  2 ,  . . .~ '17) 

liegenden Pankte u=(u~ . . . .  , u.), denen ein Gitterpunkt z ~ ( z , , . . . ,  z.) mit 

~ < z ~ . ( u , -  z~ . . . .  , u , , -  z , )  < ~. (~ = ~, 2 , . . . ,  l) 

zugeordnet werden kann, und ist  E quadrierbar, d .h .  hat E einen I~halt J ( E )  

nach den" Jordanschen Definition, so erfiillt die Anzahl  AI(Q) der in Q liegenden 

ganzzahligen LSsungen x yon (I) (lie Beziehung 

A ,  (Q) --, J ( Z )  
A(Q) ... ' 

we nn Q die Folge F durchlh'uft. 

Beweis:  I. Ich daxf annehmen,  dass ein Punk~ w mit  (2) existier~, da (I) 

sons~ natiirlich keine LSsung besitzt. Wegen der Stet igkeit  der Funktionen g~. 

erfiillt bei geeigne~ gewi~hltem positivem ~ jeder Punk t  u = ( u ~ , . . . ,  u~,) mit 

die Ungleichungen 

~ ~ U~ - -  W~ ~ 

' ~  < z~ (*~, u.,, . . . ,  u , )  < t~- 

Folglich ist .]ede ganzzahlige LSsung x des Systems 

(V~ I, 2~ . . . , 'n)  

( ; t=  I, 2, . . . ,  l). 

(3) - ~ < f ~ ( ~ )  - w ,  < ~ (rood.  ~) ( ~ =  I, 2 , . . ,  , )  

auch eine L5sung yon (I). Da  das System f~(x)- (~---- I, . . . ,  n) in den Quadern Q 
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gleichvertei l t  mod. I i s t ,  ha t  (3), folglich auch (I) unendlich viele ganzzahlige 
LSsungen.  

2. Ich setze fiir jeden Punk t  v-~-(vl , . . . ,  v,) 

~v (vl, . . . ,  v , , ) =  I,  

falls bei geeigne~ gewiihltem Gitterpunlr~ t ~ (tl, . . . ,  t,,) der  Punk t  mit den Ko- 

ordinaten v,,--t,. (~= I . . . .  , n) in E liegt, und 

VJ (" , ,  - - - ,  v, , )  = o 

sonst. Die Funktion ~p(v~, . . . ,  v,) ha t  die Perio'de I, und es ist 

f f f ,r .... 
o o 0 

wo links das Riemannsche Integral  gemeint  wird. 

Fiir jeden Git terpunl~ x yon Q mit  

(4) W (A (x), . . . ,  f,,(~)) - -  

gehSrt  bei geeignet gewi~hltem Gi t t e rpunk t  t der  Punk~ mit den Koordinaten 

.f,. (x) - -  /,. ( r -~I ,  . . . ,  n) zu E ,  gel ten also bei geeignet  gewtthltem Git terpunkt  

y = ( y ~  . . . .  , y , )  die Ungleichungen (I). W i r d  umgekehr t  gegeben, dass x eine 

LSsung yon (I) ist, dann lieg4 bei geeignet  gew:s Gi t te rpunkt  t der Punkt  

mit  den KoordinaMn f , (x)--t ,  (v~---I, 2 , . . . ,  ~*) in E ,  gilt somit  (4). Folglich is~ 

*(flCx),...,f,,Cx))---- I oder o: 

je  nachdem x eine LSsung yon (i) ist oder nicht. 

ic~/ , . . . ,  jr, (x)) ---- - -  
Ax-~JzinQ 

Hieraus  folgt  

A,(Q) . 
A(Q) 

AI(Q) 
Die linke Seite, also auch A - - ~ '  s t rebt  nuch Satz 2 yon w 2 nach dem Integral  

1 1 l 

f f ... f v, I, . . . .  
o o o 

womit  Satz I vollstgndig bewiesen ist. 
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Satz  2: Wird  dem Normalsystem 

5) a~ < z~(fx(x)--Yt, ...,fi,(x)--y,) < {/z . ( i t =  I ,  2 . . . .  , l) 

ein System der Gestalt 

n + r  

(6) ,~,+,, < :j~(:~.) + ~ c'...u. < #,+.~ 

hinzugej?igt, wo C.,, e Konstanten mi t  

(7) 

C,,+Li C.+x,,., . . .  C~+l,r 

(Jn+~., 1 Cn+~_,-., �9 �9 �9 'n+'.', r 
. . . . . . . .  �9 . . 

y C,+,-.1 C,,+,-,o.. . .  C,+, . ,  

( e =  I, 2, . . . ,  r) 

# o  

bezeiehnen, so bihlen die zwei Systeme (5) .und (6) zusammen ei.n .tu yon 

1 + r Ungleiehungen mit  den Unbekannten x~, . . . ,  x, , ,  y~, . . . ,  y,+~. 

B e w e i s :  Aus (7) folgt, dass r Funk~ionen f , (x)  ( V = n + I ,  . . . ,  ,I+V) mit 

n + r  

,r + ~ .  c ,~f , (x )  = o (~-----  I ,  2 ,  . . . , V )  

best immt werden kSnnen; dann n immt  (6) die Gestal t  

also die Gestalt 

�9 b~+r  ..  

a'+e < - -  ~ (L.,, (fiCx) - -  y,.) < fl'+o (Q---- I ,  2 . . . .  , r) ,  

(8) ",+e < z,+e ( A ( x ) - m , . . - , J ; + , ( ~ ) - v , , + , )  < #,+.~ ( ~ =  ,, 2 , . . . ,  ,.) 

a n ,  w e n n  
nqrr 

Z / + ( ~ ( Y l ,  �9 - - ,  V n + r )  ----- - -  Z C , . ~  %',. (Q---- I, 2, . . . ,  r) 

gesetz~ wird. Die  Systeme (5) und  (8) bilden in der Ta~ zusammen ein Normal- 

system yon 1 + i" Ungleichungen.  

Satz  3: I~t ein System yon l Ungleiehungen 

(9) ~.  < ~o~ (x, ,  . . . ,  x , )  < #~ (z = ~, 2, . . . ,  l) 
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gegeben, m~d ,'h'd dabei vorausgesetzt, dass bei geeig.~mt gewdhltem positivem J und 

bet; geeig~et !le~rdhller l;'u~ktion g(x)=g(x~, x . . , . , . ,  x,,,--a) (g(x) hh:ngt also nicht 

rol~ .r,, ab) aus den ersten l - - I  der Ungleichun(len (9)folgt 

I~,(~,, . . . ,  ~ ) - r  . . . ,  ~.,-~, g ( x ) ) l < ~ ,  

dtt,m geniigt jede L6sung yon (9) anch dem System 

(,o) 
I '~- < 9z  (x , ,  . . . ,  :,.,,,) < #z ( z - -  i ,  2, . . . ,  l -  , )  

I , , , -  ,~ < ~ ,  (,,.,, . . . ,  x . . . .  , ,  9(-~)) < #, + '~ 

�9 .ml  jede Lii~u.g yon 

[ ~ < 9~ (x, . . . . .  x,,) < & (Z--- i ,  2 , . . . ,  l -  1) 

I . ,  + ~ < , p , ( x , , . . . ,  ~ , . , - , ,  g(x))  < #, - ,~ 

e,fiillt (9)- 

Beweis: Klar. 

Bemerktmg: Bisweilen i s t e s  bequemer die Systeme (IO) und (I  I)  s t a r t  (9) 

zu untersuchen, da in der letzten Ungleichung yon (IO)bzw. (I I )die  Unbekannte 

x., nicht lnehr vorkommt; ich kazan sagen, dass ich in der letzten Ungleichung 

yon (9) die Unbekannte x~ eliminiert habe. 

Be i sp ie l :  Das System 

(i_~) 

o <  I'r3x 6 - y < e  
5 o < x  l o g ' x - - z < e  

o < ~ x +  (-2z + l / 3 u - - v <  

besitzt fiir jedes positive ~ < i unendlieh viele positive ganzzahlige LSsungen 

x, y, z, u, v, und die Wahrscheinlichkeit, dass eine natiirliche Zahl x bei geeignet 

gewShlten positiven ganzen y, z, u, v diesem System geniigt, hat  den Wert ~ .  

Vorbemerkung: Im dritten Tell werde ieh mittels der dritten Methode be- 

weisen, dass bei geeignet gewiihltem positivem absolut konstantem Cjedes Intervall 
57--30534. Acta mathematica. 56. Imprim6 lo 20 mars 1931. 
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wo a ~ 2 is~, wenigs~ens eine ganzzahl ige LSsung x yon (t2) enthiilt. 

Bowels  des  Beispie ls .  

E r s t e r  S c h r i t t :  Normal i s ie rung  des gegebenen Systems. 

I I 
Is t  d eine beliebige feste  posit ive Zahl < -~  und < - ( I - - e ) ,  so folgt bei 

2 2 

geeignet  gew:,thltem posit ivem ganzem c : c ( ~ )  aus x_--_ c und 

die Ungleichung 

o o < x ' l o g - x - - z ~ <  I 

IV-z - x ~ log x I < d, 

sodass n a c h  Satz 3 in der Ungle ichung  

o < ] / z  - -  u < 

die Unbekannte  z el iminiert  werden kann,  und zwar folgendermassen:  bezeichnet 

(~ ein Interval l  c<=x<b,  wo b die Folge c +  I, c + 2 , . . . ,  durchl~iuft, so is~ die 

Anzahl  A~.(Q) der  in Q l iegenden ganzzahligen LSsungen x yon (I2) hSchstens 

gleich der Anzahl Aj~(Q) der in Q l iegenden ganzzahl igen LSsungen x yon 

(i3) 

o<V3x ~ 
o < x 5 1 o g ~ x - z  < e 

- - ~ < x ~ l o g x - - ~ l , < e +  d 

und mindestens gleich der Anzahl  Ax4(Q ) der in Q l iegenden ganzzahligen L5- 

sungen x yon 

(14) < xSlog~x - - z  < E :. 

d < x ~ - l o g x -  u < s - -  d 

o <  ~rx + V 2 z  + ] / 3 u - - v  < e. 
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U m  die Sys teme (i3) u n d  (I4) zu normal i s ie ren ,  w e n d e  ich Sa tz  2 mi t  

l == 3, r =  I ,  n = 3, % = O, t~t == e, gl(x) - -  z x ,  

f ~  

an.. so&tss die in (7) g e n a n n t e  D e t e r m i n a n t e  deu W e r t  (',1---- - -  I besitz~. 

im Beweis  yon Satz 2 g e n a n n t e  F u n k t i o n  f , ( x )  wird d a n n  def in ier t  d u r c h  

(i5) - -  - o 

~rx + 1' 2 x" log" x + ~ 3  x~ l o g x  - - ]~ (x )  --- o ,  

sodass die Ung l e i c hung  

sich ve rwande l t  in 

o < ~ x +  I/2z+ I/3-.--v<~. 

o < - -  I / 2  (x '~ log" x - -  z) - -  V" 3 [x~ log  x - -  ,,) + ~f4(x )  - -  "v] < ~ .  

S y s t e m  (I3) kann  ~dso a u f  die N o r m a l f o r m  

I o <  [ 3 x 0 _ _ y < ~  ' 

(I 6) o < x 5 log  "~ x - -  z < 

I " - - d < x ~ l o g x - - u < ~ + d  

g e b r a c h t  werden,  und  S y s t e m  (I4) a u f  die N o r m a l f o r m  

( 1 7 )  

o < V x" - y < 

o < x 5 log-" x - -  z < 

/ d < x ~ l o g x - -  u < ~ --  

o < - -  V ~ 2 { ~  ~ Jog" x - -  z ;  - -  V 3  (x'~ log  x - .u} + ( A ( x )  - v) < ~. 

45l  

Die 

Z w e i t e r  S c h r i t t :  Da s  S y s t e m  der  F u n k t i o n e n  

] / ~ x  ~ x ~ log  ~ x ,  x ~- log  x u n 4  f~(x) 

is t  in den In t e rva l l en  Q g le ichver te i l t  rood. I. 
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Beweis :  Naeh tier zweiten Haupteigenschaft  (Sutz 4 in w 2) geniigt es zu 

zeigen, dass fiir jeden festen Gitterpunkt (h~, hs, h 3, h~) ~ (o, o, o, o) die Funktion 

~(x) = h, 1'/3 x~ + h,x 5 log"x + hax'} logx  + h~A(x) 

in den Intervallen Q gleiehverteilt rood. I ist, und dazu unterscheide ich ver- 

schiedene FfiUe. 

i. Es sei h. ~ o. Dann streb~ z/~q~(x) bei unbeschr~nkt waehsendem x 

dem irrationalen Grenzwer~ 6! h~ I f  3- zu, sodass dann 9~(x) nach dem verallge- 

meinerten Weylsehen Theorem (Anwendung 5 in w I) in den Intervallen Q gleich- 

verteilt rood. I i s t .  

2. Es sei h l--~o, und es sei wenigs~ens eine der Zahlen h.~ und ]h yon 

Null vel-sehieden. Dann ist 

h, + l/~h~ ~ o, 

und dam~ ist zf~q~(x) fiir hinreichend grosses ganzes x monoton, mit 

lira z/~fp(x) = o .  lira .,., I ~ ' , , , : (~ )  I = ~ .  

Naeh der 8. Anwendung in w I mit k = 6  ist daun 9~(x) in den Intervnllezt (d 

gleichver~eilt rood. ~. 

3. Es sei h~=h,.=h~--~-o. Dann ist h a l o ,  und dann ist J ' ~ ( x )  fiir him 

reichend grosses ganzes x monoton, mit 

lim #~ f (x)  = o ,  l ira  z I # "  f (~) I = =r  

l~ach der 8. Anwendung in w I mi~ k = 3  ist daun q~(x) in den Intervallen Q 

gleichverteilt rood. I. 

Drifter Schritt: 8ehluss des Beweises. 

O <~ ~.~ < ~___ I 

Die im Kubus 

(~ = I ,  2, 3, 4) 

liegenden Punkte (u~, u~, u s, u4), denen ein Gitterpunkt (y~, y~, Ys, Y~) mit 

I o < u ~ - - y ~ < ~ ,  o < u ~ y . . < ~ ,  + _ - ~ < u s - - Y s < ~  d, 

I o < - V ~ - ( , , , - u , )  - V ~ ( , , , - y , )  + ( . ~ , -  u,) < 
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zugeorduet  werden k~nn, bilden eine Menge  mi t  I nha l t  ~:~(eu sodass nach 
Satz I 

a . ( q )  - - ,  ~,~(~ _ 2,~) A,.(q)A(Q) ~ e'~(e' + 2e) una  

ist. W'egen 

ist  

(~8)  

A,,(Q) <= Aj .(Q) < A~,,(Q) 

A , . . ( q )  
lira -~T(Q-j- < d'(e + 2d) und  lira A~(Q) > ~'~(e- 2d) 

= A ( Q )  = " 

Bezeichnet At_.(b) die &nzn.hl der  posi t iven ganzzahl igen LSsungen x<=b 

yon (12), so ist 

sodass aus (I8) und 

folgt  

somi~ 

A,: (~ , ) -  ,, __< a, . . (~) -_< A , # ) ,  

a ( q )  = t, - 

lira At.(b) < . , ( e +  2d) u n d  l im A~.(b) > ~'~(e 2~) 
b = - -  b = ' 

lira A,:,b,(/_-- ~.t. 
b 

Hie rmi t  ist der Beweis geliefert.  

S a t z  4:  Bezeich,e ,  

f , ( x )  = . f , ( x t ,  x~., . . . ,  x,,) (v = I ,  2 . . . .  , It) 

reelle Polynome mit  zugeordnetem R a u m  B ,  besitzt die natiirliche Zahl  s die in 

Hil fssatz  2 yon w 6 erwdhnte Rigeasehaft,  ist a = (at, a~, . . . ,  am) ein Gittertounkt 

und sind die Funktionen 

z~ ( ~ ,  v.., . . . ,  ,,,,) (z = ~, 2 , . . . ,  l) 

in  jedem Pank~ (v 1, v~. . . . . .  v,,) definiert, reell und stetig, so hat das System 

(,9) l ~ < z ~ . ( A ( ~ ) - v , ,  . . . , f , , ( ~ ) - , J , )  < ~. ( z =  ~, 2 , . . . ,  z) 
I x t, ~ a~, ( m o d .  s)  (t: = I ,  2 . . . .  , m)  
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dann .und 

. . . ,  "u,) in R ,  .und einen G i t t e r p u n k t  z --~ (z 1, z~., . . . ,  z , )  m i t  

(20) ~. < z~(A(~) + ' ~ 1 - z , ,  . . . ,  f ,(~) + , , , - z , , )  < ,~ 

J. G. van der Corput. 

nur  dann eine ganzzahl ige  Lb'~ung, we.n.u n~an eineu P u n k t  u = (ul, m., 

(~.=i,2,...,1) 

b e s t i m m e n  k a n n .  

I s t  diese Bed ingung  erfiillt,  so g ib t  es eine, nur  yon al ,  . . . ,  ftt, fll . . . .  , i?t, s, 

f t  . . . .  , f , ,  %1, . . . ,  Zl abh&2gige L&~ge L ,  derar t  dass j eder  m-dimensionale,  den Ko- 

ordinatenachsen parallel orientierte K u b u s  m i t  A ~ n t e  L weMg.s.tens einc ganzzahl ige 

L6sung x =  @1, x ~ . , . . . ,  x,,) yon (I9) enth~lt.  

Beweis: i. Es sei mSglich einen P u n k t  u in R und einen Gi~terpunkt z 

mi~ (20) zu finden. 

Wegen  der Stet igkeit  tier Funk t ionen  Z~ existiert  eine positive Zahl ~, 

derart  class jeder Punk t  (vD v ~ , . . . ,  v,) mit  

- :;" < ~ ,  - f , ( o )  - , , ,  < ~ (rood. i) ( '~=  I,  2, . . .,'1~) 

bei geeignet gew:.ihltem Gi t t e rpunk t  (y~, y .~ , . . . ,  y,)  die Ungleichungen 

~.  < z~ (v, " Y l ,  . .  -, v , , - -  y,,) < ,,~. (4 - -  i ,  - % . . . ,  l) 

erfiillt. 

Es werde nun alas System 
%- 

f - ~ < y ; ( ~ )  - f , @  - , , ,  < ;; ( m o a .  ,) ( , =  ,, _%..., ,,) 

{~') [ ~ ,  - -  ~,, {moa. ~) (~,= ~, ~ , . . . , , , , )  

betraehtek 

Der  Raum R ist den P o l y n o m e n  f l ( x ) , . . . , f , , ( x ) ,  also auch den Polynomen 

9 , ( x )  = f , ( x )  - - f , ( a )  - -  u, (v = I, 2 , . . . ,  ,n) 

zugeordne~, und dieser Raum en~hi~lt den Punkt mi~ den Koordinaten 

(~ - - -  I ,  2,  . . . ,  n ) .  

Nach Satz 3 in w 6 mit ~ stair J',, ist die Bedlngmng yon Sa~z I in w 6 mit 

~ ,  start f ,  erfiillt, sodass nach Satz I yon w 6 (angewendet mit ~ start f , )  das 

System (2I) unendllch viele ganzzahlige L5sungen x besitzt, und bei geeignet 

gewiihltem L jeder m-dimensionale, den Koordinatenachsen parallel orientier~e 
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Kubus  K mit  Kante  L wenigstens eine ganzzahlige LSsung x yon (2I) enth~l~. 

Diese LSsung erfiillt dann auch (I9). 

2. Ich  nehme an, dass (I9) wenigstens eine ganzzahlige L5sung (~,, . . . ,  5'~, 

.0, . . . .  , ~,,) besitz~, s o d a s  

(22) I ~  < z , ( . f , ( ~ ) - ~ ,  - . . , f , , ( . ~ ) - . 0 , , )  < ~,. ( z = , ,  2 . . . .  , l) 
{ .~.,, ~ ~,,, (~oa .  ~) (,. = , ,  ~ . . . .  , ,,,) 

ist. 

Wi rd  ein Git~erplmkt ( h a , . . . ,  h,) so gew:,i.hlt, dass das Polynom 

(d. k. G. a. B. g.) rationalzahlig ist, so ist nach  Hilfssatz 2 yon w 6 das Polynom 

R 

s ~, It, {f,(x) -- j , (x) ,  

(d. k. G. a. B. g.) ganzz~hlig, sodass ffir .]eden Gi t t e rpunk t  x mit  

me' ~--- :rr~ (mod. s) (:t ~--- I, 2 , . . . ,  m), 

die Zahl 

h,. If,(:,:) --f,(:~)) 

ganz, insbesondere 

z~ h,  i f , (~)  - f , ( .  '), 

ganz ist. Folglich ist die Bedingung yon Satz I in w 6 m i t f , , ( x ) - - f ~ ( 2 ) s t a t t f , ( x )  

erfiillt., sodass der Raum R nach Satz 3 yon w 6 einen P u n k t  (ui, ~L~ . . . .  , u,)mit 

- , ,  = . f , ( , )  - f . , ( . e )  (~od.  ~) ( ~ = , ,  ~ . . . .  , . )  

enth:,~lt. Definier~ man m m  z din'oh 

.f,(~) -- ~, =~ f,(o) + u,  - -  z,. (, = ~, ~ . . . .  , - ) ,  

so ist z ein Gitterpunkt,  der wegen (22) Ungle ichung (2o) erffillt. 

H ie rmi t  ist Satz 4 vollstiindig bewiesen. 
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Satz  5: Bezeiehnen 

f , ( x )  = f , ( x , ,  x:,  . . ., x,,) ( v= I, 2 . . . .  , ,,) 

reelle Polynome mit  zugeordnete~n Raum R und .~ind die Funktionen 

z~ (v~, v,., . . . ,  v,,) (z = i ,  2 , . . . ,  z) 

in jedem Ptmkt (v~, v~., . . . ,  v,) definiert, reell .und steti9, so hat das System 

(23) a z < Zz(J~(x)--y , ,  . . . , f ,~ (x ) - -y , , )  < flz (Z= I, 2 , . . . ,  I) 

dann ,rod nut dann eh~e gm~zzahlige Lb'~mlg, wenn man einen Pu~kt  (u j,  u~ , . . . ,  it,,) 

in R ,  und zwei Gitterpunkte (zl, z , ,  . . . ,  z,,) und (al, ~ ,  . . . ,  a,,) mit  

g). < Z2 (fi(or) --~ ~A~ 1 - - g ' !  . . . .  , f , ( o ' )  --[-',,n.-- Z,)  <.il~). (,~.. = I ,  2 , . . . ,  l) 

bestimmeu ka.nn. 

1st diese Bedingung eJfiillt, so gibt es ei.ne, ,nut vo.n a t , . . . ,  al, ~ l , . . . ,  fit, 

. ] ~ , - - - , f , , ,  X t , . . - ,  Zt abhd~!lig e Ldnge L ,  derart ddss jeder m-dime~sienale, den 

l(oordi,~mt~achse,J~ parallel oriemtierte Kulms mit  Km~te L wem;gs.tens eiJ~e !lanZ- 

zahlige L&ung x = (x~, x , . , . . . ,  xm) yon (23) enthdlt. 

Beweis :  D ie se r  Satz  folg4 aus  dem vor igen ,  gena.u wie Satz  2 yon w 6 

aus Satz  I yon w 6 folgt.  


