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Introduction.

Les séries de factorielles ont donné lieu a4 de nombreuses généralisations,
mais on doit reconnaitre que celles-ci se sont généralement bornées & des études
de domaine de convergence, sans que f{it sérieusement entreprise 'étude des
rapports entre la fonetion analytique représentée et la série. L’intérét de ces
recherches, méme celles si intéressantes de Carmichagl!, demeure assez restreint,
tandis qu'il n’en serait plus nécessairement de méme si l'on pouvait résoudre,
pour de telles séries, les mémes problémes que pour les séries classiques de New-
ton et de facultés: détermination d'une série représentant une fonction analytique
donnée, unicité ou multiplicité du développement; conditions nécessaires et con-
ditions suffisantes pour qu'une fonction soit développable en une série de l'espéce
considérée.

Le but de ce travail est de montrer que l'on peut répondre a la plupart
de ces questions pour des classes assez générales de séries de fractions ration-
nelles, du type

(¢ —e)le —a) - (z —a)
v gf%«m)@— Bo) e —8)
ot les o;,a,,... et B, By, ... sont 2 suites de constantes, sur leéquelles nous
gserons amenés 3 faire des hypothéses plus ou moins restrictives. Cette étude
a été rendue possible par l'emploi d'une identité que je crois inédite, qui géné-
ralise l'identité classique

! »On series of iterated linear fractionnal functions» Rend. Cire. M. di Palermo, (1914), t. 36.

1 — 34472, Acta mathematica. 64. Imprimé le 28 aotit 1034.
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et que jétablis au premier paragraphe. On peut ainsi former le développement
limité d'une fonction holomorphe I(z), ol les coefficients et le reste s’expriment
par des intégrales de contour. Les coefficients s’expriment d’ailleurs en fonction
des valeurs que prend F(z) aux points ¢, a,, ..., ¢y, ..., tout an moins sous
certaines conditions trés générales. L'expression du reste permet de rechercher
des conditions suffisantes pour que F'(z) admette un développement en série,

En dehors des possibilités de recherche que présentent les séries de cette
nature, il est intéressant d'observer que leur forme rveste invariante pour toute
transformation homographique de la variable, les 2 suites des «, et 8, ou bases
de la série, subissant alors la méme transformation.

Dans ce travail on considére les séries dont les 2 bases ont la méme limite,
qu'on peut supposer infinie & l'aide de la remarque précédente, ou 2 limites
distinctes qu'on peut supposer respectivement nulle et infinie.

Dans le premier cas on est conduit & étudier plus particuliérement les séries

dont les 2 bases sont, tout au moins & partir d'un certain rang, des progressions

arithmétiques dont les raisons u et v sont telles que sJ{( _,b_ M) soit positif, cette

K
restriction ayant pour but de permettre de déterminer les coefficients de la série
en fonction des valeurs qu'elle prend aux points e, =a + nu{n=1,2,...). Ces
séries, dont les analogies avee les séries de Newton sont remarquables, constituent

le genre (N).

. . . y 1
Dans le deuxiéme cas, je supposerai que les 2 séries Tay, et 3—- sont ab-
n

solument convergentes; les séries correspondantes forment le genre (E), et se com-
portent & beaucoup de points de vue comme les séries entieres.

Le premier chapitre est consacré & 1'étude de la forme du domaine de con-
vergence de ces deux genres de séries. On obtient l'analogue du théoréme de
Jensen-Bendixson pour celles du genre (N), et du théoréme d'Abel sur les séries
entiéres pour celles du genre (E), de sorte que les domaines de convergence ont
respectivement la forme d'un demi-plan et d'un cercle.

Le chapitre II traite de la convergence absolue, et montre la possibilité de

l'existence d'une bande de simple convergence pour le genre (N). Pourtant les
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géries de ces deux genres donnent lien 4 des développements de zéro, et c'est

cette qualité commune, ainsi que les analogies des méthodes d'étude, qui nous a
fait paraitre utile de les considérer dans un méme travail,

Dans le chapitre IIT on apprend & déterminer la frontiére de convergence.

A lexception de points appartenant aux 2 bases, une série (E) converge aux

A . s [N (_ )n an Zn

mémes points que la série entidre D\ — " -

' BBy Bu

d'une série du genre (N) est défini par l'inégalité

Le demi-plan de convergence

m(u_d)zm

u v 71 o Ln

lorsque le deuxiéme membre a un sens, sinon par l'inégalité

v > Ln
. R ! I
On voit en outre que deux séries (N), pour lesquelles les quantités o
v
a f u\’ ( A . NET
LY b (s=o0,1,2,...) sont égales, convergent aux mémes points, & l'ex-
U v ‘

ception possible de certains «, et 8.. Cette propriété est 1'extension du théoréme
de Landau sur les séries de Newton et de facultés associbes.

Les transformations linéaires et prolongements analytiques sont l'objet du
chapitre IV. ,

Enfin les deux derniers chapitres sont consacrés & la possibilité de déve-
lopper une fonction analytique en séries de cette nature. Toute fonction méro-
morphe 4 l'origine admet un développement de genre (E). Toute fonction I7(2)
méromorphe dans un demi-plan fermé, et d'ordre fini par rapport a el*! dans ce
demi-plan, est développable en série de genre (N); cette propriété asymptotique est
justement la condition suffisante énoncée pour le développement d’une fonction,
holomorphe dans un demi-plan ETE(ZM) > h, en une série générale de Newton
San(e—u)(z —2u) - (z— nu). Observons d'ailleurs que ces séries de Newton
sont la forme limite des séries de genre (N) ot v devient infini. Cette propriété
asymptotique est précisée lorsqu’il s’agit d’obtenir un développement de bases
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données, c'est & dire lorsqu'on se donne les 4 paramétres «, 8, u, v; on obtient
ainsi l'analogue du théoréme de Carlson-Norlund relatif aux séries ordinaires de

Newton. La fonction caractéristique ¢ (6) qui apparait dans la condition

'6“)

Flh+ L\ < 0@ + pptrem g
11

T
a été déterminée de facon aussi préeise que possible; une étude assez détaillée
“en est faite, au cours de laquelle apparait comme jouissant de propriétés spé-
ciales la catégorie des séries (N) pour lesquelles |u| est inférieur a |v]; ce n’est
en effet que pour ces séries que @ (6) est positif, tandis que cette fonction est
essentiellement négative lorsque |#| = |v|; or une fonction F(z) non identiquement

nulle ne peut vérifier, dans un demi-plan d’holomorphie, une inégalité de la forme
| F(2)| < Ce X121 K=>o.

L’étude du développement d'un polyndme en une série de genre (N), faite
dans les derniers paragraphes de ce mémoire, éclaire la classification de ces séries,
et conduit & les partager en 3 catégories suivant que |u| est inférieur, égal ou
supérieur 4 |v|, les développements de ces diﬁérentes‘catégories existant respec-
tivement dans tout le plan, dans un demi-plan dépendant du degré du polyndme,
et n'existant pas pour la derniére catégorie. Cet exemple illustre le chapitre
V1 consacré d'autre part i la recherche d'une condition suffisante et de valeur
effective pour qu'une fonction F(z) admette un développement ol v = — u.

‘étude détaillée de la fonction caractéristique générale 1 (6) que l'on a faite au
cinquieme chapitre montrait en effet qu'il y avait intérét, pour les séries des
deuxieme et troisiéme catégorie, & représenter le reste du développement limité,
pour lequel on recherche une valeur majorante, a 1'aide d'un contour de dimen-
sions infiniment grandes par rapport au nombre des termes qui précédent ce
reste. Nous avons ainsi réussi & démontrer qu'une fonction holomorphe et

d’ordre fini par rapport & ¢ dans un demi-plan est développable sous la forme

2 n Ez : g jl-_ Z; Ez : ; : zzg Ez __ ;: :Z-; Le cas des développements quel-
conques de la seconde catégorie doit pouvoir étre traité par la méme méthode,
grice a des modifications de détails, qu'il semblerait intéressant d'étudier. En
tout cas, les développements particuliers auxquels nous avons dii nous borner
présentent I'intérét d'étre aisément calculables pour les polyndémes et les fractions

N\ A

rationnelles & poles simples, comme il est montré & la fin de ce travail.
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Chapitre 1.

Convergence de certaines séries

(¢ —a)le— @) (2 — an)
el

@—p)le—p8) (Z“‘ﬁn)'

1. Considérons deux suites de nombres a;, a,, ... an, ..., €68, 8oy oo . Buy - -+,
ainsi que l'identité évidente

I I e—a 1

1) SR Ll S

Considérons également, d'une maniére plus générale, l'identité

Z_‘ﬁn_—ﬁn"‘an+l Z—an-l-lc_ﬂn
— +4- i
C_Z C_an-l-l C""aterlC"Z
Posons
(2) Yn=—Fh + @nt1 n=1,2,..

et écrivons cette derniére identité sous la forme

(3) I I L—=8 2—an1 1
C_Z C_an+15/_ﬂn g_an+1 Z_ﬂn Q—-Z
Ceci établi, substituons & la fraction C—lf au second membre de (1) I'expression

quen donne (3) pour #» = 1. Il vient

_roo 1 + V1 Z— o {—8 (Z—ea)le—a) 1

L—z L—¢ (C‘%)(C“%)d—ﬂl+(§““051)(€‘—0!2) z— B C'—Z‘

3 3 I b L ’
On peut de nouveau remplacer la derniére fraction F—, bar Pexpression qu'en

donne (3) pour n =2, et ainsi de suite. En convenant de faire

W frl—BE— ) E it pour v e,

C—B8)C—8)  C—Ba)=1 pour ¥ =1,

ce procédé nous conduit & l'identité
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< Ci B:) (C 51) o (C — By -—}) (/ —a,)(e _ﬁ_‘?‘z) e — a,)
5 g C—ea)(C— e (L —ai) e — )z — ﬂz)"'(Z——ﬂW)JFR"’
ou
6 m o ETEE—R =8 ma)l—w) )

C—a)l—a)  C—am)le—B)e—8) —8) L—z

Considérons alors une fonction F'(z) holomorphe dans un domaine B limité
par une frontiére rectifiable € supposée ne contenir aucun des «,. La formule
de Cauchy

VT omi | L2
¢

oi l'on remplace Ciz par le développement au second membre de (5), fournit

l'identité
a le—a)le—a) (2 —a) o
(7) 2 a,, / — 181)(/ — ﬂz) (~ ﬁy) + Rn [I]a
avec
o (€= B)E—8) €= i)
(8) av-27ﬂ0f ( )(L”‘al)(é 2)"'(§—a"+1)dg’
et
; . (/3 —‘“l)(g“ ) (/ - a”“) .
O BFl= s - p)
C) C ﬂl (é - 3) (C —:ﬂ") dg
27n C—e(l—a)l— ) (= ansr) =

En particulier, il résulte de (4) que

ay = —— F@,dc’ a = " [ A ,,,,,,ﬁ,)dg’

27 {—a, 277 C—ea)l—
¢ ¢

on voit ainsi que g, est égal & F'(«,) ou & o suivant que «, est intérieur au non

a B. D'une maniére générale, lorsque les «, sont distinets, on a

iy (@s — B1) (s — By) (a5 — Borr) T'(as)

— V 7 3
(10) Ay =P papy (cts — ) (cts — @) - (s — o) (s — s 11) =~ (ct3 — 1)
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l'indice B affecté au signe de sommation exprimant que la somme ne doit étre
étendue qu'aux «; intérieurs a B. Il est clair que, si tous les «, (v <#) sont

extérieurs & B, l'identité (7) se réduit i la formule de Cauchy relative a

(z—a)(e —ea) (2 — ans1)

2. Lorsque # croit infiniment, on est amené a considérer les séries de

terme général

(11) an (2) = an

Dans ce qui suit, nous supposerons que les 2 suites

[C(]Z Cyy Wyy v oo Opy oes
(ﬁ] 181;627'-‘ﬂn,-.-

que nous appellerons les »bases» de la série, ont toutes les deux des limites. En
remarquant que ce terme général est de forme invariante pour la transformation
homographique la plus générale effectuée sur la variable z, ce qui revient a affec-
tuer sur les 2 bases la méme transformation homographique, on peut, grice a
une telle transformation, se borner a 1'étude des 2 cas suivants:

o

1°. Les 2 bases ont la méme limite, que l'on choisit égale a l'infini:

lim ¢, = lim 3, == o;

N> ® n—> @

2°. Les 2 bases ont des limites distinctes, que 1'on choisit I'une & 1'origine,
lautre & linfini: ‘

lim ¢, =0, lim 8, = co.
n— w N>

Dans ce qui suit, nous serons conduits a faire d’autres hypothéses sur ces

bases, que nous introduirons quand besoin sera.

3. Considérons tout d’'abord la série

(12) Z an (2) lim @ = lim B, == oo,

n— o n— ®

et supposons qu'elle converge pour une valeur 2z, de #z différente des a,. Posons
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_anfe)
7 (o)

et écrivons la formule sommatoire d'Abel

. m m—1 8
(r3) 2 Ce as (20) = Z s — Cs+1 Z (20) + €m Z ay (2,).
s=n s=n rY=n y=n

A tout nombre positif ¢ on peut associer un nombre %, tel que » = n, entraine

(14)

s =n;

i ay (Zo)

d’autre part

o _ _le—a)le—=0)_ (1 _ 1 20,2 P, @ T
Cs—l_I_(Zo_QS)(Z—ﬂS)——(Z ZO)(/J)S O‘S) (I+“8+5s+ s+a?ﬂs+68)

Ps, @5, s Etant des fonctions de #;, 2 et s qui restent uniformément bornées, quand
s augmente infiniment, dans tout domaine borné situé i distance non nulle des 8,.
On en déduit que

NYERERAY T 1y  Ps 95 T
(15) o _ ° o (-2 [5G +ﬂs)+aé+“sf‘s+ﬂi]'

ol ps, s, s ont la méme propriété que ps, gs, 7.
Supposons donc que les 3 séries

(16) Sila) 2adaboa) 22

convergent absolument. Dans ces conditions, s étant supérieur ou égal i n,, on
déduit de (15) que

8

8
. 1_ 1) #= R
o = 3 Gra) 5 2 (5a)
(17) “ =1 eln, le oS v

"Ry

ol |&(ng, s)| < &, quel que soit le nombre positif &', pourva que 7, soit suffisam-
ment grand.
Il vient ensuite
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Cs +1
Cos— Cop1 = Ce {1 — — ) =
Cs

= _08(5__20)(_1A_ ! ) [1 T R J

Bs+1 st Gsy1 Per1 Ui

“et, par conséquent, grice a (17),

(18) Cs — Cs+1 ==

= —[1 + & (ny, )] e, (2

1 1
( 1 1 ) e == Z (ﬁv—“v)+
50) y: — e =

Bst1 @st1

avec | & (ny, s)| < &' si n, est assez grand.
Par exemple, lorsque les «, et @, sont les valeurs des itérées de 2 fonctions
homographiques, de la forme

oy =, + k(e — o), ﬂ,l:‘[)’o-i-h"(ﬁ—ﬁo), k| et |R] > 1,

ou de la forme

== + nu, Bn=470+ nu,

- . I I
les séries (16) convergent absolument, et méme la série Z, (,[? — M)- Par con-
n - Oy
m—1
séquent, |en] et )| es — eor1]| sont bornés quels que soient n = n, et m > n, done
S=n

il résulte de (13) que la série (12) converge uniformément dans tout domaine de

variation de ¢ borné et situé i distance non nulle des 8,. D’ailleurs la conver-

(

ad

gence absolue de la série 2( I) entrainant celle des séries (16), nous pou-
n .

vons énoncer le

Théoreme. S¢ la série Z(———I—) est absolument convergente, ou bien la

ﬁn 247
série 3 an(z) ne converge en aucun point différent d’'un a,, ouw bien elle converge uni-
Jormément dans tout domaine borné situé & distance non nulle des fn.

Dans le cas de la convergence, la somme de cette série est donc une fonec-
tion analytique de g, réguliére en tout point autre que les 8., ces points étant
d’ailleurs des poOles de cette fonction.

2—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 28 aoht 1934.
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4. Ce cas assez peu intéressant étant écarté, supposons que
cpn=0+nu, B,=F8+nv, uFv,

a, B, u, v étant 4 constantes. Dans ces conditions,

I 1 I 1)1 8 a 1
e =y —f§- — _‘2‘_‘_2'*‘817, _2)
Bn  on v ouln v u n

ol &, est infiniment petit avec Par conséquent la convergence absolue des

ﬁn Ay

séries (16), ainsi que celle de Z <~I§ — %), est assurée. On peut également écrire

ou h(n,, s) est infiniment petit avec ;-—: done
(i}

8

3 (5=a) = (-~ ] = [5G nno] 33

y=mn,+1

wi =

ou k(n,, s) tend également vers o avec L. Par conséquent, il résulte de (17) que

Ny
s (%“;lt) (e—2)
(19) Cs == [I + & (n()) S)J 0710 (4) )
My
et
101
G0 =]
(20 el =11+ 2, 9 el () ,

ol &{ny, s) n'a pas la méme valeur que dans (17), mais posséde la méme propriété,
et ot N(z) désigne la partie réelle de 2.
D’autre part, I'application de la formule (18) donne ici

L l) (2 —20)

es— csy1 = —[1 + &’ (ng, 8)| en, (¢ — zo)( r _ L~) (8) (;771

ﬂs+1 Cs+1] \Ny

o 1y 1 _ I_ o A%.B;A,.,,,v y
(1 + & (i, 5)] Cno(,u M) (Z; 2p) e
8
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ou & (ny, s) et & (n,, s) tendent vers o avec i: de fagon que 'on ait |¢”(n,, )| < &

pour n, assez grand. Il vient donc

1 1
(21) fos — e < (1 —i—e')lcnolno%{(u v)(z z")},
et, par conséquent, pour n > n,

m—1
(22) Z '68‘_'08+1I<

§=n

m—1

1
sglz 81 + R {(% — %) (z—zo)} .

< (4 el G =)

()

Ce second membre reste borné quels que soient n et m, supérieurs a n,,

lorsque l'on a

(23) %{(i — IE) (2 — zo)} > o.

: N (. . 11
D’une maniére plus précise, on peut écrire, en posant ¢ — ER{(— — ;}) (z -—ZO)} >o,
u
m—1

ESPLENY (VI | N S S
281+9 zte  ol(n—1) (m—1)

S=NR

n—1
En résumé, l'identité (13) donne, dans ces conditions,

o=

0 (n—1)e " me

(24) < e(r + &) |en| nf

i as (2)

Bien plus, lorsque ¢ tend vers z, dans la région définie par (23), le facteur

de ¢ au second membre de (24) reste borné pourvu que

(25)
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k étant un nombre positif fixe quelconque. (23) exprime que z reste dans un
demi-plan limité par une droite passant par z,, et (24) nous apprend que la con-
vergence de la série est uniforme dans tout domaine borné intérieur & ce demi-

plan.!

On voit méme, en interprétant l'inégalité (25), que la frontiére de ce
domaine peut contenir z,, pourvu qu'elle reste, au voisinage de z,, dans un cer-
tain angle de sommet 2, et intérieur par ailleurs au demi-plan (23). Nous pou-

vons ainsi énoncer le

Théoreme I. Lorsque la série (12), o an=\a + nu, fo=20+ nv (u 4= v,
wv == 0) converge en un point z,, différent d'un ay, elle converge uniformément dans
tout secteur borné D, de sommet z,, situé dans le demi-plan

1 I

\ A
Ri-—=)(e— >

(23) SR{(u 17) (Z ZO)I o,

dont les cotés font en z, des angles non nuls avec la frontiére de ce demi-plan, étant

entendw que les vorsinages des Bn appartenant & ce secteur dotvent en étre exclus.

Il est clair que ces résultats subsistent, en rempla(;ant}) par o, lorsque les

@n ne sont plus de la forme @ + nv, mais tels que la série S soit absolument
n

A £ r
convergente. De méme, lorsque @, =g + nv, la série = — étant absolument con-
On

vergente. Comme cas limite, on peut supposer que tous les 8, deviennent infinis
avec v dans l'expression § + nv, et appliquer ce théoréme aux séries de Newton,
ou, au contraire, que les «, deviennent infinis avec » dans l'expression o + nu,
et 'appliquer aux séries de Facultés.

Remarquons que, pour z = a,, le premier membre de (23) devient du signe

de R (I - g) lorsque % croit infiniment, et que, pour z = f,, il devient du signe

de 9{(2 - 1)~ Dans le cas particulier intéressant ol v = — u, le demi-plan (23)

ne contient donc quun nombre fini de points B, et tous les a, a partir d'un

certain rang.

! L'hypothése que ce domaine est & distance non nulle de tout B, est toujours sous-
entendue.
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5. Supposons maintenant que
lim ¢, =0, lim g8, =,
n— o n—w

de fagon que les 2 séries

(26) S a, et Zﬁ%

convergent absolument.

13

2, et 2z étant supposés différents de zéro, admettons que (12) converge pour

2z =1g2,. En conservant les notations, il vient ici

c’'est & dire

Zy s

g Cs—1

Lo asley + o)
202 Bs 22,

Ps, gs, s 6étant des fonctions de z,, z et s qui restent uniformément bornées,

quand s croit infiniment, dans tout domaine borné situé a distance non nulle

des 8. On peut encore écrire

. - ag, o
PR (LR R Y SR LS
fo O _ e( Z) (ffs 7 P T e

’
Ts

)

ou P, ¢s, 7's jouissent de la méme propriété que ps, s, 15, b, par conséquent, pour

SZMO:

e P=ne-+1

Cn, 2,

N . . . I A
ot &(ngy, s) tend uniformément vers zéro avec —- Grice & (26), on a donc

)

o ey 03 Grg) ]
2= () e
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8—1ng -
II + &(ny, S)(I —;ﬁ)

¢(ny, s} n'ayant pas la méme signification que dans l'égalité précédente, mais

| 2

7 lal =lenl | 2

’

possédant la méme propriété. Une premiére conclusion est donc que ¢; est infi-

. . 1 )
niment petit avec -~ pourvu que |z|<|z,|. D’autre part, on a
s

B — a2 —z0) Z i —
Cs CS-H_——CS(Z()“‘as+1)(3_{83+1)—I p s (1 + &) slinie,q——o,
done
& 85— N,
(28) loo— el < (L + @) enl| L= | 2|
€l 1%

quel que soit g, > 0, pourvu que %, soit assez grand. On en conclut que

m—1 z m—1 z =
(29) Dle—enl<(+a)lelji—— X~
€o gy
s=n s=n
z
I— 20 z | -

m—ny
" b

Zo

=G+ e)lenl

<
>y

-

w

&y

par conséquent, lorsque

;{l <1, il résulfe de (13) que

&

o) | S add)|<

H— 7y

2|

I— ;I

< e(1 + &)|enl '*’*“*;L
v (12

Z

0
2o + & I C”n‘

z [m—mn0 ) 2
= 1+ ¢(ng, m)|1—2
2 z

2o

& condition que n, soit assez grand pour que (27) et (28) soient valables. Re-
marquons que ces résultats subsistent quand z tend vers z,. Cette inégalité (30)
nous permet done d’énoncer le '

Théoreme II. S: les 2 séries Za, ef = L sont absolument convergentes, la

n
série (12), supposée convergente pour une valewr 2z, autre que o et qu'un oy, est uni-

Jormément convergente dans tout domaine D completement intériewr au cercle |z| << |z|;
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cette propriété subsiste, méme si z, appartient & la frontiére de D, & condition que
celle-ci soit, au voisinage de z,, dans un angle formé par 2 cordes du cercle | 2| = | z,].

Les voistnages des By appartenant o D sont évidemment exclus.

En faisant tendre les o, vers o et les 8, vers l'infini, on retrouve les séries
entiéres, auxquelles le théoréme s’applique. Enfin remarquons qu’aussi bien dans
le cas du § 4 que dans celui-ci, la somme de la série est une fonetion méro-
morphe de z dans tout domaine D), ses pdles étant situés aux points 8, appar-

tenant a ce domaine.

Chapitre II.

I. Développements de zéro.

6. Nous considérerons dorénavant des séries

B (e —a)le—ay) ... (6 —an)
(x) Pe) = 2o g =g e — Bl

satisfaisant aux hypothéses des théorémes I ou II du chapitre précédent, que

nous appellerons respectivement conditions
(N): an=0a+ nu, Bn=78+ nv,

1

(E): Ja, et 3-— absolument convergentes.

. n

Il résulte des théorémes énoncés que le domaine D de convergence de (1) est

alors soit un demi-plan

dans le cas (N), soit un eercle

I I

A F e el

dans le cas (E). Bien entendu les 8, sont toujours exclus, et l'on peut avoir
A= — o, ou R= o,

Les coefficients de (1) s'obtiendront de proche en proche en fonction des
valeurs de F(2) aux points e, ¢, @y, ..., supposés situés dans ®. Tous les a,

sont dans ce domaine, tout au moins i partir d'un certain rang, dans le
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cas (E). Ce n'est pas toujours vrai dans le cas (N); il n'en est ainsi que si

R [(i — %) an] est positif pour » suffisamment grand, c’est & dire si

(2) # (%) <,

v
ce que nous supposerons. Dans ces conditions, nous pouvons étudier simultané-
ment la détermination des coefficients des 2 genres de série considérés; nous
désignerons par apri, ¢pia, ... les éléments de la 1° base qui sont intérieurs & D,
ap ne l'étant pas.

Ceci posé, les coefficients a, de (1) sont déterminés par les équations (10)
ch. T en fonction des quantités Fle,), F(a,), ... F(e), ..., qui sont les valeurs de
la fonction analytique F'(z) en ces points «; lorsque ¢ > p, mais peuvent n’avoir
rien de commun avec F(z) lorsque ¢ <p. Ces p premidres quantités, égales en
tout cas aux valeurs de la somme de la série aux points «, @y, ... a,, étant

désignées par la notation 4;, on a done

'(as — ﬁn)(“s _ 132) s (as —_ 5n—1)Ax

(s — @) ... (as — as—1){tts — @s11) - . . (@5 — @nt1)

(3) an = n

1M

+ 7 Z (__.. (as _ﬂl)(as —,,, B:) e (0‘8 - 57}—1)17( __)’_75_

s — 0(1) ce ((x.s - as—l)(as — as+1) e (as _ an+1)

Pour » < p, la seconde somme disparait, et la premiére est limitée & 1 < s <n + 1.

Substituons ces expressions des coefficients dans (1), et isolons les termés en

Ay, As, ... Ap. On peut ainsi écrire »
(4) Flo) = 4,04(0) + 430,(0) + - + Ayyle) + D),
avec

_ < (‘xs - 167’1’)(0(3 - ﬁ:}] ce (s — @jﬂ—l) .
(5) wS(Z) nzzs__lyn (Cls - 0{1) c (as - as—l)(as oy as+1) e (as - an+1)

(6 —a)le —a,) ... (2 —a)

(e—B)e—8) ... (e — 513)7

et ot @(z) représente une série de la forme de (1), indépendante des A;, et dont
la somme coincide avec F(z) dans le domaine de convergence commun & (1) et
aux séries (5) (s==1, 2,...p). Nous allons voir, effectivement, que 1,(¢) converge
dans le domaine défini par 'inégalité ¢(z) > ¢(e,), et que l'on a
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o ole) > o),

1 z=ap;

© )=
ces séries (5) fournissent donc des développements de zéro, généralisant la propriété

classique des séries de Newton. Pour le vérifier, posons

(ap — Blap —8y) ... (ap—Bp) 2 — )iz~ @) ... (2 — op—1) 1 (2)
(@p —a)lep —ay) .. (ep —ap) (2 — Bz —B) ... (2 — Bo—) v

(7)) wle) =
de sorte que

- < _ ' (ap - ﬂp) (ap - ﬂp+1) R (“p — ﬁp-&-w—i) i
XP(Z) =1 +W§1 (Olp+v ﬁp+w—1) (Clp _ ap+1)(ap _ Olp+2) T (Otp — Cpi

(Z — o)z —@p41) ... (2 — ap+v~1)‘
).

(Z - (317) 2 — Bp+1 e — Bp+v—1)

D'autre part, l'identité (5) ch. I appliquée aux 2 suites @, ap+1, ... et 8y, Bpr1, - - .

donne

— o (€ — B — Bps1) .. (£ — Bp+r—) )
F—s c—%f*z vy = Bt ) . € — ape)

y=1

. (¢ — ep)lz —aps1) ... (2 —apio- 1) (€= Bo)(§— Bps1) ... (E— 5p+n-—1)_
(& —Bo)le — Bpsa) ... (2 — ﬂp+v——1) (€ —ap)(f— aps1) ... (£~ apsn)

=)l —aps1) ... (e —apia) I

P ——

(2 — By)(z — Bo+1) .. (& — Bpin—1) — 2

en multipliant les 2 membres par { — ep, et égalant { & op, on en déduit que
la somme xp ., des m -+ 1 premiers termes de la série qui représente x,(z) est
égale 4
Xp.n = {op — ﬂg)(“p — Bp+1) -+ (op = Boin) (2 — pr1) (2 — apys) ... (2 — ap+n).
' (@p — apri)lap — apra) .- - (op — apsn) {2 — Bp) (& — Bp+1) « -« (& — Bp4n—)

On en conclut immédiatement que la somme des » + 1 premiers termes de la
série représentant Y,(z) est nulle pour z=a;, @y, ... dp—1, Cpt1, Cpta, ... Cpin,

et prend la valeur 1 pour z=¢a,. En outre, on peut écrire

Z—PBpin op—Bp (@p— Bpe1)ep — Bp+a) . .. (@p — Bpin) )

z—Bp ap—Bpia ( - apﬂ)( - “p+2) e (“p - “p+n)

xpn:

)

. (e — “p+1)(é — ap+a) - (Z - ap+n)

(6 — Bor)(e — Bpia) ... (e — ﬂp-l'n)

3-—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 28 aott 1934.
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an(2)

ou le produit des 2 derniéres fractions est l'expression anlzo) lorsque les 2 bases
anlz,

sont les suites api1, @pt+a, ... et Bpi1, Bp+2, ..., avec g, = ap. Mais alors les ex-
pressions (20) et (27) de |¢;| établies au ch. T nous apprennent que cette quantité
tend vers o pour ¢(2) > o(a,) et croit au contraire infiniment en valeur absolue
lorsque o(2) < o(ap); elle diverge également pour g(2) = ¢(a,) sauf pour z = a,. En
résumé, la série Yy(2) est convergente et nulle pour ¢(2) > olap) ainsi que powr tous
les mombres an(n 7 p). Elle est infinie pour o(z) < o(ey), et divergente et bornée sur
la courbe frontiere ¢(2) = o(ap), sauf en ap ot Wpylay) = 1.

Ces conclusions sont d'ailleurs valables, dans le cas (N), sans faire état de
la condition (2). '

Nous avons ainsi démontré que toute fonection F(z) représentable par une
série (1) de la forme (N) ou (E) est représentable dans le domaine o(z) > 4,
o(¢) > olap) par une infinité de séries de cette forme, différant entre elles par
des développements de zéro. Nous appellerons séries réduztes les séries (1) dont
la somme est égale & F(z) en tous les points de la suite des a, qui appartien-
nent au plus grand domaine g(z) > p dans lequel F(2) est méromorphe et n’admet
paé d’autre pole' que des points B, et en supposant, bien entendu, que tous les
an sont dans ce domaine a l'exclusion d'un nombre fini d’entre eux.

II. Convergence absolue.

7. Il résulte des formules (20) ch. I et (27) ch. I qu'une série (1), de la
forme (N) ou (E), qui converge absolument pour z = z,, converge absolument pour
o(2) = olzy). Elle posséde donc un domaine de convergence absolue, ayant la

méme forme que le domaine ® de convergence ordinaire, défini par une inégalité
ole) > u=A

Mais alors que © peut ne comprendre qu'une partie de sa frontiére, le domaine
de convergence absolue est fermé des qu'un point de sa frontiére, autre qu'un
an, lui appartient. ,

Il résulte des mémes formules que, si (1) converge au point z = z,, elle con-
verge absolument pour ¢(z) > o(gy) + 1 lorsqu'elle est du genre (N), et pour

! Bien entendu, l'ordre de multiplicité d'un pole grn ne doit pas surpasser l'ordre de multi-
plicité de ce point dans la base [g].
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2] <lz|, cest & dire ¢(2) > o(z) lorsquelle est du genre (E). On peut done
affirmer que
f_<_ 1 dans le cas (N),
w— A

| =0 dans le cas (E).

Par exemple, le développement de zéro ,(z) diverge sur la frontiére ¢(2) = o(ay)
de son domaine de convergence, sauf au point @, ol ¥,(e,) = 1. Le domaine de
convergence absolue est le méme dans le cas (E), d’aprés ce qui précéde, mais
aussi dans le cas (N); en effet, le terme général de x,(¢) est ici de l'ordre de

F(M.Hh I)F(ﬁa;_&r v)

v

~ (u— v)v(%_%‘) et

(e —v) + ap — Bpi]

'y + I)T(&?—F w)

Chapitre ITI.

Détermination des frontiéres de convergence.

8. Série de genre (E). Considérons une telle série, supposée convergente
en un point z autre que 0 ou qu'un @, Posons

O [ 7

(=202

et écrivons la formule sommatoire d’Abel sous la forme

(1) zas-ﬁ—(%: Sl =d San) + 3 (@, ds) S ale).
s§=n 172 ¢ §=n y=n s:n-ﬁl v=§

L’hypothése faite sur la série permet de faire correspondre & tout nombre ¢ > o
un nombre entier n, tel que m > » > n, entrainent

m

2 a»(2)

y="n

(2)

< &.

Il vient alors



20 René Lagrange.

. I m » ’
2 < el|dn]| + ds — dy— .
) Z ﬂl ﬁ2 ﬂb (I I s;ﬁ' 1 I)
D’autre part,
1—Z @ 2
b= dos = dos | — =1 | = TP
(243 Qs
] —— [ — —
2 z

c’est a dire

ou p, reste borné gquand s crolt indéfiniment, et, par conséquent,

A _ i)
§—1

ou & tend vers o quand s croit indéfiniment. Il vient ainsi pour s =

g
O it
0 Z (7—[5) (1+e,)
" e _ g =1+ el ),
(@

1 s
&(ny, s) tendant vers o avec —- On en conclut qu'a tout nombre &’ > o on peut
R

faire correspondre n, tel que s > n, entraine |e(n,, s)| < & et

Z

B

)

(5) [ds — do—s| < (1 + &) | dup] | =

de sorte que (3) donne, pour m > n > n, et n,, n, étant en outre assez grand,

. P . . 1
La somme au second membre étant infiniment petite, ainsi que ¢, aveec —>
hy

Z

§=n s=n-+1

m ( ,
(6) izﬂlﬁz ﬁ;zé e(1 + &)\ dy,| [1+ Z

cette inégalité exprime que la série entiére

(7) ) (_w--l) Yk

converge en tout point de convergence de (1) ch. II, autre qu'un q,.
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Bien entendu, on a supposé qu'aucun des B n’est nul. Mais si certains
d’'entre eux sont nuls, il suffit de négliger un certain nombre de termes de notre

série et d’effectuer la transformation qui précéde sur la série

< f aq)(z — agy1)- - (¢ — an)
2 B — fer) =)

g étant choisi de fagon qu'aucun des @u(n = ¢) ne soit nul. On peut encore
remarquer qu'on ne change pas la nature de la série Sa,(2) en modifiant un
nombre fini des termes des 2 bases, et modifier (7) en conséquence.

Réciproquement, supposons que (7) converge en un point z 32 0. Posons

cnz(“%)(“f)w(l_%)
(=) =5) (= 5)

et écrivons la formule sommatoire d’Abel analogue & (1)

(8) > as(e) chbs = anbv + Z == es—1) ) by

§=n s=mn+l

Par hypothése, & tout nombre ¢ > 0 correspond un entier n, tel que m > n > n,

entrainent

wa < e

PrP=n

et, par conséquent,

m
2l

§=n

o i <sﬁwu—zl%—%ﬂ0

s=n-+1

En outre, on a

2 @ _ 2
& 4 ﬁx
Cs — Cge1 = Cs—1 ——— — I == = Cg-—1 " )
k4 1 14
I — —_——
Bs Bs

done
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[+4 Z

== B 2) 14y

s _z B T\ETE) T

Cs—1 z ’
S

§

ou & tend vers 0 avec —- On en conclut aisément qu'a tout nombre & > o
s

correspond un entier #, tel que, pour s = #,, on ait

Slar s+,
Cnu
oo — co—i] < (1 + &)} en,) @ _ 2
Bs

et, par conséquent, si » est supérieur a n; et #n,,

S ) 1+ 2

Zas(z) <e(1 + &)]enl
s=n++1

z
§=n
On démontre ainsi que la série (1) ch. II converge en tout point z, autre que

zéro, ou (7) converge. On peut donc énoncer le

Théoréme. La série ZSan(z) de genre (E) admet le méme cercle de conver
gence que la série entiere (7). En outre, les deux séries convergent aux mémes points
de ce cercle, exception farte des a; et des B; qui pourraient se trouver sur ce cercle.

on conclut de ce théoréme que le rayon R du cercle de

A=—=lim ]/I an
- BiBy Bl

ce que nous savons du développement de zéro ,(z) nous

En particulier,
convergence est donné par

(10)

Par exemple,
apprend que la série entiére

w(— 1) ant1 — Bn) (@, — B))(e
Z 818z fn (“1‘“2)(“: — )

n=0
converge dans le cercle |z| < |e,| et diverge en tous les points situés sur ce cercle

L= B e — o),

) (“1 - “n+1)
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. . I
sauf peut-&tre certains a;, lorsqu’'on suppose que les séries S, et T —- convergent
n

absolument.?

9. Série de genre (N). La série (1) ch. IT est supposée convergente pour

une valeur de z autre qu'un @,. Posons

et écrivons la formule sommatoire d’Abel

(11) g as(%)“ _ i dsas(z) = dng a»(2) + ﬁ: (ds — ds—1) é a,(2).

I’'hypothése faite se traduit, comme au paragraphe précédent, par l'inégalité (2),
de sorte que, pour m > n > n, (11) donne

(12) gas(z;)s <s(|dn|+ % Ids—ds__1|).

§=n . s§=n+1

Formons d’autre part

. g—f z—a z—f
sV u v 1
(13) d,g — ds——l = ds-——] —— 1 - dé'——l —_— —_— T )
Z—a s Z—a
I— ] ——
su su
ou, en posant
¢ B
(14) o=
4 11
u v

=1
ds__1 S

i __—(;*%)(Z*w)(w&),

ps restant borné quand s croit infiniment. Par conséquent, on peut encore écrire

! On vérifie d'ailleurs aisément que cette série entiére diverge en tous les points de | z] = | «, |.
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(13) = i

ps ayant la méme propriété que p;,. On en conclut que, si s = n,,

(Yo 3 3 %)
v=ny+1

%:e | v—mt1 ,
c'est a dire
(16) dy = dy,[1 + e(no,s)]e(_;—%) ey
it ) (2-3) e
= a1+ oo, () ,

1. . .
ol &(n,, s) tend vers 0 avee —; autrement dit, quel que soit &' > 0, on aura |e(n,, s)] <&’
)

pourvu que %, soit assez grand. On peut méme supposer gue (13) donne alors,

(L _ l) (¢ — w) l gelr—wi—1

u v

pour s << 7,

(I + el) I d"ol
/no() (—w)

(17) |de — di| <

Enfin, si m > n > n, et n;, n, étant en outre assez grand, on voit que 1'on peut écrire

|-)]- e

18=n
Tout d’abord, plagons-nous dans le cas ot ¢(¢ — w) < 0. Il vient alors

(18)

m
2 <0 (z—w)-—ljl‘
s=n

m ’
2 S@(z———w)—-l — li(f_(’ﬂ;;’n«) (m()(z—~w) _ ng(z—w)),
oz — w

§=n

ol 0 < &' (m,n) <& pourvu que % et p soient assez grands. En faisant croitre m
infiniment dans l'inégalité (18), on en déduit que

Sa(t)

8§=n

(19) < Kenete—o) n > ny,

ot l'on peut supposer que K ne dépend que de #n, et ¢ de n. Ceci exprime que
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(20) lim n—e (e—w) Z s (g) =0,

n—- o v
8=n

et, par conséquent, que

L

2 T

23]

§=n

Supposons maintenant ¢(z — w) > o. Il vient

(m + 1)9(2-‘0’) —(n— I)Q(Z—w)
elz — )

m
ng(z—w)—-l <

8§=n

H

(22) meE—e) < Ke n > ng,

Salt)

§=n

ot l'on peut supposer que K ne dépend que de n, et ¢ de n. Quand m croit
infiniment, la limite supérieure du premier membre ne dépend pas de #, alors

s . 1 s
que & est infiniment petit avec n On en conclut évidemment que

m—> oo

2 i s
( 3) lim m—g(z—-w) 2 as(%) =0,

ou. encore que

m o s
_720)
(24) Jim —— =olr—w).

Enfin, si ¢(¢ — w) =0, la somme au second membre de (18) s’éerit

m m I m
Z} S()(z—w)——l — 2: — < T M

S n — I,
=n =n

par conséquent,

m (u)s
S at
§=n v
3) L P

4 — 34472, Acta mathematica. 64. Imprimé le 28 aott 1934.
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ou encore
m u s
L as|—
2 al,
. §=n
26 lim -+ <o,
(26) m— o Lm
En résumé, si nous posons
w u 8
L L —
________ 2,
k= lim —*" —,
n—w LTI
< AW
L as|—
L Yaly
= lim #=0
£ = — ey
m— Lm

nous pouvons énoncer des conclusions rappelant des propriétés classiques des
séries de Newton, incluses dans le

Théoréme. S¢ la série San(z) de genmre (N) converge en un point z autre

qu'un an, on a k<o(z —w) sz 0(z —w) <0, et x <9z — w) st ol¢ —w)=o0.

Remarquons que le point 2= w est tel que!
. u n
(27) an(w) = Qn (‘) )
de sorte que lorsque ¢(z — w) est négatif, les calculs que nous venons de faire
se déduisent de ceux du paragraphe 4 en substituant z et w a z, et 2.
10. Pour établir une réciproque de ce théoréme, posons

C ) )

Cp — 75 = ’

et formons l'identité

! Il résulte de (27) que o ne peut étre un a, ou un g, sans que l'on ait &, = B,; mais
alors on peut retrancher ce point commun aux deux bases sans changer la forme de la série, et
supposer que @ n'appartient & aucune des bases. C'est ce que nous admettons. Remarquons en
passant que si w et v ne sont pas dans un rapport rationnel réel, les 2 bases ne peuvent avoir plus
d'un point commun, que l'on pourrait d’ailleurs supprimer sans modifier la forme de la série, &
T'exclusion d'un nombre fini de ses termes.
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B Y - (R

s=n s=n s=mn »=0

m » n—1 »
U u
+ szaq; (;) — anav (’l)) :
v=0

»=0

¢n 2 bien la méme signification qu'au paragraphe 4 avec le changement de z,
en w.
D’autre part, x étant supposé fini, on peut associer a tout nombre positif

¢ un nombre entier m, tel que m > m, entraine

m

24 (ﬁ)‘ =mete et (m o+ ot

=0

Par conséquent, compte tenu de (20) et (21) ch. I, ot l'on suppose n, > m,, (28)

donne ici, pour n > n,

o) |3 @)

8§=n

< (I +8,) | Cne l ng(z—-w) [n~g (e—w)+x+e +

(i =)eo

ol ¢ et ¢ tendent vers o quand #, croit infiniment. Il est clair que le second

m—1
Z s (z—w)—1+x+e + e (z—w) +n+e] ,

§=1n

membre de cette inégalité est infiniment petit avec % dés que ¢o(z — w) — x — ¢ est

positif, et, en particulier, dés que ¢(z — w) >« + 2¢e. Pour de telles valeurs de
z la série San(z) est donc convergente, de sorte que son demi-plan de conver-
gence g(2) > A est tel que I'on ait

(30) A=<olw) + x

Lorsque x == — o, le méme raisonnement est valable, 4 condition de rem-
placer, dans ces calculs, x + ¢ par un nombre négatif arbitraire. Par conséquent
la série converge quel que soit z, c’est a4 dire dans tout le plan, et, A étant in-
finiment grand négatif, la relation (30) subsiste.

Lorsqu'on admet que la limite % est finie, on est conduit & utiliser I'inégalité
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e

y=1

< pkte n > Nng.

Au lieu de (28), formons. alors I'identité

§=n v=n s=n v=8+1 v=m+1

Il en résulte que, si n > n,, n, étant suffisamment grand, l'inégalité (29) est en-
core utilisable avec la substitution de £ & ». On conclut comme précédemment
que la frontiére de convergence est telle que l'on ait A < g(w) + £. Cette rela-
tion est encore vraie si £ est infiniment grand négatif. Nous avons ainsi démontré
le théoréme réciproque du précédent, sous la forme:

Théoréme. La frontiére de convergence de la série X ay(2) de genre (N) est
telle que Uon ait simultanément A < o(w) + k et A < o(w) + x.

Enfin la combinaison de ce théoréme et de la proposition directe nous
conduit aun

Théoreme. 87 k a un sens, A= (w) + k. Sinon, A= ¢ (w) + x.

1l revient au méme de dire que A = ¢(w) + % ou A = ¢{w) + » suivant que la
série converge, ou non, au point 2z = w. Pour la démonstration, remarquons que %
n’existe que si Zan(w) converge, de sorte que % est nécessairement non positif. Si
k est négatif, on peut trouver des points ¢ infiniment voisins de la frontiere du
domaine de convergence ® pour lesquels ¢(2) = o(w) + %, donec A= o(w) + %, et,
par conséquent, 4 =g(w)+ £ Le méme raisonnement montre que si 1 < g (w),
on a A=g¢(w)+ k; donc si k=0, on a nécessairement A=yo9(w). Si k n’a pas
de sens, 1= o{w) et par conséquent A = g(w) + x.

Remarquons que pour #==1, v=-co, ce théoréme s’applique a la série de

Newton de coefficients b, = lim an

o et, pour v=1, u=00, & la série de facultés
v

Y—r O

de coefficients b, = lim a, u™.

Y O

11. HEtant donné qu'une série de genre (E) converge aux mémes points
que la série entiére (7), étant exceptés au besoin certains «; et §;, on peut dire
que deux séries de genre (E)
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(z—ea)le—ay (2 - e —a)) - (g —ap)
Z“w—ﬂmz—ﬂg o tZ“” iy i e ]

pour lesquelles on a
’
an an

BiBe - Bu BB .8

admettent le méme cercle de convergence et convergent aux mémes points »non
spéciaux> de ce cercle.

En ce qui concerne les séries de genre (N), les résultats obtenus au para-
graphe précédent nous suggérent le

Théoréeme. Deux séries San(2) et an(z) de genre (N) pour lesquelles i —%,

"
Z—g et les an (%) sont tdentiques admettent le méme demi-plan de convergence, et

convergent aux mémes points non spéciaux de la drotte de convergence.

Désignons par o', v/, &, §/, et a, les éléments constituant la deuxidéme série,
et posons

~

G) b=t

?

~

{1’
v

§|Q
QEJ%
«
3~
—
®\|§\
S—
|
R
—
R
S —
L3

§[Q

1
v

on peut écrire la formule sommatoire d'Abel

(32) i as(2) = é as(2) es = ey % a,(z) -+ i (es— €s—1) i a, (2).

z étant un point non spécial oi Za,(z) converge, on peut associer i tout nom-
bre ¢ > 0 un entier %, tel que m = n > n, entraine

! Les »points spéciaux> sont les points e, &y, ... et By, Bs, ... des 2 bases.
p 1 &y 1 P2
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m

2 a, (2)

y=n

<< g,

grice & quoi (32) donne

m

D) a:(2)

8=

(33)

) m
<8['Cn| + 2 Ics_cs—ll]'

s=n+1

D’autre part, en utilisant un genre de raisonnement maintes fois employé
dans les pages précédentes, on voit que

- + +

4 4
s fe—f 22—« e—B z—a  ps
68_68—1:_“ ’ (>
v u v % s

ol ps reste borné quand s croit infiniment, et par suite, compte tenu de (31),

’

by

Cs s 2
=1+l =" ps = 0(1);
Cs—l 8
il vient done, si s = n,,

8§
2,

25

Cs = Cpo =71 =[1 + &(ny, )] Cn,,

ol |&(n,, s)| < & pourvau que m, soit assez grand. On en déduit encore

’
los— eoms| < (l+i€)2{3ﬁg|..,|l’,§,|

et, par conséquent,

m

D ail?)

S$=n

m
1
< Kelcm,|[1 + ;{I
$=n
K étant fixe. La série Zay(z) converge donc en ce point z. Par symétrie, le
théoréme est bien démontré.

Par exemple les deux séries de Newton et de facultés

el

3 wp = 1z—2)z—n) , < n!
Z(—I)bnz 1){e —2 z netgob"(z_l_l)(

| ’
ot n! z+2)(z +n)

qui correspondent aux deux cas limites
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=1, V=00, a=0, im a,|—~) = by,
s © v
' 14
L u n
u':w,v':—-[, 5,207 lim a;l(Ff = by,
Nn— ®© v

satisfont aux conditions (31); le théoréme se réduit alors au théoréme connu
de Landau.

Dans le cas général, on peut toujours amener l'origine du plan de la vari-
able complexe z au point w. On peut alors associer & la série I aa(2) la série
particuliérement simple ’

d by 2=l —20) - (¢ —now)
(54 2 e 20 et na)]
ott
(35) 2t gea(Y)

qui converge dans le méme demi-plan, ainsi qu'aux mémes points non spéciaux
de sa frontiére. Cette série de forme particuliere peut étre considérée comme
jouant, pour les séries de genre (N), le role des séries entiéres pour les séries
de genre (H). »

Chapitre IV,
Transformations linéaires.

12. Séries de genre (E). Les séries des deux genres étudiées ici peuvent
8tre transformées linéairement comme les séries de Newton et de facultés. Obser-
vons cependant que la question de remplacer une telle série par une série ana-
logue, convergeant absolument et simplement dans le méme domaine, ne se pose
que pour les séries de genre (N).

Considérons une série de genre (E)

| e —a)le—ay) (2 — an)
(1) Za"z—ﬂl )& —By) - (&2 — Bn)

de rayon de convergence fini R. La fonction F(z), que sa somme définit dans
son cercle de convergence, est holomorphe ou méromorphe dans ce cercle, régu-



32 . René Lagrange.

liére au centre si aucun des @, n’est nul. Placonsmnous, d'une maniére générale,

en un point 2, non spécial intérieur a ce cercle, ou

) ey —ag) - (29 — O‘n).
Z“ B —8) e —B)

et utilisons la formule sommatoire

Posons ¢, =

an
an (ZO)

(2) i as(2) = i Cs Qs (Zo) = ¢y F'(2y) + % (6s — Co—1) i Qy (30) — Cm i ax(2o)-

r=m+1

La détermination de R & 1'aide de la formule (10) ch. IIT permet de faire
correspondre & tout nombre positif ¢ un nombre M tel quon ait, pour toutes

les valeurs de =,
(3 L
3 B1Bs - Bn (R~ 8)“

)

si 'on suppose qu'aucun des B n'est nul, ou en modifiant certains des §; dans

le cas contraire. D’ailleurs il résulte de la convergence absolue de Eé que le

(8, — 20) (8, — Zo) - (B — 2)

rapport a une limite finie non nulle quand » aug-
BiBs - Bn

mente indéfiniment, et, par conséquent, que (3) peut étre remplacé par I'inégalité

analogue

(@ o <L

4 (o= B0 — B~ oo — Bu) | ~ (B~ o

celle-ci est d’ailleurs valable sans la restriction faite pour (3), d’aprés le fagon
méme dont on a choisi 2z, On peut également supposer que M ne dépend que
de ¢ et non de z, dans toute région située i distance non nulle des ;. Ceci

posé, il vient

< Mw IZO—O‘1||30'““2|"'|Zo_a4f|_

MNayle)| < M D, BE— e —

=38 =g

:MIZO'—%”ZO_%I”'IZO—‘)-’SI I+|Zo_as+1|+|3 as+1”2‘o—"as+2| 2\
(R — &f R—¢ (R—¢)?
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dés que s est suffisamment grand, |z,—as+;| devenant au plus égal & un nombre
fixe R’, lui-méme inférieur & R, on en déduit 'existence d'une constante M’,
indépendante de s et méme de z, dans tout cercle 2| < R’ < R' < R (les voisi-

nages des §; étant toujours exclus), et telle que l'on ait

(5) }Zam) <M"Z°”“‘“Z"(§f£')s"' Lo~ el

=g

Lorsque ¢z, est différent de zéro, cette inégalité jointe i la formule (27)
ch. I montre que le dernier terme au second membre de (2) est au plus de

1T'ordre de

m

£
R —s

lZo*%”ZQ"‘%l Izo_amﬂl
IZOIWH—I

’

et tend donc vers zéro quand m croit indéfiniment pourvu que |z| < R — ¢,
puisque la convergence absolue de X, entraine la convergence du produit infini
Cp
I (:— )
o
Lorsque 2, est nul, reprenons les calculs du paragraphe 5, sous la forme

Qs

1 — —

Cs - z
= ]

(5,3‘——-1 O 4

I — —

Be

d'ou résulte
_ml B e (i_ﬂﬂl 4,&),
& Cs—1 £ 438 oz . 133
ol ps==0(1), ou encore

(-2) () |
"—ascs: By = Be "0
2 Cs—1 € ps (I)7

et, par conséquent, si s > n,,

= %MO’ 5)] (__ Z)s—-’no e =mot1
Cpy+1 Unyt-2 """ Og

5—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 29 aott 1934.
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N 1 .
o &(n,, s) tend vers zéro avec . On en conclut que le dernier terme au second
. 0

membre de (2) est au plus de 'ordre de

lemsaflzf”

(R — gjm+1 ’
et tend donc vers zéro, lorsque m croit infiniment, dans le cercle

o] < Ry=— &

k)

T 1/
lim V |am|
M~
dont le rayon est au moins égal & R en vertu de la convergence de 3|am|.
Dans tous les cas, la formule sommatoire (2) fournit donc, lorsque m aug-
mente infiniment, une série convergeant dans le cercle de convergence de (1). Il

ne reste plus qu'a écrire la différence ¢; — ¢, sous la forme

_EF % (30_51)7(%”4@3) (2 Bs—1) (Ofﬁ_ﬂs) (z—a)(z—a) - (2—aen)
¢ — B (eo—a)) (eo—a)  (eo—aw—) (go—as) (e—F)le—8) - (e — 8)

pour obtenir le développement

2= Iz & — %y < AP (2 (Z—-al\)(Z—ag)"'(Z-—an) ,
© Fle) =Tl + Z— 131“%0 ) (&= Bo)le—8:) -+ (¢ — Burs)
ou |

w () Gt B G (20— @) (0 — enia) (2 — @),
(7) " (ZO) - 20— But1 w:%lav (Zo — 5n+2) (2o — ﬁn+3) (Z'o — B

La série au second membre de (6) est encore de genre (E), ses 2 bases se
déduisant de celles de la série primitive, soit en ajoutant 2, & la suite [¢], si
I'on considére l'ensemble du second membre, soit en retranchant 8, de la suite
(8] si I'on considére seulement la somme au second membre.

Cette opération peut étre réitérée, soit en conservant le méme point 2, soit
en le modifiant d'une opération & l'autre. Par exemple, au bout de p itérations

effectuées successivement en z;, 2z, ... gp—1, on aura un développement de la forme
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(Z-Zo)(d—z)

(e~ B}z — B)

(e —z)(z—2) (2 — 2p) 1
(Z‘—&Bl) (Z_ﬂz) (Z——-I;-}p) Fp(ZO’ Zyy oo v Ep, g)’

(8) F(Z) =F(e o) + M_QF (20, 2,) +

‘81 (‘5()’ 215 22) + e F

avec
a€

Fyleo 21y« 2y 2) = D AP (24, 2, . .. zp_l)( (e —a)(z —a) (2 — an)

2 — Bp+1) (& — Bp+a) - (2 — Bp+n)

1

n=0
et
Aszp) (ZOa 2y - '571_1) ?Hﬁ%ﬂ A(Wp—l) (’207 TR ZD——2) )
p—1 n+p v%n+1
. (?p—l - an+2) (Zp—-l . an+3) (Zp—l - aw) .
(ep—1 — Bn+ p+1) (Zp~1 — Butpro)  (Er—1 — B4 p—1)
Lorsque &,=0, (6) prend la forme
’ ( /0‘)(3—“)"'(5 C‘ﬂ)
6 F({z)=F(o A3 (o : 2 —
© le) = Flo) + z-ﬂ,;,zo =Bl —8) C—Fus)
ot
(7/) A;;)( ) ﬂn+1 T Qp41 Z Un+2 ani{;‘;%.

ﬂn+l ﬁn+2ﬁn+3 w

v=n-+1

Nous verrons au chapitre suivant que toute fonction analytique, uniforme
et non essentiellement singuliére & l'origine, est représentable par un développe-
ment (1) dont le rayon de convergence est égal & la borne inférieure des distances
4 lorigine des poles étrangers & la base [8] et des points singuliers essentiels.
Il en résulte immédiatement que la transformation linéaire (6") ne peut fournir

un développement de F'(z) hors du cercle de convergence de (1). Par contre, si

&, est différent de zéro, et si le point RI n’est pas un point singulier essentiel

2|
ou un pdle de F'(2) étranger & la base [], le cercle de convergence de (6) coupe
celui de (1), de sorte que (6) peut réaliser un prolongement analytique de (1)

hors de son cercle.

13. Séries de gemre (N). Reprenons la formule sommatoire (28) ch. 11T
sous la forme

mn m—1 8

(9) 2 as(z) = 2 (es — €s+1) Z a, () —I—‘ cmi a. (@)

§=0 §=0 =0
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En tout point z du demi-plan de convergence, on a ¢(¢z) = 1. Aux points
de convergence ot ¢{z) > o(w), il résulte de (23) ch. III et de (20) ch. I, ou 2,
est remplacé par w, que le dernier terme au second membre de (9) est infini-

ment petit, quand m augmente infiniment; par conséquent, on peut écrire

) 8

avec

HE=L)e—w) — N e—w) o) (o
cs—cs+1=v(” “)d ”(I u)z (2) E:—ﬂ:k-—ﬁj;m(é—ﬂ:;

Il vient donc

(I“"‘*Z)('Z_w) - b (Z'—al)('g—ai*)"'(z"as)
 ° (Z“—ﬁz)(z_ﬁzs)"'(z“’ﬂsﬂ)’

§=0

%P . v\
(11) | ag :Z(’)av(“) .
Le second membre de (10) est une série de genre (N), dont la premiére base
est w, e, a,... et la deuxidme base celle de (1). Et ce développement est
valable dans le demi-plan ¢(2) > A’, A’ désignant le plus grand des deux nombres
A et o(w). Par contre, ce développement est absolument convergent dans ce
demi-plan, et nous allons voir en méme temps qu'il diverge hors de ce demi-
plan, de sorte que la transformation (10) permet de substituer & une série de
genre (N) une série de méme genre, mais dont les deux domaines de conver-
gence absolue et simple coincident, autrement dit de supprimer la bande de
semi-convergence, lorsqu’elle existe.
~ Supposons d’abord ¢(w) < 2, de sorte que A’ =1. On a vu que 4 = o(w) + x
et, par définition, on pourra  écrire

< Su+e’

i a(w)

quelque petit que soit &, pourvu que s surpasse une valeur convenable s, dépen-
dant de &. Compte tenu de (21) ch. I ou 2, est remplacé par w, il vient enfin
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(12)

= 0(1)]|2 — w| s —el—wi—1+e

(es— cs+1) i as(w)

ce qui exprime que la série (10) converge absolument lorsque x — ¢(z — w) < 0,
c'est & dire a l'intérieur du demi-plan ¢(2) > A. D’autre part, il existe une in-

finité de valeurs de m pour lesquelles on a

> mE,

Z (o)

tandis que |cw| est dans un rapport supérieur & une constante positive avee
m—¢E) | comme le montre (20} ch. I. Par conséquent le dernier terme au second

membre de (9) satisfait, pour ces valeurs de m, i une inégalité de la forme

"

em D) ar(w)

=0

= Omx—g(z—w)—s — le—@ (z)—s,

C étant une constante positive, et augmente donc infiniment avec elles lorsque
olz) < A.

Lorsque g(w) = 4, la démonstration que nous venons de faire convient encore,
en y faisant x =0 et les conclusions sont les mémes. Remarquons cependant que
sur la frontiére ¢(z) = A, le dernier terme au second membre de (9) tend vers
zéro aux points ol (1) converge, lorsque g(w) < A, de sorte que (10) converge et
représente encore F'(2) en ces points; tandis qu'on ne peut rien affirmer de
semblable lorsque ¢(w)=41, c'est a dire lorsque (23) <h. ITI est remplacé par
(25) ch. III.

Examinons maintenant le cas ou eo(w) > 2. A est alors égal & o(w) et

s .
D, ax(w) est borné quand s croit infiniment. Iidentité (21) ch. I nous apprend
=0

toujours que la série (10) converge absolument & l'intérieur du demi-plan o(z) > 1.
Dans la bande A < g(z) < o(w), la nature de cette série dépend de la valeur
de F(w).

m
Si F(w)#o0, Y a(w) ne tendant pas vers zéro, et |ew|me®=) restant
=0

supérieur 4 une constante positive, le dernier terme au second membre de (9)
croit infiniment avec m, en valeur absolue, lorsque ¢(¢) < ¢(w). Dans la bande
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envisagée, (1) converge, donc (10) diverge, et tend méme vers l'infini. Sur la
droite ¢(z —w)=o0, il résulte de (19) ch. I que

m )(% - i) =)

e 3, 0(0) ~ [1 -+ & g, i e, F ) (2

b
N
et, par conséquent, que ce terme n'a pas de limite, quand m croit infiniment,
sauf pour £=w. En ce dernier point, on a d'ailleurs ¢, = 1, de sorte que ce
terme tend vers F(w); (10) converge en ce point, mais vers zéro et non vers F(w).
Lorsque F{w)=o0, il vient

S a(o) = — Salo),

=0 v=m+1

done (20) ch. T et (20) ch. IIT nous permettent d'écrire

Cm im(w) = o(1) A< o(w) < ole),

ce qui exprime que (10} converge et représente F'(z) non seulement dans le
demi-plan ¢(z — w) > 0, mais dans tout le demi-plan de convergence de (1).
D'une maniére précise, (20) ch. IIT est valable aux points de convergence de la
frontiere ¢(z) =4, de sorte que 1'égalité (10) est encore vraie en ces points. A
I'intérieur de ce demi-plan, la convergence est d’ailleurs absolue, en vertu de
I'inégalité (12), ol x + o(w) =k + o(w) = 4.

Les résultats obtenus dans cette discussion peuvent étre rassemblés -dans

1'énoncé suivant: .

Théoreme I. La jfonction analytique F(z) représentée par une série (1) de
genre (N) dans le demi-plan o(2) > L est représentable par une série analogue (10),
transformée linéaire de (1).

Lorsque o{w) <A, (10) converge absolument dans ce demi-plan, et diverge &
Uextérvewr. Swr la frontiére, elle converge el représente I'(z) aux mémes points que
(1), sauf peut-étre si o(w)= A.

Lorsque ¢(w) > A, (10) converge absolument dans le demi-plan ¢(¢) > o(w). En
outre, st F(w)=o0, elle converge absolument dans tout le demi-plan de convergence
de (1), converge et représente F(2) aux mémes points que (1) sur la frontiére; tandis
que si F'(w) 5 0, elle diverge pour o(z) < o(w), sauf au point w o sa somme est
nulle, donc différente de F(w).
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Remarquons que lorsque ¢(w) > A aveec F'(w) = 0, le dernier terme au second
membre de (9) n'a pas de limite & l'extérieur du demi-plan de convergence de (1),

et 'on ne peut affirmer que (10) diverge en méme temps que (1).

14. Lorsque ¢(w)> 4, la transformation linéaire obtenue au paragraphe
précédent n’étant généralement pas valable-dans tout le domaine de convergence
de (1), il est intéressant de considérer, comme on fait pour les séries de Newton,
une autre transformation lindaire, qui se rattache i la formule sommatoire d’Abel

écrite sous la forme

(13) i as(z) = coi a,(w) + mZ— (Cs+1 — ¢s) é a,(w) — cmé a,(v).

Dans ces conditions (20) ch. T et (20) ch. IIL nous montrent que le dernier terme
tend vers o avec niz en tous les points de convergence de (i), pour lesquels
o(z) < olw). L'inégalité

i a,(w) = O(1) mrte,

y=m+1

ol ¢ est un nombre positif quelconque conduit & la méme conclusion lorsque
o(z) > 4. Donc le dernier terme au second membre de (13) tend vers zéro

avec i en tous les points du demi-plan ¢(z) = 2 ol (1) converge, c'est a dire

que 'on a en ces points

Fz)= coi a,(w) + i (Cs41 — €s) i ar(o),
ou encore = = e
o e s et
Ga) B = Flo) g 2 L =g e—funr)
avec
(13) as’ = i a (%)v—s-
v=s+1
En outre, I'inégalité
(16) (Cs+1— €5) i av(w)| =0(1)| 2 — w|stel—wi—1+e
y=s+1
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montre que ce nouveau développement converge absolument dans ce demi-plan
ele) > A. '

Lorsque ¢(w)= A, nous ne pouvons rien dire sur la validité de (10) sur la
frontiére ¢(2) = 4. Cependant, lorsque (1) converge en outre au point w, ¢, est
borné sur cette droite, donc le dernier terme au second membre de (13) tend
vers zéro, quand m croit infiniment, en tous les points du demi-plan ¢(z) = 4.
Par conséquent la série (14) converge et représente F'(z) en tous les points de
ce demi-plan ol (1) converge. D'ailleurs le premier membre de (16) étant infini-
ment petit par rapport & ¢,+1—¢s, la convergence est encore absolue 3 1'intérieur

de ce demi-plan. Nous avons ainsi démontré le

Théoréme II. Lorsque la série (1) de genre (N) converge au point w, sa somme
F(2) est représentable par le développement (14), transformé linéaire de (1), aux
mémes points que par la série (1). Mais ce développement converge absolument dans

le demi-plan de convergence de (1).

15. Il est clair que la série (14) est une série réduite, en méme temps
que (1). Il en est de méme pour (10), lorsque g(w) <1, ou lorsque g(w) > 4,
F(w) étant nul. Par contre si F(w)>%o0, dans le cas ol o{w)> 4, on peut
affirmer que (10), dont la somme est nulle au point w, n’est pas une série réduite,
puisque (14) admet w pour premier point de sa premiére base, a bien la valeur
F(w) en ce point, et converge d'ailleurs dans un demi-plan plus grand que (10).

Nous allons préciser que ces deux développements (10) et (14) différent par
un développement de zéro, nul aux points de la base [¢], mais égal & F(w) pour

z2=uw. En effet, cette différence s'écrit évidemment

u

ifl;;l t—o) - v\ (e—ay)le—ay) - (2—as
(1) () e =)

F(w)[l * z—8 B u =B e—Bs) - (—Bs+1)

s
et le crochet n'est rien autre que le développement de zéro ,(z) dont les deux

bases sont w, «;, a,, ... et (8], puisqu'il vient alors

=]

Yile) =1+ Z (@uts _3n+1)(

n=0

(w—B)w—8,) (w—pn) (Z—w)(z—al) - A{z—an)

o—a)(w—a,) - (0—an) (2—F;) {z —B) o (¢—Bui1)

avec

1 fos1_ ¥

— I,
W — Cpi1 u
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. o= t)lo=2)l0=)_ (1)
o) (0—g) (o)

(03_?‘1)(w—a2)"‘(w*an) U

En outre, on sait que ,(z) est nul dans le demi-plan ¢(z} > o(w), et divergent
et borné sur la droite ¢(¢) = ¢(w), sauf au point @ ou il prend la valeur 1.

16. Itération. Supposons que nous ayons effectué sur une série (1) de
genre (N) la premiére transformation linéaire. Pour la série (10) ainsi obtenue,

'homologue de w est le point

«_B

U v I
(17) S L TOTT T

o W

de sorte que
o(w,) = o(w) — 1.

Par conséquent w; est extérienr au demi-plan ¢(z) > A’ ot le développement (10)
est valable, et on peut effectuer sur (10) la méme transformation que sur (1),

sans réduire le domaine de validité. Il vient ainsi

v\? |
(I—‘?;) (z——w)(z wx) i )(Z—ag)"'(Z—as) ’
(z—B1)(z2—8.) s 5_193 — B8 (e—Ps+2)

8

I(z) =

avec

8
v\

a = Zai’” d ,
u

=0

et ce nouveau développement converge encore absolument pour g(2) > 1.

On peut réitérer, et, d'une maniére générale, on aura

(1= Y e—ole—o0i- o)

() —e u o < )(Z 0‘2) (z—ay)
(18) I (Z) (Z_ﬂl)(z__‘gz)... (Z'_ﬁr) ; ﬂr+l ﬁr+2) .(g*lg"_‘_s)’
ou » prend les valeurs 1, 2,... et ol
(19) alr = i alr—1 (%)s_v,

6—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 29 aolit 1934,
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(20) Wy — Wg—3 — — : W — .

Toutes ces séries convergent absolument pour ¢(z) > 4, et, lorsque 1 > ¢(w), elles
convergent et représentent I(z) aux mémes points que (1) sur la droite o(2) = A.
La formation des a{) & partir des coefficients al'~" s'écrit encore, avec la

notation du produit homogéne de deux suites,
et, par conséquent,

ou encore

: " S frtv—1 v\”
(21) ag)=2( ) )as_v (u) .
=0
La deuxiéme transformation linéaire peut également étre itérée, mais non
indéfiniment en général. Il est tout d'abord nécessaire, pour effectuer une pre-
miére réitération, que l'on ait ¢(w,) = g(w) — 1 > 1, c’est & dire g(w) > 1 + 1, oun
tout au moins que ¢(w;) =1, (14) convergeant®’ en w,. Il résulte du théoréme TT

qu'il suffit que (1) converge au point w,. Il vient alors

©

N (Z“al)(z"—a2)"'(zf_as) - < _ay [ #Y”
20 =gy ) 2 () N

8=0

. i e S e (=)

as N
=8 A" —Be—B8) =B
avec
@
—(9 _ uw\"—
(22) s’ = X &’ (;) .
: r=s+1
1 8i w,, ou d'une maniére plus générale, w, = v — était un point spécial, les 2 bases
» 11
uww

de la série (1) auraient un point commun, et l'on pourrait retrancher ces deux points des deux
bases sans modifier la forme de la série, tout an moins & 1'exclusion d'un nombre fini de termes.
Nous pouvons done supposer qu'aucun des points ®; qui interviendront ici n'est spécial, puisqu’ils
sont en nombre fini.
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D’une maniére générale, si (1) converge au point w,—;, on pourra utiliser »
fois cette transformation, et aboutir ainsi au développement

@

o9 7= 3 (0o i 2 («,)

i=0

2]

L e a) (=)
+( I) (2= B)(e—3) 5r+1)(5 Braa) - (_ﬁrﬂ))

§=0

ot les ! sont donnés par la formule récurrente

i v—3_ ‘
(24) Gl = Z ali=n (%) t=1,2,...7,

v=s5+1

ot @ a la signification de as, et ol (¢—w)(z—w,) - (¢ —wi—1), aussi bien que

(z—B)(z—8) - (¢—p), se réduisent & 1 pour 7==o0, suivant une convention
fréquemment admise.

Dans le cas ol ¢(w,—1) > 4, toutes les itérées, qui convergent absolument
dans le demi-plan ¢(2) >4, convergent absolument en un point 2z, tel que
A < olz)) < o{w,—1); par conséquent, les séries

@K o u »
r—i—1 5(7) N — N ,—i—150) | 2 A P
Y aMws) = v as (1}) i=1,2,...7r—1
=0 =0

convergent absolument, en vertu de (20) ch. I, puisque g¢{(w; — z,) est supérieur
a r—2—1 pour ces valeurs de 7. Mais alors on peut écrire

«©
u 8 &
PO Bl T a® a2
“ () 2 () S Sa ( )
v=g+1 r=8+1u=v+1
et permuter 1'ordre des sommations, ce qui donne
o]
u\® AN
—~(3) —=(1)
as {—) = u—s—1)a |-} ;
§ ('U) Z( ) (24 (U) )
n=8+2

d'une maniere générale, on voit aisément par récurrence, et grice i la possibilité

de permuter l'ordre des sommations, que

: oo {u\? o (v—s—1\ _.. [u\® )
(25) ag’)(;): Z ( PR )aif’(;) t=2,3,...7.
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Enfin, lorsque ¢(ws) > 2, on peut pousser ce raisonnement jusqu'a la série

(1) elle-méme, et remplacer (25) par

o () S v——s——l) u\" - A
(26) _ al (b) Z( i—1 ol 1=1,2,...r.

Chapitre V.
Fonctions développables en série de genre (E) ou (N).

17.  Développements de genre (E). Nous savons que la somme d'une série
de genre (E), dont le cercle de convergence est le cercle |z| < R, est uniforme
et réguliére dans toute portion de ce cercle excluant des voisinages des points
Bs que ce cercle peut contenir a son intérieur. Si 8; est un point d'ordre p de
la base [8], cest & dire si cette base contient p termes égaux a §;, et p seule-
ment, le produit de la série par (2 — 8)? converge uniformément au voisinage
de B;. Par conséquent la somme F'(z) d'une telle série est méromorphe dans le
cercle de convergence, et n'y admet point d'autre péle que des points apparte-
nant & la deuxiéme base, l'ordre de multiplicité d'un tel péle étant au plus égal
au nombre des termes de cette base égaux i ce pole.?

Réciproquement, nous allons voir que toute fonction analytique F(z) méro-
morphe & Uintériewr d'un cercle |z| < R, et continue sur la circonférence, est la
somme, dans ce cercle, d'une série d'interpolation de genre (B), dont la deuxiéme
base est assujettie  contenir les poles de F(z) intérieurs a ce cercle.

Admettons d’abord que F'(z) soit holomorphe dans ce cercle, et choisissons
arbitrairement les deux bases, avec la seule restriction qu'aucun des «; n'est sur
la circonférence. Bien entendu, les deux séries Z|an| et = l{;j doivent étre

n

convergentes, de sorte que les deux produits infinis

Alg) = ﬁ(l—"x;) et B(z) = ﬁ(l —_6%)

n=1 n=1

sont uniformément convergents dans toute région finie du plan située a distance

! 11 ne peut y avoir gu'un nombre fini de tels termes, en vertu de la tendance vers l'infini
de la suite des pi. '
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non nulle des points spéciaux et de l'origine. On en conclut que dans toute
portion du cercle |z] < R’ < R dont on exclut les voisinages de l'origine et des
points #; qu'il contient, le reste R,[F] de la formule (7) ch. I satisfait, grice
a (9) ch. I, ot le contour d'intégration est le cercle [{|= R, & l'inégalité

Alz) F{) B(g) I ,
A(g)

Ble)
et tend donc uniformément vers zéro, quand » augmente infiniment. Les coef-

n+1

z
= rne
R

lEl=k&

(1) | Ba[F]] = O(1)

ficients de la série obtenue sont déterminés par (8) ch. I, ou, si possible, par
(10) ch. I.

Plagons-nous maintenant dans le cas ot F(z) est effectivement méromorphe
a lintérieur de |z| < R. Supposons que la base [8] comprenne les pdles de F(z)

intérieurs a4 ce cercle, avec leurs ordres de multiplicité. Si Bi=pgir1= - =firr—1
est un tel pdle, d'ordre » de multiplicité, le résidu de fjg) en ce point est de
la forme (21\2(2)“ ou Ni(¢) désigne un polyndéme de degré »—1 au plus. Lorsque
z est distinet des @, la formule (7) ch. I est remplacée ici par

Py By ey o e

(e —a)le—ay) - le—a) .
* ZA&(Z—ﬁl)(z~—-‘32)‘..(Z_‘3w) + R, (1],

ot l'expression de R,[F] est toujours fournie par (9) ch. I, et ol la premiére

somme au second membre est étendue i tous les poles de F(z) intérieurs au
cercle |z] < R. Lorsque z satisfait aux mémes conditions que tout a l'heure,

y . P , 1 . .
(1) subsiste, R,[F] tend donc uniformément vers zéro avec P il vient

’ N2 X
Fig)= — + DA,z
5) ) Z(Z'—ﬂz‘)(z*‘ﬁiﬂ)'“(Z"‘“ﬂi+1-—1) E(') €
Nz) <
= 4,(2),
C—Be—8)=p) T 2LE

ot B, B, ...08p sont les points de la deuxidme base' intérieurs a |z] < R, et

! 11 n'est point nécessaire de distinguer les points B (=1, 2,...p) qui sont effectivement

poles de F(z) de ceux qui ne le sont pas, et il suffit, pour ceux-ci, de donner & N (2) la valeur zéro.
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N(z) un polyndéme en z de degré inférieur a4 p. D’autre part, ce numérateur N(z)
peut étre mis sous la forme

(4) : é Z_—a, "_az)“'(Z_ak)('z—ﬂk+1)(3“—ﬂk+2)-"(Z—ﬂp),

les coefficients étant assujettis a4 la condition
(5) Co+ C++ Cp=0

pour que l'on ait d°N(¢) < p. En effet, les deux polynbémes aux deux membres
de (4) sont identiques #&’ils coincident aux p points ¢, @, ... &, supposés di-
stincts; or les équations

i—1

N(az) = Z Ck(“i_al)(ai—az)“‘( '—‘ak)( '—(5’k+1)( —ﬂlc+2)"'(05i—[3p)

~ relatives aux valeurs 1, 2,...p de ¢ définissent C,, C;, ... Cp—1 par récurrence,
tout au moins si les a; sont distincts des B, ce qu'on suppose tout naturelle-
ment. Enfin (5) définit Cp. Grice i cette transformation de N(z), (3) peut s'écrire

aZ:” (e —e)le—a) - (z—a) i
(6) Flz) gck(z_ﬁl)(z_ﬂg)__.(z_ﬁk)+ZAW(),

ou le second membre est bien une série de genre (E). Il est clair, par un pas-
sage & la limite, que le développement (4) est encore possible, et, par conséquent,
que (6) subsiste, lorsque certains des «; viennent coincider. La proposition
énoncée est ainsi vérifie, tout au moins lorsqu’'on suppose que les deux bases
n'ont pas de point commun. Il résulte de (6) et (8) ch. I que les p + 1 pre-
miers coefficients du développement de F'(z) sont

(_ C ‘82) (C ﬂk-—l)
0ty ”[F< JC—a) o) O

Il est clair que, lorsque tous les @, sont intérieurs au cercle |{| < R, tous les
coefficients @, du développement sont encore déterminés par les formules (10)
ch. I, puisque celles-ci expriment l'identité en ces points de F(z) et de la somme
de la série.
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Un cas particuliérement intéressant est celui oit F'(¢) est méromorphe dans
tout le plan de fagon que la série des inverses de ses poles, supposés rangés
dans l'ordre des modules non décroissants, soit absolument convergente. La base
étant choisie, le raisonnement qui précéde est valable quel que soit R, et les
expressions (10) ch. I des coefficients restent invariables dés que R surpasse les
modules de tous les «,. Le développement obtenu est donc convergent et repré-
sente F'(z) dans tout le plan, dés qu'il a été déterminé dans un cercle contenant
tous les «,. Cette restriction est d’ailleurs une co_nséquence nécessaire de 1exi-

stence de développemenfs de zéro.

18.  Développements de genre (N). Il est clair que la somme d’'une telle
série est méromorphe a l'intérieur de son demi-plan de convergence, ses pdles ne
pouvant étre que des points spéciaux de la deuxiéme base, avec des ordres de
multiplicité au plus égaux a leur ordre dans cette base. '

Réciproquement, soit F'(z) une fonction holomorphe dans un certain demi-
plan P. On verra plus loin comment on peut étendre les résultats que nous
allons obtenir aux fonctions méromorphes dans un demi-plan. Choisissons les
deux bases [o], [3] de fagon que la définition de P soit de la forme o(z) > 1.
Remarquons d’ailleurs qu'on ne restreint pas la question en effectuant sur la va-

riable z la transformation [z, (i — ;—) (z—w)], ce qui permet de se placer dans

le cas, d’écriture plus simple, o

(7) ?;-1721 et w=o.
T vient alors g¢(2) = N(z), et I'hypothése que P contient tous les e, d'indice
suftisamment grand se traduit par R (u) >o0. Outre (7), nous supposerons donc

que l'on a

(8) » |argu|<7~2t, |argv| < 7.

Ceci posé, reprenons la formule (7) ch. I relative & un contour C intérieur
a P. Pour vérifier que F'(z) peut étre représenté dans P par une série de genre
(N), il suffit que l'expression des coefficients a, ne dépende pas de l'indice = de
cette formule (7) ch. I, dés que n est assez grand par rapport & v, et que R, [F)

1 . . .
tende vers zéro avec — Nous choisirons pour C un contour C, variable avec #,
n

mais entourant les point ¢pyy1, @pyae, . . . anyy, p étant un indice fixe, de sorte que
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L[F(C)(C__ﬁl)(cmﬁz)(Cﬁﬁv—l)dg n=y

W o wi C—a)C=ay) (€ — @)
Cn

ne dépend pas de » dés que » surpasse » — I. Dans ces conditions, nous n’avons

plus qu'a porter notre attention sur le reste

| e e

(0) RulF]= - (,g:_ﬂ_l)(Z_—;_é’_z) ...(Z_‘;ﬂ_n)

e e
) e

0"
r(ﬂ_~+1)r(“"z+n+z) I( _C+1)r(ﬂ—_—§+n+1)
. » F(Q) u ar
I‘(“ —7 I)F(‘g +nt )27” c—# r(ﬂ—;CJF 1)1 (~£+n+z)
C’Il
On sait déja que, lorsque # croit infiniment,
a—z
F(A— +n + 2) o—z  f—z
(10) ﬂzz ~ %SR(T_T)+1=n—9(z*‘”)+1=n“m5+1.
F(fr + n+ I)

Pour étudier Vintégrale, nous ne préciserons la forme de C, que suivant les
nécessités des calculs, de fagon & obtenir des conditions aussi larges que pos-

sibles. Supposons que l'équation de ce contour soit de la forme

(11) E=h+ nf0)e?,

ou h désigne une constante réelle, différente de tout «; et f(f) une fonction réelle
et paire de l'angle 6, décroissant d'une valeur positive /(o) & f (—7—:) = 0 quand 6

. 7T
croit de o a 5 Nous admettons en outre que

(12) flargu) > |u],
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et que f(0) posséde une dérivée continue, et essentiellement négative au voisinage
de 6:3, c'est a dire qu’il existe un angle aigu 6, tel que l'on ait /" (#) < —m
dans l'angle 6, <0 < g, m étant une certaine constante positive. Il résulte de

ces hypothéses que l'on peut trouver un angle 8, infiniment voisin de ;j quand

n croit infiniment et tel que »f(f,) augmente infiniment avec #, tout en restant

infiniment petit par rapport a toute puissance de »; de sorte que la quantité

" I o
nf(0n) cos 0, tendra vers zéro avec . Par exemple, on peut définir 6, par
{4

V—-v* : 4 /T
légalité f(6,)= ~fbﬂ; cecl s'éerit encore f(6,) —f(g) = (0,, — g)f @) = L{QZZ,
ou 8, <6, < g, de sorte que, si » est assez grand pour que 6, soit supérieur a
6,, il vient m cos by < fon, et par suite nf(60,)cos 6, < fTZ

La condition (12) exprime que O, contient les @, d’indices pt+i,ptz,. . .u+1,
p étant un nombre fixe convenablement grand; en effet, si 1'on pose yr1=h+ 0, 6%,
0, tend vers arg w quand » augmente infiniment, tandis que g, est équivalent 3
v{uf, donc ¢, est inférieur & »f(0,) dés que » est suffisamment grand, soit pour
n=7p.

Observons que les contours C, se déduisent les uns des autres par homo-
thétie de centre {=h, et sont tangents en ce point & la droite R (()=»%. On

en conclut que tout point e, intérieur & l'un est intérieur & tous ceux d'indice

AN

7—34472. Acta mathematica. 64. Tmprimé le 30 aofit 1934.
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supérieur, et que . les points a,, 8'il y en a, qui sont extérieurs a tous les C,,
sont ceux dont l'indice est au plus égal & un certain entier p avec N(ap) =7 < R(ap41).
En remarquant que le développement ainsi obtenu fait intervenir un développe-
ment de zéro dfi 4 ces points spéciaux extérieurs a C,, et ne peut donc con-
verger pour R(z) < N(w,), il est tout indiqué de donner & % la plus petite valeur
possible. On choisira la borne inférieure des nombres réels A tels que F(z) soit
holomorphe dans le demi-plan R(z) > L et y satisfasse a la condition que nous
allons trouver. Si F(z) n'est pas continue au point &, dans le demi-plan R(z) =h,
on peut remplacer h par h + &, & étant infiniment petit et positif.

h et f(6) étant choisis comme il vient d’étre dit, nous partagerons® le con-
tour C, en deux arcs B (D et BA D, définis respectivement par les inégalités

—0,<60=<86, et 6,<|0]|< %, et étudierons séparément leurs contributions a
I'expression de R,[F].
19. Le long de BUD, on a
el _a=h_nfl),

u “ u
ﬂ_‘;:ﬂ_h_nf(a)em
v v v ’
posons
— Z0
0, = arg \ncfili)e—— =0 -—argu — wsgn (0 — arg u),
(13)
— 0 z0
0, = arg—Lj;()»e— =0 —arg v — swsgn (0 — arg v),

de sorte que |6,] et |6,| sont inférieurs & =. Par conséquent, lorsque % croit

infiniment, on a

(14) FE?—C+L; ( o _ngd?
S
0

a—h =nf ol o

Lye—h _nfe? i6
— i0\2  w w e
nfe ) o u

=4 nfe“’)Q v v nidl
e ki

61 8in 6,  Gysin 02)

nfcos@—nf( [l o

) (nf)—-h-—nf cos 0

cos {§# —argu)
Ivl

! Le mode de raisonnement que nous utilisons ci-dessous s’inspire de la démonstration, donnée
par N. E. Noérlund, du théoréme fondamental de Carlson-Norlund sur les séries de Newton. Cf.
N. E. Norlund, Legons sur les séries d'interpolation, p. 131—141I. -

~-v cos (6 —arg v)

i
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On voit de méme que

[

| [l e

(s r (‘i;}g+n+z) a [ ( fpze)]E;*a;h”(l_fjg) hn(l_-i%e) -

I — %

. feiB fei() ,f()ig fcie
—= O (1)t ttnsoosa g "0 osna{ (1= 10w (1= 157) — (1= 15 e (1= 455) |

ou l'on prend les déterminations
eiﬁ 4f6’1'9
arg (I -—%) arg (I -, )
En combinant (10), (14) et (13), il vient, le long de B CD,
[(“_ﬁqthrz)r(“ C+1) (ﬁ «-«§+n+1)
(17) U un _
(ﬁ_ o+ I)F(-@—Z—C+I)T(%£+1z+2)

= 0(1)n=2E flO—he—niOwio)

(16) <, < 7.

ou Y (0) est la fonction de 6, u et v

(18) ()= v (0; u,v)—=cos L 1(0) + cosb, L|u]|+6,sinh, cos, L|v|r0 sm0
Y [ |

I _fer _fe fe”’) ( fj’ff)].
O e L s B R K (R |

Supposons alors que IF'(z) satisfasse, dans le demi-plan d’holomorphie
N(2) > h, & l'inégalité

119) [ F(h+ref)| < (1 + r)ftetlervie)
k étant une constante, et &(r) désignant une fonctlon de 7 qui tend vers zéro
avec } Il s’ensuit que, le long de B C D,

(20) | FQ)| < Clnfften v,

C désignant une certaine constante positive, mais qui ne sera pas nécessairement
la méme dans les formules & venir.
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Enfin, le long de ce méme are, | —h + z| et | — k| sont équivalents, et

48| S OF o
Eh ]/ 6)7 |<(1 f(a))ldel 0<6<0,.

Par conséquent la contribution R} [F] de l'arc B 0 D dans l'expression (g)
de R,[F] est telle que l'on ait

4 6)
21 R < Onk+£ n}— L -h+¢” (n) ___f( )da,
O N FAV oY f £ L
ou & (n) désigne la borne supérieure de &(nf(f)) pour 0 <60 <60n, qui tend vers
0 avec ; La fonction f(6)*"+¢® &tant monotone, la deuxiéme formule de la
moyenne donne, dans l'intervalle (o, 6,)

N

[ FOsean < g, iopee 5 gy

0

d’autre part, dans l'intervalle (6,,6,), on peut écrire, grice i la définition de 6,,

On

ff(g)k—hﬂ'(n) d0 < — wIz ff(g)k—ths’ o 7 (6) d6 —=
28
f‘(()n)k—h-kl-%-s' () '—.f(07,)k_h+l+£'(")

P G, A S — 5

m

tout au moins pourvu que £ — h + 1 différe de zéro; si £k —h + 1=0, on a

On

6’) SO ™ 1 [(6)
] k—h-+ & ( d0 P do < L%,
J 7o f O o =" e
(2
En tout cas, on peut écrire
0’"4
ff(g)k—-hﬂ' ) g J C+ Cf@yrr1+em g k—h+ 1540,
lc+ C'| Lf6:)] si k—h+1=0,

0
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C et (' désignant deux constantes positives. Enfin, on a évidemment

_[C+ CfOF= s k—h#o,

Hn
_ Hk—hfl+5’(n) 4 () d .
| ff() Y lC—l—ClLf @) sik—h=o.
[4]

En résumé, si on se rappelle que 7/ (6,) est infiniment petit par rapport a

toute puissance de 7z, on obtient pour Rj{F] une limitation de la forme

(22) |R,n [F] I < () pkt+e (n}—%(2) - o nh+s"—§ﬁ(z)’

ol &’ est un nombre positif infiniment petit avec ;Iz Par conséquent, R, [F]

tend vers zéro quand » augmente infiniment, dans le demi-plan
(23) , o NE)>h et k.

Il tend méme uniformément vers zéro dans toute région finie, complétement

intérieure & ce demi-plan et située a distance non nulle de tous les g.

20. Pour évaluer la contribution R7 [F] de 'arc D A B, nous poserons, le

long de cet arc,

nf(0) e’ =&+ in.
On sait que &, = n f(0h) cos 0, est infiniment petit avec :;, et l'on a

E=nf0)cosd <&,

Il =m0 ) s o~ ns0) < w0,

Pour déterminer une valeur majorante de

1(5‘»:é+1) I(“—Z"éntl— )

r (g,;_g + 1) (ﬂ‘—"‘v —z o _—lv)

observons que le second membre est borné avec 5, puisque { reste a distance

non nulle de tout a;, et que, lorsque | 7| est infiniment grand,
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Jiarg “7 -‘—1 i
¢ u 2¢u

g f;—f]ﬁ: BE
' n —i f —iq
ks 0 ) g (e o=

ot 73J(z) désigne la partie imaginaire de z et ou l'on choisit les déterminations
—in —7
u v

bl

arg et arg qui sont comprises entre — 7z et + 7. Iln'y a évidemment

rien & changer dans les évaluations représentées par (10) et (15), puisque » est
infiniment grand par rapport a 7; et celles-ci I'emportent par cela méme sur la
valeur majorante du premier membre de (24). On peut donc écrire

F(a——i-{—n—k 2)1’(g——;~-—§+1)1“(-ﬂ7_—g+n+ I)
F(‘g—_—c—l—n—l— I)F(ﬂv C% I)T("—-G-’VZ—I—Z)

_ )nh+’+” =R (z) g—nf{6) vy (0)’

N . epe . . . 1 N
ot ¢ désigne une constante positive infiniment petite avec - eb ol

Y, () = —1“0“ {( re 6) 100'( —f—;f) — (1 —f%m) log (1 —-ff?)}

D'autre part, il résulte de (19) que, le long de D A B, on peut écrire

(26) [FO|< i+ [n]) L“ () gn S OV (8) < (e gn I OV v (6],

III

I
tendant vers zéro avee ; done, grice 4 la valeur bornée® de

7T

| RY[F]| < Cptteia) gur (6l ploi—wi o1l (2 — 0)

ot &, =&+ &  + & tend vers zéro avec ;I; Or nf(0) W) — vy, (0)] est la somme

1 On a en effet

d = -
'/Td%| =V 2 L% et f'(0) est bornée au voisinage de g en vertu de sa

continuité, D’autre part l est borné sur l'arc BAD,

1
lt—2
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de nf(60)cosO Lf(0) et d'une forme linéaire en § et 5, i coefficients bornés; ce
premier terme n'est pas positif, done

e"f(e) [T,U (8)~y (61 < O gC’ 71 < n527

& 6tant infiniment petit avec i 11 vient ainsi, en se rappelant que n(z — 0,1)

e

\ . . V
est infiniment petit par rapport i toute puissance de %, puisque % cos 8, < \WI;@

y

| R7 [F]| < CntHata—RE, (7I — Hn) < O'phtea—RE),
2 .

. . I . . N —
qui tend vers zéro avec - pourvu que R(z) soit supérieur a h. Nous avons ainsi
n

démontré le

Théoréme 1. Unre jfonction analytique F(z), holomorphe dans le demi-plan
R(e) = h, qui satisfait dans ce demi-plan & U'inégalité

| F(h + re®)| < O(1 + r)ftetdgry(® |0|£7-;,

. . o . I
ot k est une constante et &(r) une fonction de r infiniment petite avec >, admet un
. /s

développement de genre (N) dont Uabscisse de convergence ne surpasse pas le plus
grand des deux nombres h, k. Il sagit ice d'un développement particulier, dont les
paramétres sont tels que

=1 et Nu) >o.
21. Faisons abstraction du changement de variable que nous avons effectué
sur la variable z. Remarquons en méme temps que dans les raisonnements que

nous venons de faire on aurait pu remplacer A par un nombre complexe I, la
conclusion A= h devenant alors 4= R (/). Dans ces conditions, I'expression

& =1-+re
de la nouvelle variable z* devient, pour 'ancienne variable,

I +ret
_’__.___«
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. . 11 u
et les périodes «', o' relatives & 2 ont les valeurs u(; — ;) =1—— et
: v

v (;—%) = % — 1. La fonction caractéristique ¥ (#), dans l'expression (18) de

laquelle # et v désignent maintenant « et ¢’, s’exprime donc, en fonction de u
w v . l .
et v, par Yw(|0; 1 —o ) Par conséquent, en posant h = w + PR h dé-
IR
u v
signant maintenant un certain nombre complexe, on peut donner au théoréme 1 la

forme générale
Théoréme II. S¢ une fonction analytique F(2), holomorphe dans le demi-plan
0(2) = o(h) y satisfait & Uinégalité

1'8“}

(27) I [h+ P N C(1 + g)ete ew(g;l~%’ %“1) ES >

U v

o W(0; u,v) est défini par (18), et o k désigne une constante et &(r) une fonction
de r wnfiniment pelite avec ’IT, elle admet un développement de genre (N), de bases

[@ + nul, [+ nv], dont la limite de convergence A west pas supériewre aw plus
grand des deux mombres o(h), o(w) + k.

Remarquons qgne le denﬁ—pl;m d’holomorphie et l'inégalité (27) ne font
intervenir que les deux périodes u et v. Celles-ci étant fixées, on peut toujours
choisir « et @ arbitrairement. Mais il y a intérét a les choisir de fagon que

o(w) + & soit au plus égal & ¢(h), c’est & dire de fagon que

« B
PR I - —
Eﬁ(u b) < o(h)— k.

Dans ces conditions, oh a A << ¢(h), et le demi-plan de convergence est le
plus grand possible si F'(¢) admet une singularité essentielle ou critique sur

0(2) =o(h), puisqu'on a alors nécessairement L= (h).

22. La fonction caractéristique v (6; w,v) dépend du choix de f(6), et il
est intéressant de rechercher les fonctions f(f) qui, tout en satisfaisant aux hy-
pothéses faites au paragraphe 18, rendent ¥ (f) aussi grand que possible. Obser-
vons immédiatement que, si f(f) satisfait aux conditions imposées, il en est de
méme pour son produit par une constante positive quelconque o. f (f) étant fixé,
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faisons varier le facteur o. 1 (f) devient une fonction de g, toutes choses égales
d’ailleurs. Son expression (18), ol f(f) est remplacé par of(f), fait tout de suite
apparaitre que 1 (f) tend vers — o quand ¢ tend vers zéro, 6 conservant une

valeur fixe distincte de * 5 Par contre, lorsque ¢ croit infiniment, il vient

o= (=10 L) o 22
) S
=—eos0Laf + R (Bpay+60) = [ (£ 1y o))+ e

N ) Lz s g . I - .
ol ¢, & désignent des quantités infiniment petites avec ot et ol 'on tient compte
de la premiére condition (7); mais alors, on voit que ¥ (f) = ¢ et tend vers zéro
I
avec —-
g

Ces remarques étant faites, formons la dérivée

A e 1) 1) e )

Y e PR Y |

v

o fel?

Elle ne s’annule que lorsque

v

i6 ’ 0
(28) ‘I_EJ%IZII_E&.

Or on a

8 —— 34472, Acta mathematica. 64. Imprimé le 30 aolt 1934.
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i6 |2 of 2 2
Il_ﬁ —“Il—gei(g—“gu)‘ =1 ___,,q-l‘ oS (0~arg M)+ o
u J«] fu]

I 2af[§h‘ (u) cos 0 —J (u) sin 0] + [uF’

p 11 P
et, par conséquent, compte tenu de W (28) se réduit & la forme remar-

2 2

quablement simple

(29) B of [2 cos@——af(li]g——h;?)] = 0.

Cette équation en ¢ n'admet une racine positive indépendante de 6 que si

S0 =cos 8 et I;IF > I-;Tz En vertu de (7), cette derniére condition s'écrit

(30) R (5) > ;

u

i 11, N . I 1 N
En résumé, ol étant égal & 1, si N (&) = 5 on est conduit & adopter pour

¢ une valeur aussi grande que possible, tandis que si N (i)> ; » la fonction f(6)

la plus avantageuse est

(31) S0) =

En nous plagant dans ce dernier cas, proposons-nous d'expliciter la fonction
- . . .. 1 I
¥ (0) correspondante. Nous utiliserons la représentation cartésienne de -~ et -
u v

1 s+1+et 1 s—1+70t

(32) I > v > ;
/] .
(30) suppose que s est positif et 'on a f(6) = & czs - Compte tenu de 'équation
(28), out ¢==1, on peut poser
fe? .

T—= w =g |¢1|<7K’

(33) Y
7
I~f2 —ed™h lg:| < 7,
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ol un caleul simple montre que la valeur commune ¢ de (28) est

(34) 9=§Vcos20+(t cos O + ssin 0)°.

On voit ensuite aisément que

(35) ¥ (9)=}5R{(1 —ff:g) (Lo +ig)— (I —ffjg) (Le +i¢2)}

P

=—cos0Lg -+ lq) Ism @ — arg u) — [s] sin (§ — arg v),

et, par conséquent, en posant
(36) : L bi=0,—¢,, 0,=0,—gq,,
et, en désignant par ¢ (0) la fonction ¥ (#) qui correspond & (31),

2 cos

6) =cos 0 L ——— — L e
(37) 9 (6) : Veos® 6 + (tcos0+ss1n 0)?

__ L{u]cos (0 — arg u) + 6} sin (6 — argu)
|

lelcos (6 — arg v) + 65 sin (6 — arg v)
o]

59

On sait que @(6) est essentiellement positif pour ——g< 0 < %’ comme l'a

montré la variation de la fonction générale (0) en fonction de o.

Il est inté-

ressant de vérifier qu’'il en est de méme aux extrémités de lintervalle en

question. Par exemple, pour 6 = 7-;, il vient §, =— g ~—arg u, @, =o0, 0,=

—arg v — 7 8gn (:"argv), @s =0, donc 0 =6, :——~+ arg ~, 60y=80,=

I
+ arg%} — 7z 8gN (g + arg 5) et enfin

(38) qv(ﬁ) =z

nm Nl§
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Quand t croit infiniment, on observe que @) et 6, tendent vers zéro, et qu'il
en est de méme pour @ (7—;) Or on voit tout de suite que

A s+ 1 00y - s—1

_ — 7

ot (s+12+8 a9t (s—1)p+ P

ol

at

et, par conséquent, que

—

s — 1) + ¢
s+ 1P+ ¢

L

S

est essentiellement négatif. Donc ¢ (g) est essentiellement positif. En outre,
lorsque ¢ tend vers — oo, 6; tend vers — =, 6, tend vers = sgn (1 —s) et, par

conséquent, q)(f—;) tend vers le plus petit des deux nombres =, sw. En ré-

sumé ¢ (g) déeroit du plus petit des 2 nombres =z, s vers zéro quand ¢ croit

de —o 4 + oo, et I'on voit méme qu’il est égal, pour £ =0, a4 la moitié de sa
limite supérieure’,

En posant ¢ (0) = ¢ (0; s, t), afin de mettre en évidence les deux paramétres
dont dépend cette fonetion, observons que, si U'on change simplement les signes
de 0 et de t, les arguments de u et v sont simplement changés de signe, ainsi

que 0., 0,, ¢, ;. Par conséquent

(39) @ 0;s t)=gp(—0;s, —1.

En particulier, on en conclut que ¢ (—— 7;, s, t) =g (g, 8, — t) croit de zéro jus-
qu'au plus petit des deux nombres =, sz lorsque t croit de — o & + oo. Ces deux
sens contraires de variation de 99(7—:; s, t) et de ¢ (— 7—;; 8, t) excluent la possi-

bilité de choisir s et ¢ de facon que la fonction correspondante ¢ (0; s, ) soit

plus avantageuse que toutes les autres pour toutes les valeurs de 6 de l'intervalle

! L’intervention de la valeur critique s =1 a une signification profonde; cette valeur sépare
en effet les cas oit le plan de convergence contient une infinité de points 2 de ceux ou il n’en con-
tient qu'un nombre fini. Le cas limite, ot v est infini, correspond aux séries de Newton,
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o . e .
(— 5’ ;) D'une maniére plus précise, il est intéressant de remarquer que

7 7T 7 7
q)(;,s,t)—k (p(——z,s,t)—go(;,s,t) +q>(;,s,—t)—
S I[Gi(g;s,t)—k(?i(f;s,-t)] +31= 2 [0;(Zf;s,t‘) +0§<7j;s,——t)],
2 2 2 2 2 2

avec

0'1(—75; s, t) + 0 (E; s, — t) =— 7 + argﬁ—liz—t + argb;—“——z—t:—— 7,
2 2 2 2

v , g— 1 +4¢ s — 1 —11
0, (m; s, t) +02(7j; s,—t)-——n—k arg!zf -I—argé St L
2 2 2 2

7T 7€ 7T s=1,
(40) gp(;,s,t)-l—q)(——-;,s,t)-{sﬂ 0<s=1.
23. Une étude plus approfondie de la fonction caractéristique ¢ (0;s,?)
semble trés compliquée dans toute sa généralité; aussi nous bornerons-nous,

dans ce paragraphe, a la discussion du cas ol les deux périodes u et v sont

. » I s+ 1 1 §—1 .
réelles. Supposons donec {==0, s >0, -~ = PO Il vient alors
u v
0 s<1
0, =0—nsgnl, 0,= ’
1 55T 2 0 — 7 sgn 0 s> 1,
‘ s+ 1 . . §— 1 .
eefth =1 — cos 0eif, gePr=1———— cos 0¢”,
s
done
. cos@ , cos 0
ocos by = ) ocosth=-——"— ggnw,
(a1) s ’

o sin
’ - 3 ’ »
6, =—sind, ¢sin = —sin @ sgn v.
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En se rappelant que |@,] et |@,| sont inférieurs & =, on en conclut que l'on a

. 7T .
toujours |61] < >’ c'est A dire

(42) 0y =— Arc tg (s tg ),
tandis que

— & s< 1,
(43) 63 :{ ,

— bt —msgnl s>1.

L’expression (37) de ¢ (0) se réduit alors

(44) @(0;s,0)=cosbL

2cos 0 s+1_s+1 s—1  Je—1
(-5
2 2 2

Veos? + s2sin @

— (‘“ Tlg =1 0;) sin 0,
2 2
et prend alors, suivant le cas, 'une ou l'autre des deux formes
(45) 95,0 =cos 8L 00

Veos?0 + s®sin? 6

+ geos 8 + ssinf Arc tg (s tg 0) 0<s<1,

cos 0
6 0;s,0)=cos 0L - - -
40 ol ) Vecos® 0 + s2sin?0

+qcost9+ssinHArctg(stgﬁ)—i—;In‘lsinOI s> 1

s+ 1) Ls+1)—(s—1)L]s— 1]}

(VR

Ces deux fonctions sont paires, et il suffit de les étudier dans lintervalle
o= < 7—; Commencons par l'examen de (43).

1°. La dérivée de cette fonction est

de8;s,0) . cos 0 .
et = e gin0 L ———————————— — ¢ sin 0 + scos 0 Arc tg (s tg 6),
a8 V'cos? @ + s? sin® 6 g glotg)
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et par conséquent du signe de
(47) e=tgOLVtg?0 + 1+ s Arctg (stgd) —qtg

dans lintervalle considéré. Formons encore

do  _ 21,2 - 2 W
dth—LVS tg?f + 1 + s F10%0 + 1 a,

d’c _ S(s*tg°0 + 3 — 25°)tg b
dtg 6 (s*tg® 0 + 1)?

Cette derniére dérivée est essentiellement positive puisque s* est inférieur

4 1, donc croit de Q(s)=s*—¢(s) A + o quand € croit de 0 & %E> et.-nous

do
dtg 6
sommes conduits a étudier le signe de

Q@:wh—g@+0L@+I%%w~ﬂLh~lu

On a :
QQZZS_ELiiJ+
ds 2 |ls—1
Q_zs—~1
d s? s—1

ce qui permet de former le tableau des variations suivant:

I
$ 0 — s 1 8. +
V2 a -
ae - Y — ]
(48) Ts O/Vz——L(Vz-{—I)\ o N — 0 S 0 N+
Q)| o 2QE)N 1—L2>0N Q(s) /N +

Q(s) étant essentiellement positif, dans V'intervalle qui nous intéresse, o croit de

~

A N ST P ,
0 & + o, et, par conséquent, @ (0;s,0) croit de ¢g(s) a o, 58 dérivée étant nulle

. . 7T . P . .
pour € =0 et infinie pour 6 = Sans reproduire les calculs élémentaires, mais

fastidieux, par lesquels on peut montrer 'absence d'inflexion, on peut représenter
les variations de la fonction {45) par une courbe ayant l'allure de la figure 2.
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Observons encore que le minimum ¢ (s) croit de o & L2 quand s croit de

oal.

2°. s étant supérieur & 1 et O positif, la dérivée de (45) s'éerit

de(0;s,0) . cos 0
L = sin 6 L e
de Vecos® 8 + s*sin®é

—gsinf + ScosﬁArctg(stgf))—Lgiﬁcos g,

et est du signe de o — §71 7, o ayant la méme signification qu'en (47). Mais
d*e . s ‘s R 3
——— n'est plus essentiellement positif lorsque s est supérieur a 3.
d(tg 0) 2
\ |
{ !
[ I
{ I
. 7 .
| 1
LS 0 i 6
2 (0<s<t) 2
Fig. 2.
Lorsque l'on a 1 < s<]/é _do_ croit encore, comme précédemment
qu a = 2’ g b) ) précédemment,
de Q(s) & + o quand 8 croit de 0 & 7—;7 mais il faut un calcul supplémentaire pour
vérifier que @Q(s) est positif. Il serait fastidieux de reproduire ce calcul élémen-
. . d . ‘-
taire. Signalons seulement que la racine s, de Eg mise en évidence sur le ta-
: 64 63 g . og . 1
bleau (48) est comprise entre — et —>, cette dérivée restant inférieure a —
62 61 100
dans cet intervalle; @ (2—?—) étant supérieur & 0,25, Q(s,) est positif.
e
Pour s> l/\;2 "d—(‘(:;—@ passe par un minimum, pour tg 0= ﬁé“”g, égal a
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) =LVa2ss—2—qfs) +

N i

Or, pour s > 1,

dr s ILS+I
ds §'—1 2 s5—1

admet une dérivée essentiellement négative, et tend vers zéro quand s croit infini-

ment; jl—: est donc positif et 7 croissant. L’observation que z(1)= g- L2 est

évidemment positif montre enfin que

do s - s
‘ : dtg 0 est positif, aussi bien dans U'intervalle
de variation s > ]/ g que dans le précédent.

En résumé, les variations de la fonction (46) résultent du tableau ci-dessous:

7T

(/] (@] 00 ;
s—1 §—I

— Al -T—a o  J +ow

% —~S%£7r——- o] + +o

7T

@ (6) q Npl)>o ~

et peuvent étre représentées par ume courbe ayant l'allure’ de la figure 3.

N

(5>1)

Fig. 3.

1 Pour ces courbes, je ne suis pas stir qu'il n’existe point d’inflexion; mais il est vrai que
ce fait n’offre que peu d'intérét.

9—34472. Acta maihematica. 64. Imprimé le 31 aoltt 1934.
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Remarquons que les deux familles de courbes obtenues dans- cette discus-
sion se raccordent 3 la méme courbe limite, relative a s ==1; celle-ci a d'ailleurs
I'allure des courbes de la premiére famille.

La déformation de la courbe représentative en fonction de s se déduit aisé-
ment des valeurs de

‘ o §<<1
; N/
qui(gig)- SRLAS A : l + sin 6 Are tg (s tg 6) —
g 2 s —sinf s>1,
2
*pl0;s,0) — cos 0 )
ds® (s — 1)(cos? @ + s*sin? 6)’

|
|
l
1
1
|
|
1
0 ) Fi3 9
2

L g

( S=+o0o )
Fig. 4.
z 0¢ A hy A N\ : z A
par conséquent Bs croit de o a + o quand s croit de o a 1, puis déeroit de

+® 4 0 quand s croit de 1 & + % (on suppose toujours o < 0 < 1:)’ et @(0; s, 0)

est ainsi une fonction essentiellement croissante de s. En résumé, la courbe re-
présentative de ¢ (6) se déforme par dilatation constante des ordonnées quand s

croit de 0 & + . Quand s tend vers l'infini, elle tend vers la courbe limite
T,
@=-cosOL|cotO] + ;|s1n0|

dont l'allure est représenfée sur la figure 4.
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24. Il est intéressant de raccorder ces résultats généraux au théoréme de
Norlund? rvelatif aux fonctions développables en séries de Newton. Celles-ci,
correspondant 4 la valeur limite v = oo, s’obtiennent en faisant tendre s vers 1,
¢t étant toujours nul. « est également nul. La fonction caractéristique est alors
justement '

@(0; 1,0)=cos@L(2cos8) + fsind.

Par contre, il faut observer que le théoréme I ne s’applique plus tel quel, puis-

que les calculs de la démonstration supposaient :;75 o. Effectivement, le dé-

nominateur au premier membre de (14) devient maintenant I'(1) =1, alors qu'il

avait été remplacé par une quantité devenant ici de L'ordre de Vnf(6). Comme

on le voit aisement, c'est la seule modification nécessaire, de sorte qu’il suffit de

multiplier le second membre de (17) par Vn f(0), ce qui revient i remplacer %
par k +§ au second membre de (21). C’est justement avec cette modification
que le théoreme général I devient, pour les séries de Newton, 1'énoncé du thé-
oréme de Carlson—Norlund.

25.  Supposons maintenant que 'on ait o <R (:;) = é L'équation (29)

n’ayant pas de racine, nous avons vu au paragraphe 22 que la fonection v (6; «, v)
relative & o f(0) est alors une fonction essentiellement croissante de la variable
positive ¢, et tend vers zéro par valeurs négatives quand ¢ croit indéfiniment;
elle tend méme uniformément vers cette limite dans tout intervalle intérieur a

Vintervalle -- Wy < T
2 2

D’autre part, les hypothéses générales faites sur la fonction f(f) entrainent

u ”)_00801L|u| +6,sinf,  cos b, L|v|+ 0,sin 6,

+
”’(* ] [v]

N J.Pl

Cette valeur est indépendante de f(0), de sorte que les courbes représentant les
fonctions caractéristiques relatives aux différentes fonctions o f(f) ont les mémes
extrémités; mais alors que l'étude faite au paragraphe 22 montrait que, lorsque

s est positif, ces cotes sont également positives, elles sont négatives avec s; c'est

! Ct »Legons sur les séries d'interpolation», p. 131.
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T
6(P(2’8’t) IL( — 1)% + ¢

s . A . N
ainsi que = - Y 5 est maintenant supérieur ou égal a zéro
d ot 4 s+ 1)+ P g ’

tandis que l'on a toujours lim 1y (g, 8, t) = 0.

t=—o0

Les développements de genre (N) pour lesquels R (i) S; ne pourraient done
8tre envisagés, avec les résultats obtenus jusqu'ici, que pour des fonctions F'(z)
holomorphes dans un certain demi-plan, et satisfaisant dans ce demi-plan & une
inégalité de la forme | F(z)| < Ce XI%l, la constante K étant positive. Or il est
aisé de démontrer directement, et nous allons d'ailleurs le retrouver comme une
conséquence du théoréme 1I, qu'une telle fonction est nécessairement identiquement
nulle, ce qui montre l'insuffisance de notre mode opératoire pour les séries telles |
que |u] soit supérieur ou égal a |v].

L’hypothese m(i) > o faite au paragraphe 18 sur les séries de genre (N)

I 1 . . . .
pour lesquelles w0l était en effet nécessaire pour que les coefficients a, du

développement de F'(z) dépendissent d'une infinité de valeurs de cette fonction.

.. N 1 T N
Le cas limite ot % (—) =0, c¢'est & dire ol s = — I, t = O correspond, pour w =0,
u

ay
(z+ 1)+ 2)(z2+n)
alors les expressions (8) ch. T des coefficients a, deviennent nulles, et (7) se ré-

c'est 4 dire pour 8 =0, aux séries de facultés Z Mais

duit a la formule évidente

2mi | L—z(e+ 1)z +2)(2+mn) ~

Cependant l'évaluation faite aux paragraphes 19 et 20 conserve sa valeur, si ce

n'est que le numérateur au premier membre de (14) se réduit a I'(1)= 1, alors
que la quantité qu'on lui avait substituée était de l'ordre de Vaf®). Tl suffit

done de diviser l'évaluation faite dans le cas général par V;__f@, ce qui revient
a remplacer l'exposant % par k — 2 L’étude de 1 (6) subsiste dans son intégralité,

A ) T < . . .
ses valeurs extrémes devenant égales & — e Le théoréme I exprime donc ici
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que F(z) est identiquement nulle si elle vérifie la condition | F'(¢)| < Ce=F 17l on
K>Z.

2

Enfin si K est une constante positive quelconque, le théoréme II conduit 4 la

1
v

1
méme conclusion, puisque (27) ch. V est vérifiée dés que | F'(h + 2)| < Celﬁ_ I~|w(0)’

Il . . .
5|5 ce qui est toujours possible

et par conséquent dés que K surpasse

soit assez petit.

pourvu que

26. Les raisonnements que nous avons faits dans ce chapitre sur les dé-
veloppements de genre (N) et les conclusions qu'ils nous ont permis de tirer ne
nécessitent point que les deux bases [a], [8] soient des progressions arithmétiques.
Supposons, en effet, qu'elles n’'aient tontes deux cette qualité qu’a partir d'un
certain rang p. En mettant l'expression (9) du reste sous la forme '

(z — «m(z——a2>~-~<z~ap>(gugg“I)(ﬁﬂ‘z)"'(gﬂ“”“‘) _
(e —Blle—8) (e — ) (z—ﬂp_l)(g—;hﬂp_z)...(tﬂ_n)

»Rp+n [F} =

v

1 (FQE-B8)E-8) (=8 (g‘_v&_’) (C:v&”) a (C:%;ﬁ"")

2mi ) L—2(—a)({—a)) - (C—ayp) (C‘ “p__l) (C—;ﬁ’-—z) (%ﬂ’ﬁn_ 1)

Cpin

ag,

la quantité sous le signe d'intégration différe de celle de (g) par la substitution

(C— ﬂl) (g”‘ﬁ‘z)‘ - (C_ﬁp) ;'
C—ey)(f—ay) '(C_ap)

celui-ci reste borné quand » croit infiniment du moment qu'aucun des oy, a,,...ap

de ap et B, & «, 8, et par la multiplication par le rapport

ne se trouve sur g¢(z) = ¢(h). Le théoréme IT subsiste donc puisqu’on peut tou-
jours modifier infiniment peu cette frontiére pour qu’elle ne contienne aucun des
lxi(’t'—:I,Z,...). A

Grice a4 cette remarque, on peut raisonner sur une fonction F'(z) méro-
morphe dans le demi-plan fermé ¢(z — h) > 0, pourvu que ses pdles, en nombre
nécessairement fini, appartiennent a la base [§], autant de fois que l'exigent les
ordres de multiplicité, 1a progression arithmétique commengant aprés un certain rang.
Les théorémes I et II s’appliquent donc aux fonctions méromorphes qui satisfont -

aux inégalités hors des voisinages de leurs poles.
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Enfin, par analogie avec la remarque faite au paragraphe 25, le facteur

peut toujours &tre choisi assez grand pour que
"

I
L Nwe
" Ulw( ) surpasse une

constante positive arbitraire K, lorsque & (U\zu) > ;

Nous avons donc démontré que foute fonction analytique F'(z), méromorphe
dans wn demi-plan fermé, et y vérifiant, hors des voisinages de ses poles, une iné-

galeté de la forme
| Fle)] < CeX1:l O, K > o,

“admet un développement de genre (N), pourvu que la base [B] contienne les poles situés

. v t | 1],
dans ce demi-plan, et que R (*A) surpasse —, |~ — —| étant en outre assez gramd
v—u 27 ju v

I I’(,U.g'l u v
u v ! v wu

pour que K me surpasse pas

Chapitre VI.
Fonctions développables en série

(z—a—u)lz—a—2u) (2 — a— nu)
Za"(z—ﬁ+ wle— B8+ 2u)(z— 8 + nu)

27. Le mode opératoire que nous venons d'utiliser dans ces derniers para-
graphes ne s'est montré adapté au probléme que nous voulions résoudre que
v

1 L
> ~. Pour la catégorie
v—ul 2

lorsqu'il s’agissait de séries (N) pour lesquelles i (

\ v I Lis DI . .
de celles ou N (U-——) =, nous étions arrivés a la conclugion que la fonction
—u

caractéristique 1 (f) déterminée par le contour d'intégration {=h + onf(6)¢?
était d'auntant moins désavantageuse que la constante positive o était plus grande.
Il est naturel de supposer que c’est l'insuffisance de I'ordre d'infinitude des di-
mensions de ce contour (), qui est la source, pour cette catégorie de séries, de
la carence du procédé. C'est cette idée que nous allons utiliser dans ce chapitre,
mais en nous bornant au cas limite particuliei' ol v=—wu. Des difficultés de
calcul se présentent en effet dans le cas général, méme lorsque |v|=|u|, et qui

by

ne semblent guére aisées & résoudre.
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Le cas auquel nous nous bornons, et qui forme le titre de ce chapitre, se

raméne tout de suite au développement d’écriture plus simple!

o (rme—1)e—a—2)(e—a—n)
(1) ﬁ(z)_goa"(z-}—a—i—I)(z+a+2)~~(z+oz—l—n)’

+8

grice au changement de variable (z EL_Z_. + uz). L’expression (9) ch. V du reste
R, [F] devient ici

( R [F]_F(a+z+I)F(a—z+n+2)_L FQTr(e—t+1)Ta+i+n+1)
2) " e—z+ ) I(ete+tnti)zai | [—eT(e+l+1) Te—C+n+2)
Cn

dC)

et nous choisissons pour C, un contour A BC D A ayant la forme du contour
de la figure 1, mais ou l'arc B CD est, d'une maniére précise, l'arc de cercle
d’équation® ,

L=Dh+ y cos e? 6] < 6,,

et ot l'arc BAD est remplacé par I'ensemble des deux cordes D A4, B 4, d’équa-
tions
{="h+ retita 0 =<y =<y cosb,;

x désigne une fonction de » infiniment grande par rapport a » et €, un angle
aigu infiniment voisin de 7—:, mais tel que y cos 6, soit infiniment grand par rap-

port & » La suite des calculs nous permettra de préciser la définition de ces
éléments.
Tout d’abord, le long de l'arc de cercle B €D, || étant infiniment grand
par rapport a », on a '
e—C+1)Tla+L+n+1)

< Ile+i+1)le—L+n+2) = O(1)(y cos )~1ev,

ou w désigne la quantité

! La lettre o n'a pas le méme sens dans le titre du chapitre et dans le développement (I);

a—p
P

en fonction de o et B elle représente la quantité

? On suppose toujours que ¥'(z) est holomorphe dans le demi-plan R (z) > /.
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o _ _met’
) + (g cosbe n) log ( 4 cos 0)}

—16

. ne
— i -
w——iﬁ{(x cos e +n)log(1+ con B

En développant les logarithmesv suivant les puissances entidres croissantes de

I'infiniment petlt ———— . on obtient le développement limité

07

(4)

2 1 n*cos(zv—1)0 n?p+?
2 2v—1) (ycosf)*—! (x cos O)pr+1

ou J reste borné quand % croit infiniment. Tl résulte de 14 que si I'on a choisi
pour y et 0, des quantités telles que

— g2tot -
(s) y = nrteto, cos 0"_%1+u’

ol ¢, 6 sont 2 nombres positifs, l'exposant w de e au second membre de (3) est
infiniment petit puisque les termes de la somme au second membre de (4) le sont
pour |6] < 6,, et que le dernier terme l'est évidemment pourvu que 2p + 1 sur-

I
asse —.
P ¢

Dans ces conditions, et sachant que l'on a toujours

(6)

et que, le long de BCD,

‘ it
(7) —

=0(1) Ci—% = 0(1)-—>

la contribution de I'arc B CD a l'expression du reste a une valeur absolue

cos2 6

| B, [F)] < o3t f|

Il résulte de 1a que si la fonction F(z) satisfait, dans le demi-plan R(z) > h, &

une inégalité de la forme

(8) | F(h + ref®)] < (1 + o)ttet,
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ol k est une constante et ¢(r) une quantité infiniment petite avec ;, il vient
On
| BL [ F)| < Oni—26) ghtde! (")fcos’“”“*-'(")ﬁdﬂ,
0
&' (n) étant infiniment petit avec :;
La décomposition de l'intervalle d’intégration en les 2 intervalles (o, 6,) et

0y, On) o 6, est un angle fixe donne, comme au paragraphe 19,

071

f cost—2+¢' g 40 < O + ( cost—1+e Mg,

0

ol l'on convient de remplacer cos® ™8, par | L cos 0,| lorsque #==1. En rem-

placant x et y cos @, par leurs valeurs, on a enfin

(9) |R;z [F“ < On(1+9+6) (k—1)+k—2R (z)+&"" (n) + 0’ng(k—1)+k—'—2§R(z)+e’”(n)’

0N

. . I
ot & (n), & (n) sont infiniment petits avec o

28. Pour évaluer l'intégrale du reste relative aux cordes DA et AB, nous
partagerons lintervalle de variation de r en deux .parties, par la valeur r =u.
Le long des segments de ces cordes oil n <y < y cos 8, = n'*e, 1'égalité (3) est
encore valable en y remplagant & par @, et y cos 6 par 7. L’exposaﬁt w s'éerit

—i0,

—i6,
T (r) = %{(7'6% + n) log (I + ﬂr ) + (ref%n — n) log (I - ner )},

et ses dérivées par rapport a r sont

dw _ 06 n® €20
dr 5}%{6 n log (I e _)},

Pw  2n® g0
dr? r n? €20
. - 1"2 -

2

Cette derniére quantité, du signe de (I —%) cos 0,, est positive, et %%) croit en

10—34472. Acta mathematica. 64, Imprimé le 31 aott 1934.
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g'annulant pour r=o; cette dérivée est donc négative et w décroit de w(n) &
zéro quand 7 croit de » a l'infini. D’autre part, en posant Bn:g— e, ou ¢ est

équivalent a on voit que

I
plto’

w(n)

! y p—1E s ptlE) — g o—lE o .'ie
2n—;§ﬁ{(1~+ze ) log (1 —<e*s) — (1 —ze77%¢) log (1 + 72¢'%)}

est la partie, impaire par rapport & e, de la partie réelle de (1 +7¢77%) log (1 —<é’s).
En désignant toujours par J une quantité bornée quand » croit infiniment, on

peut écrire
1 +céee=1+17+ &+ de?,

log (1 — i¢¥) =L V32 —’f + ‘—;il.s + 8¢,
et, par conséquent,
wm)=2n(eLV 2+ 8% =0(1)n7=0(1).
6) subsistant, tandis que (7) et (8) deviennent respectivement
q 7
dg
E—=z

| F(h + retfn)| < Cykte

ag | dr
g0

=0 (1)

la portion R [F] de l'intervalle » < < n!*¢ a une valeur absolue

nlte
IR;: [F]l < Onl—2%(z)f7.k—2+s(n)d7~,

n
et, par suite, avec les mémes notations qu'en (9),
(IO) IRZ [F“ < Cng(k—1)+k—2§n(z)+a”(n) + O’Wk—2§R(z)+a'”(n).

29. Il ne nous reste plus qu'a étudier l'intégrale le long des 2 segments
de cordes L =h + reti’n ou r croit de 0 & n. En supposant que ¢ + h n’est pas
un nombre entier négatif, ce qui est toujours possible en augmentant £ d'un
rfe—¢+ 1)

° T yd A t "
Fle+C+1) est borné en méme temps que 7, et

infiniment petit, observons que

e
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que, lorsque 7 est infiniment grand, on a

I
e+ ¢

% ; | 0 (I) y—2h—27 cos Oy, e2r [cos Op — (%"'Bn) sin 9n];

compte tenu de ce que 7 cos 8, et r (% — Gn) sont au plus de l'ordre de - puis-

que » ne surpasse pas 7, on peut écrire, dans tout l'intervalle de variation de
-7 considéré,

Ile—C+1) A2
WT), < C(I + 7) h,

pourvu que C soit une constante convenable, mais indépendante de ». D’autre
part, on a

_0 (I) p2h=1+2rcos 6, g27 cos By +w(r)
I'le—C+n+2)

IT(O;-I-C-I—nJrI)

=0 (1) n2h—1 vl

ol w (r) désigne maintenant 1’expression

, reon . reion
w(r)=R{(n + re®n)log (1 + i (n — réf®n) log | 1 —— )

Formons

@,
é@:mjiﬁ ].Og (I—%‘“ ll) + 2(/161

ar [ I
2
Lw €083 0, — .5 €08 0,
drt 722 12 e?ifn
n2

2
Cos 30, étant négatif pourvu que # soit suffissamment grand, Ccli)@: est posntlf, d
croit et prend la valeur 2 cos @, pour r = 0; cette dérivée est donc positive et

\

w(r) eroit de w(o)=o0 4 |
w(n) =nR{(1 + &%) log (1 + €'%) — (1 — €%) log (1 — €'%n)},

qui est borné comme la quantité homonyme du paragraphe précédent.
Sachant que
—o() 4,

I +7r

—=z
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et que
| F(h + ref®)| < C(1 + r)eret]

la contribution Ry [F] de ces deux segments de corde est telle que l'on ait

n
IR;:' [FH < anh—m(z)f(l + ,.)k——2h—1+s(n) dr,
0
c¢’est & dire

(11) | By [F)] < Cn2h—2%0) 4 O g2l +e )

ol &' (n) est infiniment petit avec %, mais peut étre supérieur & &(n) si
k—~2h+ e(n)=o0.

En résumé, nous avons démontré que R,[F] tend vers zéro avec - lorsque
. n

2R (z) surpasse les 4 nombres 2h, &k, k+olk— 1) et k+(1+0+0)(k—1);0et
o réprésentent 2 nombres positifs arbitraires, de sorte que, si £ <1, les 2 der-
nidres limites inférieures sont inférieures a k; il suffit alors que 2 R(z) surpasse
2h et k; si k> 1, on pourra attribuer, 4 ces deux paramétres des valeurs infini-
ment petites, de sorte qu'il suffit que l'on ait 2R (2) >2h et 2k — 1.

Nous avons ainsi démontré le

Théoréme III. Une fonction analytique F'(2), holomorphe dans le demi-plan
N (2) > h et vérifiant, dans ce demi-plan, une inégalité :

(12) Iﬁv(h 'I‘ reiG)‘I < (I + 7~)k+£(7‘),

on e(r) désigne une quantité infintment petite avec ;I , admet un développement

]

(g—e—1lz—a—2) - (z—a—mn)
Za"(z—i—oz%— Ng+ea+2)(¢+a+n)

dont [abscisse de convergence w'est pas
n=0
. k I
supérieure a h et auw plus grand des 2 nombres he k— >
En particulier, toute fonction rationnelle admet des développements de cette
forme, ainsi que les développements plus généraux considérés dans le titre, et qui

sont régis par le

Théoreme IV. S¢ F(2) est holomorphe dans le demi-plan N (i;—h) >0 ety

vérifie Uinégalité (12), elle admet un développement
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valable dans le demi-plan R ( ) >R ( ) et le plus grand des 2 nombres R (%_%}) —!—lj,

2u 2

30. Un exemple simple va faire comprendre les conclusions auxquelles nous ont
amenés les recherches de ces deux chapitres, et illustrer de maniére remarquable les
différences que présentent les 3 catégories de développements de genre (N): ceux pour

est inférieur & 1, qui possédent une fonction caractéristique ¢ (6)

lesquels

positive, et permettent de développer les fonctions d’ordre fini par rapport a ¢/*/;

ceux pour lesquels

Zl == 1, qui permettent probablement de développer les fonec-
tions d'ordre fini par rapport a 2z, ce qui est sfirement le cas de ceux pour les-

quels v= — u; et enfin ceux pour lesquels surpasse l'unité, qui ne s’appliquent

généralement pas & ces derniéres fonctions.
Désignons par F(z) un polynéme en z de degré %k, et cherchons un dévelop-

pement de la forme

—a—ulz—a—2u) (g —a—mnu
" PR B e R B

Si un pareil développement est possible, dans un certain demi-plan, ses coefficients
sont déterminés par la formule (10) ch. I, et la validité se traduit par

lim Rn (2’) - ].im

n—s o i

[( é 7——a~u)(z—a—2u)~~~(z—*a——vu)]'_

z—B—v)e—B—20v) (2—pg—rv)]

R,(2) = F(¢) — a, est un polyndme de degré k, nul pour # == a + u; par conséquent

on peut poser
Ry(e)=(z—a —u) [A1” "1 + AP 252 + - + 4§,

ot AY est égal au coefficient de z* dans F(z), donc essentiellement différent de

zéro, Ensuite R,(2)= R,(2) — a, z’;g;% est le quotient par #— g — v d'un

z— 8-
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polyndéme de degré £ + 1 admettant « + u et « + 2u pour zéros, ce qui permet

d'écrire

(Zma —tt)(,a»*a — Zu)
g—pB—uv

RI(Z): [A(l) J~—1 _I_A(l)Zk._g + A;cl)]-

On voit aisément par récurrence que, d'une maniére générale, R,(z) est de la

forme .

(z—

(14) Rule)= (

a—u)(e—e—2u) (z—e—u—nu) ) s .
i B20) - e—pny) AT T AR AP,

et qu'en outre, grice & l'identité

(z—ae—u)lz—a—2u) - (2—a—nu)

o) = Buca &) = v e 0 o= B—nr)

les A (2 =1, 2, ... k) satisfont aux relations récurrentes

1
(1s) ‘ AM =AY + (o + u + nu) AD, — (8 + nv) APTY 1=2,3,...k.

On conclut de 1& que A = A", puis que A est un polynéme du second degré

1;)

en %, dont le coefficient” de »® est A“”( , donc essentiellement non nul

pourvu que les 2 périodes soient distinctes; on démontre aisément par récurrence
que A" est un polyndéme en n de degré essentiellement égal a4 27— 2. Dans

ces conditions, R (z) est du méme ordre que an(2)%®*!, et, par suite, | B, (2)] est

de lordre de

est inférieur & 1, le dévelop-

113
’ , .U
p2h-1—el—w)  Fn résumé, si I—
. v

pement (13) est valable dans tout le plan; si =1, il est valable dans le demi-

plan ¢(# — w) > 2% —1, mais non sur la frontiére puisque R, (2) oscille sur celle-ci; et

enfin, si l@ surpasse 1, ce développement est impossible. Ces conclusions sont

bien d’accord avec les énoncés des théorémes II et III; remarquons en effet que,
pour les séries (N) de la premiére catégorie, la borne inférieure de la fonction
caractéristique 1y (6) étant positive, une fonction F(z) d’'ordre fini par rapport &
z vérifie l'inégalité (27) ch. V quelle que soit la valeur qu'on attribue a %, et
admet donc un développement de cette nature dans son demi-plan d’holomorphie;
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et pour les séries étudiées dans ce chapitre-ci, ¢(z — w) > 2% — 1 coincide avec
I'inégalité §R(—Z - g—_}——‘g) > k—2 énoncée au théoréme IV.
“ 2u 2

31. Pour développer une fonction rationnelle n'admettant que des péles

simples, il pourra étre commode de décomposer cette fonction en éléments simples.
A N . P . )
Chaque fraction de la forme P est immédiatement développée suivant 'identité

(5) ch. I on { et z sont remplacés par z et a, et 'expression (6) ch. I du reste
nous apprend d’ailleurs que le développement en série est valable dans le demi-
plan d’holomorphie ¢(z — a) > o, mais oscille sur la frontidre. Le probléme du
calcul effectif des coefficients, ou plutdt la recherche d'une expression commode
de ceux-ci, ne se pose plus que pour la partie entiére. Il n'est pas sans intérét
de montrer que pour les séries (N) étudiées dans ce chapitre une méthode pra-
tique peut étre proposée. Effectuons comme au début de ce chapitre le change-

+8

ment de variable (z, ‘LéA + uz), puis décomposons le polyndéme a développer en

une somme de polynémes de Newton (z + a)(¢ +a—1)---(¢ + e—p + 1), o @
a la méme signification que dans le développement (1) cherché. Nous sommes

ramenés 4 déterminer une expression simple des coefficients du développement

(z-l—a)_i e—ae—1)le—a—2) (z—a—n)

p ) 2"t etNetate) Frata)

=0
Ceux-ci sont déterminés par la formule (10) ch. I, qui s'écrit

n+1
an="(2a + 2n + I)Z

s=1

(za+s+1)(2a+s+2) "(2a+8+n—-1)(_1)n+1_6(za-f-s

(s—1)!(n+1—35)! P
_2042n+1 (2a+v+n)(2a+w+n’l);-(2a+v—~p+i)
o p! 2 y! (n—w)!

(~1p—

=0
_2e+2ntT (n+p—1 i (— 1y (" 2a+n+r)
g I = vi\ ntp—I
D’autre part l'identité

(47 )="2 0, 0)

=0
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permet d'écrire

Zﬂ (=1 (f) (n_f;i]) = i é“‘ I)n_m(:/j) (Z) (n+p£1—s)

v=0 ! v=0 §=x0
n g n n »
== —_— n— ,
Suapt o) 26 ()()
§=0 y=8
"X n n—s
ou la derniére somme s'éerit encore 2 (s) (~I)f( ; ), et s’évanouit pour s>,
=0
On a done
é(al)"‘” n) er )= ¢ ),
v/ \nt+p—I p—1

v=0

et, pour ¢ =2« + %, on obtient I'expression cherchée

2a+2%+1<n+p——1)(2a+n)
y="— — ;
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et le développement
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qui répondent a la question posée. Signalons pour terminer que, lorsque o« est
nul, un caleul simple donne

" (—1pI'ln+p+ 1)
2= I)sas:p!(p~— NI (n—p+2)

§=0

et permet de vérifier que l'expression y du paragraphe 9 donne bien la frontiére
de convergence R(2z) =A=12p — 1.



