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Introduction.

Dans le présent travail je me propose de développer quelques résultats sur
les équations différentielles linéaires & coefficients presque-périodiques; la méthode
que j'ai suivie ne différe pas essentiellement de celle employée par Bohl [II]' pour
I'étude des mémes systémes dans le cas des coefficients quasi-périodiques. Mais
j'ai pu, grice a un théoréme de M. S. Ch. Bochner [I et I}, qui donne une
définition nouvelle des fonctions presque-périodiques, simplifier 1'exposé de Bohl
et obtenir en méme temps quelques résultats nouveaux.

Ce mémoire comprend deux chapitres. Dans le premier, je commence par
exposer briévement, d’aprés M. H. Bohr [I, IT et III], 4 qui 1'on doit toute la théorie
des fonctions presque-périodiques, comment, & partir d'une fonetion presque-pério-
dique f(¢), d'une variable réelle ¢, on peut construire un ensemble fermé H{f(t+h)}
contenant les fonctions f{t+h), od h est une constante réelle quelconque, et les
fonctions limites de ces fonetions lorsque la convergence vers ces limites est
uniforme. Je donne ensuite une démonstration élémentaire du théoréme de M.
Bochner qui est le point de départ des recherches exposées dans la suite. Ce
théoréme est le suivant:

Appelons »fonction normale» f(f) d'une variable réelle ¢, une fonction con-
tinue telle que de toute suite de fonctions:

SFE+h), flt+h), ..., ft+h, ...

! Voir I'lndex & la fin du mémoire (p. 81).
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on puisse extaire une autre suite qui converge uniformément dans —oo <t<<+ o0
vers une fonction limite g(¢)!, alors:

Toute fonction presque-périodique est une fonetion normale et réciproquement.

Je fais ensuite l'application de ce théoréme au probléme de l'intégration des
fonctions presque-périodiques en démontrant d’abord le théoréme de Bohl [II] et
de M. Bohr [I]:

L'intégrale d'une fonction presque-périodique, si elle est bornée, est anssi
presque-périodique.

Le raisonnement employé pour établir cette proposition est le type de ceux
utilisés dans la suite: s'étant d’abord assuré qu’il n’existe qu'une seule fonction
qui posséde une propriété donnée, on démontre que c¢’est une fonction normale
en obtenant une contradiction dans la supposition contraire. ’

Enfin ce chapitre se termine par quelques propriétés de l'intégrale, dans le
cas ou celle-ci n'est pas bornée, propriétés qui nous servent a donner un exemple
d’'une possibilité rencontrée plus loin dans 1'étude des systémes.

Le deuxiéme chapitre commence par 1'étude des systémes d'équations diffé-
rentielles linéaires i coefficients presque-périodiques: je me suis borné au cas ol
ces coefficients sont réels, mais on verra facilement que les mémes considérations
g’appliquent dans le cas des coefficients imaginaires.

Soit le systéme & second membre:

d:ci .
(8) - ; =p1,i(t) 2, +p2,i{t) - kgt - +Pu,i(t) - 2at @) e=1,2,...70)
ol les piq(t) et ¢i(t) sont des fonctions presque-périodiques réelles de la variable
réelle t. En méme temps que le systéme (S;) la méthode conduit & considérer
I'ensemble des systémes H{Si41):

d i -* . - Y
H{S;+n} -L%:pl,i(t)'x1+p?,i(t)'x2+"'+pn,i(t)-xn+Qi*(t) G=r1,2,...0)

avec: pt:(t) = lim pg; (E+ hn); ¢* (§) = lim q; (£ + Pn)

P n—%

(ot la suite des nombres h, est la méme pour les py () et les g:(f)) et 'ensemble
des systémes sans second membre:

! Cette définition est naturellement A rapprocher de ceclle bien connue de »famille normale»
et de »suite normale» de M. Montel.
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1z 3 * * -
H{EH_;;} (d*t— == pl,,-(t) SN +p2,i(t) Lot - -f-p,,’i(t) - T, (1, =1,2,... 77)

ol les pi i(f) sont les mémes que dans l'ensemble H{S.; ).

Les résultats sont alors les suivants:

1°. Sile systeme (S;) a une intégrale constituée par des fonctions bornées
et si aucun des systémes de l'ensemble H{Z,,,} n’a d'intégrale bornée!, alors
Yintégrale bornde de (S est constituée par des fonctions presque-périodigues, et
tout autre systéme de l'ensemble H{S::,} posséde une intégrale bornée constituée,
elle aussi, par des fonctions presque-périodiques.

2°. Si le systéme (S,) a une intégrale bornée et si aucun des systémes de
l'ensemble H(Z;4#)' n'a d'intégrale dont la valeur absolue puisse devenir arbitraire-
ment petite, une intégrale bornée du systéme (S), au moins, est constituée par
des fonctions presque-périodiques et il en est de méme pour tout autre systéme
de l'ensemble H{Sy; 1}

Nous entendons, par »valeur absolue» dune intégrale x,(t),zs(t), ..., Zu(t),
la guantité: L A

Va2 () + a2 )+ - +x* (¢).
L’intégrale de (S):(§,(t),& (%), .. .,5(¢), dont notre méthode nous permet d’affir-
mer qu'elle est presque-périodique, posséde, relativement a toute autre intégrale
(zy, %, ..., %x) du méme systéme, la propriété suivante:
borne sup (§°+&2+ - +&2) < borne sup(x,i+x,°+ - +x,%).

— o <t<4 —w <t< 4w
Puis je fais ensuite 1'étude d'une équation de la théorie des perturbations:

() o — )2ty

ou @ et Y sont des fonctions presque-périodiques réelles de la variable {. Cette équa-
tion a été étudiée par Poincaréd, dans ses »Nouvelles Méthodes», dans le cas
ot @ () est périodique, et par Bohl [I et II] dans le cas ot les ¢ et i sont quasi-
périodiques.

Son étude conduit naturellement & I'étude préalable de l'équation sans
second membre:

! Les conditions obtenues ici sont relatives & l'ensemble des systemes H {Zt+ 1} et naturelle-
ment assez difficiles 4 utiliser; il serait plus commode d'obtenir une condition relative au systeme
(3t) seulement mais je n'ai pu en trouver.

5—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 13 novembre 1927,
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dx

(2) ai =glt)

J’al examiné trois cas:
1°. L’'équation (2) n'a que des intégrales bornées, elles sont alors de la forme:

t

,_/”ﬁ - ¢os fR(t)dt

£) ==
>0 =G

c

ot R(t) désigne une fonction presque-périodique positive et o k et ¢ sont les
constantes d'intégration; ces solutions sont presque-périodiques seulement dans le

cas ou:

f R(t)dt =1t + fonction presque-périodique.

' 8i (1) n'a que des intégrales bornées, I'une d’elles N est presque-périodique
et la solution générale de (1) est de la forme:

1

§R+Viﬁcos fRdt

c

2°. L’équation (2) n'a qu'une intégrale indépendante bornée S(f) mais telle
cependant que S*+ S a une borne inférieure positive, alors S(f) est presque-
périodique. Si (1) posséde des intégrales bornmées, toutes sont presque-pério-
diques.

3°. Lorsque ¢ (f)=o0, j'ai pu, en utilisant certains résultats de M. F. H.
Murray {I], montrer que la solution générale de (1) est:

¢
Tindt — Tty dt
froe A

- e e
x(t)—%(t)+clVT~(t_)+c2Vm

ot T(f) et T'(t) désignent des fonctions presque-périodiques, la deuxiéme positive.

Bohl [I] s'est également occupé de ce cas, mais la limitation exigée par ses
considérations reste un peu floue, M. F. H. Murray [I] a repris ce cas et est
arrivé a des résultats analogues lorsgue ¢ (f) = « >0, sans se préoccuper cepen-

dant de donner a la solution la forme élégante obtenue par Bohl
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CHAPITRE 1.

§ 1. TL’ensemble fermé H{f(t+h)}.

i. M. H. Bohr a développé, ici-méme, comme je 'ai déja dit, la théorie
des fonctions presque-périodiques. Diverses généralisations ont été proposées, mais
nous nous limiterons aux fonctions de M. Bohr: les fonctions presque-périodiques
continues. Rappelons la définition: _

Une fonction continue f(t), réelle ou imaginaire, de la variable réelle i, et dé-
finie dans tout Uintervalle: — o <t<+ oo, sera dite presque-périodique si, @ toul &
positif donné, mais aussi petit que Uon veut, on peut faire correspondre une longueur
1{f, &) > o, telle queé tout intervalle de longueur 1, sur U'axe des t(e <t<<gBavecf—a=]l)
contienne au moins une presque--période T (f, &) relative & &, cest-a-dire telle que

Uon ait:

lf(t+2) —fOl e (—o <t<+w)

Disons aussi que toute fonction presque-périodique est bornée et uniformément

continue et qu'il lui correspond un développement et un seul de la forme:

J(@O) o D) An - e4nt ( Ay véel et 4y =o0 §'il y a lieu)

n=40

avec

d= tim g [ SOt at— MEA) i

To—»
0

2 4al* = M| F 01}

Et, réciproquement, si l'on sait, d'un développement de cette forme, qu’il est celui
d’'une fonction presque-périodique, cette fonction est bien déterminée.

2. Avec f(t), les fonctions f(t+h), ou h désigne un nombre réel quelcon-
que, sont aussi presque-périodiques et leur développement est:

SlE+ B DA, - dduh - ddnt (—o0 <h<+ ).

n=0
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Avec M. Bohr, nous appellerons ensemble fermé® H{f(t+h)} Uensemble des fonctions
S({t+h) et de leurs limites g (t), lorsque la convergence vers ces limites est uniforme
dans — o <t<+ o cest dire que si g(t) est la lomite de la suite f(t+h,) (avee

n=1,2,...) on peut déterminer un nombre N, pour chaque & <o donné, tel que U'on ait:

g —f(t+h)| <& (—oo<t<+)

deés que n>N;

alors g(f) est aussi presque-périodique, en vertu d'un résultat général d’'ailleurs
facile a établir.

3. L’ensemble fermé H {f(¢t+h)} contient toutes les fonctions f(¢+ h), mais
il contient aussi d’autres fonctions (abstraction faite, bien entendu, du cas ou
S(t) est purement périodique) ainsi qu'il résulte d'un théoréme de M. Bohr [IT
p. 166] que nous allons reproduire. _

Tout d’abord disons [Bohr II p. 165] que si g(t) est une fonction quelconque
de Uensemble H {f(t + h)}, et, par suite, elle aussi presque-périodique, I'ensemble
H{g(t+h)} est identique & Uensemble H{ f(t+h)}; ce que nous exprimerons en
disant que l'ensemble H {f(t+h)} est défini par l'une quelconque des fonctions
qu'il contient. Cela posé, le théoréme est le suivant:

Pour qu’une fonction presque-périodique f*(t) appartienne & U'ensemble fermé
H{f(t+h)} il est nécessaire et suffisant quelle ait un développement de la forme:

FE(E) ~ i A tnl, gidnt
n=0
avec:
Ay by = lim A, by (mod 2 x).
o
La fonction f*(#) est alors la limite de la suite f(t+hn) lorsque m augmente
indéfiniment.

Ce fait est d’ailleurs susceptible d'une interprétation qui nous sera utile
dans un instant. Dans un espace & une infinité dénombrable de dimensions, nous
considérons deux points comme identiques lorsque leurs coordonnées ne différe-
ront que d'un multiple de 2 Soient alors la suite de points; H,, H,,.. .,

H,, ... dont les coordonnées sont:

! L'expression de M. Bohr est »abgeschlossene Hiille».
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Hy: A by, Ashy, Aghy, ..., Anh,, ...

Hy: A by, Ashy, Aghy, ..., Avhy,. ..
(mod 2 )

Hyi Ay by Ay by Ay, . oy A o,y . ..

et le point H*:

H*: A h*=l1m A hn; Ayhy=Um Ayhn; .. .; Ayho* = lim Ay hy; ... (mod 2 7);

m=—raxc m—rx = X

au lieu de dire que la suite de fonctions f(¢+hn) tend vers f* (f) nous pouvons
dire que les points H,, H,,,.., Hy,... tendent vers un point limite H* lorsque
m augmente indéfiniment.

§ 2. Les fonctions normales.

4. Si nous nous donnons maintenant 4 priori une suite infinie de fonctions:

St+hy), fE+hy), ..., fE+h),...

nous pourrons leur faire correspondre une suite de points dans I'espace & une

infinité de dimensions ainsi que nous venons de l'expliquer; soient:

Hl’ Hg, ey Hn, ey

mais, d’aprés un lemme connu de la théorie des ensembles, cette suite de points
admet au moins un point limite, et 'on peut, de I'ensemble de ces points, ex-
traire au moins une suite qui admette un seul point limite: nous avons donc la
proposition suivante:

Sz f(t) est une fonction presque-périodique, on peut, de toute suite:

F+h), flt+hs), ..., f({ttha), ...

extraive une autre swite qui converge uniformément dans —oo <t<<+ o vers une
Jonction limate également presque-périodique.

C'est ce résultat et sa réciproque que nous allons maintenant établir.

5. Appelons »fonction normale» d’wne variable réelle t, une fonction f(t) dé-
JSinie et continue dans —o <t<+ oo et telle que de toute suite:
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S+h), flt+hy), ..., f{t+ha), ...

ot les h sont des mombres réels arbitrairves, on puisse extraire une aulre suite:

FU+E), ft+hy), ..., fE+E),...

quz converge uniformément dans —o <<+ o vers une fonction limite. Le résultat
que nous nous proposons de démontrer est le suivant [Bochner II): Toute fonction
presque-périodique est une fonction normale et réciproquement. '

6. Toute fonction presque-périodique est une fonction normale. Considérons
une suite infinie quelconque:

(1) Fle+h), ft+hg), ..., (t+ha),...
Si, sur l'axe réel, les points d'abscisses h;, hy, ..., hn, ... ont un point limite &
distance finie d’abscisse k, il suffira d'extraire de la suite h,, hy, ..., ks, ... une

suite qui admette k& pour limite et la convergence uniforme de la suite de fone-
tions ainsi extraites vers f(¢t+h) sera assurée en vertu de la continuité uniforme
de la fonction f(¢).

Dans le cas général, choisissons un nombre ¢ positif quelconque; a c6té du
point d'abscisse h, se trouve placé une presque-période 7, de la fonction f(f) re-
lative 4 ¢ dont la distance au point h, est moindre que I(¢):

hn—1(e) <ta<hn
et en posant:
lLi=hn—z.<l{e):

o=l <l (8)
alors
[t ha—n) +7a) — f{E+ha—70) | < ¢
ou encore:
|f(t+he)— ft+ 1)) <e.
Les points d'abscisses I, l,, ..., ln, ... sont tous dans le segment (o, I); ils ont,

par suite, au moins un point limite, soit {* l'abscisse d'un de ces points, qui est
limite de la suite:

A S NI

Considérons la suite de fonections:

(2) SR, flE+ha), . flE+Ra,), .-
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A partir d'un certain indice, la différence entre une fonction de cette suite et
la fonction f(t+1*) peut étre rendue, en valeur absolue, aussi voisine de & que
lon veut, cela dans tout l'intervalle — o <{<< + o, nous dirons que la suite (2)
converge uniformément vers f(¢t-+1*)a ¢ prés.

Soit alors: &, > > - >¢,>--- une suite de nombres positifs qui tendent vers
zéro: de la suite (1) on peut extraire une suite (I) qui converge uniformément
A e, prés vers une fonction presque-périodique; de (I) on peut extraire une autre
suite (II) qui converge uhiformément, 4 ¢ prés, également vers une fonction
presque-périodique, et ainsi de suite: de la suite (P—1) qui converge, & &1 pres,
vers une fonction presque-périodique, on peut en extraire une autre {P) qui con-
verge uniformément, & ¢ prés, vers une fonction presque-périodique.

Ecrivons ces suites:

(1) SR, FlE+RD), L, RS, o (s)
(1) FEERE), LR, . flE+RE), . ()
(P) FE+RD), FE+RD), L FERD), L (ey)

et considérons maintenant la suite diagonale extraite de ce tableau:
SR, fE+RED), ..., fE+R, ...

Je dis qu’elle converge uniformément vers une fonetion limite. Soit en effet
¢ un nombre positif quelconque et supposons que l'on ait ¢ < ;, on peut dé-

terminer pour la suite (P) un nombre m tel que:

[F(t+R0 ) — flt+hE)

N,

N=3e<e
dés que

m; et my>m.
Soit alors g le plus grand des deux nombres p et m, je dis que l'on a aussi:

V(6 Bofe) — e+ )] <
dés que

et uy>p
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ces fonctions se trouvent en effet dans la suite (P) et dans cette suite leur indice
est supérieur a m.

7. Toute fonction normale est ausst presque-périodique.

Notre hypothése est maintenant que la fonction f(f) est continue et que de
toute suite telle que (1) on peut extraire une autre suite qui converge uniformsé-
ment vers une limite.

Si la fonection f(f) n’était pas presque-périodique, on pourrait trouver un
nombre &¢>o0 tel quil n'existe pas de longueur l(¢); ce serait dire alors qu'il’
y a une suite d’intervalles L;, L,,..., L,,... dont les longueurs r,r,...,
n, ... augmentent indéfiniment avec l'indice et tels qu'il n'existe pas de presque-
période dans aucun intervalle L,. Prenons alors A, arbitraire et h, tel que
hy—h, soit situé dans Vintervalle L, = L,; puis choisissons un intervalle L,, tel
que 74,>|hy—hy|; il est dés lors possible de déterminer un nombre k; tel que
hy—h, et h,—h, soient tous deux dans l'intervalle L.,; nous choisissons ensuite
L,, tel que r,,> Max (|hy—h,|, |hs—hs|, |h;—h,|) et nous déterminerons %, de fagon
que les différences: h,—h,, h,—h,, h,—h; soient situées dans L,,; en général
nous choissisons L, tel que:

rm> Max (|hu—-h|)

lsu<v=n

et hni1 tel que hpy1—hy (m=1,2,... n) soient dans L

Yn'

Considérons alors la suite:

St+h), flt+hy), ..., ft+h), ...

ot les h ont les valeurs déterminées précédemment: de cette suite on ne peut
extraire d’autre suite qui soit uniformément convergente, en effet aucun nombre
Fin,—hy, n'est une presque-période appartenant i & puisque ha,~—hy, (7, > n,) tombe
dans l'intervalle L, 1 et de ce fait on a, pour tout », et n,:

Borne sup. |f(¢+ ha) — f(t+ha| > e.

Cette contradiction démontre notre proposition.

8. Comme le fait remarquer M. Bochner, cette proposition rend immédiats
les faits que la somme ou le produit de deux fonctions presque-périodiques est
encore une fonction presque-périodique car la somme ou le produit de deux fone-
tions normales est encore une fonction normale. ‘

9. Proposons nous maintenant le probléme suivant:
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Etant données deux fonctions presque-périodiques f(f) et g (¢), cherchons une
condition nécessaire et suffisante pour qu’ait lieu la convergence simultanée des
deux suites:

(1) Flt+h), fE+R), ., flE+ha),
(2) glt+hy), glt+hs), ..., glt+ha), ...

nous supposons seulement que les nombres % sont tels que l'une de ces suites
converge et rien de plus: en d'autres termes, nous recherchons une condition
pour que la convergence de la suite (1) entraine celle de la suite (2) et récipro-
quement.

Avant d’aborder la solution de ce probléme, une nouvelle notion nous est
nécessaire: celle de module de nombres. Nous dirons, suivant I'usage, qu'un
ensemble de nombres forme un module si, avec deux nombres e et 8, égaux ou
différents, il contient anssi la différence e¢—@; en faisant f=¢ on voit que tout
module contient le nombre zéro et par suite aussi le nombre—pg=o0--8 et enfin
le nombre ¢+B8=a—(—pg): dé qu'un module contient deux nombres, il contient
aussi leur somme et leur différence. Etant donnée une suite, finie ou infinie,
de nombres «, @,..., @y,..., nous entendrons avec M. Bochner [II], par plus
petit module de cette suite, I’ensémble des nombres:

ay e+ ay e+ - tay ap

ou m est arbitraire et ou les o désignent des entiers dont certains peuvent étre
nuls. ‘

Considérant alors la suite 4, 4,,..., An,... des exposants d'une fonction
presque-périodique f{¢), nous appellerons module de Ia fonction et nous desxgnerons'
par My le plus petit module défini par la suite de ses exposants.

La condition que nous avons en vue s'énonce alors:

Pour que la convergence uniforme de la suite (1) entraine celle de la suite (2)
et réciproquement, ol est nécessaive et suffisant que ces fonctions aient le méme module:

My~ M,.

Nous allons méme démontrer un peu plus.
Soient:
S 2 A, é4nt
et
6—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 13 novembre 1927.
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g{t) 03, By et

deux fonctions presque-périodiques: la condition nécessaire et suffisante pour que
toute suite hy, hy,..., hy... pour laquelle f(t-+h,) tend uniformément vers une
fonction limite f*(f) soit telle que y(¢+k.) tende aussi uniformément vers une
fonction limite g*(¢f) est que le module de g soit contenu dans celui de f (c’est-
a-dire que tout exposant M, est une combinaison linéaire i coefficients entiers

d’'un nombre fini d'exposants 4,) ce que nous écrivons:
M= M,.

Notre proposition est un simple corollaire de celle-ci car on doit avoir & la fois:
M= M, et My=M, dou M;=M,.

Il est d’abord évident (en regardant les différences h,—hn) qu'une condition
nécessaire et suffisante pour que f(t+h,)—f*(f) entraine g(t+h.) — g *(¢) est
donnée par la condition suivante:

a. A tout ¢>0 on peut faire correspondre d>o0 tel que toute presque-
période z=1(f,d) de f relative & J soit aussi une presque-période z(g,¢) de ¢
relative a e.

Cette condition découle immédiatement des théorémes de M. Bohr [II p. 110!
sur la connection qui existe entre les exposants N, d'une fonction presque-périodi-
que h(f)~ = Cref¥nt avec ses presque-périodes et dont voici les énoncés:
1° A tout N entier et positif et d(o<d<m) correspond un nombre &(>>0)
tel que toute presque-période v==t(h,¢) satisfasse aux inégalités congruentielles:

IN,,'E|<6 (mod 27) r=1,2,..., N)

2° A tout ¢ correspondent des nombres N et J (pas les mémes, en général, que
ci-dessus) tels que tout nombre 7 satisfaisant aux inégalités |N,z| <4 (mod 2 )
(n==1,2,...MN) est vraiment une presque-période z(h, ¢).

En effet ces théorémes montrent immédiatement, d’'une part, que la condition
(o) est satisfaite si tout M, est une fonction linéaire 3 coefficients entiers d’un
nombre fini des exposants 4, et d’autre part que la condition (¢) ne peut pas
étre satisfaite s'il existe un exposant Mg qui n’est pas une fonction linéaire &
coefficients entiers des .Z,; en effet, on peut, dans ce cas, d’aprés un théoréme
général de Kronecker [Bohr II p. 119), trouver, pour tout i et ¢ donnés, un nombre
= satisfaisant en méme temps aux N inégalités congruentielles:
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| duzl<d (mod 27) (R=1,2,...N)

et en plus a:

|]lIR'rl>72j (mod 2 7).

§ 3. L’intégration des fonctions presque-périodiques.

10. 8¢ Uintégrale dune fonction presque-périodique est bornée, elle est aussi
presque-périodique. _

De ce théoréme Bohl a donné, dans le cas particulier des fonctions quasi-
périodiques, une belle démonstration utilisant trés habilement les notions de borne
supérieure et inférieure d’une fonction bornée; M. Bohr a étendu cette démon-
stration aux fonctions presque-périodiques.

Notre méthode va consister a prouver que, dans ce cas, l'intégrale est aussi
une fonction normale.

Considérons 1'équation différentielle:
(1 =

ot f(t) désigne une fonction presque-périodique; par hypothése cette équation n'a
que des solutions bornées, si F(f) est l'une d’entre elles, les autres sont F(f)+ C,
ou C désigne une constante. Nons supposerons f{(f) réelle, mais on verra que nos
considérations s'appliquent également dans le cas ou f{f) est imaginaire. F(f) est
définie dés que l'on donne sa valeur F(o) pour ¢:==o0, désignons par G et g ses

bornes supérieure et inférieure:
g<Fti=G

les autres solutions ont des bornes différentes.

Nous allons montrer tout d’abord que 1'équation:
dz
* —_— =
(1% =

ol f*(t) désigne une fonction quelconque de 1'ensemble H {f(¢+ h)}, a une solution
F*(t) qui a les mémes bornes que F.
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Soit f(t+h), f(t+hy),..., f(t+h,) une suite qui tend uniformément vers
S*(t), les équations telles que:
dx ,

ont une solution et une seule qui a les bornes g et G et c'est celle qui pour
t=o0 prend la valeur F(h,). Les nombres F(h,) étant bornés ont une limite au
moins, extrayons de la suite précédente une autre suite f(t+4&,), f(t+ks), ...,
S(t+k), ... telle que les nombres F'(k,), F(k,),... F(kn), ... aient une limite F*,
cette suite converge elle aussi vers f*(f). Considérons alors l'intégrale J'*(t) de f™(t)
qui, pour ¢t =0, prend la valeur F%X ['*(0), je dis que c'est la fonction annoncée.

o est 8 designant en effet des nombres positifs quelconques, il est possible de
trouver un indice N tel que:

| F(ka) — F*| < «
et |ft+k)—f*O) =8

dés que n=N

et par suite comme:

AR PO g ) — o0

FE(E+En) — F*O)] < a+ 8| t].

Si l'on veut que cette différence soit moindre qu'un nombre ¢ donné & l'avance
dans un intervalle tel que |¢] < T ot T est aussi donné et arbitrairement grand
d'ailleurs, il suffira de poser par exemple:

a<t 15’<—€'-
2’ 2T

et de choisir N en conséquence.

On en déduit que F(t+%.) converge vers F*(f) et méme uniformément dans
tout intervalle fini mais de longueur aussi grande que l'on veut; mais on ne peut
évidemment conclure immédiatement de 14 que la convergence est uniforme dans

tout l'intervalle — 0 <f<+ o.! Le raisonnement précédent nons permet cepen-

! Ainsi que le montre 1'exemple simple de la suite:

N S 1 ot
sin —,sin—,... sin <, ...
I 2 n

qui converge vers zéro, uniformément dans tout intervalle fini, mais non upiformément dans
. — <f< 400,
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dant de conclure que les bornes ¢ et G’ de la fonction F*(t) satisfont aux
inégalités:

g=g; G'<G.

Mais, puisque 'ensemble H{f(¢t+h)} est défini par l'une quelconque des fonctions
qu'il contient, partant maintenant de I'equation (1*) pour aller & l'équation (1),
on peut en conclure de la méme fagon qu'’ il y a une solution de (1) dont les bornes

g, et G, satisfont aux relations:
9 =9, G;<G".

Mais toutes les solutions de (1) sont de la foune F(t)+ C, par conséquent on a:

Il existe donc une solution et une seule de (1*) qui a les mémes bornes que F(¢),

elle est définie par la valeur F*(=lim F(k.)) qu'elle prend pour t=o0 et ceci

N~

nous montre que l'extraction des nombres % dans la suite h est inutile, car, si les
nombres F(k,) avaient plus d'une limite, le raisonnement précédent s’appliquerait
pour chacune d'elles et l'on en déduirait plusieurs solutions de (1*) qui ont les
bornes g et G, ce qui est impossible.

Il reste 4 démontrer maintenant la mnormalité de la fonction F(f) c'est-a-
dire que la convergence de F(t{+k,) vers F*(f) est uniforme dans tout l'intervalle
— o <t<+w. Cela suffira en effet pour prouver que F(t) est une fonction nor-
male car, d’'une part, si A, Ry, ..., hu, ... est une suite arbitraire telle que f(¢ + /x)
—f*(t), nous allons démontrer que F(t+h,)— F*(t); d'autre part soit H,, H, .. .,
H,... une suite quclconque, on peut, 3 cause de la normalité de f(f), extraire
de la suite f(t+H,), flt+H,),... ft+H,)... une suite f(t+h), flE+hs), ...,
S{t+hy), ... uniformément convergente vers une fonction f*(t): si nous démontrons
la convergence uniforme de F(t+h.) vers F*(f), nous avons démontré de ce fait
‘que F(f) est une fonction presque-périodique.

Nous raisonnerons par I'absurde, en supposant que la convergence uniforme
ne soit pas réalisée et en montrant que 'on arrive ainsi & une contradiction:
cest 1a le type de la plupart des raisonnements ultérieurs.

Si donc la convergence de la suite F(f+ k) vers F*(t) n'était pas uniforme,
on pourrait déterminer:

1° un nombre positif «.
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2° deux suites infinies d’indices:
M. M,,... M,,...
Ny, Noy.ooy Np,yoo
3° une suite infinie de nombres qui croissent indéfiniment avec l'indice:

tyl, tyg, AN tMn, Ce
tels que:

| F (ta, + kar,) — F (tar, + kn,)| = .

Des deux suites d'indices nous pouvons extraire deux autres suites u, et », telles
que les deux suites de nombre: F(f, +ku,) et I"(t, +k,,) tendent vers des limi-
tes Fy* et F* tandis que les deux suites de fonctions: f(¢+ ¢, + k) et f(¢+ b, + k)
convergent uniformément vers f,* (f) et f;* (f). D'aprés ce que nous venons de voir,
les nombres F,* et F,* sont les valeurs, pour ¢ = 0, des intégrales de f;*(t) et
J2* () qui ont pour bornes g et G.

Mais les fonctions fi*(t) et f* (¢) sont les mémes, car, quel que soit >0,

on a, & partir d'une certaine valeur de », d'aprés la convergence uniforme de la
suite f(¢+&n):

|f(t+ b)) — FlE+ By, )| < %
d’ou:
If(t+t,,,,+k,‘n) — [ttt + k)| = ‘;
et aussi:
LA+ by sy) = £ 0] = 5
L+ bt B) = i (O < 5
par suite:

FAMUES A G]

Par conséquent f,* () =fo* (f) et il suit de la que F* = F,* mais ceci est
en contradiction avec 1'inégalité écrite plus haut et la convergence uniforme est
démontrée.

11. Le raisonnement précédent nous montre aussi que, si la suite:

S+h), flt+hs), ..., flt+ha), ...
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converge uniformément vers une limite, il en est de méme de la suite:
F(t+h), F{t+hy),... , F(t+hi),...

et, directement, il est immédiat que la réciproque est vraie: les deux fonctions f
et I ont, par suite, le méme module; en particulier, l'intégrale d'une fonction
quasi-périodique de Bohl-Esclangon est aussi quasi-périodique si elle est bornée.
On démontre d'ailleurs facilement [Bohr I p. 122] que le développement de Fourier de
I'intégrale s’obtient par intégration formelle de celui de f(¢):

() oo i A, é4nt

n==1

wc+2 -e“‘ t.

n+1

Pour que f(t) ait une intégrale bornée, il est nécessaire que son développe-
ment ne contienne pas de terme constant A,, c'est-d-dire que la valeur moyenne
de la fonection soit nulle, on a en effet:

t— t l—

lim ff dt = im L [1() — Flo)] = 4,

et en général on peut écrire:
F{)=A,t+o(|¢)).

Bohl a montré le premier l'existence de fonctions quasi-périodiques & valeur
moyenne nulle et dont l'intégrale n'est pas bornée; M. Bohr a donné, au moyen
des fonctions 4 exposants linéairement indépendants des exemples plus simples
que celui de Bohl et ceci prouve que la condition nécessaire (4, = 0), pour que
Pintégrale d'une fonction presque-périodique soit bornée, n'est nullement suffisante.

Dans d’autres recherches, j'ai moi-méme [Favard I} été conduit 4 l'étude de

I'intégrale:
fji) o<e< 1)
e
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et j'ai montré I'existence de fonctions presque-périodiques, 4 valeur moyenne nulle,
-et telles que cette intégrale ne reste pas bornée lorsque T augmente indéfinement.
Une intégration par parties montre immédiatement que cela signifie qu'il existe
des fonctions dont lintégrale ne reste pas constamment inférieure & |¢]'~¢ en
valeur absolue, & partir d'une valeur assez grande de la variable, si petit d'ailleurs
que soit le nombre positif ¢: en d’autres termes o(|¢|), dans la formule précédente,
ne peut en général étre remplagé par o(|¢]'9).

Enfin j'ai également démontré que, lorsque les exposants 4., d'une fonction
presque-périodique, n'ont pas zéro pour une de leurs limites, la condition 4y=o0
est aussi suffisante pour que cette fonction ait une intégrale bornée.

12. Au sujet des fonetions & valeur moyenne nulle dont I'intégrale n’est
pas bornée, nous allons établir le théoréme suivant que Bohl [II] a déja donné
dans le cas particulier des fonctions quasi-périodiques:

Stz la fonction presque-périodique f(t), a valewr moyenne nulle, a wune intégrale
non bornée, il existe dans Uensemble H{f(t+h)} au moins deux fonctions f+ et f—
telles que:

t

ff*(t)dtZO; ff“(t)dtSO

pour
— w0 <f<<F o,

Nous allons montrer I'existence d'une fonction f* (f) et il suffirait de rem-
placer f(¢) par —f(f) dans le raisonnement que nous allons faire pour démontrer
aussi l'existence d'une f— (f).

Soit F'(f) une intégrale de f, on a évidemment:

F(t+h) — F(h) — ff(t+h) at

et si l'on considére une suite f(f{+hs) (n=1,2,...) qui converge uniformément

vers une limite f*(¢) on aura, pour toute valeur de ¢:

N=—— N—sD

lm [ (t+ ha) - F (ha)) = F* (t)—F*(o)::fj* (t)dtzlimff(t+hn)dt.
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Puisque toute fonction presque-périodique est normale il suffira de montrer

que l'on peut trouver une suite de nombres h;, hy, ..., by, ... et une autre suite
ti»ls, ... tn, ... de nombres positifs qui croissent indéfinement avec l'indice et
tels que:

F(t+h)—Fh)=0 pour|t|<ti=r1,2,...,n,...).

Tout d'abord il est impossible de trouver deux suites h, et ¢, telles que les
précédentes et de fagon que:

|F(t+h) — F)|< G vpour|t|<ti(i=1,2,...,n,...)

ol G désigne une constante positive, car alors il y aurait dans I'ensemble H{f'(t+ k)}
une fonction dont l'intégrale serait bornée et il en serait de méme pour la fone-
tion f(¢) contrairement i I'hypothése.

Nous allons montrer maintenant qu'étant donné un nombre quelconque £,
et une constante positive K, on peut déterminer deux autres nombres ¢, et %,
tels que:

<t <ty;, F(t)—F(t)=K.

7

Si cela était impossible, on aurait, pour tout couple de valeurs ¢’ et ¢
supérieures 4 f,:

Ft)--F({t"<K (t,<t<t").

et on pourrait trouver un nombre T positif tel que dans tout intervalle de longueur
T (t,<0<t<6+T) la variation de F(f) soit 2K au moins, mais dans le sens
contraire de celui que nous désirons; car si cela n’etait pas possible, on pourrait
trouver une suite de nombre 6; et une autre suite 7; de nombres positifs aug-
mentant indéfiniment avec l'indice et tels que:

—K<F(t)—F(t)<z2K
lorsque:

<t <ty<<0;+ T;.
Si I'on choisit alors: h,:=0,'+§i et t; = Z—’ on a:

| F(¢+h)—F(h)|<2K

7—27377. Acta muthematica. 51. Imprimé le 14 novembre 1927.
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pour:

ltl<t (G=1,2,...,n,.)

et il y a dans U'ensemble H{f(t+h)} une fonction dont l'intégrale est bornée, et
ceci est impossible.
L’existence’ du nombre 7T serait done démontrée et l'on pourrait, quel que

soit f,, déterminer deux nombres f, et f, supérieurs & ¢, de fagon que:
F(t)—F(t) =2K (o<t,;—t,<T)
puis deux autres nombres ¢, et f,:

h<<ta<ty, 0=t,—6L, =T, o<t{,—t, =T
tels que:
F(t)—F({t)=2K
et 'on a par hypothése:
F(t)—F(t;) =—K.

Sans qu'il soit besoin d’insister davantage, on voit que 'on pourrait toujours

déterminer une suite de nombres: ¢,%,,..,%,... tels que:

o<t,—t, <T; F{ty)—F(t)=2K
o<t —t,<T; Flt)—F(t)>—K

o<t —t,<T, F{t)—F({t;)=2K

o<tm—tm—1=1T; Flla)—F(ton)=2K

0 =<tym-1—tan < T; Fllony1)—F (fan)>—K

O<t2n+1—tl =2nT; I’T(t2n+1)—F(tl)_>n K.

Il suit de 14 que lorsque % augmente indéfiniment, il en est de méme de
tn puisque c’est le cas pour F'(t,) et l'on a:
Fltont1)—F(t)_ K
—___.._—_7>____.
2T

tan+1— 1
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done:
Al

lim - ">
1mm ¢ o

{—®

mais ceci est en contradiction avec le fait que F'(f) est de l'ordre o(f); il existe
donc deux nombres ¢, et ¢;:

ty<l;<ty; F(t)—F(t)=K.
On démontrerait de méme l'existence de deux nombres t; est f, tels que:
<t <t,<ty<t,; F(t)—F(t,) =K.

Soit alors m la valeur de ¢ pour laquelle F'(f) est minimum dans l'intervalle
(¢,%) on a:

et:
Fit)—Fm)=K, F(t)—F(m) =K.
Soit maintenant:
[£()] = G, on a:
K=<F{t)—F(m)<(m—t).G
K<F(t)—F(m) < (t,—m). G

d’ou
K K
m—1, Za; ti—m 26
et par suite:
. K
F{t+m)—F(m)=o0 si|t]< R

Si nous considérons alors une suite quelconque de constantes positives: K,
K,,...,K,,.. qui croissent indéfiniment en méme temps que %, & chacune de
ces constantes K; correspond un nombre m; et l'on a:

B

i

F(t+m)—F{m)=o0 sijt|<

@

c'est-d-dire dans des intervalles de longueurs indéfiniment croissantes.
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Or, de la suite de fonctions f(f+m;), on peut extraire une autre suite
S(t+h) qui converge uniformément vers une fonction f* (f) et I'on a:

Ppors 00

¢ ¢
]f+(t)dt=1im ff(t+h,,)dtzo;
0 0

ce théoréme sera utilisé plus loin pour donner un exemple d'une possibilité que

nous rencontrerons dans l'étude des systémes d’équations différentielles linéaires.

CHAPITRE II.

§ 1. Les systémes différentiels linéaires.
13. Ktant donné un systéme d’équations différentielles linéaires:

o fon ()2t fira (O 3t + foyn() - 2atg, ()

s For (0 2t forall) @at o+ forn ) @t a1

day )
dt = fa,1(t) - g+ fara (f) wat - +fmn(t) : 5'311+.9n(t)

ot les fonctions f; 1 (¢) et ¢:(f) sont définies, continues et réelles pour tout ¢ réel,
on sait que, par la méthode d’approximation de M. Picard, par exemple, on
peut obtenir sa solution quelles que soient les valeurs initiales attribuées a
Xy, Xy, ..., Tn, PoUr {=o.

Considérons maintenant une suite de systémes:

dx;
(5% Pt VRS IUREN SR A URE U

(t=1,2,...,0); (p=1,2,..))

dont les coefficients f4(¢) et g (¢) tendent respectivement vers f; (&) et g; (£) uniformé-

ment dans tout intervalle fini quand p augmente indéfiniment, et considérons
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aussi une suite de solutions de ces systémes dont les valeurs initiales pour

t=0: x"(0) tendent vers des limites ;(0) lorsque p augmente indéfiniment, les

solutions z () tendront uniformément vers la solution x;(f) du systéme (S) dans
tout intervalle de longueur aussi grande que l'on veut: c’est encore une consé-
quence de la méthode des approzimations successives.

14. Dans le cas que mnous nous proposons d'étudier, ol les coefficients f°
et g sont des fonctions presque-périodiques, notre méthode nous conduit a consi-

dérer en méme temps que le systeme:

(S) %Zﬁ;l (&) 2+ fral®) g+ + fint) 2atg:{t) (e=1,2,...,7)

I'ensemble des systémes:

(8:%) %:ﬁ*l () 2+ fia (B) - gt + fia () 2at g () (=1,2,...,n)

avec:
S () =Um f; {t + ha); g¢* ()= lim g: (¢ + ha)

Y——r 0 Yt O

(nous dirons, dans ce cas, que les systémes (S;4n,) convergent vers (S*) et

nous écrivons:
(St*) == ]im (SH.)%)
P O
cet ensemble nous leé désignerons par H(Sii1); nous considérerons aussi le sy-
stéme homogéne:

(=) ”%:ﬁ,l(t) ot fuorll) mt ot fnlD @ (=12, ..., )

et 'ensemble H (3;4»).

L'ensemble H{S;+n) (0w H(Z;+4) est défini par I'un quelconque de ses élé-
ments. Nous conviendrons aussi de dire de deux systémes de I'ensemble H (S;+5)
(ou de l'ensemble H(Z;s)): (S*) et (S**) que leur différence est plus petite que
&(>o0) si:

|/ () — k" O =<e (G hk=1,2,...,n)

lg*(B)—g** )< (=1,2,...,7)
et nous écrirons:

| (S¢%) — (S #) | < e.
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Il est clair, d’aprés- ce que nous avons rappelé au numéro précédent que si l'on
considére deux solutions x;*(f) et x;**(f) de chacun de ces deux systémes dont

les valeurs initiales satisfont aux inégalités:
|z (0) — 2** (o) | <«
on pourra déterminer un nombre w=w/(e, &) (>0) et un nombre T (>o0) tels que:
lz* () —x* ()| <w (=1,2,...,7)
81 —T<t<sT

et réciproquement si I'on se donne le nombre w aussi faible que l'on veut et T
aussi grand que l'on veut, on peut déterminer les nombres o et ¢ qui ne dépen-
dent pas des deux systémes (Si*) et (S;**) mais seulement de l'ensemble H (S;44).
Enfin nous appellerons module d'un systéme (S;) le plus petit module con-
tenant les modules des fonctions f; «(¢) et g;(f); et si une solution (z, (f),z, (2), .. .,
Zn(t)) de ce systéme est composée de fonctions presque-périodiques, nous appelle-
rons module de cette solution le plus petit module contenant ceux des fonctions
x;(t); pour abréger nous dirons aussi que cette solution est presque-périodique.
15. Au sujet de ces systémes, nous démontrerons d’abord le théoréme

suivant:
St un systéme de Uensemble H (S;y») admet une solution presque-périodique il

en est ainsi pour tous les systémes de U'ensemble.
Supposons que (S} admette une solution presque-périodique: [z, (f), z,(t),. ..,
xn ()] et soit (S;*) un autre systéme de l'ensemble H (S,.5):

(Sg*) = hm (S¢+h,y).

y—s X0

De l'ensemble des solutions:

2y (t+h), Ty (E+R), . . oy 2n (E+ o)

des différents systémes (S;+x,) on peut extraire, par des choix successifs, si cela

est mécessaire, une autre suite qui converge uniformément vers une limite; soit
zi(t+ k) une telle suite et:

z¥()=lim z;(t+k) (=1,2...,0) (—0o<t<+ )

Y— 0

les fonctions z;*(f) sont encore presque-périodiques. Il est clair alors, d’aprés ce
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.que nous avons dit sur la convergence des systémes que [z;*(f)] est une solution
du systéme (S;*). Remarquons aussi que si [zfY] et [x¥] sont deux solutions
presque-périodiques différentes de (S;), on pourra définir de la méme fagon deux
solutions presque-périodiques de (Si*): [x*W], [#*®] qui seront elles aussi diffé-
rentes; d'oi l'on déduit immédiatement que tous les systémes de l'ensemble
H(S;+») ont le méme nombre m de solutions presque-périodiques indépendantes,
ce qui signifie que, parmi les solutions des systémes sans second membre que
l'on peut en déduire, il y en a m—1 qui sont linéairement indépendantes: a une
solution [x;(f)] de l'un des systémes correspond une solution dans l'ensemble
H {[x;(t+h)]} pour tout autre systéme.

16. Premier théordme. S7 le systéme non homogéne (Si) a une solution bornée
et st aucun des systémes de Uensemble H (3;15) %'a de solution bornée (sauf, bien
entendu, la solution triviale x;=o0), la solution bornée de (Si) est composée de fonc-
tions presque-périodiques et tout autre systéme de Uensemble H (Si+n) admet aussi une
solution presque-périodique.

Pour obtenir ce résultat, nous allons prouver, ainsi que nous l'avons déja
fait, et ainsi que nous le ferons toujours dans la suite, que la solution [x;=wu;(f)]
bornée est composée de fonctions normales.

La solution bornée du systéme (S;) est définie par ses valeurs initiales (pour {=0):
ul (0)7 uz(o), ety u‘ﬂ(o)-

D’aprés l'hypothése faite sur les solutions de chacun des systémes de l'en-
semble H(Z;44), chacun des systémes de l'ensemble H(S;;;) a au plus une solution
bornée et ce que nous avous dit au sujet de la convergence des systémes montre
qu'il en a effectivement une. En effet si l'on a:

(Sg*)z lim (SH-II,,)
nous pouvons supposer aussi, quittes a faire plusieurs choix préalables, que les
nombres u;(h,) tendent vers des limites:
w¥= lim u;(h,) (t=1,2,...,n)
alors la solution [u;*(f)] du systéme (S:*) qui pour £=0 prend le systéme de valeurs

[#;*] est bornée et la convergence de [u;(¢+h,)] vers [u;*(t)] est uniforme dans tout

intervalle de longueur aussi grande que l'on veut. Notre théoréme est établi si
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nous démontrons que cette convergence est uniforme dans: — o <{<+ ; sup-
posons qu’'il n’en soit pas ainsi; on pourrait déterminer:
Qo “1
1" un nombre positif «
2° une suite de nombres croissants indéfiniment en valeur absolue avec
I'indice:
0 U U
3° deux suites d'indices:
Py Yoy ooy Vpy oo

TCyy TCay e ooy Tpy oo -

4° une fonction u;{f) parmi les n fonctions u,(f), u,(f), . . ., ua(t):
tels que:

o, (tp + 1o} — wiltp+ ha)| = (p=1,2,..).

Mais des suites de mombres: [ui(fp+h )] et [ui(ts+hr)] et des suites de systemes
(St+tp+hvp) et (Si+y+n ”p) on peut extraire une autre suite au moins telle que ces
nombres et ces systémes tendent vers des limites (V] et [u;?], (SW) et (S@);
pour ne pas compliquer les notations nous supposerons que ce sont les suites
précédentes elles-mémes qui possédent cette propriété. Les systémes de nombres
[:1] et [u¥] sont alors les valeurs initiales des solutions bornées des systémes
(8W) et (S™): or nous allons voir que ces systémes sont les mémes.

Quel que soit en effet le nombre positif ¢, aussi petit que I'on veut, on peut
déterminer un indice P tel que pour p> P, on ait d’abord

I(St+h,,,p) — (St+h,,p)| =
car les systémes (S;;5 ) tendent vers S;*; d'on aussi:

I(St+tp+hvp) — (St+tp+hﬂp)| =

W™

puis:
&
I(Sf—i‘tp‘l'h:yp) — (8W)| = 3
et:

|(St+tp+hnp) — (,5'(2))| =

w ™
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d’on:
(%) — (5] < o

¢ est arbitrairement petit, par suite:
(SW) = (S®).

Or ce systéme n’a qu'une seule solution bornée et nous avons trouvé deux
systémes de valeurs ihitiales différentes pour ce systéme et cette solution, car,

en vertu de l'inégalité que nous avons supposée, on a nécessairement:
|/ — uf|=a.

Nous arrivons & une contradiction, la convergence uniforme et, par suite, notre
proposition, est donc établie.

Remarquons maintenant que les limites possibles pour les systémes de
nombres [u; (h,)] fournissent un systéme de valeurs initiales pour le systéme (S?);
il n'y a done qu'une seule limite pour ces nombres et les choix préalables dont
nous avons parlé n’étaient pas nécessaires; mais la démonstration donnée au
numéro 9 au sujet de la comparaison des modules de deux fonctions presque-
périodiques vaut également pour un systéme et sa solution, nous avons donc le.
résultat suivant:

Le module de la solution presque-périodique de (S)) est au plus égal au module
de ce systéme.

17. Remarque. Pour la démonstration que nous venons de donner, il a été
nécessaire de supposer que non seulement le systéme (3;) n'a pas de solutions
bornées, mais qu'il en est également ainsi pour tous les systémes de l'ensemble
H(Z42). On peut se demander s'il ne serait pas suffisant de faire cette hypo-
thése seulement sur 3; et si ce seul fait n’entrainerait pas que tous les systémes
de I'ensemble H (3;41) n'ont pas de solutions bornées non plus; un exemple simple
montre que cela n'est pas suffisant.

Considérons l'équation homogéne du premier ordre:

dx
E-——'f(t)'x

ou f(t) est une fonction presque-périodique & valeur moyenne nulle dont l'inté-

grale n'est pas bornée, nous avons vu (N° 12) qu'il existait dans l'ensemble
8—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 14 novembre 1927.
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t t
H{f(t+h)} deux fonctions f* et f~ telles que: ff+(t)dt20 etff_(t)dtSo;
0 ¢
considérant alors les deux équations qui appartiennent au méme ensemble:
dx +

dx _
[di =f(t)=

la premiére n'a pas de solution bornée, tandis que celles de la deuxiéme le sont.

18. Corollaire. Soit 1'équation:

dhz d" 1z
ou fi, f2, ..., Ju et g(+0) sont des fonctions presque-périodiques: elle est équiva-

lente & un systéme linéaire tel que ceux que nous avons étudiés. Par suite, si
Ion sait que cette équation a une solution bornée ainsi que ses dérivées jusqu'a

I'ordre = et si de plus aucune des équations:

d*x s A2

T k) m=0 (fiF(0) = lim filt+1)
n'a de solution bornée, nous pourrons affirmer que la solution bornée de I'équa-
tion avec second membre est presque-périodique ainsi que ses dérivées jusqu'a
Uordre n.!

7

Examinons maintenant le cas particulier de 1'équation a coefficients constants:

d'x drlg
En‘- + alEF +"'+an$=f(t)
(f() presque-périodique, ay, as, . ... a, constants). Si 1'équation algébrique en r:

P(r)==r"+a, "1+ - +a,=o

n'a pas de racines purement imaginaires (alors 1'équation sans second membre n'a
pas de solution bornée) et si 1'équation a une solution bornée, cette solution est
presque-périodique.

! Voir au sujet de ce résultat E. Esclangon [I] et la critique des méthodes de M. Esclangon
chez H. Bohr et O. Neugebauer [I).
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Ce résultat a ét6 démontré par M. Esclangon dans le mémoire que nous
venons de citer pour le cas ol f(f) est une fonction quasi-périodique; M. Bohr et
Neugebauer [I] I'ont obtenu dans le cas général par intégration directe.

Ici l'ensemble fermé des équations sans second membre que notre méthode
conduit 4 introduire se compose d'un seul élément; on sait de plus que, dans ce
cas, si x est borné, il en est de méme de ses dérivées jusqu'a l'ordre »; par
suite la proposition que nous venons d’établir s’applique.

On peut facilement ici, ainsi que V'ont fait MM. Bohr et Neugebauer, obtenir
le développement de la solution connaissant celui de f(f).

Soit:

S S 4y ettt
et posons:
x(t)NZBneiM"t

notre théoréme prouve aussi que les dérivées de z(t) jusqu's lordre (n—1) sont
presque-périodiques, il en est donc de méme de la dérivée d’ordre %, comme
somme de fonctions presque-périodiques; et l'on sait que dans ce cas les déve-
loppements des dérivées de x(f) s’'obtiennent par dérivation formelle.

Done:

ZB" . P(zMn) el Mpt — ZAneiA,,t

et de 1a on déduit que le développement de z(f) ne saurait contenir d’autres
exposants que ceux de f(f) et qu’il les contient tous puisque P(r) n’a pas de

racine purement imaginaire, done:
; An iAt
x‘(t)NZ Pl eont,
19. Deuxiéme théoréme. Appelons valeur absolue, au point t, d'une solu-
tion [x:(8)] des systémes que nous considéroms, la racine carrée de la quantsté:
2 )+ () + - +xab(d).

8¢ aucun des systémes de Vensemble H (Si4n) #a de solution dont la valewr absolue
peut devenir aussi petite que Uon veut (sauf, comme toujours, la solution x;=0), et
st (Sy) a des solutions bornées, Uune d'elles, au moins, est presque-périodique et il en
est de meéme powr tout autre systéme de Uensemble H(Sii1).
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Supposons qu'un systéme (S) admette une solution [x;(f)] dont la valeur
absolue soit plus petite ou au plus égale & k(> 0), en d'autres termes soit:

Borne sup Va2 (f) +x2(t) + - +22(t)=k.

—w <f{<+ ©
Le raisonnement fait au numéro précédent montre que tout autre systéme de
U'ensemble H(S;11) posséde aussi une solution dont la valeur absolue ne surpasse
pas £ Les nombres £ pour lesquels il existe une solution de (S dont la valeur
absolue a % pour borne supérieure ont une borne inférieure g <% Nous allons

montrer que g appartient aussi 4 l'ensemble 2. Nous pouvons déterminer en effet

une suite de solutions [z ()] dont la borne supérieure %, de la valeur absolue

tend vers g lorsque p augmente indéfiniment. Les systémes de valeurs inifiales

[« (0)] ont aun moins un systéme limite et nous pouvons extraire de cette suite
de valeurs initiales une autre suite qui tend vers une limite; disons que la suite
elle-méme posséde cette propriété et soit [£ (0)] le systéme limite. Je dis que la
solution [ () ou systéme (Sy) qui, pour ¢=o0, prend les valeurs initiales [£;(0)]
est telle que:

Borne sup ng(t) +80+ - +E@B=y.

—o << 4 ®

Supposons, en effet, que pour ¢ = T on ait:

VEM+EMD+ -+ 8(T)=g+j (j >0

la convergence de la suite [z (¢) vers [£(f)] est uniforme dans tout intervalle

fini, on peut donc déterminer un indice P tel que, pour p > P, on ait & la fois:

V) +af* () + - + el (<g+2

p>Piltl=T

Vﬁm—NWW+~+mM—¢mw<§

N

d’ou:

V) + BI)+ Vo @+ (D) + - + VE ) =PI+ < g+j

contrairement & I'hypothése. Donc g appartient aussi & l'ensemble % et, d'aprés
les raisonnements antérieurs, on voit que tout autre systéme de I'ensemble

H (Si+1) admet aussi une solution dont la borne supérieure de la valeur absolue
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est exactement ¢; car il en admet une dont la borne supérieure de la valeur
absolue est au plus égale a g et cette borne ne peut étre inférieure a g car on
pourrait, partant de cette solution du systéme en qﬁestion, en déduire une autre
pour‘ le systéme (Sy) dont la valeur absolue est inférieure & g, contrairement au
fait que g est la borne inférieure des valeurs absolues de toutes les solutions de {(Sy.
Ainsi a4 chaque systéme de l'ensemble H (S;;1) correspond une solution dont la
borne supérieure de la valeur absolue est exactement g et nous allons voir qu'il

n'y en a qu'une seule.

Supposons en effet que (S;) posséde deux solutions de cette sorte: (£ ()] et

@ () + &) . . \ .
(& (t)], alors — est aussi une solution du systéme (Sy) tandis que

1\ 2)
[5( —&0( ] est une solution du systéme (3;) et L'on a:

§§1)+ 5(12) 2+ g.(l) 5(2) . §<1) §1(12) 2+ §(11)——§§2) 2+ - 511)__ ;2) 2
2 2 2 2

_E A E @D

Or, par hypothese, (3;) n’a pas de solution dont la valeur absolue peut devenir
aussi petite que l'on veut, on peut, par suite, déterminer un nombre [ tel que:

(1) (2) (1) (2)
R
2 2

CE C

2 2

(C’est en contradiction avec la propriété de g, par suite il y a une et une seule
solution " [£; (f)] qui posséde cette propriété pour tout systéme de l'ensemble
H(S;+1) si 'on fait 'hypothése qu'aucun systéme de I'ensemble H (3. ) n'a de
solution dont la valeur absolue peut devenir aussi faible que 'on veut; et c’est
cette circonstance qui va nous permettre de démontrer, comme dans le premier
théoréme, que la solution [£(¢)] est presque-périodique.

Soit en effet [&(¢ + hp)] une suite de solutions telle que les systémes de
nombres [&;(hy)] tendent vers une limite [£%(0)] tandis que les systémes différen-
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tiels (St+s,) tendent vers (S;*): des choix successifs permettent toujours d'extraire
d'une suite donnée une suite qui posséde ces propriétés.

La solution de (S:*) dont la borne supérieure est g a pour valeurs initiales
[&* (0)] done si la suite de systémes (S;+n,) tend vers (Si*), nous sommes siirs que
les systémes de nomwbres (& ()] ont une seule limite.

La convergence de [&;(t + hy)] vers [£*(f)] est uniforme dans tout intervalle
fini; on doit démontrer qu’elle est uniforme dans — 0 < ¢ << + o si cela n'avait
pas liew, on pourrait en effet déterminer: (voir la démonstration du premier
théoréme)

1° un nombre positif e

2° une suite de nombres croissants indéfiniment avec l'indice:

L U S
3° deux suites d'indices:

Vi, Vay oo sV,

7171,7'52, .. .,np, s

tels que les systémes (S[-{-tp-[»hvp) et (Stve,+n ﬂp) convergent vers deux autres syste-
mes (SU) et (S®) et les systémes de nombres [&(t, + k)l et (& (tp + ha))] vers
des systémes [£"(0)] et [£? (0)).
4° une fonction &;(f) parmi les # fonctions & (f), .. .,5.(t) telle que:
_Igi(tp_i_hwp)_gj(tp"'_hﬂp)lZa (p:I)27---)-

On démontre comme au numéro 16 que les systémes (SV) et (S?) sont les mé-
~mes et il s’ensuit que les deux systémes de nombres [EV (0)] et [ (0)] sont les
mémes contrairement & 4°.

Ainsi nous voyons que la convergence d'une suite de systémes:

lim (Sl,+hlv) = (SL*)

P— 0
entraine la convergence de la suite de solutions:

lm [&(t+ k) = [§L*(t)] dans — o <t<+w;(i=1,2,...%)

Yom—b O

donc le module de la solution [ (¢)] est inférieur ou égal au module du systéme
(Sf). De plus si [x;(f)] est une autre solution de ce systéme on a:
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Borne sup (§2(f) + £2(t) + --- + £ (f)] < Borne sup [22(t) + 22 () + - + 2 (t)]

—o<t<+ o —o<t< 4w

en ce sens on peut dire que la plus petite solution de (S;) est presque-périodique.

20. I’exemple de l'équation du premier ordre donné au sujet du premier
théoréme vaut également ici pour montrer que la connaissance des propriétés
que nous avons utilisées, pour un senl systéme (3) ne suffit pas pour en tirer les
mémes conclusions relativement & tous les systémes de l'ensemble H{(3;s).

‘Nous allons cependant donner un criterium permettant d'affirmer que
lorsqu'un systéme de lensemble H(3;:s) n'a que des solutions bornées dont la
valeur absolue ne devient pas aussi faible que l'on veut, il en est ainsi pour
tous les autres systémes de 1’ensemble. .

Supposons que () w'ait que des solutions bornées et de plus que:

i

F()—= f Fal®+fa )+ + fun()

0

sout ume fonction bornée, et par suite presque-périodique, alors tout systéme de Uen-
semble H(S;4s) n'a que des solutions bornées dont la valeur absolue ne devient pas
arbitrairement petite.

Soit (8], V@), ..., (%) un systéme de # solutions linéairement

indépendantes du systéme (3), on sait que l'on a (déterminant de Wronski):
AP0 o) 2 ()
@) @@
w () @t ) et (f) | C-ef®  (C constante = o).

20 2@ 2P ()

Le théoréme de M. Hadamard, sur le maximum de la valeur absolue d'un dé-
terminant, montre immédiatement que si les solutions [zi” (f)] sont bornées, ainsi
que nous le supposons et, s'il en est de méme pour F'(¢), la valeur absolue des
solutions ne saurait devenir aussi faible que l'on veut.

'Si nous considérons alors une suite de systémes (2;45,) qui tend vers (Z*)

lorsque » augmente indéfiniment, telle de plus que les systémes de nombres:

[ (h)] tendent tous vers des limites: [2{”*(0)], le déterminant de ces nombres
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limites aura une valeur C* certainement dJifférente de zéro. Considérant les

solutions [x{”* ()] de (S:*) qui ont ces nombres pour valeurs initiales, et posant:

13

1”m=fVﬁm+ﬁﬁm+wﬂﬁmdt

0

on aura:
i (RO L] ) I WO Ll (7
x1(2)*(t) x2(2)*(t)- R €1 = (% . ¢F*0),
ml(n)*(t) xz(n)*(t) e e e . xn(n)*(t)

A cause de la convergence uniforme de [z (t+ h,)] vers [x{/)*(¢)] dans tout intervalle
fini on peut conclure que les solutions [x{/)*(¢)] sont bornées, la relation précédente
montre alors que leur valeur absolue ne saurait devenir aussi faible que T'on veut.

21. Par combinaison des deux théorémes précédents, nous obtenons le résultat
suivant, dont nous ne donnerons pas la démonstration tout & fait semblable aux
précédentes:

Troisidme théoréme. S¢ (S;) a des solutions bornées et si aucun des systémes
de Uensemble H (3, 1) wa de solution bornée (sauf xi==o) dont la valeur absolue peut
devenir aussi pelite que Uon veut, (S)) a une solution presque-périodique dont le module
est infériewr ou égal au module de (S).

Nous allons faire tout de suite une application de ce dernier théoréme aux
équations & coefficients constants.

22. Reprenons I'équation:

drx a-lr . '
() gt o gt ae =)
(@1, as, ...an constantes réelles).

Cette fois-ci nous supposerons que l'équation algébrique:
Pir)=r"+a ™+ - +an=0

peut avoir des racines purement imaginaires mais qu'elle n'a pas de racines nulles
(an == 0) (ce dernier cas se raméne 3 celui de l'intégration que nous avons traité

au N° 10 et au probléme qui nous occupe).
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Nous allons démontrer que st Uéquation (1) admet des solutions bornées, elles
sont presque-périodiques.

Soit @(f) I'une d’entre elles et désignons par 2wy, @y, ..., Cap; —iw,, —¢w,,
.., —7Zwyg les racines purement imaginaires de P(r)=o0 (k < [g]), les solutions
bornées de l'équation différentielles sont alors:

k
z(t) = @(t)+ >, Cy cos (@, t+a)
v=1
ol les C, et o, sont des constantes.

La valeur absolue d'une solution sera ici la racine carrée de la quantité:
() + 22t + - + 2"V (Y)

et si 2(t) est bornée ses dérivées le sont aussi. Pour appliquer le théoréme précédent,
il suffira de montrer que les valeurs absolues des quantités de la forme:

14
Z C, cos (w,t+ as)

»=1

solutions bornées de l'équation sans second membre, ont une borne inférieure
positive. Si nous nous donnons en effet les C, et si nous voulons que la valeur
absolue de la quantité précédente soit inférieure a &, il faudra tout d’abord:

k k

| ZO” cos (wt+a,) | <e; ZCﬂ,ww sin (wvtte,)| <e
p=1 v»=1

k | k

D Cwleos (witta)| < D Cowd sin (wvtta)| <e

v

=1 v=1

Mais puisque £ < [E] il y a au moins autant d'inéquations pour les cosinus (ou

les sinus) séparément qu'il y a de ces termes sous les signes 3; on peut donc
résoudre séparément par rapport a cos (w,t+a,) et & sin (w, ¢+ a,), car les déter-
minants des premiers membres des inéquations ne sont pas nuls; on voit ainsi
que les cosinus et les sinus seront trés petits si ¢ est lui-méme trés petit et & partir

d’'une certaine valeur de & 1'égalité: cos? (w,t+a,)+ sin® (w, i+ a)=1 ne sera
9—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 14 novembre 1927.
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plus vérifiée; la valeur absolue de la quantité préecédente ne peut donc descen-
dre au-dessous d'une certaine limite.

@ (t) est donc presque-périodique et parmi toutes les solutions de (1), l'une
d’elles a son module contenu dans celui de f(f); disons que c'est @ (t) elle-méme;
posant alors:

f(t) o3I A, - ednt

on trouve, comme au N° 18:

Aq f At
¢(t)NZ'P(Z.Aﬂ)-e’ nt,

On a de plus le résultat suivant:
Pour que Uéquation (1) admette une solution bornée, ¢l est nécessaire quw aucun
des exposants Ay de f(f) ne soit racine de Uéquation:

P Ay)=0o.

§ 2. Une équation de la théorie des perturbations.

23. Nous allons faire 'application des méthodes et des résultats précédents
a l'équation suivante:

d?x
() To g atyl)  (pl)=o)
ou ¢(t) et Y(f) désignent des fonctions presque-périodiques réelles de ¢ En
d
posant y=£ , cette équation est équivalente aun systéme:
dx_
it Y

W) wtpll)

et notre méthode nous améne 4 considérer en méme temps que 'équation (E)
les équations:
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* a’z * *
(%) a0z
avec: ‘
@*(t)=lim @ (t+h,); Y*()=lim p(t+h) (—o<i<+ o)

P 0 Yo OO

dont nous désignons l'ensemble par H(E;;z). On est naturellement amené 2
I'étude préalable de 1'équation sans second membre:

dx

(@t) W -

o) =
et 4 la considération de I'ensemble H (&;.4).

Nous ne pourrons malheureusement pas traiter entiérement cette derniére
équation; nous examinerons seulement trois cas et dans chacun d'eux s’introduira
une fonction presque-périodique dont nous ne pouvons pas donner de méthode
pratique de détermination.

24. Premier cas. L'équation (&) n'a que des solutions bornées.

La forme de I'équation montre que la dérivée seconde de chaque solution
est aussi bornée; d'aprés un résultat Vcronnu, il en est par suite de méme pour
la dérivée premiére.

Soient u(t) et v(t) deux solutions indépendantes de (€;) on a:

uv'—vuw'=c (constante)

\

il suit du théoréme du N° 20, mais c’est aussi trés facile & voir directement,
gque la valeur absolue de chacune de ces solutions ne devient pas infiniment

petite: ici, par valeur absolue de w, il faut entendre la quantité:
w® () +u'3(t).
Considérons alors la forme du second degré:
Sl =au?+2Buv+yv?
ou les quantités «, 3,y sont des constantes qui jouent le role de paramétres. On a:
S (t)=2 [eud + 8 (v +vw') +yvv]

S O =zeu+28u v+ +29(t) - f.
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Cette fonction f(t) est bornée ainsi que ses deux premiéres dérivées et, le déter-
minant des coefficients des quantités o, 8, y dans les seconds membres des égali-

tés précédentes est, comme on le voit facilement, égal a:
(wv' —vu')P=¢® (540).

Si nous donnons i e, 8, y toutes les valeurs possibles, nous obtenons un ensemble
de fonctions f(f) que nous désignerons par (f) et il est évident qu'au lieu de
prendre « et v pour définir 'ensemble (f), on eut pu prendre tout autre systéme
de 2 solutions de (€;) linéairement indépendantes car cela revient simplement a
effectuer une substitution linéaire dans la forme f.

D’autre part, en vertu de la relation:
’ ’
uv —vu =¢

% et v ne peuvent prendre simultanément des valeurs arbitrairement petites en
valeur absolue, il en résulte que l'on peut choisir les constantes «, 8,y de fagon
que, quel que soit le nombre k(> o0) choisi:

fl=k>0 (—w<t<+ ).

Une forme f étant ainsi déterminée, on pourra alors trouver une constante K
telle que:

ViA+ P+ fP<K (—o<t<+ ).

Il existe peut-étre plusieurs formes qui possédent les deux propriétés précédentes
nous désignerons leur ensemble par [f].

Remarquons maintenant que si (€;) a toutes ses solutions bornées, il en est
de méme pour toutes les équations de I'ensemble H (G ). Si (G*) est 'une
d’entre elles, il existe dans l'ensemble (f*) correspondant un ensemble [f*] tel
que pour chaque fonction de cet ensemble on ait:

fE=k et Ve + 2 <K (—o<i<+ )

cela est une simple conséquence de la convergence uniforme, dans tout intervalle
fini, des solutions d'une suite d'équations (€;+s,) qui tend vers (€*) lorsque »
augmente indéfiniment.

Pour chaque forme de I'ensemble [f] la fonction ¥ f2+ f*+ f% a une borne
supérieure G (f) et toutes ces bornes supérieures ont une borne inférieure g.
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Nous allons montrer que l'on peut choisir a, 8,y de fagon que G (f)=g. Tout

d’'abord on peut déterminer une suite de fonctions f, fs, ..., fa,. .. telles que:
].im G (j;l): g.
f—x

Les systémes de nombres [f,(0),fn (0), /2 (0)] ont au moins un systéme
limite soit [F(o), F'(0), F"(0)]; ce que nous avons dit au sujet du déterminant
des coefficients «, 8,7, permet d’affirmer que la recherche de ces coefficients pourra
toujours étre faite pour le systéme limite et nous obtiendrons ainsi une forme F'(f).

Mais alors la suite de formes:

gn (1) = fn (t)—F(1)

appartient aussi 4 I'ensemble (f) et g»(0), g2'(0), g»”' (0) tendent vers zéro lorsque » aug-
mente indéfiniment: ce qui signifie que les paramétres o, 8,y de cette suite de
formes tendent vers zéro et que, par suite, la suite elle-méme tend uniformément
vers zéro dans — oo <f<< 4 00,

Or on a: G (F)=g, supposons que G (F)>g, alors, pour une certaine valeur
de f, on aurait:

VEP+F?*+F?=g+6 (6>0)

et I'on peut déterminer un indice ¢ tel que l'on ait 4 la fois, 4 partir de ¢, et pour
cette méme valeur de ¢:

GU<g+ LWV FF T TV 7w i <

c'est en contradiction avec I'hypothése précédente.

Les remarques que nous avons présentées auparavant nous montrent aussi
que pour toute équation (€*) de l'ensemble H(G;.,) il existe une forme F*
telle que: '

Fr=k; G(F¥=y.

Montrons maintenant qu'il n’existe qu'une seule forme qui posséde cette pro-
priété dans I'ensemble [f] correspondant a 1'équation (C;); la démonstration vaut
également pour chaque équation de l'ensemble H (E;.»).

Supposons qu'il existe deux formes qui jouissent de cette propriété:
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Fi=k, G(F)=g; F,>k, G (Fy)=yg

et considérens les deux formes qui appartiennent également & (f)

% =F1+F2. @525;&
2’ 2
on a
%2+ %,2+%,,2+®2+®,2+®,,2:F12+ F112+Fl”2+F22_|_P12'2+F2u2£ 92
2
d’ou

FAHFHF < —(B+E?+ ")
d’aprés 'hypothése faite sur g, il suit de cette inégalité que:

Borne inférieure (&2+®'2+®"%) =0
—o <t<
c'est-d-dire que les paramétres e, 8,y de G sont aussi petits que l'on veut, par
suite &=o. _

Il existe donc dans l'ensemble (f) une et une seule forme F'(t) qui posséde
les propriétés que nous désirons; sur cette forme nous pouvons faire les raisonne-
ments déja appliqués plusieurs fois pour démontrer que c¢’est une fonction nor-
male ainsi que ses deux premiéres dérivées. Nous avons le résultat suivant:

8¢ Uéquation (&) w'a que des solutions bornées, désignant par w et v deux
quelconques d’entre elles linéairement indépendantes et par k un nombre positef quel-
conque, 1l existe une forme du 2° degré:

F({t)=Au*+2Buv+ Cv®
telle que.
Fl=k

el que est presque-périodique ainst que ses dewx premiéres dérivées.

Le module de cette fonction est contenu dans celur de g (f).

Nous allons maintenant étudier cette fonction considérée comme forme du
second degré et faire voir que F ne peut étre que définie, puis nous montrerons
comment sa connaissance suffit pour achever l'intégration de 1'équation (&).

1° F ne peut étre une forme indéfinie; car alors en choisissant convenable-
ment les solutions indépendantes de (€;) qui la définissent, on pourrait la ra-
mener & la forme F—=uwv. La résolution de 'équation (€;) est ramenée i celle

du systéme:
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{ uv=F()

’ ’
U —0U =0C

(F(})=F).

Un calcul élémentaire donne immédiatement les fonctions « et v & un facteur prés:

u=VF Ny wdie

et, puisque F'(f) est bornée, ces fonctions ne le sont, elles ne sauraient étre solu-
tions de l'équation ().

2° La forme F ne peut étre le carré d'une forme linéaire. Car on pourrait
la ramener a:

F=qu®

¢
— — | dt . .
etalors Y F et V' F f 7 (@ constante quelconque) seraient des solutions de (&)
a

¥

. A0

t
or f LA peut rester borné.
a
3

La forme F ne peut donc qu'étre définie, on peut alors la ramener
a la forme F=u®+2" et 'on a & résoudre le systéme:

w+vi=F
“

’ ’
v—ou=c¢
d’ou Von tire:

AV
(arc tg@;)=i

donc les solutions de ce systéme sont

u:Vfcw(f%dQ
v=VF sin (ft%dt)

La solution générale de (€;) est done:

(a constante quelconque).
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¢ t
z=c¢,V F - cos (f%dt) + ¢ VF- sin (f% dt)'

Puisque F(f)=%>o0, la fonetion %= R est aussi presque-périodique et positive

et sa borne inférieure est aussi positive. on peut donc mettre la solution de (&)
sous la forme:

mais R étant toujours positif, f Rdt prend toutes les valeurs et l'on peut

a

xz%.cos(fw)

<

écrire:

c'est la forme de la solution générale de l'équation (€;) lorsque toutes ses solu-
tions sont bornées, & et ¢ sont les constantes d'intégration.

Passons maintenant & 1'équation avec second membre (E); l'intégration de
(€;) effectuée, on sait que l'on peut faire celle de (%) par des quadratures.

Supposons que 1'équation (E;) admette elle aussi une solution bornée, alors
toutes le seront et, d’'aprés le deuxiéme théoréme du paragraphe précédent, I'une
d’elles au moins. sera presque-périodique, soit M(¢), et son module sera contenu
dans le module formé par I'ensemble des modules de ¢(f) et de w(2).

La solution générale de (E;) est alors:

i

x= ?R+V—_. cos (fRdt)

c

25. Voyons maintenant dans quelles conditions il pourra exister plusieurs
solutions presque-périodiques de (F;) ou, ce qui revient au méme, des solutions

presque-périodiques de ().
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Remarquons d’abord que R étant presque-périodique ainsi que ses deux

premiéres dérivées, si, par exemple, la solution

V«I—_I_{. cos(fRdt)

de (€ est presque-périodique il en est de méme de sa dérivée premiére:

—VE'Sin(fRdt)—Wlfg,?);-cos(f}%dt)

t

1
et par suite aussi de: ﬁ sin ( f R dt) qui est une solution de (&) indépen-
0

dante de la premiére; donc si (€;) admet une solution presque-périodique toutes
le sont. Comme le produit de deux fonctions presque-périodiques est encore
presque-périodique, il suit de la que les fonections:

t t
cos(fRdt) et sin(fRdt)
1] 0

sont aussi presque-périodiques et qu'en considérant les deux suites:

t+hy, t+hy,
cos(fRdt)'et‘ sin(det) (n=1,2,..)
0 0

on peut extraire de la suite de nombres h, une autre suite telle que les deux
suites précédentes convergent en méme temps vers des limites et uniformément
dans —o0 <{<<+ o0, Disons, pour ne paé compliquer les notations que la suite
hn elleméme posséde cette propriété: cela signifie, comme on le voit facilement,

qu'a tout ¢(>0) donné on peut faire correspondre un indice N tel que:

t+hy, by, tthp,

fio ]

+h
Rdt|= fRdt <e¢ (mod 2 7)

iy,

dés que:

10—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 14 novembre 1627.



74 J. Favard.
n, et ny > N.

Désignons de plus par r(>o0) la valeur moyenne de R; de la suite h, précé-
dente on peut extraire une autre suite A, telle que l'on ait & la fois (0<e<<n):

|7 (hn,, ~ hn, )| <& (mod 2x)
et:
t+1n,,
Rdt|<e (mod 27)
i+,
dés que:

v, et v, = P(e).
De 14 on tire:

t+hn,,

(R—7) dt]| < 2¢ (mod 2m)

t+hn,,

mais au premier membre de cette derniére inégalité nous avons une fonction
presque-périodique' & valeur moyenne nulle et qui, par suite, prend la valeur zéro,
l'inégalité précédente a donc lieu en valeur absolue et non pas seulement suivant
le module 27 et on peut 1'écrire:

t+h tt+hy

fg%—r)dt—f(lv;—-r)dt < 2¢

0

thy,

ceci dans —oo <f<< + ; mais l'inégalité précédente signifie que | (R—r)dt tend

0

! M. Bohr démontre en effet [I. p. 60] que si f(f) est presque-périodique il en est méme de:
t+c
f J@®dt (¢ constante)
t
et ici 1'on a
thy Ltk
2

[T
t+hy, ¢ ¢

1
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t

uniformément vers une limite, c'est-a-dire que f (R—7) dt est une fonction nor-
o

male et cette condition nécessaire est aussi suffisante comme on s’en rend facilement
compte.

Nous arrivons donc¢ au résultat suivant:

Pour que Véquation () ait ses solutions presque-pérrodiques, ¢l faut et <l suffit
que:

t

[ B dt=rt+ fonction presque-périodique.

Q

On peut se demander maintenant si toutes les conditions que nous avons
imposées 4 R(f) n'impliquent pas aussi que l'intégrale de R soit de la forme
précédente: il n’en est rien. Soit en effet @(t) une fonction presque-périodique,
ainsi que ses deux premieres dérivées, & valeur moyenne nulle et & intégrale non

bornée, choisissons une constante g positive assez grande pour que:

R(t)=pu+elt)>o0

alors:
t

e (o)

c

sera la solution générale de 'équation:

3R12__2RRH_4RN) .x
at*

4FR?

qui est du type précédent et aucune de ses solutions n'est presque-périodique.

26. Deuxidéme cas. I'équation (§) a une seule solution bornée (définie & un
facteur constant prés) dont la valewr absolue ne devient pas arbitrairement petite et
les solutions indépendantes de celles-ci me le sont pas.

Toutes les équations de l'ensemble H(G;;s) ont alors la méme propriété.
D’abord l'une d'elles ne saurait avoir deux solutions indépendantes bornées car
toutes les équations de l'ensemble posséderaient la méme propriété; ensuite toute
équation (€;*) a une solution bornée non nulle car, dire ici que 1'équation (€) a
une solution dont la valeur absolue ne devient pas aussi petite que l'on veut,
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veut dire que ]/m a une borne inférieure positive; choisissant alors une
suite d'équations (€;ys,) qui converge vers (€*) lorsque » augmente indéfiniment
et telle que les nombres u(h,) et «'(h,) tendent chacun vers une limite u*(0) et
w'*(0), les raisonnements précédents montrent que la solution de (&*) qui a
pour valeurs initiales u*(0) et u'*(0) est bornée et non nulle car u*(0) et u'*(0)
ne sont pas tous les deux nuls en vertu de l'hypothése faite sur la valeur
absolue de . ’

Soit S(#) une solution de (€;) qui posséde la propriété précédente et posons:

(1) o<g=VSMH+85%) =< a.
Les autres solutions bornées de (€ sont de la forme £ S() et I'on a:
(2) o<|klg=<V S+ S < |k| G.

Je dis que toute équation (E;*) posséde une solution qui a les mémes bornes
que S(¢). Le passage a la limite montre en effet 1'existence, pour cette équation,
d'une solution telle que: -

o< g <Y SN+ =6
avec:

En repassant de (€*) a (€) par un autre passage a la limite, on voit que cette
derniére équation admet aussi une solution dont les bornes g, et G, de la valeur
absolue sont telles que:

9=g; =G
Comparant maintenant avec I'équation (2), il s’ensuit que:
9=9; G=G.

Le résultat est donc démontré et de plus si (€;4s,) tend vers (€*) alors les
nombres S(h,) et 8 (h,) ont deux limites différentes au plus; le raisonnement
s'achéve alors comme tous les précédents, on montre que I'hypothése de la non
convergence uniforme de la suite S({+h,) vers S* (f) entraine une contradiction,
S(#) est donc presque-périodique.

Soit alors v une solution indépendante de S{¢) on a:

Sv'—Sv=c¢
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de 1a:
, c* c?
P e
Par suite si 1'équation aveec second membre admet une solution bornée & (1),
le troisiéme théoréme du paragraphe précédent s’applique; comme auparavant le
module de S(¢) est au plus égal au module de ¢ (¢) et le module de &(t) au plus
égal 4 la somme des modules de @(f) et de ¥(t) et nous pouvons définir S(f)
par la condition:
Borne sup [&* (1) +&"*(¢)] < Borne sup {[S(H)+iS{H))*+ (& &) +%S (#)]%.

—o <<+ —o<t<+ >

La solution générale de (E:) est alors:

t
x=@+clS+chf

0

dt
5

27. Troisidme cas: ¢ (f)=o.

On sait alors que l'équation () n'admet aucune solution bornée (sauf la
solution banale z=0) et il en est également ainsi pour toutes les équations de
I'ensemble H (Gt p). .

M. F. H. Murray (I] a démontré que la solution générale de (E:) est de la
forme: -

ou A(f) et A(f) sont des fonctions non négatives de et bornées lorsque ¢ (t) U'est,
ce qui est le cas ici.

Considérons les deux solutions particuliéres:

—o0 <t< +
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la premiére est non croissante, la deuxiéme non décroissante; pour {=o0 ces
deux solutions prennent la valeur 1; la premiére reste toujours plus petite ou
au plus égale & 1 lorsque ¢ varie de 0 & + o, l'autre reste dans le méme inter-
valle toujours supérieure ou égale 4 1; ces deux solutions sont donc indépendantes
et par suite:

v (0)—u' (0)=4(0)+4(0)>o.

En remarquant maintenant que wv'—vu’ est constant, on en tire:

ffdz . _!Idt:}*(g)_i;( )
+ A

AO+2 0

Pour une valeur finie de ¢, cette formule montre déja que: A(f) +1(f)>o.
Toutes les conclusions exposées jusqu'ici sont aussi valables pour toute autre
équation de l'ensemble H (G;1,). Par exemple les solutions de (& 4+r) qui possé-
dent les mémes propriétés que les solutions de (&) sont:

u(t+h) ot v(t+h)

u () o)

dont les dérivées pour {=o0 sont:

—A(h) et A(R)
c’est-d-dire bornées.

Considérons alors une équation (G:*) de I'ensemble H(E:ts) et soit (Ciyn,)
une suite d'équations qui tend vers (€,*) lorsque » augmente indéfiniment, suppbsons
de plus que les nombres —A(h,) et 4(h,) aient chacun une limite —A*(0) et 1*(0); la
convergence uniforme des solutions de (Ci1s,) vers celles de (€;*) permet d’assurer
que les solutions de (€*) qui, pour {=o0 prennent la valear 1 et ont pour
dérivées en ce point: —A*(0) et A*(0) sont, la premidre non croissante, la deuxiéme
non décroissante et ce fait va nous permettre d’établir que la fonction: A(f)+A(?)
a une borne inférieure positive. En effet si cela n’était pas on pourrait trouver

une suite de nombres ¢, (v=r1, 2,...) tels que:

Lim [A(4)+A(t)]=o.

Y——s O
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Considérant alors la suite des équations (€:4.,), de cette suite on pourrait extraire
une autre suite telle que A(t,) et A(t,) aient des limites (nécessairement nulles) et qui
converge vers une équation (E{V) qui admet deux solutions linéairement indépen-
dantes telles que:

t
— faWa:

wh(f)=e © A =0

t
(1)
oledt

() =e M=o

et 'on a:

A (0) — w0 (0) — 2(0) + AW (0) = Tim [Z—((:—))— %((}’f))] — lim (k) +Z(k)] =0

contrairement au fait que %) et » sont linéairement indépendantes.

Il est maintenant possible de démontrer que: A(f)+ A(f) est une fonction pres-
que-périodique de ¢ et toujours par le méme procédé qui montrera que cette
fonction est une fonetion normale et que son module est contenu dans celui de g(f).

Nous poserons:

T(t) = [4(0)+4(0)] - [2(8)+ 2(¢)

et nous désignerons par g et G les bornes de cette fonction:
o<g<TH=<G.

Un calcul simple montre alors que la solution générale de (&) est:

¢
e—-—- E[Tdt det
VT

=k,

t
ou encore, puisque 7' est positif et que f T dt prend une fois et une seule

0
chaque valeur:
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t
k
= -=—.ch Tdt).
VT (f )

c

Occupons nous maintenant de 1'équation (F:); l'intégration de (&) une fois
effectuée, une solution particuliére s’obtient facilement par la méthode de la varia-
tion des constantes; si nous arrivons & montrer que (F; posséde une solution
bornée, notre premier théoréme trouvera son application et par suite cefte solution
sera presque-périodique.

En fait une solution particuliére de (FEy) est:

t u
—det t fT(z)d:
0
e .

v

LY
V T'(u) 4

- ) _
-5 | . wt

u
f’l‘dt + fT(:)d: .
+é o . () duJ

t

car nous allons montrer que les intégrales écrites ont un sens.
Nous allons le faire pour la premiére des expressions qui figurent entre

crochets et montrer de plus que cette expression est bornée; on peut l'écrire aun
signe prés:

t — .’I‘(z)dz
A= | e '[ . w_(’!) du.
_f VT

Nous avons déja montré que I admet une borne inférierure g positive, il
Y(u)
VT

suit de i que reste plus petit en valeur absolue qu'une constante K

et, par suite:

[1
t —fgdz

|A|sfe u -Kduz?-

—®

La méme limitation vaut pour la deuxiéme expression et l'on treuve:
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K
|‘7L(t)|—<—_‘g‘§ :

En définitive la solution de l'équation (E)), pour ¢@{t)=o0, est donnée par:

¢

—zectaf[ 74

[

oi T et T sont deux fonctions presque-périodiques de ¢, la derniére positive.
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