
SUR LES I OUATIONS DIFFt RENTIELLES LIN AIRES 
COEFFICIENTS PRESOUE-PI RIODIOUES. 

Par 

J. FAVARD 

~t PARL']. 

Introduction. 

Dans le pr6sent travail je me propose de d~velopper quelques rdsultats sur 

les ~quations diff~rentielles lin~aires s coefficients presque-p~riodiques; la m6thode 

que j'ai suivie ne diff~re pas essentiellement de celle employbe par Bohl [II] I pour 

l'~tude des mSmes syst~mes dans le cas des coefficients qu~si-p~riodiques. Mais 

j'ai pu, grs ~ un th6or~me de M. S. Ch. Bochner [ I e t  II], qui donne une 

d6finition nouvelle des fonctions presque-p6riodiques, simplifier l'expos~ de Bohl 

et obtenir e n  m6me temps quelques rdsultats nouveaux. 

Ce m~moire comprend deux chapitres. Dans le premier, je commence par 

exposer briSvement, d'aprSs M. H. Bohr [I, I I  et III], s qui l'on doit route la th~orie 

des fonctions presque-p6riodiques, comment, 's partir d'une fonction presque-p~rio- 

dique f(t), d'une variable r~elle t, on peut construire un ensemble ferm~ H { f ( t + h ) }  

contenant les fonctions f ( t + h ) ,  off h est une constante r~elle quelconque, et les 

fonctions limites de ces fonetions lorsque la convergence vers ces limites est 

uniforme. Je  donne ensuite une d~monstration ~l~mentaire du th~or8me de M. 

Bochner qui est le point de d~part des recherches expos~es dans la suite. Ce 

th~orSme est le suivant: 

Appelons >,fonction normale>, f ( t )  d'une variable r~elle t, une fonction con- 

tinue telle que de route suite de fonctions: 

f ( t  + h , ) , f ( t  + h~), . . ., f ( t  + h~ ,  . . . 

Voir l ' Index  /t la fin du mdmoire  (p. 81). 
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on puisse ext~ire une autre suite qui converge uniform~ment d a n s - -  ~ < t < + or 

vers une fonction limite g(t) 1, alors: 

Toute fonction presque-p~riodique est une fonction normale et r~ciproquement. 

Je fais ensure l'application de ce thdorbme au probl~me de l'intdgration des 

fonctions presque-p~riodiques en d~montrant d'abord le thdor~me de Bohl [II] et 

de M. Bohr [I]: 

L'int~grale d'une fonction presque-p~riodique, si elle est born~e, est aussi 

presque-pgriodique. 

Le raisonnement employ~ pour ~tablir cette proposition est le type de ceux 

utilis~s duns la suite: s'dtant d'abord assur~ qu'il n'existe qu'une seule fonction 

qui poss~de une propridt~ donnde, on d~montre que c'est une fonction normale 

en obtenant une contradiction darts la supposition contraire. 

Enfin ce chapitre se termine par quelques propri~tds de l'int~grale, dans le 

cas off celle-ci n'est pas born~e, propri~t~s qui nous servent "s donner un exemple 

d'une possibilitd rencontr~e plus loin dans l'dtude des syst~mes. 

Le deuxi~me chapitre commence par l'~tude des syst~mes d'~quations diff~- 

rentieUes lingaires s coefficients presque-p~riodiques: je me suis borng au cas off 

ces coefficients sont r~els, mais on verra facilement que les m~mes considerations 

s'appliquent dans le cas des coefficients imaginaires. 

Soit le syst~me s second membre: 

(S~) d x i  d r  = p l , , ( t )  . x~ + p2,i(t) . x2 + " "  +p,,,,(t)- x,, + q,(t) (i ~ I, 2 , . . .  n) 

off les pk, i(t) e t  q~(t) sont des fonctions presque-p~riodiques r~elles de la variable 

r~elle t. En m~me temps que le syst~me (St) la mdthode conduit ~ considdrer 

l'ensemble des syst~mes H { S t + h } :  

H{Z~+~} d x ,  
a t  = p~, , ( t )  . ~ + p~.,(  ) . ~ ,  + . . .  +p,,,,(t). x ~  + q,*( t )  ( i =  ~, 2 , . . .  

�9 t avec: Pk,,( ) = l impk , , ( t+h , , ) ;  q,*(t) = lira q~ (t+h~) 

(off la suite des hombres h, est la m~me pour les p~.~(t) et les qi(t)) et l'ensemble 

des syst~mes suns second membre: 

Cette d~finition est  na ture l lement  ~ r~pprocher de celle bien connue de ~famille normMe,  

et de ~suite normale,, de M. Montel. 
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H{Zt+ } . '~-[ ==p~,,(t). Xl-~p~,i(t) Xs+ "-- nu/),,i(t). X, (i : I, 2 , . . .  ~) 

off les p~,~(t) sont les m~mes que dans l 'ensemble H{St+n}. 

Les r~sultats sont alors les suivants: 

I ~ Si le syst~me (St) a une int~grale const i tute  par des fonctions borndes 

et si aucun des ~yst~mes de l 'ensemble H{2t+h} n'a d'int6grule born6e 1, alors 

l ' int~grale bornde de (St) est const i tute  par des fonctions presque-pdriodiques, et 
tout  autre syst~me de l 'ensemble H{St+h} poss~de une int4grale born~e consti tute,  

elle aussi, par des fonctions presque-p~riodiques. 

o .  Si le syst~me (St) a une intdgrale bornde e~ si aucun des syst~mes de 

l 'ensemble H(2t+ ~)1 n 'a  d' intdgrale dont  la valeur absolue puisse devenir arbitraire- 

menb petite, une intSgrale bornde du systbme (St), au moins, est const i tute  par 

des fonctions presque-pgriodiques et il en est de m~me pour tout  autre syst~me 

de l 'ensemble H{St+n}.  

Nous entendons, par >>valeur absolue>> d'une intdgrale x~ (t), x~ ( t ) , . . . ,  X,~(t), 
la quantit6:  

l / x~( t )+x~( t )+ ... + x , '  (t). 

L' int~grale de (St): (~, (t), ~ ( t ) , . . . ,  ~ (t)), dont  notre m~thode nous permet d'affir- 

mer qu'elle est presque-p~riodique, poss~de, relat ivement s route autre int~grale 

(x~,x~, . . . ,  xn) du m~me syst~me, la propri~t~ suivante: 

borne sup (~,~ + ~,z ~ + . . .  + ~,~) ~ borne sup (x, ~ + x,~ ~ + . . .  +x,,~). 
- - ~  < t  < - t - o c  - - ~ o  < = ~ < + r  

Puis je fais ensuite l 'dtude d 'une ~quation de la th~orie des perturbations: 

d 2 x 
d t ~ -- q~ (t). x + V) (t) 

0U ~0 et ~p sont des fonctions presque-p~riodiques r4elles de la variable t. Cette ~qua- 

t ion a 6td ~tudide par Poincar~, dans ses >>Nouvelles M5thodes>>, dans le cas 

od q~ (t) est p~riodique, et par Bohl [ I e t  II] dans le cas off les q~ e~ ~p sont quasi- 

p~riodiques. 

Son ~tude conduit  naturel lement  ~ l '6tude prdalable de l 'Squation sans 

second membre: 

i I~s conditions obtenues iei sont relatives a l'ensemble des syst~mes t[{~t+h} et naturelle- 
ment assez difficiles k utiliser; il serait plus commode d'obtenir une condition relative au systemc 
(~t) seulcment m~is je n'~i pu en trouver. 

5--27377. Acta mathematica. 51. Imprim6 lo 13 novembre 1927. 
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(2) d ~ x 
d t  2 - -  ~0(t). x 

J 'a i  examin6 trois caz: 

I ~ L'~quation (2) n 'a que des int~grules born~es, elles sont alors de la forme: 

- c o s  R ( t ) a  

off /~ (t) d~signe une fonetion presque-p~riodique positive et off k et c sont les 

constantes d ' int~gration; ces solutions sont presque-p~riodiques seulement dans le 

eas o f f  : 

R (t) d t ~ r t + fonetion presque-p~riodique. 

Si (I) n 'a  que des intdgrules borndes, l 'une d'elles ~ est presque-p~riodique 

eL la solution gdn~rule de (I) est de la forme: 

(/) ~ +  ~ e o s  R d t  . 

2 ~ L'~quation (2) n 'a  qu 'une intdgrale inddpendante bornde S(t) mais telle 

eependant  que S~+ S '~ a une borne inf4rieure positive, alors S(t) est presque- 

pdriodique. Si (I) poss~de des int~grales borndes, routes sont presque-p~rio- 

diques. 

3 ~ Lorsque ~0 (t)>--o, j 'ai  pu, en util isant certains r~sultats de ~ll. F. H. 

Murray [I], montrer  que la solution g~ndrale de (x) est: 

t t 

f T(Odt - - f  T(~)de 
e ~ e o 

off ~( t )  et T(t) d~signent des fonctions presque-p~riodiques, la deuxi~me positive. 

Bohl [I] s 'est ~galement occup~ de ce eas, mais la l imitat ion exig~e par ses 

eonsiddrations reste un peu floue, M. F. H. Murray [I] a repris ce cas et est 

arrivd b, des rdsultats analogues lorsgue 90 (t)--> a > o, sans se prdoceuper cepen- 

dan~ de donner  s la solution la forme dl~gante obtenue par  Bohl. 
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CHAPITRE I. 

w I. L'ensemble ferm6 H ( f ( t + h ) } .  

I. M. H. Bohr a d6velopp6, iei-m4me, eomme je l'ai d6j~ dit, la th6orie 

des fonctions presque-p6riodiques. Diverses g6n6ralisations ont 6t6 propos6es, mais 

nous nous limiterons aux fonctions de M. Bohr: les fonctions presque-p6riodiques 

continues, l~ppelons la d6finition: 

Une fonction continue f ( t ) ,  rdelle ou imaginaire, de la variable r4elle t, et dd- 

finie dans tout l'intervalle: --  oo < t <  + oo, sera dite lwesque-p6riodique si, Ct tout 

posi t i f  donnd, mais aus,~f petit  que l'on veut, on peut fa ire  correspondre une longueur 

1 (f, ~) > o, telle que tout intervalle de longueur l, sur l'axe des t (a < t < fl avec fl -- a =- l) 

contienne au moins une presque--pdriode v~f,e)  relative h a, c'est-~t-dire telle que 

l'on ait: 

I . f ( t + ~ ) - - f ( t ) [ ~  ( - =  < t <  +oo). 

Disons aussi que route fonction presque-p4riodique est born6e et uniformdment 

continue et qu'il lui correspond un d4veloppement et un seul de la forme: 

avec 

f ( t ) ~ , ~  An" e ''~,*t (11~ rdel et ~Io = o s'il y a lieu) 
I t  == 0 

f lltle-'A,, dt --- M(f(t) e-'A.", 
0 

IAnl ~ ~ M{ ]f(t)l~}. 

Et, r6ciproquement, si l'on sait, d'un d6veloppement de cette forme, qu'il est celui 

d'une fonction presque-p6riodique, cette fonction est bien d6termin6e. 

2. Avec f(t), les fonctions f ( t + h ) ,  off h d~signe un hombre r6el queleon- 

que, sont aussi presque-p6riodiques et leur d6veloppement est: 

f ( t + h ) ~ A , , . e i ~ , , h . d ~  t ( - ~ r  < h < + o r  
n ~ 0  



36 J. Favard. 

Avec M. Bohr, nous appdlerons ensemble fermd ~ H { f ( t  + h) } l' ense~ble des fonctions 

f ( t +  h) et de leurs limitez g (t), lorsque la convergence vers ces limites est uni]brme 

dans --or < t <  +oo : c'est dire que si g(t) art la limi~ de la suite f ( t + h , )  (avee 

n =  I, 2 . . . .  ) on peut ddterminer un hombre N, pour chaque ~ < o  donnd, tel que l'on air: 

d~s que 

Ig(t)--f(t+h,,)l<--~ ( - ~ < t < + ~ )  

n > N ;  

alors g(t) est aussi presque-p6riodique, en vertu d'un rdsultat g6n6ral d'ailleurs 

facile 's 6tablir. 

3- L'ensemble ferm6 H { f ( t + h ) }  contient routes les fonct ionsf( t+h),  mais 

il contient aussi d'autres fonctions (abstraction fare,  bien en~ndu, du cas off 

f ( t )  est purement pdriodique) ainsi qu'il r6sulte d'un th6or~me de M. Bohr [ I I  

p. I66] que nous allons reproduire. 

Tout d'abord disons [Bohr I I p .  I65] que si g (t) est une fonction quelconque 

de l'ensemble H { f ( t  + h)}, et, par suite, elle aussi presque-p~riodique, l'ensemble 

Y ( g ( t + h ) ~  est identique it l'enseqnble H { f ( t + h ) } ;  ce que nous exprimerons en 

disant que l'ensemble H { . f ( t + h ) }  est d6fini par l'une quelconque des fonctions 

qu'il contient. Cela pos6, le th6orSme est le suivant: 

Pour qu'm~e fonction presque-pdriodique f *  (t) appartienne ~ l'ensemble fermd 

H { f ( t  + h)} il est ndeessaire et suffisa~d qu'eUe air un ddveloppement de la forme: 

avec." 

f*  (t) ~ ~ A. da,,h;,, e~- * 
~ 0  

An h~ = lim .,4, h~ (rood 2 ~r). 
~ I t ~  oo 

La fonction f*  (t) est alors la limite de la suite f (t + hm) lorsque m augmente 

ind6finiment. 

Ce fair est d'ailleurs susceptible d'une interpr6tation qui nous sera utile 

dans un instant. Dans un espace '2 une infinit6 d6nombrable de dimensions, nous 

consid6rons deux points comme identiques lorsque leurs coordonn6es ne diff6re- 

ront que d'un multiple de 2 ~. Soient alors la suite de points; / / 1 , H ~ , . . . ,  

H , , , . . .  dont les coordonn6es sour: 

i L ' exprcs s ion  de M. Bohr  cs t  , ,abgcschlossene Hiille,,. 
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HI  : `4~ hi, A_o h~, ~/~ hi, �9 . . . .  t,, hj . . . .  

t L  : `41 h2, "//2 h~, `4s  h~, �9 . . ,  -//,~ h~ . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . . .  (rood 2 ~ )  

Hm: -/l j fire, ̀ 42 fire, ./13 fire,. �9 `4,, h . . . . .  

et le point  H * :  

H * :  `41 hi* - -  lira -//l hm; _4,~ h e ~ lira _//~ h~ ; . . . ; `4,,  h , *  =~ lira .4 ,  hm; . . .  (rood 2 z);  

au lieu de dire que la suite de fonct ions f ( t + h m )  tend vers f *  (t) nous pouvons 

dire que les points  Ha, t L ~ , , . . ,  H , , , , . . .  t enden t  vers un point  l imite H *  lorsque 

m augmen te  ind6finiment. 

w 2. L e s  f o n e t i o n s  n o r m a l e s .  

4. Si nous nous donnons m a i n t e n a n t  ~ priori une suite infinie de fonct ions:  

f ( t  + ha), f ( t  + h,.) . . . .  , f ( t  + h,,) . . . .  

nous pourrons  leur faire correspondre  une suit~ de points  dans l 'espace ~ une 

infinitd de dimensions ainsi que nous venons de l 'expliquer;  soient:  

H , ,  H ~ ,  . . . ,  H , ,  . . . ;  

reals, d 'apr~s un lemme connu de la th~orie des ensembles,  cet te suite de points  

admet  au moins un point  limite, et l 'on  peut, de l 'ensemble de ces points,  ex- 

truire au moins une suite qui admet te  un seul point  l imite:  nous avons donc la 

proposi t ion suivante:  

Si  f ( t )  est une fonctiou pr~que-pdriodique, on peut, de toule suite: 

f (t + th), f ( t  + h~) . . . .  , f ( t  + h,) . . . .  

extraire une autre suite qui conve~'ge uniformdment dans - - ~  < t <  + ~ vers une 

jbnetion limite dgalement pr~que-pdriodique. 

C'est  ce r~sul ta t  et sa rdciproque que nous Mlons m a i n t e n a n t  ~tablir. 

5. Appelons ~)fonetion normale)) d'une variable r6elle t, une fonction f ( t )  d~- 

f inie et continue dans - - ~  < t < + r162 et telle que de route suite: 
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f ( t  + h,) ,  f ( t  + h2), . . ., f ( t  + h,,), . . . 

oft les h son t  des nombres  r$els a rb i t ra i re s ,  on p u i s s e  e x t r a i r e  une  au t re  su i t e :  

f ( t  + k , ) , f ( t  + k~) . . . .  , f ( t  + k , ) ,  . . . 

qu i  converge uniformg,  m e n t  dans  - -  or < t < + ~ vers  une  f o n e t i o n  l imi te .  Le r~sultat 

que nous nous proposons de d~montrer est le suivant [Bochner II]:  T o u l e f o n e t i o n  

presque-p6r iod ique  est  u n e  f o n e t i o n  nOn,hale et  r6ei l~'oquement.  

6. Tou te  f o n e t i o n  p re sque - l~r iod ique  es t  une  f o n e t i o n  normale .  Consid~rons 

une suite infinie quelconque: 

(I)  f (t + hi), f ( t  + h,), . . . ,  f ( t  + h , ) ,  . . . 

Si, sur l 'axe r~el, les points d'abseisses hi, h ~ , . . . ,  h , , . . ,  ont  un point limite "s 

distance finie d'abscisse h, il suffira d 'extraire de la suite hi, h ~ , . . . ,  h , , , . . ,  une 

suite qui admette h pour limite et la convergence uniforme de la suite de fonc- 

tions ainsi extraites vers f ( t + h )  sera assur~e en vertu de la continuit~ uniforme 

de la fonction f ( t ) .  

Dans le cas gdn~ral, choisissons un hombre ~ positif quelconque; "s cSt~ du 

point d'abscisse h~ se trouve plac~ une presque-p~riode ~,, de la fonction f ( t )  re- 

lative s ~ dont  la distance au point h,, est moindre que /(e): 

h~-- l (~) < ~, -< h,~ 
et en posant: 

l ~ = h , , - - ~ < l ( e ) :  

o--</~</(e) 
alors 

I f  [ ( t+  h ~ - - v ~ ) + ~ , ] - -  f ( t  + h,,--..)] <- 
ou encore: 

I f ( t +  h , ) - -  f ( t  + l~)l <-~. 

Les points d'abscisses 11, l ~ , . . . ,  l n , . . ,  sont tous dans le segment (o, /); ils ont, 

par suite, au moins un point limite, soit l* l'abscisse d 'un de ces points, qui est 

limite de la suite: 

1,, , l .... . . . , l,,~ , . . . 

Consid~rons la suite de fonctions: 

(2) f ( t  + h , , , ) , f ( t  + h,,,) . . . .  , f ( t  + h,,m), . . . 
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A part ir  d 'un certain indice, la diff6rence entre une fonction de cette suite e~ 

la fonction f ( t + l * )  peut 6tre rendue, en valeur absolue, aussi voisine de e que 

l 'on veut, cela dans tout  l ' intervalle --oo < t <  + or nous dirons que la suite (2) 

converge uuiform.6ment vers f ( t + l * ) ~  ~ pr~.s. 

Soit alors: e~> ~ > . . .  > ~ > . . -  une suite de hombres positifs qui tendent  vers 

z6ro: de la suite (I) on peut extraire une suite (I) qui converge uniform6ment  

'2 e 1 prbs vers une fonction presque-p6riodique; de (I) on peut extraire une autre 

suite (II) qui converge uniform~ment,  s e~ pros, 6galement vers une fonction 

presque-p6riodique, et ainsi de suite: de la suite (P- - I )  qui converge, s ep-~ prbs, 

vers une fonction presque-p6riodique, on peut en extraire une autre  (P) qui con- 

verge uniform6ment,  "s e~ pros, vers une fonction presque-p6riodique. 

Eerivons ces suites: 

(i) 

(]i) 

(P) 

h(l) f ( t  + ~ ( ~  f ( t  + h~:2), f ( t  + ,o~ , ,  �9 ,o,~, . . . .  , . . .  ( 0  

.a_ h(2)~ 
f ( t . , , ~ , ~ ,  f ( t  + h~)), . . ., f ( t  + h~2)~), . . . (e2) 

f ( t  + ~(~)~,o,,, ,, f ( t  + h~)), . . . ,  f ( t  . . . .  ,mJ, . . .  (e~) 

et consid6rons main tenant  la suite diagonale extraite de ce tableau: 

f ( t + n , . . j ,  f ( t +  �9 , , ~ t [ ' ? ~ m / ~  , , . 

Je  dis qu'elle converge uniform6ment vers une fonction limite. 

e 
un  nombre positif quelconque ei supposons que l 'on air e~<  3; 

terminer  pour la suite (P) un nombre m tel que: 

Soit en effet 

on peut d6- 

d~s que 

- f (  +h,,~.)J-<3 ~ <  ~ ' ~7117/1 ] 

m iet ~n~>rn. 

Soit alors /~ le plus grand des deux nombres p e t  ~n, je dis que l 'on a aussi: 

dbs que 

I f ( t  + h~.., ,)1. - -  f ( t  + h,,~'~) I < 
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ees fonetions se t rouvent  en effet dans la suite (P) et dans eette suite leur indice 

est sup~rieur ~ m. 

7. Toute fanction normale est aussi lrresque-p&'iodique. 

Notre  hypoth~se est main tenan t  que la fonction f ( t )  est continue et que de 

route suite telle que (I) on peut  extraire  une autre  suite qui converge uniformd- 

ment  vers une limite. 

Si la fonct ion f ( t )  n'~tuit pas presque-pdriodique, on pourra i t  t rouver  un 

hombre e > o tel  qu'i l  n 'existe pas de long-aeur /(e); ce serait  dire alors q u ' i l  

y a une suite d ' intervalles L1, L ~ , . . . ,  L , , , . . .  dont  les longueurs  r l ,  r~ . . . .  , 

r , , . . ,  augmenten t  ind~finiment avec l ' indice et tels qu'il  n 'existe pas de presque- 

pdriode dans aucun intervalle Ln. Prenons  alors h~ arbi t ra i re  et h~ tel  que 

h~--hj soit sim~ dans l ' intervalle L , , = L ~ ;  puis choisissons un in t e rwl l e  L,., tel  

que r , . ,>lh~--h~[; il est dSs lors possible de d6terminer  un nombre  hs tel  que 

hs- -h  ~ et h.~--h 2 soient tous deux dans l ' intervalle L,2; nous choisissons ensuite 

L,,. tel que r~,~> Max ([h,,--h,[, [h3--h~, I, [h~--h~[) et nous d~terminerons h 4 de fa~on 

que les differences: h4--1h, h~--h2, h , - -hs  soien~ situ4es dans L,. ;  en gdn~ral 

nous choissisons L , ,  tel  que: 

, ' , >  Max ([h,--h~[) 

et  h,+1 tel  que h~+~h,~(m: ~, ~ , . . .  n) soien~ dans L,,. 
Consid6rons alors la suite: 

f ( t  + hl), f ( t  + h~) . . . .  , f ( t  + h,,), . . . 

off les h ont  les valeurs d6termindes prdc~demment:  de cette suite on ne peut  

extraire  d 'aut re  suite qui soit uni formdment  convergente,  en effet aucun nombre  

h,,--h,, ,  n'est  une presque-pdriode appar tenan t  ~ ~ puisque hn,--:h,,2 (n~ > n_~)tombe 

dans l ' intervalle L, , -1  et de ce fair  on a, pour  tou t  n 1 et n~: 

Borne sup. [ f ( t + h . , )  - -  f ( t  + h.~[ > e. 

Cette contradict ion dgmontre  notre  proposit ion.  

8. Comme le fair  remarquer  M. Bochner,  cet te  proposit ion rend imm~diats 

les fairs que la somme ou le produi t  de deux fonct ions presque-p~riodiques est 

encore une fonct ion presque-p6riodique car la somme on le produi t  de deux fonc- 

tions normales est encore une fonct ion normale.  

9- Proposons nous main tenan t  le probl~me suivant:  
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E t a n t  donn~es deux fonct ions presque-p6riodiques f ( t )  et g (t), cherchons une 

condit ion n6cess~ire et suffisante pour  qu 'a i t  l ieu la convergence simultan6e des 

deux suites: 

(I) f ( t + h a ) ,  f ( t +  h~), . . ., f ( t + h , ) ,  . . . 

(2) g( t  + h~), g( t  + h~) . . . .  , g( t  + hn), �9 �9 �9 

nous supposons seulement  que les hombres h sont tels que l 'une de ces suites 

converge et r ieu de plus: en d 'autres  termes,  nous recherchons  une condit ion 

pour  que la convergence de la suite (I) entra ine  celle de la suite (2) et r6cipro- 

quement.  

Avant  d 'aborder  la solution de ce probl~me, une nouvelle not ion nous est 

n6cessaire: celle de m o d u l e  de  h o m b r e s ,  lqous dirons, suivant  l 'usage, qu 'un  

ensemble de hombres forme un  module si, avec deux hombres a et fl, 6gaux ou 

diff6rents, il cont ient  aussi la diff6rence a-- /? ;  en faisant  f l -~a  on voit que tou t  

module cont ient  le hombre zSro et par  suite aussi le n o m b r e - - f l = o - - f l  et enfin 

le hombre  a+f l -=-a- - ( - - f l ) :  dgs  qu 'un  module cont ient  deux hombres,  il eont ient  

aussi leur  somme et l eu r  diff6rence. E t a n t  donn~e nne suite, finie ou infinie, 

de hombres  al, a 2 . . . .  , a~ . . . .  , nous entendrons  avec M. Bochner  [II], par  plus 

pet i t  module de cette suite, l 'ensemble des nombres:  

a 1 u 1 + a ~  c t ~ + . . .  + a n  am 

off m est arbi t ra i re  et off les a d6signent des entiers dont  eertains peuvent  ~tre 

nuls. 

Consid6rant alors la suite A1, _//~ . . . .  , l / ~  . . . .  des exposants d 'une fonet ion 

presque-p6riodique f ( t ) ,  nous appellerons module de 1~ fonet ion et nous d6signerons 

par  MS le plus pet i t  module d6fini par  la suite de ses exposants. 

La  condit ion que nous avons en rue  s '6nonee alors: 

Pour que la convergence uniforme de la suite (I) entra~ne celle de la suite (2) 

et rdciproqueraent, i l  est ndeevsaire et suff lsant que ees fonet ions aie~# le m~me module: 

Mf=Mg. 

Nous allons m~me d6montrer  un  peu plus. 

Soien~: 

f ( t )  ~ An  e t~nt 

et  

6--27377. Aeta mathematiea. 51. Imprim6 le 13 novembro 1927. 
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deux fonetions presque-p~riodiques: la condition ndcessaire et suffisante pour que 

toute suite h~, h e , . . . ,  h , , . . ,  pour laquelle f(t+h,) tend uniform6ment vers une 

fonction limite f*(t) soit relic que y(t+h,) tendc aussi uniform~ment vers une 

fonction limite g*(t) est que le module de g soit contenu duns celui de f ( c ' e s t -  

Z-dire que tout  exposant Mn est une combinaison lindaire s coefficients entiers 

d 'un nombre fini d 'exposants A~) ce que nous ~crivons: 

> Mg. 

Notre proposition est un simple corollaire de celle-ci car on dolt avoir '~ la fois: 

M/> Mg et M/< Mg d'ofi M/:Mg. 
I1 est d 'abord 6vident (en regardant  les diff6rences hn--hm)qu'une condition 

n6cessaire et suffisante pour que f( t  + h~)--~f* (t) entraine g(t + h,) --* g *(t) est 

donn6e par la condition suivante: 

a. h tout  e > o  on peut faire correspondre ~ > o  tel que route presque- 

p6riode , = , ( f , ~ )  de f relative ~ ~ soit aussi une presque-p6riode , ( g , e ) d e  g 

relative 's ~. 

Cet-te condition d6coule imm6diatement des th6or6mes de M. Bohr [II p. I IO.] 

sur la connection qui exis~e entre les exposants _At,, d 'une fonction presque-p6riodi- 

que h(t)~~C~e ii%t avec ses presque-p6riodes et dont  voici les 6nonc6s: 

I ~ A tout  ~ entier et positif et ~ ( o < ~ < z )  correspond un nombre e (>o)  

tel que tout~ presque-p6riode , - - , ( h ,  ,) satisfa~se aux in6g~lit6s congruentielles: 

IN,,d < (mod 2z) ( n =  r, e , . . . ,  9~) 

2 ~ A tout  ~ correspondent des nombres ~ et 6 (pas les m~mes, en gdn6ral, que 

ci-dessus) tels que tout  nombre ~ satisfaisant aux indgalitgs ]N,~ I < ~ (rood 2 ~) 

( n - - I ,  2 , . . . ~ )  est vraiment une presque-pdriode ~(h, e). 

En effet ces thdor~mes montrent  imm~diatement,  d 'une part, que la condition 

(a) est satisfaite si tout  M,, est une fonction lin6aire ~ coefficients entiers d 'un 

nombre fini des exposants _4,~ et d 'autre  part  que la condition (a) ne peut pas 

gtre satisfaite s'il existe un exposant MR qui n 'est  pus une fonction lindaire s 

coefficients entiers des A,,; en effet, on peut, dans ce cas, d'aprbs un th~or~me 

g6ndrul de Kronecker  [Bohr I I p .  I I9], trouver, pour tout  92 et 6 donnds, un nombre 

v satisfaisant en m~me temps aux N indgalit~s congruentielles: 
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< e (mod 2 z) (n : I, 2 , . . .  ~) 

et en plus s 

IMRv[> 5 (mod 2z). 
2 
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w 3- L ' in t~gra t ion  des fonctions presque-p~riodiques. 

IO. Si l'intdgrale d'une fonction pre~vque-pdriodique est born6e, elle est aussi 
~resque-p6riodique. 

De ce thdor~me Bohl a donnd, dans le cas particulier des fonctions quasi- 

p~riodiques, une belle ddmonstration uti l isant tr~s habilement les notions de borne 

supdrieure et inf6rieure d 'une fonction born~e; :M. Bohr a Stendu cette d~mon- 

strat ion aux fonctions presque-p~riodiques. 

Notre m~thode va consister 's prouver que, dans ce cas, l ' int~grale es~ aussi 

une fonction normale. 

Consid~rons l 'dquation diff~rentielle: 

(I) dx 
dt --f(t)  

oh f(t) d6signe une fonction presque-p4riodique; par hypoth~se cette dquation n 'a  

que des solutions born6es, si F(t) est l 'une d 'entre elles, les autres sont F(t)+ C, 
off C ddsigne une constante. Nons supposerons f(t) rdelle, mais on verra que nos 

consid6rations s 'appliquent 6galement dans le cas off f(t) est imaginaire. F(t)est  
d~finie d~s que l 'on donne sa valeur F(o) pour t := o, d6signons par G e t  g ses 

bornes sup4rieure et infdrieure: 

g <<- F(t)<-- G 

les autres solutions ont des bornes diffgrentes. 

Nous allons montrer  tout  d 'abord que l 'dquation: 

(I*) d x 
dt --f*(t) 

off f*(t)  d6signe une fonction quelconque de l 'ensemble H{f ( t+  h)}, a une solution 

F*(t) qui a les m~mes bornes que F.  
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Soit f ( t+h , ) ,  f ( t + h ~ ) , . . . ,  f ( t + h , )  une suite qui tend uni formdment  vers 

f*(t),  les 6quations telles que: 

dx  
d-t- = f ( t  + h.) 

out  une solution et une seule q u i a  les bornes g e t  G e t  c'est celle qui pour  

t = o prend la valeur F(hn). Les nombres F(h,,) 6rant born6s ont  une limite au 

moins, ext rayons  de la suite pr6c6dente une autre  suite f ( t + k ~ ) , f ( t + k o )  . . . .  , 
f ( t+k ,~ ) , . . ,  telle que les hombres F(kt), F ( 4 ) , . . .  F(k~) , . . .  aient  une limite F* ,  

cette suite converge elle aussi vers f *  (t). Consid6rons alors l ' int~grale F*( t )  de f*( t )  

qui, pour  t ~--o, prend la valeur F~= b'*(o), je dis que e'est 1~ fonct ion annonc6e. 

a est fl des ignant  en effet des hombres positifs quelconques, il esg possible de 

t rouver  nn indi te  N tel  que: 

I F(k,,) - -  ~ '*  I -< ~ 

et 

d6s que 

et p~r suite comme: 

I f ( t  + k,,) - - f *  (t) I <- # 

d i/"(t + k,,) - -  F *  (t)] _ f(t-t- k.) - - f *  (t) 
dt  

tl"(t + k , , ) -  F*(t) I --< a + f l l t l  . 

s i  l 'on veut  que cette difference soit moindre qu 'un nombre e donn~ ~ l 'avance 

dans un intereal le  tel que [ t l < I '  oa  T es~ aussi donn~ e~ arbitrairemen~ grand 

d'ailleurs, il suffira de poser par  exemple: 

8 $ 
0 : <  2 , f l < 2 ~ / ~  

et de choisir N en eons6quence. 

On en ddduit  que F(t+k,,)  converge vers F*( t )  et mgme uniform6ment  dans 

tou t  intervalle fini mais de longueur  aussi grande  que l 'on vent;  mais on ne pent  

~videmment conclure imm~diatement  de 1'~ que la convergence est uniforme dans 

tou t  l'in~ervalle - -  o~ < t < + ~ .* Le ra isonnement  pr6c~dent nons permet  cepen- 

i Ains i  que  le m o n t r e  l ' exemp l e  s imp le  de la su i t e :  

t t t 
s in - , s i n - , . . .  s in - , . . .  

I 2 n 

qu i  converge  vers  zdro, u n i f o r m d m e n t  dans  t ou t  iu te rva l lc  fiui, ma i s  non  u u i f o r m d m e n t  dans  
�9 - - o o  < t <  + o o .  
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dant  de conclure que les bornes g' et G' de la fonct ion F*( t ) sa t i s fon t  aux 

in6galit6s: 

g<_g'; G' <_G. 

Mais, puisque l 'ensemble H { f ( t + h ) }  est d6fini par  l 'une quelconque des fonctions 

qu'il  contien~, par~ant main tenan t  de l 'equat ion (I*) pour  aUer ?L l '6quation (1), 

on peut  en conclure de [a m6me fagon qu' il y a une solution de (1) dont  les bornes 

g~ et G1 sat isfont  aux relat ions:  

g' <- g~ ; G~ <<- G'. 

Mais routes les solutions de (I) sont de la foune F(t )+ C, par  eons6quent on a: 

g = g ' ;  G ~ - g ' .  

I l  existe doric une solution et une seule de (I*) qui a les mSmes bornes que F(t), 

elle est d~finie par  la valeur F * ( :  lira F(k,)) qu'elle prend pour  t ~ - o  et ceci 

nous montre  que l 'extract ion des nombres k duns la suite h est inutile, car, si les 

hombres F(h,)  avaient  plus d 'une limite, le ra isonnement  prdc~den~ s 'appliquerait  

pour chacune d'elles et l 'on en ddduiruit  plusieurs solutions de (I*) qui ont  les 

bornes g e t  G, ce qui est impossible. 

I1 reste s d~montrer  main tenan t  la normali td de la fonct ion F(t) e'est~?t- 

dire que la convergence de F ( t + k , )  vers F*(t) est uni forme duns tout  l ' interval le  

- -  oo < t < + oo. Cela suffira en effet pour  prouver  que F(t) est une fonct ion nor- 

male car, d 'une part ,  si h~, h o . . . .  , h,,, . . .  est une suite arbi t raire  telle q u e f ( t +  h,~) 

---~f*(t), nous allons ddmontrer  que F ( t + h , ) ~ F * ( t ) ;  d 'aut re  par t  so i t / - / 1 , / - / 2 . . . ,  

H ,~ . . .  une suite quelconque, on peut, s cause de la normalit~ def ( t ) ,  extraire  

de la suite fl(t + H~), f ( t  ~- H~), . . . f ( t  + H,)  . . . une suite f ( t + h , ) , f ( t + h ~ ) , . . . ,  

f ( t  + h , ) , . . ,  uniform~ment  convergente  vers une fonct ion f*( t ) :  si nous d~montrons 

la convergence uniforme de F(t+h,~) vers F*(t) ,  nous avons d~montrd de ce fair 

qu e  F(t) est une fonct ion presque-p6riodique. 

Nous raisonnerons par l 'absurde, en supposant  que la convergence uniforme 

ne soit pas r~alis~e et en mont ran t  que l 'on arrive ainsi ~ une contradiction: 

c'est  1~ le type de la plupart  des ra isonnements  ult6rieurs, 

Si done la convergence de la suite F ( t + k . )  vers F*(t)n '6tai t  pasun i fo rme ,  

on pourra i t  d6terminer:  

I ~ un hombre positif a. 
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Z ~ d e u x  s u i t e s  i n f i n i e s  d ' i n d i c e s :  

O 

3 

tels que: 

M 1 ,  M ~ _ ,  . . . ,  M n ,  . . . 

2 Y I  , I Y ~  , . . . , N n  . . . .  

une suite infinie de nombres qui croissent ind~finiment avec l 'indice: 

t m , t ~  . . . .  , tM,, , . . .  

IF ( t ,~ , ,  + kjr,,) - -  l " ( t~ , ,  + ku,,)l--> c,. 

Des deux suites d'indices nous pouvons extraire deux autres suites/~,, et ~,, telles 

que les deux suites de hombre:  F ( t ~ , , + k ~ , , )  e t  F ( t ~ , , + k , , )  tendent  vers des limi- 

tes /~1" et 1,~* tandis que les deux suites de fonctions : f ( t  q- t~ ,  + k~,,,) e t  f ( t  + tt,,, + k,.,) 

convergent  uniform~ment vers f i*  (t) e t f2*  (t). D'apr~s ce que nous venons de voir, 

les nombres FI* et F~* sont les valeurs, pour t = o, des int~grales de f l*  (t) et 

f~* (t) qui ont pour bornes g e t  G. 

Mais les fonctions fx* (t) et f~* (t) sont les m~mes, car, quel que soit t >  o, 

on a, s part ir  d 'une certaine valeur de n, d'apr~s la convergence uniforme de la 

suite f ( t +  k,,): 

I f ( t  + k,,,) - - f ( t  + /c, ,,) l --< L 
3 

d'o~l : 

et aussi: 

I f ( t  + t,,,  + k, , ,)  - f ( t  + t, , ,  + k . , ) l  <- ~ 
3 

I f ( t +  t~,,, + k~,,,) - - j~*  (t)l -<- • 
3 

par suite: 

I f ( t+  t,.+k,n) -f~* (t)l --- L 
3 

If,* (t) - j ; *  (t)l -<- ~. 

Par  eonsgquent f l*  ( t )= f~*  (t) et il suit  de 1~ que F ~ * - - F ~ * ,  mais ceci est 

en contrudiction avec l'indgalit~ ~crite plus haut  et la convergence uniforme est 

d~montr~e. 

I[.  Le raisonnement  prdcddent nous montre  aussi que, si la suite: 

f ( t  + h , ) , f ( t  + h2), . . ., f ( t  + h , ) ,  . . . 
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converge uniform6ment vers une limite, il e n e s t  de m6me de la suite: 

F ( t + h , ) , t  (t+h~), . , t  (t+h,,),. .. 

et, direetement, il est immddiat que la rdciproque est vraie: les deux fonc t ions f  

et F ont, par suite,: le m6me module; en particulier, l'intdgrale d'une fonction 

quasi-pdriodique de Bohl-Esclangon est aussi quasi-p6riodique si elle est bornde. 

On d6montre d'ailleurs fucilement [Bohr I p. 122] que le d6veloppement de Fourier de 

l'intdgrule s'obtient par intdgrution formelle de eelui de f(t):  

f(t)  ~ ~ A,, eia,~ t 
n~ 1 

F(t)~c+ ~ A. 
n + l  

Pour que f ( t )  air une inf~grale bornde, il est ndcessaire que son d6veloppe- 

merit ne contienne pas de terme constant Ao, c'est-s que la valeur moyenne 

de la fonetion soit nulle, on a en effet: 

t - 

lim I f t--| -t f ( t )  dt = :  l i r a  I [ F ( t )  - -  F ( o ) ]  
t ~ o e  7 

0 

=-Ao 

et en gdn6ral on peut derire: 

F(t) = Aot +o(Itl). 

Bohl a montr~ le premier l'existence de fonctions quasi-p6riodiques ~ valeur 

moyenne nulle et dont l'int6grale n'est pas born6e; M. Bohr a donn6, au moyen 

des fonetions ~ exposants lindairement ind@endants des exemples plus simples 

que celui de Bohl et ceci prouve que la condition n6cessaire (A o ~ o), pour que 

l'intdgrale d'une fonction presque-p6riodique soi~ born~e, n'est nullement suffisante. 

Dans d'autres recherches, j 'ai moi-m~me [Favard I] did conduit ~ l'dtude de 

l'int6grale: 
T 

q 
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et j 'ai  montr6 l 'existence de fonctions presque-p~riodiques, s valeur moyenne nulle, 

�9 et telles que cette int~grale ne reste pas born~e lorsque T augmente ind6finement. 

Une integrat ion par parties montre immddiatement  que cela signifie qu'il  existe 

des fonctions dont  l ' int6grale ne reste pas constamment  inf~rieure ~ [tl 1-~ en 

valeur absolue, "~ partir  d 'une valeur assez gr, mde de la variable, si petit  d'ailleurs 

que soit le nombre positif a: en d 'autres termes o (It]), dans la formule pr~c6dente, 

ne peut en gdngral gtre remplagd par o(]tll-"). 
Enfin j 'ai  5galement d~montr~ que, lorsque les exposants _4,, d 'une fonction 

presque-pdri6dique, n 'ont  pas z~ro pour une de leurs limites, la condition A 0 = o  

est aussi suffisante pour que cette fonction air une int6grale bornde. 

I2. Au sujet  des fonctions s valeur moyenne nulle dont  l ' intdgrale n 'est  

pas born~e, nous allons 6tablir le th6or~me suivant que Bohl [ I I ] a  ddj~ donnd 

dans le cas particulier des fonctions quasi-p6riodiques: 

Si la fonction presque-p6riodique f(t), dt valeur mo.venne nulle, a u,ne int6grale 
~wn born6e, il existe dans l'e,nsemble H { f ( t + h ) )  au moins deux fonctions f+ et f -  
telles que : 

t t 

? + ( t ) d t > o ;  ? - ( t ) d t < o  

o 0 

pour 

Nous allons montrer  l 'existence d 'une fonction f +  (t) et il suffirait de rem- 

placer f ( t )  par --f(t) dans le ra isonnement  que nous allons faire pour d~montrer 

aussi l 'existence d 'une f - ( t ) .  
Soit F(t)  une intggrale de f ,  on a 6videmment: 

t 

F (t + h) -- F (h) --- f f ( t  + h) 
o 

et t 

et si l 'on consid6re une suite f ( t+h , )  ( n =  x, 2 . . . .  ) qui converge uniform6ment  

vers une limite f *  (t) on aura, pour route valeur de t: 

t t 

0 o 

dr. 
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Puisque route fonction presque-p6riodique est normale il suffira de montrer 

que l'on peut trouver une suite de nombres h ~ , h ~ , . . . , h , , . . ,  et une autre suite 

t~ , t~ , . . . ,  t , , . . ,  de nombres positifs qui croissent ind~finemen~ avec l'indice et 

tels que: 

-~'(t + h,) --  ~'(ht) >-- o pour I tl -< ti (i = ~, 2 , . . . ,  , , . . . ) .  

Tout d'abord il est impossible de trouver deux suites h, e t t ,  relies que les 

pr~c~dentes et de fa~on que: 

I F ( t + h , ) -  C po ltl -- 

off G d~signe une eonstante positive, ear alors il y aurait darts l'ensemble H{. f ( t~  h)) 

une fonction dont l'int~grale serait born~e et il en serait de m~me pour la fonc- 

tion f ( t )  contrairement s l'hypoth~se. 

Nous allons montrer maintertant qu'gtant donn~ un nombre quelconque to, 

et une constante positive K, on peut d~terminer deux autres nombres t 1 et t~ 

tels que: 

to<t,<t~; ],'(t,)--l,'(t~)= K. 

Si eela gtait impossible, on aurait, pour tout couple de valeurs t' et t" 

sup~rieures s to: 

F(t ' ) - - l '~ ( t " )<K (to<t' <t").  

et on pourrait trouver un nombre T positif tel que dans tout intervalle de longueur 

T ( t o < 0 < t < 0 +  T) la variation de 1,'(t) soit z K  au moins, mais darts le sens 

contraire de celui que nous d~sirons; car si cela n'etait pas possible, on pourrait 

trouver une suite de hombre /9i et une autre suite Ti de hombres posRifs aug- 

mentant ind~finiment avec l'indiee et tels que: 

lorsque: 

- - K < I " ( t 2 ) - - F ( t , ) < 2  K 

Of<tl <t~<Oi+ T~. 

Si l'on choisit a l o r s :  h i = O i +  Ti et  ti m Ti  o n  a :  
2 2 

II"(t+h~)--I,'(hi)l <-- 2 K  
"/--27377. Aeta muthemalica. 51. Imprim6 lo 14 novembre 1927. 
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pour:  

J. Favard. 

I t l < t ,  . . . .  , n , . . )  

eL il y a duns l 'ensemble H { f ( t + h ) }  une foneLion donL l'inLggrule esL born6e, et 

ceci est impossible. 

L 'exis tence ' du nombre T serait  donc d6montr6e e~ l 'on pourrai t ,  quel que 

soi~ to, d6Lerminer deux nombres t 1 et t, sup6rieurs ~ t o de fagon que:  

F(t~)--F( t , )  = 2 K  

puis deux auLres hombres t s e~ t~: 

t ~ < t s < h ;  o--< t3-- t ~ <-- T; 

Lels que: 

eL l 'on u par  hypothSse:  

T) 

o<t4-- t s  < T 

F(t4)--F(t3) = 2 K 

Sans qu' i l  soil besoin d'insisLer davanLuge, on voit que l 'on pourra i t  toujours  

d6terminer  une suite de nombres:  tl, t~ , . . ,  t~ . . . .  Lels que: 

d'ofi: 

o<t~--t, <-- T; 

o <_ t3--t  <_ T; 

o < t , - - t s  <-- T; 

I1 suit  de 

F(t~)--F( t l )  = 2 K 

F( t3)- -F( t2)> - - K  

F(ta)--F(ts)  = 2 K 

. . . . . . . . . .  ~ �9 * �9 o �9 

o<t2~--t~n-1 < T;  F(t2n)--F(t2n-1)= 2 K  

o < t~n-l--t2,, < T; F ( t2 .+~) - -F ( t2 . )>- -K  

o<t2,~+l-- t  t < 2 n T ;  F(t2,~+~)--F(t~)>nK. 

1~ que lorsque n auganente ind6finimenk il en est de mSme de 

t,, puisque c'esL le cas pour  F( t , )  et l 'on u :  

F(t2,,+,)--F(t,) K > - -  
2 T  
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doric : 

lira t) > o 

mais eeei est en contradic t ion avee le fair  que F(t) est de l 'ordre o(t); il existe 

donc deux hombres t x e t t , :  

t o < / ~ < t , ;  F(t ,)--F(t , )  = K. 

On d~montrerai~ de mSme l 'existenee de deux nombres t 8 est t 4 ~ l s  que: 

to<t, <t2<ts<t , ;  _F(t,)--_F(ts) = K. 

Soit alors m la valeur de t pour  laxluelle F(t )es t  minimum dans l ' intervalle 

(t, ,  t,) o n  ,.: 

F(t)--F(m) >-- o; t~ <t_<_t, 

Soit main tenant :  

et: 

d'ofi 

et par  suite: 

T'(tl)--I"(m ) >-- K; F(t4)--F(m ) >-- K. 

I f ( t ) [ -< G, on a: 

K ~< -~'(tl)--F(m) --< (m--tj). G 

K --< F ( t i ) - - F ( m )  ~ (t4--m). G 

> K  K 
m--t l  ---G ; t4--m >--9 

K 
F( t+m)- -F(m)  > o siltl-<-ff. 

Si nous consid~rons alors une suite quelconque de constant~s positives: K~, 

K 2 , . . . ,  K , , . .  qui eroissent inddfiniment en mSme temps que n, "~ chacune de 

ces eonstantes K~ correspond un nombre rm et  l 'on a: 

F(t+m,)--F(,~,) > o sil t l  < g ,  
- - G 

e'est-s dans des intervalles de longueurs  inddfiniment croissantes. 
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Or, de la suite d e  fonctions f ( t+mi),  on peut extraire une autre suite 

f ( t+hi)  qui converge uniformdment; vers une fonction f+  (t) et l'on a: 

t t 

f f +  (t)dt=,_lim~ f f(t+h,,)dt >-- o; 
0 0 

ce th~or~me sera utilisg plus loin pour donner un exemple d'une possibilit~ que 

nous rencontrerons duns l'~tude des syst~mes d'~quations diffgrentieUes lin~aires. 

CHAPITRE II. 

w I. Les systbmes diff6rentiels lin6aires. 

13. Etant  donnd un systbme d'dquations diff6rentielles lindaires: 

dxl t -dT--  f l , l ( t ) ,  xx + f l , 2 ( t ) . x e+  ... + f l , , (  ). x ,+gl(t)  

dx2 
(S) ~ = J ~ , ,  (t). x l+ f2 ,2 ( t ) . x~+  ... + f2,,~(t)' x,~+ge(t) 

�9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

dxn 
~ - = f n ,  1 (t)" Xl-}- f~,2 (t)" x , + . . .  + f , ,  n (t). x,,+g~(t) 

off les fonctions j~.k(t) et g~(t) sont d~finies, continues et r~elles pour tout t r6el, 

on salt que, par la m4thode d'approximation de M. Picard, par exemple, on 

peut obtenir sa solution quelles que soient les valeurs ini~iales attributes ~, 

xl, x~ , . . . ,  x,, pour t = o .  

Considdrons maintenunt une suite de syst~mes: 

(s(~) d x , _  f ~  (t) xl + r (t) x ~ +  + :?2 (t) x~ + g;~) (t) dt 

( i----I ,2, . . . ,n);  ( p = I , 2 , . . . )  

dont les coefficients fl.v~(t) et g~P)(t) tendent respectivement vers J~k (t) et g~ (t) uniform6- 

ment dans ~out intervalle fini quund 19 augmente ind6finiment, et considgrons 
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aussi une suite de solutions de ces syst~mes dont les valeurs initiales pour 

t~-o:  x~ h) (o) tendent  vers des limites xi (o) lorsque p augmente ind6finiment, les 

solutions x~ ?) (t) tendront  uniform6ment vers la solution xi ( t )du syst~me (S) duns 

tout  intervalle de long~eur aussi grande que Yon veut: c'est encore une cons6- 

quence de la m6thode des approximations successives. 

I4. Dans le c a s q u e  nous nous proposons d'6tudier, oh les coefficients f 

et g sont des fonctions presque-pdriodiques, notre mgthode nous conduit  s consi- 

d6rer en m4me temps que le syst~me: 

(St) dx~ dt -- f~"1(t)'x~+J~'~(t)'x~+'"+ f~'n(t)'x~+gi(t) ( i - - I ,2 , . . . ,n )  

l 'ensemble des syst~mes: 

(s,*) d x ' - - A ~  (t) �9 x~ + f,,~"* (t) �9 ~ +  " + A ~ ,  (t) . x , + g , * ( t )  (i=~, 2, . . . ,  .) 
dt 

avec: 
fi.,~ (t) = lim fi.,k(t + h,); gi* (t)= lim gi (t+ h,) 

(nous dirons, duns ce cas, que les syst~mes (St+h,) convergent vers (St*)eL 
nous 6crivons: 

(St*) = lira (S,+~,) 

eet ensemble nous le d6signerons par H(St+h); nous considgrerons aussi le sy- 

st~me homog~ne : 

d x i  ^ 
~ = j ; . ~ ( t ) .  x ~ + f , , ~ ( t ) . x ~ + . . .  + A , ( t ) .  x ,  (i=~, 2 , . . . ,  ~) 

et l 'ensemble H(~t+h). 
L'ensemble H(St+h) (ou H(~t+a)) est d6fini par l 'un quelconque de ses 616- 

merits. Nous conviendrons aussi de dire de deux syst~mes de l 'ensemble .H(St+h) 
(ou de l 'ensemble H(~t+h)): (St*) et (St**) que leur diifdrence est plus petite que 

~(>o) si: 
~* tt~ -- n) 12i,% (t)= j,,~ ~ , l<e  (i,~=i,2,..., ('~<t<q-~) 

Igi*(t)'gi**(t)I<--e ( i~ - I ,2 , . . . , n )  
et nous dcrirons: 

I ( ~ * ) -  (s~**) [ _< ~. 
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I1 est clair, d 'apr6s  ee que nous avons ruppel6 au num6ro pr6c6dent que si l 'on 

consid~re deux solutions x~* (t) et xi** (t) de chacun de ces deux systgmes dont 

les ~aleurs initiales satisfont aux in6galit6s: 

Ix,* (o ) -  x,** (o) 1 -< 

on pourra d6terminer un hombre w = w ( a ,  t ) ( > o )  et un nombre T ( > o )  tels que: 

I Xi $ ( t ) - - X i  *$ (t) l ~ OJ ( i =  I, 2 . . . .  , ?2) 

si -- T<_t<_ T 

et r6ciproquement si l 'on se donne le hombre to aussi faible que l 'on veut et T 

aussi grand que l 'on veut, on peut d~terminer les nombres a et t qui ne d6pen- 

dent  pas des deux systgmes (St*) et (St**) mais seulement de rensemble H(St+h). 

Enfin nous appellerons module d 'un syst6me (St) le plus petit  module con- 

tenant  les modules des fonctions j~,k (t) et gi(t); et si une solution (x I (t), x~ ( t ) , . . . ,  

x,,(t)) de ce syst6me est compos6e de fonctions presque-p6riodiques, nous appelle- 

rons module de cette solution le plus petit  module contenant  ceux des fonctions 

xi (t); pour abr6ger nous dirons aussi que cette solution est presque-p6riodique. 

I S. Au sujet de ces syst6mes, nous d6montrerons d 'abord le th6or6me 

suivant: 
Si un syst~me de l'ensemble H(St+h) admet une solution presque-p~riodique il 

en est aissi pour tous les syst~mes de l'ensemble. 

Supposons que (St) admette une solution presque-p6riodique: [x t (t), x~( t ) , . . . ,  

x~(t)] et soit (St*) un  autre syst6me de l 'ensemble H(St+h): 

(St*) = l i m  (St +h,). 

De l'ensemble des solutions: 

xl ( t+  h,), x~ ( t+  h,), . . . ,  x,, ( t+ h,) 

des diff~rents syst~mes (St+h,) on peut extraire, par des choix successifs, si cela 

est ndcessaire, une autre suite qui converge uniform6ment vers une limite; soit 

x~(t+k,.) une telle suite et: 

x , * ( t ) = l i m x , ( t + k , )  ( i = I , 2 . . . , n )  ( - - ~ < t <  + ~ )  

les fonctions x~*(t) sont encore presque-p6riodiques. I l  est clair alors, d'apr~s ce 
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�9 que nous avons dit sur la convergence des syst~mes que [xi* (t)] es~ une solution 

du syst~me (St*). Remarquons aussi que si [xl (1)] eL Ix, (2)] son~ deu.x solutions 

presque-p6riodiques diff6rentes de (St), on pourra d6finir de la m6me fagon deux 

solutions presque.p6riodiques de (St*): [x~*(1)], [xi *('~)] qui seront elles a.ussi diff6- 

rentes; d'ofi l'on d6duit imm6diatement que t o u s l e s  syst~mes de 1'ensemble 

H(St+~) ont le m6me nombre m de solutions presque-p6riodiques ind6pendan~s, 

ce qui signifie que, parmi les solutions des syst~mes sans second membre que 

l'on peut en d6duire, il y e n  a m- - I  qui sont lin6airement ind6pendantes: g une 

solution [x~(t)] de l'un des syst~mes correspond une solution dans l'eDsemble 

H{[xi( t+h)]}  pour tout autre syst~me. 

i5. Premior thdor~me. Si le syst&ne non homoggme (St) a une solution bor~e 

et si aucun des syst~mes de l'ensemble H(~t+~) n'a de solution bornde (sauf, bien 

ente~du, la solution tridale x~-~ o), la solution bornde de (St) est composde de lone- 

tions presque-29&iodiques et tout autre systole de l'ensemble H(St.~) admet aussi une 

solution presque-p~riodique. 

Pour obtenir ce r6sultat, nous allons prouver, ainsi que nous l'avons d6jg 

fair, et ainsi que nous le ferons teujours dans la suite, que la solution [x~=u~ (t)] 

born6e est compos6e de fonctions normales. 

La solution born6e du syst~me (St) est d6finie par ses valeurs initiales (pour t=o):  

Ul(O), U2(O),..., ~,(0). 

D'apr6s l'hypoth6se faite sur les solutions de chacun des syst6mes de Fen- 

semble H(2~t+h), chacun des syst6mes de l'ensemble H(St+I,)a au plus une solution 

born4e et ce que nous avons dit au sujet de la convergence des syst~mes montre 

qu'il en a effectivement une. En effet si l'on a: 

(St*)= lim (St+h,) 

nous pouvons supposer aussi, quittes g faire plusieurs choix pr6alables, que les 

nombres ui(h,) tendent vers des limites: 

ui*= lim ui (h,) ( i = I ,  2 , . . . ,  n) 

alors la solution [u,.* (t)] du syst~me (St*) qui pour t =  o prend le syst~me de valeurs 

[ui*] est born~e et la convergence de [u~(t+h,)] vers [u,*(t)] est uniforme dans Lout 

intervalle de longueur aussi grande que l'on veut. Notre th4or~me est 6tabli si 
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nous d6montrons que cet te  convergence est uni forme dans:  - -  ~ < t <  + ~r sup= 

posons qu'il  n 'en  soit pas uinsi; on pourra i t  d6terminer:  

~~ un hombre  posit if  a 

2 ~ une suite de hombres croissants ind~finiment en w l e u r  ~bsolue ~vec 

l ' indice: 

t~ , t~ , . . . , t~ , . . .  
0 ~ ~  ~ 

3 deux suites d mdmes: 

o 

tels que: 

~1~ ~ $ ~ ' ' ' ~  ~ P ~ ' ' "  

une fonct ion u~(t) parmi les n fonctions u~(t), u,,(t) . . . .  , u,(t): 

]uAtp+h,v)-- uj(t~,+h~v)l>-a (p=~, z, .. .). 

Mais des suites de hombres:  [u~(tp+h,p)] et [ui(t~+h,~)] et des suites de syst~mes 

(St+t~+h,p) et (St+tp+h,) on peut  extraire  une autre  suite au moins telle que ces 

hombres et  ces syst6mes tendent  vers des limi~es [u~ (1)] et [u,~(2)], (S (1)) et (S(2)); 

pour  ne p u s  compliquer  les nota t ions  nous supposerons que ce son~ les suites 

pr6c~dentes elles-m6mes qui possddent cette propri6t& Les syst~mes de hombres 

[u~ (~)] e t  [u~ (~)] sont  t~lors les valeurs initiales des solutions born~es des syst~mes 

(S (~)) et (S(2)): or nous trllons voir que ces syst~mes son~ les m6mes. 

Quel que soit en effe~ le nombre  positif  ~, aussi pet i t  que l 'on veut, on pent  

d~terminer nn indice P tel  que pou r /9  > P, on air d 'abord 

](s~+%) - (s~+%)l - 3  < 

car les syst~mes (St+h,) t enden t  vers St*; d'ofi aussi: 

puis: 

et: 

I(s~+,~+%)- (s,§ 3 

l(s,+,~+%) - ( s " ) ) l - <  ~- 
3 

l(s~+,,+%} - (sc~))l-< -~ 
3 
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{ ( 8 ( ' ) ) -  < 

est arbitrairement petit, par suite: 

= 

Or ce syst~me n'a qu'une seule solution born~e et nous avons trouvg deux 

systbmes de valeurs iifitiales diffdrentes pour ce syst6me et cette solution, car, 

en vertu de l'in~galit6 que nous avons suppos~e, on a n~cessairement: 

{Uj(1) __ ~j(2){ ~ ~ .  

Nous arrivons s une contradiction, la convergence uniforme et, par suite, notre 

proposition, est donc 6tablie. 

Remarquons maintenant que les limites possibles pour les syst~mes de 

nombres [ui (h,)] fournissent un syst~me de valeurs initiales pour le systSme (S~); 

il n'y a donc qu'une seule ]imite pour ces nombres et les choix pr6alables dont 

nous avons parl6 n'6taient pas n6cessaires; mais la d6monstration donnde au 

num6ro 9 au sujet de la comparaison des modules de deux fonctions presquc- 

p6riodiques vaut 6galement pour un syst~me et sa solution, nous avons donc l e  

r~sultat suivant: 

L e  module de la solution presque-p~riodique de (St) est au p lus  ~gal au module 

de ce syst~me. 

I7. Remarque. Pour la ddmonstration que nous venous de donner, il a ~t~ 

n~cessaire de supposer que non seulement le syst~me (~t) n'a pas de solutions 

born~es, mais qu'il en est dgalement ainsi pour tous le s  syst~mes de l'ensemble 

H(ZEt+h). On peut se demander s'il ne seruit pas suffisant de faire cette hypo- 

th~se seulement sur ~t et si ce seul f a r  n'entrainerait pas que tousles  syst~mes 

de l'ensemble H(~t+h) n'ont pas de solutions born~es non plus; un exemple simple 

montre que cela n'es~ pas suffisant. 

Consid~rons l'dqnation homog~ne du premier ordre: 

d x  
d t  - f ( t )  . x 

off f ( t )  est 

grale n'est 
8- -27377 .  

une fonction presque-p6riodique "~ valeur moyenne nulle dont l'int~- 

pas bornde, nous avons vu (N ~ I2) qu'il existait dans l'ensemble 
Acta mathema~ica. 51. Imprim6 le 14 novembro 1927. 
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t t 

H { f ( t + h ) }  deux fonct ions f +  et f -  telles que: f f + ( t ) d t > ~ o  e t ~ f f - ( t )  d t  

0 0 

consid~rant alors les deux 6quations qui appa~ iennen t  au m~me ensemble: 

d x  
27 =f+(t).x 

d x  
et =Z-(t) 

~ o ;  

la premi6re n 'a  pas de solution born6e, tandis que celles de la deuxi6me le sont. 

18. Corol la i ro .  Soit l '6quation: 

d" x d n-1 x 
+A(t)  +fn(t) . x = g ( t )  

off f~, f~ . . . .  , f, ,  et  g ( 4 o )  sont des fonctions presque-p6riodiques: elle est 6quiva- 

lente s un sysh~me lin6aire tel  que ceux que nous avons 6tudi~s. P a r  suite, si 

l 'on salt que cette gquation a une solution born6e ainsi que ses d4riv6es jusqu's  

l 'ordre n e t  si de plus aucune des 6quations: 

d n x d " -  1 x 
dr'*- + f~*( t )  d--t,,_- ~ -  + . . .  + f , , * ( t ) - x = o  (J}*(t)= lim f ~ ( t + h , ) )  

n 'a  de solution born6e, nous pourrons affirmer que la solution born6e de l 'dqua- 

t ion avec second membre  est presque-p~riodique ainsi que ses d~riv6es jusqu's  

l 'ordre  n. 1 

Examinons main tenan t  le cas part icul ier  de l '6quation ~ coefficients constants:  

d" x d" - I  x 
d t  ~ -  + a l - d ~  f + . . .  + a , , x =  f ( t )  

( f ( t )  presque-p~riodique, al, a_~ . . . . .  an constants). Si l 'dquation alg~brique en r :  

P (r) := r n + al r n-1 + "'" + a,, : o 

n 'a  pas de racines purement  imaginaires (alors l '~quation sans second membre n 'a  

pas de solution born~e) et si l '~quation a une solution born~e, cet te  solution est 

presque-p~riodique. 

Voir au sujet de ce r6sultat E. Esclangon [I] et la critique des m6thodes de M. Esclangon 
chez H. Bohr et O. Neugebauer [I]. 
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Ce r6sultat a 6t6 d6montr6 par M. Esclangon dans le mdmoire que nous 

venons de citer pour le cas off f( t)  est une fonction quusi-pgriodique; M. Bohr et 

Neugebauer [I] Font obtenu duns le cas g6n6ral par int6gration directe. 

Iei l'ensemble ferm6 des 6quations sans second membre que notre mdthode 

conduit s in~roduire se compose d'un seul 61dment; on salt de plus que, dans ce 

cas, si x est born6, il e n e s t  de m6me de ses d6riv6es jusqu's l'ordre n; par 

suite la proposition que nous venons d'6tablir s'applique. 

On peut facilemen~ ici, ainsi que Font fair MM. Bohr et Neugebauer, obtenir 

le d6veloppement de la solution eonnaissant celui de f(t). 

Soit: 

f ( t )  ez "~,A. e'an t 

et posons : 

notre th6or~me prouve aussi que !es d6riv6es de x(t) jusqu'~ l'ordre (n--I) sont 

presque-p6riodiques, il en est done de m6me de la d6riv6e d'ordre n, comme 

somme de fonctions presque-p6riodiques; et l'on salt que dans ee cas les d6ve- 

loppements des ddriv6es de x(t) s'obtiennent par d6rivation formelle. 

D o n e  : 

B~. P( iM,)  dM~ t -~ ~ A~e'a~ t 

et de 1~ on d6duit que le d6veloppement de x(t) ne saurait eontenir d'autres 

exposants que ceux de f ( t )  et qu'il les eontient tous puisque P(r) n'a pas de 

racine purement imaginaire, done: 

e'A't" 

19. Deuxi~me thdor~me. Appelons valeur absolue, au point t, d'une solu- 

tion [xi(t)] des syst~mes que nous considdrons, la racine earrde de la quantit&" 

x?(t )+x/( t )+  +x.'(t) 

Si aucun des syst~mes de l'ensemble H(2t+a) n'a de solution dont la valeur absolue 

peut deveuir aussi petite que l'on veut (sauf, comme toujours, la solution x i=o) ,  et 

si (St) a des solutions borndes, l'une d'elles, au moins, est presque-pdriodique et il en 

est de mOme pour tout autre syst~me de l'ensemble H(St+a). 
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Supposons qu'un syst~me (St) admette une solution [x~.(t)] dont la valeur 

absolue soit plus petite ou au plus dgale ~ k ( >  o), en d'autres termes soit: 

(t) + . .  + x ~ ( t )  = ~. Borne sup Vx~(t)  + x~ ~ 

Le raisonnement fair au num6ro pr6c~dent montre que tout autre systgme de 

l'ensemble H(St+h) poss~de aussi une solution dont la valeur absolue ne surpasse 

pas k. Les hombres k pour lesquels il existe une solution de (St) dont la valeur 

absolue a k pour borne supdrieure ont une borne inf~rieure g--< k. Nous allons 

montrer que g appartient aussi s l'ensemble k. Nous pouvons d~terminer en effet 

une suite de solutions [xl? ) (t)] dont la borne sup~rieure /cp de la valeur absolue 

tend vers g lorsque p au$~nente ind6finiment. Les systbmes de valeurs initiales 

[x[ ?) (o)] ont au moins un syst~me limite et nous p0uvons extraire de cette suite 

de valeurs initiales une autre suite qui ~end vers une limi~e; disons que la suite 

elle-m~me poss~de cette proprigtd et soit [~i (o)] le syst~me limite. Je dis que la 

solution [~(t)] ou systbme (St) qui, pour t =-o,  prend les valeurs initiales [~i(o)] 

est telle que: 

Borne sup V'~11(t) + ~(t) + ... + ~ ( t )~ -  g. 
- - ~ < t < + o ~  

Supposons, en effet, que pour t ~ T on sit: 

V ~ ( T )  + ~ ( T )  + ... + ~ (T) = g + j (j > o) 

la convergence de la suite [x~ ~) (t)] vers [~i (t)] est uniforme dans tout interv~lle 

fini, on pent donc d6~erminer un indice P tel que, pour p > P, on sit  s la lois: 

V x~)' ( t) + x~) ~ ( t) + . . .  + x(,) ~ ( t~ < g + j 

V[~, ( t ) -  x~)(t)] ~ + . . -  + [~,, ( t ) -  x~)(t)] ~ < 's 
2 

p > P;] t]  <_ T 

d'ofi: 

V-~ (T) + ~ (T) + ... --< Vx~>'(T) + x(~)~T~ , , + . . .  + V [~t (T) - -  x?)(T)] ~ -~ . . . .  < g + j  

contrairement s l'hypoth~se. Donc g appartient aussi ~ l'ensemble k et, d'apr~s 

les raisonnements ant~rieurs, on volt que tout autre syst~me de l'ensemble 

H(St+h) admet~ aussi une solution dour ls borne sup~rieure de la vuleur ~bsolue 
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est exaetement g; car il e n  admet une dont la borne sup6rieure de la valeur 

absolue est au plus 6gale s 9 et cette borne ne peut 6tre inf6rieure & g car on 

pourrait, partant de cette solution du syst~me en question, en d6duire une autre 

pour le syst~me (St) dont la valeur absolue est inf6rieure & g, contrairement an 

fair que g est la borne inf&rieure des valeurs absolues de routes les solutions de (St). 

Ainsi & ehaque syst~me de l'ensemble H(S~+~) correspond une solution dont 1~ 

borne sup6rieure de la valeur absolue est exactement g et nous allons voir qu'il 

n'y en a qu'une seule. 

Supposons en effet que (St) poss~de deux solutions de cette sorte: [~1)(t)] et 

~(~)+ ~ (~) 
r~(~) (t)], alors est aussi nne solution du syst~me (N)tandis  que t~i 2 

[ ~ ( t ) ~  ~)( t )]  est u n e s o l u t i o n d u  syst~me(~t) e t l ' o n  a: 

( 7 ) ~;'~+ ~, + + ...  + + ~1 ~"~ ~ i ( ' ~ _ ( , ~  
2 - 2 2 2 + +  r~ 2 

2 

Or, par hypoth~se, (St) n'a pas de solution dont la valeur absolue peut devenir 

anssi petite que l'on veut, on peut, par suite, d6terminer un hombre l tel que: 

d '  o1~1 : 

Sl  + ~2) $ ,i:(2)'~ ~ 
+ . - I -  ~ . 

2 

C'est en contradiction avec la propridt~ de g, par suite il y a une et une seule 

solution [~(t)]  qui poss~de cette propri~t6 pour tout syst~me de l'ensemble 

H(St+h) si l'on fair l'hypoth~se qu%ucun syst~me de l'ensemble H(~t+h) n'a de 

solution dont la valeur absolue peut devenir aussi faible que l'on veut; et c'est 

cette circonstance qui va nous permettre de d~montrer, comme duns le premier 

thdor~me, que la solution [~i(t)] est presque-p~riodique. 

Soit en effet [~(t + hp)] une suite de solutions relic que les syst~mes de 

hombres [~i(h~)] tendent vers une limite [~i*(o)] tandis que les syst~mes diff~ren- 
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tiels (St+~,p) tenden~ vers (St*): des choix suceessifs permett~ent toujours d 'extraire 

d 'une suite donn~e une suite qui poss~de ces propri~tgs. 

La  solution de (St*) dont  la borne sup~rieure est g a pour wleurs  iuitiales 

[~* (o)] donc si la suite de syst~mes (St+%) tend vers (St*), nous sommes stirs que 

les syst~mes de nombres [~i(h~)] ont une seule limite. 

La  convergence de [~(t + h~)] vers [~* (t)] est uniforme dans tout  intervalle 

fini; on doit dSmontrer  qu'elle est uniforme dans -- ~ < t < + ~ ; si cela n 'avai t  

pas lieu, on pourrai t  en effet d~terminer: (voir la dSmonstration du premier 

th~or~me) 

~~ un hombre positif a 

2~ une suite de hombres croissant~s ind~finiment avec l 'indice: 

o deux su i t es  d'iudices: 

tl, t~ .... , t~, . . . 

~I~Y2~" "'~P~"" �9 

7 g  1 ~  7 g  2 ~  . . . ~ : T g p ~  . . . 

tels que les syst6mes (Sl+tv+h,p) et (St+tv+h~v) convergent vers deux autres syst6- 

rues (S (1)) et (S (~)) et les syst~mes de nombres [~(tp + h,p)] e t  [~i(tp + h,~)] vers 

des systhmes [~1)(o)] et [~2)(o)]. 

4 ~ une fonction ~j(t) parmi les n fonctions ~ t ( t ) , . . . , ~ ( t )  telle que: 

I ~ (t~ + h,~) - -  ~j (tp + h~p)[ ---> a (p = i,  2 , . . . ) .  

On d~montre comme au num~ro 16 que les syst~mes (S (1)) et (S (2)) sont les m~- 

rues et il s 'ensuit  que les deux syst~mes de hombres [~1)(o)] et [~2)(o)] sont les 

mdmes contrairement s 4 ~ 

Ainsi nous voyons que la convergence d 'une suite de systbmes: 

lim (St+h,) = (St*) 

entralne la convergence de la suite de solutions: 

l im [~i(t + h,)] = [~*(t)] d ~ n s  - -  ~ < t <  + ~ ; ( i =  ~, ~ , . . .  n) 

done le module de la solution [r (t)] est infdrieur on 4gal au module du syst~me 

(St). De plus si [xi(t)] est une autre solution de ce syst~me on a: 



Sur les 4quations diff6rentielles lin4aires h coefficients presque-p~riodiques. 

Borne sup [~(t) + ~ ( t ) +  ... + ~'~ (t)] < Borne sup [Xl~ (t) + x~(t) + . . .  + x~(t)] 
- - ~ < t < + ~  - - ~ < t < + ~  
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en ee sens on peut dire que la plus petite solution de (St) est presque-pgriodique. 

2o. L'exemple de l'dquation du premier ordre donnd au sujet du premier 

th~or~me vaut dgalement ici pour montrer que la connaissance des propri~t~s 

que nous avons utilisdesl pour un seul syst~me (~t) ne suffit pas pour en tirer les 

m~mes conclusions relativement ~ t ous l e s  syst~mes de l'ensemble H(~t+h). 

Nous allons cependant donner un criterium permettant d'affirmer que 

lorsqu'un syst~me de l'ensemble H(~t+h) n'a que des solutions born~es dont la 

valeur absolue ne devient pas aussi faible que l'on veut, il en est ainsi pour 

tous les autres syst~mes de 1'ensemble. 

Supposons que (~t) n'ait que des solutions borndes et de plus que: 

t 

F(t) = f [fn (t) + s  (t) + ... +f~,~ (t)] dt  

0 

soit une fonetion bornde, et par suite presque-pdriodique, alors tout syst~me de Yen- 

semble H(~t+h) n'a que des solutions born~es dont la valeur absolue ne dew;ent pas 

arbitrairement petite. 

SoitG [x~l)(t)], [x~2)(t)],..., [x~?O(t)] un syst~me de n solutions lin6airement 

inddpendantes du syst~me (~t), on sait que l'on a (dgterminan~ de Wronski): 

(t) (t) ... ) (t) 
xl (t) 3 "  (t). . .  

. . . . . . . .  . 

x?)(t) (t) 

C. e F(t) (C constante # o ) .  

Le th~orbme de M. Hadamard, sur le maximum de la valeur absolue d'un dd- 

terminant, montre imm~diatement que si les solutions [x~ j) (t)] sont born~es, ainsi 

que nous le supposons et, s'il en est de m~me pour F(t), hr valeur absolue des 

solutions ne saurait devenir aussi faible" que l'on veut. 

Si nous consid~rons alors une suite de syst~mes (~t+h~) qui tend vers (~t ~) 

lorsque v augmente iad6finiment, telle de plus que les syst~mes de nombres: 

[x~ J) (h,)] t enden t tous  vers des limites: [x~9*(o)], le d4terminant de ces hombres 
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l imites aura  une valeur  C* certainement; diff~rente de z6ro. Considdrant  les 

solutions [x~ j)* (t)] de (St*) qui ont  ees nombres  pour  valeurs  initiales, et posant :  

t 

~ ,  ( t )  _ -  f [f~,,  (,) + f~.2, (t) + . . . f , , ,  (t)] dt  

0 

on aura:  

Xa(ll*(t) x~(ll *(t) . . . . .  x~l,l*(t) 

C* �9 e F*(!) . 

Xl(~)*(t) x~(~)*(t) . . . . .  x~(~l*(t) 

cause de la convergence un i fo rme  de [x~g)(t + h~)] vers [x~J)* (t)] dans tou t  interval le  

fini on peu t  conclure que les solutions [x~J)*(t)] sont bornges, la re la t ion pr~c~dent~e 

mont re  alors que leur  valeur  absolue ne saura i t  devenir  aussi faible que l 'on  veut. 

2 I. P a r  combinaison des deux thdor~mes precedents,  nous obtenons le r~sul ta t  

suivant,  dont; nous ne donnerons  pas la  d~monst ra t ion  tou t  s fair  semblable  aux 

pr6c~dentes:  

Troisi/~me th~or~me.  Si (St) a des solutious born6es et si aucun des syst~mes 

de l'ensemble H(~t+h) n'a de solution born6e (saul xi--o) dont la valeur absolue peut 

devenir aussi petite que l' on veut, (St) a une solution presque-p~riodique dont le module 

est inf6rieur ou 6gal au module de (St). 

Nous allons fa i re  tou t  de suite une appl ica t ion de ce dernier  thdor~me aux 

gquations ~ coefficients constants .  

2z. Reprenons  l '~quation:  

(I) d~x d~-~x 
dt--~-+ a~ d ~  + "" + a ~ x - ~ f ( t )  

( a l ,  a9 . . . .  a n  c o n s t a n t e s  rdelles). 
Cette fois-ci nous supposerons que l'dquatGion alg~brique: 

P(r) ~--- r ~ + a 1 r '~- 1 + ...  q- a~ ~ o 

peu t  avoir  des racines purement~ imaginai res  mais  qu'elle n ' a  pas de racines  nulles 

(a~ =~ o) (ce dernier  cas se ram~ne s celui de l ' in t~gra t ion  que nous avons trai t6 

au 51 ~ Io  et au  probl~me qui nous occupe). 
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Nous allons d~montrer que si l'~quation (I) admet des solutions borndes, elles 
sont presque-pdriodiques. 

Soit q~(t) l 'une d 'entre eUes et ddsignons par iw i ,  i 0 % . . . ,  i eok; ~i~o~, -- i e%, 

( [ ] )  . . . .  - - i  cok les racines purement  imaginaires de P(r)= o t: _< ~ ; les  solutions 

born6es de l '6quation diff~rentielles sont alors: 

k 

x ( t ) =  ~(t)+ y,  c~ cos (~o.t§ 

oQ les C~ et a~ son~ des constantes. 

La  valeur absolue d 'une solution sera ici la racine carr6e de la quantit6: 

x~(t) + ~'~(t) + . .  + x('~-')~(t) 

et si x(t) est born6e ses d6riv6es le sont aussi. Pour  appliquer le th6or6me pr6c6dent, 

il suffira de montrer  que les valeurs absolues des quantit6s de la forme: 

k 

F~ c.  oos (~o.t + , . )  

solutions born~es de l 'dquation sans second membre, ont une borne infdrieure 

positive. Si nous nous donnons en effet les C, et si nous voulons que la valeur 

absolue de la quantit6 pr~c~dente soit inf6rieure ~ ~, il faudra  tout  d'abord: 

I I k I r  eos (~o. t + ~,) -< ~; F, c .  ~o. siu (o,~ t +.~.) 

I F :Y, a . , . ~  cos (.,. t +,~.) _<8; Z c . , ~  sin (.,. t + . . )  

~ i s  p~sq~e ~_~ [~ 1 i ly  ~ ~u moio~ au~an~ d in~quo~ioos pour les oo~inos ~ou 

les sinus) s6par~ment qu'il y a de ees termes sous les signes ~; on peut  donc 

r6soudre s6par6ment par rapport  s cos (~o~ t +  a~) et s sin (~o~ t +  a~), car les d~ter- 

minants  des premiers membres des indquations ne sont pas nuls; on volt ainsi 

que les cosinus et les sinus seront trbs peti ts  s i e  est lui-mgme tr~s peti t  et ~ par~ir 

d 'une cer~aine valeur de ~ l'6galit6: cos 2 (co~t+a~)+ sin2(w~t+a~)=I ne sera 
9 - - 2 7 3 7 7 .  Acta ma~hematica. 51. I m p r i m 6  lo 14 n o v e m b r e  1927. 
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plus v6rifi6e; la valeur absolue de la quantit6 pr6c6dente ne peut done deseen- 

dre au-dessous d'une cer~aine limite. 

90(t) est done presque-p6riodique e* parmi routes les solutions de (I), l 'une 

d'elles a son module contenu dans celui de f( t ) ;  disons que c'es~ 9(t)eUe-m6me; 

posan~ alors: 

on ~rouve, comme au N ~ I8: 

f ( t )  oo 2~A,, . da ,  t 

An . elan t 
9(t) C ~ p ( i A - - - - -  ) . 

On a de plus le r6sulta~ suivant: 

Pour que l'dquation (I) admette une solution bornbe, il  est n~cessaire qu'aueun 

des exposants ~1~ de f ( t )  ne soit racine de l'~quation." 

e(iA~)=o. 

23. 
l'6quas suivante: 

d2 x 
(E,) d t  ~ = ~ (t). x + ~, (t) (~ (t) ~ o) 

off 9(t) e~ ~p(t) d6signent des fonetions 

d x  
posant y =  ~-~, eette 6quation es~ 6quivalente au syst~me: 

d/=Y 

dy ~ =~(t) .  x+ ~p(t) 

w 2. Une ~quation de la th~orie des perturbations. 

Nous allons faire l'application des m6~hodes e~ des r6sultats pr6e6den~s 

presque-p6riodiques r6elles de t. En 

et notre m6thode nous amine s eonsid6rer en m6me temps que l'6qua~ion (Et) 

les 6quations: 
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(Et*) d~x 
d t  ~ - 99* (t) . x + ~* (t) 

a r e a :  

qg* (t) = lim 99 (t + h,); ~p* (t) - -  lim ~p (t + h,) ( - -  ~ < t < + or ) 

dont  nous dgsignons l 'ensemble par  H(Et+h). 0 n  

l '6tude prdalable de l '~quation sans second membre:  

(@t) d~x 
d t ~ - -  99 ( t ) .  x 

est na ture l lement  amend 

et ~ la considdration de l 'ensemble H(~t+h). 
Nous ne pourrons malheureusement  pas t ra i te r  ent i~rement  eette derni~re 

gquation; nous examinerons seulement trois cas et dans chacun d 'eux s ' in t roduira  

une fonct ion presque-pdriodique dont  nous ne pouvons pus donner  de m~thode 

prat ique de d~termination.  

24. P r e m i e r  eas.  L'~quation (~t) n'a que des solutions borndes. 
La  forme de l '~quation montre  que la ddrivde seconde de chaque solution 

est aussi born~e; d'apr~s un rdsultat  connu, il e n e s t  par  suite de m~me pour  

la dgriv~e premiere. 

Soient  u (t) et v (t) deux solutions ind~pendantes de (~t) on a: 

u v ' - -  v u' = c (constante) 

il suit du th~or~me du N ~ 20, mais c 'est  aussi tr~s facile ~ voir directement ,  

que la valeur  absolue de chacune de ces solutions ne devient  pas infiniment 

peti te:  ici, par  valeur  absolue de u, il fau t  entendre  la quantitY: 

V u~ (t) + u'~(t). 

Considdrons alors la forme du second degrd: 

f ( t ) = ~ u ~  + 2 # u v + z v  ~ 

off les quantit~s a, fl, 7 sont des constantes qui jouent  le rble de param~tres. On a: 

f' (t)=2 [ttuu' + fl (uv' + vu') + 7vv'] 

f '  ( t )= = [ . u  ' '  + 2 t lu 'v '  + r v  '~] + 2 99(t) - f .  
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Cette fonction f(t) est born6e ainsi que ses deux premieres d6rivges eL, le d6ter- 

minant des coefficients des quantitds a, fl, 7 dans les seconds membres des 6gali- 

t6s pr6c6dentes est, comme on le volt facilement, 6gal s 

Si nous donnons s a, fl, 7 routes Ies valeurs possibles, nous obtenons un ensemble 

de fonctions fit) que nous d6signerons par (f) et il est 6vident qu'au lieu de 

prendre u eL v pour d6finir l'ensemble (f), on eut pu prendre Lout autre syst~me 

de 2 solutions de (at) lingairement ind6pendantes car cela revient simplement 

effectuer une substitution lin6aire dans 1~ f o r m e f .  

D'autre par~, en vertu de la relation: 

UV p -  VUP= r 

u e t  v ne peuvent prendre simultan6ment des valeurs arbitrairement petites en 

valeur absolue, il en r6sulte que l'on peut choisir les constantes a, fl, 7 de fa~on 

que, quel clue soit le hombre k ( > o )  ehoisi: 

f(t)>--k>o (--cr < t <  + ~). 

Une forme f 6rant ainsi d6termin6e, on pourra Mors trouver une constante K 

telle que: 

Vf~-rf '~+f '~<_K ( -  ~ < t <  + or 

II existe peut-6tre plusieurs formes qui poss6dent les deux propri6t6s pr6c6dentes 

nous d6signerons leur ensemble par ~f]. 

Remarquons maintenant que si (at) a routes ses solutions born6es, il en est 

de m6me pour routes les 6quations de l'ensemble H(at+a). Si (a t*)est  l'une 

d'entre elles, il existe dans l'ensemble (f*) correspondant un ensemble [f*] tel 

que pour chaque fonction de cet ensemble on air: 

f*>--k eL Vf*~+f*"2+f*"~<K ( - - ~ < t < + ~ )  

cela est une simple cons6quence de la convergence uniforme, darts Lout intervalle 

fini, des solutions d'une suite d'6quations (a~+h,) qui Lend vers (at*) lorsque v 

augmente ind~fiuiment. 

Pour chaque forme de l'ensemble ~f] la fonction V f~ + f'~ + f,,2 a u n e  borne 

sup6rieure G(f) eL routes ces bornes snp6rieures ont une borne inf4rienre g. 
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Nous allons montrer que l'on peut choisir a, fl, 7 de faqon que G (f)--g. Tout 

d'abord on peut d4terminer une suite de fonctions f l , f ~ , - . - , f ~ , - . -  telles que: 

G if,,)= g. 

Les syst~mes de hombres [fn(o),f. '(o),f~"(o)] ont au moins un syst~me 

limite soit IF(o), F '  (o), F"(o)];  ce que nous avons dit au sujet du d~terminant 

des coefficients a, fl, 7, permet d'affirmer que la recherche de ees coefficients pourra 

toujours ~tre faite pour le syst~me limite et nous obtiendrons ainsi une forme F(t). 
Mais alors la suite de formes: 

(t) (t)- .F(t) 

appar~ient aussi ~ l'ensemble (f) et g,  (o), g,/(o), gn" (o) tendent vers z~ro lorsque n aug- 

mente ind~finiment: ce qui signifie que les param~tres a, fl, 7 de cette suite de 

formes tendent vers zgro et que, par suite, la suite elle-m~me tend uniformdment 

vers zdro dans -- r162 < t <  + ~ .  

Or on a: G (F)~g, supposons que G(F)>g, alors, pour une cer~aine valeur 

de t, on aurait: 

]/F~+F'~+F"~=g+~ (6>0) 

et l'on peut dgterminer un indiee i tel que l'on air s la fois, s parCir de i, et pour 

cette m~me valeur de t: 

c'est en contradiction avec l'hypoth~se pr~c~dente. 

Les remarques que nous avons pr6sent6es auparavant nous montrent aussi 

que pour ~oute 4qua~ion (~t*) de l'ensemble H ( ~ t + h ) i l  existe une forme F *  

telle que: 

F*~]~; G(F*)-~g. 

Montrons maintenant qu'il n'existe qu'une seule forme qui poss~de cette pro- 

pri~t~ dans l'ensemble If] correspondant ~ l'dquation (~t); la d~monstration vaut 

ggalement pour chaque ~quation de l'ensemble H(~t+h). 
Supposons qu'il existe deux formes qui jouissent de cette propri6td: 
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~1>_~, ~ ( ~ ) = g ;  ~ > ~ ,  e(F~)=a 

et considdrons les deux formes qui appart iennent  dgalement s (f) 

on a: 

d'ol~ : 

2 2 

~ F/~ + FI"~ + F / +  ~'~'~ + ~:'~_< g~ 
2 

~ +  i~'~+i~"~_< g~_ ( ~ +  ~'~ + (~"~) 

d'apr~s l 'hypoth~se faite sur g, il suit de cette indgalit~ que: 

Borne inf~rieure ((~ + (~'~ + (~"~) ---- o 

c'est-s que les param~tres a, fl, 7 de G sont aussi petits que l 'on veut, par 

suite ~ z o. 

I1 existe doric dans l 'ensemble (f) une et une seule forme F(t)  qui poss~de 

les propri~tds que nous d~sirons; sur cette f o m e  nous pouvons faire les raisonne- 

ments ddj~ appliques plusieurs fois pour ddmontrer que c'est une fonction nor- 

male ainsi que ses deux premieres ddriv~es. Nous avons le rdsultat  suivant: 

Si l'~quation (~t) n'a que des solutions born~es, d~signant par u et v deux 

quelconques d'e~tre elles lin~airement inddpendantes et par k un hombre positif quel- 

conque, il existe une forme du 2 ~ degr~: 

F(t) = A u  2 + 2 B u v +  CW 

telle que : 

~(t)>_k 

et qui est presque-pdriodique ainsi que ses deux premieres ddrivdes. 

Le module de cette fonction est eontenu dans eelui de q~(t). 

Nous allons main tenant  ~tudier cette fonction consid~rde comme forme du 

second degr~ et faire voir que F ne peut ~tre que d~finie, puis nous m0ntrerons 

comment sa connaissance suffit pour achever l ' int~gration de l 'dquation (~t). 

I ~ F ne peut ~tre une forme ind~finie; ear alors en choisissant convenable- 

ment  les solutions inddpendantes de (~t) qui la ddfinissent, on pourrait  la ra- 

mener s la forme F z u v .  La r~solution de l '~quation (~t) est ramende s celle 

du syst~me: 
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uv=F(t) 

U V t - - V U t ~  (? 
(F (t)_> k). 

Un calcul ~ldmentaire donne imm~diatement les fonctions u et v s un  facteur prbs: 

u = V F e -  VFat, v -~ y F e  J 

et, puisque F( t )  est bornge, ees fonctions ne le sont, elles ne sauraient  ~tre solu- 

tions de l 'dquation (~t). 

2 ~ La  forme F ne peut ~tre le carr4 d 'une forme lin~aire. Car on pourrai t  

la ramener  s 

F ~  U S 

t 

f dt (a constante quelconque) seraient des solutions de (~t) et alors }flF et }f lF 
a 

t 

or f dt ne peut rester borne. 
j F  
g 

3 ~ La forme F ne peut done qu'gtre d~finie, on peut alors la ramener 

la forme F = u ~ + v  ~ et r o n  a ~ r~soudre le syst~me: 

d'ofi l 'on tire: 

u ~ + v ~ j F  

~ V p -  y U P ~  

are tg u/ 2' 

doric les solutions de ce syst~me sont 

t 

a 

t 

sin(f dt) 
a 

(a eonstante queiconque). 

La  solution gdn6rale de (~t) est done: 
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t t 

x • cl V F -  cos ~ d t + c~ V--F. sin ~ d t 
ft a 

I.] 
Puisque F(t)>--k>o,  la fonction ~ ~ R est aussi presque-p~riodique et positive 

et sa borne inf~rieure est aussi positive, on peut~ donc mettre la solution de (at) 

sous la forme: 

t t 

a a _ _  ]~ / / / ~ d ~ - . ~ . ( ~  J ] /~ ~ x= l + cos 
\ J  / 

a 

t 

mais R ~tant toujours positif, f•dt 
a 

6crire : 

prend routes les 

t 

k . 

c 

valeurs et l'on peut 

c'est la forme de la solution gdn~rale de l'~quation (at) lorsque routes ses solu- 

tions sont born~es, k et c sont les constantes d'int~gration. 

Passons maintenant ~ l'~quation avec second membre (Et); l 'intdgration de 

((~t) effectude, on suit; que l'on peut faire celle de (Et) par des quadratures. 

Supposons que l'dquation (Et) admette elle aussi une solution born~e, alors 

routes le seront et, d'apr~s le deuxi~me th4or~me du paragraphe prdcddent, l'une 

d'elles au moins sera presque-pdriodique, soit ~(t), et son module sera contenu 

duns le module form~ par l'ensemble des modules de q~(t) et; de ~p(t). 

La solution gdn6rale de (Et) est alors: 

j ( f )  = ~ .  cos R dt  . 

c 

25. Voyons maintenant duns quelles conditions il pourru exister plusieurs 

solutions presque-pdriodiques de (JEt) ou, ce qui revient au mSme, des solutions 

presque-p~riodiques de (at). 
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Remarquons d'abord que R 6tant~ presque-pgriodique ainsi que ses deux 

premieres d6riv6es, si, par exemple, la solution 

t i ( / )  
V ~  cos R d t 

0 

de (~t) est presque-p6riodique il en est de m6me de sa d6riv6e premiere: 

t t 

( f )  . ( f )  --V'R- " sin R dt  -- - -  �9 cos R dt  
2 ( g ~ )  ~ 

0 o 

t 

, ( f )  et par suite aussi de: ]/-R-. sin R d t qui est une solution de (~t)ind@en- 
0 

dante de la premiere; donc si (~t) admet une solut;ion presque-p6riodique tout~es 

le sont. Comme le produit de deux fonctions presque-p6riodiques est encore 

presque-p6riodique, i l  suit de 1s que les fonctions: 

COS 

t t 

(f.,.) sin(f ..,) 
0 0 

sont aussi presque-p6riodiques et qu'en consid6rant les deux suites: 

cos(/Rdt) et sin(jtCdt) ( n = I , 2 )  . . . .  

o o 

on peut extraire de la suite de nombres h~ une autre suite telle que les deux 

suites pr6c6dentes convergent en m~me temps vers des limites et uniform6ment 

dans -- ~ < t < + ~ .  Disons, pour ne pas compliquer les notations que la suite 

h,~ elle-m~me poss~de ce~te propri~t6: cela signifie, comme on le voit facilement, 

qu'& tout 8(>o) donn6 on peut faire correspondre un indice N tel que: 

0 td-hnl 

(mod 2 ~) 

d~s que: 
1 0 - - 2 7 3 7 7 .  Acta mathematiea. 51. I m p r i m 6  le 14 novombro  1927. 
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D~signons de plus par r ( > o )  la valeur moyenne de R; de la suite hn prde~- 

dente on peut extraire une autre suite h,, telIe que l'on air s la fois (o< e < z ) :  

et: 

d&s que: 

De 1~ on tire: 

I r (h . . ,  - h n . ) l - <  

[ t+hn~, 2 [ 

t+hn,,, I 

~1 et ~ >-P(e). 

J (R--r) dt .<- 2~ 
t+hnvl 

(mod 2~') 

(rood 2z~) 

(mod 2z~) 

mais au premier membre de ee~te derni~re in~galitd nous avons une fonetion 

presque-pdriodique t s valeur moyenne nulle et qui, par suite, prend la valeur z~ro, 

l'in4galit~ pr~c~dente a donc lieu en valeur absolue et non pas seulement suivant 

le module 2 z et on peut l'dcrire: 

t + hn~l t +hn~,~ 

f ( R - - r ) d t - - j  (R--r)dt < 2e 
o o 

t + hn~ ' 

eeei d~ns - - ~  < t <  + ~ ;  mais l'in~galitg pr~e~dente signitle quef(R--r)dt tena 

0 

M. Bohr  d~montre en effet [ I p .  6o] que si f ( t )  est  presque-p~riodique il en est  m~me de: 

t+e 

f f(t) dt (c constante)  

t 
et  iei l 'on a 

t + hn~2 -- t~f hn~q tTf h~Ll'2 ~ f . 

t + hn, q t t 
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t 
f *  

uniformgment vers une limite, e'est-s que t (R- - r )  d t  est une fonction nor- 

0 

male et cette condition n6cessaire est aussi suffisante comme on s'en rend facilement 

compte. 

Nous arrivons done au r6sultat suivant: 

Pour que l'dquation (~)  air ses solutions presque-pdmodiques, il faut  et il suffit 

que : 
t 

0 

d t =  r t  + fonction presque-p6riodique. 

On peut se demander maintenant si routes les conditions que nous avons 

impos6es s R(t) n'impliquent pas aussi que l'int6grale de R soit de la forme 

pr6c6dente: il n'en est rien. Soit en effet 99(t) une fonction presque-p6riodique, 

ainsi que ses deux premibres d6riv6es, ~ valeur moyenne nulte et ~r int6grale non 

bornde, choisissons une constance ~t positive assez grande pour que: 

R(t) = 

alors: 
t 

x =  I / - R  cos R dt  

c 

sera la solution g6ndrale de l'6quation: 

d~x _ [ 3 R ' 2 - - 2 R  R " - - 4 R " ]  

qui es~ du type prgc6dent et aucune de ses solutions n'est presque-p6riodique. 

z6. Deuxi6mo oas. L'~quation (~t) a une seule solution born~e (d~finie ~ un 

facteur constant pros) dont la valeur absolue ne devient pas arbitrairement petite et 

les solutions ind@endantes de celles-ci ne le sont pas. 

Toutes les 6quations de l'ensemble H(~t+h) out alors la m6me propri6t& 

D'abord l'une d'elles ne saurait avoir deux solutions indgpendantes born6es car 

routes les 6quations de l'ensemble poss6deraient la m6me propri6t6; ensure  route 

6quation (~t*) a une solution born6e non nuUe car, dire ici que l'6quation (~t) 

une solution dont la valeur absolue ne devient pas aussi petite que l'on veut, 
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veut dire. que ] / - u 2 ~ u ' ~ ( t ) a  une borne inf~rieure positive; choisissant alors une 

suite d'~quations (~t+h,) qui converge vers (~t*) lorsque ~, augmente ind~finiment 

et telle que les nombres u(h,) et u'(h~) tendent chucun vers une limite u*(o) et 

u'*(o), les raisonnements pr~cddents montrent que la solution de (~t*)qui a 

pour valeurs initiales u*(o) et u'*(o) est born~e et non nulle ear u*(o) et u'*(o) 

ne sont pus tous les deux nuls en vertu de l'hypoth~se faite sur la valeur 

absolue de u. 

Soit S(t) une solution de (~t) qui poss~de la propri6t~ prdcddente et posons: 

(i) o<g-<  <- G. 

Les autres solutions borndes de (~t) sont de la forme kS(t) et l'on a: 

(2) o<lklg  Ikl G. 

Je dis que route ~quation ((~t*) poss~de une solution qui a les  m~mes bornes 

que S(t). Le passage s la limite montre en effet l'existence, pour cette gquation, 

d'une solution telle que: 

o < g' -~V s*~ (t) -~- s '*~ (t) _~ G' 

avec: 

g<_g'; G'<_G. 

En repassant de (~t*) ~ (~t) par un autre passage ~ la limite, on voit que cette 

derni~re ~quation admet aussi une solution dont les bornes gl et G1 de la valeur 

absolue sont telles que: 

g'~gl; G1 <-G'. 

Comparant maintenant avec l'~quation (2), il s'ensuit que: 

g~g ' ;  G~-G'. 

Le r6sultat est done dgmontr~ et de plus si (~t +h,) tend vers (~t*)alors les 

hombres S(h~) et S'(h,) ont deux limites diff~rentes ~u plus; le raisonnement 

s'ach~ve alors comme tous le s  precedents, on montre que l'hypoth~se de la non 

convergence uniforme de la suite S(t+h~) vers S* (t) entralne une contradiction, 

S(t) est donc presque-p6riodique. 

Soit alors v u n e  solution ind~pendante de S (t) on a: 

Sv'--  S'v ~ c 



Sur les ~quations diff~rentielles lin6aires ~ coefficients presque-p~riodiques. 77 

de 1~ : 

C 2 C 2 
V ~ J-. V p~ ~ - -  . 

- - S  ~ + S '~ >-- (7~ 

Pa r  suite si l '~quation avee second membre admet  une solution born~e ~ (t), 

le troisi~me thdorbme du paragraphe prdc6dent s 'applique; comme ~uparavant  le 

module de S(t) est au plus dgal au module de q9 (t) et le module de ~ ( t )au plus 

~gal ~ la somme des modules de ~ (t) et  de ~p (t) et  nous pouvons d~finir S(t) 

par la condition: 

Borne sup [ ~  (t) + ~ '~  (t)] < Borne sup { [~ (t) + ]c S (t)] ~ + [~'  (t) + k S' (t)]~}. 
--r <t<+ oo --~ <t~+ co 

La solution g6,ngrale de (Et) est al0rs: 

t 

x = |  

0 

2 7. Trois i6me cas:  q~(t)-->o. 
On sait  alors que l 'dquution (~t) n 'admet  aucune solution born6e (sauf la 

solution banale x =  o) et il en est ~galement ainsi pour routes les 6quations de 

l 'ensemble H ( ~ t  + h). 

]~I. F. f t .  Murray [I] a d~montr~ que la solution g6n6rale de (Et) est de la 

forme : 

t t 

X ~ C 1  e o + v ~ e o  

off it (t) et ~(t) sont des fonctions non n~gatives de t et born6es lorsque q~ (t)l 'est,  

ce qui est le eas ici. 

Considdrons les deux solutions particuli~res: 

- f ~ d t  
u ( t ) = e  o 

v (t) = e ~ 

it (t)>_o 

->o 

- - o o < t ~ + o o  
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la premiere est non croissante, la deuxi6me non d6croissante; pour t = o  ces 

deux solutions prennent la valeur I; la premiere reste toujours plus petite ou 

au plus 6gale s i lorsque t Varie de o h -t-~, l 'autre reate dans le m~me inter- 

valle tou.~ours sup~rieure ou 6gale ~ I; ces deux solutions sont done ind6pendantes 

et par suite: 

v' ( o ) -  ,,' (o)= z (o) + (o) > o. 

En remarquant maintenant que uv'--vu" est constant, on en tire: 

U V  : e  0 

t t 

z (t) + z (t) 

Pour une valeur finie de t, cette f0rmule montre d~js que: )~(t)+~(t)>o.  

Toutes les conclusions expos~es jusqu'ici sont aussi valables pour toute autre 

6quation de l'ensemble H((~t+h). Par  exemple les solutions de ((~t+h) qui poss~- 

dent les m6mes propri~t~s que les solutions de (~t) sont: 

u(t+h) et v( t+h) 
u (h) v (h) 

dont les d6riv~es pour t : o  sont: 

c'est-s born~es. 

--2(h) et ~(h) 

Consid~rons alors une 6quation (at*) de l'ensemble H(~t+h) et soit (~t+h,) 

une suite d'~quations qui tend vers (~t*)lorsque ~ augmente ind6finiment, supposons 

de plus que les hombres --~(h,) et ~(h,) aient chacun une limite --~*(o) et ):*(o); la 

convergence uniforme des solutions de (~t+h,) vers celles de (~t*) permet d'assurer 

que les solutions de (at*) qui, pour t ~ o  prennent la valeur I et ont pour 

d6rivges en ce point: - -~*(o)e t  3*(0)sont, la premiere non croissante, la deuxi~me 

non d~croissante et ce fair v a n o u s  permettre d'6tablir que la fonction: ;~(t)§ 
a une borne inf~rieure positive. En effet si cela n'~tait pas on pourrait trouver 

une suite de nombres t, ( ~ : I ,  2 , . . . )  tels que: 

lira [~(t~) +~(t~)] = o. 
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Considdrant alors la suite des 6quations (at+t,), de cette suite on pourrai t  extraire 

une autre suite telle que Z(t,) et $(t,) aient des limites (n6cessairement nulles) et qui 

converge vers une 6quation ((~t (1)) qui admet  deux solutions l indairement ind6pen- 

dantes ~ l les  que: 

t 

- fa(1)at 
, t (1 ) ( t )  = e o ) , ( ' ) ( t )  ~ 0 

f 2(1 )d t  

v(,I (t) = ~o ~(,l(t) >_ o 

et l 'on a: 

v(1)'(o)--u;1)'(o)=~(1)(o)+~Cl)(o)=,~._.~lim [u(h,)  v(h,) I = ,--~lim [X(h,) +),(h,)] ---- o 

contrairement  au fair que u {1) et  v (1) sont l in~airement ind6pendanf~s. 

I1 est maintenant  possible de d6montrer  que: E(t)+ ~(t) est une fonetsion pres- 

que-pdriodique de t et toujours  par le m6me proc6d6 qui montrera  que cette 

fonction est une fonction normale et que son module est contenu dans celui de qg(t). 

Nous  poserons: 

I T(t) = ~ [Z(o) + ~(o)] �9 [Z(t) + ~(t)] 

et nous d6signerons par g e t  G les bornes de cette fonction:  

o < g < _  T ( t ) < G .  

Un calcul simple montre  alors que la solution g6n6rale de ((~t) est: 

t t 

e o e o 

z=k, Vr  +k~ 1 / ~  

t 

ou encore, puisque 7' est positif  et quef 
0 

chaque valeur: 

T d t  prend une fois et  une seule 
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k 
X . . . . .  �9 c h  

t 

C 

Oecupons nous maintenant de l'4quation (Et); l'int~gTation de (~t) une fois 

effectu4e, une solution particuli&re s'obtient facilement par la m4thode de la varia- 

%ion des constantes; si nous arrivons s montrer que (El) poss~de une solution 

bornge, notre premier %h~orSme trouvera son application et par suite cette solution 

sera presque-p4riodique. 

En fair une solution partieuliSre de (Et) est: 

, [  - 

u 

f T(z) dz - fTat t 
0 �9 f eO ~p(u) d u +  

t 

+e0 .fee du 
t 

car nous allons mon~rer que les int4gTales dcrites ont un sens. 

Nous aliens le faire pour la premiSre des expressions qui figurent entre 

crochets et montrer de plus que cette expression est born4e; on peut r4crire au 

signe pros : 
t 

A -~ / e- f T(~)a~ V-~I'(uilP(U) du. 
- -  oo 

Nous avons d4js montr~ que T admet une borne inf4rierure g positive, il 

~p(u) reste plus petit en va]eur absolue qu'une constante K suit de 1s que ]/T(u) 

et, par suite: 

t 

t - fgaz 
e ~ .Kdu K 

g 

La mSme limitation vaut pour la deuxi~me expression et l'on trouve: 
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En ddfinitive la solution de l'6qu~tion (Et), pour cp(t)>_o, est donn6e par: 

I ] 
c 

off ~ et T sont deux fonctions presque-p6riodiques de t, la dernibre positive. 
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