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Elnleitung.  

Das zentrale Problem in der Theorie der ganzen Funktionen bfldet die 
Frage nach denjenigen Beziehungen, welche zwischen dem Anwachsen einer 
ganzen Funktion f(x)  und der Dichte der Wurzeln der Gleichung f ( x ) =  z 
bestehen, wobei ~ eine endliehe, yon x unabh~ngige Zahl bezelehnet. Charakte- 
risiert man das Auwaehsen einer gegebenen ganzen Funktion, wie fiblich, durch 
den Maximalmodul 

M ( r )  = max If (x) l ,  

die Dichtigkeit der ~-Stellen der Funktion wiederum dureh die  Anzahl n(r; z) 
dieser Stellen in dem Kreise Ix] < r, so k(innte man eine allgemeine Eigenschaft 
der ganzen Funktionen kurz ausdriicken, wie folgt: Die Funktion n (r; z) W?ichst 
fiir r--~ oo nicht schneller als die Funktion log M(r). Den pr~zisen Inhalt dieser 
Aussage, die am einfachsten als eine Folgerung des bekannten J~NSENSehen Satzes 
[1] gewonnen wird, gibt im Falle einer ganzen Funktion, deren Ordnung 

log log M(r) 
(a) lira 

r = oo log r 

endlieh ist, der sogenannte erste Satz yon HADAMARD [2]: 
Die Ordnung (a) der CTr~lie logM(r) ist nicht niedriger als die Ordnung 

llm log n (r; ~) 
r ---- ~ log r 

der Anzahlsfunktion n (r; z). 
In dieser Weise werden also die Anzahlsfunktionen n (r; z) dureh den Loga- 

rithmus des Maximalbetrages nach oben beschr~inkt. Es entsteht nun welter die 
Frage, ob dann die Gr(igen n (r;z) bei gegebenem Maximalmodul beliebig langsam 
waehsen k(innen. Fa~t man nut  einen Funktionenwert z, etwa den Wer t  z ~ 0, 
ins Auge, so bleiben in dieser Richtung ta ts~hl ich alle Miiglichkeiten often: 
denn es existieren ja ganze Funktionen, fiir welehe die Gri~ge n(r; 0) sogar 
identiseh versehwindet, d.h. die den Weft  Null in der ganzen endlichen Ebene 
iiberhaupt nicht annehmen. Anders verh~lt sieh die Saehe schon, wenn man 
zwei Werte z ins Auge fagt: bier setzt der PizAaDsehe Satz [3] ein, naeh welehem 
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eine ganze Funktlon, die sieh nicht auf eine Konstante reduziert, h~chste,s einen 
einzigen end~ichen Weft ausZ~flt. Einen solchen Wert  ~, der also v o n d e r  Funktion 
iiberhaupt nicht angenommen wird, werden wit  im folgenden einen P~cAr~schen 
Ausnahmewert der betreffenden Funktion nennen. 

BORET. [4] hat eine ~iuBerst wichtlge Verallgemeinerung des Pic~Dschen Satzes 
gegeben, indem er fiir Funktionen yon endlicher Ordnung folgendes gezeigt hat: 
die Gr6fle n (r; z) ist genau yon, derselben Ordnung, wie log M(r), fi~r jedes endliche 
z, au)qer m~glicherweise einem ein~igen Weft, fiir welchen sie yon ~iedrigerer Ordnung 
sein kann. Diesem PicAaD-BoaE[.schen Satze, den BLUMENTBAL [5] zuerst auf ganze 
Funktionen unendlicher Ordnung erweitert hat, schlieBt sich eine ganze Reihe 
yon Untersuchungen an, wo die Ergebnisse, auf die oben kurz hingewlesen worden 
ist, weiter verallgemeinert und versch~ifft worden sind. 

Es sei nun f (x)  eine meromorphe Funktion, d.h. elne in der ganzen end- 
lichen Ebene eindeutige analytische Funktion, die daselbst keine anderen Singu- 
lari~4ten als eventuelle isolierte Pole besitzt. Man nehme zun~ehst an, dal~ f (x) 
elnen PICARDschen Ausnahmewert hat, d.h. daf~ ein Wert  a existiert, der yon 
der Funktion iiberhaupi nieht angenommen wird. Wenn a ~ ~ ist ,  so ist f (x)  

1 
eine ganze Funktion; ist wiederum a endlieh, so ist f ( x ) - a  eine ganze Funk- 

tion: Man l~ann daher sagen, da6 die Theorie der ganzen Funktionen die Theorie 
derjenigen meromorphen Funktionen ausmacht, welche einen Picardschen Ausnahme- 
wert besitzen. 

Betrachtet man die Saehe yon diesem Sflandpunkt aus, so erseheint es, wenn 
man einmal die Untersuehung der Verteilung und Diehtigkeifi der Wurzeln der Glei- 
chung f (x)  ~ ~ als eine dor Hauptaufgaben der Theorie ansieht, wiinschenswert 
sich yon der einschr~inkenden Annatune der Existenz eines PIC~RDschen Ausnahme- 
wertes frei zu machen. Es entsteht abet sogleich eine Sehwierigkeit, wenn man 
zum Gegens~nd der Untersuehung eine ganz allgemeine meromorphe Funktion 
nimmt. In der Theorie der ganzen ~'unktionen bestand das Problem in der 
Frage nach den Relationen, durch welche das Waehstum der GreBe logM(r )  
mit dem A_nwaehsen der Anzahlsfunktionen n(r ;  ~) verkniipft ist. Ist  aber f (x)  
eine meromorphe Funktion, so verliert die erstgenannte Fundamen~lgr~iBe 
log M(r) ihre friihere einfache Eigenschaft, eine wachsende, erdliche Funktion yon 
r zu sein, und ist nicht mehr geeigaet, das Anwachsen der meromorphen 
Funktion zu charakterisieren. Uberhaupt seheint der ganze Begr~ff des An- 
wachsens einer Funktion seinen Sinn zu verlieren. Und derselben Sehwierig- 
keit begegnet man, wenn man das Verhalten der Funktion gegeniiber einem 

1"  
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1 
endlichen Wert z untersuchen will, indem man die Funktion statt f(x) f(x)-z 
betrachtet. 

In seinem Werke ,Legons sur les ]bnctions m~romorphes" ist B0aEL [6] dieser 
Schwierigkeit dadurch aus dem Wege gegangen, dab er die Untersuchung der 
meromorphen Funktionen auf die Theorie der ganzen Funktionen zuriickzufiihren 
versucht hat, und zwar in folgender Weise : Wenn f (x) eine meromorphe Funktion 
ist, so bilde man mittels ihrer Pole ein WEmRSTRASSSches kanonisches Produkt 
G (x) yon m(iglichst niedrigem Geschlecht. Das Produkt f ( x )G  (x) ~-- H(x) ist 
dann eine ganze Funktion, und man hat also fiir die meromorphe Funktion f(x) 
die Darstellung 

H(x) 
(b) f(x) - -  G(x)" 

Die Ordnung yon f (x) wird als die gr(iflere der Ordnungen der ganzen Funk- 
tionen H und G definiert. Mittels dieser Darstellung hat BORaL den oben be- 
sprochenen PICARD-BORELschen Satz damn verallgemeinert, daft die Griii~e n ( r ; z )  
bei einer meromorphen Funktion yon endlicher Ordnung von derselben Ordnung 
wie die Funktion selbst ist und zwar fiir jedes z aufter hSchstens ~wei Ausnahme- 
werten, fiir welche sie yon niedrigerer Ordnung sein kann (hierbei wird selbst- 
verst~ndlich auch cler Wert  z ----- co beriicksicht~gt). 

Abgesehen davon, daft die Darstellung (b) nur bei Funktionen, bei welchen 
die Polanzahl n(r; c<)) yon endlicher Ordnung ist, durch die obige Vorschrift 
eindeutig defniert wird, leidet das BORELsche Verfahren an dem Ubelstand, daft 
die Klassifikation der meromorphen Funktionen auf Grund einer willkiirlich 
gew~hlten Darstellungsform geschieht und nicht, wie in der Theorie der ganzen 
Funktionen, auf die inneren yEigenschaften der Funktionen basiert ist. Es fehlt 
vor allem ein Kriterium dafiir, fiir welche meromorphen :Funktionen der Z~ihler 
H in (b) yon endlichem Geschlechte ist, also ein Analogon des HADAMARDSChen 
Satzes, nach dem eine ganze Funktion von endlicher Ordnung auch immer yon 
endlichem Geschlechte ist, ein Satz, der als eines der wichtigsten Ergebnisse cler 
Theorie der ganzen Funktionen betrachtet werden mu~. Es diirfte unseres Er- 
achtens schwer sein, v o n d e r  Darstellung (b) ausgehend zu einer allgemeinen 
Theorie der meromorphen Funktionen zu gelangen. 

In der vor]iegenden Arbeit wird der  Versuch gemacht, eine allgemeine 
Theorie der meromorphen Funktionen zu entwickeln. Aus den obigen Bemer- 
kungen ist schon hervorgegangen, dab man hierbei gen~itigt ist, die Fundamental 
grSfte log M(r) aufzugeben und dutch neue Hilfsgr~ifien zu ersetzen. Diese neuen 
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FundamentalgrSt~en ergeben sieh aber in natiirlieher Weise, wean man bei der 
Untersuchung meromorpher Funktionen nicht eine Darstellung einer solehen 
Yunktion als Quotient yon zwei ganzen Funktionen zum Ausgangspunkt w~/hlt, 
sondern als Hilfsmittel und funktionentheoretische Grundlage die allgemeine 
Integralformel 

(A) logf(x) 

fo 2~ " re + ~ d #  r ' - - a , x  , r ' - -b~x  = ~ l o g l f ( r e * ~  Z log r(x_a~,) ~] log~(x:~) .  ) 
2Z re - - x  ! a , . l < r  b v ! < r  

+ i. Const. 

benutzt, wo eine innerhalb des Kreises Ix l ~ r eindeutige, :aeromorphe Funktion 
f(x) durch die Randwerte ihres absoluten Betrages und dureh ihre in diesem 
Kreise gelegenen Nullstellen a, und Pole b, dargestellt wird. Diese Formel, die in 

(A') log !f (t ei~) [ 

fo / _ 1 S~loglf(re, a)l ~ ( a _  d e -  52 log r-~--a~) 
2~  ' r~+t  " -  q~) [a:,l < r  

_{_lb, l~<)og / r'-$,X~x(x____~v) 

iibergeht ~, wenn man x = te ~(p setzt und auf beiden Seiten den reellen Tell 
nimmt, haben F. NEVXSLINSa und der Verfasser in letzter Zeit zur Untersuchung 
versehiedener funktionentheoretiseher Probleme angewandt. Wir nennen sie die 
Polsso.~-JE~-SENSche Formet; wenn f (x)  im Kreise {xl < r regular und yon Null 
verschieden ist, reduziert sie sich n~imlich auf die Pomsossehe Integraldarstellung 
der regul~ir harmonischen Funktion log [f(x)] dureh ihre Randwerte, w~ihrend 
sie andererseits fiir x ~- 0 in die bekannte JEss~sche Formel 

f 0  2~ r r 1 logl f ( re i~  X l og~f i l+  Z log (B) l ~  2~ l a~ l<r  Ib, l<r  Ib, I 

iibergeht. 
Um den Inhalt dieser letzten Beziehung klar hervortreten zu lassen, fiihren 

1 Wenn f(x) auf dem Rande /" und innerhalb eines zusammenh~ngenden Gebietes G ein- 
deutig und meromorph ist, so gilt allgemein fiir If(x)! die Darstellung: 

1 fr log[f($)] dg(~'X) ds+~.g(x ,  b , ) - ~ g ( x ,  a~,), (A") log [f(x) ] = - ~  On a 

wo g(~, x) die GnEENsehe Funktion yon ~ mit ihrem Pole im Punkte ~ = x bezeiehnet. Ist G 
ein Kreis [xl~_~r, so geht (A") in (A') tiber. 
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wir folgende Bezeichnungen ein: Zun~ichst sei, falls z eine gegebene komplexe 
ZaJal ist, m( r i z )  der Mittelwert 

fo re(r; z) - -  2~ dO, 

wo l~gt die Zahl logt oder ~ul l  bezeichnet, je nachdem t :~ 1 oder 0 ~ t _~ 1 

1 durch f ersetzt werden. Ferner sei. i s t ;  fiir z - ~ - ~  soll in dem Integranden f _  

r iv(~; ~) = f , n ( ( ;  ,)  dt = Z log ~,(~), 
J0 t r v ~  r 

WO r,(z) die absoluten Betr~ige und n(r;z ) ,  wie vorher, die Anzahl der z-Stellen 
der Fnnktion im Kreise Ix] ~ r bezeictmen. Mit diesen Bezeichnungen nimmt 
die J~ssENsche Formel die einfache Gestalt an~: 

(B') re(r; c~) + _N(r; ~ )  = re(r; O) + N(r ;  0) + loglf(0)l. 

Mittels der PoIssoN-JEss~sschen und der spezielleren J~sEsschen Formel 
kann man nun den nachstehenden Satz beweisen, den wir wegen der grundle- 
genden Bedeutang desselben flit die ganze Theorie den ersten Hauptsatz nennen: 

Zu jeder meromorphen Funktion f(x) gehSrt eine reelle Funktion T(r) yon fol- 
genden Eigenschaften : 

I o T(r) ist eine wachse~de Funktion yon r and eine konvexe Funktion yon log r. 
2 0 Wenn z eine beliebige van x unabMingige, endliche oder unendliche komplexe 

Zahl bezeichnet, so ist 

~( , ;  ,) +~v(~; ~) = r(~)+o(1). 

Die auf der linken Seite der Beziehung (I~ stehenden zwei Glieder sind 

Ill nicht~egativ. Das erste Glied m (r ;g)  ist der M~ttelwert der Gr(itie l~g 

auf dem Kreis Ix]---~ r u n d  erh~lt also wesentliche Boitr~ige yon denjenigen 
Bogen dieses Kreises, auf denen der Funktionenwert f nahe an dem Wert  z 

1 Wenn z ~ 0 eino no (z)-fache z-Stelle yon f (0 )  ist, so sei 

N(r; z) ~ f r  n(t; z)--~o(z) d,$ + no(z)logr. 
Jo 

Ist z.B. f(0) ~ 0, eo wenden wit die JENSBNeche Formel auf die Funktion f(x) 

und erhalten 

(B ~) re(r; oo) + N (r ; oo) = re(r; O) + N (r ; O) + log I ~0 ) ] .  

a n  
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liegt; man k(innte daher sagen, dab m (r; ~) ein MaB fiir die St~irke der mitt- 
leren K6nvergenz der Funktion f(x) gegen den Wef t  z f i i r r - ~  cx~ angibt. Das 
zweite Glied /V(r; z) bestimmt wiederum, wie dicht diejenigen Punkte liegen, in 
denen die Funktion den betreffenden Wef t  ~ tats~ichlich annimmt. Die Summe 
m (r; 3) + N(r ; z) k(innte man deshalb als die ,~-Komponente" in der Variation 
der meromorphen Funktion fiir Ix] -* ~ bezeichnen: sie charakterisiert sozusagen 
die St/irke der Affinit~t~ welche die Funktion zu dem komplexen Weft  z besitzt. 
Der erste Hauptsatz driickt nun aug, daft s~mtliche ~-Komponenten elner mero- 
morphen Funktion gleich stark sind; je zwei yon ihnen halten einauder fiir 
r - *  co im Gleichgewicht, derart dab ihre Differenz fiir jedes r beschr~inkt ist. 
Diese sehon an sich bemerkenswerte Symmetrieeigenschaft der meromorphen 
Funktionen ist fiir die ganze Theorie von fundamentaler Wic_htigkeit. 

Die Klassifikation der meromorphen Funktionen geschieht nun in natiirlicher 
Weise auf Grund des asymptotischen Verhaltens der Fundamentalgr~il3e T(r): wir 
defiuieren die Ordnung einer gegebenen Funktion als die obere Grenze 

lira log T(r) 
r=c<~ logr  

Diese Definition ist im Falle einer ganzen Funktion f(x) mit der gew~ihnlichen 
Erkliirung ~iquivalent, denn die GriiBen T(r) und log M(r) sind dann yon der- 
selben Griil]enordnung. 

Das asymptotische Verhalten der Fundamentalgr(iBe T(r) ist flit die Eigen- 
schaften der betreffenden mer0morphen Funktion f(x) yon ausschlaggebender 
Bedeutung. Es gelten u. a. folgende S~itze: 

1 ~ Wenn T(r) ~-- O(1), so reduziert sieh f(x) auf eine Konstante. 

2 ~ Wenn T(r) -~- O(logr), so reduziert sich f(x) auf eine rationale Funktion. 
3 0 Wenn T(r) ---- Q(rZ), wo it eine endliche Zahl ist (d. h. wenn f(x) h6chstens 

yon der endlichen Ordnung ;t ist), so ist 

f ( x )  = x "e  I~k (~) I I ,  (x) 
~, (x)' 

wo a eine ganze Zahl ist, P~ ein Polynom vom Grade k <-~ ~ bezeichnet und 
//1, //~ Wv.tmsrRxsssche kanonische Produkte sind, deren Geschlechter nicht 
h6her als Z sind. 

Dieser letzte Satz enth~ilt als speziellen Fall den HXDA~ARDsChen Satz, nach 
welchem das @eschlecht einer ganzen Funktion h~chstens gleich dor Ordnung 
der Funktion ist. 
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Diese drei S~itze sind alle Ieichte Folgerungen aus der Polsso~'-J~sEssehen 
Formel. Im Zusammenhang mit dem ersten Hauptsatz entstehen abet in natiir- 
licher Weise einige weitere Fragen, die AnlaB zu bedeutend tieferliegenden 
and schwierigeren Betrachtungen geben. Gem~i~ dem ersten Hauptsatz bleibt 
die Summe 

re(r; lV(r; 
bei ver~nderlichem z invariant (yon einem ffir jedes r beschrfinkten Gliede abge- 
sehen); was l~iBt sich nun welter fiber die St~irke der einzelnen ,Teilkompo- 
nenten" mund  N aussagen? Mit dieser Frage befinden wir uns in dem PICAaDsehen 
Ideenkreise: in der Tat ist der Pic~aDsehe Satz, nach welchem das zweite Glied 
N(r;  z) h~ehstens /"fir zwei verschiedene Werte z identisch versehwinden kann, 
als ein erstes Ergebnis in dieser Richtung zu betrachten. Mittels einer Methode, 
welche sieh ebenfalls auf die Anwendung der Polsso~--JEss~sschen Formel grfindet, 
leiten wit einen allgemeinen Satz ab, der die Erseheinungen in der Richtung 
des Pm~aDschen Satzes beherrscht. Dieser ~weite Hauptsatz, wie wir ihn nennen, 
kann in folgender Weise ausgesproehen werden: 

:Es seien f(x) eine beliebige meromorphe Fu~ktion, T(r) die zu ihr gehgrige 
Fundamentalgr6J3e und a, b, c drei yon einander verschiede~e, endliche oder unend- 
liche komplexe Zahlen. Dann besteht die Ungleichu~g 

(II) T(r) < ~ ( r ;  a) + .u  b) + N(r;  c) - N , ( r )+S(r ) ,  

wo die Glieder _N~ und S folgende Bedeutung haben : 
1 ~ _N~ (r) wird dutch die m u l t i T l e n  Stellen der ~'unktion gebildet ,ach folgender 

Vorschrift : 
Man bilde die Anzahl n~(r) der mehrfachen Stellen von f (x)  in dem 

Kreise Ixl < r in der Weise, daft ei, e m-fache Stelle nur ( m -  1)-real gez~ihlt 
wird; dann ist 

_ a t "  

2 0 Das Restgiied S(r) geniigt der Ungleichung 

s < o 0og 

au/3er mOglicherweise, im Falle einer Funktion yon unendlicher Ordnung, fiir 
eine Wertmenge r yon endlichem Gesamtmaj3. 

Dieser Satz, der Ms unmittelbare Folgerung den PIOARDSehen Satz enthiilt, 
leitet unschwer zu einer ganzen Reihe yon Ergebnissen, die fiber die oben ge- 
stellte Frage: fiber das asymptotische Verhalten der einzelnen Fundamental- 
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gr~flen m u n d  N Aufschlufl geben. Unsere S~itze enthalten, wenn sie insbesondere 
auf ganze Funktionen angewandt werden, die wesentlichsten bis jetzt bekannten 
Resultate innerhalb des PIcAaDschen Fragenkreises, zum grSften Tell in erwei- 
terter und versch~rfter Form. Durch diese Ergebnisse wird insbesondere der 
Pic~D-BoR~zLsche Satz, nach dem eine meromorphe Funktion hSchstens zwei 

Aus~ah~newerte haben kann, fiir welche die Wurzeln der Gleichung f ( x )  = z 

mit exzeptionell kleiner Dichte vorhanden sind, auf eine im gewissen Sinne end- 
giiltige Form gebracht ; durch Beispiele l ~ t  es sich n~imlich zeigen, dab die Defini- 
tionen eines Ausnahmewertes, die wir geben, nlcht mehr versch~irft werden kSnnen. 

Die S~tze, welche wir in der obigen kurzen Ubersicht besprochen haben, 
bezlehen sich auf die gsymptotischen Eigenschaften einer meromorphen Funktion, 
und es scheint deshalb yon vornherein, klar zu sein, dab die Voraussetzung, daft 
die betrachtete analytische Funktion in der ganzen endllchen Ebene meromorph 
sei, nicht wesentlich sein kann. Tats~ichlich lassen sich die in unserer Arbeit 
angewandten Hilfsformeln so erweitern, dab sie auch dann anwendbar sind, wenn 
die zu untersuchende Funktion nur in einer gewissen Umgebung des Unendlich- 
keitspunktes meromorph ist; die Anwendung dieser erweiterten Formeln fiihrt 
zu dem Ergebnis, daft die oben erSrterten S~itze auch in dem fraglichen allge- 
meineren Fall (teilweise in unwesentlich modifizierter Form) g~ltig sind. Diese 
S~tze enthalten demnach die Grundziige einer Theorie der Wertverteilung einer 
in tier Umgebung eines isolierten singul~ren Punktes eindeutigen analytischen 
Funktion, wobei diese singul~re Stelle selbstverst~indlich nicht in dem Unendlich- 
keitspunkt zu liegen braucht. 

Es diirfte aus dem oben Angefiihrten hervorgegangen sein, dab man bei 
der Untersuchung der Wertverteilung der Gleichung f = z keine Ursache hat, 
die einschr~nkende Annahme der Existenz eines Picardschen Ausnahmewertes 
aufrechtzuhalten; vielmehr verleiht die Theorie der meromorjohen Funktionen auch 
der spezielleren Theorie der ganzen Funktionen eine gewisse Symmetrie, die 
letzterer vielleicht in einigen Hinsichten fehlte. Unser Ausgangspunkt bel der 
Untersuchung der meromorphen und ganzen Funktionen: die Anwendung der all- 
gemeinen Integralformel (A) und der HflfsgrSfien m u n d  N, die sich in orga- 
nischer Weise dJeser Formel anschliefen, gew~hrt aber einen weiteren bedeu- 
tenden Vorteil, auf den wir noch mit einigen Worten aufmerksam machen 
wollen. 

Es zeigt slch, dab ein grofler Teil der Ergebnisse, auf welche oben hinge- 
wiesen worden ist, in unwesentlich modifizierter Form und mit fast unver~n- 

Acta mathen~ica. 46. Imprim6 le 21 mars 1925. 2 



10 Roll Nevanllnna. 

derter Begriindung aueh ftir Funktionen bestehen, die nur in einem endlichen 
Kreise, z.B. fiir Ix[ < 1, eindeutig und meromorph sind. In unver~nderter 
Form gilt zungchst auch hier der erste Hauptsatz. Die innerhalb des Einheits- 
kreises meromorphen Funktionen zerfallen in zwei tIauptklassen, je nachdem die 
FundamentalgrSBe T(r) fiir r -~ 1 beschr~inkt ist oder unbesehr~inkt w~ichst. Die 
erstgenannte Funktionsklasse zeichnet sieh durch eine bemerkenswerte Eigen- 
schaft aus: es gilt n~mlich der Satz, daft sie identiseh ist mit der Klasse der- 
jenigen meromorphen Funktionen, welche sieh als Quotient yon zwei innerhalb 
des E~nheitskreises beschrdnkten analytischen Funktionen darstellen lassen. 

Der zweite Hauptsatz beh~ilt ebenfalls seine Giiltigkeit; wit beweisen, dab 
das Restgliecl S(r) in der Ungleichung (II), wie im Falle einer in dot ganzen 
Ebene meromorphen Funktion, im allgemeinen yon niedrigerer GriiBenordnung 
als die FundamentalgriiSe T(r) ist. Im Falle einer Funktion, die im Einheits- 
kreise yon endlicher Ordnung ist, d.h.  fiir welche T(r) nicht schneller als eine 

1 
endliche Potenz des Ausdrueks ~ _  r w~iehst, finden wit die Abseh~itzung 

= 

Aus der Ungleiehang (II) sehlie6t man dann leicht, dab der PICARDsehe Satz 
und seine Verallgemeinerungen, naeh welchen die Punkte, in denen eine mero- 
morphe Funktion einen Wert  z annimmt, mit einer fiir alle Werte z konstanter 
Dichtigkeit auftreten, aufer mSglicherweise fiir zwei Ausnahmewerte, fiir welche 
sie anormal klein sein kann, aueh flit jede innerhalb des Einheitskreises mero- 
morphe Funktion giiltig shad, sobald die Fundamentalgr~iBe T(r) yon ~herer 
GrOflenordnung als das Restglied ist, d. h. sobald 

lim T(r) 
1 

r = 1 log 1 - - r  
- -  C O  

ist. Mit dieser Bedingung hubert wit  die wahre Giiltigkeitsgrenze der dem Pm~RD- 
schen Fragenkreis zugehi~rigen S~itze gefunden, denn es existieren Funktionen 
- -  eine solche ist die Modulfunktion --, welche im Einheitskreise drei versehie- 
dene Werte auslassen und bei denen die obere Grenze 

llm T(~) 
l 

r = 1 log 1 - r  

positiv ist. 
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Die vorliegende Arbeit ist in vier Abschnitte elngeteiit. Im ersten Ab- 
schnitt wird der erste Hauptsatz hergeleitet; ferner wird mittels dieses Satzes 
and der PorssoN-Jr.~sr~sehen Formel etu allgemeiner Satz iiber meromorpbe Funk- 
tionen endlicher Ordnung bewiesen, der im Falle einer ganzen Funktion eine 
Synthese aus dem sogenannten ersten und ~'weiten HADAMAItDSChen Satz enthElt. 
Im zweiten Abschnltt wlrd die kanonische Darstellung einer meromorphen Funktion 
endlicher Ordnmag hergeleitet und yon dieser Darstellung ausgehend einige wei- 
tere S~itze iiber die asymptotischen Eigensehaften meromorpher Funktionen 
nieht ganzzahliger Ordnung bewiesen. Ferner wird der Begriff des Geschlechtes 
eingefdhrt mad werden einige Stttze iiber die Beziehungen zwischen der Ord- 
nung und dem Gesehlecht einer meromorphen Funktion gegeben, welche als 
spezielle F/ille die entsprechenden, bekannten S~itze in der Theorie der ganzen 
Fanktionen enthalten. Der dritte Abschnitt enth~lt den zweiten Hauptsatz mad 
Anwendungen desselben auf Fragen, die im Zusammenhang mit dem PmAaDsehen 
Satze stehen. Der vierte mad letzte Abschnitt ist schliefilich den Funktionen 
gewidmet, die innerha~b des Einheitskreises eindeutig und meromorph stud. 
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I. Der erste Hauptsatz.  

1. Definition und einige Eigenschaften der Gr6J3en m (r; z) und N(r;  z). Es 
sei f(x) eine in der ganzen endlichen komplexen x-Ebene eindeutige, meromorphe 
Funktion, and z eine yon x unabhiingige, endliehe oder anendliche komplexe 
Zahl. Urn das asymptotisehe Verhalten der Fnnktion f(x) gegeniiber diesem 
Wert  z zu nntersnehen, empfiehlt es sieh nachstehende, teilweise schon in der 
Einleitung erw~hnte Bezeiehnnngen mad Definitionen einznfiihren: 

Es sei zuniiehst m r, der Mittelwert 

1 r2= + I 1 ida, 

1 
wo man f - z  dureh T zu ersetzen hat, falls z = r wenn keine Mi6verstgnd- 

nisse zu befiirehten sind, werden wir kiirzer aueh 

sehreiben. Dieser Mittelwert ist naeh der Definition des Zeiehens l~g eine nicht- 
negative GrSBe. Wesentliehe Beitriige erh~lt er nut  von denjenigen Segmenten 
des Kreises Ixl - -  r ,  auf denen die Differenz f - z  klein ist. Man kann daher 
sagen, dab m (r; z) bei wachsendem r ein Yla6 fiir die St~rke der mittleren Kon- 
vergenz der meromorphen Funktion gegen den Wert  z angibt. 

Es sei ferner, falls f (0)4= z ist, 

( 1 ) fo r (t;z) dt = l o g  , ( l ' )  _~ r,  f ' - z -  = N ( r ;  ~) = n r ' ( ' ; ' )  
t r l  r 9  �9 �9 �9 r n  (r ; z) 

wo n(r; z) die Anzahl der innerhalb des Kreises Ix[-< r gelegenen z-Stellen der 
Ftmktion f(x) bezeiehnet. Wean f(0) = z ist, so wird dieses Integral unendHeh ; 
es ist dann aus mehreren Griinden zweckmii6ig, die obige Ertdgrung dutch 

fo  r (t; z ) - n  o(z) dt + n o(z) logr  = l o g - -  hr ( r  ; z) = n 
t 

r n 

(1") r,r, . . .  r n _ n o  
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zu ersetzen, iwobei no(Z) die lgultiplizitiit der im Nullpunkte gelegenen z-Stelle 
tier Funkt ion f(x) bedeutet, und r,, r~, . . .  die absoluten Betr~ge der innerhalb 
des Kreises Ix[ < r gelegenen, yon Null verschiedenen ~-Stellen bezeichnen. 

Die GrOie N(r; z) wird durch die Anzahl und Vertei lung derjenigen Punkte  
in dem Kreise Ixl < r bestimmt, in denen der Wer t  z v o n d e r  Funkt ion f(x) 
tats~chlieh angenommen wird;  sie charakterisiert also bei waehsendem r die 
Diehte der ~-Stellen der betrachteten meromorphen Funktion.  

Die Summe 

(2) ,,~ (r; ~) + N(~; ~) 

wird in der naehfolgenden Untersuchung eine fundamentale Rolle spielen. In 
dieser Nummer werden zun~chst zwei wiehtige Eigenschaften dieses Ausdruckes 
bewiesen: 

Sa tz  1. - -  Die Summe (2) ist eine wachsende Funktion von r. 
Wir fiihren den Beweis zun~chst fiir den Wer t  z = ~ .  Setzt man 

(a) 

1 f 2 ~  O' - t2 
l~g If(oeia)l t ' -  2 d~, Ur f )  - -  2~tJo ~ +  e t c o s ( a - ~ )  

log[ 0 ' -  b,x I, 

(x ~ t e i qv), 

wo b,(v = 1, 2 , . . . )  die Pole yon f(x)  sind, so l~illt sich die Formel (A') der 
Einlei tung schreiben, wie folgt:  

Hier sind die Ausdriicke U e mad Vr nichtnegativ, und es ist also fiir r < 

15g If(re  )I _<_ U (re f)+ 5( e% f). 
Dureh Multiplikation mit  de  und Integrat ion ergibt  sieh demnach, daft 

< 1 i n  2~ " 1 / f 2 ~  m( r ;  00) 

Naeh dem GAussschen Mittelwertsatze ist  nun 

1 ( 2 ~  
2 Z-do Ue (r e i~, f)  dcp = U~ (0, f) = m (o ; ~ ) ,  
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und~ 
Kreise [x[ ~--- r die Randwerte Ve annlmmt, 

1 f 2 , ,  
~ J 0  L ( , e  ~ ,  f ) d ~  

1 ~2~ 
- ~ , ~  (v~- V,)d~ = (v~- v,)~= ~ 

-I0 

Es ist folglich 

Roll Nevanlinna. 

da die Funkt ion Ve-  V~ fiir Ix I < r reguliir harmonisch ist  und auf dem 

= iv(q; ~ ) - ~ ( , ;  ~ ) .  

m(~; co) <__ , ,  (q; oo) + ~(~;  ~ )  - N (,; ~ ) ,  

oder also 

f'dr r < ~ .  
i 

Hiermit ist unser Satz flit den Wer t  z ~- oo naehgewiesen. Um den Beweis 

fiir einen endlichen Wer t  z zu erbringen, hat man in der obigen Uberlegung nur 
1 

f durch ~ zu ersetzen. 

Ferner  gi l t  folgender 

Sa t z  2. - -  Die Summe (2) ist eine nach unten konvexe F u ,  ktion yon log r. 
Es geniigt wieder den Beweis fiir den Wer t  z = ~ zu ffihren. Hierzu 

w~hlen wit  zwei beliebige positive Zablen r, und r, (r, < r,) und wenden die 
Formel ( i")  (vgl. die Fufinote S. 5) auf die meromorphe Funkt ion f(x) in dem 
yon den Kreisen Ix1 = r~ und ]x I = r, begrenzten Kreisring G an. l~Ian finder 

so f ~  r, < Ixl < r, 

l f logl f (D I ag(~, x) ds+ Zg(x, b,)- Zg(x, a~), log If(x) l 
2 ~ J  r On G r 

wo g die GREE~sehe Funkt ion yon G ist, und das Integral  fiber die Randkreise 
F, die Summen fiber die in G gelegenen Pole b, bzw. Nullstellen a ,  erstreekt  

Og 
werden sollen. Da g und an- niehtnegativ sind, so folgt, daft 

l~g If(x) l = < l s  If (6) 1 og on (~' x) ds + ~-da g (x, b,) - U (x), 

und also 
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1 f2,~ (a) m(~; o~)<= 2-~J0 U ( ' ~ ) d ~  

flu: r~ ~ r ~ r~. 

Andererseits finder man, da V~(re i~, f) = O, durch Anwendung dea Gxuss- 
schen Mittelwertsatzes, dab 

1 f2= 

1 f2,~ 
= ~ J o  (v~" - v,)  d~ = (V , ,  - V,.L = o = lV ( , , ;  co) - ~ ( , ;  co ) ,  

woraus Fir hT(r; o o) der Wef t  

1 f2= 1 fa ~= (b) hT(r; o~) = /V(r,, o o ) - ~ J o  V,d~p = ~ -  . .  (N(r,; c o ) -  V,.(re i~, f))d~ 

folgt. 
Dutch Addition yon (a) und Co) erhalten wi t  nun 

1 f2~ (c) m (~; o~) + :v(~; co) <__ :2~j ~ 

wo wit  zur Abkiirzung 

W(x) ---- U(x) - V~, (x, f) + A'(r, ; c~) 

gese~zt haben. W(x) ist  eine im Kreisring G regulRr harmonische Funkt ion ;  
mittels der LXrLACEschen Gleichung A W = 0 schlietlt man hieraus leicht, dab 
der Mittelwert  rechts in (c) eine lineare Funktion yon log r ist. Fiir r-----r,  
und r ----- r, kann sein W e f t  leicht berechnet werden:  Auf  dem Kreise Ix] ~--- r~ 

ist U(x) = l~)glf(x)l = U,,(x, f )+ Vn(x, f) (vgl. die Formel (a) S. 13), and also 

= ~J~l /_,,(u,,+v,,_v,, +iv(,,; oo))a~ = m(n;oo)+N(n;oo), 
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Ffir IX I = r, wiederum U----- lSg[f] and E ,  = O, folglieh 

1 f 2 ~  
-2~ jo W (r, ei~) d~ 

1 ,,2~ + 
--  2~Jo (log If(,',ei~)l+N(r,; ~) )d~  = re(r,; c ~ ) + N ( r , ;  c~). 

Die Ungleichung (e), wo die rechte Seite elne lineare !~unktion yon log r 
ist, geht  also ffir r = r, und r = r, in eine Gleiehheit fiber. Hieraus folgt die 
Richtigkeit  der Behauptung unmittelbar.  

Zur Erl~iuterung der soeben bewiesenen S~tze set folgende Bemerkung 
hinzugefiigt. Von den zwei Gliedern der Summe (2) hat  das zweite, N(r; z), 
die Eigenschaft eine wachsende, konvexe Funkt ion von log r zu sein; dies ist 
eine unmittelbare Folgerung aus der Definition dieses Ausdruekes. Das erste 
Glied m (r; z) besitzt dagegen im allgemeinen nicht diese Eigensehaften. So ist 
z.B., falls f(x) ein Polynom ist, die Gr~iBe m(r; 0) sicher positiv fiir jedes r, 
das gleieh dem absoluten Betrage einer Nullstelle yon f(x) ist, w~ihrend m (r ; 0) ~- 0 
fiir alle hinreichend groBen Werte  r i s t .  Nur wenn die Zahl z ein PmARDscher 
Ausnahmewert  yon f(x) ist, d.h.  falls f(x)=~ z fiir alle endliche x, kann man 
mit  Best immtheit  behaupten, dab auch m ( r ; z )  die besproehenen Eigenschaften 
hat ;  es ist n~mlieh dann N(r;z )  ---- 0, und die Summe (2) reduziert  sich also 
auf  das erste Glied re(r; z). 

Daft die Summe (2) in h~iherem Grade als ihre einzelnen Glieder sieh durch 
gewisse einfaehe Eigenschaften auszeiehnet, wird sich auch in dem nachfo]genden 
Art ikel  zeigen. 

2. lnvarianz der Summe m (r; z) + N(r; z) bet ver5nderlichem z. Definition 
der charakteristisehen Funktion T(r). - -  In dieser Nummer wollen wir die 
Betr~ige der Summe (2) fiir versehiedene Wer te  z vergleichen. Hierzu wiihlen 
wir eine beliebige, endliche Zahl a und betrachten die Funktionen f(x) und 
f ( x ) -  a. Sie haben gemeinsame Pole, und es ist also 

(3') N(r, f) = N(r, f -  a). 

Mittels der evidenten Ungleichung 

l~g (~, + .3  <-- l~g .~ + l~g. ,  + log 2 (., _-> o, ~, ~ o) 

folgt  ferner, dab einerseits 
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l~)g I f -  a] ~ lSg(Ifl +laD <---- lt)g If I+ l~glal + 10g 2, 

and andererseits 

lSg [ fl <---- l~g ([ f - a] + [a D ~ l~g I f -  a ] + l~)g [ a ] + 10g 2. 

Es ist demnach 

und gem~i~ (3') aueh 

[m (r, f) - m (r, f- a)] ~ I~g l a ] + log 2, 

(3) I(m(r,/')+ N(r,f))-(m(r,f-~,)+ ~V(r,f-a))l ~ l~glal+log2. 

17 

w o  [cs] # 0 angenommen wird. Es ist daun nach der JENszNschen Formel 

re(r, f--a)+_N(r, f - - a ) =  re(r, -f lZ~a) + N(r, Tl~ - )+ log [c . .  1. 

Verbindet man diese Beziehung mit der Ungleiehung (3), so gelangt man zu 
folgendem Ergebnis, wo wir wieder yon den im vorigen Artikel  benutzten ein- 
facheren Bezeichnungen der Gri~gen m und N Gebrauch machen: 

Es sei [ (x) eine nichtkonstante meromorphe Funktion und a eine beliebige, end- 
liche Zahl. 1)ann ist 

re(r; cr  2~(r; co) = re(r; a) + N(,'; a)+h(r),  

wo h (r) fiir jedes r > 0 tier Ungleichung 

{h(r){ ~ lloglc~{l + log2 + I~gla{ 

geniigt ; hierbei bexeichnet ct, den ersten nichtverschwindenden Koeffi~,ienten der Laurent- 
schen Enturicklung der Funktion f ( x ) - a .  

Es sei nun a eine ganz beliebige komplexe Zahl: wit  bezeiclmen die Summe 
(2) fdr diesen Weft  z = a kurz mit T(r). Nut mn eine bestimmte Wahl  zu 
treffen, nehmen wir im folgenden a ----- ~ an, so dab nach Definition 

r (~) = m (r; oo) + lv(~ ; oo). 

Aota iludhematica..48, lmprimd lo 2"2 mar~ 1925 

f (x) - a ---- _C_,.x. + - ~ '  + " "  

Man nehme jetzt  an, dab f@) nicht fiir alle Werte x konstant ist; die 
L&URENTsche Entwicklung der Differenz f - a  in der Umgebung des Nullpunktes sei 
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Wo zu gleicher Zeit yon mehreren meromorphen Fu~ktionen die Rede ist, wollen 
wir, wenn die Deutliehkeit es erheischt, anch 

r(r, f) start T(r) 

sehreiben. Als Zusammenfassung unserer bisherigen Ergebnisse k~nnen wit dann 
folgendes aussagen : 

Erster  Hauptsa tz .  - -  Zu jeder meromorphen Funktion f (x), die sich nicht 
auf eine Konstante reduziert, gehSrt eine ~reelle _Funktivn T(r) yon nachfolgenden 

.Eigenschaften : 

10 T(r) ist eine wachsende, konvexe Funktion yon logr ;  
2 o Wenn ~ eine beliebige, endliche ode'; unendliche komplexe Zahl ist~ so ist 

(I) + lV(r ; = r (r )  + 0 (1). 

Wegen der Bedeutung dieses Ergebnisses fiir die ganze nachfolgende Unter- 
suchung wollen wir seinen Inhalt etwas eingehender analysieren. Die ,,z-Summe" 
oder ~z-Komponente" re(r; z )+  N(r; z) gibt, kSnnte man sagen, ein MaB f'tir die 
StRrke der Anziehung, welche der komplexe Weft  z auf die Funktion f(x) fiir 
r -~  oo ausiibt. Sie setzt sich aus zwei Teilkomponenten m u n d  IV zusammen, 
yon denen die erste die Geschwindigkeit der mittleren Konvergenz der betrach- 
teten meromorphen Funktion gegen den Weft  z angibt, die zweite wiederum 
bestimmt, wie dlcht diejenigen Punkte liegen, in denen dieser Wert  z yon tier 
Funktion tats~ichlich angenommen wird. Unser Hauptsatz besagt nun, dab eine 
meromorphe Funktion ein ~iuBerst symmetrisches Verhalten gegeniiber allen 
komplexen Zahlen z aufweist: S~mtliche z-Komponenten sind gleich stark in dem 
Sinn, dab je zwei yon ilmen sich nut durch ein fiir jedes r beschriinktes Glied 
unterscheiden. Ist also bei einer gegebenen meromorphen Funktion die Diehte 
der z-Stellen, fiir ein gewisses z, exzeptionell klein oder fehlen diese vollst~ndig 
(wie z.B. die.Pole im FaUe einer ganzen Funktion), so wird dieser Mangel dureh 
eine entspreehend st~rkere mittlere Konvergenz gegen diesen Weft  z ersetzt; 
umgekehrt wird eine anormal sehwache Konvergenz gegen irgendeinen Wert  z 
durch eine gr~Bere Dichte der fragliehen z-Stellen kompensiert, so dab die ganze 
z-Komponente doch ihre durch die FundamentalgrSBe T(r) bestimmte, der be- 
trachteten meromorphen Funktion charakteristische S~rke  erreicht. 

Wir wollen in diesem Zusammenhang auf einige unmittelbare Konsequenzen 
aug dem Hauptsatze aufmerksam machen, die uns sp~iter niitzlich sein werden. 
Wenn f(x) eine nichtkonstante Funktion ist und a eine endliche Zahl bezeichnet, 
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so ist gem~ der Ungleiehung (3) 

(4') r(r, f) = r(r, f -  a) + 0 (1). 

Ferner gilt auch 

(4") T(r , f )  = T(r, a f )+O(1) ,  falls a endlich und :~0 ist. 

Zum Beweise dieser letzten Beziehung geniigt es, da f u n d  af gemeinsame Pole 
besitzen, zu zeigen, dab 

m(r, f) = re(r, af)+ O(1); 

diese Gleiehung ist aber eine unmittelbare Folgerung aus den Ungleichungen 

l~)g[af] ~ l~glal+l~)glf[, l~glf I ~ l~ig 1 . a f l  ~_ l~g;all-{- l~g[afl. 

Allgemeiner besteht naehstehendes 

Koronar. - -  Es seien f(x) eine nichtkonstante meromorphe Funktion, und 
a, ~, 7, ~ endliche, yon x unabh~ingige komplexe Zahlen yon der Art, daft die Deter- 
minante 

. a  - 3 7  =1,, o. 
])ann ist 

(4) r(r,  -~-f~af +3~/ = T(r, f) + 0(1). 

Falls r----0, so ist a ~ 0, ~ ~ 0, und die Beziehung (4) ergibt sich direkt 
aus (4') und (4"). Ist wiederum r ~ 0, so folgt die Behauptung durch Verbin- 
dung yon (4') und (4") mit dem Hauptsatz (I), wenn man 

~_Ef+P = ~ _  . a - p r  1 
7f  +a 7 7 7f +a 

schreibt. 

Wir haben bei den obigen Uberlegungen die einsehr~inkende Voraussetzung 
machen miissen, flail die meromorphe Funktion f(x) sich nicht auf eine Konstante 
reduziert; ist n~imlleh f(x) identisch gleich einer konstanten Zahl a, so werden 
die GrOflen m (r; a) und N(r; a) unendlich und sind deshalb nicht mehr anwendbar. 

Fiir jedes z=l=a ist wiederum 2V(r ;~ )=  0, m ( r ; z ) ~  l~g I z - a l  I' und die 

Summe m + N also konstant und endlich. Umgekehrt gilt der 
3* 
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Sa tz .  - -  Wenn die Summe m (r; z )+  N(r; z) fiir einen Weft z unter einer 
yon r unabMingigen, endlichen Grenze liegt, so reduziert sich die zugeh6roe mero- 

morphe Funktion auf eine Konstante. 

Sei f (0)  = a; es wird also behauptet ,  dag f ( x ) -  a ist. Im entgegenge- 
setzten Fal le  kiinnte man n~imlieh naeh dem Haupt sa tze  sehlieflen, daft die Summe 
m + N nicht nut  fiir ein gewisses z, sondern fiir jedes ~, also speziell fiir z = a 

beschr~inkt wgre. Dies ist abet  nicht richtig, denn das zweite  Glied N(r;a)  
w~chst nach der  Definition (1") fiir r - ~  ~ fiber alle Grenzen. 

3. :Einige Beispiele. Bedeutung der FundamentalgrSfle T(r) im Falle einer 

ganzen Funktion. Definition der Ordnung einer meromorphen Funktion. - -  W i r  

wollen in dieser Nummer zun~iehst die oben er i i r ter ten Verhal tnisse dutch  einige 

einfache Beispiele beleuehten:  

Sei f (x) eine rationale Funlction : 

a , x ' + . . . + a  o P~(x) 
f ( x )  = b ~ x ~ + . . . +  be = Q,,(x~' 

we der Z~ihler mad Nenner  teilerfremd, und die Koeffizienten a, und b,, yon 

Null  versehieden angenommen werden. Man hat  drei F~lle zu unterseheiden:  

1 ~ v > t ~ .  Dann wird  

~ ( v - t z ) l o g r  + 0 ( 1 )  fiir z ---- oo, 
m(r~ $) 

0(1) fiir z ~l= oo ,  

N(r;z )  = I ~ l ~  ffir z ---- co,  
v log r + 0 (1) fiir z ~ cx~. 

20 v = p. Wenn  a die Gradzahl  des Polynoms a, Q , - b ~  P ,  ist, so finder man 

re(r; z) ---- 

a~ 
( v - a ) l o g r + O ( 1 )  fdr  z = b--~' 

a, 
o (1) r~r ~ 4 3;-' 

N ( r ;  z) = 

a~ 
f l o g  r + O (1) fiir z - -  

b~ L 7 

v logr+O(1)  fiir z =1= a_~,. 
% 
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30 v < t t .  Es ist 

re(r; = I 
( g  - v) log r + 0 (1) fiir z = O, 

0(1) fiir z ~: O, 

N(r ;  ~) = { v l o g r +  0(1) fiir z = 0, 

g l o g r +  0(1) fiir z # 0. 

Man sieht also, daft fiir jedes z 

re(r; = X]ogr+ 0(1), 

wo )~ die griiflere der Zahlen v und tt bezeichnet. Fiir eine rationale Funktion 
ist also immer T(r)  -~- O(logr). Wir  werden sparer finden (vgl. Nummer 1 im 
zweiten Abschnitt), dab auch die Umkehrung dieses Ergebnisses richtig ist. 

Fiir f ( x )  ---- t gx  finder man 

2 r  
re(r;  z) - -  4-0(1), h r ( r ; z )  = 0 Fdr z = 4-i ,  

m ( r ; z )  = 0(1), N ( r ; z )  = 2 r + o ( 1 )  far ~=]=-+i, 

2r 
also T(r)  = re(r; z ) + N ( r ; z ) + O ( 1 )  - -  +0 (1 ) .  

Sei schlieglich f (x) = e "~, w o k  > 1. Es wird dann 

k r  
m = +0(1 ) ,  N = 0 f'fir z = cx~, 

/$ 

r (k -- 1)r 
m - -  + 0 ( 1 ) ,  N : + 0 ( 1 )  fiir z : 0, 

m = O(1), N = --kr ftir z 4 0 ,  0% 

k r  
also fiir alle z: T(r)  - -  4-O(1) = re(r; z ) + h r ( r ;  z)+O(1) .  Der Logarith- 

~g 

mus des l~Iaximalmoduls M(r) = max If(x)l  ist wiedernm: logM(r) = kr. Man 
Ixl = r  

sieht, daft die Ausdriicke T(r)  and M(r)  bei der betraehteten ganzen Ftmktion 
von derselben Gri~genordnung sind (yore bTormaltypus tier Ordnang Eins in tier 
PmN~sm~mschen Terminologie). Wir  werden im folgenden eine beliebige ganze 
Funktion in dieser Hinsicht untersuehen: 

Wenn f (x)  eine ganze Funktion ist, so versehwindet der Ausdruck _N(r; oo) 
identisch, and die FundamentalgrSfie T(r) reduziert sieh auf 

mOO = @. 
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Nach der Definition dieses letzten Ausdruckes ist demnaeh T ( r ) <  logM(r). 
Eine Ungleiehung, die etwas in umgekehrter Richtung aussagt, finder man leicht 
mittels der Poisso~-Js~sE.~schen Formel (A'), wonach flit 0 < r ~ ~: 

1 f2~  d - r '  ~, l o g [ P ' - a ,  xi 
e ' + r ' - 2 o r c ~  la, l<~  I Q-(~---a~ ] 

1 [ . 2 ~  + . a ~.a 
=< . co). 

Man sieht folglich: 
Wean f (x) eine ganze Funktion ist, so gilt fiir jedes 0 < r ~ O: 

(5) T(r) <_~ logM(r) ~ Q + r  T(Q). 
Q - - r  

In der Theorie der ganzen Funktionen wird belranntlieh die Ordnung einer 
gegebenen Funktion als die obere Grenze 

(6) lim log, M(r) 
r = co logr 

definiert. Wenn die Ordnung endlich und gleich q ist, so sagt man nach 
PRU~oSSEm, f (x)  gehi~re dem Maximal-, Normal- oder M]nlmaltypus dieser Ord- 
nung an, je nachdem 

l ~  log M(r) 
rq 

unendlich, positiv endlich, oder Null ist. 
DaB f(x) yon der Ordnung q ist, k ~ n  man offenbar auch so ausdriicken: 

Das Integral 

co log ~/(r) 
r~ ~ dr 

ist fiir it ~ q konvergent, i~r it < q divergent. Fiir it ~ q hat man zwei F~ille 
zu unterseheiden, je nachdem dieses Integral konvergent oder divergent ist: in 
jenem Fall werden wit sagen, f (x)  geh~ire dem Konvergenstypus der Ordnung q 
an; in diesem Fall sei sie wiederum veto Divergenztypus. 

Setzt man nun in den Beziehungen (5) ~ - -  kr, we k > 1, so folgt, daft 
die obere Grenze (6) gleieh 
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lira log T(r) 
r = cxD log r 

ist, und dag die Funktionen logM(r )  und T(r) auch demselben Typus einer 
gegebenen endlichen Ordnung angehiiren 1. Insbesondere sind die Integrale  

f c~ logM(r)  foo r + )  
r~+, dr nnd r~+t dr 

gleichzeitig konvergent  oder divergent. In der Theorie der ganzen Funktionen 
ist  es also gleichgiiltig, ob man bei Fragen, in denen die Ordnung oder der Ordnungs- 
typus in Betracht  kommt, die GriJBe logM(r)  oder T(r) benutzt. Da nun die 
GrSge log M(r) in dem allgemeineren Falle einer meromorphen Funkt ion nicht mehr 
anwendbar ist, w~ihrend T(r) auch in diesem Falle alle ihre einfachen FAgen- 
schaften beh~ilt, l iegt es nahe folgende allgemeine Erkldirung zu geben: 

Def in i t ion .  - -  Die Zahl 

log 
r = o o  log r  

heiflt die Ordnung der zugehSrigen meromorphen Funktion. 
Falls die Ordnung q endlieh ist, so geh(ire die Fankt ion dem Maximal-, 

Normal- oder Minimaltypus an, je nachdem 

li--m T(r) 

nnendlieh, endlich und positiv, oder  gleieh Null ist. Sehliefllieh sei sie vom 
Konvergenz- oder Divergenztypus, je nachdem das Integral  

f 
oo T(r) 

. -- rq%i - dr 

konvergent  oder divergent ist. 
:Eine Funktion vom Konvergenztypus gehiirt immer auch dem Minimaltypus 

an. Denn ist e eine beliebig kleine positive Zahl, so ist, falls das letztgeschrie- 
bene Integral  konvergent ist, yon einem gewissen Wer t  r a b  

f oo T(t) > oo dt 20") 

* Dasselbe gilt offenbar auch fiir dem verallgemeinerten LINDELOFSChen Ordnungsbegriff, wo 
Funktionen der Form v~'(logr)~'*(log~ r /" .  (log k r) ~ als Vergleichsfunktionen benutzt werden. 
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Dieses Ergebnis l~it]t sich offenbar nicht umkehren: denu eine Funktion 
yore Minimaltypus kann auch dem Divergenztypus angeh~iren. 

Dai~ die obige Definition auch mit derjenigen Erkl~irung ~iquivalent ist, die yon 
BoREr. [6] ffir den Ordnungsbegriff einer meromorphen Funktion gegeben worden 
ist, wird aus den 0berlegungen der Nummer 3 des folgenden Abschnittes dieser 
Arbeit hervorgehen. 

4. Einige Eigenschaften der meromorphen Funktionen yon endlicher Ordnung. 
- -  In dieser Nummer werden wir einige S~itze fiber meromorphe Funktionen 
endlicher Ordnung beweisen. Wir sehicken zuniiehst einen ttilfssatz voraus, der 
uns sogleieh niitzlieh sein wird: 

]~]fasat~. - -  Es seien f (x) eine meromorphe Funktion, und r,(z) (v = 1, 2, . ..) 
die absoluten Betrgge 
lntegrale 

(7) 

und die Reihe 

(s) 

ihrer z-Stellen. JDann sind, fiir ein gegebenes ;t > 0, d/e 

foON(r; .) foon (r; ~) 
rZ+l dr, dr 

r~.+l 

gleichzeito konvergent oder divergent. 
Beweis. - -  Dutch partielle Integration tlndet man, daft 

f' ~(r;z> iV(O,;z) ~(O;z )  I f'n(r; z) (a) r~+, dr = ;tOz ~ JtO ~ + T rZ+, dr (0 < Oo < 0), 
Qo o 

woraus man sieht, dab das Integral 

(b) 

konvergent ist, falls 

(c) 

f 
oo N(r; z) 

r~+l dr 

konvergiert. 
~0~  

f ~176 z) 
rZ+l dr 

Ist umgekehrt jenes Integral konvergent, so ist fiir ein beMebiges 

l oON(r; ~) . f o o  ar ~'(0; z) 
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von einem gewisnen Wert  0 ab. Dan zweite Glied reehts in (a) liegt also unter 
einer endlichen yon Q unabh~ngigen Schranke, und man schliel3t, dal~ auch das 
Integral (e) konvergieren muff. 

Mittels der Identit~it 

f O n ( r ; z )  n(Oo;Z ) n(O;z__)+ 1 ____~r, ( ~ ' ( ~ ) z  
r~+, dr --  it ~z itOz -~-t', i <  t~ 

Qo 

beweist man ferner in derselben Weise, daft aueh dan Integral  (e) und die Reihe 
(8) in ~ezug auf Konvergenz und Divergenz gleichwertig shad, womit die Be- 
hauptung nachgewiesen ist. 

Wenn die Funktion N(r; z) yon der endliehen Ordnung r ~ ist (d. h. wenn 
die obere (~renze 

lira log 3/ 
r =  c~ logr  

gleieh q ist), so ist das Integral  (b) fdr it > q konvergent, f'dr it < q divergent, 
und umgekehrt. Aus dem Hilfnsatze folgt nun, dab auch n(r ;  z) yon derselben 
Ordnung r q ist, und welter, dab der Grenzexponent der z-Stellen gleieh q int. 
Ferner  sehliel]t man, dab die Gr~l]en n und N dann und nut  dann dem Kon- 
vergenztypus der Ordnung r~ angeh~ren, wenn ;t ~ q Konvergenzexponent der 
Reihe (8) ist 1. 

Es sei nun f (x)  elne meromorphe Funktion und T(r) die zugeh~rige eha- 
rakteristinehe Funktion. Aus unserer obigen Definition folgt, dal~ f (x) dann und 
nur d anon yon der Ordnung q ist, wenn das Integral 

f ~ r ( r )  
(9) r~+, dr 

Die Funktionen n undN geh6ren aueh derselben LINDEL~)Fschen 0rdnung r z (log r)xi... (10gkr)~k 
an, wenn ~t ~ 0. In der Tat folgt aus der Definition 

sofort, dab N nicht yon h6hercr 0rdnung Ms n sein kann. Daft auch das Umgekehrte gilt, erhellt 
aus der Ungleichung 

f ~ n(O _ft" c~ 1V(er) ~-- dt ~ n(r) 
- -  ~ - -  - -  t 

~ r  

dda mat/um~gca. 46. Imprim~ le 2'~ mars 1925. 

- n ( r ) .  
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f'dr ~t ~-q  konvergent, fiir it ~ q divergent ist. Ist also f ( x )  yon endlivher Ord- 
nung, so existiert eine so gro[ie endliche Zahl it, daft das Integral sicher kon- 
vergent isfi. Aus dem ersten Hauptsatz geht dann hervor, dab aach die Integrale 

f ~  f ~  ~V(r; z) (10) re(r; z) und 
riL+l ~.z+~ 

fiir jedes z konvergent sein miissen. Aus dieser Tatsache werden wit zwei 
Folges~itze ableiten. Der erste folgt unmittelbar mittels des obigen Hilfssatzes : 

Satz 1. - -  Wenn das lntegral (9) fiir ein gegebenes it ~ .  0 konvergent ist, so 
ist die Reihe 

(_A__V (s) t (,) ] 

02) 

fiir jedes z konvergent. 
Etwas schwieriger gestaltet sieh der Beweis des zweiten Satzes: 

Satz 2. - -  Es  sei f (x) eine meromorphe _Funktion, und 

M(r; ~ ) - ~  max [ l I 
x : r  f (x ) - -= l~  

1 
wobei fi~r z : oo f - - z  durch -f- ersetzt werden soil. 

Wenn das Integral (9) fiir ein gegebenes ;t ~ 0 konvergent ist, so ist das 
lntegral 

f ~ 15g 21/(r ; z) 
(11) r~+, dr 

fi~rojedes z konvergent. 

Aus der Voraussetzung folgt, wie sehon oben hervorgehoben wurde, die 
Konvergenz beider Integrale (10) fiir ]edes ~. Um zu beweisen, daft aueh das 
Integral (11) konvergent ist, nehmen wit eine beliebige Zahl z und wenden die 

1 
Poisso~-J~szNsche Formel auf die Funktion ~ z  (bzw. f, falls z---- ~ )  in einem 

Kreise Ix] ~= ~ an. Sind b,, b~, ... die Pole dieser Funktion, so ergibt sieh die 
fdr r ~ 0 giiltige Abseh~itzung 

l~gM(r;~) < ~ - J o  log 1 i 0~-r '  
-~- f ( o e i a ) _ z ] o * + r ' - - 2 q r c o s ( a - - ~ ) d O ~ b , ~ < q l ~  ' 

x ~ rei~).  
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Hier ist, wenn 0 = 2r  gesetzt wird, 

1 f.2~ + O~ r 2 
2 ~ J o  log[ 1 1 I ?'-~ I r  9. oVc~s ( a -  ~) 

and 

Q ' - [ ~ , x  < O'+]b,  lr < 
~ ( x - b : )  = o l r - l b ,  ii = i r - l b ,  li 

- -  dO" <= o + r  
Q - r  

,n(o ; ~) = 3m(2r;  ~), 

2 0 4 r  
- [ r - i b , [ I  �9 

Es folgt also aus (12), dab 

(i8) f e  M ( r ;  z) .~  f t l m ( 2 r ; z )  I t s ( r )  l~g r z+' dr ~ 3 r~u dr + r-2u 7- dr 
to . to 

Ffir 0 < t o < t gilt,, falls 

gesetzt wird. 
Nun ist zunRchst 

4 r  

f t m(2r;  z) dr < 2~" ~ "2~ re(r; ~) dr 
F2+I = ,Jto r l+l to 

und wegen der Konvergenz des letzten Integrals Fdr t ~ c ~ ,  
Glied rechts in (13) flit jedes t > t o beschr~nkt. 

Ferner finder man: 

auch das erste 

fo" s 1 ) " "  " ,  
, (r) =_ s (u) du = ~,  log 4 u du = ( log 

2 
oder, weun 

f r  r 4  u 
I (r ,  v) ---- - J r  l~  

2 

du = - r log4r  + ( r -  v) log I r -  vl + v logv 

gesetzt wird, durch partielle Integration 

f 2r fv2r  
a (r) = -- 1 (r, v) dn (v ; z) = n (v; z) dI (r ,  v). 

" ~ o  ~ o  
4* 
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V 
Hier ist d I  = l o g ~  dr negativ 

mad also 

r r 
flit 0 ~--< v < ~ ,  p0sitiv i~dr 2- < v ~ 2r, 

f 2 r  f2r a(r) ~_~ n (v ;  z ) d I ~ n ( 2 r ;  z) d I  = n(2r; z)rlog8. 
r r 

2 2 

Durch partielle Integration ergibt sich nun I dab 

t" ('* S 
- -  d r  - -  (; t  + 1) dr 

"to to 

< n(2t; z) f *  n(2,'; Z!.dr" __ tz log 8 + (Z + 1) log 8 rZ+, 
�9 to 

Wegen der Konvergenz des zweiten Integrals (10) ist auch das Integral 

foon (r; 
r~.+ t d r  

konvergent, and man schliei~t, daft die zwei Glieder auf der rechten Seite der 
zuletztgesehriebenen Ungleiehung f i i r t  ~ ~ beschr~inkt sind. 

Die behanptete Konvergenz des Integrals (l l)  folgt nunmehr aus der Un- 
gleichung (13), wo die rechte Seite nach dem oben Bewiesenen unter einer end- 
lichen yon t unabh~ngigen Schranke liegt. 

Wir machen auf folgendes KoroUar des soeben bewiesenen Satzes auf- 
merksam : 

Wenn, fiir ein gegebenes ~ > O, das lntegral (9) konvergent ist, so ist fi~r 
jedes ~ =~ 0 

logM(r;  z) < *r z 

auj3e.r m6glicherweise in einer Intervallfolge, wo die Gesamtvariation yon log r be- 
schr~n~ ~st. 

Sei ni~mllch J(e)  diejenige IntervaUfolge, wo fiir ein gegebenes z and E: 
log M :> ~r~; es ist dann 

OO § log M(r;  z) 
r~+~ - dr ~ r~+, dr ~ , log r, w . z . b . w .  
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Eine ~ihnliche Uberlegung zeigt, daft die seh~ffere Ungleichung 

log M (r ; z) 
logr  log2r. . ,  logkr 

29 

fiir jedes r gilt mit eventueller Ausnahme einer Intervallfolge, wo die gesamte 
Variation yon logk+, r endlieh ist. 

Wir  haben gesehen, dal3 die Konvergeuz des Integrals (9) die Konvergenz 
des Integrals (11) und der Reihe (8) fiir jedes z bewirkt. Man nehme nun um- 
gekehrt  an, daft das letztgenannte Integral  und die Reihe (8) fiir ein gewisses 
z konvergent sind, dann folgt (wegen der Unglelchung re(r; z ) _ _ l o g M ( r ;  z)) 
aus der Konvergenz des Integrals (11), dab das erste Integral  in (10) kon- 
vergent ist, und aus der Konvergenz der Reihe, daft auch das zweite Integral  
(10) konvergieren muff. Mittels des Hauptsatzes sehliefen wir demnaeh, daft aueh 

r(r) 
r~+, dr 

konvergent ist. 
Als eine Zusammenfassung der oben bewiesenen zwei S~tze kSnnen wit  

hiernach folgenden Satz aussprechen: 
Sa tz  - -  JEs seien f (x) eine mero~wrphe Funktion, r,(z) (v ~ 1, 2, . . . )  die abso- 

lurch Betr~ige ihrer ~-Stellen und 

= max I 1 [ 
lxl = r l  f ( x ) - ~  ' 

1 
wo f - - z  durch -f- erset~t werden soll, falls z ~ co. 

Wenn dann, fiir ein gegebenes ~ ~ O, das Integral 

und die Beihe 
f oo l~)g M(r  ; z) dr 

7,11-t-z 

fiir eir~en Wert z beide ]convergent sind, so sind sie fiir alle Werte z konvergent 1. 

Aus diesem Satze geht insbesondere die bemerkenswerte Tatsache hervor, daft man die 
Ordnung einer meromorphen Funktion auch auf Grund des Verhaltens des Maximalmoduls M(r;z)  

Stir irgend einen Welt ~ defmieren kann; es gentigt aber nicht nur den Maximalbetrag zu betraehten : 
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Dieser Satz enth~lt  nachstehende, spezieUe Folgesiitze: 

1 ~ Sei f(x) eine ganze Funktion, r, die absoluten Betrdge ihrer Nullstellen und 

M(r )  das Maximum ihres absoluten Betrages fiir Ixl = r. 

Falls, fiir ein gegebenes it > O, das Integrcd 

f ~ log M (r) dr 
~.t.+ i 

konvergent ist, so ist auch die Reihe 

\ r , /  
konvergent. 

Dies ist der erste HADAMA~schc Satz [2] in der Theorle der  ganzen Funktionen 
in der priiziseren Fassung, die ibm VAURO~ [7] spiiter gegeben hat. 

2 0 Unter der Voraussetzung des voroen Satzes ist auch das Integral 

CO § f log M(r ;  0) 
j - -  .... .  dr 

~'onvergent, und also, wenn E eine beliebig kleine positive ZahZ ist, 

fiir jedes r, auJer in einer Intervallfolge, wo die Variation yon log r beschriinkt ist. 

Dieser Satz e n t h ~ t  den zweiten HADAMARDschen Satz [2] fiber den Minimalmodul 
einer ganzen Funkt ion in der genaueren Form, in der L~DELOF [8] ihn bewiesen hat. 

die 0rdnung hlngt n~mlich auch yon der Dichte der betreffenden z-Stellen ab, und zwar in 
folgender Weise : 

f (~ l~g M (r; z) .Es sei 7t die u~ere Crrenze derjenigen Zahlen i, fOff welche das Integral J ~ i  dr 

und die l~esT~ ~. -~,-(z) beide konverge~ sind. Diese Zahl i ist vo,l z unabhdngig und gZeich der 

Or'dnung der betreffenden meromorphen Fun~ion. 
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II. Kanonlsche Darstellung elner meromorphen Funktlon yon 
endlicher Ordnung. 

I. Darstellung einer meromorphen Funktion yon endlicher Ordnung als Quotient 
yon zwei ganzen Funktionen. - -  Bis jetzt haben wit die Eigenschaften einer 
meromorphen Funktion direld mittels der PomsoN-J~Ns~sehen Formel untersucht. 
In dieser Nmnmer werden wit diese Formel auwenden, um fiir elne Funktion 
yon endlieher Ordnung eine in der ganzen endiiehen Ebene giiltige kanonische 
Darstellung herzuleiten, die als speziellen Fall die W~ERSTRaSssehe Produktdar- 
stellung einer ganzen l~unktion yon endiicher Ordnung enthalten wird. Die 
Methode, die hierzu benutzt wird, ist dieselbe, die F. NEVANLINSA [9] neuer- 
dings zur Herleitung der letztgenannten Darstellung angewandt hat: 

Es sei f(x) eine meromorphe Funktion yon endlieher Ordnung, und q eine 
so grofle gauze Zahl, daft 

T(r) 
(1) lira r~ - -  0. 

Die nach wachsenden absoluten Betr~/gen geordneten Nullstellen und Pole von 
f(x) seien a,, a~ . . . .  bzw. b~, b,, . . . .  Wit  w~Men eine beliebige positive Zahl 
und stellen logf(x) in dem Kreise Ix] ~ Q dutch die P0mS0N-JzssE~'sche Formel 
(k) dar. Naeh (q + 1)-maliger Differentiation erhRlt man 

l)qql (--l)qq! 
(2) .D'q+"logf(x) -----[a'~<,((x--a.),., [b,,~<,(x_b~),+, {-So. (x)-.~ Z~(x), 

WO 
so,(x) = q!l l .Z < (z ' - -~q+'-  b" )~§ 

,\o'-a,x) Ib,,~<e (~'-~,,x 
fO 2~ (q+ 1)I loglf(~e,a)j 2,oe'ada 

~(~) - ~ ( o j a _ x ) q + 2 "  

Wit werden zeigen, daft die Funktionen ~ (x) und l~(x) in jedem endlichen Kreise 
[xl ~ r fiir ~ -~ c~ gleichm~iBig gegen Null streben. 
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Man hat zun~chst fiir I xl ~ ~" < Q 

und also 

(3) 

I ~, l <  la, I < 
I e ' - ~ , x l  = q'-Ia, lr = o-r' 

!a~<e(/a'x)q+~l<= (Q--r)q+'n(-o~O)- ( 1 ~ ~ 

Hier ist 

n(o;O) = n(o; O) - - ~  ee dr~N(eo;O)< T(eq)-t-O(1), 
r r �9 

und also naeh der Voraussetzung (1) auch 

. (q ,  0) 
eq+, * 0 f'tir 0 "* oo. 

Die linke Seite der Ungleichung (3) strebt also im Kreise ix I ~_ r gleichm~ii~ig 
gegen Null, wenn Q unbeschr~inkt w~chst. Die yon den Polen b~ herriihrende 
Summe in dem Ausdruck Se l~i~t sich in derselben Weise absch~itzen, mad wir 
schlieBen also, daft die Beziehung 

I i ~  s~(~) = o 
0 --). C,o 

gleiehm~il~ig im ganzen Kreise Ix] ~ r besteh~i 
~iir den Ausdruck I e finden wit  im Kreise Ixl ~_--r die obere Schranke 

lie(x) ] ~ (q+ 1)I 0 fo 2= = ( o _  ~)~, I l o g l f ( o e ~ ) ! l a ~  = 

~(q+l) t  r ( q ) + o 0 ) .  

< ( - ~ ) ' + " =  1 -  ("+' ' 

(q+l)i re(Q; 0) +re(q; oo) 
=(i_~) ~+'' ,o '+'  

nach (1) ist also auch 

z~(~) -~ o ~'~r q -~ o~, 

mad zwar gleichm~Big Ffir Ix] ~ r. 
Gem~l~ der Formel (2) gilt also fiir die (q+ 1)-te logarithmische Ableitung 

der betrachteten meromorphen Funktion .die in jedem endlichen Gebiete gleich- 
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m~l~ig konvergente Darstellung 

I 11 r, 1 D'q+l'logf(x) = ( -  1)r lira b ,~< Z - -  �9 
q = o o l  _ _  r  %l<r 

Dutch (q + 1)-mallge Integration ergibt sich hieraus, daft 

I logf(x)  = o~C,X'+ lira ~ < r  + X _] 1 l ~ q 

e-----oo la. y a;-, 2 \a~,l 

- 2; [ l o g ( i - ; )  x 1 (~ ) '  1(~)~]1 Ib, l < 0  A-:b~-+ ~ -b: -l-"'-F-~. , 

wo c, ---- [D"log  f (x)]. = o" 

Wit  haben also folgendes Ergebnis gefunden: 

Sa tz  1. - -  ~ s  sei f (x) eine meromorphe Funktion yon endlicher Ordnung mit 

den ~ullstellen a,, a 2, . . .  und Polen b~, b2, . . . ,  und q eine ganze Zahl yon der Art,  da)~ 

lira T(r)  - - 0 .  
(1) r = oo rq+` 

Wenn f (O) :~ O, oo ist, so gilt die in jedem endlichen Kreise Ix I < r gleichmaflig 

konvergente Darstellung 

(4) 
q 

f ( x )  = e ~ lira 

X~t a~t 171 l - - - - e  
l a , , l <  0 a~,) 

b, + ~ ( b ~ )  ' + ' ' "  - ~ , ~ ]  x 

Die oben angestellten Betrachtungen lassen nicht darauf schlief~en, dab die 
in Z~ihler und lqenner stehenden Produkte einzeln fiir 0-~ r konvergent w~iren. 
Daft dies aueh unter der Voraussetzung (1) nieht allgemein gilt, kann man durch 
Beispiele zeigen. Nimmt man abet an, daft die betraehtete meromorphe Funktion 
hiiehstens vom Konvergenztypus der Ordnung q 3-1 ist, d.h.  dab das Integral  

f 
oo r ( r )  

rq+, dr 

konvergent ist, eine Bedingung, die fiir das Bestehen der Voraussetzung (1) him 
reiehend (nieht aber notwendig) ist, 
Reihen 

1 I q+l 

Acta mathmt~atir 46. Imprimd 1B 24 mRrs 1925. 

so folgt aus dem Satz 1 S. 26, dab die 

1 I q+' .~d E ~', 
5 
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konvergieren; dann sind die genannten unendliehen Produkte konvergent und 
sogar v o n d e r  Reihenfolge ihrer Faktoren unabh~ingig. Wir haben also den 

Satz  o.. ~ Wenn das Integral 

f 
c~ r(r)  

(5) - ~ -  a r  

konvergent ist, so gilt die Darstellung 

q X 

E c, x" IIx E 
0 (6) f ( x )  = e - -  , 

wo .E den WEIF~T~ASSschen Primfaktor 

E(~, ~) = ( 1 - ~ ) ~  +'~". + + • 

begeiehnet. 

Unter der Voraussetzung des letzten Satzes sind die Reihen 

] 1 '+~ 1 '+~ 

fiir ~ ~ q konvergent. Es sei nun ;~ ~ k "~ q die kleinste nichtnegative ganze 
Zahl, wofiir diese Reihen beide konvergieren. Dann sind die in der Formel (6) 
stehenden kanonischen Produkte auch dann konvergent, wenn q durch k in den 
Primfaktoren E ersetzt wird. Die konvergenzerzeugenden Faktoren, die hier- 
dureh gestrichen werden, vereinigen wlr mit dem vorangehenden Exponential- 
faktor und finden so flit f (x)  die Darstellung 

H E , k  
(6') f ( x )  = ~ P h ( ~ )  ~ - - ,  

G O  ~ X 

wo Ph eln Polynom vom Grade h ~ q ist. Wir verallgemeinern nun den Begriff 
des Oesehleehtes elner ganzen Funktion auf meromorphe Funktionen dutch 
naehstehende 

DoflnJt;ion. - -  Wenn eine meromorphe Funktion in der Form (6') dargestellt 
werden kann, so heiBt die gr61)ere der Zahlen h und k das Geschlecht der Funktion. 
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Aus dem Satz 2 folgt dann: 
Satz 3. - -  Das Geschlecht einer meromorphen Funktion ist nicht hciher als 

die Ordnung derselben. 

Insbesondere ist also eine Funktion von endlicher 0rdnung immer yon end- 
liehem Gesehlecht; es wird sparer hervorgehen (N:o 3), da6 aueh das Umge- 
kehrte gilt. 

Es sei in diesem Zusammenhang auf eine einfache Folgerung aus der Dar- 
stellung (6') aufmerksam gemaeht. Wit  haben in S. 21 gesehen, da6 eine ratio- 
nale Funktion der Bedingung T(r) ~ 0(logr) geniigt. Wit  kiinnen nunmehr 
die Umkehrung beweisen in folgender pr~ziseren Form: 

Eine meromorphe Funktion, fiir welche die untere Grenze 

lira T(r) 
-~x )  log r 

endlich ist, reduziert sich auf eine rationale Funktion. 

Da T(r) eine konvexe Funktion yon logr ist, so folgt aus 
setzmag zun~iehst, daft auch die obere Grenze 

r(r) 
r = ~  logr 

der Voraus- 

endlieh ist. Die Bedingung (5) des Satzes 2 ist hiernaeh ffir q = 0 erfdllt; 
die betraehtete meromorphe Funktion f (x) li~6t sich also in der Form (6) dar- 
stellen, wo der vorangehende Exponentialfaktor sich jetzt auf eine Konstante 
reduziert. Unser Satz ist also bewiesen, wenn wir noeh zeigen, da6 die Anzahl 
der Nullstellen und Pole yon f(x) endlich ist. Dies ist tatsgehlich der Fall, 
denn nach dem ersten Hauptsatze ist _ N ( r ; z ) < - - T ( r ) + O ( 1 ) =  O(logr), und 
also, naeh der Definition des Ausdrucks N, die Griil]e n (r; z) fiir jedes r be- 
schr~inkt. Insbesondere sind hiernach die Nullstellen nnd Pole der Funktion 
nut in endHeher Anzahl vorhanden, w. z. b. w. 

2. .Einige Eigenschaften der kanonischen Produkte. -- Urn die in der vorigen 
Nummer gewonnene kanonisehe Darstellung (6) zur Untersuchung der Eigen- 
sehaften meromorpher Funktionen endlicker 0rdnung anwenden zu kiinnen, 
brauchen wit einige ttilfss~itze fiber das asymptotisehe Verhalten eines WEIER- 
swRAsssehen kanonisehen Produktes yon endliehem Geschleeht. Die Eigensehaften, 
die ffir die nachfolgende Untersuchung yon Bedeutung sein werden, ergeben sich 
s~imtlieh als Folgerungen des naehstehenden Hilfssatzes, der in leieht modifi- 
zierter Form eine oft angewand~e Abseh~itzung eines kanonischen Produktes enth~lt : 

5* 
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t t i l f ssa tz .  - -  Die gan~e Funktion 

vom Geschlechte q geniigt der Ungleichung 

( fo  r N(t) ' r f ~ 1 7 6  lV(t) tq +' 

wo c eine yon r unabhiingige Zahl bezeichnet. 
Wit  nehmen zuerst an, dal~ das Geschleeht q positiv ist. 

zu (8) unter Auwendmag der wohlbek~nnten Absch~tzung 

blul ~+' (9) logl/i:(u, q)l < 
l + l u l '  

(iv(t) = iv(t;  o)), 

Man gelangt dann 

fo  ~ q r + ( q + l ) t  _~_ br~ +' tq+,(t+r), 

f o  ~ 2V(t)dt - - - -  < b ( q + l ) ' r  q+' tq+,(t+r).  

foo o~ f +foo<_! fo  (t)a, tq+' ( t+r) - - ' sO "r - -  r t q+' 

so folgt die Ungleichung (8) mit  

(10) c = b ( q + l ) ' .  

Dieses Ergebnis haben wit  tinter der Voraussetzung q ~ 1 geftmden. Im 
Falle q = 0 gelangt man abet dureh eine ~ihnliche Rechnung zu demselben Re- 
sultat, wean man fiir den WEmmrRASsschen Primfaktor  die Abschiitzung 

log I1 - , ,I  ~ log (1 + lul) 
benutzt. 

+ f c ~  N (t) dt 

ndt  

~§ r ~  aN(t) 
< b ( q + l ) ~  jt=o0(T4-;) 
Da ferner 

wo b nach DEmoY [10] eine yon u und q unabh~ugige Zahl bezeichnet. Gem~fl (9) ist 

oo rq+t - -  br qr ~oo dn(t; O) 
T(r)  < log M(r) < b ~=~1 la,l~(la,,l+ r) J r_  0T(t u r) 
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Wit haben oben angenomment dafl das Geschlecht des betraehteten kano- 
nischen Produktes gleieh q ist: es ist also nach Definition das Integral 

f ~ .,u 
~q+-,- dt 

konvergent, w~hrend 

f ~ 5'(t) 
tq+~ dt 

divergent ist. Ist also N(r) yon der Ordnung r ~, so ist notwendigerweise 

~ _ - - < z ~ q + l .  

Aus der Ungleiehung (8) geht nun unmittelbar hervor, daft T(r) nicht yon 
hSherer Ordnung als N(r) sein kann; da sie aber, nach dem ersten Hauptsatze, 
aueh nicht yon niedrigerer Ordnung sein kann, so sehlle•t man: 

Bei einem kanonischen Produkte sind die Funktionen T(r) und N(r; 0) yon 
derselben Ordnung. 

Wenn die Ordnung ~ nicht ganzzahlig ist (q < Z < q+ 1), so kann man 
noch mehr beweisen. Eine unmittelbare Folgerung aus der Ungleichung (8) (und 
dem Hauptsatze (I)) ist z.B., dab T(r) und b'(r) auch gleichzeitig dem Maximal-, 
Normal- oder Minimaltypus der Ordnung ~t angeh(iren. In dem letzten Fall 
haben wit noeh zwei F~ille zu anterseheiden, je nachdem das Integral 

oo Y(r )  
- f i g  dr 

konvergent oder divergent ist (oder, wie wir sagen, T(r) yore Konvergenz- oder 
Divergenztypus ist). In jenem Falle ist nach dem ersten ttauptsatze aueh das 
Integral 

f ~ N( t ;  0) dt 

konvergent. Die Umkehrang ist aber auch riehtig, wie man leieht mittels der 
dr 

Ungleichung (8) beweist, indem man beide Seiten mit ~+; multipliziert und 

partiell integriert. Man gelangt so zu dem Satz yon VALtao~ [7]: 
Im Falle einer nicht ganzzahliqen Ordnung geh6ren die Funktionen T(r) und 

N(r; 0) gleichzeitig clem Konvergenz- oder Divergenztypus an. 
Wir woUen noch einige Worte hinzufdgen tiber den Fall, wo die 0rdnung 

;t elne ganze Zahl ist: 
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Sei :zun~ichst i t -~  q + 1; well das betrachtete kanonische Produkt  vom 
Geschlechte q ist,  so gehiirt N(r; 0) notwendigerweise dem Konvergenztypus 
dieser Ordnung an. Mittels der Ungleiehung (8) sehliefit man hieraus sofort, 
dab die Funktion T(r) vom Minimaltypus sein muff ; ob sle aber vom Konvergenz- 
oder Divergenztypus ist, ]~fit sieh nicht entseheiden. Tats~ichlieh sind auch, wie 
man durch Beispiele zeigen kann, beide Fiille mSglich: der obige Satz yon VxLmOS 
besteht also nicht mehr fiir ganzzahloe Ordnungen. Dieser Umstand ist yon beson- 
derer Wichtigkeit, weil daraus folgt, wie wit  in der folgenden Nummer sehen 
werden, dab das Geschlecht einer meromorphen Funktion nicht durch ihre Oral- 
hung eindeutig bestimmt ist, w e n n  diese eine ganze Zahl ist und die Funktion 
dem Divergenztypus angeh(irt - -  eine Tatsache, die in der Theorie der ganzen 
Funktionen wohlbekannt ist. 

Sei schlieBlich it = q; die Funktion N(r; 0) gehiirt dann dem Divergenz- 
typus der betrachteten Ordnung an. Uber das Verhalten der GrSBe T(r) liiflt 
sieh in diesem Falle niehts weiter aussagen, als was eine direkte Folgerung des 
ersten Hauptsatzes ist: dab sie nieht yon niedrigerem Typus sein kann als/V(r ; 0). 
DaB sie aber nicht immer yon demselben Typus wie N ist, geht aus Beispielen 
hervor: es gibt kanonisehe Produkte, bei denen N(r; 0) vom Minimaltypus, T(r) 
dagegen yon hiiherem (Normal- oder sogar Maximal-)Typus ist. Aueh hierin 
unterscheiden sieh also dis ganzzahligen Ordnungen yon den nicht ganzzahligen. 

Die oben eriirterten Siitze fiber das asymptotisehe Verhalten eines kano- 
nischen Produktes behalten auch dann ihre Giiltigkeit, wenn die oben ange- 
wandten HilfsgrSBen T(r) und N(r) durch log M(r) bezw. n(r) ersetzt werden, 
da diese letzten Ausdriicke yon denselben Ordnungstypen sind wie jene. In 
dieser Fassung sind diese S~itze aus der Theorie der ganzen Funktionen wohl- 
bekannt. 

Zur Erl~uterang der in dieser Nummer besprochenen Verh~iltnisse betrachte 
man die ganze Funktion 

(DO 

2 ~un " ' q  / 

vom Geschlechte q, wo 

.. = - [ n 0 o g , ) ~  

hier sei ~t eine positive Zahl des Intervalles q ~ 1 ~  < _ q+  1, and a eine beliebige reelle 
Zahl, die jedoch im Falle eines ganzzahligen it den Bedingungen a > 1 Ffir X = q + 1, 
a _--< 1 fiir 2 = q geniigen mat3 (da das Gesehleeht gleieh q sein soB). 
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Es ist offenbar 

rA r A 
n(r;O) --  iV(logr)" ( l+e ( r ) ) ,  _N(r; 0) - -  A.+~(logr) ~ ( l+e ( r ) ) .  

Nach LJ.~D~LOF [8] bestehen ferner die asymptotischen Formeln: 

q < A < q + l :  

(11') log f (x ; Z, a) ---- (--1) q Z= s ing(A--q)x~( l~  

q ---- h, a < l  oder ~ / + 1  ~ -  ;., a > l :  

1 
(11") log f (x; 4 a) = ( -  1) ~ A" (1 - . )  x~ (log x) -"+' (1 + ~ (x)), 

wo ~ (x) gleichm~ig gegen Null strebt, wean x innerhalb des Winkels - z  + d 
arg x <__ = - d (d > 0) gegen den Unendliehkeitspunkt riiekt. 

Man sieht, dab bei dieser Fanktion die GrSfien T(r) (log M(r)) and N(r; O) 
(n (r;0)) in Ubereinstimmung mit den obigen S~itzen immer denselben Ordnungs- 
typen angehSren, wenn ; t im Intervalle q < ~t < q + 1 liegt. Anders verh~ilt sieh 
die Funktion i~dr die ganzzahligen Werte  ;t. So ist fiir ;t = q + 1 1V(r, 0) vom 
Konvergen~typus, T(r) dagegen yore Divergenztypus, wenn 1 < ~ ~_~ 2. Im Falle 
Z = q ist wiederum IV(r; 0) vom Minimaltypus, T(r) dagegen yore Maximaltypus, 
wean 0 < a < 1 gew~hlt wird. 

3..Bestimmung des Geschlechtes einer meromorphen Funktion yon e,dlicher 
Ordnung. - -  Wir haben in Nummer 1 gesehen, dab das Gesehleeht einer mero- 
morphen Funktion hiichstens gleich der 0rdnung ist. Unter  Anwendmag der 
oben erSrterten Eigenschaften der kanonischen Produkte wollen wir jetzt  umge- 

kehrt  die 0rdnung einer Fmaktion abscMitzen, deren Gesehlecht gegeben ist. 
Wean f (x) eine meromorphe Funktion yon endlichem Geschlechte q ist, so 

kama sie in der Form 

(12) f (x) = x" ~P~(x)~, 
~2 

dargestellt werden, wo a eine ganze Zahl, Pk ein Polynom yore Grade k ~ q, 
und =,, ~, mittels der Nullstellen bzw. Pole gebildete kanonische Prod.ukte sind, 
deren Gesehlechter hi~chstens gleich q sind. Wir  beweisen nun den 

Sate. - -  Die meromorphe Eunktion (12) geniigt der Ungleichung 

(is) r ( , ,  f) < r ( , ,  ~,) + r ( , ,  ~,) + o( ,  .~ + log r). 
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Zum Beweise machen wir von nachstehendem ttilfssatz Gebrauch: 
Wenn ~1 und ~, meronwrphe Funktionen sind, so gilt 

(14) T(r, ~, ~,) <= T(r, ~,) + T(r, ~,). 

Es ist n~imlieh wegen der evidenten Ungleiehung l~g I r ~o, I <_~ l~g [~o 1[ + l~g [ ~ I 
einerseits 

,~ (r, ~, ~,) ~ m (~, ~,) + m (r, ~,) 

und, da die Pole des Produkts q~, qo~ in den Polen yon entweder qo~ oder ~, ent- 
halten sind, andererseits 

iv(r, ~, ~,) _< ~'(r, ~,) + iv(,, ~,); 

die Beziehung (14) folgt dutch Addition dieser zwei Ungleichungen. 
Die Behauptung (13) ergibt sieh ntmmehr, wenn man die Ungleiehung (14) 

auf die reehte Seite der Formel anwendet und bemerkt, daft 

r ( r , x  ~) = O 0 o g r  ), r ( r , e  P~) = 0(r  ~) 

and (wegen des ersten Hauptsatzes) 

T ( r , ~ - l ) =  T(r ,~ , )+O(1) .  

W i t  baben in der letzten Nummer gesehen, dab die Ordnung eines kanoni- 
sehen Produktes yore GesehIeehte q h~ichstens gleieh q + 1 ist. Aus der soeben 
bewiesenen Ungleiehung (13) sehlieflen wit hiernach, dab aueh die Ordnung der 
betrachteten meromorphen l~unktion (12) nieht h~her sein kann als q + 1. Da 
die Ordnung andererseits nicht niedriger ist als das Gesehecht q, so gelangen 
wir  zu folgender Regel zur Bestimmung des Geschlechtes einer meromorphen 
Funktion yon endlieher Ordnung Z: 

1 o. ~ Wenn die Ordnung Z nicht ganz~ahlig ist, so ist das Gescldecht gleich der 
grOJ3ten gan~en Zahl, die kleiner als Z ist. 

9. o. __ Wenn die Ordnung ~ eine ganze Zahl ist, so ist das Gescldecht entweder 
;t oder ; t -  1. 
Ob das Gesehleeht einer meromorphen Fauktion yon ganzzahliger Ordnung 

gleich 2 oder 2 - 1  ist, h~ngt wesentlich davon ab, zu welchem Typus die 
Funktion gehSrt. In der Tat: es wurde oben (S. 38) bemerkt, daft ein kanonisches 
Produkt vom Geschleehte q h~chstens yore Minimaltypus der Ordnung q + 1 ist; 
diese Eigenschaft kommt nun gem~13 der Ungleiehung (13) jeder meromorphen 
Funktion yore @eschlechte q zu. Wit schliel~en also, daft wenn eine Funkfion 
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dem Normal- oder Maximaltypus einer ganzzahligen Ordnung angeh(ir~, das Ge- 
schleeht notwendigerweise gleieh der Ordnung ist. 

Sei nun f(x) eine meromorphe Funktion vom Minimaltypus der betraehteten 
ganzzahligen Ordnung it; sie geh(irt dann entweder dem Konvergenztypus oder 
Divergenztypus an. Im ersten Fall ist - -  wie aus Satz 2 S. 34 hervorgeht - -  
die Funktion vom Geschlechte X -  1. Im letzten Fall bleiben dagegen beide 
oben angegebene MSglichkeiten often: das Geschleeht ist entweder i t -  1 oder it, 
je nachdem die GriiBen _N(r; 0) und 1V(r;c~) beide dem Konvergenztypus der 
Ordnung it angeh(iren, oder wenigstens eine dieser GrSBen vom Divergenztypus ist. 

Zusammenfassend haben wit also das Ergebnis: 

Wenn eine meromorphe Funktion yon ganzzahliger Ordnung it ist und der Be- 
dingung 

-- - - > 0  

geniigt, so ist ihr Geschlecht gleich it. Ist wiederum 

lira T(r) = 0 ,  

so ist die Funktion vom Geschlechte i t -  1, falls das lntegral 

f 
oo T(r) 

�9 r ~ + ,  dr 

konvergiert; wenn dieses Integral dagegen divergent ist, so ist das Geschlecht ent- 
weder i t -  1 oder ~ ]e nachdem beide Reihen 

konvergieren, oder wenigstens eine dieser R e i ~  divergent ist. 

In der Fmaktion f ( x ; i t ,  a) (8.38) haben wir fiir i t - - - - q + l ,  a ~ 2  ein 
Beispiel dafiir, daJ] das Geschleeht tats~ehlich kleiner sein kann als die Ordnung. 
Einige allgemeine 8~tze, die im dritten Absclmitt dieser Arbeit hergeleitet 
werden, werden aber zeigen, daft ein soleher Fall als ein ganz besonderer Aus- 
nahmefall za betrachten ist, de rnur  dann eintreffen kann, wenn die Nallstellen 
and Pole der fragliehen meromorphen Fanktion mit einer im Vergleieh mit allen 
iibrigen ~-Stellen anormal kleinen Diehtigkeit auftreten. 

Acta math#matica. 46. Imprim4 le 24 mars 1925. 6 
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Wit  sind nnnmehr auch ira Stande, den in Nummer 3 des ersten Abschnitts 
in Aussieht gestellten Beweis dafiir zu erbringen, daft unsere Definition der 
Ordnung einer meromorl)hen Funktion ,nit der yon Bowl [6] gegebenen ~iqui- 
valent ist. BoRs~ geht in folgender Weise vor: 

Wenn f(x) eine meromorphe Funktion ist, so bilde man mittels ihrer Pole 
ein kanonisches Produkt G (x) yon m6gliehst niedrigem Geschlecht; das Produkt 

(15) H(x) = G(x) f(x) 

ist dann eine ganze Funktion. Die Ordnung der meromorphen Funktion f(x) 
ist nach Definition gleich der hSheren der 0rdnungen der ganzen Funktionen 
G und H. 

Wit haben friiher gesehen (vgl. S. 23), dab unsere Definition der Ordnung 
im Falle einer ganzen Funktion mit der iibliehen iibereinstimmt. Die Ordnung 
der meromorphen Funktion f (x) ist also naeh BOREL gleich der griigeren der Zahlen 

(16) lira log T(r, G) und lira log T(r, H) 
log r log r ' 

nach uns wiederum gleieh 

(17) lira log T(r, f) 
log r 

Um die lJbereinstimmung dieser zwei Zahlen zu zeigen, bemerken Mr zun~chst, 
daft G ein kanonisches Produkt ist, und dag also, nach den S~itzen der vorigen 

Nummer, die GrSf~en T(r,G)und N(r , - - -~)-  N(r, f )yon derselben Ordnung 

sind. Nach dem ersten Hauptsatze ist aber 

f) < r ( r ,  f)  + o (1), 

und wit schlie~en folglieh, daft T(r, G) nieht yon hiiherer Ordnung als T(r, f) 
sein kann. Aus der Gleichung (15) folgt ferner unter Anwendung der Ungleichung 
(14), da~ 

r(r,  H) ~ r(~, ~) + T(~, f), 

wonach auch T(r, H) hiichstens yon derselben Ordnung wie T(r, f) ist. 

Andererseits ist abet 

_ H(x) 

f (x) --  G-(x)' 
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T(r,f)~_~T(r, t t ) +  T(r ,  1 )  = T ( r , H ) +  T(r,G)+O(1),  
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woraus man sieht, daft nicht beide Funktionen T(r, H), T(r, G) yon niedrigerer 
Ordnung als T(r, f) sein kiinnen. Wir  schlielien hlernach, daft die obere Grenze 
(17) gleich der griifieren der zwei Zahlen (16) ist, w. z. b. w. 

4. SSt~.e iiber das asymptotische Verhalten der GrSJ)e N (r; z) bei einer mero- 
morphen Funktion endlicher Ordnung. -- Es sei f (x) eine meromorphe Funktion 
yon endlicher Ordmmg it; nach dem t lauptsatze is~ dann die ,z-Summe" m(r;z) 
+2g(r;z) gfir jedes z yon der Ordnung r a. Man seMiefit hieraus, dab die Ord- 
n u n g d e r  einzelnen ,Teilkomponenten" m u n d  N, fiir ein beliebig gegebenes z, 
h~ichstens gleich 4, und tats~/chlich genau gleieh A gdr wenigstens eine dieser 
zwei Griil]en ist. Wenn die Ordnung it nicht ganzzahlig ist, so lgl]t sieh dieses 
Ergebnis wesentlich ergiinzen: es gilt  n~imlich zun~chst folgender Satz: 

Sa t z  1. - -  Wenn die Ordnung it einer meromorphen Funktion nicht eine ganze 
Zahl ist, so ist die _Fu,ktion N(r ; ~) yon der Ordnung r ~ fiir jedes z auj3er m6g- 
licherweise einem einzigen Weft. 

Nach dem ersten tIauptsatze ist, wie soeben bemerkt wurde,  N(r;z) 
hOchstens yon der Ordnung r ~. Es geniigt also, wenn wit zeigen, daft ihre Ord- 
nung nicht fiir zwei verschiedene Wer te  z = a und z = b niedriger sein kann. 

Zu diesem Zweek stellen wir die betrachtete meromorphe Funkt ion f(x) 
in der kanonisehen Form (12) dar. Da it nieht ganzzahlig ist ,  so ist das Ge- 
schlecht q < it und a f o r t i o r i  k < it. Die kanonischen Produkte ~1 und ~ sind 
wiederum yon derselben Ordnung wie die Griil3eu ~(r;O) bzw. N(r; c~); wiiren 
nun diese Ausdriicke beide yon niedrigerer Ordnung als it, so kSnnte die Ordnung 
der meromorphen Funktion f(x) gem~iB der Ungleichung (13) auch nicht gleich 
it sein. 

Die Funktion N(r;z) ist also Ffir m~ndestens einen der Wer te  z = 0 und 
z ~ ~ yon der Ordnung r ~. Dies gilt  aber nieht nur fiir dieses spezielle Wer~- 
paar, sondern Fdr ein ganz bellebiges z = a, z ~ b (a :~ b), denn dieser allge- 
meine Fall  li~f3t sich auf jenen zuriiekfiihren durch eine geeignete lineare Trans- 
formation (mit nichtversehwindender Determinante) yon f(x); wegen der , In-  
varianz" der Fundamentalgr~if~e T gegeniiber einer solchen Transformation bleibt 
hierbei die Ordnung it der meromorphen Funktion unver~ndert. Hiermit  is~ der 
Beweis vollst~indig erledigt. 

6*  
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Unter Ausnutzung der in Nummer 2 angegebenen pr~ziseren S~itze fiber 
das Verhalten kanonischer Produkte fiihrt die eben durehgefiihrte Uberlegung 
zu dem genaueren Ergebnis, da6 die Funktionen T(r) und IV(r;z) im Falle einer 
nicht ganzzahligen Ordnung auch demselben Typus angeh~ren aufler wieder fiir 
einen eventuellen Ausnahmewert. So sehlie6t man z.B. mittels des Satzes yon 
VALmO~ (S. 37), dab N(r; z) vom Konvergenztypus ist ffir ]edes ~, sobald dies 
fiir ~wei verschiedene Werte z zutrifft; ein Ergebnis, das auch in folgender Weise 
ausgedriickt werden kann: 

Wenn, unter der Yoraussetzung des Satzes 1, die Reihe 

so d~vergiert sie fiir alle Werte z mit eventueller fiir einen Wert z divergent ist, 
Ausnahme eines einzigen Wertes. 

Wir sehen also, dab die Kenntnis der ~-Stellen einer meromorphen Funktion 
yon nicht ganzzahliger Ordnung ffir zwei Werte ~ mit erheblicher Genauigkeit 
das asymptotlsche Verhalten sr Funktionen N(r;z)  sowie der Funda- 
mentalgr~iBe T(r)bestimmt. Uber die asymptotischen Eigenschaften der ,Teil- 
l~omponenten" re(r; z) geben die obigen S~itze dagegen keinen Aufschlu6; sie 
scheinen ira allgemeinen sieh ganz anders zu verhalten als die Ausdrfieke N: so 
sind z.B. bei s~imtliehen Seite 20, 21 betrachteten Beispielen die Gr~iBen m f'dr 
alle z mit Ausnahme einzelner Werte beschrdnkt. Yon den zwei Gliedern der 
z-Summe einer meromorphen Funktion seheint also die ,Dichtekomponen~e" 
JV(r;z) im allgemeinen st~irker zu sein als die ,Konvergenzkomponente" m(r;z); 
dab dies nicht nur bei Funktionen yon nicht ganzzahliger Ordnung tats~ichlich 
der Fall ist, sondern eine ganz allgemeine Eigenschaft meromorpher Funktionen 
ist, wird aus dem dritten Absehnitt dieser Arbeit hervorgehen. 

Die obigen S~itze sind nicht mehr giiltig, wenn die Ordnung der betrachteten 
meromorphen Funktion eine ganze, positive Zahl ist. Eine solche Funktion kann 
ja sogar zwei PmXRDsche Ausnahmewerte besitzen, die sie fiberhaupt nieht an- 
n~mmt, und flit welche die Gr(i6e 1V(r; z) also identisch verschwindet. Aus der 
kanonischen Darstellung (12) geht allerdings hervor, da~ dieser extremste Fall 
nut dann zutrifft, wenn die betreffende meromorphe Funktion yon der Form 

e P~(x) oder gleieh einer linear gebrochenen Funktion eines solehen Exponential- 
ausdruekes ist. Eine solche Funktion ist yore Normaltypus der betraehteten 
Ordnung ~t; es kann abet auch bei Funktionen yore Ma~mal- oder Minimal- 
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typus (Divergenztypus) eintreffen, dab die GriSBe N(r;z) ffir zwei verschiedene 
Werte z von niedrigerem Typus ist als die Fundamentalgr~ii3e T(r). Dies triff~ 
z. B. ffir die in Nummer 2 betraehtete Funktion f(x; X, u) ffir die zwei Werte 
z---- 0 und z---- co zu, iv, Falle X = q + l ,  wenn l < u _ < 2 ,  im Falle ;~---- q, 
wenn 0 < a < 1 (vgl. S. 39). Daft die Anzahl solcher Ausnahmewerte z anderer- 
seits auch nieht griil~er als zwei sein kaun, werden wit  im folgenden Absehnitt 
sehen. 

Wir  wollen sehlieBlieh, als letzte ~ w e n d u n g  der kanonisehen Darstellung 
einer meromorphen Funktion yon endlieher Ordnung etwas eingehender eine 
Frage behandeln, die sieh ungezwungen im Zusammenhang mit unserem Haupt- 
satz stellt und aueh das versehiedenartige u  einer Funktion yon nicht 
ganzzahliger und einer solehen yon ganzzahliger Ordnung beleuchtet. Es ist 
dies die Frage naeh dem asymptotischen Verhalten der Quotienten 

/V(r; ~) und m (r; z) 
r(r) r(r) 

fiir verschiedene Werte a. Naeh dem ersten Hauptsatze ist (wenn wit yon dem 
trivialen Fall absehen, wo die betreffende meromorphe Funktion eine Kon- 
stante ist) 

lira (m(r;z)  2~(r;z)) 
r=oo r(r) + r(r) = 1 

f'ds jedes z. Insbesondere ist hiernaeh 

2V(r;z) < 1 ,  lim m(r ;z)  lira T(r) ---~ T(r) ~ 1. 
~ ' = 0 0  ~ ' = 0 0  

Wir werden nun zeigen, dab andererseits 

l~ (r ; z) ( m (r ; ~) ) 
(18) lira T(r) > 0 und also lira T ( r ~  < 1 

9 " = 0 0  r = O O  

sein muB ffir jedes z auBer m~iglieherweise einem einzigen Wert, falls die Ord- 
nung der betreffenden meromorphen Funktion nieht ganzzahlig ist. Dieses Er- 
gebnis ist keine Folge aus den oben bewiesenen Siitze- fiber das asymptotisehe 
Verhalten der Gr~iBe N(r;z); diese kann n~imlich sehr wohl demselben Typus 
wie T(r)angeh(iren, ohne dab die Ungleiehung (18) zu bestehen braucht. Die 
zu beweisende Ungleichung ist als unmittelbares Korollar im naehstehenden, 
etwas seh~rferen Satze enthalten: 
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Ordnung it ist, so existiert eine positive, nu t  yon it abhiingige Zahl ~ (it) derart, 
die Beziehung 

(19) 

Rolf Nevanlinna. 

Sat~ 2. - -  Wenn f (x) eine meromorphe Funktion yon der nicht ganzzahligen 
daj~ 

Q(r) = N(r ;O)  + N(r ;  cx)) 

gesetzt  haben. Well das Oescbleeht yon f (x )  gleich q ist, so ist das Integral  

f oo Q(t) dt gq+l 

log r 

Bezeiehnet e(r) eine Griige, die mit  _1_ gegen Nall strebt, so ist Mso gem~ig (20) 
7" 

(22) r ( r )  < e ~ ~ (~) (1 + ~ (r)). 

W i t  behaupten nun, daft q~(r) der 2?edingung 

(2a) l ~  Q(r)  > _ I~ �89 
r = o o  rqr =�88 - - q - -  

geniot. Zum Beweise bemerken wlr zangchst, daft die Summe Q(r) naeh dem 
Satze 1 dieser Nummer yon der Ordnung r ~ ist. Aus der Definition (2l) folgt 

fiir jedes Wertpaar a, b (a :~ b) besteht. 

Wir i~tihren den Beweis zun~chst fiir das spezielle Wertpa~r  a ---- 0, b = c~. 
Hierzu stellen wi t  die gegebene meromorphe Funkt ion f (x) ,  deren Geschleeht q 
der Bedingung q ~ ~t ~ q + 1 unterworfen ist, in der kanonischen Form (12) dar, 
und schgtzen die Fundamentalgri~ge T(r)  mittels der Ungleichungen (8) und (13) 
ab. Man finder so 

(2O) 

wo w i r  zur Abk i i r zung  

(21) ~ (r )  = 

mit 

T(r) .< c r q q~ (r) + 0 (r q + log r), 

f ooQ  ) dt + r tq+~ dt 

ifm lV(r;~)+ ~'(r;b) >=,~(~) 
~=oo T(r) 
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hierna~h leicht, dab die F a n k t i o n  ~(r) hiicbstens yon der Ordnung r ~-q ist. Sie 
kann abet aueh nicht von niedrigerer Ordnung sein, da T(r)  sonst gem~iB (22) 
nicht v o n d e r  Ordnung r ~ sein kiiante. Die Funktion ep (r) ist also yon der Ord- 

nung r~-~; wir werden nun zeigen, dab ein Widerspruch mit  dieser Tatsacbe 
entsteht, sobald .man annimmt, daft die Ungleichung (23) f&lsch w~re. 

Wean die Beziehang (23) nicht riehtig ist ,  so existiert eine positive Zahl 

(24) k < ]  - i x - q - � 8 9  

derart ,  dab die Ungleichung 

(25) Q (r) < k r q ep (r) 

yon einem gewissen Wer t  r = ro ab besteht. Nach (21) ist aber Q (r) --- - r q+i qg" (r), 
and die letzte Ungleiehung kann also aueh in naehstehender Form geschrieben 
werden.: 

(26) k ~ (~) + r '  ~"(r) > 0 far r ~ to. 

Wit  setzen hier 

(2~) �9 (r) = ~ 09, 

wo St die Wurzel  

(28) ~ = ~ + ~ / ~ -  k 

der Gleiehang k + St ( s t - 1 )  -~ 0 ist; es ist  offenbar gem~B (24): 

(29) 1 - St < it - q < St. 

Dutch diese Substitution geht  die Ungleieh~mg (26) iiber in 

.d 
2 St ~p' (r) + r q/' (r) ~--- -d7 [(2 St -- 1) ~p (r) + r q~' (r)] > 0 fiir r ~> r~ 

Da die in den Klammern stehende Fnnkt ion hiernaeh m i t r  wachsend ist, so mug 
einer der zwei folgenden Fiille eintreffen: 

l ~ Es  ist " 

(2st - -1 )  ~b(r) -l- r~l,' (r) ~_~_= O f'tir r ~_~ ro. 

2 o JEs existiert eine positive Zahl y und eine so grofle Zahl r~ ~ to, da~6 

(2 St - 1) $ (r) + r q~' (r) ~_~ ~ fiir r ~ r,. 
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Im ersten Falle finder man durch Integration (man bemerke hierbei, daft 
> 0 ist): 

/ r \ x'-~tt 
, ( r ) _ _ <  " 

Hiernaeh kSnnte die Ordnung der Funktion cp (r) h~ehstens gleieh 1 - g  sein, was 
wegen der Ungleichung (29) unmSglich ist. 

Im zweiten Falle ergibt die Integrat ion (es empfiehlt sich hierbei zuni~ehst 
die Variabelsubstitution r = r'-'~'~ vorzunehmen) 

( ~p(r) ~---2g > ~- 1 + 0(r')---2~a~L-1- fiir r>~r,. 

lqach (28) ist 2 g - 1  > 0; bezeichnet e eine positive Zahl, die Ideiner als 
2 g - 1  

ist, so ist also ~V(r)=_~ 8 yon einem gewissen Wer t  r = r 2 _____> r, ab. lqach (27) 

k~nnte also die Ordnung yon r (r) nicht niedriger als g sein, was wegen der 
Beziehung g > / t  - q unm~glich ist. 

Die Antithese (25) fiihrt also jedenfalls zu einem Widerspruch und wir 
schliel~en demnaeh, dab die Ungleichung (23) bestehen mug; dutch die Ungleichung 
(22) folgt hieraus ferner, dab aueh 

lira N(r ;  0) + N ( r  ; oo)>____ ~_ (~ _ IX - q - � 8 9  

= o o  T ( r )  

Hier k~nnen wit  sehlieBlich die Wer te  z = 0, z = oo dutch ganz beliebige 
z = a, z = b (a # b) ersetzen, denn dieser allgemeine Fall  wird wieder auf 
jenen dutch eine geeignete lineare Transformation yon f (x) zuriickgefiihrt. Unser 
Satz ist hiermit vollst~ndig bewiesen; zugleich ist fiir die Zahl r(/t) die untere 
Schranke 

1 
(30) ~(~) => c (�88 - [~ - q - , t l ' )  

hervorgeg_a_ngen, wo c den Wer t  

= b ( q +  1)' 

hat (vgl. (10) S. 36); b bezeiehnet hierbei eine yon q unabhiingige Konstante. 

1 Man hiktte auch den yon VALIRON in seiner These (Paris, 1914) eingefiihrten Begriff der 

.priizisen" Ordnung einer Funktion yon endlicher 0rdnung verwenden k~nnen, um ein ithnliches 
Ergebnis zu beweisen. Der  yon uns eingeschlagene Weg scheint  indessen einfacher zum Ziel zn 
fiihren. 
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Es bezeichne im folgenden x(A) den bestmiiglichen, d. h. den grSBten Wert, 
der der rechten Seite der Ungleichung (19) gegeben werden ka~n. Fiir die ganz- 
zahligen Werte  it =- q und it = q +  1 nimmt die gefundene untere Sehranke f'dr 
x(A) den Wef t  Null an. Tatsiichlich mug auch x(~t) fiir ganzzaklige it ver- 
sehwinden, denn eine meromorphe Funktion yon ganzzahliger Ordnnng kann ja 
sehr wobl zwei verschiedene Ausnahmewerte z haben, i~tir welche 

lira N(,'; z) = O. 
~=oo /'(r) 

Die in Nummer 3 S. 38 betrachtete Funktion f ( x ;  ), a) liefert eine obere 
Schranke fiir den Ausdruck x(it). Fiir diese Funktion ist, wenn wit  der Einfaeh- 
heir halber a ~ 0 wiihlen, 

nnd nach (119 

r~ 2V(r oo) - 0, N(r ;  o) ~ ~ ,  ; 

r ~ f + ~  + T(r) ~ m (r, f) ~ 2 sin ~r (it -- q) cos itg0 dgD, 

wobei das Integral  fiber diejenigen Intervalle zu erstrecken ist, wo cos Xcp > 0 
oder < 0 ist, je nachdem q gerade oder ungerade ist. Es wird 

/ 
T 

(r) ~ i / 

und man finder also: 

q + sin ~ (it - q) 
x sin ~ ( ~ - q )  

q + l  
sin ~r (it -- q) 

ffir q < ;~ < q + {., 

fiir q + � 8 9  

s inz(X-q)  
(31) x(g) <: lira N ( r ; O ) + N ( r ; o o )  q + sin :r (it - q) 

-~-r--cx~ T(r) ---~ sin ~r (/,-- q) 
q + l  

fiir q < it <= q +  ,~, 

fiir q+.~ < ~ < q + l .  

Die in (30) und (31) gegebenen Sehranken, zwiseben denen r. (~t) liegt, verschwinden 
beide ffir ganzzahlige Wer te  it und erreicben zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
ganzen Zahlen it ~--- q und ~ = q + 1 ein Maximum 

1 1 
bzw. - -  4 b (q + 1)' q + 1" 

Ffir it-~ oo strebt also x(;t) gegen Null. 
Acta .tath#mah'ea. 46. Imprimd 1o 24 mars 1925. 
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In. unserer Arbeit [11] haben wit  die Frage gestellt, ob bei einer ganzen 
Funktion yon nicht ganzzahliger Ordnung die CTleichung 

l lm  1~(,.; ~) _ O 
r = o ~  2 ( r )  

fiir ein endliches z mliglieh sei. Aus obigem geht nun hervor, daft diese 
Frage verneinend zu beantworten ist. Denn t~dr eine ganze Funktion ist 
N(r; ~ )  =_ O, und also 

N ( r ;  ~) >. (;t) 
lira T ( r )  -= ~ 

f'dr jedes endliche e. 
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III. Der zweite Hauptsatz. 

Das zentrale Ergebnis des ersten Abschnitts ist der erste Hauptsatz, der 
die Invarianz der Summe re(r; z ) -~N(r;  ~) fiir verschiedene Werte z aussprichL 
Aufler diesem ganz allgemelngiiltigen l~esultat haben wir elnige weitere Eigen- 
schaften der Griit~en m u n d  N in dem speziellen Fall gefunden, wo die Ordnung 
der betrachteten meromorphen Funktion einen endllchen, nlcht ganzzahligen Wert  
hat. In dem vorliegenden Abschnitt wird die Untersuchung der einzelnen ,Teil- 
lromponenten" m und N welter gefiihrt. Der sweite ttauptsat~, der in den nach- 
folgenden Nummern hergeIeitet werden soll, wird Ikls unmittelbare Folgerung 
eine Reihe diesbeziiglicher S~tze ergeben. Von den Ergebnissen der zwei ersten 
Abschnitte wird in der folgenden Untersuchung nut das in den zwei ersten 
Nummern des ersr Abschnitts Bewiesene, vor Allem der erste Hauptsa~z benutzt. 

1. Ein Hilfssatz iiber die logarithmische Ablettung einer meromorphen Funktion. 
- - Z u m  Beweise des zweiten Hauptsatzes haben wir nachstehenden Hilfssatz 
fiber die ]ogarithmische Ableitung einer meromorphen Funktion niitig: 

Satz. - -  Es sei f(x) eine meromorphe Funktion und ~ eine positive Zahl. Dann 
besteht fiir r ~ ro ~ 0 die Ungleiehung 

(1) tz+, dt < ~ (r) j .  t~7~- dt q- 0(1), 
7" o te o 

wo ~(r) mit --1 verschwindet und 0(1) eine Gr6j3e bezeichnet, die fiir r > - r ,  be- 

schriinkt ist. 

Ferner gilt die Ungleichung 

(2) m(r;  f ' )  ~ O(log T(r)) h- O(logr) 

fiir jedes r mit eventueller Ausnahme eiuer Wertmenge, die mit einer !ntervallfolge 
yon endlicher Gesaratldnge ii~erdeckt werden kann. 

7 *  
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Falls f (x) insbesondere yon endlicher Ordnung ist, so besteht die letzte Un- 
gleichung ausnahmslos fiir jedes r yon einem gewissen Wert ab, und es ist also 

Um den Beweis, der mit einigen Schwierigkeiten verbunden ist, etwas iiber- 
sichtlicher zu machen, gehen wir sehrittweise vor und beweisen zun~chst den 

l~ilfBsatz. - Wenn f (x )  eine meromorp~ Funktion ist, so besteht die Un- 
gleichung 

(3) m(r, ~_)<21~Sgq_i. 31~)g 1 +41~Sg T ( o , f ) + O ( 1 )  
Q - - r  

f l i t  0 < r < Q ~ 2r ;  hierbei bezeichnet 0 (1) eine Gr6j~e, die fiir unbeschrdinkt wach- 
sendes r unter einer endlichen Schranke liegt. 

Bowois.  - -  Wird die betraehtete meromorphe Funktion in dem Kreise 
x[ ~ ~ dureh die Pozssos-J~-s~ssehe Formel (A) dargestellt, so ergibt sieh dutch 
Differentiation 

f(~) - 2,~ Jo ( ~  - x)' 

e' - I ~ I '  o ' -  Ib~l' 
+i=,,~<, (x,  a,)(r b,:~<, (x- b.)(.o.-~.x) ' 

nd also fiir Ix] = r < Q  

lr'(~)_ < 2~ x r ~ . l l o ~ l . r ( ~ . ) I l a  ~ I f(x) = ( Q - r ) '  2 Jo 
t , ' - I ~ , ,  I' ~,' - Ib, I ~ 

+ ~ Ix-a.llq ' ~,,xl+ .~< d-g.xl" la, l<Q - . Jb e I x - b ,  I I  

Es ist bier ]~' - ~ x  I ~ q' - I%1 r > ~ (~ - r), und daher 

0 ' - I ~ ] '  Q(Q'-Ia"I') ! O~--at'x I Q I Q~--5"x " 

Es wird also 



I f ' ( x ) !  < 
i f(~) I 

+ ~] + 
la~,l<q 0 (x-a~) l  ib, l~< 
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(q--r)' Jo l~ Ir(qe'~)llaa 

Q I q--(x--~ i)' 

oder, unter Anwendung der evidenten Ungleichnngen 

(4) I t~ (~, ~ , ""  %) < l~g a, 4- l~g ~, + . . .  + I~g %, (.. > 0) 
/ l~)g (~, -t- a, -I- �9 .. -I- %) ~ l~g ,~, -t- l~g a~ q - . . .  -I- l~g  % -I- l~g  p,  

l~g f' (x) 
f(x) 
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,o'- ~x I+ q(x-bD e ( x - % )  I I b . ~ q l ~  . . . . . . . . . . .  +lSg n(Q, f )+n  1 .  

(6) 

+ Z l~g 

Hier sind die von den l~ullstellen und Polen herriihrenden Snmmen gleieh den 

(k S. 13 deflnierten harmonischen Funktionen Ve x, bzw. Vo,(x, D. Nit dieser 

Bezeichnung ergibt sich aus der letzten Ungleiehung durch l~Iultiplikation mit 
dep und Integration: 

(5) 
o- - r  

1 r2.  ~ [.2. V~(rei@, 1 7--) 
7)+ ')" 

Zur weiteren Abschiitzung der Glieder auf der rechten Seite der letzten 
Ungleiehung bemerke man zuniichst, daft nach dem Hauptsatze (I) 

_!__ f2 .  I log lf(~,~">)lla~ [__1~ 

und also 
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Ferner wird, da V,.(x, f) fib Ix] = r verschwindet, nach dem GAvssschen 
Mittelwertsatz 

(7) 
2~ 

a f ~ " ( v ~ -  v,.)aq, = (v~- v, )==o = ~(~,t)-N(, ' , t ) ,  2~t ao 

und in derselben Weise 

1 fo~'~ ( i~ 1 )  (7') ~,~ vr ,-,,. ' T  '~'~ 

Beachtet man noch, da6 gem~fi (4) 

146g(n(o,f)+n(~, f )+ l )<log 

so folgt aus (5), daft 

2 + l~g(n(~, f) + n(~, -~)), 

wo 0 (1) eine fiir 0 < r o ~ r < 0 beschr~nkte Gr(ifle bezeichnet. 

Wi t  w~ihlen nun eine Zahl ~~ des IntervaUes 

r ~ (/ ~_~ 2 r. 

Setz~ man der Kiirze halber 

2r = 2,'(t,f)+ N(t, ~-), 

so ergibt sieh dann fiir N(0), die eine konvexe Funktion yon log ~ ist (vgl. die 
Definition (1') bzw. (1") S. 12), die f'dr r ~ 0 ~ 0' giiltige obere Schranke 

log ~ 
(9) N(#) ~ N(r) + - -  (Zq(Q') -- I~(r)). 

log ~ 
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Hier ist 

~_ ( q-r) ,o--r 
log- = log 1 + - - ~ - -  < r ' 

und wegen der fiir 0 <_ t ~< 1 g"~tigen Ungleichung log (1 + t) ~ t log 2 

'r ( +- >= r log 2. log ---- log 1 +  r / r 

Da ferner nach dem ersten ]~auptsatze 

iv(d) - ~V(r) ~ lv(q') < 2 r ( e ' )  + o (1), 

so folgt aus (9), dab 

(io) 2v(~)- N(r) < o - I  r r(o')  
d - r  log ~/~ + o( i ) .  

Wir bestimmen nun die Griil3e 0 durch die Bedingung 

(11) O -  r = 
@'--r 

T (~') + 1 ' 

woraus r <  o <= o' folgt. Man erh~ilt dann gem~fl (10) 

(io') N(o, f) + N(O, f )-(N(r, f) + lV(r, +)) 

Setzt man weiter 

--- N(o) - ~ (r )  < o (1). 

n(r) = n(r,f)+n(r, f ), 
so ergibt sich nach dem ersten Hauptsatze: 

2 r(e') + o (i) > N(o') 

f fev .(0 ~_ Q' _ 

o' n (t) dt > (it > - 0 log  2. ----~o - - t  = -~ =n(e) Iog _____>n(0) 0 

Nach (Ii) ist abet 

q ' -  o = ( d -  r) r ( d )  
T(O') + 1 

1 
= ( q ' -  r) i ' 

l.q T(e, ) 

55 
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und man finder also, daft 

o' 2o' ( r ( r  + o(1)),  
n (o) < (o' - o) log 2 (2 r ( r  + o 0)) = ( d -  ~) log 2 

and, durch Anwendung der Ungleichungen (4), 

1~ 1 (12) l~g n(0) < l~)g 0' + g ~ + 15g T(0') + 0(1) ~ 

Wir Ftihren nun die in (10') mad (12) gegebenen Schranken in die Un- 
gleichung (8) ein. Beachtet man noch daft gemiil3 (11) 

:~g : - - l ~ g T ( ~  : 
o - r e' - r : g ~ - r -  + 15g T(p') + log 2, 

and daft weiter, well 0 ~ 0' ist, l~g Q ~ l~g 0' und T ( e ) =  ~ - T(#'), so gelangt man 
so zu der Ungleichung 

m ( r ' ~ )  < 2 1 ; g 0 ' + 3 1 ; g - ~ ' = r l  + 4 1 $ g T ( 0 ' ) + 0 ( 1 )  ' 

die somit fiir jeden W e f t  0' des lntervalles r ~ 0 ' ~  2 r  besteht. Unser Hflfs- 
satz ist hiermit bewiesen. 

Mittels des soeben bewiesenen ttilfssatzes k6nnen wlr nunmehr leicht den 
am Anfang dieser Nummer ausgesprochenen Satz nachweisen. 

Sei zaniichst f(x) yon endlicher Ordnung, d .h .  log T(r) -~- 0( logr) .  Es 
wird dann, wenn 0 = 2 r  gew wird, 

log o ' = l o g r + l o g 2 ,  lSg 1 - -  0(1), log/ ' (0)  = 0 ( log r ) ,  
0 - r  

and die Beziehung (2') ergibt  sich also aus (3). 
Ist  f(x) wiederum yon unendlicher Ordnung, so machen wit  yon einem 

bekaanten Bom~schen Satz Gebrauch, wonach T(r) als eine wachsende Fankt ion 
ihres Argumentes, fiir ein gegebenes k > 1 der Bedingung 

/ 1 \ 
(13) r(,') < [r(,)]~ ,~" = ,  + log ~,,/~/ 

1 Wir haben oben stillschweigend angenommen, daft f(0) :[= 0 und c~ ist. Ist dies nicht 

der Fall, so hat man fiir die Gr6flen N(r,f)bzw. N ( r , f ) d i e  Definitionen (1")8.12 zu benutzen ; 
% # /  

das Ergebnis (12) beh~lt auch in diesem Fall seine Gttltigkeit bei. 
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geniigt fiir jedes r ~  0 auBer mSglicherweise einer Wertmenge I yon endlichem 
Marl 1. W~hlen wir nun in (3) 

1 
(14) 0 -~- r-F log r ( r ) '  

so wird also fiir jedes r, das nicht der Ausnahmemenge I angehiirt, 

Ferner  ist nach (14) 

l~)g T(~) < klSg r(r). 

1 5 g 0 < l ~ g r + 0 ( 1 ) ,  l~g- 1 
o - - r  

- -  l~g lSg  T(r) -<_- 15g T(r), 

and es wird gem~l~ (3), wean z.B. k ~-- 2 gew~ihlt wird, 

re(r, ff--') < ' 2 1 ~ g r - t -  11l~)g T(r) ~- 0 ( 1 )  = O ( l o g  T(r))Jr O ( l o g r )  

fiir alle WerLe r auflorhalb der i~enge 1, w. z. b. w. 
Um schliel]lich den Bowels der Ungleichung (1) zu erbringen, w~hle man 

eine positive Zahl r' ~ 1 and setze in der Formel (3) 

r I - -  r 
(14') 0 = r + r '  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1 Da der Beweis des BoRV.Lschen Satzes sehr einfach ist, wollen wir ihn hier in aUer Ktirzc 
wiedergeben: Wean die Ungleichtmg (13) nicht ffir alle hinreichend groflen Werte r richtig ist, so exi- 
stiert ein Weft  r ---- to, fiir welche T(ro) ~ 1 und die besagte Ungleichung nicht giiltig ist. Wit  

�9 1 
bezeichnen ro ~ = t o +  log~/'(~oi- and ro ~-ro  = Jo .  Sei r = fl  der erste Weft  ~ r ~ ,  woftir die 

1 
Ungleichung (13) unrichtig ist; wir setzen r~ = rj -~ log T(rl)  und r'~-r~ = ~1~. Indem man 

dieses Verfahren weiter fortsetzt, erhMt man eine wohlbestimmte Wertfolge to, r~, r~, r~, . . . ,  r~, r~, . . .  
und eine entsprechende Intervallfolge J o ,  J ~ , - . . ,  J ~ , . . . ,  yon folgenden Eigenschaften: 

(a) T(r~) ~ T(r~_l) ~ (T(r~_,)) k, und also T(r,) ~ (T(ro)) k~, 

(b) z/ ,  = r ~ - r ,  = log T ( r , )  -~- -iog-iO(r~) " 

Der Satz ist offenbar riehtig, wenn die Anzahl der Intervalle J endlieh ist. Sind sie aber in un- 
endlieher Anzahl vorhanden, so ist naeh (a) lira T(r,.) = oo, woraus man sieht, dag rv-~-eo 

ft~r ~ --~ o o ,  und dag also die Intervalle zl~ (v = 0, 1, . . .)  alte WerLe r ~ r0 enthalten, far welehe 
die Ungleichung (13) m~riehtig ist. Nun ist aber naeh (b) die Summe der L~ngen dieser Intervalle 

Z ,t, ~ log r(ro) Y' k -  
a l so  endlich, w. z. b. w. 

Acta n~lu~at4,ca. 46. I m p r i m ~  lo 24 m a r s  1925. 

1 log  T(ro )  ' 
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d r  
Dann multipliziere man beide Seiten mit r~+i , wo it > 0, und integriere von 

r ~- 1 bis r ---- r'. Man sieht leicht ein, dab diejenigen Integrale ,  welcho yon 

den zwei ers ten und dem le tz ten Glled der rechten Seite der  Ungleichung (3) 

herriihren, unter  einer endlichen yon r'  unabh~ingigen Schranke l iegenL Das 

dr i t te  Glied ergibt  wiederum das In tegra l  

i e  = ~(r 
l~g T(p) dr ra+, 

man nun, dai~ gem~lt ( 1 4 ' ) 0 < r + l < _ ~  2 r  und d o = ( 1 - - 1 ) d r ,  so Bemerk t  

folgt, dag 

g (r') = 15g T(o) ~+' 2 z+, r l~)g T (0) 
1 - 1 ~+, do. 

d 

Es ist nun l~gT(r)= ~(r)T(r) und also, falls das letzte Integral nicht flit 

r ' -+  oo konvergent  ist, 

f l r '  l~)g T(r) fl~' T(r) r~+~ dr ---- E(r') ~ dr. 

t Es ist zuni~chst naeh (14') 0 ~ :  r -~ 1 und also 

p , t  

ar < r~+t dr. 

Ferner ist 

1 rtz-1 log ~. d_~_ " P~' • 1 dr l r' r' d 1 _ ~ -  
J t  lbg O-- r ' ~ - '  1 l~ #--r  r~ - = + ~ J l  P ~ 7  "(r �9 

IIier hat das erste Glied rechts far 1 ~ r' ~ oo  ein endliches Maximum; ferner ist 

1 - -  - - 

_~_ r,~.-: _~ hr,~-~, 
~" - -  r tr - -  

r' 

wo h die grS•ere der Zahlen 1 and l bezeichnet, and das zweite Glied rechts ist also kleiner als 



Zur Theorie der meromorphen Funktionen. 59 

J e d e n f a l l s  existiert also eine endliche, von r' unabh~ngige Zahl C', derart dab 

~i r, m(r, ~+' dr < C'+ ~(r) flr'--~r)--drX, 

womit die Ungleichung (1) bewiesen ist. 

2. Herleitung des zweiten Hauptsatzes. - -  MAt Hilfe des in der letzten 
Nummer bewiesenen Satzes ergibt sich leicht der 

Satz. - -  Es sei f (x) eine meromorphe FunMion, und a uud b zwei yon ein- 
ander verschiedene, endliche komplexe Zahlen. Dann besteht die Ungleichung 

(15) T(r, f ) ~  1V(r, ~ l a )  + N(r, ~ ) +  N(r, f ' ) -  2q(r, f ) - .N(r ,  ~ )  + 8(r), 

wo S (r) folgenden Bedingungen geniigt: 
Wenn ~ eine positive Zahl bezeichnet, so ist fiir r > r o > 0: 

f r S(t) f r,T(t) .,~ dt < ~ (r) ~ d r .  ~ (1). 
ro ro 

Ferner ist 
S (r) <: 0 (log r (r)) + 0 (log r) 

mit Ausnahme einer Wertmenge r yon endlichem Gesamtma~6. 
Wenn f (x) yon endlicher Ordnung ist, so ist 

S(r) = 0(logr). 

Beweis. - -  Nach dem Korollar (S. 19) des ersten HR.upts~.tzes ist 

T(r, f) = T(r, ' f -b re(r, f - b  _N(r, 1 ~ ) + 0 ( 1 )  = ~Z-d) + ~-_--~-) + 0 (1). 

Unter Anwendung der ersten der Ungleichungen (4) folgt ferner, wenn man 
noch elnmal yon dem ersten Hauptsatze Gebrauch mac]at 

i Eine genauere Betraehtung ffthrt sogar z u  der sch~rferen Ungleichung 

"(::? y'P _ _ _  ~ - t  

f l  f dr < const. + log T(Q dr 
~ ' / . + I  " 

8* 
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m (r, f -  b f-- b(~ f--a ['~rb)<-~m(r'~)-{'m( r' f' ] 

= re(r,-f-f'_-~) +re(r, ff-~b) -1- _N(r, ff~b)--N(r, f-~b)+0(1). 

Beachtet man, daft ein m-facher Pol yon f ein (m + 1)-facher Pol yon f '  ist, 
folgt, daft 

N(r, f') - N(r, f)q- _N(r, ~l~--bb ) -- _Nb(r , _[1), 

N(r,~)-Nb(r,~-),  

SO 

wo e,  0(r,  or en, on  ,s ol on m  oneo 
Es wird also 

_N(r, ['f'b ) - 1V(r, ~_b_) ~ _N(r, f l-~b ) A- N(r, f') - N(r, f ) -  N(r, ]1_), 

und man sieht, daft die Ungleichung (15) richtig ist, falls man dem Restglied S 
den Wer t  

S(r) ---- m(r, ff_~)+m(r, 'ff--I_b ) 

gibt. Daft dieser Ausdruck die behaupteten Eigenschaften hat, geht hervor, 
wenn man den Satz auf S. 51 anf die meromorphen Funktionen f -a  und f -b  
anwendet and bemerkt, dab nach dem ersten Hanptsatze 

T(r, f-z) = T(r, f ) + O ( 1 )  (z = a, z ---- b). 

Die soeben hergeleitete Ungleichung (15) erh~lt eine etwas al]gemeinere 
Form, wenn man sie auf die Funktion 

(x)  - -  a f (x)  + 
f (x)  - c 

anwendet, wo c eine endliche, yon a und b verschiedene Zahl isL und die Koef- 
fizienten a und fl so bestimmt werden sollen, daft die Werte / ' ~  a und f ~ b 
invariant bleiben (d. h. in die Werte  ~ ~ a bzw. r ~ b iibergehen). Man 

finder: a -~ a + b -  c, ~ ~ -ab und fiir die Determinante der Transformation 
den W e f t  

- ( a  c -t- fl) = (a  - c) (b - c) 4 0 .  



E s  wird dann 

(16) 

und 

(16') 

Ferner ist 
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f 
l 

9~' = ( a -  c) (b - c) ( f _  c)" 

u n d  a l so  

Schlieglich besteht nach dem 

2~(r, ~ - c ) -  N(r, ~,)--2N(r, f )T  ~(r, f'). 

ersten Hauptsatze (Korollar S. 19) die Beziehung 

(16'") r(r,  ~) = r(r ,  f) + 0(1). 

Wird nun die Ungleichung (15) auf die Funktion ~ (x) angewandt, so ergibt 
sich unter Berficksiehtigung der Gleichungen (16) bis (16'"), dab 

T(r, f ) ~  ~(r, f l-~a) A- J~(r, f l--~b )-{- N(r, f ly,c)-  N(r, _[1) 

-2/V(r, f)+ lV(r, f')+Z(r), 

wo S(r) wieder den in dem letzten Satze angegebenen Bedingungen genfigt. 
In der letzten Ungleichung shad die Zahlen a, b, c nach Voraussetzung yon 

einander verschieden und endlich, l~Ian sieht abet, daft diese Ungleichung auch 
dann ihre Giiltigkeit beh~ilt, wenn eiae dieser Zahlen unendlieh ist. Denn ist 

z.B. c =  cx), so hat man nur start hT(r, f--~c ) _N(r,f)zu schreiben, und die 

betrachtete Ungleichung geht in die frfiher bewiesene Beziehung (15) fiber. Zu- 
sammenfassend haben wir also folgendes Eudergebnis: 

Zweitor Hauptsatz. - -  Es sei f (x) eine meromorphe Funktion und a, b und 
c drei yon einander verschiedene, endliche oder unendliche komplexe Zahlen. Dann 
besteht die Ungleichung 

(II) T (r) < N(r; a )+  _N(r; b)+ N (r ; c) - N 1 (r) + S(r), 

w o  

N,(r) = N(r,~.,)-l-(2N(r,f)-N(r,[")}, 
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rind S(r) nachstehenden Bedingungen geniigt: 
1 ~ Wenn ;t eine beliebige positive Zahl bezeichnet, so ist fiir 0 < r, < r 

(17) 

2 o Es ist 

(173 

f , z(t) f~ r(t)  -~+~- dt < ~ (r) j_  ~ dt -t- 0 (1)~. 
9"o ro 

s(r) < o flog r(r)) + O0ogr) 

fiir jedes r, mit eventueller Ausnahme einer Wertmenge, die mit einer lntervall- 
folge yon endlicher Gesamtliinge iiberdeckt werden kann. 

3 0 Wenn f(x) insbesondere von endlicher Ordnung ist, so besteht die letzle Un- 
gleichung ausnahmslos fiir jedes r yon einem gewissen Wert r ab, und es ist also 

(17") s (r) = 0 (logr) 

Es sei sogleich eine Bemerkung fiber die Bedeutung des Gliedes - N ,  auf 
der rechten Seite der Hauptungleiohung (H) hinzagefiigt. Der Ausdruck N, (r) 

setzt sich aus zwei nichtnegativen Gliedern zusammen: Daserste Glied N(r,- , l , )  
% l g  

riihrt yon den Nullstellen der Ableitung f' her; es ist ja nach Definition (falls 
f'(0) % 0) 

-N(r' fc)  = fo  r n(t' ~' ) 

wo n(t, ~-r)die Anzahl der Nullstellen yon f' im Kreise Ixl < t bezeichnet und 

also aueh in folgender Weise definiert werden kann: n ( t , ~ c ) i s t  gleich der An- 

zahl der mehrfachen innerhalb des Kreises Ixl = t gelegenen Wurzeln der Glei- 
chung f (x) = z, wobei man alle endliehe Werte z zu beriieksichtigen hat und 
eine m-fache Wurzel nur (m-1)-real zu zRhlen ist. In analoger Weise ist nun 
das zweite Glied (falls f (0)% oo) 

2N(r, f)  - ~(r, f ' )  --_ .for2n (t, f)t--n(t, f ') dt 

* ~.s gilt sogar die sch~rfere Beziehung (vgl. die FuBnote S. 59.) 

0 log dt 
I t~+, < i~+i- " 

v~" 0 
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mittels der mehrfachen Pole der Funktion f(x)  gebildet. Die Fanktionen f u n d  
f '  haben n~imlich gemeinsame Pole, and zwar ist ein m-facher Pol yon f ein 
(m + 1)-faeher yon f'. Der Ausdruek 2 n (t, f ) -  n (t, f') ist demnach gleieh der Anzahl 
der innerhalb des Kreises Ix[ = t gelegenen Pole yon f(x),  wobei ein m-faeher 
Pol anr (m-1)-mal gez~hlt wird. Wit  haben also zur Bestimmang des Aus- 
drueks N,(r) nachstehende ttegel, die den symmetrischen Bau dieser Gr~ifle klar 
hervortreten l ~ t :  

.Man bilde die Anz.ahl n, (r) der mehrfachen z-Stellen der betrachteten mero- 
morphen Funktion in dem Kreise Ix I < r in der Weise, daft eine m-fache Stelle nut  
( m -  1)-real gez~ihlt wird. Dann ist i 

N, (r) = fo r 2't(t) dr. 

Unter Beriieksichtigung dieser Regel ergibt sieh aus dem Hauptsatze so- 
gleich folgendes 

Korol lar .  - -  Es sei f (x) eine meromorphe Funktion, und h(r; z) die ohne 
Riicksicht auf die Multiplizitiiten gebildete Anzahl ihrer z-Stellen im Kreise Ix] < r, 
so daft also ]ede z,-Stelle nut  einmal mitge$iihlt wird. Setzt man dann 

_ f r  ~(t; z) dt, 
~( r ;  z) = Jo t 

so ist, wenn a, b u n d c  drei beliebige, yon einander verschiedene Zahlen sind, 

(ll') r(r)  < N(r; a )+ N(r; b) -t- N(r ; c) + S(r), 

wo S(r) den in diem Hauptsatze angegebenen Bedingungen geniot. 

3. Einige Anwendungen des zweiten Hauptsatzes. -- Als erste Anwendung 
der Hauptungleichung (Ii) wollen Wit den PmARDschen Satz beweisen: 

Eine transzendente meromorphe Funktion nimmt jeden Weft, aufler mOglicher- 
weise ~wei, unendlieh oft an. 

Es sei f (x) eine meromorphe Fanktion, die drei verschiedene Werte a, b 
und e nut in einer endlichen Anzahl yon Punkten annimmt; es ist dann N(r; z) 
= O(logr) ftir diese drei Werte z. Weil nun das Restglied S(r) gem~B (17') 

Falls der Nullpunkt eine mehrfache, z.B. mo-fache Stelle ist, so hat man ffir hr~ den 
Ausdruck 

~V~ (r) = f ~  n, (O-,no + ~  dt + (too- 1) log r .  

Jo t 
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der Bedingung S(r) < O(logr )+  E(r) T(r) aui~erhalb 

Intervalle geniigt, so folgt aus der Hauptungleichung, 
mit log r dividiert, dab 

lira T(r) 
r-------~ logr  

der unter 20 erw~ihnten 

indem man beide Seiten 

endlich sein mu~. Eine meromorphe Funktion von dieser Ar t  reduziert sich aber 

nach dem Satze auf S. 35 auf eine rationale Funktion, w. Z. b. w. ~. 
Eine leiehte Folgerung aus dem zweiten Hauptsatze ist auch der 

Sa t z  1. - -  Seien f (x) eine meromorphe Funktion und r~(z) die absoluten Be- 
trS, ge ihrer z-Stellen. Wenn dann, fiir ein endliches it :> O, die 1-~eihe 

fiir drei verschiedene Werte z konvergent ist, so konvergiert 
Ferner ist auch das lntegral 

I"~176 T(r) r (19) | d 
J 

sie fiir alle Werte ~. 

konvergent, und f (x) also hSchstens vom Konvergenztypus der Ordnung )~. 
Weft die Reihe (18) in bezug auf Konvergenz and Divergenz mit 

Integral 

dem 

gleiehwertig ist, so ist dieses Integral nach der u f i i r  drei ver- 
schiedene Wer te  z = a, b, c konvergent. Die behauptete Konvergenz des Inte- 
grals (19) ergibt sich nun aus dem zweiten Hauptsatze, wenn man beide Seiten 

dr 
der Ungleichung (II) mit r ~  multipliziert, yon r = ~o bis r = ~ (Qo ~ 0) inte- 

gr ier t  und bemerkt, dab das Restglied S(r) die Bedingung (17) erfiillt. Ist  aber 

einmal das Integral (19) konvergent, so konvergiert auch die Reihe (18) fiir alle 
Werte  z (vgl. Satz 1, S. 26), womit unser Satz naehgewiesen ist. 

i Wenn man nur den PICARDschen Satz beweisen will, so lassen sich die in den vorigen 
Nummern angestellten Uberlegungen wesentlich vereinfachen. Man gelaugt so zu einer Beweisan- 
ordnung, die gegeniiber den friiher bekannten ,elementaren" Beweisen einige Vorteil~ besitzen 
diirfte. Vgl. meine Note ,,Beweis des Picard-Landauschen Satzes", GStt. ~Nachrichten, math.-naturw. 
Klasse, 6. Juni 1924. 



Zur Theorie der meromorphen Funktlonen. 65 

Aus dem soeben bewiesenen Satz folgt insbesondere: 
Korol lar  1 (Satz yon Bowl [6]). -- Wenn f(x) eine meromorphe Fu, nktion 

yon endlicher Ordnung )~ ist, so ist der Grenzexponent der Reihe (18) h6chslens fiir 
zwei Werte z kleiner als ;t. 

Korol lar  2. - -  Wenn f(x) eine ganze Funktion ist, so ist das Integral 

f c~ log M(r) 
ra+, dr 

und die Reihe (18) fiir ]edes z konvergent, sobald diese Reihe fiir zwei endliche Werte 
z konvergiert. 

Den letzten Satz ha~ zaerst VALmON [12] unter der einschr~nkenden Voraus- 
setzung gefunden, daft f(x)  yon endlicher Ordnung ist. In der obigen Fassung, 
wo sieh die Endlichkeit der Ordnung als eine Folgerang der iibrigen Voraus- 
setzungen herausstellt, haben wir ihn sparer in unserer Arbeit [11] bewlesen. 

Der zweite Hauptsatz l~il~t uns abet noeh sch~rfere Sehliisse fiber die Verteilung 
der z-Stellen einer meromorphen Funktion yon endlicher Ordnung ziehen. Fiir eine 
solche Funktion ist n~mlich, wenn a, b and c drei versehiedene Zahlen bezeichnen, 

T(r) < N(r; a ) +  N(r; b) + N(r; c) -t- O (log r), 

woraus man sieht, daft N(r; z) hOchstens fi~r zwei Werte z yon niedrigerem Ordnungs- 
typus (vgl. die Definitionen S. 23) sein ka~m als T(r). Wendet man flieses Er- 
gebnis insbesondere aaf eine ganze Funktion an, so gelangt man zu einigen be- 
kannten S~itzen yon WIGAN [13] and LI~DELOP [14], nach welchen die GrSfie 
n (r; z) h(iehstens flit einen endlichen Weft z yon niedrigerem Typus ist als 
logM(r). 

Die oben besproehenen S~itze fiber meromorphe Funktlonen endlieher 0rd- 
nung enthalten eine wesentliche Erg~nzung zu den Ergebnissen des zweiten Ab- 
sebnittes (vg]. Nummer 4). Wir baben dort gesehen, da~ eine meromorphe 
Funktion yon uichtganzzahliger Ordnung hiiehstens einen Ausnahmewert z hat, 
fiir welchen die Funktion /V(r; z) yon niedrigerem Ordnungstypus als fiir alle 
iibrigen Werte z ist. Daft dieses Resultat nicht mehr bei ganzzahligen Ordnungen 
giiltig ist, wurde dutch Beispiele gezeigt; die in dieser Nummer gegebenen S~itze 
schr6nken nun die Anza]d der mSglichen Ausnahmewerte auf zwei ein. 

Der obige Satz 1 liefert aber auch einen Beitrag zu einer anderen Frage, 
die uns in dem zweiten Abschnitt besch~ftigt hat. Wit haben gefunden, dait das 
GeseMecht einer meromorphen Funktion f(x)  dutch ihre Ordnung eindeutig be- 
stimmt ist aufier in dem einzigen Falle, wo f (x)  yore Minimaltypus einer ganz- 
zahligen Ordnung ~ und das Integral 

Avfa mathema~a, 46. Imprimd ie 26 mars 1925. 9 
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(19) ~ c ~  T(r) dr 
J r~+~ 

divergent ist ; in diesem Falle ist das Geschlecht entweder A oder it - 1, jenachdem 
eine der Reihen 

divergent ist oder beide konvergent sin& Daft dieser letzte Fall als ein ganz 
besonderer AusnahmefaU zu betrachten ist, geht nun aus dem Satz l hervor. 
Wir schlieBen insbesondere: 

Satz  2. - -  Es sei f(x) eine meromorphe Funktion, und S(f; a, b) die Funktion 

S( f  ; a, b) - -  f - -a  
f - - b '  

wo a und b zwei versehiedene Zahlen be~eichnen, und fiir a -~- r und b ~ r 

1 
Z(f;  b) - -  f _  b ' S(f ;  a, oo) m_ f - - a  

~u schreiben ist. 
Wenn f (x) yore Divergenztypus einer ganzzahligen Ordnung A ist, d.h. wenn 

das lntegral (19) divergent ist, so existiert h~ichstens ein einzoes Wertpaar a, b, fiir 

welchesdieFunktion S ( u n d d a n n a u c h l )  vom GeschlechteA-- l is t .  

Beweis. - -  Angen0mmen, daft zwei verschiedene Zahlenpa~re (a, b) existieren, 
fiir welche die Funktion S(f; a, b) vom Geschlechte 4 - 1  ist, gibt es wenigstens 
drei verschiedene Werte z, fiir welche die Reihe (18) konvergent ist; dann w~ire 
abet nach Satz 1 auch das Integral (19), im Widerspruch mit tier Voraussetzung, 
konvergent. 

Als Korollar ergibt sich nachstehender Satz yon VAMR0S [12]: 
Wenn f(x)  eine gan~e _Funktion yon der ganzzahligen Ordnung A ist, und das 

lntegral 

f ~ log M(r) 
r~+~ dr 

divergent ist, so existiert h~ichstens ein endlicher Wert z, fiir welchen die Funktion 
f ( x ) -  z yore Geschlechte A -  1 ist. 

Wit wollen schliefilich auf einige S~tze aufmerksam machen, die sich aaf 
die mehrfaehen z-Stellen einer meromorphen Funktion beziehen und sich als Fol- 



Zur Theorie der meromorphen Funktionen. 67 

gerungen der Hauptungleichung (II) ergeben, wenn man das Glied N~ (r) beriick- 
sichtigt. Zun~chst ergibt sich sogleieh, wenn man die Ungleichung (II') an- 
wendet, folgender Zusatz zu dem obigen Satz 1: 

Zusatz  1. --  Der Satz I bleibt auch dann giiltig, wenn die Reihe (18) ohne 
Riieksicht auf die Multiplizit~iten gebildet wird, so daft also ]eder z-Stelle ein einziges 
Glied dieser Reihe entspricht. 

Dieses Ergebnis l~ifit sich indessen noch wesentlich versch~rfen. Wir  werden 
n~imlich folgendes beweisen: 

Z u s a t z  2. - -  Der Satz 1 behglt auch dann seine Giiltigkeit, wenn man in der 
t~eihe (18) alle Glieder weglSflt, die yon z-Stellen yon hSherer ~lultiplizitSt als d re i  
herriihren. 

Zum Beweise setze man 

N(r ;  a, b, c)=_N(r; a)+ lV(ri b)+ ~(r;  c) 
und 

3*(r; a, b, c) = N~(r; a, b, c)+ ~ ( r ;  a, b, c), 

wo ~s mittels derjenigen a-, b-, c-Stellen gebildet wird, die hSchstens dreifach 
sind, N 4 wiederum yon den iibrigen mehrfachen a-, b-, c-Stellen herr'fihrt, lgach 
der Hauptangleichung (II) ist dann 

(20) T(r) < Na(r ; a, b, c) + N,(r;  a, b, c) - N, (r) + Z (r). 

Beachtet man nan die Rege], nach welcher das Glied N 1 (r) gebildet ist, so folgt 
sofort, dal~ N 1 ( r ) :>  J N,(r), and also 

N,(r;  a, b, c) - h~ (r) < { N, (r ; a, b,c) < /V(r; a ,b ,c)  
= 4 

Nach dem ersten Hanptsatze ist aber 

 v(r; a, b, c) < 3 T(r) + 0 (1), 

and wit  schliei]en aus (20), da~ 

(21) r ( r )  < 4N~ (r; a, b, c) + 48(r)  + 0(1). 

Wird nun die Reihe (18) naeh der Vorschrift des zu beweisenden Zusatzes ge- 
bfldet and ist sie daun fiir die drei Werte z = a, b, c konvergent, so ist (vgl. 
den Hilfssatz S. 24) auch das Integral  

f oo 2V 8(r; a, b, c) dr 
r~+~ 

9* 
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konvergent, und die behauptete Konvergenz des Integrals 

f 
~ T(r) 

-~4-,- dr 

folgt aus (21), wie im Beweise des Satzes 1. 
Wean die betrachtete Funktion einen PrcaRDschen Ausnahmewert besitzt, 

so l~iBt sich das letzte Ergebnis noch welter pr~zisieren. Man gelangt im 
Falle einer ganzen Funktion dutch eine ganz iihnliche SehluBweise, wie die oben 
durehgeftihrte, zu folgender Versch~rfung des Korollars 2 S. 65: 

Es sei f(x) eine ganze Funktion, fi~r welche die Reihe 

fiir ~wei endliche Werte z konvergent ist, wobei die Summation nur iiber die ein- 
und zweifachen z-Stellen zu erstrecken ist. ])ann ist auch das Integral 

f co log M (r) dr 
r2+l 

konvergent, und die Funktion also hOehstens yon der endliehen Ordnung 2. 
Speziell geht hieraus hervor, dab der Picx~D-BoP~Lsche Satz, nach welehem 

der Grenzexponent der z-Stellen einer ganzen Funktion hSchstens fiir einen end- 
lichen Weft z kleiner als ihre Ordnmag sein kann, auch dann besteht, wema 
man nut die ein- und zweifachen Stellen beriicksichtigt, ein Ergebnis, das friiher 
bekmant ist (vgl. VxLmo.~ [15], S. 77, 78). 

4. Siitze igoer das asymptotische Verhalten der Quotienten 1V m --~ und -~- . - -  u  

binder man die Hauptungleichung (II) mit dem ersten Hauptsatze, nach welchem 
die Gleichung 

lira ( .N(r ; z )  re(r; ~)) 
r = oo T(r------)-- + T(r) ---- 1 

ffir jedes ~ besteht, so gelangt man zu einigen weiteren S~tzen fiber das asymp- 
totische Verhalten der GrSBen m und 2V, die an Genauigkeit die in der vorigen 
Nmnmer besprochenen S~tze welt fibertreffen. Eine nnmittelbare Folgertmg aus 
unseren zwei Haupts~tzen ist nachstehender 

Sate. - - S e /  f(x) eine meromorphe Eunktion, und a, b, c drei yon eina~uter 

verschiedene, endliche oder unendliche komplexe Zahlen. Es ist dann 
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(22) 

Die Ungleichung 

(23) 

li-m N ( r ;  a) +_N(r;  b) + N ( r ;  c) .< 3, 
r = ~ T(r) = 

lira N(r ;  a ) T N ( r ;  b ) + N ( r ;  c) > 1. 
,, =--~ r (r)  - - - -  

_~(r; z) C'" m(r;z)  ) 
lira T ( r )  ~ 1}' n m  .... r . - , ~ -  > ~ , 

r ---- oo -----oo l ( r ) 

kann also hiichstens fiir zwei verschiedene Werle z bestehen. 

t l a t  f (x) einen Ausnahmewert  z ~-- c, wofiir 

;V(r; ~) ( 
(24) lira 2' = 0 and somit lira m ( r ; z )  

r = ~ (r) r ~- oo T(r) 
= 1), 

so ist fiir a ~: b ~: c 

(25) 

und es ist also 

(26) 

1 ~ lira N ( r ;  a)+_N(r;  b) < 2, 

- - -  2 r  ( 1  m( r ; z )  < ) 
lira T(r) >---- ~' ira- T(r )  -~ �89 

~ ' = 0 0  \ r ~ o o  

fiir alle Werte z :[= c aufler mOglicherweise einem einr Wert.  

t t a t  f (x) scMiefllich zwei Ausnahmewerte z = a und z = b, fiir welche d i e  

Bez iehung (24) gidtig ist, so ist fiir alle Werte z ~: a, b 

r oo T ( r )  - - 1 ,  lira T ( r )  ~" " 
W ~  OO 

Falls f (x) yon unendlicher Ordnung ist, sind die Beziehungen (22), (25) und 
(27), insofern sie sich auf die unteren Grenzen der betreffenden Quotienten 
beziehen, nur unter der Voraussetzung bewiesen, daft man in jedem Fall zuerst 
eine eventuelle Wertmenge r yon endlichem GesamtmaB ausschliegt. 

Es ist klar, dab die obigen Ergebnisse auch dann unver~indert gelten, 
wenn man die GriiBen _N (r; z) durch die auf S. 63 definierten Ausdriicke iV (r; z) 
ersetzt. 

Wenn die betrachtete Funktion insbesondere eine ganze Funktion ist, so 
ist die Bedingung (24) Ffir z - - - -  c -----  c o  erFdllt. In diesem speziellen Fall  haben 
wir die Ungleichang (25) (in etwas weniger scharfer Form) in unserer Arbeit [11] 
gegeben. 



70 Rolf Nevanlinna. 

Wit  werden schlieBlich durch einige Beispiele zeigen, dab die in dem obigen 

Satze gegebenen Unbestimm~heitsgrenzen fiir die Quotienten N m -~- und ~ -  nicht 

mehr versch~irft werden kSnnen. 
DaB die untere und obere Schranke (1 bzw. 3) in der 'Formel (22) sich nicht 

verbessern lassen, ist einleuchtend; interessant ist aber, dab auch in der aus 
dieser Formel gezogenen Folgerung, daft 

lim l'(r) < ~  
r =  O0 

hSchstens fiir zwei Werte z sein kann, die 8chranke ~ scharf ist: es existieren 
n~imlich meromorphe Funktionen, fiir welche die Gleichung 

lira i~(r; z) 
r = o o  Y ( r )  = 

fiir drei verschiedene Werte z besteht. 
gezeigt werden soU, 

(28) 
WO 

Eine solche Funktion ist, wie im folgenden 

F(x) = j~x f (t) dt, 

/ ( x )  = 

F(x) ist eine eindeutige meromorphe Funktion mit einfachen Polen in den dutch 

+ (n 0, 1, 2, ...) bestimmten Punkten die Gleichung ix' -~- ~ _ n~  = 

~ i / 1  ) 

x -~. V( �89 -~-(Y-{-v (n-~O, 1, . . . iv=O,1,2,3).  

Es ist also 

4r' 2r' 
(29) n(r, ~ )  ~ - - ,  N(r, F) 

Um die FundamentalgrSBe re(r, F)  abzusch~tzen, bemerke man, dab der Inte- 
grand f(x) in den Winkeln 

(30) ! -+ -~ - arg x < ~--- - ~ (~ > 0) 
2 ~ 4  l 

gleichm~ig gegen den Weft ~ strebt; es ist n~mlich in (30): 
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4e-'" ( e'~' t ~ 
f ( x )  - -  ( l ~ e , ~ )  , ~--- 4e- ' "  1 l+e ,~ ,  ] 

und also, da e~-~0  flit [ x l ~ o o  in (30), 

f (x) = 4e - ~ -  8e -=' (1 + E (x)), 

wo e(x) in den Winkeln (30) f~r Ix I --, oo gleichm~Big gegen Null strebt. Es 
wird hiernaeh 

F ( x )  -~- 4 r e  ~t' d t - - S  f ~ e  -'' ' (1 + ~(t))dt. 
0 0 

Durch p~rtielle Integrat ion finder man 

"f // z 
Xoe_ltJ e -4x~ e ~z~ I "x e "~tl d t  

e ~ t ' d t ~  d r + 4  e- '~dt ~ 2x  + ~ + - ~  t - - - - r - - +  C(x~ 
"~ 0 Xo o 

1 
wo C (Xo) eine yon x unabhgngige Zahl ist, die fiir ~ -  ~ Ix o]~_~ R unter  einer 

nur yon R > 1 abhgngigen endlichen Schranke liegt. Es wird also 

~--4X 2 

(31) _F(x) - 2x  ( l  + n(~)),  

WO 

x , 1 2xe '~' C(Xo). 3 ~ " / ' ~  ~-," 16~,"'( e-" (1 +~(t))dt- s~' (3r) ~ ( x ) -  s jx~ -dr+ ~o 

Um die GriJBe ~ (x) weite~ abzusch~itzen, w~ihle man einen Punkt  x ~ re ~ 

innerhalb der Winkel (30) und den Punk t  x o so, daft a rgx  o ~ a rgx  ~ ~, und 
[Xo] < r. Es wird dann 

i fx  -4~' f i x  e -41tl 'e~ 
I X e  

____F_dt < tilt I. 
o = ol It'] 

t 

Hier ist  der Integrand fiir [ t ] ~  ~/ 1 2 cos 2 ~ eine wachsende Funktion ihres Ar- 

gumentes. Bemerkt  man, dab - cos 2~v ~ sin 2~ innerhalb tier Winkel  (30) ist, 
so folgt, dab der In tegrand sicher in dem Integrationsintervall  [xol ~_~ Itl ~_~ r 

1 
sein Maximum f'tir ]tl ~ r erreicht, wenn [Xo] ~ ~ ] 2 s ~  gew~ihlt wird. Fiir 
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das erste Glied rechts in (31') ergibt sich dann die obere Schranke 

_,e,I e -'~' r l x l  3 

l i x~  t/-- 7 Jlx01~ t < 81xl' ; 

das betrachtete Glied strebt also in (30) fiir Ixl-~ co gleichm~Big gegen Null. 
In derselben Weise verh~ilt sich das zweite Glied rechts in (31'), denn 

es ist 

�9 dt f % - "  ~. / ' l~l l~-" ' ldl t l  <---- Ixe-" l ,  
]o o 

und daher 

[xe'"] ~Xe-'"(1 +E(t))dt I < (1 +,(Ixl))Ix'e'"l. 

Da auch die zwei letzten Glleder in (81') fiir ]x]-~ oo verschwinden, so gilt  

q(x)-~ 0 fdr lxl~ 

gleichm~iBig in den Winkeln (30). 
Na~h (31) besteht also innerhalb (30) die asymptotische Formel 

(32) logiF(rei~)[ ~ - 4 r ' c o s 2 ~ - l o g 2 r T ~ ( r )  = - - 4 r '  cos2~ (1+E(r))" 

In den Winkeln 

(33) Ir < = - -  = -~--~  

gilt  die asymptotische Daxste lhng 

4 e -~' 4 e -~'  (1 +.~ (x)), (34) f(x)-  (l _i_ e_,~,), 

und man schlieBt mittels des CxvcBYschen Integralsatzes, dab F(x) in diesen 
Winkeln gleichm~Big gegen die endlichen Werte  

fo O0 e -8ut 
(35) a ----- (1 -I- e-~"') ' du bzw. -- a 

strebt. Es existiert also eine endliche Zahl A derart,  dab die Unglelchmag 

(36) t F(x)l < A 

innerhalb der Winkel (33) besteht. 
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Es eriibrigt tins noeh, das Verha~ten yon F(x) innerhalb der Winkel 

(37) I~  + ~ g - ~  =< ~ (~ = o, 1, 2, 3) 

zu untersuehen. Hierzu sehlieflen wit  die Nullstellen yon cos (ix') dutch kleine 
Kreise C aus der komplexen x-Ebene aus, so dal~ in der ganzen iibrigbleibenden 
Ebene leos'(ix')l > k, we k eine yon x unabh~ingige positive Zahl ist. Es 
ist dann naeh (28') auf jedem vollst~indig aufierhalb der Seheiben C gelegenen 
Kreis Ixl = r 

eer  ~ 

If (x) l < -k-- mad also fiir 0 <_~ [qol < z ,  

F(r)q- f~ I f ~  F(re i~) = i reia)re i# d@ ~ A Tr If(re i#) d~ 
~'.o 

< A't-~r'e'~"k 
oder.  

(38) log F(re i~) < 6r ' ( lq-~(r ) )  aul3erhalb C. 

Fiir die ~axdamentalgrtil~e m(r; F) ~ re(r; c~) haben wit  nun den Ausdruek 

(39) m (r ; oo) 1 f + ( r )  ~1_1 f - loglF_e'  l~g l F(rei~) l dq~ 
l i t  

1 f l gtP( " )la  �9 

Es ist demnaeh g e m ~  (32) 

Andererseits ist nach (36) and (38) 

4eos2~ = ( l q - E ( r ) ) - - r  I. 

2~ f 15glFld~~ 2-~ f 15glFI f 

l~g A 12 ~r' (1 + ~ (r)) 
< 4---+ ~ 

Acta matIunnativa. 46, Imprim6 le 26 mars 1925. 10  
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eine Rhnliche Abschiitzung gilt auch far  das dritte Glied rechts in (39), 
wird also 

4cos26  + 2 4 6  ,n(r; oo) < r ' ( l + e ( r ) ) ,  

und es 

wenn r so gew~hlt wird, dal~ der Kreis Ix] = r nicht die Kreisscheiben C 
schneider. Bezeichnet nun e eine beliebig ldeine positive Zahl, so kan ,  man 6 

so klein w~ihlen, dal] die Ungleichungen 

m (r; oo) 
1 - ~  <. 4r '  < 1 + ~  

yon einem gewissen Wer t  r ab bestehen; es ist demnach 

4 r ~ 
m(r; oo) r,J -- 

und nach (29) 

6 r  ~ 
(40) r ( r )  ~= m (r ; oo) q- N (r ; oo) ~ - . 

Hierbei soU man r zuniichst so w~ihlen, da~ der Kreis lxl = r auflerhalb der 
Kreise C liegt; da abet T(r) eine wachsende Funktion yon r ist, so iiberzeugt 

man sich sofort davon, daft die asymptotische Formel (40) auch ohne diese Ein- 
schr~nkung giiltig ist. 

Wi t  wollen nun das asymptotische Verhalten unserer Funktion F(x) in 
dora Winhel 

(41) I~l < -~- - a  
-~-~4 

n~iher untersuehen. Wir haben schon bemerkt, dab F(x) daselbst ftir I x~ ~ oo 

gleichm~iBig gegen deu durch (35) definierten Wert a strebt. Fiir die Differenz 

F-a hat man nach (34) die AbschRtzung 

1 
Nun ist der Ausdruck tee -st'c~ f'dr t > eine abnehmende Funk- 

�9 1 
tion yon t. Nimmt man also r > so wird innerhalb (41) 

2  V in2-  ' 

' - s - - 8 r S c o s 2 ~  f ~176 ,F(rei~)-al < (l+,(r))~r e Jr. -~ ~- (1+'(r))4re-Sr'c~ 
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und also 

log I F ( r e i ~ ) - a [  < -  8r' cos2~ (1 + ~ (r)). 

Man finder hiernach, da6 

J o i  , ,  
1 ~2= 1 I >  8r'cos2~o(1T~(r))d~ 

,.(,-; a) = l~g F 4  ~ _ a  I 
-- 4 

4r '  cos 2 
- (1 + ~(r)) .  

Fiir ein gegebenes e > 0 kann man also ein so kleines ~ wiiMen, dab 

re(r; a) > 4r' "I ~ ( -~)  

yon einem gewissen W e f t  r ab, und es ist also nach (40) 

(42) ~N(r; a) -~- T ( r ) - m ( r ;  a ) + O ( l ) <  ( l + e ( r ) )  2r'.. 

In dem Winkel [ ~ - ~ ] ~_ ~ - ~ hat F (x) wiederum den asymptotischen Wer t  

- a ,  mid es wird, durch eine iihNiche Rechnung, wie die oben durchgefiihrte, 

2r  ~ (43) 1V(r, - a) < (1 + e ( r ) ) - -  

Die Beziehungen (29), (40), (42) und (43) zeigen nun, 

lira N ( r ; z )  < , 

= co T(r) = ~ 

daft die Ungleichung 

Ffir die drei Werte  z = co, z = a, z = - a  besteht. 
diese drei Werte  z 

lira N (r ; z) 
r = co T (r) - -  ~ 

Tats~ichlich mul~ flit 

sein, denn sonst wiirde ein Widerspruch mit der Hauptungleichung (II) entstehen, 
wenn b ~ - a ,  c ~ co gesetzt wird. Die betrachtete meromorphe Funktion 
besitzt also die behaupteten asymptotischen Eigenschaften. 

10" 
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Wenn eine meromorphe Funktion einen Ausnahmewert z ---- c besitzt, wofiir 

(44) lira • ( r ;  z) = 0, 
~=co r ( r )  

so gi l t  (vgl. den obigen Satz S. 68) die Ungleichung 

N ( r ;  z) > 
(45) lira T(r) = �89 

r --~-- O 0  

ffir alle Wer te  z ~= c aufier mSglieherweise einem einzigen. Insbesondere besteht 
diese Ungleichung bei einer ganzen Funktion (die ja der Bedingung (44) fdr 
z ~ co geniigt) fiir aUe endlichen z aul3er hScbstens einem Ausnahmewert. In 
meiner Arbeit  Lll] fiber den PICARDschen Satz, we ich dieses letzte Ergebnis ange- 
geben babe, habe ich die Frage gestellt, ob nieht miiglieherweise sehon die sch~r- 
fere Beziehung 

lira N (r ; z) = 1 
~=oo T(r)  

fiir jedes z mit  eventueller Ausnahme eines einzigen Wertes bestehe. Wie Herr 
LrrrL~.WooD mir neuerdings freundlichst mitgeteil t  hat, ist  diese Frage zu ver- 
neinen; er bemerkt,  dab die ganze Fankt ion 

(46) f ( x )  = f x  e- ~ dt 
o 

der Ungleiehung 

fiir die zwei endlichen Werte  

r = co T ( r )  
- - < 1  

z = f c ~  e- e dt und z = _ f c ~  e_t~ dt 
o o 

Eine leiehte Reehnung zeigt dab fiir diese zwei Werte  z sogar: 

= � 8 9  

daft die yon uns in (45) gegebene 

geniigt 1. 

lira ~ ( r  ; z) 
= co r ( r )  

Aus diesem Beispiel geht  also hervor, 
untere Schranke { sich nieht erh(ihen l~fit. 

Die Gfiltigkeit des Pm~RD-BORELschen Satzes, wonach eine meromorphe 
Funkt ion hiichstens zwei Ausnahmewerte z (eine ganze !~unktion also nur einen 

i Herr LITTLEWOOD teilt mir mit, da~ Herr COLLINGWOOD zuerst diese Bemerkung gemacht hat. 
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endlichen Ausnahmewert) besitzen kman, fiir welehe die Wurzeh  der Gleiehang 

f ( x )  = 

mit anormal kleiner Diehtigkeit vorhanden sind, hiingt wesentlieh davon ab, wie 
feine Untersehiede in den Wurzeldiehten ffir versehiedene Werte z beriieksiehtigt 
werden', und wie seharf man dementspreehend den Begriff des ,Ausnahme- 
werte~" definiert. Ein Ausnahmewert im Sinne Prc~os ist ein Wert z, der 
yon f (x) iiberhaupt nieht (oder htichstens in einer endliehen Anzahl yon Punkten) 
angenommen wird, ein BOREr.- BLU~EsTHALseher Ausnahmewert eine Zahl z, fiir 
welehe die Ordnung der Grille N (bzw. n) niedriger als die Ordnung der Funktion 
ist. Einige weitere Verseh~rfmagen des Pmxao-BoRELsehen Satzes (fiir ganze 
Fmaktionen) yon WigAn, LINDEL~3F, VAt.IRON und uns haben wir im Laufe tier 
obigen Untersuehung besprochen. Dureh unsere obigen Ergebnisse ist nun die 
Frage nach der miiglichst seharfen Definition des ,Ausnahmewertes ~ zu einem 
gewissen Abschlul~ gebracht: will man den Wortlaut des Prc--.~D-BbR~a.schen 
Satzes beibehalten, so ist ein Ausnahmewert dureh die Ungleiehtmg 

- -   V(r; z) 
(47) lira T(r) < ~ 

r ~ (:XD 

im Falle einer meromorphen Funktion charakterisiert; im Falle einer ganzen 
Funktion lautet die Definition wiedernm: 

(47') ~m N(r; z) 
T(r)  < t .  

Die oben angegebenen Beispiele zeigen, daft die reehts stehenden Sehranken 
sich nieht erh~hen lassen. 

Es sei schlie61ieh darauf aufmerksam gemaeht, dal~ der PmAaDsehe Aus- 
nahmefall, wenn man einen Ausnahmewert dutch die Beziehung (47) bezw. (47') 
definiert, auch bei Funktionen yon endiieher, nicMganzzahliger Ordnung eintreffen 
kann. In der in Nummer 2 des zweiten Absehnitts betraehteten ganzen Funktion 
haben wir ein Beispiel, we die Ungleiehung (47) Ffir zwei Werte, z ~ 0 und 
z ~ c~ (und die Ungleiehung (4T) also fiir einen endlichen Wert  z) besteht, 
sobald die Ordnung Z hinreiehend grofl gew~ihlt wird. 
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IV. [~ber analytisehe Funktlonen, die lm Einheitskrelse eindeutig und 
meromorph sin& 

Die in den drei ersten Abschnitten dieser Arbeit angestellten Unter- 
suchungen beziehen sich auf die asymptotischen Eigenschaften analytischer Funk- 
tionen, die in der ganzen endlichen Ebene eindeutig und meromorph sin& Es 
wurde schon in der Einleitung hervorgehoben, daft man durch leichte Verall- 
gemeinerung der hierbei benutzten funktionentheoretischen Grundformeln die 
oben bewiesenen S~tze auf Funktionen erweitern kann, die nur in einer gewissen 
Umgebung des Unendlichkeitspunktes eindeutig und meromorph sin& Unwesent- 
lich ist selbstverstiindlich auch, da~ die isolierte, singuliire Stelle, in deren 
Umgebung die Eigenschaften der betreffenden meromorphen Funktionen unter- 
sucht werden, in dem unendlich fernen Punkt liegt. Wie unsere Ergebnisse in 
den angedeuteten allgemeineren Fiillen zu modifizieren sind, ist einleuchtend und 
diirfte es iiberfliissig sein auf diese Frage bier n~her einzugehen. Nun ist es 
aber interessaut, daft ein groBer Teil der oben bewiesenen Siitze in leicht modi- 
fizierter Form und mit fast unveriinderten Beweisen auch fiir analytische Funk- 
tionen bestehen, die nur innerhalb eines endlichen Gebietes, z.B. des Einheits- 
kreises eindeutig und meromorph sin& Wir wollen in diesem letzten Abschnitt 
in aller Kfirze einige der wichtigsten Eigenschaften dieser Funktionenklasse 
erSrtern. 

1. Der erste Hauptsatz. Einige S~ze iiber meromorphe _Funktionen, die im 

.Einheitskreise ton endlicher Ord, ung sind. - -  Die in den zwei ersten Nummern 
des ersten Abschnitts gegebenen Siitze kann man ohne weiteres auf Funk- 
tionen anwenden, die nur innerhalb des Einheitskreises eindeutig and mero- 
morph sind. Es gilt insbesondere auch in diesem Falle das funaamentale 

Ergebnis : 

E r s t e r  Hauptsatz. - -  Zu jeder innerhalb des Einheitskreises meromorphen, 

nicIJtkonstanten Funktion geh6rt eine wachsende Funktion yon r, T(r, f ) ~  T(r), 
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yon der Art, dab die Gleiehung 

(I) re(r; z) + N(r; z) = T(r) + 0(1), 

fiir jedes z besteht; 0 (1) bezeichnet hierbei eine fiir 0 <~- r < 1 beschrtinkte GrSfle. 
Als Funktion yon log r i s t  T(r) konvex. 

Unver~ndert gilt auch das 

lKorollaa,. - -  Wenn die Determinante der Zahlen a, ~, 7, tl yon Null verschieden 
ist, so ist 

T(r , f )  = r ( r  ,~f+t~ 
' ~ , f+ ,U + o(1). 

k 

Weil die zu einer meromorphen Funktion gehSrige Fundamentalgr6fle T 
eine wachsende Funktion yon r i s t ,  so existiert der Grenzwert 

lira r ( r )  - r (1) .  
r = l  

Die  betrachteten meromorphen Funktionen zerfallen in zwei Hauptklassen je 
nachdem T(1) endlich oder unendlich ist. 

Die Funktionen, fiir welehe T(1) endlich ist, besitzen die im nachstehenden 
Satze ausgesprochene fmadamentale Eigenschaft: 

Sat$. - -  Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daft eine innerhalb 
des Einheitskreises eindeutige meromorphe Funktion sieh als Quotient yon zwei be- 
schr;inkten Funktionen darstellen lti,qt, ist, daft T (r) f i i r r  < 1 beschrSnkt ist. 

Den Beweis, der leicht mittels der Porssos-J~sEsschen Formel gelingt, babe 
ieh neuerdings an anderer Stelle [16] veri~ffentlicht und will deshalb bei dieser 
Gelegenheit nicht nKher auf ihn eingehen. 

Wean f (x )  zu der betrachteten Funktionsklasse geh6rt, so existieren selbst- 
verst/indlich unendlich viele beschri~nkte Funktionen q(x) und ~(x) derart, dab 

~ ( x )  
f (x) - -  ~ (x) 

ist, auch dann, wenn diese Funktionen der Bedingung 

I~(x)l _--< 1, I~(x)l _--< 1 .fiir Ixl < 1 

unterworfen werden. In meiner soeben zitierten Arbeit habe ich gezeigt, daft 
mater allen miigliehen Funktionen ~ und ~p zwei wohlbestimmte r und to* exi- 
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stieren, die sieh durch die Extremaleigensehaft 

_-> I *(x)l _-> le( )l [xl < 1 

auszeiehnen. 
Verbindet man den obigen Satz mit  einem bekannten FATousehen Satz [17] 

fiber die Existenz yon Raadwerten beschriinkter Funktionen, so ergibt sich das 

Koro l l a r .  - -  Wenn die ~u einer meramorphen Funktion geh~rige GrSfle T(r) 
fiir r ~ 1 beschriinkt ist, so besitzt die Funktion bei radialer Anniiherung an den 
Rand Ix] = 1 fast iiberall wohlbestimmte Randwerte. 

Dieser Satz enth~ilt Ms spezielle F~ille s~mtliche frfiher bekannte Erwei- 
terangen des FA~ovschen Satzes (vgl. insb. [18], [19] und [20]). 

Wenn T(r) fiir r -~ 1 iiber alle Grenzen w~chst, liegt es nahe das Anwachsen 

yon T(r) mit einer Potenz 1---r zu vergleichen, and folgende Definition auf- 

zustellen: 

D e f i n i g o a .  --  Wenn f(x)  dine fiir Ixl ~ 1 meromorphe Funktion ist, so heiflt 
die obere Grenze 

lira log T(r) 
1 

q. ---- 1 log 1 - r  

die Ordnung yon f (x). 
Da T(r) eine waehsende Funkt ion yon r ist, so folgt, da6 f (x)  dann and 

dann yon der endlichen Ordnung k (oder, wie wir das auch ausdriieken, T(r) n l l r  

yon "der Ordnung ( l ~ r )  ~) ist, wean das Integral  

- 

ffir ;t ~ k konvergent,  fiir ;~ ~ k divergent ist. Wenn dieses Integral  ffir ;t ~--- k 
( 1 ) '  

konvergiert ,  so sagen wir T(r) sei vom Konvergenztypas der Ordnung i ~ ; 

sonst sei sie yore Divergenztypus. Der erstgenannte Fall  kann nur  dann eintreffen, 
wenn I '  vom Minimaltypus der betraehteten Ordnung ist, d.h.  wenn 

l lm T ( r ) ( 1 - r )  ~ = 0. 

Es sei nun f (x) insbesondere f'fir r -c 1 regular. Die Fundamentalgr~it~e T 
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reduziert  sich dann auf  

r (r) = rn (r; oo), 

8 1  

und es ist, wenn M(r), wie vorher, den Maximalmodul yon f (x)  fiir [xl ~ r < 1 
bezeichnet, f'dr jedes 0 -< r < 0 "< 1 (vgl. S. 22) 

(1) T ( r )  "~ log M(r) < o + r 
~ -  = o - r  r(q). 

Wenn nun f(x) yon der endlichen Ordnung it ist, so folgt aus (1) einerseits, dab 
die Gr~ii~e ]og M(r)  nicht yon niedrigerer Ordnung als T(r) sein kann, and 

l + r  
andererseiLs, indem man 0 ~ ~ setzt, daft sie h~ichstens yon der Ordnung 

( 1 ~'+' 
~ ]  ist. Tats~chlich k~innen die Gr~iBen T(r) and log M(r) yon verschiedenen 

Ordaungen sein, was im Falle einer in der ganzen endlichen Ebene regul~ren 
Fnnlvtion nicht m~iglich war  (vgl. S. '23). So ist z. B. fiir die Funkt ion 

e ~ 1 - x  / 

log M(r) yon dor Ordnung ~T---r] ' w~ihrend die Ordnung yon T(r) glelch 

-~--~ 1st, falls it ~- 0;. ha FaUe it = 0 ist T(r) f'dr r <_~.1 beschrdnkt, logM(r)  

wiederam gleich 1 + r 

Wi t  werden im folgenden einige eLafache Eigenschaften meromorpher Funk-  
r besprechen, die im Einheitskreise yon endlicher Ordnung sin& Zu diesem 

Zweck brauchen wit  zma~chst den 

]~[ilfssat~z 1. - -  Wenn r~(z) die absolute~ jBetrdge eider innerhalb des Einheits- 
kreises meromorphen Funktion sind, und it eine positive .Zahl. bezeichnet, so sind die 
Integrale 

f l N ( r ;  zl (1-- r)"-' dr, f l n ( r ;  . ) ( l - r )  Xdr 

und die Reihe 

(2) (1-- r, (z)) TM 

gleichzeitig konvergent oder divergent. 
AcJa mab~,sma~a. 46. ImprlmEi le ~6 mars 1925. 11 
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Der Beweis ergibt sich ,~rnlttelbar aus den Identitiiten (0 < 0o "< Q < 1): 

- r ) ' - ' d r  (1-~Oo)~(Oo;Z) (1-- ' I ~ q  _ r ) Z ~  
- -  -2 -0) ]V(O ; z ) + ~  o n(r;  z)(1 

~ ~ n (r; z) (1 - r) ~ dr 

( 1 - o J  +' (i;:)~ § i 
- -  - n ( o  ; z ) +  i t + l  O o < r , <  e i+i ~(o.; * ) -  - - -  21 ( i -~ , (~))  TM 

doreh eine ~ihnliehe 0berlegung, wie auf S. 24. 
Die zuletztgesehriebene Gleiehang besteht auch fiir it = O, woraus man 

sehlieBt, daft die Reihe (2), wenn it -~- 0 ,  mit dem Integral  

�9 f i n  (r; z) dr 

in Bezug auf Konvergenz und Divergenz gleichwertig ist. Nach der Definition 
der Griil~e N(r ;  z) ist dieses Integral  wiederum dann und nor dann konvergent, 
wenn N(r; z) fiir r--~ 1 beschrdnkt ist; wir erhalten so den 

Hilfssat~ 2. - -  iu und hinreichend, damit die lteihe 

Z (i - r, (,)) 

konvergent ist, ist daft die Gr6fle N(r;  z) fi~r r .~ 1 besehrankt ist. 

Es sei nun f(x)  eine meromorphe Funktion yon endlicher Ord~ang; es 
existiert also eine endliehe Zahl it ~ 0 derart, daft dab Integral  

(a) 

konvergiert. 

j.1 r ( r )  (1 - r) *-' dr 

Aus dem ersten Hauptsatze sehliet~en wit  dann, dab die Integrale 

1 fire(r; z)(1-r)Z-'dr and "f S(~; z ) ( 1 - r ) ' - ' d ~  (4) 

fiir jedes z konvergent sind. Wenn umgekehrt beide Integrale (4) Fdr einen Wer t  
z konvergieren~ so ist das Integral  (3) konvergent. Mittels des ersten Hilfs- 

satzes sehlieBt man hieraus: 

Satz  1. - -  Wenn, flit ein gegebenes Z > O, das Integral 

faro (r; ~) ( 1 -  r) ~-* ar 
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und die l~eihe 

Z (1 - ~, (~))'+' 

83 

Beweis. - -  Wenn f(x) 
~ 0 derart, daf; 

(~) 

(5) < 31o  + 41 g f )+  o(1), 

wo 0 (1) eine GrSfle bezeichnet, die fiir r ~ 1 beschr~inkt ist. 

Eine leichte Folgermag aus der Beziehung (5) ist der 

Sate.  ~ Unter der Voraussetzung des oboen Hilfssatzes ist f~r 

0 < r o ~ r' ~ 1: 

(6) m r, ( 1 - r ) Z - ' d r  < e(r')  T(r ,  f ) ( 1 - - r ) ~ - ' d r + O ( 1 ) ,  
ro 

wo 6 (r) eine fiir r - *  1 verschwindende Gr@e bezeichnet. 

2'alls f (x) insbesondere yon endlicher Ordnung ist, so gilt 

2. Der zweite Hauptsatz. - -  Die Uberlegungen, welche uns in den zwei 

ersten Nummern des vorigen kbschnit tes zu dem zweiten Hauptsatze geFfihrt haben, 
sind zum griil~ten Teil auch dann giiltig, wenn man das Variabilit~itsgebiet yon 

r auf das Interval] 0 ~ r ~ 1 einschr~inkt. Mit unver~ndertem Beweis gilt der 
ttilfssatz auf S. 52, der je tz t  folgende Fassung erh~ilt: 

Hi l f ssa tz .  - -  Wenn f ( x )  eine fiir Ix] ~ 1 meromorphe Funktion ist, so geniigt 

ihre logar~thmische Ableitung fiir �89 ~ r ~ Q ~ 1 der Ungleichung 

yon endlicher Ordnung ist, so existiert eine Zahl 

11" 

beide fiir einen Weft  z konvergieren, so sind sie fiir alle Werte z konvergent. 

In iihnlicher Weise folgt aus dem ersten Hauptsatze in Verbindtmg mit 

dem zweiten Rilfssatze: 

Sa t~  o.. _ Wenn die Gr@e m (r ;~)  und die Summe 

Z (i- r,(z)) 
r , ~ r  

fiir einen Wert z fiir r ~ 1 beschrSnkt sind, so gilt dasselbe fiir alle Werte ~. 
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Die Behauptung (7) folgt nun aus der Ungleichung (5), wenn man 
l + r  

= ~ setzt. 

Um die Relation (6) zu beweisen, w~ihle man eine beliebige Zald r' 

Intervalles ~ < r' < 1 und setze 

r + r '  
(8) ~' = - - 2 - "  

dort 

des 

Dann multipliziere man beide Seiten yon (5) mit ( 1 - r )  '- '  dr, wo /t > 0, und 
integriere yon r ---- �89 bis r = r'. Eine leiehte Rechnung zeigt, daft die yon 
dem ersten und dritten Glied der reehten Seite herriihrenden Integrale unter 
einer endlichen yon r' unabhiingigen Schranke liegen (vgl. die Fu~note S. 58). 
Beachtet man, daft nach (8): ( 1 - ~ )  < 1 - r  < 2(1-Q) ,  dr = 2d~, so ergibt sieh 
ferner : 

f ClOg T(e) (1 -- r)'- '  dr < 2 ~ # l~g T(t~) (1 -- @- '  d~ < 2 a f r ' lSg  T(r) (1 - r y - '  dr 
t r = � 8 9  �89 

-~- ~ ( r ' ) f  T(r) (1 -- r)'- 'dr + 0 (1), 
t 

womit die Ungleichung (6) bewiesen ist. 

Da die in der zweiten Nummer des vorigen Abschnittes angestellten Betrach- 
tungen unver~indert ihre Giiltigkeit beibehalten, so gelangen wit  zu unserem 
Endziel : 

Z w e i t e r  H a u p t s a t z .  - -  Es sei f (x) eine Funktion, die innerhaIb des Einheits- 
kreises meromorph ist. Bezeichnen a, b, c drei voneinander verschiedene, endliche oder 

unendliche komplexe Zahlen, so besteht fiir r < 1 die Ungleichung 

(II) T(r) < 1V(r; a) + 1V(r; b) + 1V(r; c) - iV, (r) + S(r), 

wo der Ausdruck N,(r) in der auf S. 63 angegebenen Weise mittels der multiplen 
z-Stellen yon f(x) gebildet wird, und das l{estglied S(r) nachstehende Eigenschaften 

besitzt : 

1 ~ Wenn X > O i s t ,  so gilt flit O < r  o < r < l :  

(9) f "  s (t) (1 - t) ~-' ~t < ~ ( r ) f  r r (t) (1 - t) '- '  d~, 
ro ro 

wo s (r) -~ 0 f a r  r ~ 1. 
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yon endlicher Ordnu,g ist (d. h. log T(r) = 0 (lo , s o  ist 

(I0) = o(1o  ) 

Wir machen im folgenden auf einige einfache Folgerungen aus der Haupt- 
ungleichung (II) aufmerksam, die den auf S. 64 gegebenen Fo]gesgtzen der ent- 
sprechenden Beziehung (II) (S. 61) analog sin& Durch Multiplikation mit (1 - r) ~-' dr 
(it > 0) und Integration finder man aus (II) unter Beachtung der Eigenschaft (9) 
des Restgliedes S(r): 

(tl) (i - ( , ) ) f fr  (0  ( i -  ty-, dt <f ' ( • ( t ;  a) + N(t;  b) + N(t;  c ) -  _N, (t)) (1 --  t) ~-' dt + 0 (1). 
ro ro 

Mittels des Hiffssatzes 1 S. 81 folgt hieraus zungchst: 

Satz 1. - -  Wenn, fiir ein gegebenes ). ~ O, die Reihe 

E (i-",(O TM 

fiir drei verschiedene Werte ~ konvergent ist, so konvergiert sie fiir jedes z. Die 
betreffende meromorphe Funktion gehSrt h6chstens dem Konvergenzlypus der Ord- 
nung ~ an. 

Es ist klar, daft man diesen Satz in ~hnlicher Weise ~e den analogen Satz 
auf S. 64 (durch Beriicksichtigung der Einwirkung dot yon den multiplen Stellen 
herriihrenden Gr(i]e N, (r)) versch~rfen kann. 

Ferner folgt aus den obigen Beziehungen (II),  (10) und (11) in Verbindnng 
mit dem ersten Hauptsatze: 

Satz 2. - -  .Es sei f (x) eine fiir Ix[ < 1 meromorphe Funktion, die yon posi- 

tiver Ordnung oder der Ordnung _Null ist und der Bedingung 

(12) li--m r(r) 1 ~ o o  
r = 1 log 1 -  r 

geniigt. Bezeichnen dann a, b, c drei voneinander verschiedene, endliche oder unend- 

lidm kom~exe Zahlen, so gilt 

(13) 1 ~ lira /V(r; a ) + N ( r ;  b)+/V(r;  c) < 3. 
- -  r =  1 T(r)  
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Die Ungleichung 

l v ( r ;  
lira r (r) < ~ 

r ~ l  

kann also hochstens fiir zwe4 verschiedene Werte z bestehen. 

Besitzt die Funktion insbesondere einen Ausnahmewert z ~ c, fi~r welchen 

(14) lira N ( r ;  z) __ O, 
r ---- 1 T(r) 

so gilt fiir jedes a H b H c 

(15) 1 ~_ i~m N ( r ; a ) + N ( r ; b )  ~_~2, 
- -  r = 1 r ( r )  

und es ist demnach 

lira N(r; z) > 1 
r = l  T(r) ~- ~ 

fiir ]edes z H c aufler mSglicherweise einem einzigen Wert. 

Hat f (x) schliefllich zwei verschiedene Ausnahmewerte z ~- a und z ---- b, fiir 

welche die Bedingung (14) besteht, so ist fiir alle iibrigen Werte z 

(16)  l ira N(r;  z) 
r =  l T(r)  - -  1. 

Falls die betrachtete meromorphe Funktion insbesondere yon endlicher 

�9 Ordnung im Einheitskreise ist, und die FundamentalgrN3e 2' der Bedingung 

lim T(r) 
1 

r = 1 l o g  1 -  r 

- -  C O  

geniigt, so sind die obigen Beziehungen (13), (15)und (16) auch dann 

wenn man die oberen Grenzen lira durch die unteren lira erse~zt. 

giiltig, 

Eine Frage yon besonderem Interesse ist, ob die GrN3enordnung des Rest- 
gliedes S(r) der Hanptungleichung (II) im Falle einer Funktion endlicher Ord- 
nung durch die Absch~itzung 

O(lO  r) 
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richtig getroffen ist, und ob also die Bedingung (12) die wahre Gfiltigkeitsgrenze 
des obigen Satzes ausdrfickt, blittels der Modulfunktion ~ (x) sieht man zun~ichst 
leicht ein, daft das Restglied S(r) nicht fiir r ~ 1 beschr~inkt sein kann. Diese 
Funktion nimmt n~mlich die drei Werte  a ----- 0, b ---- 1, c ---- r fiberhaupt nicht 
an, und die Ungleichung (II) ergibt also 

(18) T(r, co) < S(r). 

W/ire nun S ( r ) =  0(1), so w/ire auch T(r, o) ffir r <  1 beschr~inkt, und die 
Modulfnnktion h/itte nach dem Korollar S. 80 bei radialer Ann/iherung an die 
Peripherie des Einheitskreises fast iiberall wohlbestimmte Randwerte, was im 
Widersprueh mit bekannten Eigenschaften dieser Funktion steht. 

Wir  werden nun zeigen, dab die Gr~flenordnung (17) des Restgliedes S(r) im 
l~alle einer meromorphen Funktion yon endlicher Ordnung tats/ichlich die richtige 
ist. Hierzu geniigt es offenbar nach (18) zu beweisen, dab die •odalfunktion 
~(x) der Bedingung 

(19) l i~ r(r) 1 > 0  
r = l  log 1 - r  

geniigt. Zu diesem Zweck bilden wir den Einheitskreis [x[ ~ 1 auf die obere 
Halbebene l ( s ) ~  0 der s-Ebene konform ab z.B. so, dab der Nullpunkt x ~ 0 
in den Punkt  s ~-- i iibergeht; dies geschehe durch die lineare Transformation 

s = s ( x ) ,  �9 = x ( s ) ,  = 0. 

Die zusammengesetzte Funktion co (x(s)) = -~(s) hat dann die Eigenschaft gegen- 
fiber den Substitutionen der Gruppe 

as+~ 
7s+~ 

invariant zu sein, wobei a, ~ ungerade, ~, ~ gerade ganze Zahlen sind, derart, daft 

( 2 0 )  a a  - = I .  

Bezeiehnet % den Wer t  ~ ( 0 ) =  ~(i), so nimmt also die Funktion ~(s) denselben 
Wer t  % in allen Pmakten 

aiq-fl a T + ~  1 
(21)  ~ = r i + t~ - -  1,'+ t~ ~ + i - - -  

all. 
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Es seien nun ? (~  0 rood 2) und ~ ( _  1 rood 9,) zwei beliebige teilerfremde 
Zahlen. Man sieht leicht ein. dab dann eine Zahl a (~  1 rood 2) mad eine Zahl/$ 
(~  0 rood 2) existieren, welehe die Gleiehung (20) befriedigen und dazu den Be- 
dingungen 

geniigen, wenn 7 4 0; flit 7 = 0 sell die erste Ungleiehung durch 1~ I = 1 er- 
setzt werden. Fiir dieses Zahlenpaar ist also 

Wir sehen denmach, daft jedem zul~issigen Wertpaar 7, # eine Substitution der 
Nodu]gruppe entspricht, ffir welche der Punkt (21) in den Streifen [R (s)] < 2 f~llt. 

Sei nach diesen Vorbereitungen t eine Zahl des Intervalles 0 < t -< 1 ; wir 
wollen die Anzahl v(t) der in dem Reehteek 

(22) [~(s)l ~ 2, t _< z(s) < 1 

liegenden Punkte ~, abschgtzen. Gem~iB den obigen Bemerkungen ist ~(t) nicht 
kleiner als die Anzahl ~ (t) der zul~issigen Zahlpaare 7, #, flit welche 

1 
7' + ~' < T"  

Es sei ? ----- 2k eine positive gauze Zahl < __1__ ~]~,  und ~ (7) die Anzahl der zu 7 

relativ primen Zahlen, die < ~, sind; die Anzahl ~(t) ist dann offenbar grSBer 
als die Summe 

2; ~(r). 
1 

q~ 

Nun ist abet ~(?) = ~(2k) ~ ~(k), und es wird demnaeh 

(0 > E ~(k). 
1 

k < - -  

Fiir den zahlentheoretischen ]l~ittelwert ~] ~ ( k ) ~  O(u) gilt bekanntHeh die 
k < u  

3 u '  asymptotisehe Formel: ~(u) ~ -  , und man finder also: 

3 
~, (0 > (1 - ~) s ~ ' t '  
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wo ~-§ 0 f'dr t ~ 0. Es existiert also eine positive Zahl c derart,  
zahl v(t) der in (22) liegenden Punkte  ~ der Ungleichung 

C 

(23) > 7- 

dab die An- 

fiir alle hinreiehend kleinen Wer te  t geniigt. 
Diese letzte Ungleichung wenden wir nun an, um die Anzahl n(r ;  coo) der 

in den Kreis Ix[ ~ r ( ~  1) fallenden Bildpunkte der Punkte s ~ ~/ abzusch/itzen. 
Eine leiehte Reehnung zeigt,  daft der Bildkreis Q des Kreises Ix] ~ r dutch die 
Eckpunkte _+ 2 + it des Rechtecks (22) geht, wean t and r dutch die Gleiehung 

(1- - r ' ) t  = l + r ' - - 2 V l - - ( 1 - - f ) ( 2 - - r ' )  

verbunden werden, woraus 

(24) t = ~ (i -- r) (I + ~ (r)) 

folgt;  ~(r) ist hier eine mit  1 -  r versehwindende 8r6fle. 
(22) ein Teilgebiet des Kreises,Cr, und daher 

n(r; ca.) >= 

g e m ~  (23) und (24) existiert  also, wenn 0 < ro < 1, 
positive Zahl d derart,  dab 

d 
n(r  ; cao) > i - - ~  fdr r~ ~ r < 1. 

Nun ist das Gebiet 

eine yon r unabh~ngige 

Fiir die GriSBe 2V(r; ~o) ergibt sich hieraus 

2V(r; ~o) ~ r n (t t; ca") dt ~ n (t; ca,) dt ~- d log 1 - r ' 
ro 

und es ist  also 

lira N(r ; ~o) 
- -  1 

r ---- 1 log 1 - r 
> 0 .  

Nach dem ersten Hauptsatze ist aber T(r,  c a ) ~  2V(r; ca,)+ 0(1), und wir finden 
schlieBlich, _d~B 

lira T(r,  ca) 0, 
1 

r = 1 log 1 r 

eine Ungleiehung, die sogar etwas schiirfer als die zu beweisende (19) ist. 
Acla t .alh~mlica.  46. lmprim6 le 26 mars 1925. 12 
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Durch eine ~hnliehe Uberlegung, wie die eben durchgefiihrte, kann man 
schlieften, daft die Modulfunktion der Ungleichung 

lira N(r" z) ' ~ 0  
1 

r : l  log 1 - - r  

nieht nut fiir z = c%, sondern fiir jeden yon 0, 1 und c~ versehiedenen Weft 
z geaiigt. Mittels des Hilfssatzes 2 S. 82 geht hieraus hervor, daft die Reihe 

Z ( 1 -  ~ (~)) 

fiir alle Werte z aufter den drei: z = O, 1, c~ divergent ist. Wir sehen also, 
daft die in dem Satz 1 auf S. 85 gemachte Voraussetzung, dab n~imlieh die Zahl 

> 0 ist, wesentlich ist; der Satz gilt nicht mehr fiir it ----- O. 

Es sei zum Schluft auf eine spezielle Folgerung aus der Hauptungleichung 
(II) aafmerksam gemaeht. Wir betraehten eine Funktion f(x), die innerhalb 
des Einheitskreises drei Werte z. B. 0, 1 und c~ ausl~ifit. Aus dem zweiten 
Hauptsatze folgt dann, daft die Fundamentalgri~l~e T(r), die sich im vorliegenden 
Falle auf den Mittelwert 

2~ , �9 
T(r) -~ re(r; c~) - -  2=1 fo ff)g f(re'~) dep 

reduziert, die obere Schranke 

1 
log~ fiir 0 < r  o < _ ~ r < l  (25) T(r) < cons& --r  

hat, eine Absch~tzung, die, wie wir soeben gesehen haben, sich nicht verbessern 
14t3t. &us der Ungleichung (1) S. 81 sehlieften wir welter, indem wit 2 0 = 1 + r 
setzen, dab der Maximalmodul M(r) der Funktion der Ungleichung 

log M (r) <const .  ~ r  log i 1 

geniigen marl. Der Umstand, daft die Beziehung (25) scharf ist, k(innte die Ver- 
mutung nahe legen, daft auch die letzte Absch~tzung die bestm(igliche sei; tat- 
s~chlich ist dies abet nicht der Fall, denn es ist unter den obigen Voraussetzungen, 
w i o  LANDAU [21]  gezeigt hat, 

1 
log M (r) < coast.-1-Lrr ' 

wo die rechtsstehende Schranke wieder yon der Modulfunl~ion erreicht wird. 
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A n h a n g .  

1. Nachdem ich die vorliegende Arbeit im Manuskript fertig hatte, erhielt 
ich yon Herrn LIVrLEW00D eine briefliche Ylitteilung, wo er eine interessante 
Verallgemeinerung der in meiner Arbeit ~ Untersuchungen iiber den Picardschen 
Sate" entwickelten Methode angibtL Diese verallgemeinerte Methode ist auch im 
Falle einer meromorphen Funktion anwendbar; ich werde im folgenden mit Herrn 
LITTLI~WOOD$ giitiger Erlaubnis yon ihr Gebrauch machen, um die S~itze, welcbe 
im dritten Abschnitt der vorliegenden Arbeit gegeben sind, zu erweitern. 

Es sei f(x) eine meromorphe Funktion and ~(x) das Produkt 

V = (f-- a,) (f-- %)... ( f -  %_,), 

wo die Zahlen a,(u ~ 1, . . . ,  q - 1 )  endliche, untereinander verschiedene komplexe 
Zahlen bezeichnen. ~Ian beweist leicht, daft 

(1) 

In der Tat ist zuniichst 

(19 

( q - l )  r(~, f) < r(~, ~) +o(1 ) .  

( q -  1) _N(r, f) --~ _N(r, q~). 

Um die Gr(ifie re(r, f) abzusch~itzen, bemerke man, daft 

. . . . .  1 - aq-i I ' 
f i 

und also flit Ifl ~ 2a, wo a die grSISte der Zahlen I%1,..., laq-,I ist, 

Iflq-' ~ 2q-'1r ( q - 1 ) l ~ g l f  I __< ( q - 1 ) l o g 2 + l S g l r  I. 

Es wird demnach 

(1") (q - 1) ,~ (~, f) 

1 r 2 ~ +  �9 ' q - 1  f 1 ~:fa(q _l) l~glf ld ~ - = ( q - 1 ) ~ J  ~ logif(re*q~)idvp-- ~-  l~g[f ld~+~--  
l ft ~ 2a ~fi 

-~(q-1)l~g2a+(q--1)log2+ 1 / l~g[~ld ~ < m(r,•)+O(1). 

Ifl_~_ 2a 

' Wi~hrend der Drucklegung dieser Abhandlung hat Herr COLLINGWOOD [22] eine Note ver- 
8tfentlicht, wo er dieselbe Erweiterung angibt. 

12" 



92 Rotf Nevanlinna 

Die Behauptung (1) folgt nun durch Addition yon (1') und (1"). 

Nach dem ersten Hauptsatze ist weiter 

(2) T(r,@) = m , -~ 

Hier ist nach der Ungleichung (4) S. 53 

(a) ,. r, = m r , u  _<_,n 

und ferner nach dem ersten Hauptsatze: 

(r'-~)+q-12~(r' f 1----~,) 

T(r,f)-lg(r,f)+m(r, ;)+N(r, f')',W(r, ~, )+0(1) .  

Gemiili (1) bis (4) ist also 

q-1 

+ o (1). 

C) Zur Absch~tzu~ng des Gliedes m , schreibe man ~- in der F o r e  

1 ;~11 C , 
,1, f-a.' 

wo c, die endliche, yon Null verschiedene Zahl c, = r =~, 

Anwendung der Ungleichungen (4) S. 53 folgt dann, dab 

I f '  < + l~g 7 _--__l;g Zlc ,  llf_-z~ ~ _--Z1;g  ~ E l o g l c . l + l a g ( q - 1 ) ,  

oder also 

m(r' f---@) .q-lm( f' f_---g, / ~ + o (1). 

Zusammenfassend gilt also das Resultat : 
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Wenn f (x) eine meromorphe Funktion ist, und a, , . . . ,  aq_ 1 endliche, voneinander 
verschiedene komplexe Zahlen bezeichnen, so ist 

(5) q-1 

wo das Glied B(r) gleich 

s ( O =  E m +o(1)  ( ao=O)  

ist. 

Beachtet man ferner, daft T(r, f - a . )  = T(r, f ) +  0(1), so folgt unter An- 
wendung des Satzes S. 51 tiber die logarithmische Ableitung einer meromorphen 
Funktion, daft S(r) den in dem Satze ~. 59 angegebenen Bedingungen geniigt. 

Es seien nun zl, z , , . . . ,  zq beliebige, endliehe, verschiedene Zahlen. Man 
kann wieder der Ungleiehung (5) dadureh eine allgemeinere Form geben, daft 
man sie auf die Fnn~rtion 

1 
~(x) = f (x ) -~  
1 

anwendet, indem man a, ---- - -  (v = 1 , . . . ,  q--1) setzt. Es wird 
z , - z q  

and, da 

(vgl. S. 61): 

(jO t ~ f /  

( f -  ~0' ' 

= 2N(r,  1 1 

Schlie•lich ist nach dem ersten Hauptsatze 

und man erh~ilt aus (5): 

r(r ,  ~) = T(r, f)+O(1),  

=1 ~ ~ -~ , ) -N(r '  ~)-(2N(r, f ) -N(r ,  f'))+S(r), (6) (q-2) r(r,f):< ~ N(r, 1 

wo S(r) wieder den oben angegebenen Bedingangen geniigt. 
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In der Ungleiehung (6) kann man naehtr~iglich einer der Zahlen z, auch 

den Wert  cr geben; setzt man n~imlich z.B. zq = ~ ,  so soll N r, 

N(r, f) ersetzt werden, und die Beziehung (6) geht in die friiher bewiesene (5) 
fiber (wobei z, = a,(v = 1, . . . ,  q - l ) ) .  Wir  erhalten also als Ergebnis folgende 

Erweiterung des zwei ten  Hauptsatzes: Es sei f(x) eine in der endlichen 
•bene meromorphe Funktion. Bezeichnen zi, z~, . . . , zq  untereinander verschiedene, 
endliche oder unendliehe Zahlen, so ist 

(lII) (q -2 )  T(r) < ~, N(r; ~,,)- N, ( r )+S(r ) ,  
~ 1  

wo 2~ (r) in derselben Weise, wie in dent zweiten Hauptsatz (S. 63), mittels der mehr- 
fachen Stellen von f (x) gebildet wird, und das Restglied S (r) ebenfalls den in diesem 
Satze angegebenen Bedingungeu geniigt. 

In der Ungleichung (III) ist die spezienere 

q 
(IH') (q--2) T(r) < ~_j N(r, z , )+S(r)  

*'~---1 

enthalten, wo die Bezeichnung N die auf S. 63 angegebene Bedeutung hat. 

2. Das soeben ausgesprochene Ergebnis, das den zweiten Hauptsatz als 
besonderen Fall (q ---- 3) enthRlt, fiihrt zu einigen interessanten Erweiterungen 
der im dritten Abschnitt gegebenen S~itze. Wit  machen insbesondere auf nach- 
stehende VeraUgemeinerung des Satzes auf S. 68 aufmerksam: 

Satz 1. - -  Wenn z t , . . .  , zq voneinander verschiedene Zahlen sind, so ist 

lira N(r; z , )+ N(r; z,)+ ... + N(r; zq)_ > q--2.  
, =--~ T ( r )  = 

Eine meromorphe Funktion f (x) geniigt also der Ungleichung 

(7) 1 - 2  <__ lira N ( r ; , )  
q ---r=oo T(r) (<=-1) 

fiir jedes z, hSchstens q -  1 Werte ausgenommen. 
Wenn f (x) insbesondere vine ganze Funktion ist, oder, allgemeiner, der Be- 

dingung 

lira ~ ' ( r ; z )  ___ 0 
, = o o  ~(r )  
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fiir einen Wert  z = z o gew~gt, so ist, falls z, # z o (v = 1, . . . ,  q), 

lira 2v(r; ~,) + . . .  + ;v(r;  ~q) => q _ x. 
r = oo T(r )  

E ine  solche Funk t ion  besit~t also die Eigenschaft  

(7') N( r ;  z) (<_~ 1) 
l ~ , r )  

fiir # d e s  z :~ z o, au)ffer m6glicherweise q - -  1 Ausnahmewerten.  

Im Falle einer Funkt ion yon unendlicher Ordnung sollen hierbei die oft- 
genannten Ausnahmeintervalle yon endlichem Gesamtmag zuerst  ausgeschlossen 
werden. Durch Beispiele kann man wieder zeigen, dag die in diesem Satze erhal- 
tenen Grenzen sich nicht verbessern lassen. So existieren z.B. meromorphe 
Funktionen, bei denen die @leichung 

(8) lira N ( r ; z )  _ 1 2 
r = o o  / '(r) q 

fiir q verschiedene Zahlen ~ besteht; eine solche Funktion ist 

wo 

F(x) = f )(t)dt, 
0 

2q xq~l 
q - 2  

f ( x ) -  e 
(co s ( i x~- ' ) ) "  

(q >= a). 

Eine ghnllche Reclmung wio die auf S. 70--74 durehgef'fihrte zeigt, da~ f 'drF(x) :  

mad also 

4 r q-t 2r q-1 
re(r; oo) ~ - - - -  q- -2  ~ , N ( r ; c ~ ) ~  ~ , 

2q r q-~ 
l ' (r)  r q -  2 

Ferner  ist fiir j~len der Wer te  

2~vi l ~176 2q 
z~ = e q-1 4e q -2  t~-~ 

�9 ( , , _ , +  et 

2r q-t 
N ( r ;  ~,) ~ - -  

Die Oleichung (8) gilt  also Fdr die q verschiedenen Werte  z,, z,, . . . ,  %_, und oo. 
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Daft auch die in (7') gegebene, fiir ganze Funktionen giiltige untere Schranke 

sieh nicht erh~ihen 1/iBt, geht aus dem Beispiel 

0 

hervor. Diese Funlrtion geniigt n~imlieh dor Bedingung 

lira N(r; z) ---_ 1 1 
r-~oo T(r)  q 

f'fir die q verschiedenen, endlichen a~ymptotischen Werte  

2~vi 

f0 ~ --tq 
z, -~- e q e dt (v = l ,  2~ . . . ,  q). 

Wit  wollen zum Schlufl auf eine weitere einfache Folgerung aus dem er- 
weiterten zweiten Hauptsatze aufmerksam machen. Wenn k eine beliebige Zahl 

des Intervalles ~ ~ k < t i s t ,  so kann die Ungleichung 

lira N(r;  z) < k 
r = c ~  T(r)  

l + k ~  
h~ichstens flit eine endliche AnzahI _~ 1 -  k] yon Werten z bestehen. Is t  also 

k 1 < k, < ... < k, < k,+, < ... eine beliebige Zahlenfolge derart ,  daft k, --* 1 

fiir v ~ o% so ist a f o r t i o r i  die Anzahl der Werte  z, fiir welohe 

(9) lira N(r;  z) 
r = ~ T (r) 

in das Intervall  (k,, k,+,) fiillt, endlich, und man schliefit also: 

Sa tz  2. - -  JEine meromorphe Funkt ion geniigt der Bedingung 

lim N(r ;  ~) = 1, 
~ = o o  r ( r )  

aufler mSglicherweise fib" eine abzghlbare Wertmenge z. 

Es ist nicht unwahrscheinlich, daft die Ausnatnnemengo (z), fiir welche die 
obere Grenze (9) kleiner als FAns ist, bei einer meromorphen Funktion yon 
endlicher Ordnung nut aas einer endlichen Anzahl Wer te  z bestehen kann, 
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Nach Obigem ist es natiirlich, eine Zahl z als einen Ausnahmewert einer 
gegebenen meromorphen Funktion zu bezeichnen, sobald 

lira -~("~; zA < 1. 
= r ( r )  

Die durch die Formel 

= m(--5 i = 1 -  li-  lV(r;  
r = cx~ T(r) r =  oo T(r) 

definierte Zahl O ( z ) ( O ~  O(z)<__-~1) nennen wir kurz das Gewicht des betref- 
fenden Wertes z. ~Iit dieser Bezelchnung nimmt die Hauptung]eichung (III) eine 
besonders elegante Form an. 
folgt, dab 

Dieses Ergebnis besteht nun, 
man findet demnach den 

Dividiert man n~imlich beide Seiten mit T(r), so 

q 

1 

wie gro6 die Anzahl q auch gew~ihlt wird, and 

Satz  3. - -  Es seien f(x) eine meromorphe Funktion, z~, z~, . . .  ihre Ausnahme- 

werte und O, das Gewicht des Wertes z,. Dann ist die Reihe 

konvergent und ihre Summe ]~chstens gleich 2. 

:Falls f (x)  insbesondere eine ganze Funktion ist, so ist der Weft  z = c~ 
ein Ausnahmewert yore Gewlcht Eins, and man schlieBt: 

Korol lar .  - -  Die Summe der Gewichte der endlichen Ausnahmewerte einer ganzen 
Funktion ist hochstens gleich Eins. 

Wit haben in clieser Arbeit mehrere Beispiele meromorpher Funktionen 
gegeben, bei denen die Gewichtssummen der Ausnahmewerte die in diesen S~tzen 
gefundenen oberen Schranken (2 bzw. 1) erreichen. 

Die Giiltigkelt der oben eriirterten S~itze erstreckt sich ohne weiteres auf 
analytischeFunktionen, die innerhalb des Einheitskreises meromorph sind, sobald 
die Fundamentalgr(ifle T(r) der Bedingung 

1 
r -- 1 log 1 -  r 

geniigt. 

Ada mathsmatico. 46. Imprimd 1o I avril 1925. 13 
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