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2 Rolf Nevanlinna.

Einleitung.

Das zentrale Problem in der Theorie der ganzen Funktionen bildet die
Frage nach denjenigen Beziehungen, welche zwischen dem Anwachsen einer
ganzen Funktion f(z) und der Dichte der Wurzeln der Gleichung f(z) = ¢
bestehen, wobei ¢ eine endliche, von z unabhéngige Zabl bezeichnet. Charakte-
risiert man das Anwachsen einer gegebenen ganzen Funktion, wie iiblich, durch
den Maximalmodul

M(r) = max |f(2)],
lzl=r

die Dichtigkeit der z-Stellen der Funktion wiederum durch die Anzahl n(r; #)
dieser Stellen in dem Kreise |z] < r, so kinnte man eine allgemeine Eigenschaft
der ganzen Funktionen kurz ausdriicken, wie folgt: Die Funktion n(r; &) wichst
fiir v - 0o micht schneller als die Funktion log M(r). Den prizisen Inhalt dieser
Aussage, die am einfachsten als eine Folgerung des bekaunten Jensenschen Satzes
[1] gewonnen wird, gibt im Falle einer ganzen Funktion, deren Ordnung
(2) fim lo_gllgg_l'll(_r)

r=00 ogr
endlich ist, der sogenannte ersfe Safz von Hapamarp [2]:

Die Ordnung (a) der GriBe log M(r) ist nicht niedriger als die Ordnung

m logn(ri#)
r =00 lOg r
der Anzahlsfunktion n(r; 2).

In dieser Weise werden also die Anzahlsfunktionen n(r; ¢) durch den Loga-
rithmus des Maximalbetrages nach oben beschridnkt. Es entsteht nun weiter die
Frage, ob dann die Grofen = (r; 2) bei gegebenem Maximalmodul beliebig langsam
wachsen konnen. FaBt man nur einen Funktionenwert z, etwa den Wert ¢ = 0,
ins Auge, so bleiben in dieser Richtung tatsichlich alle Moglichkeiten offen:
denn es existieren ja ganze Funktionen, fiir welche die GriBe n(r; 0) sogar
identisch verschwindet, d.h. die den Wert Null in der ganzen endlichen Ebene
iiberhaupt nicht annehmen. Anders verhdlt sich die Sache schon, wenn man
zwei Werte 2 ins Auge faBt: hier setzt der Proarpsche Satz [3] ein, nach welchem
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eine ganze Funktion, die sich nicht auf eine Konstante reduziert, hichstens einen
einzigen endlichen Wert ausliffit. Einen solchen Wert #, der also von der Funktion
iiberhanpt nicht angenommen wird, werden wir im folgenden einen Picarpschen
Ausnahmewert der betreffenden Funktion nennen.

BorewL [4] hat eine duBerst wichtige Verallgemeinerung des Picarpschen Satzes
gegeben, indem er fiir Fanktionen von endlicher Ordnung folgendes gezeigt hat:
die Grifie n(r; z) ist genau von derselben Ordnung, wie log M(r), fiir jedes endliche
2, aufler moglickerweise einem eingigen Wert, fiir welchen sie von nicdrigerer Ordnung
sein kann. Diesem Picarp-BoreLschen Satze, den Brumentaar [B] zuerst auf ganze
Funktionen unendlicher Ordnung erweitert hat, schlieBt sich eine ganze Reihe
von Untersuchungen an, wo die Ergebnisse, auf die oben kurz hingewiesen worden
ist, weiter verallgemeinert und verschirft worden sind.

Es sei nun f(x) eine meromorphe Funktion, d.h. eine in der ganzen end-
lichen Ebene eindeutige analytische Funktion, die daselbst keine anderen Singu-
laritdten als eventuelle isolierte Pole besitzt. Man nehme zuniichst an, dafl f(z)
einen Prcarpschen Ausnahmewert hat, d.h. daB ein Wert a existiert, der von
der Funktion fiberhaupt nicht angenommen wird. Wenn @ = oo ist, so ist f(z)

eine ganze Funktion; ist wiederum @ endlich, so ist eine ganze Funk-

1
_ f(x)—

tion: Man kann daher sagen, daB die Theorie der ganzen Funktionen die Theorie
derjenigen meromorphen Funktionen ausmacht, welche einen Picardschen Ausnahme-

wert besitzen.

Betrachtet man die Sache von diesem Standpunkt aus, so erscheint es, wenn
man einmal die Untersuchung der Verteilung und Dichtigkeit der Wurzeln der Glei-
chung f(z) = ¢ als eine der Hauptaufgaben der Theorie ansieht, wiinschenswert
sich von der einschrdnkenden Annahme der Existenz eines Picarpschen Ausnahme-
wertes frei zu machen. Es entsteht aber sogleich eine Schwierigkeit, wenn man
zum Gegenstand der Untersuchung eine ganz allgemeine meromorphe Funktion
nimmt. In der Theorie der ganzen Funktionen bestand das Problem in der
Frage nach den Relationen, durch welche das Wachstum der GroBe log M (r)
mit dem Anwachsen der Anzahlsfunktionen n(r; z) verkniipft ist. Ist aber f(x)
eine meromorphe Funktion, so verliert die erstgenannte Fundamentalgriofie
log M (r) ihre friihere einfache Eigenschaft, eine wachsende, endliche Funktion von
r zu sein, und ist nicht mehr geeignet, das Anwachsen der meromorphen
Funktion zu charakterisieren. Uberhaupt scheint der ganze Begriff des An-
wachsens einer Funktion seinen Sinn zu verlieren. TUnd derselben Schwierig-
keit begegnet man, wenn man das Verhalten der Funktion gegeniiber einem

1*
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7@1—_7 statt £ ()

endlichen Wert 2 untersuchen will, indem man die Funktion

betrachtet.

In seinem Werke , Lecons sur les fonctions méromorphes® ist BoreL [6] dieser
Schwierigkeit dadurch aus dem Wege gegangen, daf er die Untersuchung der
meromorphen Funktionen auf die Theorie der ganzen Funktionen zuriickzufiihren
versucht hat, und zwar in folgender Weise : Wenn f () eine meromorphe Funktion
ist, so bilde man mittels ihrer Pole ein Wgimrsrrasssches kanonisches Produkt
G (r) von mdglichst niedrigem Gescblecht. Das Produkt f(z) G (x) = H(x) ist
dann eine ganze Funktion, und man hat also fiir die meromorphe Funktion f ()
die Darstellung

(b) @) = _g%

Die Ordnung von f(z) wird als die grofere der Ordnungen der ganzen Funk-
tionen H und G definiert. Mittels dieser Darstellung hat BoreL den oben be-
sprochenen Prcarp-Borenschen Satz dahin verallgemeinert, daf die GroBe »(r; 2)
bei einer meromorphen Funktion von endlicher Ordnung von derselben Ordnung
wie die Funktion selbst ist und zwar fiir jedes # auBler hchstens zwei Ausnahme-
werten, fiir welche sie von niedrigerer Ordnung sein kann (bierbei wird selbst-
versténdlich auch der Wert # = oo beriicksichtigt).

Abgesehen davon, dafl die Darstellung (b) nur bei Funktionen, bei welchen
die Polanzahl #(r; co) von endlicher Ordnung ist, darch die obige Vorschrift
eindeutig definiert wird, leidet das Boreusche Verfahren an dem Ubelstand, daB
die Klassifikation der meromorphen Funktionen auf Grund einer willkiirlich
gewihlten Darstellungsform geschieht und nicht, wie in der Theorie der ganzen
Funktionen, auf die inneren Eigenschaften der Funktionen basiert ist. Es fehlt
vor allem ein Kriterium dafiir, fiir welche meromorphen Funktionen der Zihler
H in (b) von endlichem Geschlechte ist, also ein Analogon des Hanamarpschen
Satzes, nach dem eine ganze Funktion von endlicher Ordnung auch immer von
endlichem Geschlechte ist, ein Satz, der als eines der wichtigsten Ergebnisse der
Theorie der ganzen Funktionen betrachtet werden muf. XEs diirfte unseres Er-
achtens schwer sein, von der Darstellung (b) ausgehend zu einer allgemeinen
Theorie der meromorphen Funktionen zu gelangen.

In der vorliegenden Arbeit wird der Versuch gemacht, eine allgemeine
Theorie der meromorphen Funktionen zu entwickeln. Ans den obigen Bemer-
kungen ist schon hervorgegangen, daf man hierbei gendtigt ist, die Fundamental-
grofie log M (r) aufzugeben und durch neue HilfsgroBen zu ersetzen. Diese neuen
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Fundamentalgrofien ergeben sich aber in natiirlicher Weise, wenn man bei der
Untersuchung meromorpher Funktionen nicht eine Darstellung einer solchen
Funktion als Quotient von zwei ganzen Funktionen zum Ausgangspunkt wihlt,
sondern als Hilfsmittel und funktionentheoretische Grundlage die allgemeine
Integralformel

(A) ' logf(z)
1 2= TN rew-{-x rP—a,x r*—bx
= 10 -— d’ﬂ'— 10 L Do + 10 RS A
2“[ g'f(re )lrew—x ja,,|2<r g"(x—ay) ]b,!2<r gr(z-—br)
+ - Const.

benutzt, wo eine innerhalb des Kreises [¢| = r eindeutige, mgeromorphe Funktion
f(z) durch die Randwerte ihres absoluten Betrages und durch ihre in diesem
Kreise gelegenen Nullstellen g, und Pole b, dargestellt wird. Diese Formel, die in

@) log!f (te'?)|
_ 1 = gy r’—¢ r—a,x
- ﬂj(; log|f (re )'r’+t’—2rtcos(ﬂ—q>) dﬂ_|a#|2<,.log r@—a,)
7'2—7)1!56
+ log | ———
Ibv|2<r lr@=s,)

iibergeht !, wenn man z = te'? setzt und auf beiden Seiten den reellen Teil
nimmt, haben F. Nevinpines und der Verfasser in letzter Zeit zur Untersuchung
verschiedener funktionentheoretischer Probleme angewandt. Wir nennen sie die
Poisson-Jensensche Formel; wenn f (%) im Kreise {¢| < r regulir und von Null
verschieden ist, reduziert sie sich nimlich auf die Pomssonsche Integraldarstellung
der regulir harmonischen Funktion log|f(x)] durch ihre Randwerte, wihrend
sie andererseits fiir z = 0 in die bekannte Jensessche Formel

1 2x

®) loglfOl = 5 ) log\f(rew)!d&—|a“|§]<rlog|(:j+lbv|2<rlog—lzj

iibergeht.
Um den Inhalt dieser letzten Beziehung klar hervortreten zu lassen, fiihren

! Wenn f(x) auf dem Rande I" und innerhalb eines zusammenhiangenden Gebietes G ein-
deutig und meromorph ist, so gilt allgemein fir |f(x)| die Darstellung:

(&") log |f()] = - j; tog|7(®)] 228 D ds+ 59w, 5)-Fo @ @),

T

wo g(§ ) die GREENsche Funktion von G mit ihrem Pole im Punkte § = x bezeichnet. Ist G
ein Kreis |2 |=r, so geht (A”) in (A’) iiber.
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wir folgende Bezeichnungen ein: Zunichst sei, falls # eine gegebene komplexe
Zahl ist, m(r; z) der Mittelwert

m(r; 2) = L 2”15 1
S 2“£ 8 f(rew)—z

wo logt die Zahl log¢ oder Null bezeichnet, je nachdem ¢ =1 oder 0 < ¢ =1

e,

1 - durch f ersetzt werden. Ferner sei.

f—

ist; fiir 2 = oo soll in dem Integranden

Tn(t; 2)
N(r;2) = f n(—’_dt = 1o
( y ) 0 t r‘,Er g v(z)
wo r,(2) die absoluten Betrige und #(r; #), wie vorher, die Anzahl der 2-Stellen
der Funktion im Kreise |z| < r bezeichnen. Mit diesen Bezeichnungen nimmt
die JensEnsche Formel die einfache Gestalt an!:

(8) m(r; o) + N(r; 00) = m(r; 0) + N(r; 0) +1log |f (O)]

Mittels der Porsson- Jensenschen und der spezielleren Jensenschen Formel
kann man nun den nachstehenden Satz beweisen, den wir wegen der grundle-
genden Bedentung desselben fiir die ganze Theorie den ersten Hauptsatz nennen:

Zu jeder meromorphen Funktion f(z) gehirt eine reelle Funktion T'(r) von fol-
genden Eigenschaften :

1° T'(r) ist eine wachsende Funktion von r und eine konvexe Funktion von logr.
2" Wenn 2 eine beliebige von z unabhingige, endliche oder unendliche komplexe
Zahl bezeichnet, so ist

@ m(r; z2)+N(r;2) = T(r)+0(1).
Die auf der linken Seite der Beziehung (Ip stehenden zwei Glieder smd
nichinegativ. Das erste Glied m(r; 2) ist der Mittelwert der Grife log

f_
auf dem Kreis |#] = r und erhdlt also wesentliche Beitrdge von denjenigen
Bogen dieses Kreises, auf denen der Funktionenwert f nahe an dem Wert 2

! Wenn & = 0 eine n, (z)-fache z-Stelle von f(0) ist, 8o sei
N(r; 2) —-f n(t; z) (z)dt+no(z)logr

f(x)

o fi (x) an
z

Ist z.B. f(0) = 0, so wenden wir die JENsBNsche Formel auf die Funktion

und erhalten

(8" m(r; 00) + N (r; 00) = m(r; 0) + N(r; 0) + log | £(0)|-
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liegt; man konnte daher sagen, daB m(r;s) ein MaB fiir die Stéirke der mitt-
leren Konvergenz der Funktion f(z) gegen den Wert # fiir » - co angibt. Das
zweite Glied N(r; 2) bestimmt wiederum, wie dicht diejenigen Punkte liegen, in
denen die Funktion den betreffenden Wert ¢ tatsdchlich annimmt. Die Summe
m(r; z)+ N(r; s) konnte man deshalb als die ,s-Komponente* in der Variation
der meromorphen Funktion fiir [z] — co bezeichnen: sie charakterisiert sozusagen
die Stirke der Affinitit, welche die Funktion zu dem komplexen Wert 2z besitzt.
Der erste Hauptsatz driickt nun ans, daB simtliche ¢-Komponenten einer mero-
morphen Funktion gleich stark sind; je zwei von ihnen halten einander fiir
r — co im Gleichgewicht, derart daB ihre Differenz fiir jedes r beschrinkt ist.
Diese schon an sich bemerkenswerte Symmetrieeigenschaft der meromorphen
Funktionen ist fiir die ganze Theorie von fundamentaler Wichtigkeit.

Die Klassifikation der meromorphen Funktionen geschieht nun in natiirlicher
Weise auf Grund des asymptotischen Verhaltens der Fundamentalgrife T'(r): wir
definieren die Ordnung einer gegebenen Funktion als die obere Grenze

im eT0)
r=oco 1087
Diese Definition ist im Falle einer ganzen Funktion f(z) mit der gewdhnlichen
Erklirung dquivalent, denn die GréBen 7(r) und log M(r) sind dann von der-
selben GrioBenordnung.

Das asymptotische Verhalten der FundamentalgriBe 7'(r) ist fiir die Eigen-
schaften der betreffenden mercmorphen Funktion f(z) von ausschlaggebender
Bedeutung. Es gelten u. a. folgende Sitze:

1° Wenn T'(r) = O(1), so reduziert sich f(x) auf eine Konsiante.

2° Wenn T'(r) = O(logr), so reduziert sich f(x) auf eine rationale Funktion.

3% Wenn T(r) = O(r"), wo A eine endliche Zahl ist (d.h. wenn f(x) hochstens
von der endlichen Ordnung L ist), so ist

11, (2)
11, ()’

) = aocPe®

wo o« ewne ganse Zahl ist, P, ein Polynom vom Grade k = A bezeichnet und
II,, II, WEiErstrasssche kanonische Produkte sind, derem Geschlechter nicht
hoher als A sind.

Dieser letzte Satz enthdlt als speziellen Fall den Haipamarnschen Satz, nach

welchem das Greschlecht einer ganzen Funktion hdchstens gleich der Ordnung
der Funktion ist.
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Diese drei Sitze sind alle leichte Folgerungen aus der Porssox-JexsExschen
Formel. Im Zusammenhang mit dem ersten Hauptsatz entstehen aber in natiir-
licher Weise einige weitere Fragen, die Anlaf zu bedeutend tieferliegenden
und schwierigeren Betrachtungen geben. GemidB dem ersten Hauptsatz bleibt
die Summe

m(r; &)+ N(r; o)

bei verdnderlichem 2z invariant (von einem fiir jedes r beschrinkien Gliede abge-
sehen); was liBt sich nun weiter iiber die Stirke der einzelnen ,Teilkompo-
nenten m und N aussagen? Mit dieser Frage befinden wir uns in dem Picarpschen
Ideenkreise: in der Tat ist der Picarpsche Satz, nach welchem das zweite Glied
N(r;2) hochstens fiir zwei verschiedene Werte » identisch verschwinden kann,
als ein erstes Ergebnis in dieser Richtung zu betrachten. Mittels einer Methode,
welche sich ebenfalls auf die Anwendung der Poisson-Jensenschen Formel griindet,
leiten wir einen allgemeinen Satz ab, der die Erscheinungen in der Richtung
des Picarpschen Satzes beherrscht. Dieser zweite Hauptsatz, wie wir ihn nennen,
kann in folgender Weise ausgesprochen werden :

Es seien f(x) eine beliebige meromorphe Funktion, T(r) die 2u ihr gehirige
Fundamentalgrific und a, b, ¢ drei von einander verschiedene, endliche oder unend-
liche komplexe Zahlen. Dann besteht die Ungleichung

ey T(r)< N(r;a)+ N(r;b) + N(r; ) — N(r) + 8,

wo die Glieder N, und S folgende Bedeutung haben :
1° N, (r) wird durch die multiplen Stellen der Funktion gebildet nach folgender
Vorschrift:
Man bilde die Anzahl n,(r) der mehrfachen Stellen von f (x) in dem
Kreise |x| << v in der Weise, daf} eine m-fache Stelle nur (m — 1)-mal gezihlt
wird; dann ist

N(r) = j; rﬁ't(i) at.

2% Das Restglied S(r) geniigt der Ungleichung
S(r) < O (log T(r))
aufler moglicherweise, im Falle einer Funktion von unendlicher Ordnung, fiir

eine Wertmenge v von endlichem Gesamtmafs.

Dieser Satz, der als unmittelbare Folgernng den Picaroschen Satz enthilt,
leitet unschwer zu einer ganzen Reihe von Ergebnmissen, die iiber die oben ge-
stellte Frage: iiber das asymptotische Verhalten der einzelnen Fundamental-
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groBen m und N Aufschluf geben. Unsere Sdtze enthalten, wenn sie insbesondere
auf ganze Funktionen angewandt werden, die wesentlichsten bis jetzt bekannten
Resultate innerhalb des Prcarpschen Fragenkreises, zum grioften Teil in erwei-
terter und verschirfter Form. Durch diese Ergebnisse wird insbesondere der
Prcarp-Borersche Satz, nach dem eine meromorphe Funktion hdchstens zwei
Ausnahmewerte haben kann, fiir welche die Wurzeln der Gleichung f(z) = 2
mit exzeptionell kleiner Dichte vorhanden sind, auf eine im gewissen Sinne end-
giiltige Form gebracht; darch Beispiele 148t es sich néimlich zeigen, daf die Defini-
tionen eines Ausnahmewertes, die wir geben, nicht mehr verschirft werden kinnen.

Die Sitze, welche wir in der obigen kurzen Ubersicht besprochen haben,
beziehen sich auf die gsymptotischen Eigenschaften einer meromorphen Funktion,
und es scheint deshalb von vornherein-klar zu sein, daf die Voraussetzung, da8
die betrachtete analytische Funktion in der ganzen endlichen Ebene meromorph
sei, nicht wesentlich sein kann. Tatsiichlich lassen sich die in unserer Arbeit
angewandten Hilfsformeln so erweitern, daB sie auch dann anwendbar sind, wenn
die zu untersuchende Funktion nur in einer gewissen Umgebung des Unendlich-
keitspunktes meromorph ist; die Anwendung dieser erweiterten Formeln fiibrt
zu dem Ergebnis, daf die oben erdrterten Sitze auch in dem fraglichen allge-
meineren Fall (teilweise in unwesentlich modifizierter Form) giiltig sind. Diese
Sitze enthalten demnach die Grundziige einer Theorie der Wertverteilung einer
in der Umgebung eines isolicrten singuliren Punktes eindeutigen analytischen
Funktion, wobei diese singulire Stelle selbstverstindlich nicht in dem Unendlich-
keitspunkt zu liegen braucht.

Es diirfte ans dem oben Angefiihrten hervorgegangen sein, daf man bei
der Untersuchung der Wertverteilung der Gleichung f = 2 keine Ursache hat,
die einschrinkende Annahme der Existenz eines Picardschen Ausnahmewertes
aufrechtzuhalten ; vielmehr verleiht die Theorie der meromorphen Funktionen auch
der spezielleren Theorie der ganzen Funktionen eine gewisse Symmetrie, die
letzterer vielleicht in einigen Hinsichten fehlte. Unser Ausgangspunkt bei der
Untersuchung der meromorphen und ganzen Funktionen: die Anwendung der all-
gemeinen Integralformel (A) und der HilfsgroBen m und N, die sich in orga-
nischer Weise dieser Formel anschliefen, gewidhrt aber einen weiteren bedeu-
tenden Vorteil, auf den wir noch mit einigen Worten aufmerksam machen
wollen.

Es zeigt sich, daB ein grofier Teil der Ergebnisse, auf welche oben hinge-
wiesen worden ist, in unwesentlich modifizierter Form und mit fast unverin-
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derter Begriindung auch fiir Funktionen bestehen, die nur in einem endlichen
Kreise, z. B. fiir (2] <1, eindeatig und meromorph sind. In unverdnderter
Form gilt zunichst auch hier der erste Hauptsatz. Die innerhalb des Einheits-
kreises meromorphen Funktionen zerfallen in zwei Hauptklassen, je nachdem die
FundamentalgréBe T'(r) fiir » — 1 beschrinkt ist oder unbeschrinkt wichst. Die
erstgenannte Funktionsklasse zeichnet sich durch eine bemerkenswerte Eigen-
schaft ans: es gilt néimlich der Satz, daf sie identisch ist mit der Klasse der-
jenigen meromorphen Funktionen, welche sich als Quotient von zwei innerhalb
des Einheitskreises beschrinkten analytischen Funktionen darstellen lassen.

Der zweite Hauptsatz behilt ebenfalls seine Giiltigkeit; wir beweisen, daf
das Restglied S(r) in der Ungleichung (II), wie im Falle einer in der ganzen
Ebene meromorphen Funktion, im allgemeinen von niedrigerer Grifenordnung
als die Fundamentalgréfe 7'(r) ist. Im Falle einer Funktion, die im Einheits-
kreise von endlicher Ordnung ist, d.h. fiir welche I'(r) nicht schneller als eine

endliche Potenz des Ausdrucks wiichst, finden wir die Abschitzung

1
1—7»

S¢) = 0<Iog lir).

Aus der Ungleichang (IT) schlieBt man dann leicht, da8 der Prcarpsche Satz
und seine Verallgemeinerungen, nach welchen die Punkte, in denen eine mero-
morphe Funktion einen Wert 2z annimmt, mit einer fiir alle Werte 2 konstanter
Dichtigkeit auftreten, anBer moglicherweise fiir swei Ausnahmewerte, fiir welche
gie anormal klein sein kann, aunch fiir jede innerhalb des Einheitskreises mero-
morphe Funktion giiltiz sind, sobald die FundamentalgréBe I'(r) von hoherer
Griflenordnung als das Restglied ist, d. h. sobald

ist. Mit dieser Bedingung baben wir die wakre Giiltigkeitsgrense der dem Prcarp-
schen Fragenkreis zugehorigen Sitze gefunden, denn es existieren Funktionen
— eine solche ist die Modalfunktion —, welche im Einheitskreise drei verschie-
dene Werte auslassen und bei denen die obere Grenze

positiv ist.
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Die vorliegende Arbeit ist in vier Abschnitte eingeteilt. Im ersten Ab-
schnitt wird der erste Hauptsatz hergeleitet; ferner wird mittels dieses Satzes
und der Poisson-Jexsenschen Formel ein allgemeiner Satz iiber meromorphe Fank-
tionen endlicher Ordnung bewiesen, der im Falle einer ganzen Funktion eine
Synthese aus dem sogenannten ersten und zweiten Hapamarpschen Satz enthilt.
Im zweiten Abschnitt wird die kanonische Darstellung einer meromorphen Funktion
endlicher Ordnung hergeleitet und von dieser Darstellung ausgehend einige wei-
tere Sitze iiber die asymptotischen KEigenschaften meromorpher Fanktionen
nicht ganzzahliger Ordnung bewiesen. Ferner wird der Begriff des Geschlechtes
eingefilhrt und werden einige Sidtze iiber die Beziehungen zwischen der Ord-
nung und dem Geschlecht einer meromorphen Funktion gegeben, welche als
spezielle Fille die entsprechenden, bekannten Sitze in der Theorie der ganzen
Funktionen enthalten. Der dritte Abschnitt enthilt den zweiten Hauptsatz und
Anwendungen desselben auf Fragen, die im Zusammenhang mit dem Picarpschen
Satze stehen. Der vierte und letzte Abschnitt ist schlieBlich den Funktionen
gewidmet, die innerhald des Einheitskreises eindeutig und meromorph sind.

2*
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I. Der erste Haunptsatz.

1. Definition und einige Eigenschaften der Grofien m(r; 2) und N(r;2). Es
sei f(x) eine in der ganzen endlichen komplexen z-Ebene eindeutige, meromorphe
Funktion, und # eine von z unabhiingige, endliche oder unendliche komplexe
Zahl. Um das asymptotische Verhalten der Funktion f(z) gegeniiber diesem
Wert 2 zu untersuchen, empfiehlt es sich nachstehende, teilweise schon in der
Einleitung erwiihnte Bezeichnungen und Definitionen einzufiihren:

Es sei zuniichst m (r, —1—) der Mittelwert

f—z
1 1 2% . !
1) m(r ——) = —f Tog —  ldg
‘2] T 2x ), Fred¥)—e|
wo man f— 2z durch % zu ersetzen hat, falls 2 = oo; wenn keine MiBverstind-

nisse zu befiirchten sind, werden wir kiirzer anch

m (r, ?—1—2> =m(r; 2)

schreiben. Dieser Mittelwert ist nach der Definition des Zeichens 10g eine nicht-
negative GrioBe. Wesentliche Beitrige erhdlt er nur von denjenigen Segmenten
des Kreises |x|] = », auf denen die Differenz f— 2 klein ist. Man kann daher
sagen, daB m (r; z) bei wachsendem » ein Ma§ fiir die Stirke der mittleren Kon-
vergenz der meromorphen Funktion gegen den Wert ¢ angibt.
Es sei ferner, falls £(0) 4 ¢ ist,
@) N D)= Neia = [ = 1og e
0

’
1T Tngrss

wo n(r; z) die Anzahl der innerhalb des Kreises |z| << r gelegenen z-Stellen der
Funktion f(#) bezeichnet. Wenn f(0) = # ist, so wird dieses Integral unendlich;
es ist dann aus mehreren Griinden zweckmiBig, die obige Erklirung durch

@y Np; o) = fo "R D= gy 4 g (5)logr — log —

¢ % RN
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zu ersetzen, jwobei n,(¢) die Multiplizitit der im Nullpunkte gelegenen s-Stelle
der Funktion f(x) bedeutet, und », »,,... die absoluten Betriige der innerhalb
des Kreises |z| << r gelegenen, von Null verschiedenen z-Stellen bezeichnen.

Die GréBe N(r; z) wird durch die Anzahl und Verteilung derjenigen Punkte
in dem Kreise |z] << r bestimmt, in denen der Wert 2 von der Fuanktion f()
tatsdchlich angenommen wird; sie charakterisiert also bei wachsendem r die
Dichte der z-Stellen der betrachteten meromorphen Funktion.

Die Summe

2) m(r; 2)+ N(r; 2)

wird in der nachfolgenden Untersuchung eine fundamentale Rolle spielen. In
dieser Nummer werden zunichst zwei wichtige Eigenschaften dieses Ausdruckes
bewiesen:

Satz 1. — Die Summe (2) ist eine wachsende Funktion von 1,

Wir fiihren den Beweis zuniichst fiir den Wert 2 = co. Setzt man

Uy, [) = L‘[Mlﬁglf(oem)' o't a9, (@ = te'?),
evs 27 J, e+ —Zotcos(@—g)

(a) I 92— y L !
Ve(xl f) = F<910g|— Y iy

wo b,(v = 1, 2,...) die Pole von f(z) sind, so ldBt sich die Formel (A’) der
Einleitung schreiben, wie folgt:

log (@)l = Uy(a, 1)+ V(o )= Ty(s: 5) = Vel 1)

Hier sind die Ausdriicke U, und ¥, nichtnegativ, und es ist also fiir r << ¢

bg|f(ré?)| < U, (e, 1)+ ¥, (ré®, £).

Durch Multiplikation mit dp und Integration ergibt sich demnach, daf

1 2x . 1 2x .
mrio) S g [ Ud® gt [ V6 Nap.
0 0

Nach dem Gaussschen Mittelwertsatze ist nun

1 2

37), ”{}Q(fei"), fldg = U0, f) = m{e; o),
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und, da die Funktion ¥,— ¥, fiir |2| < r regulér harmonisch ist und auf dem
Kreise [z| = r die Randwerte ¥, annimmt,

1 2= i(p
f V,(ré', ) dg

2_7': 0
1 2%

Es ist folglich

m(r; 00) = m(g; o0) + N(g; 00) — N(r; o0),
oder also

m(r; 00) + N(r; 00) = m(e; 00) + N(g; o)
fiir r < o.

Hiermit ist unser Satz fiir den Wert 2 = co nachgewiesen. Um den Beweis
fiir einen endlichen Wert # zu erbringen, hat man in der obigen Uberlegung nur

f durch zu ersetzen.

1
f—=z

Ferner gilt folgender

Satz 2. — Die Summe (2) ist eine nach unten konvexe Fumktion von logr.

Es geniigt wieder den Beweis fiir den Wert 2 = oo zu fithren. Hierzu
wihlen wir zwei beliebige positive Zablen », und 7,(r, < 7,) und wenden die
Formel (A”) (vgl. die Fufinote S.5) auf die meromorphe Funktion f(z) in dem
von den Kreisen |z| = r, und || = 7, begrenzten Kreisring G an. Man findet
so fiir r, < |2]| < 1,

tog £ ()] = 55 tog @) 252 ds-+ 39(0)— S (e, 0,

wo g die Greexsche Funktion von G ist, und das Integral #iber die Randkreise
I', die Summen iiber die in G gelegenen Pole b, bzw. Nullstellen a,. erstreckt

werden sollen. Da g und %}; nichtnegativ sind, so folgt, dafi

Tiglf ] = g [ 1681/ @1 P ds + So(0) = V)

und also
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@) mr; o) = [ U (e )iy

=9z,

firr, <r=<vr,
Andererseits findet man, da V,(ré'?, f) = 0, durch Anwendung des Gauss-
schen Mittelwertsatzes, daf

1 2m .
o Vr, (r ¢ (P, f)de
0

1 2x
= '2_7" (Vr,— Vr) d‘P = (Vr,— V,)

=0
0

= N(r,; 00) — N(r; o0),
woraus fiir N(r; co) der Wert

2% 2% ,
(6) N(r; ) = Nir,, oo>—%f Vdp = o[ (N 00)~ ¥, (ré'®, ) dy
0 0

folgt.
Durch Addition von (a) und (b) erhalten wir nun
1 2 T
(© mrio)+ Npjo) S 5o [ Weré)dg,
0

wo wir zar Abkiirzung
W(z) = U(2) - V,.’(x, )+ N(r,; o)

gesetzt haben. W(z) ist eine im Kreisring G regulir harmonische Funktion;
mittels der Larraceschen Gleichung 4 W = 0 schlieBt man hieraus leicht, da8
der Mittelwert rechts in (c) eine lineare Funktion von logr ist. Fir r = r,
und # = r, kann sein Wert leicht berechnet werden: Auf dem Kreise |z] = 7,
ist U(x) = log|f (x)| = U, (=2 )+ 7V, f) (vgl. die Formel (a) 8. 13), und also

o [ W a
O . r,e P
1
= 9. (U, + V,,— V., + N(r,; 0))dp = m(r,; 00) +N(r,; o0),

Im =1
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fiir [¢| = », wiederum U = Iog|f] mnd ¥, = 0, folglich

1 2z tgp
_2% A W(ree )d(p

2n R
= “21;/0‘ (15{; |f(r,ei (p)‘ + N(r,; oo)) dgp = m(r,; o)+ N(r,; o).

Die Ungleichung (¢), wo die rechte Seite eine lineare Funktion von log s
ist, geht also fiir » = » und » = r, in eine Gleichheit iiber. Hierans folgt die
Richtigkeit der Behanptung unmittelbar.

Zur Erlduterung der soeben bewiesenen Sitze sei folgende Bemerkung
hinzugefiigt. Von den zwei Gliedern der Summe (2) hat das zweite, N(r; 2),
die Eigenschaft eine wachsende, konvexe Funktion von logr zu sein; dies ist
eine unmittelbare Folgerung aus der Definition dieses Ausdruckes. Das erste
Glied m (r; ¢) besitzt dagegen im allgemeinen nicht diese Eigenschaften. So ist
z.B., falls f(2) ein Polynom ist, die GroBe m(r; 0) sicher positiv fiir jedes 7,
das gleich dem absoluten Betrage einer Nullstelle von f () ist, wéhrend m(r; 0)=0
fiir alle hinreichend grofSen Werte » ist. Nur wenn die Zahl z ein Picarpscher
Ausnahmewert von f(z) ist, d.h. falls f(z) § # fiir alle endliche #, kann man
mit Bestimmtheit behaupten, daB auch m(r; 2) die besprochenen Eigenschaften
hat; es ist ndmlich dann N(r; 2) = O, und die Summe (2) reduziert sich also
auf das erste Glied m(r; 2).

Daf die Summe (2) in hoherem Grade als ihre einzelnen Glieder sich durch
gewisse einfache Eigenschaften auszeichnet, wird sich auch in dem nachfolgenden
Artikel zeigen.

2. Invarianz der Summe m(r; z2)+ N(r; z) bei verdnderlichem z. Definition
der charakteristischen Funktion T(r). — In dieser Nummer wollen wir die
Betrige der Summe (2) fiir verschiedene Werte z vergleichen. Hierzu wiéhlen
wir eine beliebige, endliche Zahl a und betrachten die Funktionen f(x) und
f(x) —a. Sie haben gemeinsame Pole, und es ist also

G N(r, f) = N(r, - a).
Mittels der evidenten Ungleichung
10g (e, + o) = 10g &, +16g e, + log2 (2, =0, &, = 0)

folgt ferner, daB einerseits
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1ogIf —a| = 18g(If| +la]) = 10g|f |+15ga] +log 2,
und andererseits
16g|f1 = g (If - a] +[a]) = 1og|f —a] + log [a] +log 2.
Es ist demnach
lm(r, f) —m(r, f— a)] = 1og|a]+log 2,

und gemiB (3') auch

(3) |on (7, )+ N(r, ) — (m(r, f—a) + N(r, f—a))]| = log|a| + log 2.

Man nehme jetzt an, daf f(z) nicht fiir alle Werte = konstant ist; die

Laurestsche Entwicklung der Differenz f—a in der Umgebung des Nullpunktes sei

— = oy G
f@)—a=-%+ 25+

wo |c,| + O angenommen wird. Es ist dann nach der Jensenschen Formel
1 1
m@r, f—a)+ N(r,f—a) = m (r, _f—-—a) + N(r, T—_a) +log le. |-

Verbindet man diese Beziehung mit der Ungleichung (3), so gelangt man zu
folgendem Ergebnis, wo wir wieder von den im vorigen Artikel benutzten ein-
facheren Bezeichnungen der GréBen m und N Gebranch machen:

Es sei f(x) eine nichtkonstante meromorphe Funktion und a eine beliebige, end-
liche Zahl. Dann ist

m(r; oo)+ N(r; oo) = m(r; a) + N(r; a) +h(r),
wo h(r) fiir jedes r > O der Ungleichung
[ ()] = |logle.|| + log 2 +15g ol

geniigt; hierbei beceichnet ¢, dem ersten nichtverschwindenden Koeffizienten der Laurent-
schen Entwicklung der Funktion f(zx)—a.

Es sei nun a eine ganz beliebige komplexe Zahl: wir bezeichnen die Summe
(2) fiir diesen Wert # = a kurz mit 7(r). Nur um eine bestimmte Wahl zu
treffen, nehmen wir im folgenden ¢ = oo an, so daB nach Definition
T(r)=m(r; o)+ N(r; oo).

Aola wmathematica. . 46. Imprimé le 22 mars 1925. 3
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Wo zu gleicher Zeit von mehreren meromorphen Funktionen die Rede ist, wollen
wir, wenn die Deutlichkeit es erheischt, auch

T(r,f) statt T'(r)

schreiben. Als Zusammenfassung unserer bisherigen Ergebnisse konnen wir dann
folgendes aussagen:

Erster Hauptsatz. — Zu jeder meromorphen Funktion f(x), die sich nicht
auf eine Konstante reduziert, gehort eine -reelle Funktion T'(r) von nachfolgenden
Eigenschaften: :

18 T(r) ist eine wachsende, konvexe Funktion von logr;
2° Wenn 2 eine beliebige, endliche oder unendliche komplexe Zahl ist, so ist

O | mir; &)+ N(r; 2) = T(r)+0 (1),

Wegen der Bedeutung dieses Ergebnisses fiir die ganze nachfolgende Unter-
suchung wollen wir seinen Inhalt etwas eingehender analysieren. Die ,z-Summe®
oder ,z-Komponente* m(r; 2) + N(r; ) gibt, konnte man sagen, ein Mafl fiir die
Stirke der Anziehung, welche der komplexe Wert ¢ auf die Funktion f(z) fiir
r — co ausiibt. Sie setzt sich aus zwei Teilkomponenten m und N zusammen,
von denen die erste die Geschwindigkeit der mittleren Konvergenz der betrach-
teten meromorphen Funktion gegen den Wert 2z angibt, die zweite wiederum
bestimmt, wie dicht diejenigen Pankte liegen, in denen dieser Wert # von der
Funktion tatsidchlich angenommen wird. Unser Hauptsatz besagt nun, daB eine
meromorphe Funktion ein #uBerst symmetrisches Verhalten gegeniiber allen
komplexen Zahlen 2 aufweist: Samtliche z-Komponenten sind gleich stark in dem
Sinn, da8 je zwei von ihmen sich nur durch ein fiir jedes r beschrinktes Glied
unterscheiden. Ist also bei einer gegebenen meromorphen Funktion die Dichte
der #-Stellen, fiir ein gewisses 2, exzeptionell klein oder fehlen diese vollstindig
(wie z.B. die Pole im Falle einer ganzen Funktion), so wird dieser Mangel durch
eine entsprechend stirkere mittlere Konvergenz gegen diesen Wert 2 ersetzt;
umgekehrt wird eine anormal schwache Konvergenz gegen irgendeinen Wert 2
durch eine grofiere Dichte der fraglichen 2z-Stellen kompensiert, so daf die ganze
2-Komponente doch ihre durch die FundamentalgriBe I'(r) bestimmte, der be-
trachteten meromorphen Funktion charakteristische Stdrke erreicht.

Wir wollen in diesem Zusammenhang auf einige unmittelbare Konsequenzen
aus dem Hauptsatze aufmerksam machen, die uns spiter niitzlich sein werden.
Wenn f(z) eine nichtkonstante Funktion ist und « eine endliche Zahl bezeichnet,
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so ist gemdB der Ungleichung (3)

@) T(r,f) = T(r,f—a)+0(1).
Ferner gilt auch
4" T(r,f) = T(r,af)+0(), falls a endlich und F O ist.

Zum Beweise dieser letzten Beziehung geniigt es, da f und af gemeinsame Pole
besitzen, zu zeigen, dafl

m(r, ) = m(r, of)+ 0 (1);

diese Gleichung ist aber eine unmittelbare Folgerung aus den Ungleichungen

1
tbglaf| < Wglal +16g1f|, Toglf] = Wog|>-af

= 1tg |1 |+ 1bg or.

Allgemeiner besteht nachstehendes

Korollar. — Es seien f(x) eine nichtkonstante meromorphe Funktion, und
a, f, 7, 0 endliche, von x unabhingige komplexe Zahlen von der Art, dafl die Deter-
minante

ad —fy=|=0.
Dann 1st
ef +8\ _
4 T( ) 7;5) = T(r, )+ O(1).

Falls y =0, so ist « 4 0, 0 + 0, und die Bezichung (4) ergibt sich direkt
aus (4) und (47). Ist wiederum y 0, so folgt die Behauptung durch Verbin-
dung von (4') und (4") mit dem Hauptsatz (I), wenn man

a_fﬂ o« _ad‘—ﬂy. 1

yf+0 — p y f+0

schreibt.

Wir haben bei den obigen ﬁberlegungen die einschridnkende Voraussetzung
machen miissen, da die meromorphe Funktion f(x) sich nicht auf eine Konstante
reduziert; ist ndmlich f () identisch gleich einer konstanten Zahl a, so werden
die GriBen m(r; a) und N(r; a) unendlich und sind deshalb nicht mehr anwendbar.
Fiir jedes z=|=a ist wiedernm N(r;2) = 0, m(r; 2) = lt)gI‘ z—}-—a%’ und die
Summe m + N also konstant und endlich. Umgekehrt gilt der

3*
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Satz. — Wenn die Summe m(r; 2)+ N(r; 2) fiir einen Wert z unter einer
von r wunabhingigen, endlichen Grenze liegt, so reduziert sich die zugehirige mero-
morphe Funktion auf eine Konstante.

Sei £(0) = a; es wird also behauptet, daB f(z) =a ist. Im entgegenge-
setzten Falle kénnte man nimlich nach dem Hauptsatze schlieBen, daf die Summe
m+ N nicht nur fiir ein gewisses 2, sondern fiir jedes 2, also spéziell fir z = a
beschrinkt wire. Dies ist aber nicht richtig, denn das zweite Glied N(r; a)
wichst nach der Definition (1”) fiir » - oo iiber alle Grenzen.

3. Einige Beispicle. Bedeutung der Fundamentalgriflfe T'(r) im Falle einer
ganzen Funktion. Definition der Ordnung einer meromorphen Funktion. — Wir
wollen in dieser Nummer zunichst die oben erdrterten Verhidltnisse durch einige
einfache Beispiele beleuchten:

Sei f (z) eine rationale Funktion :

a,z'+--+a, __ P,(2)

f@ = b+ +b  Qu(2)

wo der Zihler und Nenner teilerfremd, und die Koeffizienten a, and 5, von
Null verschieden angenommen werden. Man hat drei Fille zu unterscheiden:

1° » > p. Dann wird

m(r; 2) = (V—M)10g7‘+0(1) fir z = oo,
" o) fiir 24|z oo,

N(r; 2) = plogr+0(Q1) fiir 2 = oo,
’ vlogr+0(1) fiir 2 4 oo,

20 v =y. Wenn « die Gradzahl des Polynoms a,¢,—b, P, ist, so findet man

(v—a)logr +0(1) fir 2 = %’—,
m(r; z) = #

O(1) fir 2 % _Z
(M

~

alogr + O (1) fiir ¢ =
N(r;2) =
vlogr+ 0(1) fiir 2z ==

te"lﬁ :Q*IS
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3% v<yu. Esist
(w—v)logr+0Q) fiir 2z = 0,

m(i ) =10 fir z 40,
vlegr+ O(1) fiir 2 = 0,
N(r; ¢) =
32) = | wlogr + O(1) fiir = 4 0.

Man sieht also, daf fiir jedes =
m(r; 2)+ N(r; 2) = Alogr + 0(1),

wo A die grofere der Zahlen » und g bezeichnet. Fiir eine rationale Funktion
ist also immer 7'(r) = O(logr). Wir werden spiter finden (vgl. Nummer 1 im
zweiten Abschnitt), da auch die Umkehrung dieses Ergebnisses richtig ist.

Fiir f(z) = tgz findet man

m(r; 2) = %+0(1), N(r; 2) = 0 fiir 2 — %1,
m(r; g) = O(1), N(r; 2 = %‘i-}.()(l) fiir 2=]= x4,

also T'(r) = m(r; &)+ N(r; 2)+0(1) = i—r+0(l).

Sei schlieBlich f(z) = ¢, wo £ > 1. Es wird dann

m=""100), N=0firs= oo
m:% +()(1)’ N=~(k—_n£+0(1) ﬁi!.‘Z:O,

m=0@), N=" fir:40 oo,

also fiir alle z: T'(r) = kTT-I—O(l) = m(r; 2)+ N(r; z)+ O(1). Der Logarith-

mus des Maximalmoduls M (r) = max |f(z)| ist wiederum: log M(r) = kr. Man

zl=r
sieht, daB die Ausdriicke T'(r) |und M(7) bei der betrachteten ganzen Funktion
von derselben (iroBenordnung sind (vom Normaltypus der Ordnung Eins in der
Privesaemuschen Terminologie). Wir werden im folgenden eine beliebige ganze
Funktion in dieser Hinsicht untersuchen:
Wenn f(z) eine ganze Funktion ist, so verschwindet der Ausdruck N(r; o)
identisch, und die Fundamentalgrofe 7'(r) reduziert sich auf

T(r) = m(r; o).
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Nach der Definition dieses letzten Ausdruckes ist demnach T(r) = logM(r).
Eine Ungleichung, die etwas in umgekehrter Richtung aussagt, findet man leicht
mittels der Poisson-Jensenschen Formel (A’), wonach fiir 0 <7 << o:

: —r 0 —a. 7|
loglf(re (P)I - 3"[ loglf(ge )l 20rcos(8 ‘P) |a‘|?'<:°g|l@v——_df)l
L3 i o' 9+r _
= g5 Welflee ‘*)\9. S e (e )

Man sieht folglich:
Wenn f(x) eine ganze Funktion ist, so gilt fiir jedes 0 <<r < p:

®) T(r) < log M(r) =< ‘;—ff_:- 7(p).

In der Theorie der ganzen Funktionen wird bekanntlich die Ordnung einer
gegebenen Funktion als die obere Grenze
(6) lim logsM (r)
¥ =00 log r
definiert. Wenn die Ordnung endlich and gleich ¢ ist, so sagt man nach
Prvesnimy, f(z) gehdre dem Maximal-, Normal- oder Minimaltypus dieser Ord-
nung an, je nachdem

Gm 108 ﬂq{ ()
r=0o r
unendlich, positiv endlich, oder Null ist.
DaB f(x) von der Ordnung ¢ ist, kann man offenbar auch so ausdriicken:
Das Integral

ist fiir A > q konvergent, fiir A << q divergent. Fiir 4 = ¢ hat man zwei Fille
zu unterscheiden, je nachdem dieses Integral konvergent oder divergent ist: in
jenem Fall werden wir sagen, f(z) gehore dem Konvergenstypus der Ordnung ¢
an; in diesem Fall sei sie wiederum vom Divergenctypus.

Setzt man nun in den Beziehungen (5) ¢ = kr, wo k> 1, so folgt, daB
die obere Grenze (6) gleich
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Tm JosT()
r—oco 1087

ist, und daB die Funktionen logM (r) und 7(r) auch demselben Typus einer

gegebenen endlichen Ordnung angehdren!. Insbesondere sind die Integrale

foo logM(r)d and f°° T(r)d

1+l A+l

gleichzeitig konvergent oder divergent. In der Theorie der ganzen Funktionen
ist es also gleichgiiltig, ob man bei Fragen, in denen die Ordnung oder der Ordnungs-
typus in Betracht kommt, die GriBe log M(r) oder T'(r) benutzt. Da nun die
GrdBe log M (r) in dem allgemeineren Falle einer meromorphen Funktion nicht mehr
anwendbar ist, wihrend 7'(r) auch in diesem Falle alle ihre einfachen Eigen-
schaften behilt, liegt es nahe folgende allgemeine Erklirung zu geben:

Definition. — Die Zahl
Lim 1og T()

r—oo logr

heifit die Ordnung der zugehirigen meromorphen Funktion.
Falls die Ordnung ¢ endlich ist, so gehtre die Funktion dem Maximal-,
Normal- oder Minimaltypus an, je nachdem

lim

r=00

= T()
g

unendlich, endlich und positiv, oder. gleich Null ist. SchlieBlich sei sie vom
Konvergenz- oder Divergenztypus, je nachdem das Integral

rq+1

konvergent oder divergent ist.

Eine Funktion vom Konvergenztypus gehdrt immer auch dem Minimaltypus
an. Denn ist ¢ eine beliebig kleine positive Zahl, so ist, falls das letztgeschrie-
bene Integral konvergent ist, von einem gewissen Wert » ab

(¢ X dt I(r
£>f rw)zT)f @ _ 1)

q
r
” q

! Dasselbe gilt offenbar auch fiir den verallgemeinerten LINDELOFschen Ordnungsbegriff, wo
Funktionen der Form #* (logr)* (log,7)*¢ .. . (log, 7)** als Vergleichsfunktionen benutzt werden.
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Dieses Ergebnis 148t sich offenbar nicht umkehren: denn eine Funktion
vom Minimaltypus kann aach dem Divergenztypus angehdren.

Da8 die obige Definition auch mit derjenigen Erklirung dquivalent ist, die von
BoreL [6] fiir den Ordnungsbegriff einer meromorphen Funktion gegeben worden
ist, wird aus den Uberlegungen der Nummer 3 des folgenden Abschnittes dieser
Arbeit hervorgehen.

4. FEinige Eigenschaften der meromorphen Funktionen von endlicher Ordnung.
— In dieser Nummer werden wir einige Sitze iiber meromorphe Funktionen
endlicher Ordnung beweisen. Wir schicken zuniichst einen Hilfssatz voraus, der
uns sogleich niitzlich sein wird:

Hilfssatz. — FEs seien f (x) eine meromorphe Funktion, und r,(2) v = 1,2, ...)

die absoluten Betrige threr z-Stellen.  Dann sind, fiir ein gegebenes L =0, die
Integrale

(7) foo Ngﬂz) dr foonf.:«er) dr
und die Rethe

1 \
® =(7@)

gleichzeitig konvergent oder divergent.
Beweis. — Durch partielle Integration findet man, daff

(@ f N(ri2) o _ New 2) N(9;2)+_i_f nr; 2 ..

r).+1 190 lol rl+1

0 <o, <o),

Qo

woraus man sieht, daB das Integral

o N(r
(b) f gx HZ) dar
konvergent ist, falls

oo
© /‘ ”E:.HZ) dr

konvergiert. Ist umgekehrt jenes Integral konvergent, so ist fiir ein beliebiges
>0,

©N ©d N(o;
5>f (”)dr>1v(g,z)f dr _ 51112)
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von einem gewissen Wert ¢ ab. Das zweite Glied rechts in (a) liegt also aunter
einer endlichen von ¢ unabhiingigen Schranke, und man schlieft, da8 auch das
Integral (c) konvergieren mus8.

Mittels der Identitiit

en(r;2) . n(e;2) m(e;2) , 1 1 \*
[ = T, 2 2 )

90 =7

beweist man ferner in derselben Weise, daf auch das Integral (c) und die Reihe
(8) in tezug auf Konvergenz und Divergenz gleichwertig sind, womit die Be-
hauptung nachgewiesen ist.

Wenn die Funktion N(r; 2) von der endlichen Ordnung »? ist (d. h. wenn
die obere Grenze
m log N
= 0O ].Og'r

gleich ¢ ist), so ist das Integral (b) fiir 4 > g konvergent, fiir 1 < ¢ divergent,
und umgekehrt. Aus dem Hilfssatze folgt nun, daf auch n(r;z) von derselben
Ordnung 77 ist, und weiter, daB der Grenzexponent der z-Stellen gleich ¢ ist.
Ferner schlieBt man, da8 die GroBen n und N dann und nur dann dem Kon-

vergenztypus der Ordnung »¢ angehdren, wenn A = g Konvergenzezponent der
Reihe (8) ist 1.

Es sei nun f(z) eine meromorphe Funktion und 7'(r) die zugehorige cha-
rakteristische Funktion. Aus unserer obigen Definition folgt, da8 f(x) dann und
nur dann von der Ordnung ¢ ist, wenn das Integral

© [T Ear

! Die Funktionen » und N gehéren auch derselben LinprLOFschen Ordnung * (log )i ... (logyr)*
an, wenn 1 = 0. In der Tat folgt aus der Definition

N =fr”T(t)dt
0

sofort, da8 N nicht von héherer Ordnung als % sein kann. Das auch das Umgekehrte gilt, erhellt
aus der Ungleichung

N(en) _zf" @dtgn(r)f”% = n().

Acia mathematica. 46. Imprimé le 22 mars 1926. 4
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fiir 4 > ¢ konvergent, fiir 1 << ¢ divergent ist. Ist also f(2) von endlicher Ord-
nung, so existiert eine so groBie endliche Zahl 1, daf das Integral sicher kon-
vergent ist. Aus dem ersten Hauptsatz geht dann hervor, daB auch die Integrale

(10) f°° m(r; z) and f°° N(r; 2)

i+t ,J.+1

fiir jedes ¢ konvergent sein miissen. Auns dieser Tatsache werden wir zwei
Folgesitze ableiten. Der erste folgt unmittelbar mittels des obigen Hilfssatzes:

Satz 1. — Wenn das Integral (9) fiir ein gegebenes 1 > Q konvergent ist, so
ist die Reihe

®) ()

fiir jedes z konvergent.
Etwas schwieriger gestaltet sich der Beweis des zweiten Satzes:

Satz 2. — Es sei f(z) cine meromorphe Funktion, und
M(r; &) = max |

1|
| =l f‘(z)—Z\E

wobei fiir 2 = oo f—=z durch 1 ersetzt werden soll.

f
Wenn das Integral (9) fiir ein gegebenes A4 = O konvergent ist, so ist das
Integral
(o o]
) [Tt g

fiir«jedes & konvergent.

Aus der Voraussetzung folgt, wie schon oben hervorgehoben wurde, die
Konvergenz beider Integrale (10) fiir jedes 2. Um zu beweisen, da8 auch das
Integral (11) konvergent ist, nehmen wir eine belicbige Zahl s und wenden die

Porsson-J ensensche Formel aunf die Funktion —_1-~Z— (bzw. f, falls z = o) in einem

f

Kreise [2] < ¢ an. Sind b,, b,, ... die Pole dieser Funktion, so ergibt sich die

fiir » << ¢ giiltige Abschétzung

o'—b,x
o(z—

| 2

o7
0 . | —3 g+ 3 lo /
g f(gew)—zlg +r—2grcos(8——¢p) lbv_|2<9 g

(z = rei‘p).

2n+

(12) logM(r 5= __2”
0
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Hier ist, wenn ¢ = 27 gesetzt wird,

%jj"ﬁgi fil__z i9’+r’—2o;:cr(:s(ﬁ—¢) g < ::_*_-: m(p; 2) = 3m(2r; 2),
und
_o’_—I;x<p+|b|r< 20 4r
e@—=5)| = elr=IbIl = =161 — Tr=15I"
Es folgt also aus (12), da8
[ [0 [

fiir 0 < ¢, < ¢ gilt, falls

4r

s(r) = log ————-
O = e B 1B

gesetzt wird.
Nun ist zunéchst

m(2r; 2 m(r; 2)
f (l+1 ) dr = 21£ r1+,x dr

0

und wegen der Konvergenz des letzten Integrals fiir {— oo, auch das erste
Glied rechts in (13) fiir jedes ¢ = ¢, beschrinkt.

Ferner findet man:
r r n(2r ) , 4u
o(r) = sudu=f( 1 l)d flo P
¢) >/(') ( ) 0 |b,,|§2u °& Ib l vz_:. 1B, gl u— lb |
e

oder, wenn

du,

r ;
I(r,v) = —f log{ u4—itv 1du = —rlogdr+ (r—v)log|r—v|+vlogv
v
2

gesetzt wird, durch partielle Integration

6(r) = _f 1(r, v)dn(v; 2) _f n(v; £)dI(r, v).

4%
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Hier ist dI = logI dv negativ fir 0 =S v < —, positiv fir 5 < v = 2r,

2
und also

6(r)<f2r n(v; &) dl < n(r; z)f I — n(@r; 2)rlogs.
2 2

Durch partielle Integration ergibt sich nun, daf

f $0) gy — 90 0 Ly (P00

-+ t).+1 tg.-{-l 7.+2
)

= 2@ log8+(l+1)log8/ LELp

)

Wegen der Konvergenz des zweiten Integrals (10) ist auch das Integral

O p(r; 2)
f r7.+1 d

konvergent, und man schlieft, daf die zwei Glieder auf der rechten Seite der
zuletztgeschriebenen Ungleichung fiir ¢ — oo beschrinkt sind.

Die behauptete Konvergenz des Integrals (11) folgt nunmehr aus der Un-
gleichung (13), wo die rechte Seite nach dem oben Bewiesenen unter einer end-
lichen von # unabhingigen Schranke liegt.

Wir machen auf folgendes Korollar des soeben bewiesenen Satzes auf-
merksam :

Wenn, fiir ein gegebenes A >0, das Integral (9) konvergemt ist, so ist fiir
jedes € = Q

log M(r; 2) < &’

aufler moglicherweise in einer Intervallfolge, wo die Gesamtvariation von logr be-
schrankt ist.

Sei némlich (¢} diejenige Intervallfolge, wo fiir ein gegebenes z und «:
log M = ¢7*; es ist dann

oo Y :
f Tog M(r; HOWS >f logM(ri9) 4>, [ dlogr, w. sz b.w.
S pn A () i 4(¢)
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Eine #hnliche Uberlegung zeigt, daB die schirfere Ungleichung

ert
logrlog,r ... log,r

logM(r; 2) <

fiir jedes r gilt mit eventueller Ausnahme einer Intervallfolge, wo die gesamte
Variation von log,,,r endlich ist.

Wir haben gesehen, daf die Konvergenz des Integrals (9) die Konvergenz
des Integrals (11) und der Reihe (8) fiir jedes » bewirkt. Man nehme non um-
gekehrt an, daB das letztgenannte Integral und die Reihe (8) fiir ein gewisses
z konvergent sind, dann folgt (wegen der Ungleichung m(r; 2) < log M(r; 2))
aus der Konvergenz des Integrals (11), daB das erste Integral in (10) kon-
vergent ist, und aus der Konvergenz der Reihe, daB auch das zweite Integral
(10) konvergieren muf. Mittels des Hauptsatzes schliefen wir demnach, daB auch

o T(r)
f 71‘%‘ dr
konvergent ist.

Als eine Zusammenfassang der oben bewiesenen zwei Sitze konnen wir
hiernach folgenden Satz aumssprechen:

Satz — Es seien f(x) cine meromorphe Funktion, r,(z) (v = 1, 2,...) die abso-
luten Betrdge ihrer 2-Stellen und

r;e) = |
M5 2) ;’T*‘f,lf@) =

wo f—z durch 1 ersetet werden soll, falls 2 = oo.

f
Wenn dann, fiir ein gegebenes 4 = 0, das Integral

f°° logM(r z)d

rit

%(7a)

fiir einen Wert 2 beide konvergent sind, so sind sie fir alle Werte ¢ konvergent'.

und die Reihe

! Aus diesem Satze geht insbesondere die bemerkenswerte Tatsache hervor, daB man die
Ordnung einer meromorphen Funktion auch auf Grund des Verhaltens des Maximalmoduls M(r; 2}
fiir irgend einen Wert ¢ definieren kann; es geniigt aber nicht nur den Maximalbetrag zu betrachten :
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Dieser Satz enthélt nachstehende, spezielle Folgesitze:

1° Sei f (%) eine ganze Funktion, r, die absoluten Betrdige ihrer Nullstellen und
M(r) das Maximum ihres absoluten Betrages fiir || = r.
Falls, fiir ein gegebenes A > 0, das Integral

/oo log M(r) ;.

yitt

konvergent ist, so ist auch die Reike
1V
=1

Dies ist der erste Hapamarnsche Sate [2] in der Theorie der. ganzen Funktionen
in der prdziseren Fassung, die ihm Vauron [7] spéter gegeben hat.

konvergent.

2% Unter der Voraussetzung des vorigen Satzes ist auch das Integral

rl+l

f > 1og M (r; 0) o
konvergent, und also, wenn & eine beliebig kleine positive Zahl ist,

e = e

fiir jedes r, aufer in einer Intervallfolge, wo die Variation von log r beschrinkt ist.

Dieser Satz enthiilt den 2weiten Hapamaroschen Satz [2] iiber den Minimalmodul
einer ganzen Funktion in der genaueren Form, in der LixpeLor [8] ihn bewiesen hat.

die Ordnung héngt namlich auch von der Dichte der betreffenden z-Stellen ab, und zwar in
folgender Weise :
g M (r;2)

2. dr
ri+1

Es sei & die untere Grenze derjenigen Zahlen i, fir welche das Integral f

1 -
und die Reihe (7t-z)—) beide konvergent sind. Diese Zahl 1 ist von z unabhingig und gleich der
v

Ordnung der betreffenden meromorphen Funktion.
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II. Kanonische Darstellung einer meromorphen Funktion von
endlicher Ordnung.

1. Darstellung etner meromorphen Funktion von endlicher Ordnung als Quotient
von zwei gancen Funktionen. — Bis jetzt haben wir die Eigenschaften einer
meromorphen Funktion direkt mittels der Poisson-JExsenschen Formel untersucht.
In dieser Nummer werden wir diese Formel anwenden, um fiir eine Funktion
von endlicher Ordnung eine in der ganzen endlichen Ebene giiltige kanonische
Darstellung herzuleiten, die als speziellen Fall die Wrikrstrasssche Produktdar-
stellung einer ganzen Funktion von endlicher Ordnung enthalten wird. Die
Methode, die hierzu benutzt wird, ist dieselbe, die F. NEvasunsa [9] neuer-
dings zur Hérleitung der letztgenannten Darstellung angewandt hat.

Es sei f(z) eine meromorphe Funktion von endlicher Ordnung, und g eine
so groBe ganze Zahl, daf8
(1) lim z’q(:)- = 0.

r—o00

Die nach wachsenden absoluten Betrdgen geordneten Nullstellen und Pole von
f () seien a, a,, ... bzw. b, b,,.... Wir wihlen eine beliebige positive Zahl ¢
und stellen logf(z) in dem Kreise || << ¢ durch die Porsson-Jrnsensche Formel
(A) dar. Nach (g + 1)-maliger Differentiation erhilt man

S (g+D) (—1)q!
@ D logf(a) la,§<e<x P B ot TS @ L@,

wo

a

Slo) = ¢! gl aylz< ) (-9’ _."(;v;)qﬂ— l b“|2< e ( ¢ —z’;;-“ z )qH(-’

L — (q+1)lf tog|f (e e,a)J 2oe P29

Wir werden zeigen, daf. die Funktionen S, () und 7,(z) in jedem endlichen Kreise
[z} =< r fiir ¢ — oo gleichmidBig gegen Null streben.
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Man hat zundchst fiir (2| =r <o

|8 | _lal 1
| ' —a,z | = o'—la,|r = o—1’
und also
a, \" < n(;0 _ 1 \* n(e; 0)
®) ?a,[2< 9(9.‘_67'77) - (e—7)™ N <1__r_> o™
0
Hier ist

ne;0) = n(e;0) [ = [ 1D ar < Neeo; 0) < Tieq) + O,
Q 4

und also nach der Voraussetzung (1) auch

n(0;0)

1
9

-0 fiir 0 — 00,

Die linke Seite der Ungleichung (3) strebt also im Kreise z| = r gleichmiflig
gegen Null, wenn ¢ unbeschrinkt wichst. Die von den Polen b, herriihrende
Summe in dem Ausdruck S, liBt sich in derselben Weise abschiitzen, und wir
schlieBen also, daB die Beziehung
lim S,(z) =0
e —> OO
gleichmidfBig im ganzen Kreise |z| = r besteht.
Fiir den Ausdruck I, finden wir im Kreise |z| = r die obere Schranke

(g+1le [2= TN (g+1)!  m(g; 0)+m(g; o)
“"(x”é?rmfo |1og[f(ge")!|aza=”(1 ,)qﬂ- i

2@+D)!  T(+0qQ),

7+3 1 1
1 (1 - _r_) ¢
Q

nach (1) ist also auch
I,(z) >0 fiir g —> o0,
und zwar gleichmiBig fiir |z] = r.

GemidB der Formel (2) gilt also fiir die (¢+1)-te logarithmische Ableitung
der betrachteten meromorphen Funktion .die in jedem endlichen Gebiete gleich-



Zur Theorie der meromorphen Funktionen. 33

miifig konvergente Darstellung

D ogf(2) = (— 1)*q! lim %I b”§< 9( 1 )q+l—la”2< 9( 1 )?“%.

e =00 x_b‘u :c—a“

Durch (g +1)-malige Integration ergibt sich hieraus, daf
lo _,z) 2,1 (1) gt (1)
Iay|z<9|: g<1 a, +a‘u+2 a + +q [4)

“n B o)+ 2 ()4 ()]

q
logf(z) = De,2”+ lim
0

¢ =00

wo ¢, = [D"logf (z)], _
Wir haben also folgendes Ergebnis gefunden:

Satz 1. — Es sei f(x) eine meromorphe Funktion von endlicher Ordnung mit
den Nullstellen a,, a,, ... und Polen b,, b,, ..., und q eine ganze Zahl von der Art, dafs
Q) lim 1;&’1)_ = 0.

: r=oco T

Wenn f(0) % 0, co ist, so gilt die in jedem endlichen Kreise |z| = r gleichmdfig
konvergente Darstellung

oy

A la. | <<e a,
PRI Lo .
(x) € Qémoo H (1_§_)6‘%+‘i(bi')’+ %(biv)q

o] <<e 3

Die oben angestellten Betrachtungen lassen nicht darauf schlieBen, daf die
in Zzhler und Nenner stehenden Produkte einzeln fiir ¢ — oo konvergent wiren.
DaB dies auch unter der Voraussetzung (1) nicht allgemein gilt, kann man darch
Beispiele zeigen. Nimmt man aber an, daB die betrachtete meromorphe Funktion
hichstens vom Konvergenztypus der Ordnung g+ 1 ist, d. h. daB das Integral

 Tr
f Tq_(nl dr
konvergent ist, eine Bedingung, die fiir das Bestehen der Voraussetzung (1) hin-
reichend (nicht aber notwendig) ist, so folgt aus dem Satz 1 S. 26, daB die
Reihen
1 q+1 qtt
b a—’

Acta mathematica. 46, Imprimé le 24 mars 1925. 5

ol
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konvergieren; dann sind die genannten unendlichen Produkte konvergent und
sogar von der Reihenfolge ibrer Faktoren unabhingig. Wir haben also den
Satz 2. — Wenn das Integral

(8) f“%Qd

konvergent ist, so gilt die Darstellung

(6) f@) =

(%

-8
by

wo E den Wererstrassschen Primfaktor

u+ ?W +-+ ——uq
E@q = (1-we °
bezeichnet.

Unter der Voraussetzang des letzten Satzes sind die Reihen.

fiir 4 = q konvergent. Es sei nun 4 = % = q die kleinste nichtnegative ganze
Zahl, wofiir diese Reihen beide konvergieren. Dann sind die in der Formel (6)
stehenden kanonischen Produkte auch dann konvergent, wenn ¢ durch % in den
Primfaktoren E ersetzt wird. Die konvergenzerzeugenden Faktoren, die hier-
durch gestrichen werden, vereinigen wir mit dem vorangehenden Exponential-
faktor und finden so fiir f(z) die Darstellung

® o= o WP

125 %)

wo P, ein Polynom vom Grade » = g ist. Wir verallgemeinern nun den Begriff
des Geschlechtes einer ganzen Funktion auf meromorphe Funktionen durch
nachstehende

Definition. — Wenn eine meromorphe Funktion in der Form (6') dargestellt
werden kann, so heifft die grifere der Zahlen h und k das Geschlecht der Funktion.
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Aus dem Satz 2 folgt dann:

Satz 3. — Das Geschlecht einer meromorphen Funktion ist micht hoher als
die Ordnung derselben.

Insbesondere ist also eine Funktion von endlicher Ordnung immer von end-
lichem Geschlecht; es wird spidter hervorgehen (N:o 8), daB auch das Umge-
kehrte gilt.

Es sei in diesem Zusammenhang auf eine einfache Folgerung aus der Dar-
stellung (6') aufmerksam gemacht. Wir haben in S. 21 gesehen, daB eine ratio-
nale Funktion der Bedingung 7'(r) = O(logr) geniigt. Wir kénnen nunmehr
die Umkehrung beweisen in folgender préziseren Form:

Eine meromorphe Funktion, fiir welche die untere Grenze

lim T(r)
r—oo logr

endlich ist, reduziert sich auf eine rationale Funktion.
Da T(r) eine konvexe Funktion von log» ist, so folgt aus der Voraus-

setzong zunichst, daB anch die obere Grenze

im L0)

r=o0 087"
endlich ist. Die Bedingung (5) des Satzes 2 ist hiernach fiir ¢ = 0 erfiillt;
die betrachtete meromorphe Funktion f(z) liBt sich also in der Form (6) dar-
stellen, wo der vorangehende Exponentialfaktor sich jetzt auf eine Konstante
reduziert. Unser Satz ist also bewiesen, wenn wir noch zeigen, daB die Anzahl
der Nullstellen und Pole von f(z) endlich ist. Dies ist tatséichlich der Fall,
denn nach dem ersten Hauptsatze ist N(r;2) = T'(r)+O(1) = O(logr), und
also, nach der Definition des Ausdrucks N, die GréBe #(r; 2) fiir jedes r be-
schrinkt. Insbesondere sind hiernach die Nullstellen und Pole der Funktion
nur in endlicher Anzahl vorhanden, w. z. b. w.

2. Einige Eigenschaften der kanonischen Produkte. — Um die in der vorigen
Nummer gewonnene kanonische Darstellung (6) zur Untersuchung der Eigen-
schaften meromorpher Funktionen endlicher Ordnung anwenden zu kinnen,
brauchen wir einige Hilfssitze iiber das asymptotische Verhalten eines WriEr-
strassschen kanonischen Produktes von endlichem Geschlecht. Die Eigenschaften,
die fiir die nachfolgende Untersuchung von Bedeutung sein werden, ergeben sich
simtlich als Folgerungen des nachstehenden Hilfssatzes, der in leicht modifi-

zierter Form eine oft angewandte Abschitzung eines kanonischen Produktes enthilt :
B*
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Hilfssatz. — Die gance Funktion
z
9 z(3, 9
vom Geschlechte q geniigt der Ungleichung

® T(r)<crq( f N | f e dt) (N = N(; 0)),

wo ¢ eine von r unabhingige Zahl bezeichnet.
‘Wir nehmen zuerst an, daB das Geschlecht g positiv ist. Man gelangt dann
zu (8) unter Anwendung der wohlbekannten Abschitzung

blulqﬂ

14 |u)’

9) log| E(w, )| <

wo b nach Denioy [10] eine von  und ¢ unabhingige Zahl bezeichnet. GemiB (9) ist

s ot ©° dn(¢; 0)
T =logM((r)<?b S S— =brq“f 22
() & () ‘vzllarlq(larl_*‘r) t=0t9(t+r)
_ ppen (o@Dt
= byt f (£ 1) ndt
© dN() o N()dt
prey _a 2 ,.q+1
<b@+1)r ft=0t«(t+r)<b(q+1) e fo e

Da ferner

foo Nat (" (1 NG O NOd
NI T

T
so folgt die Ungleichung (8) mit
(10) ¢ = blg+1).

Dieses Ergebnis haben wir unfer der Voraussetzung ¢ = 1 gefunden. Im
Falle ¢ = 0 gelangt man aber durch eine dhnliche Rechnung zu demselben Re-
sultat, wenn man fiir den Wrierstrassschen Primfaktor die Abschitzung

log |1 —u} = log (1 +|«))
benutzt.
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Wir haben oben angenommen, daB das Geschlecht des betrachteten kano-
nischen Produktes gleich ¢ ist: es ist also nach Definition das Integral

°N()
f ~jate dt

f CNO 4

konvergent, wihrend
tq+l

divergent ist. Ist also N(r) von der Ordnung »*, so ist notwendigerweise
=1=g4+1

Aus der Ungleichung (8) geht nun unmittelbar hervor, da8 7'(r) nicht von
hoherer Ordnung als N(r) sein kann; da sie aber, nach dem ersten Hauptsatze,
auch nicht von niedrigerer Ordnung sein kann, so schlieBt man:

Ber einem kanonischen Produkte sind die Funktionen T(r) und N(r;0) von
derselben Ordnung.

Wenn die Ordnung A nickt ganzzahlig ist (¢ < A < ¢+1), so kann man
noch mehr beweisen. Eine unmittelbare Folgerung aus der Ungleichung (8) (und
dem Hauptsatze (I)) ist z. B., daB 7(r) und N(r) auch gleichzeitig dem Maximal-,
Normal- oder Minimaltypus der Ordnung i angehtren. In dem letzten Fall
haben wir noch zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem das Integral

f 00&2 dr

7‘“"

konvergent oder divergent ist (oder, wie wir sagen, T'(r) vom Konvergenz- oder
Divergenztypus ist). In jenem Falle ist nach dem ersten Hauptsatze auch das
Integral

foo N 0)

t1+l

konvergent. Die Umkehrung ist aber auch richtig, wie man leicht mittels der

Ungleichung (8) beweist, indem man beide Seiten mit :Zf multipliziert und

partiell integriert. Man gelangt so zu dem Satz von Vauiron [7]:

Im Falle einer nicht ganzzahligen Ordnung gehiren die Funktionen T (r) und
N(r; 0) gleichzeitig dem Konvergenz- oder Divergenztypus an.

Wir wollen noch einige Worte hinzufiigen iiber den Fall, wo die Ordnung
1 eine ganze Zahl ist:
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Sei zundchst 4 = g+ 1; weil das betrachtete kanonische Produkt vom
Geschlechte ¢ ist, so gehort N(r; 0) notwendigerweise dem Konvergenstypus
dieser Ordnung an. Mittels der Ungleichung (8) schlieBt man hieraus sofort,
daf die Funktion T'(r) vom Minimaltypus sein mufl; ob sie aber vom Konvergenz-
oder Divergenztypus ist, 1iBt sich nicht entscheiden. Tatsichlich sind auch, wie
man durch Beispiele zeigen kann, beide Fille moglich: der obige Sate von VavLiroN
besteht also micht mehr fiir ganzzahlige Ordnungen. Dieser Umstand ist von beson-
derer Wichtigkeit, weil daraus folgt, wie wir in der folgenden Nummer sehen
werden, daB das Geschlecht einer meromorphen Funktion nicht durch ihre Ord-
nung eindeutig bestimmt ist, wenn.diese eine ganze Zahl ist und die Funktion
dem Divergenztypus angehort — eine Tatsache, die in der Theorie der ganzen
Funktionen wohlbekannt ist.

Sei schlieflich 4 = ¢; die Funktion N(r; 0) gehort dann dem Divergenz-
typus der betrachteten Ordnung an. Uber das Verhalten der GroBe T(r) liBt
sich in diesem Falle nichts weiter aussagen, als was eine direkte Folgerung des
ersten Hauptsatzes ist: daB sie nicht von niedrigerem Typus sein kann als N(r; 0).
DaB sie aber nicht immer von demselben Typus wie N ist, geht aus Beispielen
hervor: es gibt kanonische Produkte, bei denen N(r; 0) vom Minimaltypus, 7'(r)
dagegen von hoherem (Normal- oder sogar Maximal-)Typus ist. Auch hierin
unterscheiden sich also die ganzzahligen Ordnungen von den nicht ganzzahligen.

Die oben erdrterten Sitze iiber das asymptotische Verhalten eines kano-
nischen Produktes behalten auch dann ihre Giiltigkeit, wenn die oben ange-
wandten Hilfsgrofen 7'(r) und N(r) durch log M(r) bezw. % (r) ersetzt werden,
da diese letzten Ausdriicke von denselben Ordnungstypen sind wie jene. In
dieser Fassung sind diese Sdtze aus der Theorie der ganzen Funktionen wohl-
bekannt.

Zur Erlduterung der in dieser Nummer besprochenen Verhiltnisse betrachte
man die ganze Funktion

(1) f@nmw=§E@§Q

vom Geschlechte ¢, wo
1

ty = — [n(log n)]*;

hier sei 4 eine positive Zahl des Intervalles g = 1= ¢+ 1, und « eine beliebige reelle
Zahl, die jedoch im Falle eines ganzzahligen 2 den Bedingungen o > 1 fiir 1 = ¢ +1,
@ =1 fiir 4 = ¢ geniigen muB (da das Geschlecht gleich ¢ sein soll).
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Es ist offenbar

2

7&(9',0) = l—“(l%ﬁ(l-*_e(r))’ N(T, O) = W(l‘*‘&(?’)).

Nach Livperor [8] bestehen ferner die asymptotischen Formeln:

g<A<gq+1:
(111) logf(x; A, “) = (— I)QWHI:(T:?)Q;X (].Og :l‘)_“ (1+£(x)),
gq=»4a<<loderg+1 =1, e>1:
” 1 —a+1
(11" logf(z; 4, &) = (—1} ya—y z*(log )™+ (1 4 ¢ (2)),

wo &(z) gleichmiBig gegen Null strebt, wenn z innerhalb des Winkels —x 49
Sargz =x—0 (0 > 0) gegen den Unendlichkeitspunkt riickt.

Man sieht, daf bei dieser Funktion die GréBen I'(r) (log M(r)) und N(r; 0)
(n(r;0) in Ubereinstimmung mit den obigen Sitzen immer denselben Ordnungs-
typen angehiren, wenn 1 im Intervalle ¢ << 2 << ¢+ 1 liegt. Anders verhilt sich
die Funktion fiir die ganzzahligen Werte 4. So ist fiir 4 = ¢ +1 N(r;0) vom
Konvergenatypus, T(r) dagegen vom Divergenstypus, wenn 1 <o« =2. Im Falle
A = q ist wiederum N(r;0) vom Minimaltypus, T(r) dagegen vom Maxzimaltypus,
wenn 0 << e << 1 gewidhlt wird.

3. Bestimmung des Geschlechtes einer meromorphen Funktion von endlicher
Ordnung. — Wir haben in Nummer 1 gesehen, daf das Geschlecht einer mero-
morphen Funktion hochstens gleich der Ordnung ist. Unter Anwendung der
oben erorterten Eigenschaften der kanonischen Produkte wollen wir jetzt umge-
kehrt die Ordnung einer Funktion abschitzen, deren Geschlecht gegeben ist.

Wenn f(z) eine meromorphe Funktion von endlichem Geschlechte g ist, so
kann sie in der Form '

« Br(x) 7y

(12) f@) = ate

2

dargestellt weraen, wo « eine ganze Zahl, P, ein Polynom vom Grade k =g,
und = , 7, mittels der Nullstellen bzw. Pole gebildete kanonische Prodnkte sind,
deren Geschlechter hochstens gleich g sind. Wir beweisen nun den

Satz. — Die meromorphe Funktion (12) geniigt der Ungleichung
(13) T(r,f)<<T(r,n,)+ T(r,x)+ O(*+logr).
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Zum Beweise machen wir von nachstehendem Hilfssatz Gebrauch:
Wenn @, und @, meromorphe Funktionen sind, so gilt

(14) T(r5 P, ‘Pn) = I, ‘Pn) + T(r) (pz)'

Es ist némlich wegen der evidenten Ungleichung Iog |, ¢,| = log lo,| +10g | .|
einerseits

n ('r7 ¢, (ps) § m(r, (pn) + m(”, 97:)

und, da die Pole des Produkts ¢, ¢, in den Polen von entweder ¢, oder ¢, ent-
halten sind, andererseits

N(r,9,9,) = N(r, 9,) + N(r, 9,);

die Beziehung (14) folgt durch Addition dieser zwei Ungleichungen.
Die Behauptung (13) ergibt sich nunmehr, wenn man die Ungleichung (14)
auf die rechte Seite der Formel anwendet und bemerkt, daB

T(r,a%) = O(log ), Tlr, ™) = 0(*)

und (wegen des ersten Hauptsatzes)
T(r, -i—) = T(r,z)+0(1).
t ]

“Wir baben in der letzten Nummer gesehen, daB die Ordnung eines kanoni-
schen Produktes vom Geschlechte ¢ hichstens gleich ¢+ 1 ist. Aus der soeben
bewiesenen Ungleichung (13) schlieBen wir hiernach, da8 auch die Ordnung der
betrachteten meromorphen Funktion (12) nicht hoher sein kann als ¢+ 1. Da
die Ordnung andererseits nicht niedriger ist als das Geschecht g, so gelangen
wir zu folgender Regel zur Bestimmung des Geschlechtes einer meromorphen
Funktion von endlicher Ordnung 4:

10 — Wenn die Ordnung A nicht ganezahlig ist, so ist das Geschlecht gleich der
grifiten ganzen Zahl, die kleiner als A ist.
20 — Wenn die Ordnung A eine ganze Zahl ist, so ist das Geschlecht entweder

A oder 2 —1.

Ob das Geschlecht einer meromorphen Funktion von ganzzahliger Ordnung
4 gleich 4 oder 2—1 ist, hingt wesentlich davon ab, zu welchem Typus die
Funktion gehort. In der Tat: es wurde oben (S. 38) bemerkt, daf ein kanonisches
Produkt vom Geschlechte ¢ hichstens vom Minimaltypus der Ordnung g+ 1 ist;
diese Eigenschaft kommt nun gemi#B der Ungleichung (13) jeder meromorphen
Fanktion vom Geschlechte ¢ zu. Wir schliefen also, daf wenn eine Funktion
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dem Normal- oder Maximaltypus einer ganzzahligen Ordnung angehort, das Ge-
schlecht notwendigerweise gleich der Ordnung ist.

Sei nun f(z) eine meromorphe Funktion vom Minimaltypus der betrachteten
ganzzahligen Ordnung 4; sie gehort dann entweder dem Konvergenztypus oder
Divergenztypus an. Im ersten Fall ist — wie aus Satz 2 S. 34 hervorgeht —
die Funktion vom Geschlechte 2 —1. Im letzten Fall bleiben dagegen beide
oben angegebene Moglichkeiten offen: das Geschlecht ist entweder 1 —1 oder A,
je nachdem die Grofen N(r;0) und N(r;oo) beide dem Konvergenztypus der
Ordnung 4 angehiren, oder wenigstens eine dieser GroBen vom Divergenztypus ist.

Zusammenfassend haben wir also das Ergebnis:

Wenn eine meromorphe Funktion von ganzzahliger Ordnung A ist und der Be-
dingung

Tm L0~

r=0oo 7‘"
geniigt, so ist ihr Geschlecht gleich A. Ist wiederum

fm 20 _ g

r =00

so ist die Funktion vom Geschlechte 2 — 1, falls das Integral

konwvergiert; wenn dieses Integral dagegen divergent ist, so ist das Geschlecht ent-
weder A —1 oder 1, je nachdem beide Rethen

1\ 1\
2(50) 1 2(e)
konvergieren, oder wenigstens eine dieser Reihen divergent ist.

In der Funktion f(z;4,«) (S.38) haben wir fir A = ¢4 1, «a <2 ein
Beispiel dafiir, daf das Geschlecht tatsidchlich %leiner sein kann als die Ordnung.
Einige allgemeine Sidtze, die im dritten Abschnitt dieser Arbeit hergeleitet
werden, werden aber zeigen, daf ein solcher Fall als ein ganz besonderer Aus-
nahmefall zu betrachten ist, der nur dann eintreffen kann, wenn die Nullstellen
und Pole der fraglichen meromorphen Funktion mit einer im Vergleich mit allen
iibrigen #-Stellen anormal kleinen Dichtigkeit auftreten.

Acta mathematica. 46, Imprimé le 24 mars 1925. 6
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Wir sind punmehr auch im Stande, den in Nummer 3 des ersten Abschnitts
in Aussicht gestellten Beweis dafiir zu erbringen, daf unsere Definition der
Ordnung einer meromorphen Funktion mit der von Borur [6] gegebenen &qui-
valent ist. Boger geht in folgender Weise vor:

Wenn f(z) eine meromorphe Funktion ist, so bilde man mittels ihrer Pole
ein kanonisches Produkt G (z) von moglichst niedrigem Geschlecht; das Produkt

(16) H(z) = G()f ()

ist dann eine ganze Funktion. Die Ordnung der meromorphen Funktion f(x)
ist nach Definition gleich der kokeren der Ordnungen der ganzen Funktionen
G und H.

Wir haben friiher gesehen (vgl. S. 23), daB unsere Definition der Ordnung
im Falle einer ganzen Funktion mit der iiblichen iibereinstimmt. Die Ordnung
der meromorphen Funktion f (x) ist also nach BoreL gleich der griferen der Zahlen

!

v log IT'(r, @) si— log T'(r, H)
log r

(16) lim —— und lim Tog 7

nach uns wiederum gleich

17) iim lo_gl_M
ogr
Um die Ubereinstimmuang dieser zwei Zahlen zu zeigen, bemerken wir zunichst,

daf G ein kanonisches Produkt ist, und daB also, nach den Sitzen der vorigen

Nummer, die GréBfen T'(r, G) and N (r, %) = N(r,f) von derselben Ordnung

sind. Nach dem ersten Hauptsatze ist aber
N )< THH+0M),

und wir schliefen folglich, daB 7'(r, G) nicht von héherer Ordnung als 7'(r, f)
sein kann. Aus der Gleichung (15) folgt ferner unter Anwendung der Ungleichung
(14), daB

I, H)=T(r @)+ T(r f)

wonach auch 7'(r, H) hichstens von derselben Ordnung wie 7'(r, f) ist.
Andererseits ist aber
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und also:

0, S T0, 1)+ 2 (1, ) = 70, )+ T, &) +0(1)

woraus man sieht, daB nicht beide Funktionen T(r, H), T(r, G) von niedrigerer
Ordnung als T'(r,f) sein kinnen. Wir schlieBen hiernach, daf die obere Grenze
(17) gleich der gréfieren der zwei Zahlen (16) ist, w. z. b. w.

4. Sitze iiber das asymptotische Verhalten der Grifle N (r;z) bei einer mero-
morphen Funktion endlicher Ordnung. — Es sei f(z) eine meromorphe Funktion
von endlicher Ordnung 4; nach dem Hauptsatze ist dann die ,2-Summe* m(r;2)
+ N(r; 2) fiir jedes z von der Ordnung *, Man schlieft hieraus, da8 die Ord-
nung der einzelnen ,Teilkomponenten m und N, fiir ein beliebig gegebenes z,
hichstens gleich 4, und tatsdchlich genau gleich 1 fiir wenigstens eine dieser
zwei GroBen ist. Wenn die Ordnung i nicht ganzzahlig ist, so 1iBt sich dieses
Ergebnis wesentlich ergéinzen: es gilt nimlich zunichst folgender Satz:

Satz 1. — Wenn die Ordnung A einer meromorphen Funktion nicht eine ganze
Zahl ist, so ist die Funktion N(r; 2) von der Ordnung r* fiir jedes z aufler mig-
licherweise einem einzigen Wert,

Nach dem ersten Hauptsatze ist, wie soeben bemerkt wurde, N(r;z)
hochstens von der Ordnung »*. Es geniigt also, wenn wir zeigen, daB ihre Ord-
nung nicht fiir zwei verschiedene Werte # = ¢ und # = b niedriger sein kann.

Zu diesem Zweck stellen wir die betrachtete meromorphe Funktion f ()
in der kanonischen Form (12) dar. Da 1 nicht ganzzahlig ist, so ist das Ge-
schlecht g <4 und a fortiori k<< 4. Die kanonischen Produkte =, und =, sind
wiederum von derselben Ordnung wie die Grifen N(r;0) bzw. N(r; co); wiren
nun diese Ausdriicke beide von niedrigerer Ordnung als 4, so konnte die Ordnung
der meromorphen Funktion f(x) gemdf der Ungleichung (13) auch nicht gleich
A sein.

Die Funktion N(r;z) ist also fiir mindestens einen der Werte z = 0 und
# = oo von der Ordnung +*. Dies gilt aber nicht nur fiir dieses spezielle Wert-
paar, sondern fiir ein ganz beliebiges # = @, ¢ = b (a § ), denn dieser allge-
meine Fall liBt sich auf jenen zuriickfiihren durch eine geeignete lineare Trans-
formation (mit nichtverschwindender Determinante) von f(z); wegen der ,In-
varianz“ der FundamentalgroBie I gegeniiber einer solchen Transformation bleibt
hierbei die Ordnung 1 der meromorphen Funktion unverindert. Hiermit ist der

Beweis vollstindig erledigt.
6*
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Unter Ausnutzung der in Nummer 2 angegebenen préziseren Sitze iiber
das Verhalten kanonischer Produkte fiihrt die eben durchgefiihrte Uberlegung
zu dem genaueren Ergebnis, da8 die Funktionen T(r) und N(r;2) im Falle einer
nicht ganzzahligen Ordnung auch demselben Typus angehiren aufler wieder fiir
einen eventucllen Ausnahmewert. So schlieBt man z. B. mittels des Satzes von
Varroxn (8. 87), daB N(r;2) vom Konvergenztypus ist fiir jedes 2, sobald dies
fiir 2wei verschiedene Werte # zutrifft; ein Ergebnis, das auch in folgender Weise
ausgedriickt werden kann:

Wenn, unter der Voraussetzung des Satzes 1, die Reihe

1 i
=(5)
fiir einen Wert 2 divergent ist, so divergiert sie fiir alle Werte 2z mit eventueller
Ausnahme eines einzigen Wertes.

Wir sehen also, daB die Kenntnis der 2-Stellen einer meromorphen Funktion
von nicht ganzzahliger Ordnung fiir zwei Werte # mit erheblicher Genaunigkeit
das asymptotische Verhalten simtlicher Funktionen N(r;7) sowie der Funda-
mentalgréBe 7'(r) bestimmt. Uber die asymptotischen Eigenschaften der ,Teil-
komponenten“ m(r;2) geben die obigen Sitze dagegen keinen AufschluB; sie
scheinen im allgemeinen sich ganz anders zu verhalten als die Ausdriicke N: so
sind z. B. bei simtlichen Seite 20, 21 betrachteten Beispielen die GréBen m fiir
alle z mit Ausnahme einzelner Werte beschrinkt. Von den zwei Gliedern der
#-Summe einer meromorphen Funktion scheint also die ,Dichtekomponente®
N(r;2) im allgemeinen stirker zu sein als die ,Konvergenzkomponente® m(r; 2);
daB dies nicht nur bei Funktionen von nicht ganzzahliger Ordnung tatsichlich
der Fall ist, sondern eine ganz allgemeine Eigenschaft meromorpher Funktionen
ist, wird aus dem dritten Abschnitt dieser Arbeit hervorgehen.

Die obigen Sitze sind nicht mehr giiltig, wenn die Ordnung der betrachteten
meromorphen Funktion eine ganze, positive Zahl ist. Eine solche Funktion kann
ja sogar zwei Picarpsche Ausnahmewerte besitzen, die sie iiberhaupt nicht an-
nimmt, und fiir welche die GriBe N(r;z) also identisch verschwindet. Aus der
kanonischen Darstellung (12) geht allerdings hervor, daB dieser extremste Fall

nur dann zutrifft, wenn die betreffende meromorphe Funktion von der Form

1@ oder gleich einer linear gebrochenen Funktion eines solchen Exponential-

ausdruckes ist. Kine solche Funktion ist vom Normaltypus der betrachteten
Ordnung 4; es kann aber auch bei Funktionen vom Maximal- oder Minimal-
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typus (Divergenztypus) eintreffen, daB die Grife N(r;#) fiir 2wei verschiedene
Werte # von niedrigerem Typus ist als die FundamentalgroBe T'(r). Dies trifft
z. B. fiir die in Nummer 2 betrachtete Funktion f(z; 1, «) fiir die zwei Werte
#=0und 2 = oo zu, im Falle 1 = ¢+1, wenn 1 <o =<2, im Falle 1 = g,
wenn 0 <ae<1 (vgl. S.39). Daf die Anzahl solcher Ausnahmewerte ¢ anderer-
seits anch nicht groBer als zwei sein kann, werden wir im folgenden Abschnitt
sehen.

Wir wollen schliefllich, als letzte Anwendung der kanonischen Darstellung
einer meromorphen Funktion von endlicher Ordnung etwas eingehender eine
Frage behandeln, die sich ungezwungen im Zusammenhang mit unserem Haupt-
satz stellt und auch das verschiedenartige Verhalten einer Funktion von nicht
ganzzahliger und einer solchen von ganzzahliger Ordnung beleuchtet. Es ist
dies die Frage nach dem asymptotischen Verhalten der Quotienten

N(r;2)

EON und

m(r; 2)
I(r)

fiir verschiedene Werte 2. Nach dem ersten Hauptsatze ist (wenn wir von dem
trivialen Fall absehen, wo die betreffende meromorphe Funktion eine Kon-
stante ist)

. m(r;2)  N(r;2)\ _
tim (750 +757) = 1

r=0oo
fils jedes 2. Insbesondere ist hiernach

1im N(r;z)él, fim m(r:'z)<

r—oco T() r=cc I() =7

Wir werden nun zeigen, daf andererseits

— N(r;2)
w

>O( d also 1l m(r;z)<1)
i ()

sein muf fiir jedes 2 auer miglicherweise einem einzigen Wert, falls die Ord-
nung der betreffenden meromorphen Funktion nicht ganzzahlig ist. Dieses Er-
gebnis ist keine Folge aus den oben bewiesenen Siitzen iiber das asymptotische
Verhalten der GroBe N(r;2); diese kann nimlich sehr wohl demselben Typus
wie T'(r) angehioren, ohne da die Ungleichung (18) zu bestehen braucht. Die
zu beweisende Ungleichung ist als unmittelbares Korollar im nachstehenden,
etwas schirferen Satze enthalten:
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Satz 2. — Wenn f(x) eine meromorphe Funltion von der nicht ganzzahligen
Ordnung 1 ist, so existiert eine positive, nur von A abhingige Zahl x(3) derart, daf8
die Beziehung

(19) r Enoo N(r; “)TZ)Z"'(’; b > )

fiir jedes Wertpaar a,b (a # b) besteht.

Wir fithren den Beweis zuniichst fiir das spezielle Wertpaar a = 0, b = oo.
Hierzu stellen wir die gegebene meromorphe Funktion f(z), deren Geschlecht ¢
der Bedingung g << 1< ¢+ 1 unterworfen ist, in der kanonischen Form (12) dar,
und schitzen die Fundamentalgréfe 7'(r) mittels der Ungleichungen (8) und (13)
ab. Man findet so ‘

(20) T(r)<crip(r)+ 0@ +logr),

wo wir zur Abkiirzung

l ¢
21) o) = [ O a4 v f 98 a
mit
Q(r) = N(r;0)+ N(r; )
gesetzt haben. Weil das Geschlecht von f(z) gleich g ist, so ist das Integral

[ 80

divergent; es ist also @(r)->oo fiir r >0 (im Falle ¢ = 0 sogar l‘zé’z —»oo).

Bezeichnet &(r) eine Grifle, die mit -i— gegen Null strebt, so ist also gemi8 (20)

(22) Try<ere(r) (1+&@).

Wir behaupten nun, daff ¢(r) der Bedingung

(23) Tm 20 =4 a_g—yp

r=oco M) —

gentigt, Zum Beweise bemerken wir zunichst, daB die Summe Q(r) nach dem
Satze 1 dieser Nummer von der Ordnung +* ist. Aus der Definition (21) folgt
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hiernach leicht, daB die Funktion ¢(r) hochstens von der Ordnung ¢ ist. Sie
kann aber auch nicht von niedrigerer Ordnung sein, da 7'(r) sonst gemiB (22)
nicht von der Ordnung 7* sein konnte. Die Funktion @(r) ist also von der Ord-
nung r*~*; wir werden nun zeigen, daB ein Widerspruch mit dieser Tatsache
entsteht, sobald man annimmt, daf die Ungleichung (23) falsch wire.

Wenn die Beziehung (23) nicht richtig ist, so existiert eine positive Zahl

ey F<i-lA—g—1F
derart, daf die Ungleichung
(25) Qr) <krig(r)

von einem gewissen Wert » = r, ab besteht. Nach (21) ist aber Q(r) = —r**2 9" (v),
und die letzte Ungleichung kann also auch in nachstehender Form geschrieben
werden:

(26) kp(r)+rig”"(r)>0 fic r =7,
Wir setzen hier

(27) p(r) = r“y(r),

wo p die Wuarzel

(28) p= 1 +VITE

der Gleichung %+ u(p—1) = O ist; es ist offenbar gemiB (24):
(29) l-p<d—g<up.
Durch diese Substitution geht die Ungleichung (26) iiber in

20 () + ¥ () = g [Ru—1) 90+ ()] = 0 fix » =,

Da die in den Klammern stehende Funktion hiernach mit » wachsend ist, so muB
einer der zwei folgenden Fille eintreffen:

19 Es ist -
Cu—-Dyp(r)+ry'(r) =0 fir r=r,

2° Es existiert eine positive Zahl v und eine so grofie Zahl r,=r,, daff
Qu—-1o(r)+ry' (r) =y fir r =7,
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Im ersten Falle findet man durch Integration (man bemerke hierbei, daf
P >0 ist):

vO=we() -

Hiernach kénnte die Ordnung der Funktion ¢ (r) hochstens gleich 1 — p sein, was
wegen der Ungleichung (29) unmoglich ist.

Im zweiten Falle ergibt die Integration (es empfiehlt sich hierbei zunichst
die Variabelsubstitution ¥ = #"* ® vorzunehmen)

v Z 5 +(¢(l) 0 1)(’*)?’Hfﬁrr;r,.

Nach (28) ist 2u—1=>0; bezeichnet & eine positive Zahl, die kleiner als —__—1—

ist, so ist also ¥(r)=¢ von einem gewissen Wert r = r,=r, ab. Nach (27)
konnte also die Ordnung von ¢(r) nicht niedriger als g sein, was wegen der
Beziehung g > 1 — ¢ unmdglich ist. '

Die Antithese (25) fiihrt also jedenfalls zu einem Widerspruch und wir
schlieBen demnach, daB die Ungleichung (23) bestehen muB; durch die Ungleichung
(22) folgt hieraus fermer, daf auch

= N(r;0)+ N(r;co) =1
r 1=1mc>o T(r)
Hier konnen wir schlieflich die Werte 2z = 0, # = oo durch ganz beliebige
2=2a,2 =2> (aF0b) ersetzen, denn dieser allgemeine Fall wird wieder auf
jenen durch eine geeignete lineare Transformation von f(x) zuriickgefiihrt. Unser
Satz ist hiermit vollstindig bewiesen; zugleich ist fiir die Zahl »(4) die untere
Schranke

(} A—g -4

(30) O ER TR

hervorgegangen, wo ¢ den Wert
¢ = b(g+1)
hat (vgl. (10) S. 36); b bezeichnet hierbei eine von ¢ unabhiingige Konstante.

! Man hitte auch den von VALIRON in seiner These (Paris, 1914) eingefithrten Begriff der
»brazisen* Ordnung einer Funktion von endlicher Ordnung verwenden kinnen, um ein &hnliches
Ergebnis zu beweisen. Der von uns ecingeschlagene Weg scheint indessen cinfacher zum Ziel zu
fihren.
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Es bezeichne im folgenden x(4) den bestmoglichen, d. h. den groBften Wert,
der der rechten Seite der Ungleichung (19) gegeben werden kann. Fiir die ganz-
zahligen Werte 4 = ¢ und 4 = ¢+ 1 nimmt die gefundene untere Schranke fiir
%(A) den Wert Null an. Tatséichlich muf auch x(1) fiir ganzzahlige i ver-
schwinden, denn eine meromorphe Funktion von ganzzahliger Ordnung kann ja
sehr wohl zwei verschiedene Ausnahmewerte 2 haben, fiir welche

N(r;z)

Iim = 0.

r=co I()
Die in Nummer 3 S. 38 betrachtete Funktion f(z; 1, ) liefert eine obere

Schranke fiir den Ausdruck x(4). Fiir diese Funktion ist, wenn wir der Einfach-
heit halber « = O wihlen,

N(r;O)N—’;,'N(r;oo) = 0,
nnd nach (11')

. r +7
T(r) = m(r, f)Nmf cos A do,
—x

wobei das Integral iiber diejenigen Intervalle zu erstrecken ist, wo cosip >0
oder < O ist, je nachdem g gerade oder ungerade ist. Es wird

T0) ~ lsmqy:fll— q)
l Tsm fiir g+i<l<<g+1,
und man findet also:
sinz(l—q) .
—= I _f A 1,
-~ 3 N(r;0)+ N(r; c0) q+sinx(i—gq) frg<i=q+i
(31) *(A)= lim - 0 = .
T El?;—_*(-_l'—lfi) firg+i<i<<g+l.

Die in (30) und (31) gegebenen Schranken, zwischen denen x (1) liegt, verschwinden
beide fiir ganzzahlige Werte 4 und erreichen zwischen zwei aufeinanderfolgenden
ganzen Zahlen 4 = g und 2 = ¢+ 1 ein Maximum

R S
150+ 1y

Fiir 4 — oo strebt also x(1) gegen Null

Acta mathematica. 46. Imprimé le 24 mars 1925.

w L
g+l

~]



50 Rolf Nevanlinna.

In unserer Arbeit [11] haben wir die Frage gestellt, ob bei einer ganzen
Funktion von nicht ganzzahliger Ordnung die Gleichung

N(r;2) _

lim =0

r=co I(r)
fiir ein endliches 2z moglich sei. Aus obigem geht nun hervor, daf diese
Frage verneinend zu beantworten ist. Denn fiir eine ganze Funktion ist
N(r;o0) = 0, und also

fiir jedes endliche .
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IHI. Der zweite Hauptsatz.

Das zentrale Ergebnis des ersten Abschnitts ist der erste Hauptsatz, der
die Invarianz der Summe m(r; z)+ N(r; ¢) fiir verschiedene Werte 2 ausspricht.
Aufler diesem ganz allgemeingiiltigen Resultat haben wir einige weitere Eigen-
schaften der GréBen m und N in dem speziellen Fall gefunden, wo die Ordnung
der betrachteten meromorphen Funktion einen endlichen, nicht ganzzahligen Wert
hat. In dem vorliegenden Abschnitt wird die Untersuchang der einzelnen ,Teil-
komponenten m und N weiter gefiihrt. Der sweite Hauptsatz, der in den nach-
folgenden Nummern hergeleitet werden soll, wird &ls unmittelbare Folgerung
eine Reihe diesbeziiglicher Sitze ergeben. Von den Ergebnissen der zwei ersten
Abschnitte wird in der folgenden Untersuchung nur das in den zwei ersten
Nummern des ersten Abschnitts Bewiesene, vor Allem der erste Hauptsatz benutzt.

1. Ein Hilfssatz iiber die logarithmische Ablettung einer meromorphen Funktion.
— Zum Beweise des zweiten Hauptsatzes haben wir nachstehenden Hilfssatz
tiber die logarithmische Ableitung einer meromorphen Funktion nétig:

Satz. — Es sei f(x) eine meromorphe Funktion und A eine positive Zahl. Dann
besteht fiir r > r,=> 0 die Ungleichung

ol ) &40
) f L ai <) f S dt -+ 0(1),
Ty To
wo &(r) mit % verschwindet und O (1) eine Grifle bezeichnet, die fiir r=>r, be-
schrankt ist.
Ferner gilt die Ungleichung

© m (r ; -’;_) < 0(log T() + O(log 7)

fiir jedes r mit eventueller Ausnahme einer Wertmenge, die mit einer Intervallfolge
von endlicher Gesamtlinge tiberdeckt werden kann.

7%
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Falls f(x) insbesondere von endlicher Ordnung ist, so besteht die letete Un-
gleichung ausnakmslos fiir jedes r von einem gewissen Wert ab, und es ist also

@) m (r, %) = 0 (log 7).

Um den Beweis, der mit einigen Schwierigkeiten verbunden ist, etwas tiber-
sichtlicher zu machen, gehen wir schrittweise vor und beweisen zunichst den

Hilfssatz. — Wenn f(z) ecine meromorphe Funktion ist, so besteht die Un-
gleichung

3) m(r,{;—)<21‘6gg+313g91r+4l$gT(P,f)+0(1)
fiir 0 <<r<< g ==2r; hierbei bezeichnet O (1) eine Grofle, die fiir unbeschrinkt wach-
sendes r unter einer endlichen Schranke licgt.

Beweis. — Wird die betrachtete meromorphe Funktion in dem Kreise
z| << ¢ durch die Porssox-Jexsensche Formel (A) dargestellt, so ergibt sich durch
Differentiation

f'iz) 1 2ge P20
f(x) - 2“j(; ].Og[f( [(Qe x)s

s ¢-lal o-lbr
|a“%<g (z—a)(@'—a2) |pf<e (x—b)(o'~b,)
nd also fiir |z| = r<<e

| F'(®) | <
[ F@) |~ (e

2 gk [ sl o

o' —la.f e—15F
laf<el—alle’—a,x| pf<o|z-0,]|0*~b,x|

+

Es ist hier |¢*— @, 2] = o' —|a,|r > 0(0 —7), und daher
» »

e—lal'  _ ele’—|a]) | @~z
[z~a,fle"—az] — fo'~a,2f le(@—a,)

0 [_g"—ny .
@e—7F |elz—a) "

Es wird also
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[f’(x)! 20 _1_ 2z Ny
@ | = o= (2,,f0 [10g |7 (e'®)| [ a2

o' = T | | o' —b,x

|a|2<9f9(x )l v ')’

oder, unter Anwendung der evidenten Ungleichungen

| Igg(ocla,...ay)glggalﬁ-lﬁga’.f....+13gap
| 13g(“x+“a+'"+ap)§15gal+13ga,+---+16ga,,+13gp,

I <log 2+1bg o+ 2log pir +l3g(§1;f2”|10g\f(oem)nd"’)
0

4) (0, = 0)

log

+ 3 gL
|alz<9 gl@(ﬂﬂ )l ]b§<e

—g'@_‘_b_)_ | + log (n (0, f)+m (9, %) + 1)

Hier sind die von den Nullstellen und Polen herriihrenden Summen gleich den

%) bzw. Vo(z,f). Mit dieser

Bezeichnung ergibt sich aus der letzten Ungleichung durch Maltiplikation mit
do und Integration:

S. 13 definierten harmonischen Funktionen V, (x,

®  om (r, %) <log 2+ Mg o+ 2165 —

vt ( L [ roslrlos)] ao)

(1]

1 2w up u; 1
t9a f V, ( d t5,- / ( )d‘P
0
+ . 1
+10g(”’(9:}‘)+n< t ?)'*' 1)
Zur weiteren Abschitzung der Glieder auf der rechten Seite der letzten

Ungleichung bemerke man zunéchst, da8 nach dem Hauptsatze (I)

—2‘-,,—f0 “1oglfle?)l|as = m@e.n)+m(e ) <27@+00W,
und also

® tig (5, [ g rlec”)]) <155 70+ 00
0
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Ferner wird, da V,(z,f) fiir |z] = r verschwindet, nach dem Gaussschen
Mittelwertsatz

1 27 ;
@ o= [V (re? () do
2x j(; ¢

= §la?f02”(ye_ Vyde = (V,— V,)e=0 = N(e, )= N(r, 1),

und in derselben Weise

) 2—1,[-[;2” Vq(rehp, %)dgo == N(g, %) - N(r, %)
Beachtet man noch, daf gemif (4)
155 011+ n (o, ) +1) <Dog 2+ 23 (2, )+ n 0, )

so folgt aus (5), daB

®) m(r, L’) < 0(1)+1log o +215g

: +16g T(6) + Ne, )+ N (e, 7)

o—7
- (N(r, f)+N (r, %)) +1og (n (/) +mn (9, %)),

wo O (1) eine fiir 0 <<r, < r < ¢ beschrinkte Grife bezeichnet.

Wir wihlen nun eine Zahl ¢’ des Intervalles
r<e = 2r.
Setzt man der Kiirze halber

N() = NG, f)+N(t, —;—)

so ergibt sich dann fiir N(g), die eine konvexe Funktion von loge ist (vgl. die
Definition (1') bzw. (17) S. 12), die fiir » << ¢ = o' giiltige obere Schranke
@

log 7‘

0,
-

®) N@=Nr+ (N{e') — N(r))-

log



o
=1
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Hier ist

log»fT = log(1+9—:—’:)< g—r’

r

und wegen der fir 0 =¢t=1 gi{ltigen Ungleichung log (14 ¢) = ¢tlog 2

log%=log(1+9 )>0 log2

Da ferner nach dem ersten Hauptsatze
N@E)-Nr=N(E)<2T@)+0(),
so folgt aus (9), daB

T(o)

10 N(o)— N(r) < ", r o
(10) (@—N() =7 Tog\2 ——=+0Q)
Wir bestimmen nun die GriBe ¢ durch die Bedingung

11 ey 0T

b T T TEY L

woraus r<< ¢ =o' folgt. Man erhilt dann gemi8 (10)

) ¥en+N(er)=(¥n+3(n ) = ¥o- N <0()

Setzt man weiter
n(r) = "(r7 f) +”(r7 %)7

so ergibt sich nach dem ersten Hauptsatze:

2T(e")+0(1)> N(p"
= fe’n_t(t)_ dtzfe,%t)— dtin(g)logo—lzn(g)i_—o— log 2.
@ 0
0 e
Nach (11) ist aber
, 1
9_0—'(9 1') T(p'()o-}-l (9—1‘) 1 )

)
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und man findet also, dafl

M0 < ST RT@+00) = o (1) +0(D),

o' —r)log?2
und, durch Anwendung der Ungleichungen (4),

(12) Tog n(g) < Tog o' + log g,ir +15g T(e") + O(1) ™.

Wir fiilhren nun die in (10') und (12) gegebenen Schranken in die Un-
gleichung (8) ein. Beachtet man noch daf gemiB (11)

lﬁgg_l_ = 15 T(p +1<lg 1——+log1’(@')+log2

und da8 weiter, weil ¢ ¢’ ist, 10go =1dge’ und T(¢)= T(o'), so gelangt man
so zu der Ungleichung

m( ’;c)<2logg +310g—» —1——+4]ogT(9)+0(1),

die somit fiir jeden Wert o' des Intervalles r << o' =27 besteht. Unser Hilfs-
satz ist hiermit bewiegen.

Mittels des soeben bewiesenen Hilfssatzes konnen wir nunmehr leicht den
am Anfang diéser Nummer ausgesprochenen Satz nachweisen.

Sei zundchst f(z) von endlicher Ordnung, d. h. log T'(r) = O(logr). Es
wird dann, wenn ¢ = 27 gebetzt wird,

log ¢’ = logr+ log2, 1og 91 0(1), log T'(p) = O(logr),

und die Beziehung (2') ergibt sich also aus (3).

Ist f(x) wiederum von unendlicher Ordnung, so machen wir von einem
bekannten BoreLschen Satz Gebrauch, wonach 7'(r) als eine wachsende Fanktion
ihres Argumentes, fiir ein gegebenes ¥ > 1 der Bedingung

(13) T() < [T(} (r' - r+10g%->

1 Wir haben oben stillschweigend angenommen, daB f (0) # 0 und oo ist. Ist dies nicht
der Fall, so hat man fiir die GroBen N (r,f) bzw. N (r, f) die Definitionen (1”) S.12 zu benutzen;

das Ergebnis (12) behilt auch in diesem Fall seine Giiltigkeit bei.
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genligt fiir jedes » > 0 auBer moglicherweise einer Wertmenge I von endlichem
Mafs*. Wihlen wir nan in (3)

(14) 1

¢ " g TGY
so wird also fiir jedes », das nicht der Ausnahmemenge I angehort,

18g T'(9) < klog T(r).
Ferner ist nach (14) ‘

ligo < logr + 0(1), lﬁgg—i; 18glbg T() < Tog T(r),
und es wird gemdB (3), wenn z. B. k = 2 gewihlt wird,
m (r, %) < 2lbgr+1116g T(r) + O(1) = O(log T()) + O(log)

fir alle Werte r anferhalb der Menge I, w. z. b. w.

Um schlieflich den Beweis der Ungleichung (1) za erbringen, wihle man
eine positive Zahl » > 1 und setze in der Formel (3)
(14) o=r+r‘?

T’

t Da der Bewels des BoreLschen Satzes sehr einfach ist, wollen wir ihn hier in aller Kiirze
wiedergeben: Wenn die Ungleichung (13) nicht fiir alle hinreichend groBen Werte r richtig ist, so exi-
stiext ein Wert » = r,, fiir welche T'(r,) = 1 und die besagte Ungleichung nicht giiltig ist. Wir

bezeichnen r) = 7, und rf~ry = 4, Sei r = r, der erste Wert > r}, wofiir die

* log Ty

Ungleichung (13) unrichtig ist; wir setzen r] = r, + Wﬁl’(r ) und r{—r, = ;. Indem man
: 1

dieses Verfahren weiter fortsetzt, erhilt man eine wohlbestimmte Wertfolge 7,, 75, v, 7l, .c., T3y 75, ...

und eine entsprechende Intervallfolge o,, 4y, ..., 4,, ..., von folgenden Eigenschaften:
(a) T(r,) = T(r}-) = (T ()Y, und also T(r,) = (T(ro))"
¥ 1
(b 4, = ri—r, = _,.1_<(,,1,) N
) ST S Yoy Ty Tog 7 (1)

Der Satz ist offenbar richtig, wenn die Anzahl der Intervalle ./ endlich ist. Sind sie aber in un-
endlicher Anzahl vorbanden, so ist nach (a) hm T(r,) = oo, woraus man sieht, daB r,—» 0

fiir v —» 0o, und daB also die Intervalle 7, (v = 0 1,...) alle Werte r = 7, enthalten, fiir welche
die Ungleichung (18) unrichtig ist. Nun ist aber nach (b) die Summe der Langen dieser Intervalle

1 v k 1
4, << P S
2 = log T(ry) 2( ) k=1 Tog T(r,) ’
also endlich, w. z. b. w.
Acta mathematica. 46. Imprimé le 24 mars 1925. 8
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Dann multipliziere man beide Seiten mit ',.‘ziri" wo A >0, und integriere von

= 1 bis » = »'. Man sieht leicht ein, daB diejenigen Integrale, welche von

den zwei ersten und dem letzten Glied der rechten Seite der Ungleichung (3)
herriihren, unter einer endlichen von #' unabhingigen Schranke liegen®. Das
dritte Glied ergibt wiederum das Integral

Bemerkt man nun, daf gemif (14') o <7+1=2r und do = (1—%) dr, so

folgt, daB
! v log (0) 9 At < 2l+l log (g)
u(r') = [ _.1_11__ <_> dr < 5 j; ——==do.

Es ist nun log 7(r) = ¢() T(r) und also, falls das letzte Integral nicht fiir
r' = oo konvergent ist,

YR TE) , _ on (IO
j; rl-H 8("’)]; P st

v fg ist zundchst nach (14") ¢ << 7+ 1 und also

"’
loge log (1 4- +n
/; [EEx] dr < [ i dr.
Ferner ist

L4 r
1 dr 1 r 1 r'l r dr
j: 1$g9_1'.1'1+l - Tj: log o d( 12 r).) log r—1 1 7 f 7 —r (P

Hier hat das erste Glied rechts fir 1 =< ' << oo ein endliches Maximum; ferner ist

()
P v AP
r—r -1
r

wo h die groBere der Zahlen 1 und 1 bezeichnet, und das zweite Glied rechts ist also kleiner als

Bo(Tar [P a h
Tr'lri"<71 [T
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Jedenfalls existiert also eine endliche, von ' unabhiingige Zahl C', derart da8

" 7)
f A < s f L0 ars,
1
womit die Ungleichung (1) bewiesen ist.

2. Herleitung des zweiten Hauptsatzes. — Mit Hilfe des in der letzten
Nummer bewiesenen Satzes ergibt sich leicht der

Satz. — Es sei f(x) eine meromorphe Funktion, und a und b zwei von ein-
ander verschiedene, endliche komplexe Zahlen. Dann besteht die Ungleichung

(1) T(, ) < N(r, ?§;>+N( = )+ N0, 1) =N =N, ’})+S(¢),

wo S(r) folgenden Bedingungen gentigt:
Wenn A eine positive Zahl beseichnet, so ist fiir r > r, > 0:

r r T
[ 0 < s [ L0 o,

Ferner ist
S(r) < O(log T'(r)) + O(logr)

mit Ausnahme einer Wertmenge r von endlichem Gesamtmaf.
Wenn f(x) von endlicher Ordnung ist, so ist

S(r) = O(logr).
Beweis. — Nach dem Korollar (S. 19) des ersten Hauptsatzes ist

1¢,1) = 2(n ;f”)+0<1>—m( ’;.”)+N( , it ) +ow.

Unter Anwendung der ersten der Ungleichungen (4) folgt ferner, wenn man
noch einmal von dem ersten Hauptsatze Gebrauch macht

! Eine genauere Betrachtung fithrt sogar zu der schirferen Ungleichung

r f’
rm (f 7.’) (1‘) ar.
l —aat dr << const, - log i

8*



60 Rolf Nevanlinna.

m(r, ;::Z)=m(r,fia-f; )Sm(r, ff, )+m(,f,;7—b:)

ool s (o )00

Beachtet man, daf ein m-facher Pol von f ein (m+ 1)-facher Pol von /' ist, so
folgt, daB
1

N(r, 2L5) = 5o, 1) - N6y 0+ 8 125) =B 77)
3 57) = N 7) =50 )

wobel N, (r, ?1,) mittels derjenigen Nullstellen von /* gebildet ist, in denen f = b.

Es wird also
N L) =3 I57) = 3 ) + 30 =30 n= N ),

und man sieht, daf die Unglelchung (15) richtig ist, falls man dem Restglied S

den Wert
sl Lol )

gibt. Daf dieser Ausdruck die behaupteten Eigenschaften hat, geht hervor,
wenn man den Satz auf S. 51 auf die meromorphen Funktionen f—a und f—b
anwendet und bemerkt, daB nach dem ersten Hauptsatze

I(r, f-2) = I )+0(Q) (¢ =4a,2=10)

Die soeben hergeleitete Ungleichung (15) erhilt eine etwas allgemeinere
Form, wenn man sie auf die Funktion

o - 422

anwendet, wo ¢ eine endliche, von @ und b verschiedene Zahl ist und die Koef-
fizienten o und B so bestimmt werden sollen, daB die Werte f = a und f = b
invariant bleiben (d.h. in die Werte ¢ = a bzw. ¢ = b iibergehen). Man

findet: « = a+b—c¢, p = —ab und fiic die Determinante der Transformation
den Wert

—(eo+p) = (@—0)(b—0) $ 0.
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Es wird dann

, 1\ 1 " .
(16) ]\(r, tp:) = N(r, T:Z—) fir 2 = aq, b
and
' o 1
(16) NG, 9) = N(r, ==)
Ferner ist

(]

¥ = @=90t-9z_5

und also

" 7 1 1 1 ,
(167 N, ¢)—N(n 7)) = 2Ny 7=, )= N(n ) =280, N + N, 1),
SchlieBlich besteht nach dem ersten Hauptsatze (Korollar S.19) die Beziehung
(16™) T(r,p) = I )+0Q).

Wird non die Ungleichung (15) auf die Funktion ¢ (z) angewandt, so ergibt
sich unter Beriicksichtigung der Gleichungen (16) bis (16"), daB

T, )< N(r, f_l—a) + N(r, f_ib) + N(r, ﬁ—;) - N(r, -;;)
—2N(r, )+ N(r, [)+8(r),

wo S(r) wieder den in dem letzten Satze angegebenen Bedingungen geniigt.

In der letzten Ungleichung sind die Zahlen a, b, ¢ nach Voraussetzung von
einander verschieden und endlich. Man sieht aber, daf diese Ungleichung auch
dann ihre Giiltigkeit behidlt, wenn eine dieser Zahlen unendlich ist. Denn ist

z. B. ¢ = oo, so hat man nur statt N(r, f—%) N(r, ) zu schreiben, und die

betrachtete Ungleichung geht in die friiher bewiesene Beziehung (15) iiber. Zu-
sammenfassend haben wir also folgendes Eundergebnis:

Zweiter Hauptsatz. — Es sei f(z) eine meromorphe Funktion und a, b und
¢ drei von einander verschiedene, endliche oder umendliche komplexe Zahlen. Dann
besteht die Ungleichung

n T <N@E;a)+N@; b))+ N(r; o)— N()+50),
wo

N,0) = N(r, ) +@NC, N =N )
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und S(r) nachstehenden Bedingungen gentigt:
1% Wenn 4 eine beliebige positive Zahl bezeichnet, so ist fir 0 << r, <7

an [ru<en [[Glarow:
20 FEs ist
177 S(r) < O(log T(r))+ O(logr)

fiir jedes r, mit eventueller Ausnakme einer Wertmenge, die mit einer Inlervall-
folge von endlicher Gresamtliinge iiberdeckt werden kann.

3° Wenn f(x) insbesondere von endlicher Ordnung ist, so besteht die letsle Un-
gleichung ausnahmslos fiir jedes r von ecinem gewissen Wert v ab, und es ist also

(17) S(r) = O(logr)

Es sei sogleich eine Bemerkung iiber die Bedeutung des Gliedes — N, auf
der rechten Seite der Hauptungleichung (II) hinzugefiigt. Der Ausdruck N, ()

getzt sich ans zwei nichtnegativen Gliedern zusammen: Das erste Glied N (r, ]‘1,)
rithrt von den Nullstellen der Ableitung f’ her; es ist ja nach Definition (falls

'(0) % 0)

f t
wo n( f') die Anzahl der Nullstellen von /' im Kreise |x| << ¢ bezeichnet und

N 7) =f0’ ol fi’—)dt,

also auch in folgender Weise definiert werden kann: n(t, ?,) ist gleich der An-

zahl der mehrfachen innerhalb des Kreises || = ¢ gelegenen Wurzeln der Glei-
chung f () = 2, wobei man alle endliche Werte 2z zu beriicksichtigen hat und
eine m-fache Wuarzel nur (m—1)-mal za zéhlen ist. In analoger Weise ist nun
das zweite Glied (falls f(0) # o)
"2n(t, )—n(t,
2NG, )~ NG 1) = [ reD=nb Dy,

0

! Es gilt sogar die scharfere Beziehung (vgl. die FuBnote S. 59.)

8() " 1)
f ey dt << 0( f iy dt)
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mittels der mehrfachen Pole der Funktion f(z) gebildet. Die Funktionen f und
f' haben ndmlich gemeinsame Pole, und zwar ist ein m-facher Pol von f ein
(m + 1)-facher von f’. Der Ausdruck 2% (¢, f)—n (¢, f’) ist demnach gleich der Anzahl
der innerhalb des Kreises || = ¢ gelegenen Pole von f(x), wobei ein m-facher
Pol nur (m —1)-mal gezéhlt wird. Wir baben also zur Bestimmung des Aus-
drucks N, (r) nachstehende Regel, die den symmetrischen Bau dieser Grifie klar
hervortreten 1d8t:

Man bilde die Anzahl n, (r) der mehrfachen z-Stellen der betrachteten mero-
morphen Funktion in dem Kreise |x| << r in der Weise, daff eine m-fache Stelle nur
(m—1)ymal gezihlt wird. Dann ist!

_ [Tm®
N.(r) = fo O g,

Unter Beriicksichtigung dieser Regel ergibt sich ans dem Hauptsatze so-
gleich folgendes

Korollar. — Es sei f(x) eine meromorphe Funktion, und % (r; 2) die ohkne
Riicksicht auf die Multiplizititen gebildete Anzahl ihrer z-Stellen im Kreise |z] < r,
so dafl also jede z-Stelle nur einmal mitgezihlt wird. Setzt man dann

Nr; ¢) =forwdt,

so ist, wenn a, b und ¢ drei beliebige, von einander verschiedene Zahlen sind,
(Ir') T(r) < N(r; a)+ N(r; b) + N(r; ) +5(r),
wo S(r) den in dem Hauptsatze angegebenen Bedingungen gemiigt.

3. Einige Anwendungen des zweiten Hauptsatzes. — Als erste Anwendung
der Hauptungleichung (II) wollen wir den Prcarpschen Satz beweisen:

Eine transeendente meromorphe Funktion nimmt jeden Wert, aufler m()glzcher-
weise gwei, unendlich oft an.

Es sei f(z) eine meromorphe Funktion, die drei verschiedene Werte a, b
und ¢ nur in einer endlichen Anzahl von Punkten annimmt; es ist dann N(r; 2)
= O(logr) fiir diese drei Werte 2. Weil nun das Restglied S(r) gemiB (17')

{ Falls der Nullpunkt eine mehrfache, z.B. my,-fache Stelle ist, so hat man fir N, den
Ausdruck

N =f XU t’"°+1 dt + (m—1) log r.
0
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der Bedingung S(r) < O(logr)+&(r) T'(r) auBerhalb der unter 2° erwihnten
Intervalle geniigt, so folgt aus der Hauptungleichung, indem man beide Seiten
mit logr dividiert, daf

lim ()

r=oo logr

endlich sein muf. Eine meromorphe Funktion von dieser Art reduziert sich aber
nach dem Satze auf S. 35 auf eine rationale Funktion, w. z. b. w. .

Eine leichte Folgerung aus dem zweiten Hauptsatze ist auch der

Satz 1. — Seien f(x) eine meromorphe Funktion und r,(2) dic absoluten Be-
trige ihrer z-Stellen. Wenn dann, fiir ein endliches A = 0, die Reike

(18) ()

fiir dres verschiedene Werte 2 konvergent ist, so konvergiert sie fiir alle Werte .
Ferner ist auch das Integral

(19) f IO 4y

r).—H

konvergent, und f (x) also hichstens vom Konvergenztypus der Ordnung 2.
Weil die Reihe (18) in bezug auf Konvergenz und Divergenz mit dem
Integral
f PN 2 g,

puus

gleichwertig ist, so ist dieses Integral nach der Voraussetzung fiir drei ver-
schiedene Werte # = a, b, ¢ konvergent. Die behauptete Konvergenz des Inte-
grals (19) ergibt sich nun aus dem zweiten Hauptsatze, wenn man beide Seiten

der Ungleichung (II) mit ’ﬁL

+1
griert und bemerkt, daB das Restglied S(r) die Bedingung (17) erfiillt. Ist aber
einmal das Integral (19) konvergent, so konvergiert auch die Reihe (18) fiir alle
Werte 2 (vgl. Satz 1, 8. 26), womit unser Satz nachgewiesen ist.

multipliziert, von » = ¢, bis » = ¢ (9, << ¢) inte-

! Wenn man nur den PicarRDschen Satz beweisen will, so lassen sich die in den vorigen
Nummern angestellten Gberlegungen wesentlich vereinfachen. Man gelangt so zu einer Beweisan-
ordnung, die gegeniiber den frither bekannten ,elementaren“ Beweisen einige Vorteile besitzen
dirfte. Vgl. meine Note ,,Beweis des Picard-Landauschen Satzes®, Gott. Nachrichten, math.-naturw.
Klasse, 6. Juni 1924.
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Aus dem soeben bewiesenen Satz folgt insbesondere:

Korollar 1 (Satz von BoreL [6]). — Wenn f(x) eine meromorphe Funktion
von endlicher Ordnung A ist, so ist der Grenzexponent der Reihe (18) hichstens fiir
cwei Werte 2 kleiner als 2.

Korollar 2. — Wenn f(x) eine ganze Funktion ist, so ist das Integral

S log M(r)
f r“_l—*— d’l’

und die Reihe (18) fiir jedes 2 konvergent, sobald diese Reihe fiir ewei endliche Werte
2 konvergiert.

Den letzten Satz hat zunerst Vauron [12] unter der einschrinkenden Voraus-
setzung gefunden, dafl f'(x) von endlicher Ordnung ist. In der obigen Fassung,
wo sich die Endlichkeit der Ordnung als eine Folgerung der iibrigen Voraus-
setzungen herausstellt, haben wir ihn spidter in unserer Arbeit [11] bewiesen.

Der zweite Hauptsatz 148t uns aber noch schirfere Schliisse iiber die Verteilung
der #-Stellen einer meromorphen Funktion von endlicher Ordnung ziehen. Fiir eine
solche Funktion ist nédmlich, wenn a, & und ¢ drei verschiedene Zahlen bezeichnen,

T(ry< N(rja)+ N(r; b)+ N(r; ¢)+ O (logr),

woraus man sieht, daB N(r; 2) hochstens fiir zwei Werte z von niedrigerem Ordnungs-
typus (vgl. die Definitionen 8. 23) sein kann als T(r). Wendet man dieses Er-
gebnis insbesondere auf eine gance Funktion an, so gelangt man zu einigen be-
kannten Sidtzen von Wmiay [13] und Livoecor [14], nach welchen die Grife
n(r; 2) hochstens fiir einen endlichen Wert # von niedrigerem Typus ist als
log M ().

Die oben besprochenen Sitze iiber meromorphe Funktionen endlicher Ord-
nung enthalten eine wesentliche Ergénzung zu den Ergebnissen des zweiten Ab-
schnittes (vgl. Nummer 4). Wir baben dort gesehen, da8 eine meromorphe
Funktion von wnichtganzzahliger Ordnung héchstens einen Ausnahmewert z hat,
fiir welchen die Funktion N(r; 2) von niedrigerem Ordnungstypus als fiir alle
iibrigen Werte 2 ist. Daf dieses Resultat nicht mehr bei ganzzahligen Ordnungen
giiltig ist, wurde durch Beispiele gezeigt; die in dieser Nummer gegebenen Sitze
schrinken nun die Anzahl der miglichen Ausnahmewerte auf zwei ein.

Der obige Satz 1 liefert aber auch einen Beitrag zu einer anderen Frage,
die uns in dem zweiten Abschnitt beschiftigt hat. Wir haben gefunden, daf das
Geschlecht einer meromorphen Funktion f(z) durch ihre Ordnung eindeutig be-
stimmt ist aufler in dem einzigen Falle, wo f () vom Minimallypus einer ganz-
zahligen Ordnung 1 und das Integral

Acta mathemation. 46. Imprimé le 26 mars 1925. 9
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(19) fmed

A+1

divergent ist; in diesem Falle ist das Geschlecht entweder 4 oder 4 — 1, jenachdem
eine der Reihen

1 i 1 A
=(rw) = =550
divergent ist oder beide konvergent sind. DaB dieser letzte Fall als ein ganz

besonderer Ausnahmefall zu betrachten ist, geht nun aus dem Satz 1 hervor.
Wir schlieBen insbesondere:

Satz 2. — Es sei f(z) eine meromorphe Funktion, und S(f; a,b) die Funktion

: = fza
S(f7a’b)’_ f_b)
wo a und b zwei verschiedene Zahlen bezeichnen, und fiir a = oo und b = oo
1
S(f;oofb)zT_‘b_v S(f; a,00) = f—a

zu Schreiben ist.
Wenn f(x) vom Divergenstypus einer ganzzahligen Ordnung 2 ist, d. h. wenn
das Integral (19) divergent ist, so ewistiert hichstens ein einziges Wertpaar a, b, fir

%) vom Qeschlechte A — 1 1ist.

Beweis. — Angenommen, dafl zwei verschiedene Zahlenpaare (a, b) existieren,
fiir welche die Funktion S(f; a, b) vom Geschlechte 4— 1 ist, gibt es wenigstens
drei verschiedene Werte #, fiir welche die Reihe (18) konvergent ist; dann wire
aber nach Satz 1 auch das Integral (19), im Widerspruch mit der Voraussetzung,
konvergent.

Als Korollar ergibt sich nachstehender Satz von Vauron [12]:

Wenn f(x) eine ganze Funktion von der ganszahligen Ordnung A ist, und das
Integral

welches die Funktion S (und dann auch

> log M(r) r
f T’""'

divergent ist, so existiert hichstens ein endlicher Wert 2, fiir welchen die Funktion
f(®)—2 vom Gescklechte A—1 ist.

Wir wollen schlieBlich auf einige Sitze aufmerksam machen, die sich auf
die mehrfachen z-Stellen einer meromorphen Funktion beziehen und sich als Fol-
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gerungen der Hauptungleichung (II) ergeben, wenn man das Glied N,(r) beriick-
sichtigt. Zunichst ergibt sich sogleich, wenn man die Ungleichung (II') an-
wendet, folgender Zusatz zu dem obigen Satz 1:

Zusatz 1. — Der Satz 1 bleibt auch dann giiltig, wenn die Reihe (18) ohne
Riicksicht auf die Multiplizititen gebildet wird, so daf8 also jeder z-Stelle ein einziges
Glied dieser Reihe entspricht.

Dieses Ergebnis 1d6t sich indessen noch wesentlich verschiirfen. Wir werden
némlich folgendes beweisen:

Zusatz 2. — Der Satz 1 behilt auch dann seine Giiltigkeit, wenn man in der
Rethe (18) alle Glieder weglifit, die von z-Stellen von hoherer Multiplizitit als drei
herriihren.

Zum Beweise setze man

N(r; a,b,¢) = N(r;a)+ N(r; b)+ N(r; c)
und

N(T, a, br 6) = M(T; a, b, 6)+N;(1‘, a, b: c)’

wo N, mittels derjenigen a-, b-, c-Stellen gebildet wird, die hochstens dreifach
sind, N, wiederum von den iibrigen mehrfachen a-, b-, c-Stellen herriihrt. Nach
der Hauptungleichung (II) ist dann

(20) T(r) < N,(r; a,5,¢)+ N,(r; a, b, ¢) ~ N,(r) + S (r).

Beachtet man nan die Regel, nach welcher das Glied N, (r) gebildet ist, so folgt
sofort, daB N, (r) = } N,(r), und also

N(r; a,b, =N, )<} N,(r; a,b,¢) < ﬂﬁ%”—’c—).
Nach dem ersten Haunptsatze ist aber
N(r; a,b,¢) <3T(r)+ 0Q1),
und wir schlieBen auns (20), daf
(1) T(r)<<4N,(r; a, b,c) +4S(r)+ 0(Q1).

Wird nun die Reibe (18) nach der Vorschrift des zu beweisenden Zusatzes ge-
bildet und ist sie dann fiir _die drei Werte z = a, b, ¢ konvergent, so ist (vgl.
den Hilfssatz S. 24) auch das Integral

foo__'Ns(r; a, b7 C)- d?‘

plet

9*



68 Rolf Nevanlinna,

konvergent, und die behauptete Konvergenz des Integrals

f oo %S:) dr

folgt ans (21), wie im Beweise des Satzes 1.

Wenn die betrachtete Funktion einen Picarpschen Ausnahmewert besitzt,
so ldBt sich das letzte Ergebnis noch weiter prazisieren. Man gelangt im
Falle einer gansen Funktion durch eine ganz &hnliche SchluBweise, wie die oben
durchgefiibrte, zu folgender Verschirfung des Korollars 2 S. 65:

Es ses f(x) eine ganze Funktion, fiir welche die Leihe

1\

2(%w)
fiir zwei endliche Werte z konvergent ist, wobei die Summation nur iber die ein-
und zweifachen z-Stellen zu erstrecken ist. Dann ist auch das Integral

f°° log M(r) ir

At

konvergent, und die Funktion also hichstens von der endlichen Ordnung A.

Speziell geht hieraus hervor, daB der Prcirp-BoreLsche Satz, nach welchem
der Grenzexponent der 2-Stellen einer ganzen Funktion hochstens fiir einen end-
lichen Wert 2z kleiner als ihre Ordnung sein kann, auch dann besteht, wenn
man nur die ein- und zweifachen Stellen beriicksichtigt, ein Ergebnis, das frither
bekannt ist (vgl. Vauwox [15], S. 77, 78).

4, Siitze uber das usymptotische Verhalten der Quotienten EVZT und %’i — Ver-

bindet man die Hauptungleichung (II) mit dem ersten Hauptsatze, nach welchem
die Gleichung

o (2052 4

m(r;2z)\
T(r) ) =1

r =00 T(r)
fiir jedes z besteht, so gelangt man zu einigen weiteren Sdtzen iiber das asymp-
totische Verhalten der Grifen m und N, die an Genauigkeit die in der vorigen
Nummer besprochenen Sitze weit iibertreffen. Eine unmittelbare Folgerung aus
unseren zwel Hauptsitzen ist nachstehender

Satz. — Sei f(2) eine meromorphe Funktion, und a, b, ¢ drei von einander
verschiedene, endliche oder unendliche komplexe Zahlen. Es ist dann
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Gm @)+ N(; b+ N(r; o)

i 2\ 2 <
(22) rli-moo Tr) =8,
lim Nr;a)+ N(r; )+ N(r; ¢ >1.
r=oo T@)
Die Ungleichung
7= N(r;2) . m(r; 2)
23 lim —1+> < < lim - % > 9),
( ) T__l_moo 11'(7‘) i” r=—oo T(‘r) K3
kann also hichstens fiir zwei verschiedene Werte 2 bestehen.
Hat f (x) einen Ausnahmewert z = ¢, wofiir
. N(r;e) oo m(r;e) )
(24) 7'l;moo T = 0 (und somxtrl:lmoO T 1},
s0 ist fiir a 6 4 ¢
v— N(@;a)+N(r;d)
25 1= 1 ! L-=2
) =2 T =P

und es 1st also

= N(r; 2) . m(r;2)
(26) Jim ez (lm 2D <y

fiir alle Werte z ¥ ¢ aufler moglicherweise einem einzigen Wert.
Hat f(x) schlieflich zwei Ausnahmewerte z =— a wnd z = b, fiir welche die.
Bezichung (24) giltig ist, so ist fiir alle Werte 23 a, b

. N(r;2) . om(r;z)
0 Jm St =t [l TR =)

Falls f(x) von unendlicher Ordnung ist, sind die Beziehungen (22), (25) und
(27), insofern sie sich auf die unferen Grenzen der betreffenden Quotienten
beziehen, nur unter der Voraussetzung bewiesen, daf man in jedem Fall zuerst
eine eventuelle Wertmenge » von endlichem GesamtmaB auwsschlieBt.

Es ist klar, daB die obigen Ergebnisse auch dann unverindert gelten,
wenn man die GréBen N(r; z) durch die auf S. 63 definierten Ausdriicke N(r; 2)
ersetzt.

Wenn die betrachtete Funktion insbesondere eine ganze Funktion ist, so
ist die Bedingung (24) fiir z = ¢ = oo erfiillt. In diesem speziellen Fall haben
wir die Ungleichung (25) (in etwas weniger scharfer Form) in unserer Arbeit [11]
gegeben.
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Wir werden schlieflich durch einige Beispiele zeigen, daB die in dem obigen

Satze gegebenen Unbestimmtheitsgrenzen fiir die Quotienten —11—\{ und % nicht

mehr verschirft werden konnen.

DaB die antere und obere Schranke (1 bzw. 8) in der Formel (22) sich nicht
verbessern lassen, ist einleuchtend; interessant ist aber, daB auch in der aus
dieser Formel gezogenen Folgerung, daf

=— N(r; 2)
rl_—l_moo T(r) t

hochstens fiir zwei Werte # sein kann, die Schranke } scharf ist: es existieren
ndmlich meromorphe Funktionen, fiir welche die Gleichung

lim N2 _
r=c I()

fiir drei verschiedene Werte z besteht. Eine solche Funktion ist, wie im folgenden
gezeigt werden soll,

(28) Fl@) = J(;“fa) d,
wo

28 W=
#8) 1 (cos (iz"))

F(z) ist eine eindeutige meromorphe Funktion mit einfachen Polen in den durch
die Gleichung iz' = % *ux (n=0,1,2,...) bestimmten Pankten
w1
m—
z = VG+n)x.e (n=0,1,...;v=0,1,2,3).
Es ist also

4 2

29) nr, F) v ==, N(, F) o —.

Um die FundamentalgroBe m(r, F') abzuschitzen, bemerke man, da8 der Inte-
grand f(z) in den Winkeln

IA

(30) }i;—wy} %—a @ > 0)

gleichmiBig gegen den Wert oo strebt; es ist ndmlich in (30):
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@) = (li"::.), o (-

und also, da ¢ -0 fiir |[#] oo in (30),
f@) = 487 (1 +¢(a)),

wo &(z) in den Winkeln (30) fiir (2| - oo gleichmiBig gegen Null strebt. Es
wird hiernach

F(z) = 4 j‘” ~r gt g j‘”e—“’ (1+ s (1) dt.

Durch partielle Integration findet man

. s Ax’ —4::’ x —-d’dt
4f et dt—4f et dt+4f e dt = 2x 1bx*+“’f + C(z,),

Lo

wo C(z,) eine von z unabhingige Zahl ist, die fiir % = |z,| = R unter einer

nor von /X > 1 abhidngigen endlichen Schranke liegt. Es wird also

—4

(31) F(z) = —
wo
tz? e —at? x
31) @)= - —%Sﬁ— e—t‘—— dt + 16z f e (L+&(t))dt — 810_7 —2z¢” O ().

Lo

0

Um die GroBe n(x) weiter abzuschitzen, wihle man einen Punkt z = re?
innerhalb der Winkel (30) und den Punkt 2, so, daB argz, = argz = ¢, und
|z,| <<r. Es wird dann

a: — 482 \ —4]t]’cos2(p
= —d |t

Hier ist der Integrand fiir [¢| = \/-— o0 2 eine wachsende Funktion ihres Ar-

gumentes. Bemerkt man, daB —cos2¢ = sin29 innerhalb der Winkel (30) ist,
so folgt, daB der Integrand sicher in dem Integrationsintervall [z, | =t =7

VZsin

sein Maximum fiir |¢| = r erreicht, wenn |z,| = PVT. gewahlt wird. Fir
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das erste Glied rechts in (81’) ergibt sich dann die obere Schranke

—4z7 |2

3 .
8'.’1«""

€

l
dlt| <

lze

[2o]

das betrachtete Glied strebt also’ in (30) fiir ] — oo gleichmiBig gegen Null.
In derselben Weise verhilt sich das zweite Glied rechts in (31'), denn
es ist

y P .
et a < [ a1 < jwe],
% I ‘0

und daher

|ze|

{ %ot (1 4 5 (t)) dt ‘l < (L+(a)| 2],

Da auch die zwei letzten Glieder in (31') fiir |#| — co verschwinden. so gilt
n(z) = 0 fiir |z]—> co

gleichmiBig in den Winkeln (30).
Nach (31) besteht also innerhalb (30) die asymptotische Formel

(32) log|F(re'?)| = —4r*cos 2p —log2r +&(r) = —4+* cos2¢ (1+¢(r))

In den Winkeln
(33) o] =

14

—pl=Z_
i 0 und |z ¢p|_4 0

gilt die asymptotische Darstellung

4 e
a+ e""a)'

und man schlieft mittels des Caucmyschen Integralsatzes, daB F(x) in diesen
Winkeln gleichmiBig gegen die endlichen Werte

(34) f(@) = 47 (1+2(@)),

oo —aul
(35) a =f —e—ﬁdu bzw. —a
o (L4e™)

strebt. KEs existiert also eine endliche Zahl A derart, da8 die Ungleichung
(36) | Fa)] < 4
innerhalb der Winkel (33) besteht.
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Es eriibrigt uns noch, das Verhalten von F(z) innerhalb der Winkel
(37) v y-e = w=012 3

zu untersuchen. Hierzu schlieBen wir die Nullstellen von cos (¢z") durch kleine
Kreise C aus der komplexen z-Ebene aus, so daf in der ganzen iibrigbleibenden
Ebene |cos’(i2')) > %k, wo k eine von 2 unabhingige positive Zahl ist. Es
ist dann nach (28') auf jedem vollstindig aunBerhalb der Scheiben C gelegenen
Kreis |z| = r '

erd

|f (@)

‘F(reiq))‘ = 'F(r)—i—if(pf(rew)rewd&
0

=4 +rf(p‘f(reia) ldt‘)
0

ﬂ. or?

< A+ k b
oder . _
(38) log|Flre'?)| < 6 (1+()) auBerhalb C.

Fiir die FundamentalgroBe m(r; F) = m(r; o) haben wir nun den Ausdruck
1 . .
(39) m(r; o) = S lgg\F(re"p)ld(p+2—1” f lgglF(re“”)ld(p
|£5-9|=7~9 CIESEX

+§1;_ f 15g| Flré'?)| dp.
Iw—¢|§%+d

Es ist demnach gemif (32)
4cos2d‘ ”

merio)Z g [ Tgl Pre¥)lap = 0+

23ol=5

Andererseits ist nach (36) und (38)

1 ' 1 1
= | BelFlip=g, [ TglFlap+o [ logiFiag

|(p|§1—2+8 |(P|:<—3;‘—" !i';_‘P!éa
Iogd 125+
_i_ (1+e();

Acta mathematica. 46. Imprimeé le 26 mars 1926, 10
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eine #hnliche Abschiitzung gilt anch fiir das dritte Glied rechts in (39), und es
wird also

4cos20 249
T

m{r; co) < - r* {1+ &(r),

wenn r so gewidhlt wird, daB der Kreis |x] = » nicht die Kreisscheiben C
schneidet. Bezeichnet nun ¢ eine beliebig kleine positive Zahl, so kann man 4
so klein wihlen, daB die Ungleichungen

zm(r; co)

l-¢ < ir

< 1+4¢

von einem gewissen Wert » ab bestehen; es ist demmach

m(r; oo) ~v ar
und nach (29)
(40) T(r) = m(r; o0) + N(r; 00) ~ 9; .
Hierbei soll man » zunichst so wihlen, da8 der Kreis |z| == r» auBerhalb der

Kreise C liegt; da aber T(r) eine wachsende Funktion von 7 ist, so iiberzeugt
man sich sofort davon, daf die asymptotische Formel (40) auch ohne diese Ein-
schrinkung giiltig ist.

Wir wollen nan das asymptotische Verhalten unserer Funktion F(z) in
dem Winkel

41 : < T _
(41) lpl = -0

niher untersuchen. Wir haben schon bemerkt, daB F(z) daselbst fiir |z]) — oo
gleichmiBig gegen den durch (35) definierten Wert a strebt. Fiir die Differenz
F—a hat man nach (34) die Abschitzung

|2 (re'%) —al = [[*F te'¥) a =[Tlrlee)la = atenaf e,

Nun ist der Ausdruck pe St cos 2y fiir ¢ > i — eine abnehmende Funk-
2V/2cos2¢

“tion von ¢. Nimmt man also r > ——— TR so wird innerhalb (41)

2 v“m‘

| Flré ¥)—a| < (1+£(r))4r’e_8' c°s2"’f dt — (L+&(r)4re —8rtcos2g

r .
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und also
log ‘ F (rei(p) - al << —8r'cos2¢ (14£(r)).
Man findet hiernach, daf

. L - ;
m(r; a) = —2;»[) log W—_a[ > g5 f Bricos2¢(l+&(r)dy
PIEE
_ Aricos24 0529 (1450,

Fiir ein gegebenes ¢ > 0 kann man also ein so kleines 4 wihlen, daf

4

m(r; a) > -

(1-%)

von einem gewissen Wert » ab, und es ist also nach (40)

(42) N(r;a) = T()—m(r; a)+0(1)<(1+e(r))—2;?.

In dem Winkel [z —g¢| = - — 0 hat F(x) wiederum den asymptotischen Wert

i
4
—a, und es wird, durch eine dhnliche Rechnung, wie die oben durchgefiihrte,

(43) N(r,—a) < (1+¢ (r))2—::.

Die Beziehungen (29), (40), (42) und (43) zeigen nun, daB die Ungleichung
N(r;2)

lim == =1
rmco 1) =3
fir die drei Werte 2 = co, 2 = a, # = —a besteht. Tatsichlich muB fiir
diese drei Werte 2
. N(r; 2)
1 = }
r _—lzmoo T(r) 3

sein, denn sonst wiirde ein Widerspruch mit der Hauptungleichung (II) entstehen,
wenn b = —a, ¢ = oo gesetzt wird. Die betrachtete meromorphe Funktion
besitzt also die behaupteten asymptotischen Eigenschaften.

10*



76 Rolf Nevanlinna.

Wenn eine meromorphe Funktion einen Ausnahmewert ¢ = ¢ besitzt, wofiir

4 . N(r;2) _
0 Ty O

so gilt (vgl. den obigen Satz S. 68) die Ungleichung

G Y32
) BT =
fiir alle Werte z 4 ¢ anfler moglicherweise einem einzigen. Insbesondere besteht
diese Ungleichung bei einer ganzen Funktion (die ja der Bedingung (44) fiir
z = oo geniigt) fiir alle endlichen 2 aufler hichstens einem Ausnahmewert. In
meiner Arbeit [11] iiber den Picarpschen Satz, wo ich dieses letzte Ergebnis ange-
geben habe, habe ich die Frage gestellt, ob nicht moglicherweise schon die schér-
fere Beziehung

=— N(r;2)
lim L~ =1
r=c0 1(7)
fiir jedes z mit eventueller Ausnahme eines einzigen Wertes bestehe. Wie Herr
Lrrruewoop mir neuerdings freundlichst mitgeteilt hat, ist diese Frage zm ver-

neinen; er bemerkt, daB die ganze Funktion

(46) fa) =J et at
0
der Ungleichung
w— N(r;2)
lim — 1
r=oco0 1(r)

fiir die 2wei endlichen Werte
z=) efdt wnd z = —[ etadt
0 0

geniigt *. Eine leichte Rechnung zeigt daf fiir diese zwei Werte z sogar:

im N0i2) _
r=oco0 I(r)
Aus diesem Beispiel geht also hervor, daf die von uns in (45) gegebene
untere Schranke } sich nicht erhthen 148t.
Die Giiltigkeit des Picarp-Borkrschen Satzes, wonach eine meromorphe
Funktion hdchstens zwei Ausnahmewerte 2 (eine ganze Funktion also nur einen

! Herr LITTLEWOOD teilt mir mit, da8 Herr CoLLINGW0OD zuerst diese Bemerkung gemacht hat.
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endlichen Ausnahmewert) besitzen kann, fiir welche die Wurzeln der Gleichang

f@) = 2

mit anormal kleiner Dichtigkeit vorhanden sind, hiingt wesentlich davon ab, wie
feine Unterschiede in den Wurzeldichten fiir verschiedene Werte z beriicksichtigt
werden’, und wie scharf man dementsprechend den Begriff des ,Ausnahme-
wertes“ definiert. Ein Ausnabmewert im Sinne Picaros ist ein Wert 2, der
von [ (z) iiberhanpt nicht (oder hochstens in einer endlichen Anzahl von Punkten)
angenommen wird, ein BoreL- BLowentaaLscher Ausnabmewert eine Zahl z, fiir
welche die Ordnung der GriBe N (bzw. n) niedriger als die Ordnung der Fanktion
ist. Einige weitere Verschirfungen des Picarp-BoriLschen Satzes (fiir ganze
Funktionen) von Wiman, Linoertr, Vauron und uns haben wir im Laufe der
obigen Untersuchung besprochen. Durch unsere obigen Ergebnisse ist nun die
Frage nach der mioglichst scharfen Definition des ,Ausnahmewertes? zu einem
gewissen AbschluB gebracht: will man den Wortlaut des Prcarp- BoreLschen
Satzes beibehalten, so ist ein Ausnahmewert durch die Ungleichung

— N(r; 2)
47 lim —/2— <}
“ e T~ F
im Falle einer meromorphen Funktion charakterisiert; im Falle einer ganzen
Funktion lautet die Definition wiederum :

: m 2(rie)
47" rl;moo Ty <+

Die oben angegebenen Beispiele zeigen, daf die rechts stehenden Schranken
sich nicht erhghen lassen.

Eg sei schlieflich darauf aufmerksam gemacht, daB der Picarpsche Aus-
nahmefall, wenn man einen Ausnahmewert durch die Beziehung (47) bezw. (47')
definiert, auch bei Funktionen von endlicher, nicktganszahliger Ordnung eintreffen
kann. In der in Nummer 2 des zweiten Abschnitts betrachteten ganzen Funktion
haben wir ein Beispiel, wo die Ungleichung (47) fiir zwei Werte, 2 — 0 und
2 = oo (und die Ungleichung (47') also fiir einen endlichen Wert z) besteht,
sobald die Ordnung 4 hinreichend groB gewihlt wird.
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IV. Uber analytische Funktionen, die im Einheitskreise eindentig und
meromorph sind.

Die in den drei ersten Abschnitten dieser Arbeit angestellten Unter-
suchungen beziehen sich auf die asymptotischen Eigenschaften analytischer Funk-
tionen, die in der ganzen endlichen Ebene eindeutig und meromorph sind. Es
wurde schon in der Einleitung hervorgehoben, daf man durch leichte Verall-
gemeinerung der hierbei benutzten funktionentheoretischen Grundformeln die
oben bewiesenen Sitze auf Funktionen erweitern kann, die nur in einer gewissen
Umgebung des Unendlichkeitspunktes eindeutig und meromorph sind. Unwesent-
lich ist selbstverstindlich auch, daB die isolierte, singulidre Stelle, in deren
Umgebung die Eigenschaften der betreffenden meromorphen Funktionen unter-
sucht werden, in dem unendlich fernen Punkt liegt. Wie unsere Ergebnisse in
den angedeuteten allgemeineren Fillen zu modifizieren sind, ist einleachtend und
diirfte es iiberfliissig sein auf diese Frage hier niher einzugehen. Nun ist es
aber interessant, daB ein groBer Teil der oben bewiesenen Sitze in leicht modi-
fizierter Form und mit fast unverinderten Beweisen auch fiir analytische Funk-
tionen bestehen, die nur innerhalb eines endlichen Gebietes, z.B. des Einheits-
kreises eindeutig und meromorph sind. Wir wollen in diesem letzten Abschnitt
in aller Kiirze einige der wichtigsten Eigenschaften dieser Funktionenklasse
erortern.

1. Der erste Hauptsatz. Einige Sitze iiber meromorphe Funktionen, die im
Einheitskreise von endlicher Ordnung sind. — Die in den zwei ersten Nummern
des ersten Abschnitts gegebenen Sitze kann man ohne weiteres auf Funk-
tionen anwenden, die nur innerhalb des Einheitskreises eindeutig und mero-
morph sind. Es gilt insbesondere auch in diesem Falle das fundamentale
Ergebnis:

Erster Hauptsatz. — Zu jeder innerhald des Einheitskreises meromorphen,
nichtkonstanten Funktion gehort eine wachsende Funktion von r, T(r, f) = T (r),
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von der Art, daf die Gleichung
O m(r; 2)+ N(r; 2) = T(r) +0(1),

fiir jedes z besteht; O(1) bezeichnet hierbei eine fiir 0 = r << 1 beschrinkte Grife.
Als Funktion von logr ist T(r) konvex.

Unverdndert gilt anch das

Korollar. — Wenn die Determinante der Zahlen a, f, p, 8 von Null verschieden
st, so ist

7 — of +8
16, 1) = 7(r W-H)+0(1).
Weil die zu einer meromorphen Funktion gehorige FundamentalgroBe T
eine wachsende Funktion von r ist, so existiert der Grenzwert

lim T'(r) = T(Q).
r=1

Die . betrachteten meromorphen Funktionen zerfallen in zwei Hauptklassen je
nachdem 7T (1) endlich oder umendlich ist.

Die Funktionen, fiir welche 7'(1) endlich ist, besitzen die im nachstehenden
Satze ausgesprochene fundamentale Eigenschaft:

Satz. — Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf eine innerhalb
des Einheitskreises eindeutige meromorphe Funktion sich als Quotient won zwei be-
schrdinkten Funktionen darstellen lifit, ist, daff T (r) fiir r << 1 beschrinkt ist.

Den Beweis, der leicht mittels der Poisson-Junsenschen Formel gelingt, habe
ich neuerdings an anderer Stelle [16] veroffentlicht und will deshalb bei dieser
Gelegenheit nicht niher auf ihn eingehen.

Wenn f (z) zu der betrachteten Funktionsklasse gehort, so existieren selbst-
verstdndlich unendlich viele beschrinkte Funktionen ¢(z) und ¢ (z) derart, daB

_ 9@
f(x) - ‘l[l(w)

ist, auch dann, wenn diese Funktionen der Bedingung
le@) =1, Ww@E)I=1 fir [z| <1

unterworfen werden. In meiner soeben zitierten Arbeit habe ich gezeigt, daB
unter allen mdglichen Funktionen ¢ und ¢ zwei wohlbestimmte ¢* und ¢* exi-
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stieren, die sich darch die Extremaleigenschaft

lo*@)| = @), |v*@)| = |y(@)| fir |2] <1
anszeichnen.

Verbindet man den obigen Satz mit einem bekannten Farouschen Satz [17]
iiber die Existenz von Randwerten beschriinkter Funktionen, so ergibt sich das

Korollar. — Wenn die ou einer meromorphen Funktion gehorige Groffe T(r)
fiir r << 1 beschrinkt ist, so besitet die Funktion bei radialer Anniherung am den
Rand x| = 1 fast dberall wohlbestimmie Randwerte.

Dieser Satz enthillt als spezielle Fille simtliche friiher bekannte Erwei-
terungen des Farouschen Satzes (vgl. insb. (18], [19] und [20]).

Wenn T(r) fiir r — 1 iiber alle Grenzen wichst, liegt es nahe das Anwachsen
A
von T'(r) mit einer Potenz (1_—1—1*) zu vergleichen, und folgende Definition auf-
zustellen:

Definition. — Wenn f(x) eine fiir |x| < 1 meromorphe Funktion ist, so heifit
die obere Grenze

iim _195_21(11

r=1
logl_r

die Ordnung von f ().
Da 7(r) eine wachsende Funktion von » ist, so folgt, daB f(z) dann und

pur dann von der endlichen Ordnung % (oder, wie wir das auch ausdriicken, 7'(r)

von der Ordnung (T%Y) ist, wenn das Integral

S lT(r) (1 —rf-tdr

fir 4 > & konvergent, fiir 1 < k divergent ist. Wenn dieses Integral fiir A = &
. . . 1\
konvergiert, so sagen wir 7'(r) sei vom Konvergenetypus der Ordnung (-1'*_7);

sonst sei sie vom Divergenstypus. Der erstgenannte Fall kann nur dann eintreffen,
wenn 7' vom Minimaltypus der betrachteten Ordnung ist, d.h. wenn

lim 7()(1—r) = 0.

r=

Es sei nun f(z) insbesondere fiir » < 1 reguldr. Die Fundamentalgrifie T
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reduziert sich dann auf
T(r) = m(r; =),

und es ist, wenn M (r), wie vorher, den Maximalmodul von f (z) fiir [z] =r <1
bezeichnet, fiir jedes 0 < r < ¢ < 1 (vgl. S.22)

@ T0) = log M(r) < £+ 7p).

o—r

Wenn nun f(z) von der endlichen Ordnung 4 ist, so folgt aus (1) einerseits, daB
die GroBe log M (r) nicht von niedrigerer Ordnung als 7'(r) sein kann, und

andererseits, indem man ¢ = 1—-2*-L setzt, daB sie hochstens von der Ordnung

41
<-T:7> ist. Tatséchlich knnen die GroBen 7'(r) und log M (r) von werschiedenen

Ordnun.gen sein, was im Falle einer in der ganzen endlichen Ebenc reguldren
Funktion nicht méglich war (vgl. S.23). So ist z. B. fiir die Funktion

14 g\
=

A+1
log M (r) von der Ordnung (Tl_—r) , wihrend die Ordnung von 7'(r) gleich

e

2
(—1——) ist, falls 4 > 0; im Falle 1 = 0 ist 7'(r) fiir r =1 beschrdinkt, log M(r)
1—r
1+7r
1—r'

wiederum gleich

Wir werden im folgenden einige einfache Eigenschaften meromorpher Funk-
tionen besprechen, die im Einheitskreise von endlicher Ordnung sind. Zu diesem
Zweck brauchen wir zunichst den

Hilfssatz 1. — Wenn r,(2) die absoluten Betrige einer innerhalb des Einheits-

kreises meromorphen Funktion sind, und A eine positive . Zahl bezeichnet, so sind die
Integrale

le(r; 2) (1 —r)ydr, fln (r; 2)(L—r)dr
und die Reihe
@) S —r ()"

gleichzeitig konvergent oder divergent.
Acta mathematica. 46, Ymprimé lo 26 mars 1925. 11
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Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Identitéten (0 << o, <o < 1):

e oW i
[ i aa=rmar = Q=0 yio; )= L2 Ng; 945 / “nir; (1 —r}
und

4
f n(r; £)(1—r)dr
Qo
_ (1_00)“1”( . (1—9))'+1 . __1_ 1 +1
= A+l Qoiz)" A+1 _”(Q;z)+l+1_qo<§<e( —r,(2))

durch eine dhnliche Uberlegung, wie auf S. 24.
Die zuletztgeschriebene Gleichung besteht auch fiir 4 = 0, woraus man
schlieBt, daf die Reihe (2), wenn 4 = 0, mit dem Integral

1
'f n(r;2)dr
in Bezug auf Konvergenz und Divergenz gleichwertig ist. Nach der Definition
der GréBe N(r; z) ist dieses Integral wiederum dann und nur dann konvergent,
wenn N(r; 2) fiic r — 1 beschrinkt ist; wir erhalten so den

Hilfssatz 2. — Notwendig und hinreichend, damit die Rethe
2(1-n)
konvergent ist, ist daff die Grofle N(r; 2) fir r << 1 beschrdnkt ist.

Es sei nun f(x) eine meromorphe Funktion von endlicher Ordnung; es
existiert also eine endliche Zahl 4 = O derart, daB das Integral

1
6) [ T —ryrar
konvergiert. Aus dem ersten Hauptsatze schlieBen wir dann, daf die Integrale
1 " 1
4) f m(r; 2)(1 —r)'dr und f N(r; z2)(1—r)dr

fiir jedes z konvergent sind. Wenn umgekehrt beide Integrale (4) fiir einen Wert
# konvergieren, so ist das Integral (3) konvergent. Mittels des ersten Hilfs-
satzes schlieBt man hieraus:

Satz 1. — Wenn, fiir ein gegebenes 4 = 0, das Integral

flm (r; e)(1— )1'l dr
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und die Reihe
P CETNG) b

beide fiir einen Wert z konvergieren, so sind sie fiir alle Werte 2 konvergent.
In dhnlicher Weise folgt aus dem ersten Hauptsatze in Verbindung mit
dem zweiten Hilfssatze:

Satz 2. — Wenn die Grifle m(r; z) und die Summe
% (A=r(2)
r,<Tr

fiir einen Wert z fiir r << 1 beschrinkt sind, so gilt dasselbe fir alle Werte 2.

2. Der zweite Hauptsatz. — Die Uberlegungen, welche uns in den zwei
ersten Nummern des vorigen Abschnittes zu dem zweiten Hauptsatze gefiihrt haben,
sind zum groBten Teil auch dann giiltiz, wenn man das Variabilititsgebiet von
r auf das Intervall 0 < » << 1 einschrinkt. Mit unverdndertem Beweis gilt der
Hilfssatz auf S. 52, der jetzt folgende Fassung erhilt:

Hilfssatz. — Wenn f(z) eine fir x| << 1 meromorphe Funktion ist, so genigt
thre logarithmische Ableitung fiir 3 = r < ¢ << 1 der Ungleichung

®) m (r, _§-) < 3log ‘%ﬁ +415g T(o, )+ 0(1),

wo O(1) eine Grifie bezeichnet, die flir r << 1 beschrinkt ist.
Eine leichte Folgerung aus der Beziehung (5) ist der

Satz. — Unter der Voraussetzung des obigen Hilfssatzes ist fir 2 > 0,
O<r, <? <l1:

® frlm<r, f?) (1—rtdr < s(r’)f,JT(r, (L= rf-tdr +0(1),

To

wo &(r) eine fiir v — 1 verschwindende Grifle beseichnet.
Falls f(x) insbesondere von endlicher Ordnung ist, so gilt

@ - (r, l;,_) — 0(logT}7).

Beweis. — Wenn f(z) von endlicher Ordnung ist, so existiert eine Zahl

4 > 0 derart, daB
T = 0((1ir)2)'

11*
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Die Behauptung (7) folgt nun aums der Ungleichung (5), wemnn man dort
147

e =3 setzt.
Um die Relation (6) zu beweisen, wihle man eine beliebige Zahl ' des

Intervalles § < ' << 1 und setze

'.l
®) o =" .
Dann multipliziere man beide Seiten von (5) mit (1 —r)*'dr, wo A > 0, und
integriere von r = } bis # = r'. Eine leichte Rechnung zeigt, daf die von
dem ersten und dritten Glied der rechten Seite herriihrenden Integrale unter
einer endlichen von #' unabhiéingigen Schranke liegen (vgl. die Fufinote S. 58).

Beachtet man, da nach 8): (1—9) < 1—7r < 2(1—g), dr = 2dpg, so ergibt sich
ferner :

.ﬂﬂl‘ég TU-n=dr <2 [ ligT(e) -/ do <2 [ log T(r) L —r)"'dr
r=4% %
=) T AP dr+0Q),

womit die Ungleichung (6) bewiesen ist.

Da die in der zweiten Nummer des vorigen Abschnittes angestellten Betrach-
tungen unverindert ihre Giiltigkeit beibehalten, so gelangen wir zu unserem
Endziel :

Zweiter Hauptsatz. — Es sei f (%) eine Funktion, die innerhalb des Einheits-
kreises meromorph ist. Bezeichnen a, b, ¢ drei voneinander verschiedene, endliche oder
unendliche komplexe Zahlen, so besteht fiir r << 1 die Ungleichung.

(1) T(r) < N(r; o)+ N(r; b) + N(r; o) — Ni(r) +5(r),

wo der Ausdruck N,(r) in der auf S. 63 angegebenen Weise miltels der multiplen
2-Stellen von f(2) gebildet wird, und das Restglied S(r) nachstehende Eigenschaften
besitat :

19 Wenn A > 0 ist, so gilt fiir 0 <r,<r<1:

®) f "8 )L =t dt < &(r) f " &) (1 — 1) e,

wo §(r) =0 fiir r > 1.
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2° Falis f(x) von endlicher Ordnung ist (d. h. log T'(r) = 0(log-1—i7)), so st

(10) S(r) = O(log 1_1_r).

Wir machen im folgenden auf einige einfache Folgerungen aus der Haupt-
ungleichung (II) aufmerksam, die den auf 8. 64 gegebenen Folgesitzen der ent-
sprechenden Beziehung (II) (S.61) analog sind. Durch Multiplikation mit (1 — /" dr

(A > 0) und Integration findet man aus (II) unter Beachtung der Eigenschaft (9)
des Restgliedes S(r):

(l—e(r))[rT(t)(l-—t)*“dt <fr(N(t,' a)+ N@E; b))+ Nt o)—-N, ()1 -t dt+0(1).

Mittels des Hilfssatzes 1 S. 81 folgt hieraus zuniichst:
Satz 1. — Wenn, fiir ein gegebenes A >0, die Reihe

DI CELAO)

fiir drei verschiedene Werte z konvergent ist, so konvergiert sie fir jedes 2. Die
betreffende meromorphe Funktion gehirt hichstens dem Konvergenstypus der Ord-
nung A an.

Es ist klar, daB man diesen Satz in Zhnlicher Weise wie den analogen Satz
auf S. 64 (durch Beriicksichtigung der Einwirkung der von den multiplen Stellen
herriihrenden Grifie I, (r)) verschérfen kann.

Ferner folgt aus den obigen Beziehungen (II), (10) und (11) in Verbindung
mit dem ersten Hanptsatze:

Satz 2. — Es sei f(x) eine fiir {z| < 1 meromorphe Funktion, die von posi-
tiver Ordnung oder der Ordnung Null ist und der Bedingung

(12) iim _L(rll_ = oo
r=1 log

1—»r

gentigt. Bezeichnen dann a, b, ¢ drei voneinander verschiedene, endliche oder unend-
liche komplexe Zahlen, so gilt

' 7w N(r;a)+N(r; )+ N(r; o)
(13) 1= rh;nl e <3
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Die Ungleichung

. N(f; 2)
rl—_u—nl T(r) <§

kann also hochstens fiir zwei verschiedene Werte z bestchen.
Besitzt die Funktion insbesondere einen Ausnahmewert z = ¢, fiir welchen

. N(r;2
14 Lim ~ 12— g,
a4 r inl T(r)

so gilt fiir jedes a ¥ b F ¢

= N(r;a)+ N(r; b)
(16) 1= r11=m1 G =2,

und es ist demnach

fiir jedes 2 ¥ ¢ aufler miglicherweise einem einzigen Wert.
Hat f(z) schliefflich zwei verschiedene Ausnahmewerte z = a und & = b, fiir
welche die Bedingung (14) besteht, so ist fiir alle Wbrigen Werte
7 N(r;2) _

® = =

Falls die betrachtete meromorphe Funktion insbesondere von endlicher
.Ordnung im Einheitskreise ist, und die FundamentalgréBe I’ der Bedingung
lim I 0o

=1 loglir

geniigt, so sind die obigen Beziehungen (13), (16) und (16) auch damn giiltig,
wenn man die oberen Grenzen lim durch die unteren lim ersetzt.

Eine Frage von besonderem Interesse ist, ob die GriBenordnung des Rest-
gliedes S(r) der Hauptungleichung (II) im Falle einer Funktion endlicher Ord-
nung durch die Abschitzung

(17 S = 0 <log 1—1r)
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richtig getroffen ist, und ob also die Bedingung (12) die wahre Giiltigkeitsgrenze
des obigen Satzes ausdriickt. Mittels der Modulfunktion @ (z) sieht man zundchst
leicht ein, daB das Restglied S(r) nickt fiir r < 1 beschrinkt sein kann. Diese
Fanktion nimmt nimlich die drei Werte a = 0, b = 1, ¢ = oo iiberhaupt nicht
an, und die Ungleichung (II) ergibt also

(18) I(r, ) < S(r).

Wire nun S(r) = O(1), so wire auch 7(r, ®) fiir r <1 beschrinkt, und die
Modulfunktion hitte nach dem Korollar S. 80 bei radialer Anniherung an die
Peripherie des Einheitskreises fast iiberall wohlbestimmte Randwerte, was im
Widerspruch mit bekannten Eigenschaften dieser Funktion steht.

Wir werden nun zeigen, daB die Griffenordnung (17) des Restgliedes S(r) im
Falle einer meromorphen Funktion von endlicher Ordnung tatséchlich die richtige
ist. Hierzu geniigt es offenbar nach (18) zu beweisen, daB die Modulfunktion
o(x) der Bedingung

(19) fim —T(’i_- ~0

geniigt. Zu diesem Zweck bilden wir den Einheitskreis |z} = 1 auf die obere
Halbebene I(s) = O der s-Ebene konform ab z. B. so, daB der Nullpunkt z = 0
in den Punkt s = ¢ iibergeht; dies geschehe durch die lineare Transformation

s = s(@), == z(s), (s(0) = i).

Die zusammengesetzte Funktion w (2(s)) = w(s) bat dann die Eigenschaft gegen-
iiber den Substitutionen der Gruppe

s+ f
ps+0

s =

invariant zu sein, wobei ¢, § ungerade, f, y gerade ganze Zahlen sind, derart, da8
(20) ad —fy = 1.

Bezeichnet o, den Wert o (0) = ® (i), so nimmt also die Funktion @(s) denselben
Wert o, in allen Punkten

_ : P
21 S eitf _ar+$
( ) sl yb-{-é\ yﬂ+0l +172+6’

an.
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Es seien nun y (= 0 mod2) und 0 (= 1 mod 2) zwei beliebige teilerfremde
Zahlen. Man sieht leicht ein, daB dann eine Zahl « (=1 mod 2) und. eine Zahl 8
(=0 mod 2) existieren, welche die Gleichung (20) befriedigen und dazu den Be-
dingungen

(el < 2[7], [B] < 2]

geniigen, wenn y ¥ 0; fiir y = 0 soll die erste Ungleichung durch [o] = 1 er-
setzt werden. Fiir dieses Zahlenpaar ist also

- [y + B [ay]+|B9].
RGE) = - =
I (Sl)l ylloi 7ﬂ|d\a

< 2.

Wir sehen demnach, dafi jedem zuldssigen Wertpaar y, 0 eine Substitution der
Modulgruppe entspricht, fiir welche der Punkt (21) in den Streifen |R(s)] <2 fallt.

Sei nach diesen Vorbereitungen ¢ eine Zahl des Intervalles 0 <t < 1; wir
wollen die Anzahl »(f) der in dem Rechteck

22) RE)| <2, t=IF<1
liegenden Punkte §; abschitzen. GemidB den obigen Bemerkungen ist »(f) nicht

kleiner als die Anzahl u(¢) der zuldssigen Zahlpaare p, 9, fiir welche

y’+6’<—tl—.

Es sei y — 2% eine positive ganze Zahl < V;—t— und ¢ () die Anzahl der zu 7
relativ primen Zahlen, die << y sind; die Anzahl u(f) ist dann offenbar grifier
als die Summe

2 o
<< —‘/—2—;
Nun ist aber ¢(y) = ¢(2k) = (%), und es wird demnach
w(t) > 21 o (%)-
k<< ?\/?t

Fiir den zahlentheoretischen Mittelwert 3 @(k) = @(«) gilt bekanntlich die
k<u

asymptotische Formel: @ () ~ ;?:—u’, und man findet also:

B > (=) gorp
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wo ¢ -» 0 fiir £ > 0. Es existiert also eine positive Zahl ¢ derart, daB die An-
zahl v(f) der in (22) liegenden Punkte 5, der Ungleichung
¢

(23) v(f) > ;

fiir alle hinreichend kleinen Werte ¢ geniigt.

Diese letzte Ungleichung wenden wir nun an, um die Anzabl n(r; o) der
in den Kreis [z| << 7(< 1) fallenden Bildpunkte der Punkte s = 5, abzuschitzen.
Eine leichte Rechnung zeigt, daB der Bildkreis C, des Kreises (| = r durch die
Eckpunkte * 2+ 4¢ des Rechtecks (22) geht, wenn ¢ und r durch die Gleichung

1=t = 14 —2{y1—(1—r) 21"
verbunden werden, woraus
(24) t = §1-r(l+e(r)

folgt; &(r) ist hier eine mit 1 —» verschwindende Grofe. Nun ist das Gebiet
(22) ein Teilgebiet des Kreises C,, und daher

n(r; @) Z v (0);

gemif (23) und (24) existiert also, wemn O < r, << 1, eine von r unabhingige
positive Zahl d derart, da8

n(r;m°)>1;ir—fﬁl‘ r°§1'<1.

Fiir die Grofe N(r; @,) ergibt sich hieraus

7 . r
N(r; o,) gf ﬁLt—;-ﬁdt >f n(t; o)dt = d(log lir —log 1—1r ).,
To 7o °
und es ist also
lim N(r;fo) 0.
r=1 logl—r

Nach dem ersten Hauptsatze ist aber T'(r, ®) > N(r; ®,) + O(1), und wir finden
schliefllich, daB

li_lll_ _TM_ >0,

r=11]og

1—»r

eine Ungleichung, die sogar etwas schérfer als die zu beweisende (19) ist.

Acta mathemalica. 48. lmprimé le 26 mars 1925. 12
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Durch eine #hnliche I"Iberlegung, wie die eben durchgefiibrte, kann man
schlieflen, daf die Modulfunktion der Ungleichung

=0

nicht nur fir # = o,, sondern fiir jeden von 0, 1 und oo verschiedenen Wert
# geniigt. Mittels des Hilfssatzes 2 S. 82 geht hieraus hervor, daf die Reihe

2(l-r@)

fiir alle Werte z anBer den drei: # = 0, 1, co divergent ist. Wir sehen also,
daf die in dem Satz 1 auf S. 85 gemachte Voraussetzung, daf némlich die Zahl
A > 0 ist, wesentlich ist; der Satz gilt nicht mehr fir 4 = 0.

Es sei zum Schluf auf eine spezielle Folgerung aus der Hauptungleichung
(1) aufmerksam gemacht. Wir betrachten eine Funktion f (), die innerhalb
des Einheitskreises dre: Werte z. B. 0, 1 und co auslifit. Aus dem zweiten
Hauptsatze folgt dann, daf die Fundamentalgréfe T'(r), die sich im vorliegenden
Falle auf den Mittelwert

27 . .
T(r) = m(r; o0) = §1;f 13g1f(rez¢)’d¢
0
reduziert, die obere Schranke

fir 0<r,=r<1l1

(25) T(r) < const. logl_l_r
hat, eine Abschitzung, die, wie wir soeben gesehen haben, sich nicht verbessern
lift. Aus der Ungleichung (1) S. 81 schliefen wir weiter, indem wir 2¢ = 1+

setzen, daf der Maximalmodul M(r) der Funktion der Ungleichung

log M(r) < const.~1— log

1—r

1—7r

geniigen muB. Der Umstand, daf die Beziehung (25) scharf ist, kinnte die Ver-
mutung nahe legen, daB auch die letzte Abschitzung die bestmogliche sei; tat-
sichlich ist dies aber nicht der Fall, denn es ist unter den obigen Voraussetzungen,
wie Lanpav [21] gezeigt hat,

log M (r) < const. -

wo die rechtsstehende Schranke wieder von der Modulfunktion erreicht wird.
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Anhang.

1. Nachdem ich die vorliegende Arbeit im Manuskript fertig hatte, erhielt
ich von Herrn LirrLewoop eine briefliche Mitteilung, wo er eine interessante
Verallgemeinerung der in meiner Arbeit , Unfersuchungen iiber den Picardschen
Sate“ entwickelten Methode angibt!. Diese verallgemeinerte Methode ist auch im
Falle einer meromorphen Funktion anwendbar; ich werde im folgenden mit Herrn
LrrrLewoons giitiger Erlaubnis von ihr Gebrauch machen, um die Sitze, welcbe
im dritten Abschnitt der vorliegenden Arbeit gegeben sind, za erweitern.

Es sei f(x) eine meromorphe Funktion und y(z) das Produkt

Y = (f—ax)(f——at) "'(f_aq—l)’

wo die Zahlen o,(v =1, ..., &—1) endliche, untereinander verschiedene komplexe
Zahlen bezeichnen. Man beweist leicht, da8

1) @-1)Trf)<Trv)+0@1)
In der Tat ist zunéchst
1) - (@=-1) N f) = N(r, 9).
Um die GriBe m(r, f) abzuschiitzen, bemerke man, daB

- K2

7 p—

= e el
Fr

und also fiir |f| = 2a, wo a die groBte der Zahlen |a,], ..., |a,,] ist,

Iflt < 2y, (g—1)10glf] = (¢—1)log2+1og|v|.

Es wird demnach

) @=D)m(r, )

_ 1 2”+‘ up' q—l + 1 +

=<q—1)—2;f0 tlg 1) dp =10 [ Bgldp+g; [ @—Dlglrlde
1f|<2a 7= 24

1
=(g—1)1g2a+(g—1)log 245 f Toglw|dp < m(r, %)+ O ().
1122 2a

! Wihrend der Drucklegung dieser Abhandlung hat Herr CoLLINGWooOD [22] eine Note ver-
offentlicht, wo er dieselbe Erweiterung angibt.

12*
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Die Behauptung (1) folgt nun durch Addition von (1') und (17).
Nach dem ersten Hauptsatze ist weiter

1

@2 I'(r,v) = m(r, %}—) + N(r, —12;) +0Q)=m (r, i—) + jgll N(”, _la,) +0Q).

Hier ist nach der Ungleichung (4) S. b3

® ) =l 5o) =l %)+l 1)
und ferner nach dem ersten Hamptsatze:

(4)m(r, f,)+0(1) m(r, )+ N, f)— N( F)—m(r . I;)+N(r £)— N( f,)

St 4m(rn, 1)+, 1-8(s )

— _ r N—
= 20, )= NG, N+m{r, L)+ 80, )=, 5)+000).
Gemdf (1) bis (4) ist also
q—1 1 n_ _ fl _f:_
@-D TN < B N(n 2+ N )= NN =B (7o) +m(n T)m(r £
+ 0(1).
Zur Abschitzung des Gliedes m(r, %’) schreibe man % in der Form

1 =1

— i d

_'l;‘ - ‘MEI f_ai,

wo ¢, die endliche, von Null verschiedene Zahl ¢, = [%] bezeichnet. Unter
f =ay

Anwendung der Ungleichungen (4) S. 58 folgt dann, daB

tig| L | < tog (Stet| 2L ) = =it

fL l + 215g|c,,| +18g (g~ 1),

oder also

oo L)< Bl row

p=1

Zusammenfassend gilt also das Resultat:
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Wenn f (x) eine meromorphe Funktion ist, und a,, ..., a,., endliche, voneinander
verschiedene komplexe Zahlen bezeichnen, so ist

®  @-270) < N 212+ N6 )= 56, - N5, 1) +50),

wo das Qlied S(r) gleich

s6)= '3 mls L) +ow @ =0
1st.
Beachtet man ferner, daB 7'(r, f—a,) = T(r, f)+O0(1), so folgt unter An-

wendung des Satzes S. b1 iiber die logarithmische Ableitung einer meromorphen
Funktion, daff S(r) den in dem Satee S. 59 angegebenen Bedingungen gendigt.

Es seien nun z,,4,,...,2, beliebige, endliche, verschiedene Zahlen. Man
kann wieder der Ungleichung (8) dadurch eine allgemeinere Form geben, da8
man sie auf die Funktion

1

9(7) = f(x)_gq

anwendet, indem man a, = zi r=1,...,9-1) setzt. Es wird
k4 q
1 1 1
N(’; ‘P—“v) = N(r, f—Z,)’ N(r’ 9’) = N(ri ?-:Z)’
und, da
b __ "

(P - (f__zq)a )

(vgl. S. 61):

N, (p’)-—N(r, %) 2N(r, f_l ) N( f,) 2N(r, )+ N(r, ).

Schlieflich ist nach dem ersten Hauptsatze

I(r,9) = T(r, )+ 0Q),
und man erhilt ans (B):

© @-9T0N< 3 N =)~ N(n ) - @Ne, NN, 7)+50)

wo S(r) wieder den oben angegebenen Bedingungen geniigt.
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In der Ungleichung (6) kann man nachtriiglich einer der Zahlen ¢, auch

1
den Wert oo geben; setzt man nidmlich z. B. 2z, = oo, 80 soll N (r, s ) darch
N (r, ) ersetzt werden, und die Beziehung (6) geht in die frither bewiesene (b)
iiber (wobei 2, = a,(v = 1,...,qg—1)). Wir erhalten also als Ergebnis folgende

Erweiterung des zweiten Hauptsatzes: Es sei f(x) eine in der endlichen
Ebene meromorphe Funktion. Bezeichnen 2,2, ...,2, untereinander verschiedene,
endliche oder unendliche Zahlen, so ist

(11L) (g—2) T'(r) <,, é 1N(r; z,)— N, (r)+8(r),

wo N, (r) in derselben Weise, wie in dem zweiten Hauptsatz (S. 63), mittels der mehr-
fachen Stellen von f(z) gebildet wird, und das Restglied S(r) ebenfalls den in diesem
Satze angegebenen Bedingungen geniigt.

In der Ungleichung (III) ist die speziellere

q
(I @=2)T(r)< 3 N(r,2,)+8(r)
=1
enthalten, wo die Bezeichnung N die aunf S. 63 angegebene Bedeutung hat.
2. Das soeben ausgesprochene Ergebnis, das den zweiten Hauptsatz als
besonderen Fall (¢ = 3) enthilt, fiihrt zu einigen interessanten Erweiterungen

der im dritten Abschnitt gegebenen Sitze. Wir machen insbesondere auf nach-
stehende Verallgemeinerung des Satzes auf S. 68 anfmerksam:

Satz 1. — Wenn 2, ..., 2, voneinander verschiedene Zahlen sind, so ist
lim N(T;Z,)—{-N(r;Z,)-{-----I—N(T;ZELzg_z
r =00 T(r) o

Eine meromorphe Funktion f (z) geniigt also der Ungleichung

2 o N (1" Z)

7 1—-= = lim —-
( ) q r =0 T (r)
fiir jedes z, hochstens q—1 Werte ausgenommen.
Wenn f () insbesondere eine ganece Funktion ist, oder, allgemeiner, der Be-

dingung

=D

N2
Jm 7 =0
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fiir einen Wert 2 = z, geniigt, so ist, falls 2,4 2, (v = 1,...,9),

N(r;e)+:-+ N(r; ZJ’—)-Zq——l.

tmn W)

rF =00

Fine solche Funktion besitst also die Eigenschaft
() 1-t=im Bis <y
q == _ r ]

fiir jedes 2 % z,, aufler miglicherweise q— 1 Ausnakmewerten.

Im Falle einer Funktion von unendlicher Ordnung sollen hierbei die oft-
genannten Ausnahmeintervalle von endlichem Gesamtmaf zuerst ausgeschlossen
werden. Durch Beispiele kann man wieder zeigen, daB die in diesem Satze erhal-
tenen Grenzen sich nicht verbessern lassen. So existieren z. B. meromorphe
Funktionen, bei denen die Gleichung

N(r;z) _ 1_»%

® Jim ey T 1Ty

fir g verschiedene Zahlen 2z besteht; eine solche Funktion ist

F(a) ={ Foa,

wo
2q
q-2
€
flz) = (cos Gz’ (g = 3).

it

Eine dhnliche Rechnung wie die auf S. 70—74 durchgefiihrte zeigt, da8 fiir F'(2):

4 21
m(r; 0o) ~v =2 = N(f’; o0) ~~ !

und also
\ 2¢ r
7 (7') o~ z_—z" e

Ferner ist fiir jeden der Werte
2nvi bt —;?_qutq-l
2, = ¢! —‘lef———_—dt (v=1,2,...,9—-1):
B e ®

N(r; 2,) ~

Die Gleichung (8) gilt also fiir die ¢ verschiedenen Werte 5,, 2,, ..., #,., und oo,
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DaB auch die in (7’) gegebene, fiir ganze Funktionen giiltige untere Schranke
sich nicht erhthen liBt, geht ans dem Beispiel
F(z) = f "V
0

hervor. Diese Funktion geniigt nidmlich der Bedingung

. N(r; 2 1
lim V5% 1=
’r=n(1)0 'T('r) q

fiir die ¢ verschiedenen, endlichen asymptotischen Werte

2nvi

00 _ 4
2, =¢ 1 f e dt wv=1,2...,9.
0

Wir wollen zum Schlu8 auf eine weitere einfache Folgerung ans dem er-
weiterten zweiten Hauptsatze aufmerksam machen. Wenn % eine beliebige Zahl
des Intervalles § =% < 1 ist, so kann die Ungleichung

T N(r; 2)

r=co T(r)

hichstens fiir eine endliche Anzahl (§_ ]1._}773) von Werten 2z bestehen. Ist also
<k, <--<k <k, <<-- eine beliebige Zahlenfolge derart, daf £, —1

fiir ¥ — oo, so ist a fortiori die Anzahl der Werte 2, fiir welche

<k

9 w= N(r;2)
©) ;T

in das Intervall (k,, %,,,) féllt, endlich, und man schliefit also:

Satz 2. — Eine meromorphe Funktion geniigt der Bedingung

== N(r;2)
B Ty =

1

aufler moglicherweise fiir eine abzihlbare Wertmenge 2.

Es ist nicht unwahrscheinlich, daf die Ausnahmemenge (¢), fiir welche die
obere Grenze (9) kleiner als Eins ist, bei einer meromorphen Funktion von
endlicher Ordnung nur aus einer endlichen Anzahl Werte z bestehen kann,
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Nach Obigem ist es natiirlich, eine Zahl -z als einen Ausnahmewert einer
gegebenen meromorphen Funktion zu bezeichnen, sobald

g .N(?" Z)
lim =212 <1,
rmoo IOV
Die durch die Formel
. : s .N(T Z)
® _ 11m .mz_fl = 1— lim SN T
€ =1 %) T

definierte Zahl ®(¢)(0 = @(¢) = 1) nennen wir kurz das Gewicht des betref-
fenden Wertes 2. Mit dieser Bezeichnung rimmt die Hauptungleichung (III) eine
besonders elegante Form an. Dividiert man nidmlich beide Seiten mit 7'(s), 80
folgt, daB

q
2 @(Z,) é 2'
1

Dieses Ergebnis besteht nun, wie groB die Anzahl ¢ auch gewihlt wird, und
man findet demnach den

Satz 3. — Es seien f(x) eine meromorphe Funktion, z,, z,, ... ihre Ausnahme-
werte und O, das Gewicht des Wertes 2, Dann ist die Reihe
20,

konvergent und ihre Summe hichstens gleich 2.

Falls f () insbesondere eine ganze Funktion ist, so ist der Wert + = oo
ein Avsnahmewert vom Gewicht Eins, und man schlieBt:

Korollar. — Die Summe der Gewichte der endlichen Ausnakmewerte einer ganzen
Funktion ist hochstens gleich Eins.

Wir haben in dieser Arbeit mehrere Beispiele meromorpher Funktionen
gegeben, bei denen die Gewichtssummen der Ausnahmewerte die in diesen Sitzen
gefundenen oberen Schranken (2 bzw. 1) erreichen.

Die Giiltigkeit der oben erdrterten Sitze erstreckt sich ohne weiteres auf
analytische Funktionen, die innerhalb des Einheitskreises meromorph sind, sobald
die Fundamentalgrife 7'(r) der Bedingung

geniigt.

Aota mathematica. 46. Imprimé lo 1 avril 1925. 13
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