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Es sei z=re'? eine komplexe Variable. Wir betrachten die Menge aller
Potenzen z*=7"¢'*?, wobei der Exponent A die Menge aller reellen Zahlen durch-
lauft, und zwar betrachten wir sie auf der logarithmischen Fliche L, d. h. der
unendlichblittrigen Riemannschen Fliche o<r<w, —w <f<w. Die Gesamt-
heit dieser kontinuierlich vielen Funktionen bildet ein Orthogonalsystem, in dem

Sinne, dass bei festem » die Orthogonalititsbeziehungen
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bestehen. .
In der vorliegenden Arbeit wollen wir das Problem behandeln: Wie soll
eine in dem unendlichblittrigen Kreisringe R,<r<R,, —w <0< der Fliche L
regquldre analytische Funktion f(z) beschaffen sein, damit sie im ganzen Kreisringe
— also fir alle Blitter zugleich, und nicht nur fir jedes endlichblittrige Teil-
gebiet — aus abzdihlbar vielen der Potenzen z* additiv aufgebaut werden kann, d. h.

eine sinnvolle Darstellung der Form

2
Sane

zulasse. Dies ist nicht etwa so zu verstehen, dass die Exponenten 4, 4,, ... als
im Voraus gegebene Zahlen anzusehen sind; im Gegenteil, es wird der Funktion
f(¢) iiberlassen, aus der Gesamtheit der kontinuierlich vielen Potenzen z* eine
abzihlbare Folge von zu ihr »gehirigen» Potenzen herauszugreifen. (
Man kann unsere Fragestellung als eine natiirliche Verallgemeinerung des
klassischen Problems der Potenzreihenentwicklung auffassen, bei welchem statt
des kontinuierlichen Systems z* nur das abzdhlbare System 2" (n=o0, + 1, +2,...)"

zugrunde liegt. In diesem letzten Falle, wo es sich um alle in Laurentreihen

o«

Zan 2" entwickelbaren Funktionen handelt, lantet ja die Antwort, dass fiir die

Entwickelbarkeit nicht nur notwendig sondern auch hinreichend ist, dass die
Fanktion. f(z) (wie die einzelnen Potenzen z" des Grundsystems) auf der Riemann-
schen Fliche L periodisch in 6 mit der Periode 2 ist, dass also f(2) eine
(beliebige) analytische Funktion des schlichten Kreisringes R,<(r<<R, ist.

Die vorliegende Abhandlung wird zeigen, dass bei unserem allgemeinen
Problem, welches sich auf das kontinuierliche Grundsystem z* bezieht, eine
fast ebenso einfache notwendige und hinreichende Bedingung vorhanden ist,
welche dahin lautet, dass die Funktion f(z) in bezug auf die Amplitude 6 ein
gewisses fastperiodisches Verhalten aufweisen soll.

Besonderes Interesse bietet der Fall R,—o0 (oder der gleichwertige Fall
R,=»), der auf die Frage hinausliuft, welches Verhalten einer Funktion in
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einem logarithmischen Windungspunkt durch eine »irregulire» Potenzreihe

D an 2" bewiltigt werden kann.

In der folgenden Darstellung wird es bequem sein, vermittels der Transfor-
mation z=¢* von der Riemannschen Fliche L zu der schlichten Ebene s—=o+7<t
iiberzugehen. Unser Problem lautet dann: welche in einem Streifen o,<<0<o,
analytischen. Funktionen f(s) lassen sich in » Dirichletsche Rethen»

]
Sand

entwickeln? Dem obigen Spezialfall R,=o0 (bezw. R,=®) entspricht der Fall
0,=— (bezw. 0,=+ ®), in welchem also das Definitionsgebiet eine linke (bezw.
rechte) Halbebene ist.

Unser Begriff einer Dirichletschen Reihe unterscheidet sich vom sonst iib-
lichen dadurch, 1) dass wir nicht von einer beliebig hingeschriebenen Reihe aus-
gehen, sondern von einer Funktion, die die Reihe erzeugt, und 2) dass bei uns
den Exponenten gar keine Bedingungen auferlegt sind, wihrend man
sonst nur Exponentenfolgen betrachtet, die sich nicht im Endlichen hiufen.*
Dieser zweite Punkt ist fiir unsere ganze Untersuchung von entscheidender Be-
deutung; erst durch das Fallenlassen jedweder Einschrinkung fiir die Exponenten-
folgen entsteht die Moglichkeit einer einfachen und ibersichtlichen Charakterisie-
rung derjenigen Klasse von Funktionen, welche in Dirichletsche Reihen ent-
wickelbar sind.

Die Theorie stellt sich als sinngemiisse Ubertragung der vom Verfasser in
zwei Abhandlungen in den Acta mathematica (Bour (3], [4]) entwickelten Theorie
der fastperiodischen Funktionen einer reellen Variablen dar, in welcher das

Problem behandelt wurde, welche stetigen ¥unktionen F(x) in »Fourierreihen»

Z An ei Ap

entwickelt werden kdnnen.
Die ersten zwei Paragraphen haben nur vorbereitenden Charakter. In § 1

wird ein kurzes Résumé der Ergebnisse iiber fastperiodische Funktionen einer

! Zumeist betrachtet man sogar nur einseitig monotone Exponentenfolgen. Reihen, deren
Exponenten sich sowohl gegen + © als auch — c hiufen, die also in Streifen (und nicht
Halbebenen) zu untersuchen sind, sind zuerst von RoGosixNski [1] eingehender behandelt worden.
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reellen Variablen gegeben, von denen wir vielfach Gebrauch machen werden; in

§ 2 werden einige bekannten funktionentheoretischen Tatsachen zusammengestellt,
die das Fundament fiir das Spiitere geben werden.

§ 1.

Résumé der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer reellen Variablen.

Definition. Eine fiir —oo <ax<w stetige Funktion I'(x)=U{x)+2V (2} soll
Jastperiodisch heissen, wenn es zu jedem &>0 eine Ldnge [=I(e)>0 ¢ibt derart,

dass jedes Intervall x,<x<x, der Ldnge xy—x,=1 mindestens eine zu & gehorige

» Verschiebungseahl> © enthdlt, d. h. eine Zahl v=r(e), welche fiir alle x der Un-
gletchung

| F(z+o)—F(x)|=e
genigl.

Fiir die fastperiodischen Funktionen gelten die folgenden Sitze:
I

stetig im ganzen Intervalle —oo <x<<oo.

Jede fastperiodische Funktion ist beschrinkt und gleichmiissig
II.

Die Summe und das Produkt zweier fastperiodischen Funktionen sind
wieder fastperiodisch, und auch der Quotient, falls der Nenner nicht beliebig
nake an o kommt.

Hierin ist enthalten, dass jedes »Exponentialpolynom»

N
S ane™"  (dn beliebig reell, a, beliebig komplex)
n=1

eine fastperiodische Funktion ist.
III.

Die Grenzfunktion einer im ganzen Intervalle —owo <x<w gleich-
miissig konvergenten Folge von fastperiodischen Funktionen ist wieder fast-
periodisch.

Speziell ist also die Summe einer fiir —oo <z<© gleichmiissig konvergenten
Reihe der Form

w
$An %
n=1

eine fastperiodische Funktion.
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IV. Fir jede fastperiodische Funktion 7'(x) existiert der Mittelwert

T

.1 ,
jli.n; _Tfl (x)dzx

0
(iibrigens gleichmiissig in y der Mittelwert

y+ T

LT )
lim f F () doc),

i

den wir mit M {¥ (x)} bezeichnen.
Es existiert also auch (nach II) fiir beliebiges reelle 1 der Mittelwert

MAF (2) e %) —ald).

V. Bildet man bei einer gegebenen fastperiodischen Funktion F'(z) die
Mittelwerte a(i), so gibt es (hochstens) abzihlbar viele Exponenten 4, fiir welche
diese Mittelwerte von o verschieden sind. Die so herausspringenden Expo-
nenten 2 denken wir uns (in irgendeiner Anordnung) mit .4,, A,, ..., und die
zugehorigen Mittelwerte a(A4,), a(A4,), ... mit 4,, 4,, ... bezeichnet. Die formal

aufgestellte Reihe Z A, ¢ """ nennen wir die Fourierreihe der Funktion F(x)

und schreiben .
Flz)o ) 4n ¢t

Im Spezialfalle einer reinperiodischen Funktion stimmt die so gebildete
Fourierreihe mit der gewcéhnlichen Fourierreihe iberein.
VI. Jede fir —wo <zx<® gleichmissig konvergente Reihe der Form
. a4, ¢
n=1
ist eine Fourrierreihe in unserem Sinne, niimlich die Fourierreihe ihrer Summe.
Wie auch die reellen Zahlen 2, 4,, ... beschaffen sind, konnen sie schon die
Exponenten einer Fourierreihe sein.
VII. Fundamentalsatz. Fir die Fourierkoeffizienten 4, der fastperio-
dischen Funktion F'(x) besteht die »Parsevalsche Gleichung»

2 AnP=M{| F2) I}

31—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 5 décembre 1926.
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Diese Gleichung ist damit gleichbedeutend, dass die Abschnitte der Fourier-

reihe D) A, " gegen die Funktion I'(x) im Mittel konvergieren:

2}20.

VIIL. - Eine beliebige Fourrierreihe braucht nicht im gewdhnlichen Sinne

Im ]l[I Z Ane An®

N—o

zu. konvergieren. Bei gewissen Typen ist aber Konvergenz immer vorhanden. So
konvergieren (vgl. Bour [5]) solche Fourierreihen, deren Exponenten linear
unabhingig sind, oder deren Koeffizienten alle positiv sind; in diesen
beiden Fillen tritt sogar absolute (also umsomehr im ganzen Intervalle gleich--
missige) Konvergenz ein.

IX. Eindeutigkeitssatz. Aus dem Fundamentalsatz folgt leicht, dass
eine fastperiodische Funktion durch ihre Fourierreihe eindeutig bestimmt ist,
dass also zu zwei verschiedenen Funktionen zwei verschiedene Fourierreihen
gehoren.

Fir das Operieren mit Fourierreihen gelten einfache Regeln:

X. Die Fourierreihe einer Summe F,(x)+ I,(x) entsteht durch formale
Addition der Fourierreihen von I')(x) und Fy(z).

XI. Ahnliches gilt fir das Produkt: Aus F(x)~ D Ay ¢*7* und
z) & By ¢ folgt

i N, &
L)oo X Cue ™,

wo der Exponent N, die Zahlen der Form .4,+M, durchliuft, und der ent-
sprechende Koeffizient C, durch die (absolut konvergente} Summe

Cr=>\4,B,

AP+M',]:N.n
gegeben ist.

XII. Die Fourierreihe der Grenzfunktion F'(x) einer gleichmiissig kon-
vergenten Folge von fastperiodischen Funktionen F,(z) entsteht durch formalen
Grenziibergang aus den Fourierreihen dieser Funktionen, d. h. es gilt bei jedem
A4 die Limesgleichung

=M{F(x)e**} = lim M {F,(x)e*%}.

Tt = ©
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XIII. Wenn das unbestimmte Integral @(r)= f F(x)dx einer fastperio-

dischen TFunktion F'(x) fiir alle z beschriankt ist (wozu notwendig, aber noch

‘4, x

lange nicht hinreichend ist, dass in der Fourierreihe ZAne von F(x) kein

konstantes Glied vorkommt), ist. @(x) auch fastperiodisch, und die Fourierent-
wicklung von ®@(x) wird durch formale Integration der Fourierreihe von F'(x)
erhalten:

@)~ C+ D —41 ¢ .

1 dn

In XIII ist enthalten:

XIV. TFalls eine fastperiodische Funktion F(z) differentiierbar ist, und ihr
Differentialquotient F’(x) fastperiodisch ausfillt, dann entsteht die Fourier-
reihe von F’(x) durch gliedweise Differentiation der Fourierreihe Z Ay & *
von F'(x), also -

F'(oc)wz i An A ™"

Die Fourierreihe einer beliebigen fastperiodischen Funktion liefert nicht
durch ihre Abschnitte Exponentialpolynome, die gegen die Funktion gleichmiissig
konvergieren. Es ist jedoch fiir jede fastperiodische Funktion eine gleichmissige
Anniherung durch Eiponentialpolynome moglich — ebenso wie nach WEIERSTRASS
jede rein periodische Funktion durch endliche Summen Zan ¢k gleichmissig
angenihert werden kann.

XV. Approximationssatz. Damit eine stetige Funktion F'(x) fastperio-
disch ist, ist nicht nur (vgl. TIT) hinreichend, sondern auch notwendig, dass

. . . T hm 2 . . . .
sie sich dwurch Exponentialpolynome M ane™* gleichmdssig im ganzen Intervalle

—w <g<w approximieren ldsst. Hierbei konnen bei jeder Funktion F'(x) die
approximierenden Exponentialpolynome so gewihlt werden, dass die <n thnen
aufiretenden Faxponenten Ay, nur der Folge der Fourierexponenten Ay, A,, ... der
Funktion entnommen sind.*

! Der vom Verfasser gegebene Beweis dieses Satzes (BoHR [4]) beruht auf dem Zusammen-
hang der fastperiodischen Funktionen F(x) mit den reinperiodischen {oder grenzperiodischen) Funk-
tionen G(x,, ,,...) von unendlich vielen Variablen und einer Summierung der »Fourierreihen»
dieser letzteren Funktionen G(x,, x,,...) durch die Fejérsche Summationsmethode (auf mehrfache
Reihen ausgedehnt). Wie BoCHNER [1] in einer vorliufigen Mitteilung angegeben hat, lisst sich
aber zum Beweise des Approximationssatzes der Ubergang zu Funktionen mehrerer Variablen ginz-
lich vermeiden, indem ein Summationsverfahren — entsprechend dem Fejérschen im Falle rein-
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Fir den Aufbau der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer kom-
plexen Variablen benétigen wir noch (vgl. 4]) eine kleine Verallgemeinerung des
vorausgehenden Satzes, welche eine Aussage iiber gleichzeitige Approximation
einer Menge von fastperiodischen Funktionen enthiilt.

XVI. Es sei M eine unendliche Menge von fastperiodischen Funktionen

Flz)o ) AP ¢4 welehe alle dieselben Exponenten .4, A,, ... haben und

ausserdem den Bedingungen geniigen:

1. Die Funktionen der Menge sind gleichartig gleichmissig stetig,
d. h. zu jedem 7 gibt es ein d, so dass fir jede Funktion der Menge und jedes
|h|<d die Ungleichung

| Fla+h)—F(x)| <7y (—oo <z<®)

besteht. :

2. Die Funktionen der Menge sind gleichartig fastperiodisch, d. h.
zu jedem ¢ gibt es eine Liinge /(¢), so dass jedes Intervall dieser Linge mindestens
eine allen Funktionen gemeinsame Verschiebungszahl (¢) enthilt.

3. Die (konvergenten) Reihen D\| AL}, wo I’ alle Funktionen der Menge
n=1

durchliuft, haben eine Majorante, d. h. bei jedem festen 7 haben die absoluten

Betrige | A{'| eine endliche obere Schranke A,, und die Summe ZAfi ist
n=1
konvergent.

Dann gibt es zu jedem ¢ ein N und dazugehérige N reelle Faktoren
7is ¥y .+ ., vy derart, dass fiir jede Funktion der Menge M die Ungleichung
]
N _
Fla) = rp AP 0% [ <

n=1

im ganzen Intervalle —oo <ax<<® besteht.

periodischer Funktionen — direkt auf die Fourierreihe der gegebenen fastperiodischen Funktion
F(x) angewendet wird, von dem unschwer bewiesen werden kann, dass es zu gleichmissig konver-
gierenden Exponentialpolynomen fithrt. Beim Nachweis, dass dieses Summationsverfahren tatsich-
lich zur Ausgangsfunktion hinfithrt, wird der Fundamentalsatz (eigentlich nur der Eindeutigkeits-
satz) wesentlich verwendet, so dass dieses Verfahren nicht wie bei den reinperiodischen Funktionen
den Beweis der Parsevalschen Gleichung mitliefert.



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 245

§ 2.
Funktionentheoretische Hilfsmittel.

Ausser solchen elementaren Tatsachen wie dem Cauchyschen Integralsatze
benétigen wir im Folgenden nur einige allgemeinen Theoreme aus der Funk-.
tionentheorie, die wir in diesem Paragraphen anfithren. Aus den Theoremen
selbst ziehen wir sogleich in der Gestalt einiger Sitze diejenigen Folgerungen,
die wir direkt anwenden werden.

Phragmén-Lindeléfscher Satz. Es sei ¢,<0, und ¢(s)=¢@(c+7t) im
Streifen 0,=0=0, regulir und beschrinkt. Ferner sei auf den beiden Begren-

zungsgeraden =g, und =g,

lps) =K.

Dann gilt diese Ungleichung (mit demselben K) in allen Punkten des Streifens
0, =0=0,. :
Diesen Satz hat Dorrsca [1] folgendermassen verallgemeinert:
Dreigeradensatz. Es sei 0,<0, und ¢(s) im Streifen o, =0=0, regulir
und beschrinkt. Ferner bezeichne L(s) die obere Grenze von |g(s)| auf der
Geraden R(s)=¢. Dann gilt fiir 6,<0<o, die Ungleichung

Oy—0 0—0y

L(o)=L(o)% . L{gy)=2;

mit anderen Worten, log L(o) ist eine konvexe Funktion von .

Satz A. Fiir esn Exponentialpolynom

~
14 (s)= Z an ¢

n=1

mit lauter negativen Exponenten i, ist die obere Grenze L(a) von |¢@(s)| auf der
Geraden R(s)=0 eine im ganzen Intervalle — o <o<< monoton abrehmende Funk-
tion von o©.

In der Tat strebt L(s) gegen o, also log L(o) gegen —o fiir ¢— + o,
und eine konvexe Funktion, die diese Bedingung erfiillt, muss offenbar mono-

ton sein.
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Satz B. Gegeben seien « <a,<o,<B;<B,, K=>o0 und (K>)e>o0. Dann
gibt es dazu ein d>o0, so dass jede fiir o <0=p, regulire Funktion, welche den
beiden DBedingungen

lp@s) =K im grossen Streifen o <0=pg,

und
lgps)|=d auf der Geraden o=g,

geniigt, ebenfalls die Ungleichung

g (s)|=e im kleineren Streifen o, <0=p,
befriedigt.

Wegen der Konvexitit von L (o)
geniigt es in der Tat (siehe Fig. 1.) das
0 so klein zu wihlen, dass der Punkt
(0,, log d) tiefer liegt als die Schnitt-
punkte der Geraden =0, mit den
beiden durch die Punkte (¢,’, log K)
und (e, log ¢) bezw. (8, log K) und
(81, log &) hindurchgehenden Geraden.

Montelscher Auswahlsatz.' Es

seien (; und C, zwei einfache geschlos-

LlogK
Vit

sene Kurven, von denen C, im Innern
von C verlduft. (Hs geniigt fiir unsere
Zwecke, wenn () und C, beides Recht-
ecke sind.) Dann lisst sich aus jeder

' Folge von Funktionen, welche im Innern

von O] regulir und gleichartig be-

schrinkt sind, eine Teilfolge auswiihlen, x log &

die im Innern von (), gleichmissig Fig. 1.
konvergiert.

Satz C. s sel ¢(s) eine in einem Streifen a;<o<B, reguldre und beschrdnkte
Funktion, die auf einer Geraden c=o, tm Innern des Streifens den folgenden Bedin-
gungen geniigt:

1. Der Wert o gehort zur abgeschlossenen Hiille der Wertmenge von ¢ (s) auf
der Geraden 6=a,, d. h. es gibt eine Zahlenfolge t,, t,, . . ., so dass lim @ (0, + ity)=o0 st.

Nn—sx

' Vgl. z. B. MoxTEL [1], 8. 21.
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2. FEs gibt eine positive Grisse d und eine Ldnge 1, so dass in jedem Inter-
vall der Ldnge 1 auf der Geraden 6=—0, mindestens ein Punkt s=o,+ ¢t mit | p(s)|>d
existrert.

Dann vimmt die Funktion @ (s) den Wert o in jedem Streifen 6,—d<o<<a,+ 9 an.

Wir brauchen nur den Auswahlsatz auf die Funktionenfolge g, (s)=g¢ (s+1it,)
in den zwei Rechtecken

i o <o<f, —l<t<]

und
v l l
Cy: (e, <)o,—d<o0<a,+ (<), _5<t<5

anzuwenden. Er lehrt die Existenz einer in (), gleichmissig konvergierenden Teil-
folge @u.(s), Pn(s),.... Die Limesfunktion (s) dieser Folge hat im Mittel-
punkte s=g, des Rechteckes (, den Wert 0, kann abeér nicht identisch o sein,
weil jede Funktion @, (s) in mindestens einem Punkte des Rechteckes €, absolut
genommen >d ist. Hieraus folgt nach einer klassischen Schlussweise (Satz von
Rouché), dass fiir hinreichend grosses p die Funktion g, (s) in C, mindestens eine
Nullstelle hat. Also hat @(s) eine Nullstelle im Rechtecke ¢,—d<o<<g,+d,
—£+tnp<t<—i+t7lp.

Schwarzsches Lemma. Wenn w=g/(s) fiir |s|<1 regulir ist, dem Punkte
s==0 der Punkt w=o0 entspricht, und fiir |s|<<1 auch |«|<1 ist, dann gilt im

~ganzen Kreise |s|<1 sogar die schiirfere Ungleichung
bol=lp6)l=1s].

Bs ist fiir unsere Zwecke vorteilhaft, dieses Lemma (durch gleichzeitige Ab-
bildung der Einheitskreise sowohl der s-Ebene als auch der «-Ebene auf Halb-
ebenen durch dieselbe Transformation zzj—r}%) folgendermassen auszusprechen:

Wenn w=u-+iv=gp(s)=@(o+if) fir 0>0 regulir ist, dem Punkte s=1 der
Punkt w=1 entspricht, und fir o0>0 auch #>o0 ist, dann gilt in der ganzen
Halbebene ¢>0 sogar die schiirfere Ungleichung

w—1 =
w+ 1

s+1

s=1|
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Speziell folgern wir, dass jeder Punkt s=o>>1 auf der reellen Achse in einen Punkt
w=u-+1v mit u=o ibergeht.

Satz D. Gegeben seien die Zahlen o,, 6,>0,, k>0 und c>o0. Es sei f(s) fiir
o>0, reguldr und geniige den beiden Ungleichungen

|£(s)] > ceto wn der Halbebene o>0,
und

L f(s)] = cete auf der Geraden o=o,.
Dann gilt in der gancen (kleineren) Halbebene ¢>0, die Ungleichung*

L/ ()] =cete.

Durch triviale (ganze lineare) Transformationen der unabhiingigen und ab-
hingigen Variablen konnen wir offenbar den Satz auf den Fall o,=0, 0,=1,
¢=1 (und beliebiges %k>0) zuriickfiihren. Es lauten dann die Voraussetzungen

(1) £ (s)] >1 in ¢>o0,

(2) |f(s)f e auf o=1,

und behauptet wird:

(3) HOIEL in 6>1.

Wir bezeichnen einen in der Halbebene o>o0 reguliren Zweig der Funktion

L log f(s) mit I'(s). Wegen (1) und (2) bestehen die Ungleichungen

k

(19) R(F(s))>o0 in ¢>o0,
(2%) N(F(s)=1 auf o=1;
die Behauptung lautet

(3%) R(F(s)=o in 6>1.

Weil auf den rechten Seiten von (19), (29, (3%) die Ordinate ¢ nicht vorkommt,
geniigt es, aus Parallelverschiebungsgriinden, die Behauptung (3% fiir reelle
s=0>1 zu beweisen. Wir bezeichnen den Bildpunkt von s=1 mit

! Die Abschitzung ist die »bestmogliche», wie das Beispiel f(s)=ceks zeigt.
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F(1)=w,=u;+2v,,

wo die positive Zahl #, nach Voraussetzung =<1 ist, und wenden das obige
Lemma auf die Funktion

an, welche den beiden Voraussetzungen R (¢ (s))>o0 fiir 6>>0 und ¢ (1)=1 geniigt.
Unsere Folgerung aus dem Lemma (u=g) ergibt fiir ein beliebiges reelles s=0¢>1

R (g () =2 T -

u

—~

also, wegen o, =1,

womit der Satz bewiesen ist.

Wir sprechen jetzt einen Satz von Iversew ([1], S. 13) aus dem Ideenkreis
des Picardschen Satzes aus, auf den wir uns spiiterhin bei der Ubertragung
letztgenannten Satzes auf unsere Funktionenklasse stiitzen werden, und den wir
fir unsere Zwecke spezialisiert haben.

Satz E. Es sei f(s) fiir o=0, vegulir, und auf 6—a, beschrinkt, und es
bezeichne H die abgeschlossene Hiille der Wertmenge von f(s) auf der Geraden =g, .
Ferner liege die Wertmenge von w=f(s) in jeder Halbebene 6>>0, (>0,) in der
w-Ebene diberall dicht. Dann nimmt f(s) in der Halbebene 0>0, alle Werte, die
nicht zur Menge H gehioren, bis auf hichstens einen an.

Schliesslich leiten wir mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes einen ein-
fachen »Trennungssatz> ab, welcher die Aussage des Laurentschen Satzes von
einem Kreisringe auf einen Streifen iibertrigt.

Zuniichst werden wir aber einige abkiirzenden Bezeichnungen einfiihren,
von denen wir nicht nur im kommenden Trennungssatz, sondern in der ganzen
folgenden Abhandlung einen ausgedehnten Gebrauch machen werden.

Es bezeichne iiberall im Folgenden ¢ und @ endliche oder unendliche reelle
Grossen, und zwar sei — % Se<f< + .

1. Statt »im Streifen ¢ <g<<f der s-Ebene» wollen wir einfach »in (a, §)»
schreiben. ’

32—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 7 décembre 1925.
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2. Statt »in jedem festen Teilstreifen (¢<<)e;<o<<B,(<f) des Streifens
a<<o<@» wollen wir schreiben »in [e, 8]».

3. Wir werden auch gemischte Klammern gebrauchen. Wir werden schreiben
»in (a, 81> bezw. »in [, 8)» in der Bedeutung von »in jedem einseitig be-
schnittenen Teilstreifen e <<o<<8, (< 8)> bezw. »in jedem Teilstreifen (¢ <), <o<8».

Beispiel. Dass f(s) in (e, 8) beschrinkt ist, bedeutet, dass es eine Kon-
stante K gibt, so dass die Ungleichung |f(s)|<K fiir alle s des Streifens a<<o<p
besteht; das f(s) in [, 8] beschriinkt ist, bedeutet, dass |f(s)|<K=K (e, 8) in
jedem Teilstreifen ¢, <o0<<g, ist; und dass f(s) in («, 8] beschrinkt ist, soll heissen
dass | f(s)|[<K=K(8,) in jedem Teilstreifen a<o<p, (<p) ist.

Satz F. Es sei f(s) erne im Streifen a<o<<f regulire Funktion, diein (e, 8]
beschrinkt ist, und deren unbestimmtes Integral F (s) ebenfalls in (e, 8] beschrdnkt 7st.*

Dann lisst sich f(s) in (a, 8) in zwei Funktionen spalten,

SE)=A8) + 1),

von denen die eine Funktion f,(s) in der ganzen rechten Halbebene 6> a reguldr, in
la, 4+ ©) beschrinkt ist, und fiir 6—>% gleichmdssig in t gegen O strebt, wihrend die
andere Funktion f,(s) das analoge Verhalten nach links (fiir 6<<f) aufweist. Und
die Zerlegung in ewei Summanden von den angegebenen Figenschaften ist nur auf
eine ernzige Weise moglich.

1. Dass eine solche Zerlegung auf hochstens eine Weise moglich sein
wird, liegt auf der Hand. Denn wiirde es zwei Zerlegungen

Fls)=/1(s)+12(s)=g.(s5)+ g2 (s)

der erwihnten Art geben, so wire die Funktion
@ (8)=/1(s)—g:1 (s)=g2 (s) /2 (s)

eine {iberall regulire und durchweg beschrinkte Funktion, also eine Konstante,
die wegen des Grenzverhaltens lim ¢ (s)=o0 gleich o ausfiele.

g+t

2. Um nunmehr eine Zerlegung tatsichlich durchzufiithren, betrachten wir

! Es ist natiirlich gleichgiiltig, welches unbestimmte Integral man herausgreift; denn aus der
Beschriinktheit des einen folgt die aller anderen. Wir bemerken ferner, dass fiir die Beschriinktheit
von F'(s) schon hinreicht, dass F(s) auf einer einzigen Geraden 6=c, beschriinkt ist, wie aus
dem Cauchyschen Satze sofort ersichtlich ist.
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zuniichst einen Teilstreifen o, <<0<8,; nach dem Cauchyschen Satze gilt fiir jeden
inneren Punkt s=o+4¢¢ dieses letzten Streifens die Darstellung
a—iT =il B+iT o +iT
. F
2rif(s)= | + + f + (7_(%))’2‘13 (T>]¢)

T @i T BeiT fiiT

also fur T—w

@ —iw Butix
ro= [ aes 5 [ e,
a+iw fi—i=

wo die beiden Integrale wegen der Beschrinktheit von F'(z) absolut konvergieren.*

Die durch das erste Integral dargestellte Funktion f, (s) existiert offenbar iiber
den Streifen ¢; <6<, hinaus in der ganzen Halbebene o>¢,, ist in [e;, + @) be-
schrinkt, und strebt fiir g—o gleichmissig gegen o. Die durch das zweite Inte-
gral dargestellte Funktion f,(s) weist das analoge Verhalten nach links auf. Jetzt
lassen wir ¢;—e. Dadurch wird die Definitionshalbebene von f,(s) erweitert,
ohne dass sich der Wert dieser Funktion in einem einmal erreichten Punkt dabei
inderte (denn f(s) und f,(s) sind von «, unabhingig, und f; (s)=f(s)—f2(s)). Ver-
fihrt man mit der Funktion f,(s) analog (8,—8), so erhilt man die in («, §) giil-
tige Trennung

Ss)=/1(8)+/s(s)-

§ 3.

Definition der Fastperiodizitiit und einige direkten Folgerungen.

Wie immer bedeuten « und § endliche oder unendliche Zahlen, und zwar
sei —wo Ze<f=+ o,

Definition. Eine im Streifen o < o < analytische (regulire) Funktion
f(s)=f(o+7t) soll »fastperiodisch in (a, B)> heissen, wenn es zu jedem >0 eine Linge

! Hitten wir mit der Funktion f(s) selbst, statt mit dem Integral F{s) operiert, also von der
Darstellung '

Flo=r. [ 12

27 z—sdz

Ausgang genommen, danu wiirde der Grenzitbergang T— nicht auf konvergente Integrale fiihren.
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I(e) derart gibt, dass jedes auf der vmagindren Achse gelegene Intervall t, <t<t, der
Ldinge 1(e) mindestens eine zu & gehirige » Verschiebungszahl> v=x(¢) enthdlt, d. h.
eine Zahl v, welche fiir alle s im ganzen Streifen a<<a<<8 die Ungleichung

|fs+ia)—fs)|=e
erfills.

Es ist klar, dass jede in (e, B) reinperiodische Funktion f(s) mit einer
imagindren Periode ¢p daselbst fastperiodisch ist. Speziell ist also jede »Schwin-
gung» ae® (L beliebig reell, a beliebig komplex) fastperiodisch in (—oo, o).

In Anschluss an die auf 8. 249—250 eingefiihrten Abkiirzungen soll eine in
a<o<@ regulire Funktion »fastperiodisch in [, 8]> heissen, falls sie in jedem
Teilstreifen (¢, §,) fastperiodisch ist.

v Satz 1. Jede in [a, 8] fastperiodische Funktion f(s) ist in [«, 8] beschrdnkt,
“d. h. en jedem Teilstreifen o, <<o<<f, st

|f(5') |§K=K(Of1, 431)

Beweis. Man erhilt eine Schranke K=K (¢;, 3,) folgendermassen: Nach
Voraussetzung gibt es eine Linge [=Il (e, 8,, 1) derart, dass jedes Intervall
t,<t<t, dieser Liinge I, eine Verschiebungszahl z—=z(1) enthiilt, fiir welche also
die Ungleichung

lfls+i)—f(s)]|=1 in e, <0<p,

erfilllt ist. Es bezeichne G die (offenbar endliche) obere Grenze von |f(s)] im
Rechteck o, <o0<8,, o<t<l,. Die Konstante G+1 ist dann ein K(e, 8). Zu
jedem beliebigen Punkte s,=o,+¢f, des Streifens o;<<o<p, ldsst sich néimlich
eine Verschiebungszahl z=7(1)=1(1;s,) so finden, dass der verschobene Punkt
So+¢7 ins obige Rechteck fillt ~—— wir brauchen nur die Verschiebungszahl 7 so
zu wihlen, dass sie dem Intervalle — f,<t<<—1¢,+1, der Linge /, angehdrt —
woraus dann folgt

[f Sl fso+in |+ 1=6+1.

Corollar. Aus Satz 1 folgt, dass eine in [e, 8] fastperiodische Funktion f(s)
in (a, 8] gleichmdssig stetig ist; denn aus der Beschrinktheit von f(s) in [a, ] folgt
nach dem Cauchyschen Satze die Beschriinktheit der Ableitung f'(s) in (e, 8.
(Spiter werden wir sehen, dass die Ableitung sogar fastperiodisch in [a, 8] ist.)

Aus der obigen Definition der Fastperiodizitiit ist unmittelbar ersichtlich,
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dass eine in einem Streifen fastperiodische Funktion f(s) auf jeder festen Gera-
den o¢—=o0, des Streifens eine fastperiodische Funktion der Ordinate ¢ ist
(vgl. Definition § 1). Bei der Ubertragung der Theorie der fastperiodischen Funk-
tionen einer reellen Variablen auf Funktionen einer komplexen Variablen wird
uns der folgende Satz sehr niitzlich sein, der es in mehreren Fillen gestattet,
fertige Sitze unmittelbar heriiberzunehmen,

Satz 2. Von emmer in a<<o<f analytischen Funktion f(s) set, was Fastperio-
dizitdt anlangt, nur bekannt, dass sie auf einer Geraden =g, im Streifen fast-
periodisch in t ist. Wenn sie ausserdem in [a, 8} beschrankt ist, dann ist sie eine
in |a, Bl fastperiodische Funktion von s.

Beweis. Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich sofort aus Satz B, § 2. Es
sei a;<<e<{B; ein beliebiger Teilstreifen, welcher die gegebene Gerade g==g, im.
Innern enthiilt, und «,'<<o<p, ein etwas grosserer Teilstreifen. Ferner bezeichne
k die obere Grenze von |f{s)] in diesem letzten Streifen ¢, <¢=g,’. Zu den Zahlen
o <o, <oy<p<p’, K=2k und einem gegebenen ¢(<<K) bestimmen wir das J
im Sinne von Satz B, und werden zeigen; dass jede zu diesem J gehirige Ver-
schiebungszahl der Funktion F(t)=f(0,-<t) zugleich eine zu ¢ gehorige Ver-
schiebungszahl von f(s) in (e, 8,) ist (woraus dann die Fastperiodizitit von
fs) in (e, 8,) folgt). In der Tat geniigt bei festgehaltenem v==7(d) die Differenz-
funktion @ (s)=f(s+77)—f(s) den Voraussetzungen des Satzes B, nimlich

|‘P(S)|§K in o <o=8/
und
lps)=d auf o=,
und der Satz ergibt also
lp ) |=f(s+i0)—fls)|[=e in ¢, <o<@,.

Bemerkung. Wenn f(s) in |, 8] fastperiodisch ist, kann es natiirlich gréssere
Streifen [¢', §] mit ¢'<e<f=<g geben, in denen f(s) noch fastperiodisch ist.- Aus
den Sitzen 1 und 2 folgt nun, dass es unter diesen Streyfen (o, §'] einen grissten
(alle anderen wmfassenden) geben muss, und dass dieser Streifen mit dem grossten
Streifen [a*, %] cusammenfillt, welcher |, 8] enthdlt, und fiir den f(s) in [o*, 8*]
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noch regulir und beschidnkt bleibt. Wir werden diesen Streifen [«*, 8*] einen
Mazimalstreifen der fastperiodischen Funktion f(s) nennen.!

Mit Hilfe des Satzes 2 ergeben sich mit Leichtigkeit die zwei folgenden
Sitze aus den entsprechenden Sitzen in § 1.

Satz 3. Die Summe und das Produkt zweier in (e, 8| fastperiodischen Funk-
tionen f(s) und g(s) sind ebenfalls fastperiodisch in |, f.

Beweis. Auf irgendeiner festgehaltenen Geraden des Streifens sind (nach
II, § 1) die Summe und das Produkt fastperiodisch in der Ordinate ¢; also sind
Ss)+g(s) und f(s).g(s) fastperiodisch in [, 8], weil sie daselbst beschrinkt sind.

Corollar. Jedes Exponentialpolynom (d. h. jede endliche Summe von Schwin-
gungen)

Sfls)= i ané?

ist fastperiodisch in [—, ©]. In dem speziellen Falle, wo die Exponenten 4, alle
negativ sind, ist das Exponentialpolynom f(s) nicht nur in [—%, @], sondern
sogar in [—o, o) fastperiodisch, was sich sofort daraus ergibt, dass f(s) fiir
o— + o gleichmiissig in ¢ gegen o strebt.

Satz 4. Wenn das unbestimmie Integral ¢{s)= f fls)ds einer in (e, 8] fast-

periodischen Funktion f(s) in |«, 8] beschrdinkt 7st (wozu nach dem Cauchyschen
Satze schon Beschriinktheit auf einer Geraden o=g, im Streifen geniigt), dann ist
@ (s) auch fastperiodisch in [a, 8.

Beweis. In der Tat ist nach XIII, § 1 die Funktion ¢ (s) auf der Geraden
0=g0, fastperiodisch, also auch in [«, §] fastperiodisch.

Bei den jetzt kommenden Sitzen werden Satz 2 und die Sitze aus § 1 nicht
mehr herangezogen, sondern es wird direkt an die Definition der Fastperiodizitit
angekniipft. '

Satz 5. Die Grenzfunktion f(s) einer in (a, B) gleichmissig konvergenten Folge
i (e, B) fastperiodischer Funktionen f(s) ist wieder in (a, §) fustperiodisch.

! Natiirlich kann es zu einer Funktion f(s) mehrere Maximalstreifen geben. So hat

1 .
die reinperiodische Funktion f(s)=ﬁ die beiden Maximalstreifen [—c, o] und [o, «].
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Beweis. Falls N so gross gewihlt ist, dass |f(s)—/fv(s)|== in (e, §) gilt,

wird offenbar jede zu% gehorige Verschiebungszahl von fi(s) eine zu ¢ gehorige

Verschiebungszahl von f(s) sein.

Corollar. Die Summe einer in |a, 8] gleichmdssig konvergenten Reihe dér Form
xX
p
2’
1

ist fasiperiodisch in [a, f].

Satz 6. Die Ableitung f'(s) einer in |, 8] fastperiodischen Funktion f(s) ist
ebenfalls in o, B fastperiodisch.

Beweis. Um zu zeigen, dass f’(s) im Teilstreifen o, <o<g, fastperiodisch
ist, bestimmen wir zunichst eine kleine positive Zahl r so, dass ¢, —r>e,
B +r<pB ausfillt. Die Fastperiodizitit von f’(s) wird nachgewiesen sein, wenn
wir gezeigt haben werden, dass bei gegebenem ¢ jede Zahl 7, die eine zu &r
gehorige Verschiebungszahl von f(s) in {a,—7, 8,+7) ist, ebenfalls eine zu ¢ ge-
hérige Verschiebungszahl von f'(s) in (e, #,) ist. TFiir jedes s in e, <o<p, gilt
nach dem Cauchyschen Satze

274 (z—s)
fz—s|=r
also
NN S - I
f (S+ZT)'—f‘ (L)—Zﬁz. ( {S—f—l"lf)) de— 2—7” (Z—_;)—édz
jz—-(s+i7)| Ye—sl=r

mefzﬂr ) Qs

z—sl=r

Daher besteht, wenn 7 eine zu er gehorige Verschiebungszahl von f(s) in
(@,—7, B, +7) ist, die Ungleichung

27

V%HWf@gi %Mh&
0
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Wir schliessen diesen Paragraphen mit einem fiir unsere Funktionenklasse
charakteristichen Satze iiber die » Abgeschlossenheit> der Wertmenge einer fast-
periodischen Funktion in unendlicher Nihe einer belicbigen Geraden des Fast-
periodizititsgebietes.

Satz 7. Gegeben ser eine in («, B) fastperiodische Funktion f(s) und eine
Gerade o=0, im Innern dieses Streifens. Dann wird jeder Wert w, der abge-
schlossenen Hiille der von f(s) auf der Geraden o=o, angenommenen Wertmenge in
gedem Strerfen oy—I<o<<g,+ 0 von der Funktion f(s) tatsichlich angenommen’t

- Beweis. Falls f(s) eine Konstante ist, ist der Satz trivial. Wir ziehen den
Satz C, § 2 heran, den wir auf die Funktion @(s)=f(s)—w, in einem die Gerade
0=0, enthaltenden Teilstreifen «,<0<g, anwenden. Die Voraussetzungen des
Satzes C sind erfiilll. Denn

1. der Wert o gehort zur abgeschlossenen Hiille der Wertmenge von g¢fs)
auf der Geraden o=¢,, und

2. es gibt eine positive Grésse d und eine Linge [, so dass in jedem Inter-
vall der Linge ! auf der Geraden =0, ein Punkt s mit |p(s)|>d existiert. Wir

brauchen in der Tat nur von einem Punkte s'=a,+7¢ auszugehen, fiir welchen

f(Y=w'=+w, ist, dann leisten die Zahlen d=I—|w"——wO| und die Verschiebungs-
2
linge 1=1(d) das Gewiinschte.

Also nimmt @(s)=f(s)—w, in jedem Streifen g,-—d<o<g,+J den Wert o,
d. h. f(s) den Wert w, an,

Corollar 1. Wenn eine in («, 8) fastperiodische Funktion f(s) <n diesem
Streifen von a verschieden ist, ist in jedem Teilstreifen a,<<a<<B, die untere Grenze
von | f(s)—a| grésser als o.

Sonst wiirde es eine feste Zahl ¢, im Intervalle o, =0=g, geben, so dass
S(s) in jedem Streifen um die Gerade ¢=o, beliebig nahe an a herankime, und
es wiirde also (weil f’(s) in [e, 8] beschrinkt ist) der Wert a zur abgeschlossenen
Hiille der Wertmenge von f(s) auf der Geraden 0=g, gehoren. Dies widerspricht
aber nach dem obigen Satze der Voraussetzung f(s)==a fiir a<o<g.

! Ein genaueres Studium des Wertevorrates einer fastperiodischen Funktionen kann unter
Heranziehung der »zugehorigen» Funktion von unendlich vielen Variablen (BoHR [4]) durchge-
fithrt werden. Diese Methode ist vom Verfasser fiir die iiblichen Dirichletschen Reihen ausgebildet
worden (vgl. BoBR [1]. .In der vorliegenden Abhandlung soll jedoch auf diese Frage nicht weiter
eingegangen werden.
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Corollar 2. Falls die in [a, B] fastperiodische Funktion f(s) tiberall in («, f)

von O wverschieden ist, ust die reziproke Funktion (/(s)zf:zé) ebenfulls fastperiodisch
i la, 8. ‘
In der Tat ist g(s) nach dem Corollar 1 in [¢, 8] beschrinkt und also —

da sie nach II, § 1 auf einer festgehaltenen Geraden fastperiodisch in ¢ ist —
auch fastperiodisch in [a, g].

§ 4.
Die Dirichletentwicklung.

Satz 8. Fiir eime in [, ] fastperiodische Funktion f(s) existiert auf jeder
festen Geraden R(s)=a des Streifens der Mittelwert

r

IV[{f( ),—hm Sflo+itydt

=T

0
pET
f Slo+7d) dt) , und dieser Mittelwert

7
ist konstant in o, d. h. von der Wahl der Geraden wnabhingiy.

(sogar gleichmdssig wn y der Mittelwert lim ;;

Beweis. Dass der Mittelwert auf jeder Geraden R(s)=o existiert (und sogar
gleichmissig in y) wissen wir schon nach IV, § 1 (auf F(f)=f(c+ 1) angewendet).
Und dass er fiir zwei beliebige Werte o, und o, des Intervalles ¢< o< denselben
Wert hat, folgt in einfachster Weise aus dem Cauchyschen Integralsatz. In der
Tat gilt bei festem T>o0

o +iT O+t T

ff()erff ds+fj da+jf s)ds=o
‘N o, +i T oy+i T
also, wenn G die obere Grenze von |f(s)| in 6,=<0=0, bezeichnet,

0'1|

o,
<
2Ty

G

| f/ o, +it) dt——]fmw}—ztdt

33—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 7 décembre 1925.
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und demnach (fir 7— o)
M{f oy +it)y=M{f(0y+71)}.

Durch Anwendung des Satzes auf die ebenfalls in [e, 8] fastperiodische
Funktion f(s)e** (4 beliebig reell) ergibt sich das

Corollar. Bei festgehaltenem A ist der Mittelwert M{ f(o+it) e *l0+il}  d. h.
das Produkt

e+ M{ flo+2t)e 4t}

in ¢ konstant. Es ist also bei festem A der Mittelwert M { f (0+¢¢) e=?**} im Inter-
valle a<<o<<@ entweder iiberall gleich o oder iiberall von o verschieden.

Satz 9. Die Fourierrechen aller Funktionen F,()=f (6+1t), welche den kon-
tinuzerlich wvielen Geraden des Streifens a<<o<<8 entsprechen, gehen zu einer ein-
zigen Entwicklung

Z An eAno‘ . eiAnt: Z An eA"s

eusammen, d. h. die Fourierexponenten A, der Funktion F,(t) sind vom Parameter
o unabhdngig, und der Fourierkoeffizient des Exponenten A, ist gleich Ane™’, wo
die Konstante A, nicht von o abhdngt.

Beweis. Wir erhalten (V, § 1) die Fourierexponenten der Funktion
I's(t)=f(o+7¢t) als diejenigen, hochstens abziihlbar vielen, Werte A, fiir welche
der Mittelwert

M{f(o+7t)e 14t}

von O verschieden ist. Nach dem vorangehenden Corollar hat daher die Funk-
tion F,(t) fiir jeden Parameterwert o dieselben Fourierexponenten. Es sei nun-

mehr ., einer dieser Fourierexponenten. Der entsprechende Fourierkoeffizient
A9 in der Entwicklung Fo(t)oo D) AY ¢“»" ist dann durch den Mittelwert

AV=M{flo+it)e” "n’
gegeben. Durch nochmalige Anwendung des Corollars erhalten wir

A£f>=An eAnd’

wo A, von ¢ unabhingig ist.
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Wir nennen die obige Entwicklung die »Dirichletentwicklung> (oder die
Dirichletsche Rethe) der Funktion f(s) im Streifen (a, 8), und schreiben

f(s)NZ Ay e/lns .

Die Grossen 4, bezw. A4, bezeichnen wir als die Dirichletexponenten baw. Dirich-
letkoeffizienten der Funktion f(s) (in (e, g8)).!

Satz 10. Fiir eine in (a, 8) reinperiodische Funktion f (s) von der Periode
ip stimmt chre Dirichletentwicklung N A, ¢ mit ihrer Lawrentreihe

27
n~—8

@« T

N=—x%

wiberetn.

Beweis. Bei festgehaltenem o repriisentiert die Laurentreihe bezw. die Dirich-
letreihe der Funktion f(s) die Fourierreihe von f(o+¢f) im gewohnlichen bezw.
in unserem Sinne. Die zwei letzteren fallen aber (nach § 1) zusammen; folglich
sind auch die zwei ersten formal identisch.

Aus den entsprechenden Siitzen in § 1 (IX und VII) ergeben sich ferner
die folgenden Sitze.

Satz 11. Eindeutigkeitssatz. Sind zwei Funktionen f(s) und g(s) in
ernem  gemernsamen Streifen (e, ) fastperiodisch mit derselben Dirichletentwicklung,
s0 sind sve wberhaupt identisch.

Diesen Satz werden wir spiterhin (in § 9) noch verschirfen, und zwar
werden wir die Identitit der beiden Funktionen f(s) und g(s) auch fiir den Fall
nachweisen, wo nicht vorausgesetzt wird, dass ihre Fastperiodizititsgebiete einen

Streifen gemeinsam haben.

Satz 12. Fundamentalsatz. Fiir jede Gerade R(s)=0 im Streifen a<o<8
besteht die Gletchung

ML flo+it) 3= 4n 2",

! Natitrlich brauchen die Dirichletentwicklungen einer Funktion in verschiedenen Streifen
nicht mit einander identisch zu sein. Wie sich spiiter ergeben wird (vgl. den erweiterten Ein-
deutigkeitssatz in § 9), konnen die Entwicklungen einer Funktion in zwei verschiedenen Maximal-
streifen sogar nie iibereinstimmen. :
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was mit dem Bestehen von Mittelkonvergenz

: -

lim [ flo+it)— D 4, gtn ot o
x—= | = J

gleichbedeutend ist.

Auch die Siitze iiber das formale Rechnen ibertragen sich unmittelbar
aus § 1, wobei wir zum Nachweis ihrer Giiltigkeit sogar nur eine einzige Gerade
NR(s)=0 (und nicht die simtlichen Geraden im Streifen a<o<g) zu betrachten
brauchen, weil ja die Dirichletentwicklung einer Funktion f(s) vollstindig gegeben
ist, wenn man sie bei einem einzigen festen ¢ kennt, d. h. wenn man fir ein
einziges ¢ die Fourierreihe von f(o+7f) kennt. Wir fassen die Ergebnisse der

Ubertragung in dem folgenden Satze zusammen.

Satz 13. Die Dirichletentwicklung der Summe bezw. des Produktes zwerer
in ermem gemeinsamen Streifen fastperiodischen Funktionen entsteht durch formale
Addition bezw. Multiplikation der Dirichletentwicklungen der Ausgangsfunktionen,
und die Dirichletsche Reihe der Grenzfunktion einer gleichmdssig konvergenten
Folge durch formalen Grenziibergang aus den Divichletschen Rethen der Folge.

Ferner entsteht die Dirichletentwicklung der Ablertung evner fastperiodischen
Tunktion durch formale Differentiation, d. h. aus f (S)NZ A, ' Jolgt

f,(S)NZ A, An eA,ns .

Und schliesslich entsteht die Dirichletentwicklung des unbestimmien Integrales
etner fastperiodischen Funktion — falls es (vgl. Satz 4) auch fastperiodisch ist —
durch formale Integration,

d 4471 A, 8
g 1 =B 00T
ff(s)(lsNC—F M Sot

Schliesslich ergibt sich noch durch Ubertragung aus § 1 der folgende
Satz 14. FEine in |a, 8] gleichmdssig konvergente Reihe der Form

< AnS

Dl ane

n=1

wst eine Dirichletsche Reihe in unserem Sinne, ndmlich dee Dirichletrethe threr
Summe f(s).
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Beweis. Nach Corollar zu Satz 5 ist die Summe f(s) fastperiodisch in

@, 8], und auf einer festen Geraden J(s)=oc des Streifens ist die Fourierreihe

der Funktion f(o+7¢) nach VI, § 1 durch D au ¢’ ¢! gegeben.

§ s
Spezielle Typen von Dirichletentwicklungen.

Aus dem Satze 14 folgt, dass eine beliebig hingeschriebene Reihe Zan ¢,

welche in einem Streifen («, B) absolut konvergiert, daselbst eine Dirichlet-
entwicklung ist. In der Tat besteht gleichmiissige Konvergenz in [e, 8], weil die

Reihe in jedem Teilstreifen (a;, §,) die Majorantenreihe 3 |aa| (¢ + ¢™) besitat.
Bei gewissen Typen von Reihen M aa ¢™*, d. h. bei gewissen Typen von

Exponenten und Koeffizienten, kann- eine derartige Reihe nur dann in einem
Streifen (o, 8) eine Dirichletentwicklung sein, wenn sie in diesem Streifen (grobe
d. h.) absolute Konvergenz aufweist.

Satz 156. FEs ser ZA,; ¢'* die Dirichletentwicklung einer in |a, §) fast-

periodischen” Funktion f(s), die sich unter einen der folgenden Fdlle subsumeert:
1. Die Exponenten Ay sind linear unabhdngig.
2. Die Koeffizienten A, sind alle positiv.
3. Die Rethe Z e 1417 ot bes jedem festen 0>0 konvergent.'

Dann st die Rethe Z Ay € im ganzen Streifen (a, 8) absolut konvergent.

Beweis. Die Fille 1 und 2 folgen unmittelbar aus den entsprechenden
Sitzen liber Fourierreihen (VIII, § 1).
Um den Fall 3 zu erledigen, also die Konvergenz der Reihe 2|A71|e’1"'7°

bei einem beliebigen festen o, aus «<<o<<g nachzuweisen, wihlen wir ein d, so

! Exponentenfolgen An, die der Bedingung 3 geniigen, konnen sich natiirlich nicht im
Endlichen hiiufen, so dass nur von einer itblichen Dirichletschen Reihe (im Rogosinskischen Sinne)
die Rede sein kann. Ein wichtiger Fall, in dem diese Bedingung zutrifit, ist der, wo die Grossen
| 4] in monotoner Anordnung die Bedingung

. An |
lim = ®
N—s B ].Og n

erfiilllen. Der letzte Spezialfall umfasst die Laurentreihen reinperiodischer Funktionen.
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klein, dass die beiden Zahlen g,—d, und o,+d, ebenfalls dem Intervalle a<o<g
angehdren. Da die Reihe ZA" gm0 it aine Fourierreihe ist (nd@mlich die

der Funktion f(6,—0,+7%)), sind die Koeffizienten A, g beschrinkt, und

dhnliches gilt fiir die Koeffizienten A, "™ der Fourierreihe D An gt i dnt

Also gibt es eine gemeinsame Schranke K, so dass fiir alle »
|An eAn (UOi—JO)I<K

. . . A, . . .
ist. Um nun die Koeffizienten A, e *™ abzuschiitzen, benutzen wir, falls 4,=o0

ist, die Ungleichung

| 4, g% I — I A, eAn(a.,Jrao) e—Ando < Ke—AnJﬂ
und, falls 4,<o ist, die Ungleichung

I 4, eAnaol _ I 4, ¢inl9 l gt - g~ 14l

Fiir jedes 4, gilt also

y 4 — [ 4,1
IAne ”U",<Ke F4n] °,

woraus die behauptete Konvergenz der Reihe ZlAﬂeA”% folgt.

Im Falle 2 (positive Koeffizienten) wollen wir noch den folgenden Satx
beweisen, der einen bekannten Vivanti-Landauschen Satz iiber Dirichletsche
Reihen mit monotonen Exponenten (vgl. Lanpav [1], S. 880) auf unsere Reihen
itbertrigt.

Satz 16. Eg habe die Dirichletentwicklung ZA" ¢ einer Funktion f (s) in

einem  Maximalstresfen (o*, 8%) lauter positive Koeffizienten. Dann ist jeder der
reellen Punkte s=a*, s=8% (falls er endlich ist) eine singuldire Stelle der Funk-

tion f(s).

Beweis. Nach dem vorigen Satze konvergiert die Reihe X A, ¢»* absolut

in (a*, 8*), also konvergieren die Teilreihen -

4 4
2 A, e und 2 Ay e®

4p >0 4,50
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absolut in (—oo, %) bezw. (¢*, + ) und stellen dort analytische (in jedem Teil-
streifen fastperiodische) Funktionen f,(s) bezw. f,(s) dar, mit

F8)=/ils) +12ls) in (%, §%).

Um zu zeigen, dass f(s) in dem nach Voraussetzung endlichen Punkte 8% (bezw. «*)
eine singulire Stelle hat, gilt es also nachzuweisen, dass fi(s) in g* (bezw. f3(s)
in ¢*) singulir ist. Aus Symmetriegrinden genigt es natiirlich’ den Punkt §*
zu betrachten. Nach dem Vorbilde von Landau schliessen wir folgendermassen:

In der Umgebung von s=p*—1 mit einem Radius r=1 giit die Potenzreihe

A= lmE L

v=0

F2E—1)

—Z 9_5 +I ZAnAzeAn(ﬁ*_l). 1

Ay =0

Wire s=pg* eine regulire Stelle von f;(s), so wire >1, also, wenn % zwischen
g* und B*—1+r gewdhlt wird,

@D

n

=0 4y, >0

In der Doppelreihe rechts sind alle Glieder positiv, und daher ist die Reihen-
folge der Summationen gleichgiiltig. Also wire

. gr1) ~ (p—BF + 1)
n)= Ay 2(_’7 {’; : N
4y >0 »=0

= N Aa ¢ g (’7*3*“):2 A, e,

Ay >0 4, =0

Somit wiire die Reihe Z!A" ¢'"® rechts iiber ¢—=p3* hinaus absolut konvergent,
4, >0

! Nach Satz 13 entstehen die Dirichletentwicklungen der Ableitungen von f1(s) .durch

formale Differentiation der Entwicklung ZAn edn® von fi(s), und sie smd wieder in (—®», §%)
Ay >0

absolut konvergent, weil sie ebenfalls positive Koeffizienten haben.
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also wire die Funktion fi(s) und damit auch f(s)=Ff;(s)+ f;(s) tiber 0=8* hinweg
fastperiodisch, was der Voraussetzung, dass {e¢* g*) ein Maximalstreifen. ist,
widerstreitet.

§ 6.
Allgemeiner Approximationssatz.

Satz 17.- Approximationssatz. Damit eine im Stretfen a<<o<<f requldre

Funktion f(s) in |, 8] fastperiodisch ist, ist nolwendig und hinreichend, dass sie
~

sich in [o, B durch Exponentialpolynome Zan e gleichmdssig approximieren ldsst.
1

Hierbei kinnen, bel jeder fastperiodischen Funktion f(s), die approximierenden
Exponentialpolynome so gewdhlt werden, dass thre Fxponenten A, der Folge der
Dirichletexponenten A,, A,, ... der Funktion entnommen sind.

Beweis, Dass die Bedingung hinreichend ist, folgt sofort aus dem Corollar
. zu Satz 3.in Verbindung mit dem Satze 5.
Die Notwendigkeit folgt aus XVI, § 1, wenn wir diesen Satz (bei einer

beliebig gegebenen in [a, §] fastperiodischen Funktion f(s)o D 4, ¢"»* und einem
beliebig gewihlten Teilstreifen o, <o<g,) auf die Menge M der Funktionen

Fy(t)=f(o+79) o, <o<pB,

anwenden. Die Voraussetzungen des Satzes XVI sind erfiillt. Denn die Funk-
tionen F(f) haben alle dieselben Fourierexponenten Z,, und geniigen ausser-
dem den drei Bedingungen:

1. sie sind gleichartig gleichmissig stetig, weil f(s) (nach Corollar zu
Satz 1) in «,<0<f, gleichmiissig stetig ist,

2. sie sind gleichartig fastperiodisch, weil f(s) in (a;, 8, fastperio-
disch ist,

3. es gibt eine Majorante der Reihe N |AY|* denn bei festem n gilt
filr e, <o<f, die Abschitzung

! Dass die Exponenten in so gewihlt werden kénnen (ohne dass man etwa alle linearen
Kombinationen der 4sx mit rationalen Koeffizienten beritcksichtigen mitisste) ist fiir die spiteren
Uberlegungen in & 7 von entscheidender Bedeutung. In der Tat werden wir dort benutzen miissen,
dass eine fastperiodische Funktion mit lauter positiven (negativen) Dirichletexponenten An durch
Exponentialpolynome mit gleichfalls nur positiven (negativen) Exponenten An approximiert
werden kann,
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|A§;T) I j— |An ’ 6A11‘7< I A11|(€‘111“1 + 0‘111(31):An’

und wegen der Konvergenz der beiden Reihen M |4,[* 4 ynd Al4.P ¢l
konvergiert die Reihe D) 4.
Nach dem angefiihrten Satze gibt es daher zu jedem ¢ ein N und dazu-

gehorige N reelle Faktoren 7, ry, ..., ry, so dass fiir jede Funktion F,(f) der
Menge M die Ungleichung

N
Folt) — Dradld e[ <d

1

im ganzen Intervalle —o <{<< besteht. Dies besagt aber gerade, dass das
Exponentialpolynom

N
Ap 8
Z 1 Ape™
1

die Funktion f(s) im ganzen Streifen «;<<¢<f, bis auf ¢ approximiert.

§ 7.
Funktionen mit Dirichletexponenten von gleichem Vorzeichen.

Fiir die weitere Theorie spielen fastperiodische Funktionen, deren Expo-
nenten alle dasselbe Vorzeichen haben, eine wichtige Rolle. Es geniigt natiir-
lich z. B. das negative Vorzeichen anzunehmen (sonst ersetze man s durch —s).

Wir beweisen zuniichst einen Randwertsatz.

Satz 18. Wenn
F(t)oo D) 4n ¢t

etne beliebige fastperiodische Funktion der reellen Variablen t mit lauter megativen
Lourierexponenten Ay ist, dann gibt es eine fiir 6=0 stetige, in 6>>0 reguldre Funk-
tion f(s), deren Randwerte auf der Gerade =0 durch I'(t) gegeben werden,

Flat)=F(1).

Duese Funktion ist fastperiodisch in der ganzen rechten Halbebene (0, ©), strebt fiir
o—® gleschmdssig in t gegen o, und thre Dirichletentwicklung lautet
34—25280. Acta mathematica. 47. Imprimé le 7 décembre 1925,
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() D\ 4a et 1

Beweis. Wir wenden den Approximationssatz XV, § 1 auf die Funktion
I'(t) an. Fr liefert eine Folge von Exponentialpolynomen

Nm
2& zAnt,
n=1
die gleichmissig in t gegen F'(t) konvergieren. Wir losen die (triviale) Rand-
wertaufgabe fiir diese Polynome, d. h. bilden die analytischen Exponentlal

polynome

m;

2 aarr;) Ans

Nach Satz A, § 2, angewendet bei festem m, und m, auf das Exponentialpoly-
nom @(s)=@m,(s)—@m.(s) mit nur negativen Exponenten, ist
Obere Grenze | pm, () —@m,(s)| = Obere Grenze | D, () — D, (1),
gz 0 — <f<®

woraus folgt, dass die analytischen Exponentialpolynome gn(s) gleichmissig in
der ganzen abgeschlossenen Halbebene o0=o0 gegen eine Grenzfunktion f'(s)
konvergieren. Diese Funktion f(s) hat alle behaupteten Eigenschaften. Denn
sie ist stetig fiir 6=o0, analytisch in ¢>0, und nimmt auf dem Rande o=o0 die
Werte F(f) an; ferner strebt sie fiir 60— gleichmissig gegen o, weil dies fir
jedes einzelne approximierende Polynom @n(s) zutrifft und die Konvergenz der

@u(s) fiir 6=0 eine gleichmiissige ist. Und schliesslich ist sie (nach Satz 5 und
Corollar zu Satz 3) fastperiodisch in (0, ), und hat dort die im Satze genannte
Dirichletentwicklung ZA“ ¢’?’.  Denn nach XII, § 1 geht die Fourierreihe
N{m)
(Exponentialpolynom) ¥ af™ e
n=1

formal in die Fourierreihe Z A, &' der Funktion F(t)=lim @,(t) iber; also

m—r

“n' der Funktion @,(f) beim Grenziibergang m—

' Aus dem Satze 18 folgt, dass eine fastperiodische Funktion F'(f) einer reellen Variablen
¢t mit lauter negativen (oder lauter positiven) Fourierexponenten durch ihre Werte in einem
beliebig kleinen Intervelle t,<t<t, eindeutig gekennzeichnet ist. Denn eine fiir 6= o0 stetige, in 6>o0
regulire Funktion ist (nach-dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip) identisch o, wenn sie in allen
Penkten eines Intervalles auf dem Rande ¢=o verschwindet. '
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N(m)
geht das Exponentialpolynom Y am ¢»* fiir m— o formal in die Reihe ZA”e.

n=1

An 8

iber, und diese  letzte Reihe wird daher nach Satz 13 die Dirichletsche Reihe

von f(s)= lim gn(s) sein.

Aus diesem Randwertsatze konnen.wir in wenigen Worten den folgenden
Satz herleiten.

Satz 19. Ialls die Direchletentwicklung 2 Ay & einer in [a, B) fastperio-

dischen Funktion f(s) nur negative Fxponenten hat, dann existiert die Funktion in
der ganzen rechten Halbebene a<<o<w, ist in [a, + %) fastperiodisch und strebt
Siir o—o gleichmdssig mn t gegen o.

Beweis. Es sei «; eine beliebige Zahl >e«. Die Funktion F(f)=f{(e,+ 1)

: L dplatit) . . .
hat die Fourierreihe D\ Ay e n* mit lauter negativen Fourierexponenten und

ist daher nach Satz 18 Randfunktion einer in der ganzen rechten Halbebene
(¢;, ©) existierenden fastperiodischen Funktion. Letztere muss aber mit der
Ausgangsfunktion identisch sein, da sie fiir o=c¢, mit dieser zusammenfillt.

Wenn wir nicht lauter negative, sondern nur lauter »nicht-positive> Expo-
nenten A, voraussetzen, also ein Zonstantes Glied zulassen, gilt der Satz 19 natiir-
lich ebenso, nur dass f(s) fiir e—>o gegen eben dieses konstante Glied Lonvergiert
(statt gerade gegen ©0). Der so gewonnene Satz lisst sich umkehren: jede in
einer rechten Halbebene regulire Funktion, die in jeder kleineren Halbebene
fastperiodisch ist, und fiir 0— gleichmiissig gegen einen endlichen Limes strebt,
hat lauter nicht-positive Exponenten. Die Voraussetzungen dieser Umkehrung
lassen sich sogar noch wesentlich einschrinken, was fiir das Spitere von Wich-
tigkeit ist.

Satz 20. FKine n [a, ®| fastperiodische Funktion f(s) die fiir o>, d. h.
in |a, ©), beschrinkt ust, hat lauter nicht-positive Ezxponenten; sie muss also von
selbst in [«, %) fastperiodisch sein, und fiir 6— einem Limes zustreben.

Beweis. Wire auch nur ein einziges Glied mit einem positiven Exponenten,

etwa ye®®, in der Entwicklung von f(s) vorhanden, dann konnte f(s) fiir o—o

nicht beschrinkt bleiben, wie aus der Abschitzung

Obere Grenze | f(o+i8)| = | M{f(o+it)ert)|=|ye 7|

—o << o

unmittelbar folgt.
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Wir sprechen noch den Inhalt der Sitze 19 und 20 fiir den ganz analogen

Fall nicht-negativer Exponenten aus.

Satz 21. Wenn die Dirichletentwicklung einer in |, 8] fastperiodischen
Funktion later nicht-negativen Exponenten hal, dann existiert die I'unktion in der
ganzen linken Halbebene 0<<8, ist in (—®, B] fastperiodisch und strebt fiir g——
gegen das konstante Glied threr Reihe.

Um zu schliessen, dass eine in [—®, 8] fastperiodische Funktion lauter nicht-
negative Fxponenten hat, geniigt es vorauszusetzen, dass sie fiir ¢—— beschrdankt
bleibt.

Beildufig bringen wir nbch den, aus den obigen Sitzen sofort ableitbaren,

Satz 22. Jede in einem Streifen fastperiodische Funktion f(s), deren Exponen-
ten dem absoluten Betrage mach beschrdnkt sind, ist notwendigerweise eine ganze

Transzendente und fastperiodisch in [—x, ©].

Beweis. Aus |.4,]<K folgt, dass f(s)etE® und f(s) ¢ X¢ Dirichletentwick-
lungen mit lauter positiven bezw. lauter negativen Exponenten haben, also nach
links bezw. nach rechts analytisch fortsetzbar und fastperiodisch sind.

Wir schliessen diesen Paragraphen mit einem Satze iiber die Integration

einer fastperiodischen Funktion mit Exponenten gleichen Vorzeichens.

Satz 23. Eine in |a, ®) fastperiodische Funktion f (s)NZA,leA"S, deren Ex-
ponenten alle negativ sind wnd sich nicht gegen o hdiufen, hat ein unbestimmies
Integral F(s), welches gleichfalls in o, ®) fastperiodisch ist. "Nach Satz 13 wird
dann die Dirichletsche Reihe von I7(s) durch

Fs) oo C-{-Zi—?;e/i"s
gegeben sein.
Beweis. Nach Satz 19 und 4 geniigt es nachzuweisen, dass F'(s) in [a, ©] be-

schrinkt ist, und hierzu wiederum, dass F(s) auf einer einzigen Geraden
06=0, (>«a) beschriinkt ist, also dass das Integral

T

ff(mﬂ't)dt (oo < 7<)

0



Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 269

absolut genommen unterhalb einer Konstanten liegt. Es bezeichne —.4*<o die
obere Grenze der Exponenten 4,; dann hat die Funktion f(s)e4"¢ eine Dirichlet-
entwicklung mit lauter nicht-positiven Exponenten, strebt also fiir ¢— oo einem
endlichen Limes zu, so dass fiir 0=0, die Ungleichung

lF(&)|<Kee

mit einem konstanten K gilt. Nachdem somit gefunden ist, dass f(s) fiir o— o

mindestens wie eine Exponentialfunktion gegen o strebt, ist die Beschrinktheit
T

des Integrales f flo,+¢t)dt unmittelbar ersichtlich; in der Tat folgt aus dem
0
Cauchyschen Satze (bei einem 0,>0,) die Abschiitzung

iff(al+zft)($tl§lf}(ag{-z'é)dtl+lf}((,)d0

Oy
=T.Ke 4ot sze“A*"da,
0y

+ lff(a+iT)da

also fiir g, (und beliebiges feste 7)) die Ungleichung

|ff(al+z't)dt

®
. 2 Ke—4*o
észe*A ”dazézﬁ: -
03

b

wo die rechte Seite von 7 unabhingig ist.

§ 8.

Das Verhalten im “Punkte® 6=+ ».

Fiir eine in einem punktierten Kreis (d. h. mit Ausnahme des Mittelpunktes)
regulire Funktion — also in unserer Sprechweise, fiir eine in einer Halbebene
regulire reinperiodische Funktion — gibt es nach WriersTRASs fiir das Verhalten
beim Annihern an den Kreismittelpunkt (bezw. den Punkt =) nur drei Mog-
lichkeiten:
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a) Sie strebt gegen einen endlichen Limes.
b) Sie strebt gegen Unendlich.
¢) Sie kommt jedem Wert beliebig nahe.
Dieser Satz gilt, wie wir ihn eben ausgesprochen haben, nicht nur fir reinperio-

dische Funktionen, sondern auch fiir die allgemeinsten fastperiodischen Funktionen.

Satz 24. Fir eine in [a, ©| fastperiodische Funktion f(s) bestehen, was ihr
Verhalten im > Punkte> o=+ ®© anbelangt, nur drec Miglichkeiten ;

A) Sie strebt fiir o—© gegen einen endlichen Limes.

B) Ihr absoluter Betrag iwdichst fiir e—o gleichmdssiy ins Unendliche.

C) Sie kommt in jeder rechten Halbebene jedem Wert beliebig nahe.

Beweis. Den Beweis fithren wir (ebenso wie man es beim Weierstrassschen
Satze tut) dadurch, dass wir zeigen, dass eine Funktion f(s), die nicht die Eigen-
schaft C besitzt, unter eine der Klassen A und B fallen muss. HEs moge also
einen Wert w, geben, so dass f(s) in einer gewissen Halbebene 6>>¢, in sicherer
Entfernung von w, bleibt, d. h.

|f(8)—w,|>K(>0) fiir 6> 0,.
Wir betrachten die in ¢>0, regulire Funktion

I

=
P
Sie ist fastperiodisch in [g,, ©] (nach Corollar 2 zu Satz 7) und beschriinkt fiir
0— % wegen '

I

F18) — 1w,

I

lgs)| = <]?

fir o>0,.

Nach Satz 20 strebt also g(s) fiir 6> einem endlichen Limes g, zu. Der Be-

weis ist nunmehr zu Ende; denn 1) wenn g,=0, gehort f{s) zur Klasse A, und

2) wenn g,=o, gehort f(s) zu B. '
Auch die im (»grossen») Picardschen Satze zum Ausdruck kommende Ver-

schirfung des Weierstrassschen Satzes lisst sich iibertragen.

Satz 26. Jede in [a, ©| fastperiodische Funktion f(s), die zur Klasse C des
Satzes 24 gehort, wemmt in jeder vechten Halbebene alle Werte mit hichstens einer
Ausnahme an.
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Beweis. Um zu zeigen, dass f(s) in jeder Halbebene o>a, (>«) alle Werte
bis auf einen annimmt, betrachten wir eine Gerade o=o, (>¢,) und wenden den
Iversenschen Satz F aus § 2 auf unsere Funktion f(s) in der Halbebene 6=0, an.
Es bezeichne H die abgeschlossene Hiille der (beschrinkten) Wertmenge von f(s)
auf der Geraden o=g,. Da f(s) zur Klasse C gehort, also die Wertmenge von
fls) in jeder Halbebene o¢>g¢, (>0,) iiberall dicht liegt, nimmt f(s) nach dem
angefiihrten Satze in der Halbebene ¢>>0, simtliche Werte, die nicht zur Menge
H gehéren, bis auf hochstens einen, an. Also nimmt sie in der Halbebene
0>a, simtliche Werte bis auf hochstens einen an, weil sie (nach Satz 7) in
jedem Streifen um =0, alle Werte der abgeschlossenen Hiille H effektiv annimmt.

Ob eine in [e, | fastperiodische Funktion zur Klasse A, B oder C gehort,
lisst sich in einfacher Weise an ihrer Dirichletschen Reihe erkennen.

Satz 26. Eine in [a, ©| fastperiodische Funktion f(s)oo ZAneA"s gehort zur
Klasse A, B oder C, je nachdem

a) die Dirichletexponenten simtlich nicht-positiv sind,

3) es positive Exponenten gibt, und unter ihnen einen grissten A,

v) es positive Exponenten gibt, aber keinen grissten, d.h. die positiven Ex-
ponenten sich entweder gegen oo oder gegen eine endliche obere Grenze hiiufen,

die aber selbst als Exponent nicht auftritt.

Beweis. Dass der Fall ¢ der Klasse A entspricht, ist schon in § 7 bewiesen.

Dass eine Dirichletsche Reihe der Klasse 3 notwendigerweise zu einer Funk-
tion der XKlasse B gehort, ist ebenfalls aus § 7 klar, wenn man die Funktion
g(s)=r(s)¢ ™" bildet; in der Tat hat die Dirichletsche Reihe von ¢(s) lauter
nicht-positive Exponenten und ein konstantes Glied A4,==0, so dass g(s) fiir 0>
gegen A, konvergiert, also | f(s)] =g (s)e™| gegen o strebt.

Es ertibrigt zu beweisen, dass eine Dirichletsche Reihe der Klasse y
nicht zu einer Funktion der Klasse B gehdren kann, und also zu C gehéren
muss. Wir fithren den Nachweis mit Hilfe des Satzes D aus § 2.

1. Zunichst betrachten wir den (einfacheren) Fall, wo die 4, sich gegen
o hiufen. Wir nehmen an, dass die Funktion zur Klasse B gehort, und wer-
den zeigen, dass dies zu einem Widerspruch fiihrt. In der (zu widerlegenden)
Annahme, dass |f(s)} = fiir 6> %, bestimmen wir eine Gerade o=o0, (>¢) und
eine zugehoérige positive Konstante K,, so dass |[f(s)|>K, in ¢>0,. Danach

wihlen wir eine beliebige Abszisse 0,>>0; und bestimmen eine positive Konstante
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K,>K,, so dass |f(s)|=K, auf 6=0,. Zu den somit festgelegten Zahlen o, K,
0, K, konnen wir offenbar zwei positive Zahlen ¢ und % so bestimmen, dass
K,=ce*% und K,=ceb». Dann ist

1 (s)|>cereor in 6>0,
und

|f(s)|=cete auf =0,
Nach Satz D, § 2 ist also
|f(s)|=cete in 0>g,.

N . . . . A . .
Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass es ein Glied Aye ¥’ mit einem

Exponenten .4y>k gibt. Denn aus letzterer folgt fiir hinreichend grosses ¢

Obere Grenze | f(o+it)|=|M{flo+it)e "N = | Ay]e"¥7>ceto.

—w <{<w

2. Um den anderen Fall, in welchem die positiven Exponenten eine end-
liche obere Grenze .4* besitzen, die aber nicht zur Menge gehért, zu
~erledigen, miissen wir etwas genauer vorgehen. Zuniichst bestimmen wir, wie
im Falle 1, auf Grund der (zu widerlegenden) Annahme, dass die Funktion f'(s)
zur Klasse B gehort, eine Abszisse 0,>0 so gross, dass die untere Grenze von
| f(s)] in der Halbebene >0, grésser als o ist, dass also bei passender Wahl
eines (kleinen) ¢,>o0

| £(8)] > ¢coet™ in 6>0

ist. Da die Funktion f(s)e~4"* lauter negative Dirichletexponenten hat, also fiir
o0—© gleichmiissig gegen o strebt, kénnen wir 6,>¢, so gross wiihlen, dass

1/ (s)] < 62—06311* % auf o=g,.

Aus Stetigkeitsgriinden gibt es dann ein .4'< 4% fir welches
| f(8)] =< cpet' auf o=g,.
Wegen 4'<<_4* ist eo ipso auch

| f{8)| > ¢cpet' in 6>o0,.
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Also gilt nach Satz D, § 2 die Ungleichung
| f)] = epet'e in 6>0,.

Jetzt kommen wir auf den ganz analogen Widerspruch wie im ersten Falle,
weil es wiederum ein Glied Aye’* mit 4y>.4" gibt, so dass fiir hinreichend

grosses ¢

Obere Grenze | flo+f)| = | M{f(o+it)e ¥} | =] Ay| ¥ >cyete.

—o0 << ®
ausfillt.
Wir schliessen diesen Paragraphen mit einem Satze, welcher die Funk-
tionen mit lauter negativen Exponenten — also die Funktionen, die in Halb-
ebenen [a, ®) fastperiodisch sind und fiir c—® gegen o streben — in zwei

Gruppen teilt.

Satz 27. Ialls eine fastperiodische Funktion f(s) mit lauter negativen Expo-
nenten keinen griossten Exponenten hat, so mimmt sie in jeder rechten Halbebene
tatsdchlich den Wert o an. Hat sie aber einen grissten Exponenten Ax, dann
gibt es keine Nullstellen mit beliebig grosser Abszisse.

Beweis. Der zweite Fall ist unmittelbar daraus ersichtlich, dass die Funk-
tion f(s) ¢ Y fiir g oo gegen eine von O verschiedene Konstante, ndmlich den
Fourierkoeffizienten Ay, konvergiert.

Beim Beweise des ersten Teiles des Satzes diirfen wir offenbar annehmen,
dass die obere Grenze 1%(=< o) der Exponenten .4, gerade gleich o ist (sonst
betrachte. man nur f(s)e 4"% statt f(s) selbst). Wiirde f(s) in einer gewissen

Halbebene 0>>¢, den Wert o nicht annehmen, so wire nach Corollar 2 zu Satz 7

die Fanktion g(s*)-:L in [0y, o] fastperiodisch. Also miisste sie, wegen |g({s)| >

f(s)
fir ¢—» zur Klasse B gehoren, d. h. einen gréssten positiven Exponenten
M mit dem entsprechenden Gliede BeM* haben. Folglich wiirde g(s)e M°® fir
0—® gegen B streben, also fiir hinreichend grosse o

o= 1Ble

sein. Somit giilte fiir grosse ¢ die Ungleichung

RS
g " IB

35—25280. Acia mathematica. 47. Tmprimé le 7 décembre 1925.
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Die Dirichletentwicklung der Funktion f(s) hat aber (nach Voraussetzung) Expo-
nenten, die beliebig nahe an o kommen, enthilt also ein Glied CeN* mit
—M<N<o. Nun haben wir unseren {iblichen Widerspruch: Xs ist fiir hin-
reichend grosses o

Oberfgginze Vflo+it)| = | M{flo+it)e N} =] 0¥ > ré—le‘M”,
was mit der voraufgehenden Ungleichung nicht vertriglich ist.

Aus dem Satz 27 ergibt sich das folgendeHCOrollar, welches auf einen ge-
wissen Unterschied zwischen den beiden unter € (also unter y) zusammenfassten
Gruppen von Funktionen — niimlich denjenigen, die unbeschrinkte positive
Exponenten haben, und denjenigen, deren Exponenten nach oben beschrinkt
sind — hinweist.

Corollar. FEine Funktion f(s) der Klasse C, deren Exponenten nach oben
beschrinkt sind, kann keinen Picardschen Ausnahmewert besitzen, d. h. sie nimmi
in jeder rechten Halbebene iiberhaupt alle Werte an.

Bs geniigt in jeder Halbebene den Funktionswert o nachzuweisen, weil
fiir jeden Wert ¢ die Funktion f(s)—a ebenfalls die Voraussetzungen des Corol-
lars erfiillt. Wir bilden die Funktion g¢(s)=f(s)e 4%, wo A4*>0 die obere
Grenze der Exponenten _1, bezeichnet. Diese Funktion ¢(s) hat lauter nega-
tiven Exponenten, aber keinen griéssten. Folglich nimmt ¢{s}, und also auch
fls)=g(s)e?" s, tatsiichlich den Wert o an.

§o.

Die Laurenttrennung fastperiodischer Funktionen.

Wenn die Dirichletentwicklung Z A, ¢"° einer in [e, 8] fastperiodischen

Funktion f(s) in (e, 8) absolut konvergiert, konnen wir sofort — nachdem wir
der Einfachheit halber zuerst das eventuelle konstante Glied abgezogen haben —

eine Trennung der Funktion in zwei fastperiodische Funktionen vornehmen,

F&)=Als) +12(s),

von denen die eine nach rechts, die andere nach links analytisch fortsetzbar und
fastperiodisch ist und gegen o strebt. In der Tat liefern die in (a, ®) bezw.
(-0, 8) absolut konvergenten Reihen
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A s A s
ZAne"S bezw. ZAne"

Ap <0 Ay, >0

Funktionen der behaupteten Art. Fir rein periodische Funktionen ist dies
die gewthnliche Laurenttrennung.

Im allgemeinen wird aber die Dirichletentwicklung einer fastperiodischen
Funktion nicht absolut konvergieren, so dass die Moglichkeit fir eine Trennung
der Funktion durch Zerlegung der Dirichletschen Reihe nicht unmittelbar ge-
geben ist.

Wie wir sehen werden, lisst sich auch wirklich eine Trennung nicht immer
durchfithren. Sie ist aber immer dann moglich, wenn das Integral der Funk-

tion wieder fastperiodisch ist.

Satz 28. FEs ser f (S)NZ A, & eine in lee, 8] fastperiodische Funktion, und
thr Integral I'(s) sei ebenfalls fastperiodisch in [a, 8].* Dann sind dic zwei formal
aufyestellten Teilrethen :
SAne™ und S\ 4,

Ap <0 Ay >0

werkliche  Dirichletsche Reihen von fastperiodischen Funktionen, von denen die eine
Sils) fir o>a existiert, in |a, ®©) fastperiodisch ist und fiir 6—% gegen o strebt,
wihrend die andere f,(s) sich analog nach links (fiir 0<<@) verhdalt. Und im Aus-
gangsstreifen (a, B) gilt die Zerlegung

F8)=£(s) +fals).

Beweis. Die Voraussetzung, dass das Integral F'(s) wieder fastperiodisch
ist, ist (nach Satz 1 und 4) vollkommen damit gleichbedeutend, dass F'(s) in
le, 8] beschrinkt ist. Wir konnen daher auf unsere Funktion f(s) den Satz F
aus § 2 anwenden und erhalten eine (eindeutige) Zerlegung

ORIASEFAOR

wo fi(s) in der Halbebene ¢>¢ reguliir ist, in e, %} beschriinkt ist, und fiir 60—
gegen o strebt, wihrend f,(s) sich analog nach links verhilt. Wir haben von

den Funktionen f,(s) und f(s) noch nachzuweisen, dass sie in [, ©) bezw. in

* Hiermit ist speziell gesagt, dass die Dirichletentwicklung von f(s) kein konstantes Glied
enthilt.
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(—o, 8] fastperiodisch sind und daselbst die angegebenen Dirichletent-
wicklungen besitzen. Um zu zeigen, dass f;(s) in einer beschnittenen Halbebene
(e<)e’<o< oo fastperiodisch ist, greifen wir auf die im Beweise des Satzes F

in § 2 bereits angegebene Integraldarstellung zuriick,

wobei «, eine feste Zahl zwischen « und ¢ ist. Es sei v=¢(e, ¢;) eine beliebige
zu & gehorige Verschiebungszahl der Funktion F(e,+7f). Dann gilt fir jedes
so=0,+¢t, in der Halbebene 0>¢’ die Abschiitzung

=1 | (e +it+in)—F (e, +7i1))
Tow (0y—a) P+ (t—1,)*

—®

di

if1(30+3'7>_f1 (50)!

®

A dt o £
“2n ) @—e )+t 2(—0a,)

-—®

so dass jedes solche v=1(¢, ;) eine zu ] gehorige Verschiebungszahl von

20 —a,
Si(s) in o’ <g< o ist, womit die Fastperiodizitit von f,(s) in [«, %) nachgewiesen
ist. Ebenso zeigt man, dass f,(s) in (—oo, ] fastperiodisch ist. Da ferner die
Funktionen fi(s) und fy(s) fiir 6— + % bezw. —® gegen o streben, haben sie
nach § 7 lauter negative bezw. positive Dirichletexponenten. Hieraus folgt aber,
dass sie tatsichlich die Reihen

4 4
2 A, e und Z A, e’

Ay, <0 A, >0

zu Dirichletschen Reihen haben miissen, weil die formale Summe ihrer Dirich-
letreihen im Streifen ¢<o<g die Reihe von f(s), d. h. die Reihe ) A, ¢ er-
geben soll.

Der Satz besagt in anderer Wendung, dass fiir eine ganz beliebige fast-
periodische Funktion, wenn nicht sie selbst, dann aber jedenfalls ihre Ableitung
eine Laurenttrennung zulisst. Als eine wichtige Anwendung der letzteren For-
mulierung wollen wir eine (in § 4 angekiindigte) Verfeinerung des Eindeutigkeits-
satzes angeben.
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Satz 29. FErweiterter Eindeutigkeitssatz.. [Es seien in zwei nicht
itbereinander greifenden Streifen [a, 8] und [y, 8] (mit «<B<<y<<d) zwer fastperio-.
dische Funktionen ¢(s) und h(s) gegeben, deren Dirichletentwicklungen formal iden-
tisch sind. Dann handelt es sich wm eine und dieselbe Funktion, die tm grossen
Streifen [«, 0] reqular und fastperiodisch ist.

Beweis. Die Trennung von ¢'(s) in a<<o<g und von %'(s) in y<<g<<d fiihrt
auf Funktionen g, (s), g.(s) und hy(s), hy(s), von denen g,(s) in ¢>ea existiert und
— wegen der Identitit der Dirichletreihen — in der kleineren Halbebene o>y
mit h,(s) zusammenfillt, wihrend hy(s) in ¢<d existiert und in o< mit g,(s)
zusammenfillt.  Also ist die Funktion

P(5)=0.(s) + hals)

eine im grossen Streifen [«, d] fastperiodische Funktion, die in (a, 8) mit ¢'(s)
und in (y, 6) mit A’(s) identisch ist. Um nunmehr von den Ableitungen ¢'(s), F'(s)
zu den Funktionen g(s), h(s) selbst zu gelangen, betrachten wir dasjenige unbe-
stimmte Integral @(s) von ¢(s), welches in (e, §) mit g(s) zusammenfillt. Diese
Funktion @(s) existiert und ist fastperiodisch im grossen Streifen [e, d], und
fillt auch, wegen Ubereinstimmung der Dirichletentwicklungen, mit A(s) in (y, d)
zusammen, Mithin sind ¢{s) und %(s) eine und dieselbe Funktion.

Die Voraussetzung des obigen Trennungssatzes, ndmlich die der Fastperiodi-
zitit — oder Beschriinktheit — des Integrales, bezog sich auf das Verhalten der
Funktion (und nicht der Reihe). Wir werden jetzt einen recht allgemeinen
Typus von Reihen angeben, von denen man unter Heranziehung eines Satzes

aus § 7 leicht einsehen kann, dass bei ihnen die Trennung immer moglich ist.

Satz 30. Falls die Dirichletexponenten A, einer in e, B] fastperiodischen Funk-

tion sich wm den Punkt A=o0 wicht hdiufen — es geniigt schon, dass sie sich von
der eimen Seite mnicht haufen — ist eine Trennung tm Sinne des Satzes 28 vmmer
moglech

J(&)=co+f1(8) +.15(s) (¢y konstantes Glied)
met

VACESDP ¢ und Sals)oo ) A &M,

Ay <0 A, >0

Beweis. Wir trennen die Ableitung f”(s)oo D) 4, A,e"* in zwei Summanden

S ()= (s)+ @s(s) (in e<o<p)
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mit

/2! (S)NZ A"A” eAns, P2 (S)NZ An —411, eAns'

4, <0 ' A, >0

Nehmen wir an, dass die .4, sich z. B. von links nicht gegen o hiufen, so hat
die in (@, @) fastperiodische Funktion g¢,(s) nach Satz 23 ein fastperiodisches

Integral y(s), dass wir so normieren, dass seine (durch formale Integration aus

ZA':LAn ¢n? entstehende) Dirichletsche Reihe kein konstantes Glied enthilt, also

Ay <0

durch ZA,L ¢ gegeben ist. Nachdem somit gezeigt ist, dass die eine Teil-
A, <0

reihe 2 A, ¢ wirklich eine Dirichletreihe ist, folgt sofort, dass auch die andere

A,<0

Teilreihe ZA” ¢ eine Dirichletentwicklung ist, nimlich die Entwicklung der

A, >0

Funktion f(s)—c¢—(s).!

Corollar. Fulls ¢n der Exponentenmenge wrgendwo eine Intervalliicke, etwa
um  den Punkt Ay herwm, vorhanden ist, kann man die Reihe ber Ay tremmen, d. h.
dee Eethen

A s A s
Z Ap €™ und Z An e

Ay, <y Ay 2

sind fitr sich Dirichletentwicklungen fastperiodischer Funktionen (Beide Funktionen
existieren in Halbebenen, aber nur eine Funktion strebt gegen o).

Der Beweis ergibt sich sofort durch Anwendung des Satzes 30 auf die
Funktion f(s)e—%s.

Zum Schluss wollen wir noch durch Angabe eines Beispieles nachweisen,
dass auch wirklich Dirichletreihen vorkommen konnen, die sich nicht bei =0
trennen lassen.

Beispiel einer unzerlegbaren Funktion. Wir werden eine in (—1, 1) fast-

periodische Funktion f (S)NZ Ay e™° konstruieren, die sich in keinem Teilstreifen

! Dass die Ableitung einer fastperiodischen Funktion in bezug auf Trennung ein so viel
regulireres Benehmen als die Funktion selbst anfweist — indem sie auch dann, wenn die Expo-
nenten sich beliebig gegen o hiufen, eine Trennung zuldsst — ist auch aus »iusseren» Griinden,
d. h. dem Aussehen ihrer Reihe nach, verstindlich, indem ja durch das Differentiieren in die
Dirichletsche Reihe Faktoren zu den Koeffizienten hinzutreten, die gerade in der Nihe des Punktes
A=o0 sehr klein sind.
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(—7,9) um die Gerade 6=0 in die Summe zweier Funktionen mit den Entwicklungen

' Ay s 1
ZA“ e und EA gt

A, >0 A, =0

zerlegen ldsst.

Wir gehen von der bekannten, fir alle m=1, 2, ... und alle reellen ¢ gil-
tigen Ungleichung

s1nt+31n2t+“81n3t+~-~+Sl—nm—t|§ ,
2 3 m

oder anders geschrieben

. eiZt eimt . e—i2t e~imt
(e“—i— + -+ )—(e*”+— ot )
2 m

2 m

=20=(,,

5T
aus, wo C eine absolute Konstante <: f

0

sin x

d:c) bedeutet, und bilden bei belie-

bigem festen m das analytische Exponentialpolynom

28 ms —25 —ms
fm(s)=(68+e+~--+e—~-)—(c*8+e +o 4 )
2 2 m

m

Auf der Geraden ¢=0 ist | fu(s)| = C,, aus Stetigkeitsgriinden konnen wir daher
eine positive Grosse oy so klein wihlen, dass im ganzen Streifen —a, <o<on die

Ungleichung
Ifm(s)l <2(=0C,
besteht. Also ist bei jedem m=7, . die Funktion
&" om$ ™ oe— Vs
¢m( ==Jm O'mS 2 »
=1 =1

im Streifen —1<0<1 absolut genommen < C,. Hierbei denken wir uns die
Zahlen oy, 0y, ... (sukzessive) so gewiihlt, dass sie von einander linear unab-

hiingig sind.
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Wir wihlen eine Folge von positiven Zahlen ¢, &, ..., fiir welche

) ém konvergiert, D\ ém log m divergiert,

und bilden die Summe
2 Em ¢m (S) .
m=1

Die letzte Reihe konvergiert gleichmiissig in (—1, 1) und stellt also — da jedes
Glied fastperiodisch ist — eine in (—1, 1) fastperiodische Funktion f(s) dar. Da
die Zahlen ¢y, 0y, ... linear unabhingig sind, konnen bei der formalen Substitu-

tionen der Dirichletentwicklungen von @n(s) in die Reihe Zemgpm(s), wodurch

(nach Satz 13) die Dirichletentwicklung ZAn ¢™® von f(s) erhalten wird, keine

zwei Exponentialterme kollidieren, und diese letze Entwicklung besteht daher aus
siimtlichen Gliedern

e¥oms e~ VoS
- und —eép,

&m (m=1, 2, ...; 1=v=m)

v
aller beitragenden Exponentialpolynome.

Wir betrachten nunmehr die Teilreihe ZAn eA"s, die aus allen Termen

Ap >0
v Oy, 8

&m E;K besteht. Um zu zeigen, dass diese Reihe in keinem Streifen um ¢=o0
die Dirichletentwicklung einer fastperiodischen Funktion sein kann, geniigt es
nachzuweisen, dass sie auf der Geraden 6=o0 keine Fourierreihe einer fastperio-
dischen Funktion von ¢ ist. Und das letztere folgt sofort aus VIII, § 1; denn

die Reihe ZA" ¢*' hat lauter positive Koeffizienten, ist jedoch fiir t=o0
A, >0

divergent, weil
m

2%>logm

=1

ist, und | ¢n log m divergiert.

Schlusshemerkung.

In der vorliegenden Abhandlung haben wir eine Definition der Fastperiodi-
zitit zungrundegelegt, welche die Beschrinktheit der umfassten Funktionen

involvierte. Bei fast allen betrachteten Fragen erlaubte die so abgegrenzte Klasse
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einfache und allgemeine Antworten, die die Funktionenklasse als abgerundet und
in sich geschlossen charakterisierten. Nur bei dem in dem letzten Paragraphen
behandelten Problem der Laurenttrennung zeigte sich ein anderes Verhalten,
indem eine solche Trennung innerhalb der Klasse nicht immer moglich war,
sondern nur dann, wenn man als Komponenten bei der Trennung auch Funk-
tionen zuliesse, die als Integrale von fastperiodischen Funktionen nicht be-
schrinkt bleiben, und also nicht unter unsere Definition der Fastperiodizitiit
fallen. Aus einer kleinen Untersuchung iiber die Dirichletschen L-Funktionen
(Bonr [2]), welche der Reihe von Arbeiten unter dem gemeinsamen Titel »Zur
Theorie der fastperiodischen Funktionen» vorausging, ist aber zu ersehen, dass
in gewissen Fillen die Fastperiodizitit einer analytischen Funktion auch iiber
den Streifen der Beschriinktheit hinaus stark fiihlbar ist. Das sich also erge-
bende Problem, die Definition der Fastperiodizitit nach dieser Richtung hin zu

erweitern, soll aber in der vorliegenden Abhandlung nicht in Angriff genommen

werden.
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