UBER DIE FOURIERKOEFFIZIENTEN EINER STETIGEN
FUNKTION.

(Aus einem Brief an Herrn A. WiMaN.)
YVon
TORSTEN CARLEMAN

in UppsaLa.

Vor einiger Zeit haben Sie die Frage aufgeworfen, ob die Ordnung des zn
einem stetigen Kern gehorigen FrREDHOLM’schen Nenners die obere Schranke 2 er-
reichen kann. Ich werde im folgenden ein Beispiel angeben, fiir das diese Grenze
tatssichlich erreicht wird. Das Beispiel hingt iibrigens mit einer Konvergenz-
frage betreffend die Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion zusammen,
welche vielleicht auch an und fiir sich nicht ohne Interesse ist.

Es sei f(x) eine im Intervalle (o, 2 ) definierte Funktion, deren Quadrat
integrierbar ist. Bekanntlich konvergiert die Reihe

D (a3 + b2),

wo a, und b, die Fourierkoeffizienten
25 2
a,.=£ff(x) cosnrdzx, b,.=£f/(x) sin nxdx
T 7T
(1} 0
bedeuten. Nach dem FiscHER-Rissz'schen Satze kann man keinen Exponenten

2 —0 (0 > o) finden, so dass

N (Jan|2—0 + |ba|2-9)

. . wee 48
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fiir alle quadratisch integrierbaren Funktionen konvergiert. Betrachtet man hin-
gegen nur Funktionen f(z) von beschrinkter Schwankung, so wissen wir, dass
es eine Konstante ¢ gibt, so beschaffen, dass

c c
|a,,|<";,’ Ib"|<7—l
Folglich konvergiert in diesem Falle die Reihe

2 (lanf*e +10a]'+)

fiir jedes positive &. M. a. W. der Konvergenzexponent der Folge a,, b, ist
hier hochstens gleich Eins. So wird man zu der Frage gefiihrt: Welche ist die
obere Grenze der Konvergenzexponenten, wenn f(z) die Gesamtheit der stetigen
Funktionen durchlduft?

Diese Grenze ist 2. Ich werde in der Tat eine stetige Funktion angeben,
bei der

2 (lan 2~ + | b, 2—9)
fiir alle positive ¢ divergiert.

Die wesentlichste Schwierigkeit bei dieser Konstruktion ist durch den fol-
genden Satz von S. BErRNSTEIN! erledigt. Sei p eine ungerade Primzahl von der

Form 4u+1 und (;%) das zahlentheoretische Symbol von LEGENDRE ((;—C))——— +1

oder —1, je nachdem k in bezug auf p quadratischer Rest oder Nichtrest ist).

Dann hat das trigonometrische Polynom

2 PG k 3
fol)= " Z(p— k) ( ) cos kx = Za}f) cos kx
P k=1 p k=1

folgende Eigenschaften:

(1) o ()< 1,
p\_"l| (| p—1I

(2) Nal?P = -
kfl * V?’

Ich behaupte, dass die Reihe

1 C. R. Juin 1914.
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oo

. 1
(3) 2 aln (@) =F (2)

v=1
die erwiinschte Eigenschaft besitzt. Dabei bedeutet p,, p,,...py,... eine wach-
sende Folge ungerader Primzahlen von der Form 4u + 1, die noch folgenden Be-
dingungen geniigen

(4) Pn > €,
Pp—_1—1
(5) > la®<x.
=]

Dass es immer moglich ist (5) zu erfiillen, folgt daraus, dass bei festgehaltenem &

lim o | = lim 2(P 78 .

PD=® p=m» p'?
Da wegen (1) die Reihe (3) offenbar gleichmissig konvergiert, so ist F () eine
stetige Funktion, deren Fourierkoeffizienten, die wir mit 4., B, bezeichnen wol-
len, durch die Relationen

A0=O,
= qlrv)
a
_4": 2_1*1‘/2 ] (n‘——I,Z, )
Ifn = 0 (77/7 1,2, )

gegeben sind. Die Summe
Spu—1 = di] +14:1 4 - + | dp,—1]

lasst sich nun, bei Beriicksichtigung, dass a(,f’”)=o fiir k> p,, folgendermassen
abschitzen:

Pn—l Pnﬁl L) a(pr) pn-—l a‘(pﬂ) an a(p") p”—l

I N
k k k (Pn)
> =313 % =3 2 e 2 e—
Spn 1= |Ak| 2 n? + »2 n? I k l
k=pp k=pp __1lr=1 k=pn_1 ve=nt1 k=p, ]
g my "5 1a
Py Py
DAL s e &ler
o
z k=pr—1 _ I 2 | (Pn) | — b=t A=pp1
o »? T % nt »?
v=ntl k=1 v=n+l

Beriicksichtigen wir, dass geméss (2) und (5)
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Pp—1 Pp—1-—1
2|a<"">| e JlafP <1,
k=1
Pp—1
2|a§f")|< 1, (v=nt+1,n+2,...)
k=p,.1

so ergibt sich

Pn—1 77" - ?_
Sp,—1> ﬁ;i/;,; - ’,2 Vo 2 e

ve=]

Da aber n <log p,, folgt hieraus schliesslich, dass fiir geniigend grosse n

S;”_q > -

ist. Wir konnen somit behaupten: Es gibt unendlich viele positive ganze Zahlen
m, fir welche

Vm

zlog*m’

(6) 4 +]4.0+ -+ 14n]> =5

Es ist nun leicht zu sehen, dass die Reihe
EIA,.F—" {0 >0)
=1

divergiert. Denn wire sie konvergent, so gibe es eine von n unabhingige Zahl
L derart, dass

2n|Av|2-6<L

vyl

und es wire nach einer bekannten Ungleichung

1 . n 1-4¢ 1 8
[0+ 14,0+ + | 4n |<(2|A - o’ {21"2-0<L2 bp 2 20D,
=1 v=1

was offenbar dem Resultat (6) widerspricht.
Wir kehren nun zu der am Anfang erwahnten Frage zuriick. Man besté-
tigt leicht, dass die Integralgleichung
g (@) — [ K(x.y) p(y)dy = o
.
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mit dem stetigen Kern

K@y = (Fla—y) —F(z +y),

die Eigenfunktionen sin kx und die entsprechenden Eigenwerten 2; = —;k besitzt.
Da also die Reihe

Z|AI2 ]

i=1

fiir alle 6 > o divergiert, kann die Ordnung der zugehérigen FREDHOLM'schen Nen-
ner nicht kleiner als 2 sein.
Man kann mit Hilfe der Funktion F (x) noch folgende Frage beantworten.

Es sei K{x,y) ein fiir o <~ < definierter reeller symmetrischer Kern so be-
Yy

schaffen, dass

(%) f (K (»,y))*dxdy
L

konvergiert. Die Eigenwerte und die zugehorigen normierten Eigenfunktionen
bezeichnen wir mit 1, bzw. ¢, (x). Ferner moge u () eine beliebige stetige Funk-
tion sein. Dann gelten dic Entwicklungssitze:

(8) f [ K (@y)u@u)dady — 3 (fu ) vl )
b -t

P

(9) fK(x Du)dy =Y ! Ju(xm (2)dx .y ().

1=l

Die Reihen rechter Hand sind absolut konvergent. Es ist bei den Beweisen von
HirLBERT und ScHMIDT wesentlich vorausgesetzt, dass das Doppelintegral (7) kon-
vergiert. Es erhebt sich die Frage, ob diese Sitze auch fir allgemeinere Kerne
gelten, etwa fiir Kerne von der Form

(x0) K (z,9) =ﬁ(—_’“’1’ﬁ ([ <a<a).
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worin H({z,y) beschrinkt bleibt. Der erste Satz (8) ist auch in diesem Falle
giiltig,! der zweite aber nicht, was das folgende Beispiel zeigt. Man setze

e

(1) K(zy) =230

p=0 p=1

cos vreosvy I sacos v{x+y)+ cosv(x—y)
it 2 i -2

Ferner wird statt u (x) die oben besprochene Funktion F (z) gesetzt. Es ist leicht
zu bestitigen, dass K (z,y) in der Form (10) dargestellt werden kann. Die Reihe
(g) ist in diesem Falle

o 4

Z ’ﬁ:_u cosS vX.

Pes]
Damit diese Reihe fir alle 2 absolut konvergiere (oder fiir x-Werte die eine Punkt-
menge bilden, deren Mass grosser als Null ist), ist notwendig und hinreichend, dass

~ 4.
= yl—a
vl

konvergiert.? Diese Reihe divergiert aber fiir « >§- Denn es gilt fir unendlich

viele m
1 1
m m 3 =9
S‘ !.‘i‘,’,l > 1 2 IA I > _,.4_____";"‘.... e _7_'_17__“* .
“11/1—“ m!—« " aml=c¢logtm 2 logEm
- v

Ich will schliesslich noch die BernsTEIN’sche Konstruktion auf ein Problem
anwenden, das die im Einheitskreise beschrinkten Potenzreihen betrifft. Es sei

flz) = Za,, 2* eine fiir |z| < 1 regulire Funktion, welche der Bedingung

Ve

(12) 1)< (z|< 1)

n
geniigt. LANDAU hat die obere Grenze von Ea,, bei der Bedingung (12) genau
yu=()
bestimmt, und diese obere Grenze ist von der Grossenordnung logn. Ich will
nun an einem Beispiel zeigen, dass die Grossenordnung der oberen Grenze (Gs) von

n

2lal

re=Q

! Vgl. CaxkreMaN, Uber das Neumann-Poincarésche Problem ete. Diss. Uppsala 1916, 8. 45.
* Farouv. Bull. de la soc. math. de France 1913.
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nicht erheblich kleiner als Vn sein kann. Dass sie nicht grosser ist, folgt leicht
aus der bekannten Gleichung

2

Slak- % [irenray.
0

»=0

Herr FERETE! hat in einer anders gerichteten Untersuchung gelegentlich den
folgenden Satz ausgesprochen: Es sei ¢ (x) eine nach 2« periodische, beschrinkte,
im RiemanN’schen Sinne integrierbare Funktion von x und

a
2 (a, cos ¥z + b, sin vx)
v=0

die zu ihr gehérige Fourierreihe. Dann ist

n
2(—bv cos vx + a, sin v x)

y=]

<CM logmn,

wo M die obere Grenze von |¢@(z)| und C eine von M und n unabhingige Kon-
stante bedeutet.?
Da ich mich auf diesen Satz stiitzen will, fiige ich dessen Beweis hier ein.

2x
n » 7
2 (—b, cos vz +a, sin 7x)| = } / (2 sin v(ar——s)){p (s)ds|=
yea] /[v yrom ]
0
2”Smn(:t—s)singz+I)(:l:—s)
=2 e g alds <
¥ sin
. n(x—s) )
Zr| sin — 2alsin —
5% — ds——ﬂ—lj — ds
7T . x— T . 8
§ sin — — p sin

Bekanntlich ist das Integral in der letzten Zeile kleiner als Clogn.

! Journal fir Mathematik 146.
? Die Funktion . )
o) =sin o+ S04 BONE

+...

zeigt tibrigens. dass eine bessere Grossenordnung nicht zu erzielen ist, da fir x =0

cosx  cos2x cosnx
; +——+ "+ n oo logn.
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Ich betrachte nun das Polynom

I 2 P! k gt
ZOlogp - AS.Z (7)_]5) (p) Zk:Elavz b}

P* i1

dessen Realteil fiir z=¢'? gleich ﬁ@ fp(0) wird. Der Satz von FEKETE ergibt

nun bei Beriicksichtigung der Ungl. (1), dass

r=1 |
2 a, 2"

re=]

<1 (|z] < 1)

ist. Da ferner

Pl . _
— R an S S U R
Zla"l 2Clogp  Vp zClogp(I p) Vps

p=1

konnen wir den Schluss ziehen

Ziirich den 6. Dezember 1917.



