UBER DIE POTENZREIHEN, DEREN KONVERGENZKREIS
NATURLICHE GRENZE IST.

VonN
GEORG POLYA

in ZURICH.

Ofters und in verschiedenen Wendungen hat man schon den Satz aus-
gesprochen: »Eine Potenzreihe ist im allgemeinen iiber ihren Kouvergenzkreis
hinaus nicht fortsetzbars. Die verschiedenen Beweise dieses Satzes, die sich zur
Aufgabe machten, den Sinn der Aussage zu prizisieren, Gffneten interessante
Einblicke in die Natur der Potenzreihen, jedoch das Hauptziel hat, hach meinem
Dafiirhalten, keiner der Beweise erreicht: der Sinn des Satzes ist und bleibt von
einem ganz strengen-Standpunkte aus unbestimmt. Wie es doch so oft wieder-
holt wurde, handelt es sich hier nicht um den Unterschied der Machtigkeiten;
die Menge der fortsetzbaren-Potenzreihen, und die -Menge der nichtfortsetzbaren
Potenzreihen, beide haben die Machtigkeit des Kontinuums. Es handelt sich um
eine Art Massbestimmung im unendlichvieldimensionalen Raume, dessen Punkte
die verschiedenen Potenzreihen sind. Der Begriff des Masses ist jedoch in diesem
Raume noch nie erklirt worden.

Angesichts dieser Sachlage scheint es mir nun zweckmissig die Frage etwas
anders zu wenden. Es ist uns doch nur an einer Einsicht in die Art und Weise
gelegen, wie sich die Gesamtheit der Potepzreiben in fortsetzbare und nichtfort-
setzbare Potenzreihen verteilt. Ich betrachte den Raum von unendlichvielen
Dimensionen, dessen Punkte die im Einheitskreise konvergierenden Potenzreihen
sind. Ich lege in diesem Raume den Begriff der Umgebung, und andere, daraus

! Vgl fiir weitere Literatur Hapamawp, La série de Taylor (Sammlung Scientia) 8. 33—36.
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fliessende mengentheoretische Begriffe fest, auf eine Art, die mir einfach und
naturgemdiss zu sein scheint. Dann beweise ich den Satz:

Die Menge der nichtforisetzbaren Potenzreihen hat nur innere Punkte und
ist diberall dicht. Die Menge der jortselzbaren Potenzreihen ist nirgendswo dicht
und perfekt.

Dieser Satz kann bewiesen werden, denn die vorkommenden Begriffe des
inneren Punktes, der iiberalldichten, der nirgendswodichten und der perfekten
Menge sind mit volliger Bestimmtheit definiert worden.

Im Folgenden teile ich die geschilderte Untersuchung ausfiithrlich mit. Es
sind funktionentheoretische Sitze iiber Potenzreihen, deren Richtigkeit von der
angewandten Ausdrucksweise vollig unabhingig ist, aber deren Interesse und
Zusammenhang durch diese Ausdrucksweise sich steigert, vielleicht auch in den
Augen anderer Mathematiker.

Die punktmengentheoretischen Begriffe.!

Unter Potenzreihen werde ich im Folgenden stets nur solche Potenzreihen
verstehen, deren Konvergenzkreis der Einheitskreis ist. Die Gesamtheit dieser
Potenzreihen fasse ich als einen Raum von unendlich vielen Dimensionen auf.
Ein Element unseres Raumes bezeichne ich manchmal als >Potenzreihe 3a,a™»,
manchmal als »Punkt a,, a,, a,, ... a,, ...», ohne Unterschied, wie es eben besser
klingt. Abzdhlbar unendlich viele komplexe Zahlen

oy @y gy ey ee ey
die mit Indices versehen, d. h. auf eine bestimmte Weise auf die Zahlen

0,1,2,...7,...

abgebildet sind, stellen dann und nur dann die Koordinaten eines Punktes in
unserem Raume dar, wenn sie der Bedingung

U
lim |aaj* =1
=00

geniigen.

! Vielleicht bietet dieser Abschnitt auch vom Standpunkte der abstrakten Mengenlehre
einiges Interesse, wenigstens das eines nicht ganz trivialen Beispiels. Vgl. Frécner, Sur quel-
ques points du calcul fonctionnel, Rendiconti d. Circ. Mat. di Palermo, Bd 22 (1906, 1), 8. 1—74.
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Sei &, &, &, ... &, ... ein Punkt mit nichtnegativen Koordinaten, d. h.
es sei
&, 20
und ‘
1
(x) lim e =1.
n
n=aw
Die Umgebung (e,, &, &, ... &n, ...} des Punkies a,, a,,a,, ... @n, ... st

die Gesamtheit aller derjenigen und nur derjenigen Punkie w,, u,, u,, ... Un, ..
die den Ungleichungen

‘s

luy—ay]<e, |u,—a,|<e, ... |Un—an|<en, ...

geniigen.

Erfiillen die Zahlen ¢y, ¢,, ... &,, ... nicht nur die Bedingung (1), sondern
auch die scharfere

1

(2) lim & —1,
so heisst die Umgebung (¢, ¢,, &, ... &,, ...) eine wvolle Umgebung. Ist hin-
gegen (1) erfiillt, und (2) nicht erfiillt, so heisst die Umgebung (e, ¢, &,, ... &, ...)

eine emnseitige Umgebung.

Wenn die Potenzreihe = u,z" so beschaffen ist, dass 3 (u,—a,) 2" in einem
grosseren Kreise konvergiert, als der Einheitskreis, dann gehort sie der ndchsten
Umgebung der Potenzreihe Sa,x" an. Anders ausgedriickt, die nichste Um-
gebung des Punktes a,, a,, @,, ... an, ... besteht aus der Gesamtheit der Punkte
Uy, Uyy Ugy <o Un, ..., die der Bedingung

lﬂirzl'u,,—a,,li <1
geniigen.

Der Punkt a,,a,, a,, ... hat verschiedene volle und verschiedene einseitige
Umgebungen, er hat hingegen nur eine ndchste Umgebung. Der Begriff der
Umgebung ist so festgelegt, dass jede Umgebung eines Punktes Punkie enthdls,
die seiner ndchsten Umgebung nicht angehdren. Daher der etwas unbequeme Satz:
die ndchste Umgebung ist keine Umgebung.

Zur weiteren Klarung der eingefiihrten Begriffe betrachte ich noch einige
Beispiele.
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Ich behaupte, dass die volle Umgebung |{o, I,i, ;, nl’” ) der Potenz-
reihe 235”'- aus lauter nichifortsetzbaren Potenzreihen besteht. Denn jede Potenz-

n=1

reihe dieser Umgebung lésst sich in die Form setzen

(3) 21'"! + zdnx"
n=] n=0
wo
I
< .
Id"I:n2

Also ist das zweite Glied der Summe (3) im Einheitskreise beschrinkt,
wihrend das erste Glied unendlich wird, wenn z entlang eines Radius des Ein-
heitskreises irgend -einer Einheitswurzel zustrebt.

Man setze

Emy =1,

&, =0, wenn n keine Fakultit ist.

Man wird es leicht einsehen, dass eine Potenzreihe, die der einseitigen Um-
gebung (&,,-6,, &, ... én, ...) des Punktes 1, 1, 1, I, ... (der geometrischen Re¢ihe)
angehdrt und der nichsten Umgebung desselben Punktes nicht angehért, sich
iiber den Einheitskreis hinaus nirgendswo fortsetzen lasst.

‘Die Rolle, die im gewohnlichen Raume von der Umgebung gespielt wird,
kommt im Raume der Potenzreihen der wollen Umgebung zu.! Dies ist-durch
den Umstand geboten, dass der gemeinsame Teil 2weier vollen Umgebungen
eines Punktes eine volle Umgebung desselben Punktes ist. Hingegen bestéht

! Man treffe auf ein Moment iin gewohnlichen dreidimensionalen Raume die folgenden
Vereinbarungen: Die Zahlen ¢, ¢,, ¢, seien den Bedingungen

(1" §20, 20, 20, & +£6+¢6>0

unterworfen. Die Umgebung (s, ¢,, ¢;) des Punktes a,,a,, a, ist die Gesamtheit der-den” Un-
gleichungen )
Iy, —a 1 <e, lu,— a1 Sey, s —wl=4

geniigeniden Puiikten w,, w,, ;. Die Umgebung (g, ¢,, ¢,) heisst eine volle Umgebung, wenn
piche nuri{1’), sondern sogar die schirfere Bedingung

(2 §>0,6>0, >0

erfiilllt ist. Ist nur (1) erfiillt, (2') hingegen micht, so heisst die Umgebung (e,~, &, &) eine ein-
seitige Umgebung  Die- ndchste Umgebung des Punktés a,, a,, @, besteht #us dem: einzigen
Punkte a,, a,, a;. .

Diese Bezeichnungen sollen den Text durch Analogie erliutern. Gewohnlich wird als
Umgebung nur eine solche Punktmenge bezeichnet, die wir volle Umgebung genannt haben.
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der gemeinsame Teil der beiden einseitigen Umgebungen (r,o0,1,0,1,0,...)
und (o, 1,0, 1,0, I,...) des Punktes a,, a,, a,, ... bloss aus dem Punkte
Gy, By, A,y - - .

Aus dem Begriffe der Umgebung ergeben sich die Analoga anderer punkt-
mengentheoretischer Begriffe ohne Schwierigkeit. Den Definitionen muss vor-
ausgeschickt werden, dass wir uns auf die Betrachtung gewisser speziellen Mengen
von Potenzreihen beschrinken.

Wenn ndmlich die beiden Mengen M und M, komplementdr sind (d. h. glied-
fremd sind, und zusammengenommen die Totalilit der Polenzreihen erschopfen)
und die Rethe =(a,— ba) 2" einen grosseren Konvergenzradius hat als die Einheit,
so sollen die Potenzreihen Sa,x"® und 2 b,2" entweder beide der Menge M oder
beide der Menge M, angehdren. Anders ausgedriickt, wir lassen nur solche
Einteilungen -aller Potenzreihen zu, die keine Potenzreihe von ihrer nichsten
Umgebung trennen.!?

Dies alles iiberlegt, wird die folgende Definition wohl verstindlich sein:

Der Punkt a,, a;, a,, ... heisst Hiufungspunkt der Menge M, oder, was das-
selbe 1ist, er heisst. zur derivierien. Menge M' der Menge M gehorig, dann und nur
dann, wenn in einer beliebigen vollen Umgebung des Punktes a,, a,, a,, . .. ein Punkt
gefunden werden kann, der der Menge M angehort, und der ndchsten Umgebung des
Punktes a,,a,, a,, ... nicht angehort.

Die beiden Hauptsitze tiber derivierte Mengen lauten:

I. Seien M und M, komplementire Mengen, M' bzw. M', ihre derivierten
Mengen. Ein beliebiger Punkt a,,a,, a,, ... gehort wenigstens einer der beiden
Mengen M' und M', an.

II. Sei M' die derivierte Menge von M, M" die derivierte Menge von M'.
Jeder Punkt der Menge M" gehirt der Menge M' an.

Die Bewecise der beiden Sitze I und II, die sich obne Kunstgriffe, bloss
durch genaue Auslegung der Definitionen ergeben, darf ich hier wohl unterdriicken.

Teh will nur kurz und schematisch die einfachsten Begriffe entwickeln, die
sich auch in der Theorie der Punktmengen bloss auf dem Begriffe der abge-
leiteten Menge und auf den Sdtzen I und II fussend definieren lassen.

Seien M und M, wieder komplementire Mengen. Ein beliebiger Punkt
@y, a,, G,, ... wird einigen der vier Mengen M, M,, M', M', angehiren, anderen
nicht. Infolge des Satzes I sind nur- 6 verschiedene Fille moglich, die in der
folgenden Tabelle zusammengefasst sind.

i7. B wird die Menge aller Potenzreihen, deren Koeffizienten reell und rational sind,
in der folgenden Betraehtung-nicht zugelassen, d. h. auf diese Menge von Potenzreihen ist die
nun folgende Definition des Hiufungspunktes nicht passend anwendbar.
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Tabelle I.!

! MM am M, o, 1y, Ay, ... Gn, ... heisst l
| ‘ : 1
. I o+ — + — innerer Pankt von M '
1L FEE P— — + isolierter » » M
ar | o+ = 4 +
| 18% —_— + — + innerer » » M,
3 \Y - + + — isolierter » » M,
VI i + 7+ +

Z. B. liest sich die erste Zeile .dieser Tabelle so: st a,, a,,a,, ... tn M
und M' enthalten, in M', nicht enthalten, so heisst a,, a,, a,, ... ein innerer
Punkt von M. Nach dem Begriffe des Hiufungspunktes besteht die Tatsache:
4y, @, 4,, ... 18t dann und nur dann ein innerer Punkt der Menge M, wenn
eine volle Umgebung von a;, a,, @,, ... aus lauter Punkten der Menge M be-

besteht. So ist z. B. die Potenzreihe anl ein innerer Punkt der Menge aller
n=1
nichtfortsetzbarer Potenzreihen.
Wenn einige der in Tabelle I verzeichneten 6 Fille nicht vorkommen, so
hat die Menge M eine gewisse spezielle Eigenschaft, die durch einen Namen be-
legt werden kann. Die wichtigsten Eigenschaften sind zusammengefasst in

Tabelle II.2

1 T | I | IV VoVl Die Menge M heisst
‘ i
] abgeschlossen
o ] perfekt

o | nur aus innern Punkten bestehend

o i tiberall dicht
o 0 0 | nirgendswo dicht und abgeschlossen

| o o | » » » perfekt
u. 8. w
t } heisst: do, @, da, ... ist enthalten, — heisst: ao, a,, @,, ... ist nicht enthalten in der

Menge, deren Name am Kopfe der Spalte steht.
2 o bedeutet, dass der Fall der Tabelle I, deren Nummer im Spaltenkopf steht, bei der
Menge M nicht vorkommt. Die unbezeichneten Fille konnen vorkommen, brauchen aber nicht.
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Um die erste Zeile der Tabelle II zu verstehen, beachte man, dass alle Punkte,
die zugleich M' und M, angehéren, entweder in die Kategorie V oder in die
Kategorie VI der Tabelle I fallen. Abgeschlossen heisst also die Menge M, wenn
keine dieser beiden Kategorieen vorhanden ist, d. h. wenn kein Punkt von M'
der Menge M, angehért u. s. w.

Was eine nirgendswodichte Menge heisst, lisst sich im Rahmen der Tabelle
IT nicht definieren, wohl aber so: die Menge M ist nirgendswodicht, wenn die
inneren Punkte der komplementiren Menge M, iiberall dicht sind.

Die in Tabelle I gegebene Definition einer iiberalldichten Menge besagt:
die Menge M heisst iiberall dicht, wenn jeder Punkt des Raumes zur Menge M’
gehort. Diese Definition lasst sich so umformen: die Menge M ist iiberall dicht,
wenn in jeder vollen Umgebung jedes Punktes a,, a,, a,, ... Punkte gibt, die der
Menge M angehéren und der ndchsten Umgebung des Punktes a,, a,, a,, ... nicht
angehoren. Ich will noch, zur spiteren Verwendung, den engeren Begriff der
iiberall allseitig dichien Menge durch folgende Definition festsetzen: Die Menge
M heisst diberall allseitig dicht, wenn in jeder einseiligen Umgebung jedes Punktes
Gos Cyy Qyy oo Punkte gibt, die der Menge M angehdren und der nichsten Umge-
bung des Punktes a,,a,, a,, ... nicht angehdren.!

Die in diesem Abschnitt getroffenen Definitionen liegen den Sitzen des
folgenden Abschnittes zugrunde. Alle beruhen auf dem Begriffe des Haufungs-
punktes, also auf dem Begriffe der Umgebung; ich bemiihte mich die Beweggriinde
klarzulegen, die zu der gewahlten Festsetzung dieser Begriffe fiihrten.

Die Verteilung der fortsetzbaren und der nichtfortsetzbaren Potenzreihen.

Satz I. Die Menge der nichtfortsetzbaren Potenzrethen ist tberall allseitig
dicht.

Da ich aus der Theorie der TavyLor’schen Reihe verschiedene und ziemlich
heterogene Teile zum Beweise der Sitze dieses Abschnittes heranziehen muss,
will ich das Notige immer in Form von Hilfssitzen ausdriicklich formulieren,
So erfordert Satz I den

Hilfssatz I. Es sei die Folge ¢, ¢, &,, ... den Bedingungen

! Man erinnere sich der Definitionen der Anmerkung 8. 102, und man bilde im gewohn-
lichen Raume die Menge R, deren Punkte drei rationale Koordinaten haben, und E,, die
komplementire Menge von R. Sowohl R, wie R,, sind iiberall dicht, R, ist aber iiberdies
noch dberall allseitig dicht, wihrend R es nicht ist. '

Acta mathematica. 41, Imprimé le 5 décembre 1916, 14
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&n

(v

o

JI3=

(1) lim &
N=w

=1I

unterworfen. So gibt es eine Polenzreihe
by +b,z+ b2+ .-
die den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze hat, und den Ungleichungen

|b"|:§.£” (n=0,1,2,...)
geniigt.

Man finde in der Folge ¢, ¢,, ¢, ... eine Teilfolge &, &, ... &,. .

.., die
der doppelten Bedingung

1
lim &" =1, V41> 27,

n= n
geniigt, man setze
.
(3) by, = &y biy = &, - .. bv,,=5v,,, s

und man setze
b,=o0

wenn iiber b, in (3') noch nicht verfiigt worden ist. Die mit den so definierten
Koeffizienten aufgebaute Reilke Ib,z" hat nach einem Satze des Herrn Hapa-
MARD! den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze.

Es sei nun Za,x" eine beliebige Potenzreihe, (s,, ¢,, ...) eine beliebige, ein-
seitige oder volle, Umgebung des Punktes a,, a,, a,, ... Sei Zb,2" die im Hilfs-
satz I erwahnte Potenzreihe, und man betrachte die Gesamtheit der Potenzreihen

(4) Sapz® + aXb,a”

wo
o<a<TI,.

Die Menge der Potenzreihen (4) hat die Michtigkeit des Kontinuums, ge-
hért der Umgebung (e, €, &, ...) des Punktes a,, a,, a,, ... an, und hat kein
Element, das der nichsten Umgebung von a,, a,, a,, ... angehort.

Ich behaupte, es gibt welche zwischen den Potenzreihen (4), fiir die der
Einheitskreis natiirliche Grenze ist. Wiren sie nimlich alle fortsetzbar, so hitte
jede unter ihnen wenigstens einen Regularitdtsbogen am Einheitskreis. Am Ein-

1A 2. 0.8 37



Uber die Potenzreihen, deren Konvergenzkreis natfirliche Grenze ist. 107

heitskreis haben aber nur hochstens abzdklbar unendlich viele auseinander-
liegende Bogen Platz, und so gibe es gewiss zwei verschiedene Potenzreihen in
der nicht abzihlbaren Menge (4)

(5) S, 2" + o, Sbpa", Sapa® + ¢, 3 b, 2",
(‘!1:“2)

deren Regularititsbogen aufeinander hiniibergreifen. Also hitten beide Reihen
(5) gemeinsame regulire Punkte am Einheitskreis, und so wire auch ihre
Differenz

(o, — a,) Sbyan

iber den FEinheitskreis hinaus fortsetzbar, was nicht der Fall ist. Der Wider-
spruch 16st sich nur dann, wenn die Richtigkeit des Satzes I zugegeben wird.
Diese merkwiirdige Schlussweise rithrt von Herrn Professor HurwiTz her,

und stimmt im Grunde genommen mit einer beriihmten arithmetischen Schluss-
weise liberein.?

Satz II. Die Menge der nichifortsetzbaren Potenzreihen hat nur innere Punkie.

Hilfssatz 1I. Es sei die Potenzrethe 3 u,x™ tm Einheitskreise konvergent, und
man seize

2n

(6) Ytz = 5 3 (’;) w.

g
Dass der Punkt z, wo |z]|=1, ein singuldrer Punkt der Potenzreihe 3 u,x" wird,
dafir ist notwendig und hinreichend die Bedingung

ERES

=1T.

Iim | Y. ()|

73w 0O

Fiir den Beweis dieses Hilfsatzes verweise ich auf eine Arbeit des Herrn
PRINGSHEIM. ?

* Mit dem »Schachtelprinzip>. — A. Hurwirz und G. Pérva. Zwei Beweise eines von
Herrn Fatou vermuteten Satzes. Acta Mathematica, Bd. 40 S. 179.

3 Uber einige funktionentheoretische Anwendungen der Evier'schen Reihentransforma-
tion. — Sitzungsberichte der Kgl. Bayerischen Akademie (1912) 8. 11—92. Vgl. S.78—82. Der
zitierte Satz ersetzt wegen seiner grosseren Einfachheit mit Vorteil einen im Wesentlichen
iibereinstimmenden alteren Hapamarp-Fapry'schen Satz. Vgl. Hapauaro, a. a, O. 8, 21—22,
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Ich schreite zum Beweise des Satzes II. Sei

(7) Ziy Zgy Zgy eonZnyees
Iz, =z = - =|zml= - =1
eine abzihlbare, am Einheitskreise iiberall dichte Punktmenge. Man bilde aus
den Zahlen (7) eine unendliche Folge
Xy, Xyy Lyy oo Tny oo e

die alle Glieder der Menge (7) u. zw. jedes unendlich oft enthilt. Man setze z. B.
z, =2z,
Xy =2y, X3=2,,
Ty =2y, Xz=2y,
X = 21, Xy=2,,

Seien endlich

Oy Ogy Ogy oo Upy o v

positive Zahlen, die monoton wachsend gegen 1 konvergieren, d. h.
0, <o, <o < - <o < -0

Iim ¢, = 1.
71 ==Q0

Ich nehme nun an, dass die Reihe

a, +a,r+a,z?+ -

den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze hat, und ich setze

I
a)n(x) = 2-,;

vz Dl ¥

Kraft des Hilfsatzes II lidsst sich eine unendliche Folge von wachsenden
positiven ganzen Zahlen

Vis Vs Vgyoon Vg ooy
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bestimmen, die der doppelten Bedingung geniigt
kS
1) |d),,n (@a) " > an
2) Vgl > 2Vn.
Ich konstruiere nun eine gewisse Umgebung (e, &, &, ...) des Punktes
a,, a,, a;, ..., u. zw. auf die folgende Art: es sei

a:;”
Ep = 7"
wenn der Index px den Ungleichungen
(8) Tp<t®
3 3
geniigt.

Diese Vorschrift widerspricht sich selber nicht, da

_2_&‘<'.V"+1_.

3

Wurde iiber &, im Vorangehenden nicht verfiigt,
&= 1.

80 setze man etwa
Die Umgebung (g, &, &,

...) ist eine volle Umgebung. Denn wenn p der
Ungleichung (8) geniigt, so ist
1 on
==
V n
n
und es ist
3 o
lim g = lim »* = lim —%- =1
n==0w n=w

=D ya
”

Jede Potenzreihe Sunz”, dié der vollen Umgebung (e,, &, &, ... &, »..) der
Polenzreihe = anx™ angehort, hat den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze.

Es ist nimlich, die Bezeichnungen des Hilfsatzes I beibehalten
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2v,

| o)l = | @0y ) + 5 B0

)y o

n

29y,

S I & [V
=I(D’un(xn)|—'2‘v—”2ﬂ»(u Jup — anl|za
[

2vy,
I
210, (21— 5 Bp2"lwa—al
2 v
3
n
210, ()| — 3622
VY n

I
~—=|d7vn(x,,)l——3a”” !

’Un.
n

v

2
~
3

Rekurriert man auf die Bedeutung der Zahlen z,, an, ¥, so folgt aus der letzten

Ungleichung, dass

. 1
lim |Yu(z) P =1

N=wx

fir r=1,2,3,... Das besagt aber, laut Hilfsatz II, dass fiir die Potenzreihe
Su,2* die am Einheitskreise iiberall dicht liegenden Punkte z,, 2,, z,, . . . singulér
sind, also dass die Potenzreihe Su,2" den Einheitskreis zur natiirlichen Grenze
hat, w. z. b. w.

Satz III. Die Menge der forisetzbaren Polenzreihen hat keinen isolierlen
Punkt.

Hilfsatz 1II. Die ganze Funktion vom Geschlecht Null

g(x)-—=(1+;il) (He% (IJ,;E)

soll lauter reelle negative Wurzeln haben. Dann sind fir die drei Potenzreihen

' Die Zahl % ist mit einer unwesentlichen Imprizision behaftet.
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(9) Zap2m, (10) Zang(n)an, (11) Zg—]ﬁ(;—)x"
bei geradliniger Fortsetzung die ndmlichen Punkte singuldr, d. h. diese drei Potenz-
rethen haben den ndmlichen geradlinigen MiTTAG-LEFFLER’schen Stern.
1) Nach einem Satze des Herrn FaBEr?! hat die durch die Reihe

Sg(n)an

definierte Funktion den einzigen singuliren Punkt z=1. Daraus folgt, nach
dem HapamarDp’schen Kompositionssatz,? dass die Reibe (10) hochstens die
singuliren Punkte der Reihe (g9) als singulire Punkte zuldsst.

2) Man konnte aus den in Anmerkung ! zitierten allgemeinen Sitzen &hn-
lich schliessen, dass die Rethe (11) hochstens die singuldren Punkte der Reihe
(9) als singuldre Punkte zuldsst. Elementarer zeigt man das so:

Sei G ein beliebiges, ganz im endlichen liegendes abgeschlossenes Bereich
der z-Ebene, das die beiden Eigenschaften bhat:

jeder seiner Punkte kann durch eine ganz in G gelegene gerade Strecke
mit dem Punkte x — o verbunden werden, und

die aus der Fortsetzung der Potenzreihe (9) hervorgehende Funktion f(x)
ist im Innern und am Rande von G ausnahmslos regulir.

Es geniigt zu zeigen, dass die Reihe (11) im Innern von G ebenfalls regulir
ist. Sei o<r<1, so kann man voraussetzen, dass die Kreisfliche |z]<r zu
G gehirt.

Ich setze

z x
W) =& [ et @)z, . @) = & [0 @), .
‘0 o
wo alle Integrationswege geradlinig sind.
Fiir |z| < 1 hat man die Darstellung

fp(l‘)=.2 Apx® ,
T b+ [rse 2
\I+e|) (I+QP

L Uber die Fortsetzbarkeit gewisser Taylorscher Reihen. Math. Annalen 57. S.369—388.
— Vgl. die allgemeineren Entwicklungen bei LinpeLor, Calcul des résidus (Collection Borel).
© 108 —141:
3 HapaMarp, a. a. O, 8, 69—72.
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und daraus folgt, gleichmiissig fiir |z|<r
lim =8 on,
fim fpte) = 20y ®

Im ganzen Bereiche G sind die Funktionen

(12) (), (%), f(z); ... fﬂ(z)o

regular. Es gibt eine positive Zahl M, so dass im ganzen Bereich @
/@) |<M.

Ich behaupte, dass in demselben Bereich G auch

(x3) |folx)| <M

fiir jedes p. In der Tat, die Richtigkeit der Ungleichung (13) fiir ein bestimmtes
p vorausgesetzt, erhdlt man im Bereiche &

x
lpnt@l = [ & [~ (o)
0
Izl
iMlj?;:’lﬂ Y+ "l dy
-M,

wo das Integral in der mittleren Zeile reellen Integrationsweg hat. So ist (13)
durch vollstandige Induktion fiir beliebiges p bewiesen.

Aus allen dargelegten Tatsachen folgt nun, gemiss einem grundlegenden
STIELTIES’schen Satze,! dass die Folge (12) im Innern des Gebietes G' gegen
eine Funktion konvergiert, die fiir || < 1 durch die Potenzreihe (11) dargestellt
wird, und im Innern von G ausnahmslos regulir ist, w. z. b. w.

3) Man wende das Resultat in 2) auf die Reijhe (10), und das Resultat in
1) auf die Reihe (11) an, um den vollen Hilfsatz III zu erhalten.

Ich werde iibrigens im folgenden nur den in 2) ausfiibrlich bewiesenen Teil
des Hilfssatzes III wesentlich gebrauchen.

Hilfsatz IV. Seien r,, 1,7, ... vorgegebene nichinegative Zahlen, die der

Bedingung

! Correspondance d'Hermite et de Stiertsrs, Bd II. 8. 369—370.
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lim 7

n=®

=1

I

gendigen. So existierl immer eine ganze Funktion vom Geschlecht Null mit lauter
reellen megativen Wurzeln

g(z) = ﬁ (I + gﬁ)

n=1 I
die den Ungleichungen
g(n) > ra
(n=r1,2,3,..)}

geniigt.t
Ich konstruiere die Funktion g(z), indem ich die Folge

Ty Tay T35 00 Ty o

durch immer regelmissigere majorante Folgen ersetze.
1) Ich definiere zuerst die Folge der reellen Zahlen

Oy Oy gy oee Opy oo
u. zZw. so
V] , wenn r,<I
oy = 1
— log 7,,, » Tn> I.
n
Es ist
>0
r,,ie"“"
lim ¢, — 0.

2) Es sei 8, das Maximum der unendlichen Zahlenmenge

Op; Quil; Cng2, ..

1
! Zur Erldoterung sei hinzugefiigt, dass lim g(n)* = 1.
=00

Acta mathematica. 41. Imprimé le 8 juin 1917. 15
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Die Folge
Bis Bas Basovv Bns -
hat die Eigenschaften
tn < fn
tm =

B 28.28:2 - 2Pn2Pur1 2
3) Man kann auf mehrere Arten eine Folge
Yis Vs Va5 ovv Vny - e

bilden, die die Eigenschaften hat

Br< ¥n

lim y, =0

7} ==00

ViV >V > >Vn > Ynd1 >

z. B. durch folgende Vorschrift:

Yn = Fn,
wenn B, > fny1,

_kBnit 1fnas

Vn i+ k

wenn

ﬁn—i > ﬂn—i+1 == P’n—i = ﬂn = ﬂn+l = = .Bn+k > ﬂn+k+l .

(D. h. durch lineare Interpolation. Dabei ist nur der triviale Fall bei Seite
gelassen, dass g, = o fiir alle n von einem gewissen an.)

4) Sei endlich
61 =¥

und d,4, die grossere der beiden Zahlen y,4: und d"—;z}h

I
6,,+1=M8.X 7,..4.1,(’,.—;;" .
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Mit Beriicksichtigung der Divergenz der harmonischen Reihe stellt man leicht
die folgenden Eigenschaften der so definierten Folge

8,y O30 Ogy ane Onyee

fest:
7n < 0n

lim 6, =o

nmw
§,>0,>0,> - >0n>0p41>
I
67& - 6n+1 i 5;& *
Es ist

rn;e”u”ie"‘q"éenr"iend"
und die Folge

g% &%, BB "in
ist schon genug regulir fiir unsere Zwecke. Wir gehen von dieser Folge zur

Funktion g(z) iiber, indem wir

I 1
&=26”—26n+1’ 9”=2(6"Tn+1)
= x
9(z) [l( g,.)

setzen. Dieser Ausdruck ist nicht illusorisch, da die Reihe

LT T T,
& @ On
= (20,—20,) + (20,—24,) + --- + (20, —20p41) + ---
konvergiert. Ich behaupte, dass

"’ < g(n).

Zum Beweise brauche ich die elementare Tatsache,! dass fiir o<z <1

&
(14) I+x>er.

! Beweist sich etwa so: die Potenzreihenentwicklung der Funktion
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Es ist gewiss

(15) g(n)i(1+eﬁn) (1 4- _n_)

On+1
Nun ist nach der vierten Eigenschaft der Folge J,, d,, d,, ...
On> M, Pnpi =N+ I, @ne22n+2,...

Daher ist die Ungleichung (14) auf jeden Faktor an der rechten Seite von (15)
anwendbar, und so wird

kd n

i I
g(n) > o g Ontl

220, —20p 41+ 20p 41 —20p 404 )
e2

=",

Umsomehr ist

gn) 2 71a
w. z. b, w.

Hilfssaiz V. Es sei ¢, ¢,,¢,, ... eine Folge nichinegativer Zahlen, die der
Bedingung
1

lx_n; en =1
genilgt, und
(16) a +a,x+ a2+ -

eine beliebige (im Einheitskreise konvergente) Potenzreihe. So gibt es eine Polenz-
rethe
b, +bx + b2+

hat nur einen Zeichenwechsel. Zufolge der Dgescartes'schen Regel, hat S{z) hochstens eine
positive Wurzel. Nun ist
floy>o0, fl1)>¢
und so ist fir o<z <1
flx) > o.
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die bei geradliniger Fortsetzung die ndmlichen singuldren Stellen aufweist, wie die
Potenzreihe (16), und deren Koeffizienten den Ungleichungen

I bn | Zén
geniigen.

In der Tat, es sei ¢, >0 fiir n > N. Man setze

7'n='%n'] n=N,N+1,N+2,..)
n
so hat man

1

Jimr? =1,

73==a0 "

Man bestimme gemiss Hilfssatz IV eine ganze Funktion g(x) vom Geschlecht
Null mit nur negativen Wurzeln die den Ungleichungen

rn2g(n) (n=N,N+1,..)
geniigt. Setzt man

o fir n< N
bn={ a,
g(n)

» n>N,

so befriedigt die Reihe Ib,x" gemiss Hilfssatz III alle Forderungen der Hilfs-
satzes V,

Hilfssatz V enthilt aber den Satz III ersichtlicherweise. Denn ist Za, z"
eine fortsetzbare Potenzreihe, (e, ¢, ¢,, ...) eine beliebige volle Umgebung,
3b,ax® die Reihe, von welcher der Hilfssatz V handelt, so gehort die Reihe
3(@n + bs)a® der vollen Umgebung (s, ¢,, &, ...), jedoch nicht der nachsten
Umgebung der Reihe Sa, 2" an, und ist gewiss fortsetzbar, w. z. b. w.

Die Sitze I, II, III erweisen vollstindig die iiber die Verteilung der fort-
setzbaren und nichtfortsetzbaren Reihen in der Einleitung erwdhnte Tatsache.
Die eingefiihrten Definitionen und Methoden bleiben jedoch nicht dabei stehen,
sondern gestatten auch die Verteilung der fortsetzbaren Reihen untereinander
auf dieselbe Art zu studieren. Sei § eine beliebige abgeschlossene Menge am
Einheitskreis; man nenne Mg die Menge aller Potenzreihen, die am Einheits-
kreise mindestens die Punkte von S zu singuliren Punkten haben. Durch eine
geringe Anderung im Beweise des Satzes II ergibt sich der
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Satz IV. Die Menge Mg bestehi nur aus inneren Punkien, ist iiberall dicht,
und thre komplementire Menge ist perfekt.

Wegen der Einfachheit des Beweises und des Resultates gebe ich noch
folgenden Satz an:

Satz V. Die Menge aller Polenzreihen, die am Einheitskreise ausser Poler
keine Singularititen haben, besteht nur aus isolierten Punkien.

In der Tat, sei Sa,x” eine beliebige Reihe, die am Einheitskreis von Polen
abgesehen regular ist. Man schlage um diese Reihe eine Umgebung (¢, ¢,, ¢,, . . .),
die so beschaffen ist, dass

lime, — o

(also etwa ¢, = I) .
n
Wenn S wu,x” dieser Umgebung angehort, und der nichsten Umgebung von
S a,z" nicht angehdrt, dann ist der Konvergenzkreis der Reihe
S{up—az)x®

der Einheitskreis, und es ist

I Un — anl < &,
also gewiss
lim (uy —a,)=o0.

Daher hat die Reihe 3 (u,— a,)z® am Einheitskreis keinen Pol. Folglich

hat 3 (u, —an)2", also Swu,z® am Einheitskreis eine nichtpolare Singularitit,

w. z. b. w.



