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Ce mémoire a été inspiré par D'étude des beaux travaux de M.
Hermite sur Véquation de Lamg. Toutefois les considérations dont je
pertirai pour obtenir lintégrale de cette équation sont enti¢rement difté-
rentes de celles dont s'est servi cet illustre géométre, et elles constituent,
je crois, nne méthode qui pourrait servir pour intégrer beaucoup d’autres
équations différentielles linéaires du second ordre.

Introduction.

A la fin dune note publiée dans le tome 89 dn Journal de Crelle
M. HermrTE a fait remarquer que 'équation de LAME est un cas particulier
de P'équation suivante:
8 -685007 Adota mathematica. 3
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kEisnzene

¥+ 2(v+ 1) —dﬂ_y, =[(n—v)(n + v+ Dk’sn’«e + by

qui comprend aussi comme cas particulier I'équation étudiée par M. Picarp
(Comptes rendus, tome 89, page 74)

FPsnzenz

dnz y+a=0

?lll + 11,

lorsqu’on y fait » = 2(» + 1).
De plus M. HeemiTe fait remarquer, dans la note en question, que
cette équation n’cst pas seule, et qu'il faut y joindre les deux suivantes:

¥+ 20 + I)M:Ti:lxy’ = [(n —v)(n + v+ Dk*sn’z + hly

ecnzdnz ,
———

y' — 20+ 1) Y =[(n—v)n+v+ HEsn*z -+ hly

sn &
M. HerMmITE suppose dans ces trois égnations que v est un nombre entier
positif pouvant ¢tre nul; et # un entier au moins égal a v, et il indique
que dans ce cas leur intégrale est

y=cFz) + ¢ F(— )

F(xr) étant, comme pour l'égqnation de Lamg, une fonction doublement
périodique de seconde espece avee Je seul péle x = iK',

D’autre part M. Darsoux, dans une communication publi¢e dans les
Comptes rendus & la date du 19 Juin 1882 a fait voir que lintégrale
de I'équation

EE 1)

dn’2

d!_ ’ ’
dTZ = [ﬂ(ﬂ + D +/‘—(/l + l)dn’x +

sn®ez entz

en®z + n(n + Di*sn’zx + h]y

qui comprend aussi comme cas particulier l'équation de LamE a une
intégrale uniforme lorsque p, p, ¢ et n sont entiers, et que par suite son
intégrale en vertu du beau théoreme de M. Prcarp Sexprime par les
fonctions doublement périodiques de seconde espéce.
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L’équation

dy [0 k*snzenz  snazdnx enaxdn ‘v] dy
M da? + dn 2 "M e T snw de
1 dn’z
= [sn—’w(n‘ —y)n, +v, + 1) + cnl’ :(n2 —y)n, +v, + 1) +
E*en’e . 3
+_dF.z;—(n" — v, +v+ D)+ EsnPetn+v 4y, Fy)n—v—y, —y + 1)+ h|y

que jai indiquée en commengant, comprend comme cas particuliers, ainsi
quil est bien facile de le voir, les trois équations de M. HermiTk ainsi
que celle de M. Darsoux.

Nous ferons remarquer de plus que la méthode que nous allons
suivre pour arriver & l'intégrale nous permettra de I'obtenir, non scule-
ment lorsque v, v, v, sont entiers ct positifs mais encorc lorsque ces
constantes sont quelconques.

Nous avons dit que nous supposions que les constantes n, n,, n,, 7,
étaient des nombres entiers queleconques positifs ou négatifs, je ferai remar-
quer dc suite que l'on ne nuit pas & la généralité de la question en les
supposant tous positifs, car si » par exemple est négatif ct égal & —
n' étant positif, le secul terme en n qui est

m+v4+y +y)n—v—y —y +1)
devient

(—n +v+y,+y)(—n —v—y, —y+)=0—v—y, —y) +v+y +vy,—1)

On wvoit donc quon obtiendra le méme résultat en supposant n
positif et égal a »' — 1.

On verrait, bien facilement, qu’il en est de méme pour les autres
quantités n, , n, et n,.

Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité de 1'équation sup-
poser, ainsi que nous le ferons dans la suite, n, n,, n, ct n, positifs.
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Voici maintenant le procédé que jemploirai pour arriver a lintégrale
de l'équation (1).
- Considérons d’abord 1'équation

* P' !
@) y'—py =Pl
ot P désigne une fonction quelconque de x et a une constante égale-

ment quclconque.
Posons

Notre équation deviendra

7 + z”———%z’ = aP?

et Von satisfait 4 cette équation en posant

#* = aP?
d’ou I'on déduit
5 = VuaP
et par suite
r_F
g P

L'intégrale générale de 'équation (2) est donc

y = Aeﬁf""’+ Be— VoS res

4 et B désignant des constantes arbitraires.
Posons maintenant

Y = uz

u désignant une fonction arbitraire de z.
La transformée en z de I'équation (2) sera

r(Eoat)es (E-TE—am)umo
I % %



Sur unc équation différenticlle lindaire du sccond ordre. 109

¢t en posunt de nouveau

P
V == u7
d’ou Ton tire
P w vV
I 4
notre équation deviendra.
. V., aripn Py Vo ]
@) ¢~y o =gy Dep— gy Do+ s

ct d’aprés ce qui précéde lintégrale générale de I'équation (3) sera

ou

) 5 = V;[Aeyzfm.; + Be—vard.r]

C'est de I'¢équation (3) dont nous nous servirons pour trouver lintégrale
de I'équation (1).

Pour ccla nous chercherons la partic principale du développement
de Texpression

3 » (h] ’ .
O sl inenyesr]
Correspondant:
1° & un zéro ou & un infini de V;
2° & un zéro de P;
3° &4 un infini simplec de P;
4° & un infini multiple de P.
1° Partie principale du développement de l'expression (5) correspon-
dant & un zéro ou & un infini de V.
Soit
V=RE"+s""4...)

le développement de ¥ relatif 4 un zéro ou # un infini d'ordre m; m
¢tant positif si c'est un zéro ct négatif si c’est un infini.
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On en déduira

Y_:_Lm+(m+l)ss+
V e 14+s+...
ou
%=ﬁ+s+
ce qui donne
4 m V: m*  2ms
Dey=—g poet

On a donc pour la partic principale du développement correspondant a
un zéro ou & un infini d’ordre m de V

1m ms
— =2+ m)— 5
45’( +m) 2e
(m étant positif pour un zéro, négatif pour un infini).
2° Partic principale du développement de l'expression (5) correspon-
dant & un zéro de P.
Soit

P=NE+ v + o)

le développement de P relatif & un zéro dordre » de P

On aura d'une fagon toute semblable pour la partie principale du
développement de 'expression (5)

1n 9 ) + nr

Zs_"( o 2e

3° Partie principale du développement de Uexpression (5) correspon-
dant & un infini simple de P.

Soit

3

le développement correspondant de P, on aura pour la partie principale
correspondante du développement de I'expression (5)

b (b4

T4t 2 €
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cest & dire

1 .t \
—- (Z:s_’ + 2—6)(1 —4aN?)
4° Partie principale du développement de 'expression (5) correspon-
dant & un infini multiple de P.
Soit le développement de P correspondant a4 un infini d’ordre n

P=N<l"+ f-_1+—f*__2+...>
& & &

<

d’ou

L/l 2 1ot
P*=N (:2_n+?m+ oz +...)

<

On aura par suite pour la partie principale correspondante du déve-
loppement de Vexpression (5)

n nit 1 2t 4 2
Z?(n—2)——2—j+aN’<?+ it +>

2n--2
=4

I1.

Ceci posé nous allons comparer V'équation (1) & T'équation (3).
On voit d’abord que l'on doit poser
V' _, Ksnzcenz snzdnz 9 enzdnz

|4 2v dnz + 2 ene &

snax
d'ou l'on déduit
(©) V = dn”z en™z sn™e
Nous remarquerons ensuite que le coefficient de y dans (1) n’ayant

que des infinis doubles, P ne pourra admettre que des infinis simples. De
plus Péquation (1) ainsi que la valeur (6) de ¥ ne changeant pas lorsque
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I'on remplace # par — x, nous prendrons pour I’ unc fonction double-
ment périodique qui ne change pas non plus lorsqu'on remplace z par
— 2. Comme d’ailleurs le coefficient de y dans (1) admet comme infinis
0, K, iK', K + iK', ces quantités qui sont aussi des zéros ou des infinis
de V devront étre également pour P des zéros ou des infinis.

Si on considére maintenant un infini simple de P, cet infini ne figurera
pas dans I'expression (5) si le résidu correspondant satisfait & la relation

I —4aN* =0,

a étant une constante arbitraire, il en résulte que lI'on pourra prendre
pour P des infinis simples quelconques, pourvu que les résidus correspon-
dants soient tous égaux en valeur absolue, car alors par un choix con-
venable de a on pourra faire en sorte qu'aucun de ces infinis ne figure
dans l'expression (5), (c'est ce que nous ferons). Nous prendrons donc
pour zéros de P, 0, K, K + iK'’ et iK'

Les parties principales des développements du coefficient de y dans
I'équation (1) pour ces quatre infinis sont

(n:) - ug)(ns + Vs + 1) — n;(”‘a + 1) — yi(yl + 1)

s! E’

(na _yl)(na + Yy + 1) - ”s('"’g + 1) - yl(vl + l)
8’ - s:

(n, —v)(n, + v + l)=n,(nl +D)—v+1)

£? e

n—v—y, —y, + D +v+y+v) s+ D—0C+y +v)v+y +y—1)
e? - et

Comme d'ailleurs les termes provenant de ¥V dans les parties principales
des développements de I'expression (5) pour les mémes infinis sont:

oy, + 1) oy + 1) _wv+1) l_(v+u, + )4y, +y,—1)

3 3 &€ &€

les termes qui devront provenir des zéros 0, K, K 4 iK' et iK' de I’ seront

"’a("’:x + 1)
et

b 1 2

nn, + 1) n,(n, + l} nin 4+ 1)
ot ] ’ :

& 3
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in nous reportant & ce que nous avons dit, il en résulte que P devra
admettre ces zéros avec les degrés de multiplicité 2n,, 2u,, 2n, 2n.
Nous sommes donc amends & prendre pour P expression suivante:

M P=R H"(x) H1"(2) 6:"() 6™(2)
1) = I H(x — a)H(@ + a)H(x — a)H(x + a,) ... He —ag)Hz + a;)

B=n+n +2, +n

ct. on R désigne une constante arbitraire,

Les résidus de P étant supposés tous éganx en valeur absolue ou,
ce qui revient au méme, & cause du facteur arbitraire R, tous égaux a
plus ou moins un.

Sons cette forme on reconnait de suite que P cst une fonction
doublement périodique aux périodes 2K et 2iK’, qui ne change pas
lorsqu’on y remplace £ par — 2. Comme de plus les parties principales
des développements de DPexpression (5) correspondant aux infinis 0, K,

K + iK' et iK' ne contiendront pas dc termes en l, par suite de la
&

forme prise pour P, (puisque les développements de P correspondant a
ces zéros ne contiennent que des puissances paires) il en résulte que
I'expression (5) ct le cocfficient de y dans I'égquation (1) auront mémes
parties principales pour les développements relatifs aux quatre infinis 0,
K, K + iK' et iK'

Si maintenant nous prenons a = %, comme tous les résidus de I

sont supposés égaux i plus ou moins un, aucune des quantités a,, a,, ... @,
qui sont des infinis simples de P ne sera un infini pour l'expression (5),
par suite cette cxpression et le coefficient de y dans I'équation (1) ayant
mémes infinis ¢t mémes parties principales pour les développements corres-
pondants ne pourront différer que par une constante, ct nous allons voir
que l'on peut disposer des quantités ¢ de maniére que cette constante
soit nulle.

Tous les résidus de P étant supposés égaux & l'unité en valeur
absolue, ¢t ceux qui correspondent & des valeurs de @ égales et de signes
contraircs, étant eux-mémes égaux et de signes contraires, on pourra
écrire aussi
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H(x—a3) H(z+ ap)

_H@x—a) H@E+a) n .
" Hw—as) H(z + ap)

" Hw—a,) Hi+a,) +0

)]

+

C désignant une constante, ce que nous écrirons de la maniére suivante:

8
_ H'(z—ai) H'(Z + ai)
P—Z[H(z—a,-)— H(z+a,~)] +0

Pour la constante C on aura en exprimant que P est nul pour z
égal 4 0, K, K 4 iK' et iK'

B I 8
c H'(ay) _ H' (a)) _ o' (a;) 6'(a;)
9) 5= Z

H(a{) - n Hl(a-() - n 91(01) - 0 9((1,')

Il faut remarquer toute fois que si I'une des quantités n,, n,, n,,n

était nulle l'expression correspondante de g disparaitrait. En égalant la

. C .
4° expression de 5 a chacune des trois autres on aura entre les quan-

tités @ les trois équations suivantes
< H'(a)) 6'(a)) < H (a) 8'(a) ﬁ 6’ (a;) 6'(ay)

a; )\ () Gan) %) ORad))
Z( Hia) — e(a.-)) =0 Z(H,(a,.) 9(a.->) 0 Z(B,mo e(a») .

équations qui peuvent s'écrire ainsi

A 8 ]
cna;dn a; sn a; dn a; sn a; cn a;
w  Semetme, Smeme, Smses_,
- sn a; - cen a; - dn a;

(Il suffit pour passer des unes aux autres de se rappeler les expressions
des dérivées logarithmiques de snz, cnz, dnz.)

Il y aura maintenant & exprimer que les 2n, — 1 premiéres dérivées
de P sont nulles pour z = 0, que les 2n, — 1 premiéres dérivées de P
sont nulles pour z = K, que les 2n, — 1 premiéres dérivées de I’ sont
nulles pour z = K + iK' et enfin que les 2n — 1 premiéres dérivées de
P sont nulles pour x = iK',

Mais Ton a

B
_\'(p HE—a) . H@+a
D.P = s (D D )

“Hz —a)  ° He+ a)
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et par suite en vertu d’une relation bien connue
¥}
D,P = 2 (k*sn’(x + a; + ¢K')—sn' (¢ — a; + iK')]
1

On conclue premicrement de cette expression que toutes les dérivées
d'ordre impair de P sont nulles pour x égal & 0, K, K 4 iK' et K"

Nous aurons donc¢ sculement & derire que les n, — 1 premicres
dérivées d'ordre pair de P sont nulles pour xz = 0, les #, — 1 premicres
pour z = K, les n, — 1 premiéres pour « = K 4 iK', et enfin les n — 1
premiéres ¢galement d'ordre pair pour x = iK'

Cela fera donc 3 — 4 équations qui jointes aux trois équations (10)
font en tout #— 1 équations. Mais comme il y a g quantités a il en
restera unc d'arbitraire, et on pourra en disposer de fagon que lexpres-
sion (5) qui ne différe que par une constante du coefficicut de y dans
I'équation (1) lui soit égal.

Revenons aux j3— 4 équations dont nous avons parlé en dernier
lieu, clles peuvent s'écrire de la maniére suivante:

A ¥l
2 Dy sn(a; + 1K) = 0, 2 Disn*(a; + iK) =0, .....
1 1 P
Z DX s’ (a, + iK) = 0

1

A B
2 D, sn®(@; + K 4+ 1K) =0, 2 Disn*(@i+ K+iK)=0, .....

1 1

g

(1) Z D sn®(ai + K + 1K) = 0

1

A A
2 D, sn’ (e + K) =0, 2 Disnt(a + K)y=0, .....
1 1

Il
2 D sn* (e 4+ K) =0

1

8 8 8
zDa‘.sn’ai=0, ZDiisn“m: 0, ..... Ebiz—asn'a;= 0
1 1 1
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Mais on peut les mettre sous unc forine différente qui sera en général
plus avantageuse.
Considérons par exemple les équations

A
2s—1
2 Dg 'sn'a; =
1

qui correspondent aux différentes valeurs de s. Celles qui correspondent
aux premicres valeurs de s scront:
1° pour s =1

3 A
ED‘,isn’a,» = 228na;cna‘-dnai =0
1 1

2° pour s = 2

A ]
2 Dﬁi sn*u; = 8 2 sna;ena;dna,[— (1 + &%) + 3k*sn*a;] = 0
1 1

Cette ¢quation devient en tenant compte de I'équation précédente
3
Z sn*a;ena;dna; = 0
1
On ferait voir bien facilemnent que la loi est générale, il suffirait
d’établir que la dérivée d'ordre 25— 1 de sn’a, est égale au produit de
sna,cna,dne, par un polynome cn sn’aq, de degré s —1. Or nous
avons vérifié le fait pour les deux premiéres valeurs de s, ct on ferait
voir que si le fait est vrai pour une valeur de s il 'est aussi pour la
valeur suivante.
On obtiendra donc la séric des équations suivantes

8
anaicna.-dnagz
ll
8
1

(12) E sn*a;cna;dna; =0

8
n—38
Esn a;cna;dna; = 0
1
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1¥7

Les autres équations se transforment d’'une maniére toute semblable,
et en remplagant de plus sn (o, + K), sn(a; + K 4 iK'), sn(a, + iK’)

par leurs valeurs ainsi que en (e, + K), dn(a
les équations suivantes

8

8
dna; sn a;

en® ay

(12)

3

¥

Z en a;sn a;
d]ls a; -
1 .

2 cna;dna;
Sn’ a; -

8

A

2

cn® a; sn «;
dn® «;

dn®a;sn a;

en® a;

cna; dn a;

SI!5 a;

=0,

.....

.....

i+K))"

.., on obtiendra

8 _

E en’™ % a;8n a; —0
dﬂ?n,—l a; :

8 -

Z dn®*2q, sn a;

-

en’ ay

F]
cha‘&na,_o
et =
sn™ e,

1

=0’

Reste & trouver la derniére équation qui exprime que la différence
constante de D'expression (5) ‘et du cocfficient de y dans I'équation (I)

s¢ réduit a zéro.

Pour cela faisons # = iK' 4 ¢ et égalons les valeurs des termes
constants dans les développements correspondants de I'expression (5) et

du cocfficient dc y dans V'équation (1).

Si dans le coefficient de y dans I'équation (1) nous faisons z = i’ + &,
nous obtenons pour le terme constant du développement

k*n,

1+

+
Si l'on fait z ==

6'()

2 B0

+ 2n

6.
6,

u H1(0)

iK' ¥, II)—, devient

H'(e)

II()

+ 2n

H(e)

_i[

fc —ay)

—vXn,+vl + D+ —vn, +v+1)+

(n+v+v +y,m—v—y, —y, + D+ A

(e + ay)

e — ay)

“8 + (11) .

et par suite en se bornant dans le développement de -11; au terme en ¢

il sera

L

3

a(l + &)

3

8
+ n,k* + n, -—-Ek’sn’a‘]e
1
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On cn déduit pour le terinc constant dans le développement de lex-
1P
4P 27°P

A
2
—(@n —1) [n 1 -t; k + k4 n — 2 k*sn® a,-]
; T .

pression

On a ensuite

V8w
V=60 T M

H'\(x) H'(v)

+2 y_r__0(4+, + v )g(b)

6(2)

et en changeant z en iK' 4+ ¢ on en deduit pour le développement corres-

VI
dant -
pondant de 7

) k? '
211—-'-—2—+i+2[(y+v|+v2)1—-—;—-—4—k’yljs

et par suite pour le terme constant dans le développement de

1y 1,V
Ity

14+ %
Qv+ 2, + 2, + l)[(v +v, +v,) -t; —y— k’ul]

et comme P est nul pour x = iK', on aura enfin pour le terme constant
dans le développement de l'expression (5) relatif a & — iK' + ¢

—-(2n——l)[£(—l+—k§+nk’+n ——Zk’sn a,]+

1+k’

2
—v—k

+ (2v + 2v, + 2y, +l)[(u+v + v,) ——

En égalant cette expression a celle déja trouvée pour le terme constant
dans le développement du coefficient de y dans l'équation (1) on aura

13) h=(2n-—l)zk’sn’a;—(n +n, 4y, Fy)n+n —y, —y)—
1

— Kk +n, +v+y)n+n,—v—y,)

En faisant au lieu de s = iK'+ ¢, r=¢, 2 =K+ ¢, 2=K+ iK' + ¢,
on obtiendra les trois autrcs expressions de h qui suivent:
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8
h=(@2n, — 1)2 kE*sn®(a; + tK)— (n, + n, + v, + v, X0, + 0, — v, —v,) —
1
—km, +n, + v+ v ), + 1, —v—y,)
ﬁ -
(13) h=2n, —1) 2 ksn'(a; + K+ tK') — (n, + n, + v, +v,Xn, + 0, — v, —p,) —

1

— ko, +n 4 v+ y)n, +n—v—y,)

8
h=(@n, — 1)2 Esn®(ai+ K)—(n, + 0 4+ v, + v, X0, + n—y, —v,) —
1

— Kk, +n, + v+ y)Xn + 0, —v—y,)

Si l'une des quantités n était nulle, I'expression correspondante de &
disparaitrait.
Nous ferons remarquer qu'en égalant entre elles les quatre valeurs

de h on obtiendrait trois équations qui sont des conséquences de celles
établies précédemment.

Nous avons supposé précédemment a = i_
On en déduit Va = 1§
On aura ensuite
Hx—a)Hz—a,) ..... Hx—ay)
Pd — L 1 b3 F C
[ * = e ¥ agHe T a,) ... Heday T

et par suite lintégrale générale donnée par la formule (4)

(4) Vr% [Aeafl‘d,r + Be—afl’dr]
sera
dn’ 2 en’ 2 s o VH@x — a,)Hx + a,)H(x :— a,)ff(m -|; a,) TEEP H(z — ag)H(x + ap)
H"(x)H ()0} () 0" (x)
c c
Hz—a,)..... Hx —ag) 57 Hz4+a)..... H@ 4+ ag) —3*
) [A Hz +0,)..... Hiz + ag)° +B Hez—a,)..... Ho —ap)’ ]

ce qui peut s'éerire
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B g
(14) dn’z en" 2z sn" 2 [ A He — a,‘.)fl(z = %) rVY '.H(x — aﬁ)e" +
H™)H;%x)6,"(z)6"(z)
L pHeta)ieta) ... He + a5) ~3°

H"(@)H"(z)8]"(x)8"()

ou 92: a la valeur donnée & la page (114) par les fornules (9).

Les expressions (9) de -g supposent toute fois que les quatre quan-

tités », »,, », ct m, ne sont pas nulles en méme temps.
Examinons donc le cas ou l'on a

Dans ce cas I ge réduit & une constante C, et par suite en vertu de
la formule (4) lintégrale générale de V'équation (1) devient (en prenant
a=1)

dn"z en” z sn* 2[4 + Be™ )
et on aura pour déterminer cette constante C, en fonction de % la relation
h=C2 4 G +0) + KO+ ),

expression que l'on obtient commec les précédentes en égalant les termes
constants dans les développements de P'expression (5) et du coefficient de
¥ dans l'équation (1), pour # = iK' + ¢ par exemple.
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Avant d'aller plus loin traitons encore les deux cas suivants:
o — —_— —_— —_
I° % =n, =n, =0, n =1,

cas qui comprend I'équation de LAME pour % = 1.
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L’intégrale sera

( ) 8°(a)
dn’zen” 2 sn”x [A%ﬂ @ - + B H(‘;(;; a) %) ]

et I'on aura pour déterminer @ en fonction -de A I'équation
h=Fksnla+ @ +v+ 10, +v,— 1)+ B0 + v + v +y,—1)

Si en particulier on a y = y, = y, = 0, ce qui correspond & 1'équation
1 2 ’
de LAME pour #» = 1, on trouve

h=Fk'sn*e— (1 + k%

ce qui est bien la valeur donnée par M. HermirE.
2° Soit maintenant % = n, =n, = 0 n =1,
cas qui comprend I'équation de M. Picarp pour n = 1.
L’intégrale générale sera

|(¢)
H( —.a) o

T 6@

1(")
dn’ z en" 2 sn™ 2 [ A% H(z + a) 6y(a) ]

+B 6,(2)

et Ion aura pour déterminer a en fonction de % la relation
h=Fksn@a@+ K)+ @ +v, + D, + v, =D+ 0+, + v+ y,—1)
Si en particulier
v, =y, =0, v=1,

ce qui donne l'équation de M. Picarp pour » = 1, l'intégrale générale
devient

6'\(a L gxa)

H(‘” a') B(a) H(“ + a) 9@ -
42— g gzt a) T
8z ° 6)

et I'on a

s k*

12 1 — * _
h=Fks*'a+ KE)—1=—dn*(a + K) e

Ce sont bien les résultats donnés par M. Picarp (ici b = — a le terme

en y étant dans le second membre dans 1'équation (1)).
9 - 665007 Acta mathematica. 3 o
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Dans les deux exemples précédents nous avons pu obtenir I'expres-
sion de a en fonction de A, mais en général il n'en est pas ainsi, et
nous obtiendrons sculement une équation ayant pour racines soit sn’a,,
sma,, ..... sn’a,;, soit cn’a, cn’a,, ..... cn’a;, soit enfin dn’a,,
dn’a,, ..... dn’a;, suivant qu'il sera plus avantageux d’obtenir 'une ou
l'autre de ces trois équations.

Toute fois avant de nous occuper de la détermination de cette équa-
tion nous ferons la remarque suivante.

Si Yon a n=mn =mn, =n, et si dans ce cas sn’q, est une racine
de I'équation qui a pour racines sn’ea,, sn*aq,,.....sn” a,, cette équation
admettera aussi les racines sn’ (a, + K), sn® (a, 4+ iK’), sn? (¢, + K + iK').

On peut dans ce cas, puisque #n = n, = n, = n,, prendre pour les
équations qui déterminent les quantités @ les équations (9)

8 8 8 8
H'(a) N\ H,(w)_\'6() E ', (a:)
= H(a,) - ~ H (a) o & ba) - = 6,(a)

et les équations (11)

4 A
z D, sn*a; =0, ..... , z D?,:.‘_?‘ snta; =0
1 1
B A
E D, sn’®(a; + K)=0, ..... , Z D?,".'—a sn*(a; + K)=10
1 1
8 B
2 D, sn*(a; + 1K) =0, ..... , z Dt sn(a; + 1K) =0
1 1
B B
Z Dysn*(a; + K +iK)=0, ..... , 2 DY *sn?(a; + K + iK') =
1 1

et I'on voit de suite que ces équations ne changent pas si 'on remplace
a; par l'une des quantités ¢, + K, ¢, + iK', o, + K+ iK', par suite dans

ce cas le degré de 1'équation pourra s'abaisser au degré n — ‘g




Sur une équation différenticlle linéaire du second ordre. 123

IV.

Occupons nous maintenant de déterminer cette équation, en supposant

d’abord m, = n, = n, = 0, hypothése qui donnera comme cas particulier
I'équation de LAME pour # quelconque.
Posons pour ce cas

sna;cn a; dn a; = u;

et

2
sSn"a; = &;

Les équations qui déterminent les quantités @ deviendront:

n n

2u,—=0, Em,-u,-z(), Zaz?—zui=0
1

1 1

Si par suite on résout ces équations par rapport aux quantités «, on aura

uy Uy i-1U n—1 Un
e Iy GRS e A G
) d, 7, a
\
ou
1 1 ..... 1 1 1 ... 1
z, Ty eeen T, , r, ... Z,
4= i 7.2 |y A= 2 S B PR
N o R

n—1
oo dy=| g

n—1

— —9 n—2
S Y ot
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Nous poserons de plus

1 1 ... 1
z, Ty vonn. z,
4= g 7 x:
AU - 2!
fey=(—2zXz—2) ..... (& — za),

f(z) étant par suite la fonction qui, égalée & zéro, nous donnera 'équation
cherchée.

Mais on aura en vertu d'un théoréme connu, le théoréme de VANDER-
MONDE

@ — 2 X2 —2,) ... (@0 — 2,)
4| @—aXE— 2) ..... (@n —- 2,

(#n — #a1)

(@ — 2 )Xo, —2,) ..... (@ — 2,)
4 = (@, — 2 X, — ) ..... (@n— 2,)

(Tn — Zn—1)

@ — Yo, —2,) ..... (@ — ,)
4 =] @ Bk — 2) ..... (@1 — )

(Zn-1 — 2p—2)

On a d'ailleurs
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f@)= (2, — )z, —2,) ..... (®, — @)
fl(zg) = (2, — le‘”: - 2}3) """ (=, — Zn)

f@n) = (@ — @Yt —,) ..... (®na — Tn—1)

et on en deduit
d=(—=D""df@)=..... =(—1)""df@)=..... = duf'(2n)

Par suite en remplacant 4,, 4,, ..... 4y t.... 4, par leurs valeurs tirées
des équations précédentes, les équations dont nous nous occupons deviendront

A=u fl&)=u,f®)=..... = wif (@) = ..... = unf (@),

A désignant la valeur commune de ces expressions.
En remplacant u, u,, ..... , par leur valeur, ces équations s'écriront:

(15) ~ A=sng,cne dna, f(z)=-sna,cna, dne,f(z)=.....

..... =sna;cna;dna;f(z)=..... =8na,cna,dn anf(@n)

Telles sont les équations qui doivent servir & déterminer les quantités
a ou plutét les coefficients de la fonction f(z) qui, égalée a zéro, a pour
H 2 2 2
racines sn’a,, sn®a,, ..... sn’ a,.
Soit

f&)=2"+ aoz"_‘ + ala;"_2 4+ ... + dp1
On aura d’abord en vertu de la relation (13)
h = (2n—1)2k’sn’a.- —(F v Fr)n—y, — ) —kn + v+ ) —v—,)
1

(puisque dans le cas présent n, = n, = n, = 0)

_ e . h+(n4v 4y, n—y, —v)+ kn+v+y)Jn—v—y,)
(16) a,_—an 0= — g

«, est donc connu en fonction de h, v, v, et v, qui sont les données de
la question.
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Elevons les équations (15) au carré, elle deviendront
A7) B =a( — )Xl — k2)f (z,) = 2,1 —2,)1 — k) 2) = .....

..... =21 — a1l — K2)f @) = . .... = 2l — X1 — k')f (=)

Nous en déduirons le calcul des coefficients de f(z) en nous basant sur
la remarque suivante:

L’équation

2(l — 2Y1 — k'z)f (@) — A* = 0

qui est de degré 2n + 1 admettra en vertu des équations (17) les racines

Zyy Tyy eunn. ,, son premier membre sera donc divisible par f(z) et I'on
aura par suite
@18) 2(1 — 2)1 — k%) f(x) — A* = fla)f,(2),

f.(r) étant un polynome entier en z de degré n + 1.
En prenant la dérivée de I'équation (18), on en déduira

19 f@[1—20 + k) + 8k%*)f(2) + 2z — (L + k92" + k2°] f'(@)] =
= f(@f @ + f&)f &)

Mais tous les infinis de P étant simples on doit supposer toutes les racines
de f(z) différentes, il en résulte que f’(x) qui divise le 1°* membre et qui
est premier avec f(z) doit diviser f(z) et comme [ (r) est de degré
n et f'(xr) de degré » — 1, on aura, 4 et B désignant des constantes

(20) f1@ = (4= + B)f (@)
Si par suite on pose
fi@) =[1 —21 + k) + 362 f @) + 2[z — (1 + k)2* + k2']f (@),
I'équation (19) deviendra en la divisant par f'(x)
£i®) = f,@) + (42 + B)f(z);

prenant de nouveau la dérivée de cette équation et remplagant [ (z) par
sa valeur donnée par l'équation (20) on aura

(21 s f,@) = 24z + B)f(2) + Af(z)
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Mais en prenant a_, = 1 nous pouvons écrire

n

J@) = 2 i) !

(]
et par suite

n—1

F@ =3 — e

n—2

f@) = 2 m — Yn — t — Dayy2” ™ °

0

et en convenant de plus de prendre a; = 0 pour i< —1 ou i>n—1,
nous aurons

fi(@) = 2 [tiia(n — 3 + 120 — 20 + 1) — 2(1 + ke (n —3)* +
—

+ kB — 1 — 1)2n — 20 — D"~
et aussi

n—1

24z + B)f(x) + Af(x) = 2 (A@2n — 2 — Da; + 2B — gy Jz" "

et en identifiant alors les deux membres de l'équation (21) on aura

les » 4 1 équations suivantes qui correspondent aux valears — 1, 0,
1, ..... n—1 de
(22) (n — D draln — 7 + 1X2n — 20 + 1) — 21 + Faia(n — 9 +

+ Em — i — 1X2n — 2 — D] = 4@n — % — D + 2B(n — Dz
Les deux premiéres de ces équations sont:

4+ DE2n + 1) = 4@2n + 1)
a[— 2(1 + EHn® + k(e — 1)2n — Da,] = A(2n — 1)u, + 2Bn
et elles donnent
A =n@m + Dk
B = —n¥l + k) — 2n — k',
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Portant ces valeurs de 4 et de B dans I'équation (22) on en déduira

[i2n — iX1 + ) + (20 — DRaJ2(n — da,_, + (n — i}n — i + 1(En— 2 + Da;_,
K'@n — 2 — 1) + 1X2n—i)

@3) a= )
a, étant donné par la formule (16), la formule (23) permettra de calculer
de proche en proche tous les coefficients de f(r). ,

I’équation f(r) = 0 admet pour racines sn’a,, sn’a,, ..... sn’q,,
mais lorsque le signe de I'une des quantités a, a,, ..... a, aura ¢té
choisi arbitrairement, les signes de toutes les autres seront déterminés
par ce fajt que ces quantités doivent satisfaire aux relations (15)

sna, cnae dna, f8n*a)=..... =snag;cna;dnag; f(sn*a)=.....

L'intégraie générale étant ensuite donnée par la formule (14) ou l'on fait
n, =n, =n, = 0 sera

249 dn*zen"zsn"e lA iz — a,)Hz — ”,,") """ HE — o) 63: +
8'(2)
+ B Hz +e)Hx 4+ a,) ..... Hz + a,) e_%’:l
6°(z)
ou
C_\ 8
2 0('(1'.)

Le probléme pourrait donc étre considéré comme résolu puisque 1'équa-
tion flr) = 0 ferait connaitre les quantités a au signe prés, en donnant
sn’a, sn’a,, ..... sn’a, et que la concordance des sngnes de ces quan-
tités est donnee par les relations (15).

Toute fois M. HermiTE a fait voir dans son beau mémoire sur I'équa-
tion de LaME que lintégrale de cette équation pouvait étre obtenue
d’une fagon complétement explicite et c'est ce méme but que nous allons
nous proposer d'obtenir, en nous inspirant des travanx de ce grand
géometre.
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v

Pour cela remarquons que la fonction doublement périodique de
2% espéce :
| He —a)Hz —a,) ..... Hz — a.) e~f x
8@

peut s'écrire de la maniére suivante

(n+l)m‘1
25) e X

(n4+Dri o4
—_——

Hz—a)Hz —a,;) ..... Hz — a,)H(z + w) Hx) ¢ K t3”
8"t (z) Hez + o)

Mais si l'on prend w = Za,- + (» + 1)iK’, le 1* facteur de l'expression
1

(25) sera une fonction doublement périodique de z. Nous allons main-

tenant nous proposer de calculer les coefficients de cette fonction double-

ment périodique ainsi que © et g en fonction des coefficients connus

Upy Xyy ovve- Opy-
Toute fois nous allons d’abord obtenir V'expression de la quantité que
nous avons désignée par A’ Nous partirons pour ccla de I'équation (18)

[ — (1 4 kD2 + E*2°] f(2) — A* = fla)f (o)
on a dailleurs 'équation (20)

@) = (4z + B)f (2)

Si donc on pose

* A & .
Fe) = | flx)de =aF1 +a ot + a1z
[

on aura, D désignant une constante
(26) | fi@) = (4z + B)fle) — AF(x) + D
L'équation (18) deviendra alors

[z —(1 + k% + k'2*]f%2) — * = (dz + B)fi(@) — AF(@)f(z) + Df@)
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et en dgalant dans les deux membres le terme constant et le coefficient
du terme en = on aura

— 2= Ba?_, + Da,_,
ul_g = Aui_y + 2Baprtty_9 — Ay + Daty_s;
on tire de la
12 = Uy [Ban—-l - an—?]
ou en remplacant B par sa valeur (page 127)

(27) B = — aya[tns + ana[(1 + En* + 20— 1k'a,]]

Ceci fait proposons nous d’obtenir la fonction doublement périodique

S e — a)He—a) .. Hi — a)Hz + o)

9n+ l(z)

cette fonction étant doublement périodique d'ordre » 4 1, on pourra la
mettre sous la forme (7)

Mg(sn® 2) — sn z cn z dn 2¢(sn’ @)

ou M désigne unc constante, out ¢(x) est un polyndme entier de degré m,
n étant égal & 2m ou a 2m — 1, et ol J(x) est un polynéme entier de
degré m — 1 si n = 2m, de degré m — 2 si n=2m — 1 ({(z) est donc
dans tous les cas de degré n — m — 1).

Il s'agit maintenant de déterminer les polyndmes ¢(z) et ¢(z).

Mais on devra avoir d’abord

Mg (sn®a;) — sn a; cn a;dn a;¢ (sn’ a)=20
et aussi en vertu des équations (15)
A—sna;cna;dna;f(sn*a;) =0
On déduit de ces deux équations

Mg(sn®a) 4
¢(sn’ a‘) ——f’(sn’ a;)

sna;cna;dna; =

(*) Voir traité de Calcul différentiel et intégral de LAcroix, note de M. HERMITE.
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ou en prenant M = A
J(sn* a;) = ¢(sn? a))f'(sn* @)
et cette équation devant avoir licu pour toutes les valeurs de sn’z qui
annulent f(x), on en conclue

(28) $@) = p@)f (@) — 6)f(z)
6(x) devant, pour que cette équation soit possible, étre de degré m — 1.

On pourra d'ailleurs toujours déterminer les coefficients de ¢(z) et
de 6(z) par les conditions que ces fonctions doivent remplir.

En effét dans tous les cas ¢(x) sera de degré » — m — 1; on aura
donc a exprimer que les coefficients des puissances de z supérieures a
n — m — 1 sont nuls, et comme le second membre est de degré n 4+ m —1,
cela fera 2m équations qui étant linéaires et homogénes par rapport aux
coefficients inconnus permetteront de les déterminer 4 un facteur constant
prés. Les coefficients de ¢(r) et de 6(z) étant connus on en déduira de
suite ceux de ¢(x).

¢(r) et ¢(x) étant ainsi déterminés, on aura, puisque nous avons pris
M = 2, et en choisissant convenablement le facteur A,

m(n4-1)
de * He—a)Hz—a,) ..... H(z — a)H@z + o) _
0n+1(z) -

(29)
= Jp(sn®z) —sn z cn z dn ¢ (sn’ z)

car la fonction doublement périodique d’ordre (n + 1)

Ap(sn®z) — sn z cn z dn 2¢(sn’ z)

qui admet en vertu des relations (28) et (15) les zéros a, a,, ..... a,
admettra aussi, puisque la somme de ces infinis est (n 4 1)iK’, le zéro
—(Eai + (» + l)iK') = — w, en vertu du théoréme de M. LiouviLLE.

Les deux membres de l'équation (29) seront donc identiques, avec un
choix convenable du facteur constant A.
On aura ensuite en changeant z en —

(30) (__ 1)n+1Ae— .._ﬂ';-;—l)i z H(a’l'« + a\)H(Z + a,) ..... H(z + a”)H(z —w) _
6"

= lp(sn’ z) + sn z cn z dn ¢ (sn* z)
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Nous allons maintenant calculer les coefficients de ¢(z), 6(z) et J(x)
¢t déterminer ensuite la valeur de w.

Posons
p@)=A, + Az + Az + ..... + Apzm
(31y 6@#) =B, + Bz + Bz*+ ..... + By_zm—1
fe)=R,+ R+ R2*+ ..... 4+ Ry_pzv 1

En égalant 4 zéro dans le second membre de I'équation (28) les coefficients
des puissances de z supérieures & # — m — 1 nous aurons les 2m équa-
tions suivantes

i—-m ft=m—1
2 (n—m—1+ DAwtyyi—y — E Anyi—1Bi=0
i=0 =0

i=m T d=m—1
2 (n--m—7<+ 2QAdiupyi_s — 2 Uuyi2B; =0
i=0 i=0

Ld=m i=m—1

s L\
Z (n -_— ’I,)Aill,'_l — Z aiB‘ =0
(32) i=0 i=0

ji=m—1 i=2m-—1
2(71,‘1:)‘4”.1”,,-,_1 - Eu‘-ul I)’, =0
i=0 i=0

im-—2 i-m--2

) 2 (’IL -— i)AH,gll.-_l -—_ Z lli—llji{-l =0
i-0 i=0

"'Am - Bm—~l =0

On tirera dc ces équations les valeurs de 4, 4,, ..... 4,,B,B,..... B, _,
& un facteur constant prés, et en choisissant convenablement ce facteur con-
stant on aura pour ¢(r) ct 6(x) les expressions suivantes:
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1 z - " 0 . 0
(m-—m4Dtm_g (n—-mtm_1 ... (0 —2m+ Daop—o(— ttm—1) . - . (— tam—2)

(‘n —m+ 2)(1,,._3(% —m+ 1)/1,,,-2 . (n —2m + 2)’12111—3(—' am—-'.') e (—— a'lm—-:i)

(33) ¢@)= n (m-—Na, ... (B—mtp (—a) ... (— ana)
0 n coe M—mAt gy (—1) ... (— tnd)
0 0 e (=M tms O ... (— tms)
0 0 . n 0 ... (—1
et ‘
0 . 0 1 e ... aml
(n—m+ Dy ... (0 —2m + Dagpz(— tumr) (— @) - (— d2m-s)| .

(n —m + 2)“111——3 e (n — 2m + 2)"2m—3 (_' ’lmc‘l) (__ am'tl) L ("— (lgm‘g)

n cen (B — M)y (—a) (—a) ... {(—dn-)
34) 6@) = _
0 e r—tn A Damy (=1 (—a) ... (— tnos)
0 e —m A Ditws O (—1) '
0
0 - n 0 0 oo (=D

- - . - R4
On en déduira ensuite V'expression des coefficients de ¢(x); on aurd:

Ru = 2 (" + I)Ax—ian—i—Z "2 B:—i“n-l‘—l
=0 i=0

et par suite
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(35)

Sparre.
s=n

#(z) =

ou bien en posant d’abord

puis

(36)

Lo = On—2 + 2¢p_3z + 3’1"—4‘3’ +

Py = Up2® + 2(1"—33, +

Pr—m—1 = a;;—‘lx"_m_l
g = Up-1 F+ a2+ ..... + am:v"_-m—.l
— =¥ F g2 .. ... + apprpt
— Cn~m-1 = a”_lzn——m—l
Lo P <. S
(m—m + Dag.s (n — m)apm— . — Up—1
(n —m + 2)(1,,,_3 (n —m + l)a,,._g e ™ Upm—2
n (m — 1, — a,
) =
9z) 0 n —1
0 0
0 0 0

—m—]1 §=8
Y 2 ¥ (6 + DAicitaics — Buitai]
=0 i=0

+ (n — m)a,,.._l;v"“"'—l

+ (n — m — Duyan—m1

&

— U

— Uy ..

—_q

—1

Reportons-nous maintenant aux relations (29) et (30).
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En faisant le produit de ces deux relations on en déduit
37 Pp*sn® x) —sn*zen*a dn®z¢’(sn’2) = D(sn®z — sn’ w)f(sn’ 2),

D désignant une constante, puisque les deux membres sont deux fonc-
tions périodiques ayant les mémes zéros et les mémes infinis.
Si on remplace sn®x par z, cette équation peut s'écrire

(38) Pe’@) — [+ — (1 + k)2® + k*2*]¢p*z) = Dz — sn’ w)f(2)

Si dans les deux membres de I'équation (38) on égale les coefficients
de x et les termes constants on a

2°A, A, — R? = D(sts—1 — 8n* wtty—2)

(39)
PA2 = — Dsn® was—y
On en déduit
2 2
(40) sn*w = A A tn

R:a,,__l + ).’Ao(Aoa,;_g -_ 2A‘a,,_1) .

On peut aussi obtenir d’autres expressions de sn’ w, qui seront souvent
plus simples, en égalant dans les deux membres de I'équation (38) les
coefficients des puissances n 4+ 1 de z on aura:

1° Si n = 2m

41 —kRy_y =D
et en joignant & cette équation la seconde des équations (39), on en déduit
pour le cas de n = 2m

P

2 —_—
(42) sn’*ew = P T

2° Sim = 2m—1,
on aura en égalant les coeffictents des puissances # 4+ 1 de z dans
I'équation (38)

43) AL =D

et en joignant & cette équation la seconde des équations (39), on en déduit
pour le cag de n = 2m — 1
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44 snteo = — —°

La valeur de o étant connue au signe prés par la formule (40) ou par
I'une des formules (42) ou (44), il faut encore fixer son signe.

Pour cela nous remarquerons qu'en vertu de 'équation (30), @ est
un zéro de I'expression

dg(sn®2) + sn'z cn z dn zd(sn’z)
On aura donc la relation

¢(sn’ w)
¢(sn’ w)

(45) A= —snwcnednwe

qui fixera la concordance des signes entre @ et A
Ayant obtenu I'expression de w en fonction des coefficients connus,

il ‘nous reste a obtenir 'expression de g en fonction des mémes coefficients

et de o.
Dans le cas qui nous occupe (ou %, = n, = n, = 0) on a

Cc X AOD)
2 Z 8(ws)
Si dans les relations (29) et (30) on change = en z 4 iK', elles
deviennent:

Ap[sn’(z + iK)] —sn(z + tK)en(x 4+ 1K) dn (z + 1K) [sn' (x + {K)] =

_ Ae%’(ﬂ 0 —a)0e—a) ..... 8z — a,)B(z+ ©)

et
dp(sn’(z + iK)] + sn(z + iK)en(z + tK)dn(z + iK)$[sn’ (z + tK)] =

— O B+ ) ) ... 8z + 0.)8 — ©)

=(—1"""4
( ) ¢ H"+1(99)

et on en déduit
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ag et a8+ 6)6E + )

..... 8(z + a.,,) 9(2: _ w) nt Dy
6z —a,)6( — a,)6(x -—a,) e

..... 8x — a,)6z + w)

(=1 Ap[sn®(z + 1K)] + sn(z + iK)en (z 4+ 1K) dn (z + 1K')¢ [sn*(z + iK)]
o Ap[sn®(x + iK)] —sn(z + :K)en (z + tK)dn (¢ + tK)¢ [sn* (z + 1K)]

Posons maintenant
¢(@) = Am + Az + ... .. + Az 4 A am

¢1(x) =Ry w1 + Ba—maz + ..... + Rlé:"—."'_z + Rox""""l

et distinguons deux cas, suivant que % est pair ou impair.
1° n pair

n = 2m
Alors en vertu des relations
@ 4 iK) = o
T ksn’z
sn(.-c + iK')en (z 4 1K) dn (z + iK) = cnzdnz

E'sn’z

~on aura en multipliant haut et bas dans le 2° membre de (46) par
k?m Sn""“a: . '

bz +a)b +a,) ..... 6z + an)bz — @) ~“F" "
8z —a)bz—a,) ..... 8- a,)8z + w)

_ Xsnzp,(k'sn’z) — enz dnzg (k' sn’ z)(_ L
" Asnzg (k*sn’z) + cnzdnzd (ksn’z) ’

prenant ensuite la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant
z = 0, on aura

NI 8@ Do)
DN R R Sl 1)

Clest & dire

“n C_ (4 Dm_ 6w idn

. : 2 2K - 8(‘”) Ry
10 - 665007 dcta mathematica. 3 .




138 Sparre.

et par suite dans le cas de » pair et égal & 2m on aura pour l'équa-
tion que nous considérons (ot n, = 7, = n, = 0) en vertu des formules
(24), (25), (29) et (30) lintégrale générale qui sera donnée par la formule

0 () lAm]
9('”) I H(w) —Il’m—l o

§ Yeen o sn™e s (snt i n r rdlsn® v
(48) dn'wen”asn™a Al (sn® &) — sn v en x dn rgh(sn’ @) _—H(w w)e ‘ +
H () Adnm
6(x) _[H(«-o Tk _l] "J
2 4 . A 2 . ™
+ Bli¢(sn®«) 4+ snxcnadn adi(sn®a)) T — ) w)e

formule dans laquelle tout est maintenant connu.

2° n impair n=92%m—1

On aura en remarquant que dans ce cas ¢(r) est de degré m — 2,
et multipliant haut et bas dans le 2° membre de (46) par ™ su™zx

(n+l)m'1_
K

B+ a)Bx+a,) ..... 8 + a,)0(x — o) o
Az —a)Bw—a,) ..... 6(r — a,)8(x + w)

e, (sn*a) — kE*snzena dnad (k' sn’z)
i (k*sn’x) + k*snxcenadnzd (k¥sn’z)’

— (-__ 1)(u+1)

en prenant la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant
x = 0, on aura

o\ 8@ 0@t D F(0)
- ~ 6(a)) &w) K Ap,(0)

Clest a dire

C 4+ Dm  Hw . E'Rp_q
(49) 27 T 2K 6w A4,

et par suite dans le cas de » impair lintégrale générale de l'équation

1) ou Ton suppose n, = n, = n, = 0 cest a dire de ’équation
pp 1 2 3
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d*y E*snzena snzdnze enzdua |dy
- 1 [ |
da* +|: YT dnw 2 cnx M Tome Jdw
z[sn ns + 1>*dn =, + 1)—k—('——— Wy + 1) + krsntan 4 v + v, + v

-(n'—u—ul—v,+1)+h]y

sera
[ o) il
50 d ] . . ; 3 H(w) Adm
(50) dn’wcen"zsn?x| A[dp(sn’e) —snaenxdnad(sn’e)] 5 ——— Ho + w) +
() KRmz
] 6@ lu(w) Tim JI]
Bl 2 " rdr
+ Bll¢(sn®e) + snacnxdnzd(sn® )] 7—— Hir — o) e

Je ferai remarquer que le résultat auquel nous sommes arrivés pour
le cas ou n, — m, = n, = 0 sappliquerait presque sans changement si
trois quelconques des quantités n, n,, n,, n, étaient nulles, il suffirait
dans les équations (12) de considérer au licu de sn’g, T'une des quantités
su? (o, + ), sn®(a, + iK'), sn®(a, + K + iK’), suivant le cas, et alors
les équations qui s'appliquent au cas présent prendraient la forme de
celles dont nous sommes partis pour le cas de n, = n, = n, = 0.

Dans un prochain mémoire nous nous proposerons de résoudre pour
le cas de », = m, = 0 les problémes que nous avons résolus pour le cas
précédent; et nous reviendrons ensuite & l'examen du cas général.(’)

Chateau de Vallicre 15 Mars 1883.

(*) Une grande partic des résultats auxquels nous sommes arrivés daps ce premier
mémoire avait déjd été obtenu, par d’autres méthodes pour 1'équation de LaME.

En dehors des beaux travaux de M. HERMITE sur ce sujet, dont nous avons parlé
en commengant, ct de ccux quil avait déja donné dans son cours lithographié de 1'école
Polytechnique; nous devons citer les remarquables résultats obtenus par M. BRIOSCHI et
publiés dans les tomes 9 et 10 des Annali di Matematica ainsi que dans deux notes parues
dans les tomes 91 et 92 des comptes rendus de l'académic des sciences de Paris.

En particulier, dans la note publiée dans le tome 92 des comptes rendus, 1'éminent
analyste donne une formule récurrente, analogue 3 la formule (23) qui permet de calculer
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de proche en proche les cocfficients de f(x). Toutefois cette formule contient quatre
coefficients consécutifs de f(x) tandis que la relation (23) n'en contient que trois,

Nous ferons remarquer de plus que la relation (21) dont nous avous déduit la formule
(28) ne differe pas au fond de 1'équation différentielle du troisitme ordre d laquelle satis-
fait le produit de deux intégrales particulidres de 1'équation différenticlle du second ordre,
équation donnée par M. BrioscHr daps le tome 9 des Annali di Matematica et antérieure-
ment par M. HERMITE, mais les méthodes employées par les deux savants géometres ne nous
auraient pas fourni les relations (15).
‘ Or ces relations nous étaient pécessaires, premitrement pour fixer la concordance des
signes entre les quantités & lorsque Ion prend l'intégrale sous sa premiére forme, et ensuite
pour nous permettre de passer de cette forme A celle sous laquelle nous I'avons mise en
dernier lieu.




