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I~QUATION Otl t,, ,~, :,,~ DI~SIGNEIqT Ds IqOMBRES QUs 

~ ~.,, - , ,  -, DES NOMBRES ENTIERS-POSITIFS OU NI~GATIFS~ 

ET h ONE COIqSTAIqTE ARBITRAIRE, 

P R E M I E R  MI~MOIRE 

PAR 

C" de  S P A R R E  
LYON. 

Ce m~moire a ~t~ inspir~ par l'~tude des beaux travaux de M. 
HFmMrr~ sur l'~quation de L~M~. Toutefois les considerations dont je 
partirai pour obtenir rint~grale de cette ~quation sont enti~rement difl~- 
rentes de ce]les dont s'est servi cet i]lustre g~om~trc, et elles constituent, 
je crois, une m~thode qui pourrait servir pour int~gTer beaucoup d'autres 
~quations diff~rentielles Iin~,ires du second ordre. 

I ~ , ~ r o d u c t t o n .  

A la fin d'une note publi6e dans le t~me 89 du Journal de Crelle 
M. HERMITE a fait remarquer que l'~quation de LAM~ est. un cas Partlculier 
de l'dquation suivante: 
8 - 6 s 5 o o 7  A e f a  me, rheumatic .  3 
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k ~t S i l ~  C l l X  , 
y" + 2( u+ 1) d-n~ y = [(n - -  u)(n + u + 1)k' sn' ,r + h,]y 

qui eomprend aussi eomme eas partieulier l'6quation dtudide par M. PICARD 
(Comptes rendus, tome 89, page 74) 

k ~ S l l  X c n  x 

y" T n dn z Y' + ay = O 

lorsqu'on y fait n = 2(~ q-- 1). 
De plus M. HERMITE fait remarquer, dans la. note en question, que 

cette 6quation n'est pas seule, et qu'i! faut y joindre les deux suivantes: 

sn z d n  z 
y " + 2 ( ~ +  1) 

c n  
y' =: [ (n--  ~)(n + ~ + 1)k' sn' z + h]y 

y" - -  2(u + 1) - -  cn z dn X y,__ [(n---~)(n -I- ~ + 1)k ~ sn 'x -F h]y 

M. HERMITE suppose dans ces trois 6quations que ~ est un nombre entier 
positif pouvant 6tre nul, et n u n  entier au moins 6gal h. u, et il indique 
que dans ce eaa leur intdgrale est 

y = oF(z) + e T ( - - ~ )  

F ( x )  6tant, eomme pour l'(~quation de LAM~, une fonetion doublement 
pdriodique de seconde espbce avec ]e seul 1)Sle x---= iK ' .  

D'autre part M. Dhm~oux, dana une communication publi6e dana lea 
Comptes rendus h la date du 19 Juin 1882 a fitit voir que l'int6grale 
de l'6quation 

' ' I~"( I / '  + 1 d,y = plu ,  + 1) 4 Ii(_/l + 1)dn, z + 1)k 'en '  z + not + 1)k' sn~ z + ltjy 
L s-n ~z - cn 'z  dn i 

qui comprend aussi comme cas particulier l'6quation de LAM~ a une 
intdgrale uniforme lorsque ft, ft', /5" e t  n sont entiers, et que par suite son 
intdgrale en vertu du beau th6ordme de M. P~CARD s'exprime par lea 
fonctions doublement p6riodiquea de seconde esp6ce. 
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I. 

L'6quat ion  

sn x dn x cn x dn x ]  d~i d~y k ~ sn x cn x + 2,~ - -  2,~ " - 
(1) do--: ~ + 2~ d n z  c n z  s-nn-~ J~l-~ 

1 dn' x 
= st-O-~x(, ~ - -  v,)(n~ + ~ + 1) + ~ ( n ,  - -  v,)(n, + v, + 1) + 

-1 
--v)(n, + v +  1 ) + k ~ s n ~ x ( u + v + v ,  + v . , ) ( u - - v - - v , - - v ~ + l ) + h | y  

+ dn* . J  

que j 'ai  indiqu6c cn comment ;ant ,  c o m p r c n d  c o m m e  cas part icul iers ,  a i . s i  

qu'i l  est bicn facile de le voir, les trois 6quat ions  dc M. HEItMITr; ainsi 

que cellc de M. DARBOUX. 

Nous  ferons r e m a r q u e r  dc p lus  que  la m6 thodc  que  nous  al lons 

suivre pou r  a r r iver  K r in t6gra lc  nous  p c r m e t t r a  dc l 'obtcnir ,  non  scule- 

m c n t  lorsque v, ~1, v,~ sont  ent iers  ct positifs mais  encorc lorsque ces 

constantes  sont quelconques.  

Nous  avons di t  que nous  supposions quc les constantes  n,  n~,  n~,  n 3 

6taient  des nombres  entiers quc lconqucs  positifs ou ndgatifs,  je  fcrai rcmar-  

quer  de suite que  Yon ne n u i t  pas ~ la g6n6ral i t6  de la quest ion en les 

supposan t  tous  positifs, car s i n  par  exemp le  est n6ga t i f  et  6gal i~ - - n ' ,  

n' 6tant  positif,  le seul ter ine en n qu i  egt 

( n + v + v ,  + v , ) ( n  - -  ~ - -  v, - -  v, + 1) 

devicn t  

(--  n' + ~ + u~ + ~,)(-- u' - -  v . -  v~ - -  v. + 1) = (n' - -  v - -  u, - -  u,)(~t' + v + ~, + v, - -  1) 

On voit  donc  qu 'on  ob t i endra  le m d m e  r6sul ta t  cn supposan t  n 

positif  et  6gal ~ n ' - - I .  

On verrai t ,  b ien fac i lement ,  qu ' i l  e n e s t  de m d m e  p o u r  les au t res  

quant i t6s  n l ,  n~ et n 3. 
Nous  pouvons  done, sans res t re indre  la g6n6rali t~ de l '6quat ion sup- 

poser, ainsi que  nous  le ferons dans la suite, n,  n~,  n 2 et n~ positifs. 
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Voici maintenant lc procdd6 quc j'emploirai pour arriver '~ l'int6grale 
de l'6quation (1). 

Consid6rons d'abord rdquation 

P e (2) ~/" - -  -~ y = aP'?t 

oh P d6signe une fonction 
ment quclconque. 

Posons 

quelconque de x e t a  une constante 6gale- 

y ~_. e z 

Notre 6quation deviendra 

V z" + z ' s - - - ~  z' = a P '  

et t'on satisfait k eette 6quation en posant 

d'oh l'on ddduit 

et par suite 

,~tS ~ a p I  

i =  t/~P 

~i" F 
m ~ m 

~/ P 

L'int6grale g6n6rale de r6quation (2)es t  done 

y- - -  Ae fg f e~ "I" Be  - f ~  f ed~ 

A et B ddsignant des constantcs arbitrairc~ 
Posons maintenant 

w d6signant une fonction arbitraire de x. 
La transformde en z de l'6quation (2) sera 

a P I )  ~ = 0 
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ct en posant de nouveau 

d'oh l'on tire 

notre 6quation deviendra. 

P 
i t  I 

P' 2W=V'__ 
P ~ V 
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d, V' [ P' V" V' -1 - -  z' 1 1 P'* 1 (3) -~  -= ~. [-~----p, De P 2 V* + De --~ + 2 a e '  I z 

et d'apr6s ce qui prdc6de l'intdgralc gSn6ralc de l'6quation (3) sera 

Y 

O U  

(4) 

C'est de l'6quation (3) dont nous nous servirons lyour trouver l'int6grale 
de l'6quation (1). 

Pour cclu nous chcrchcrons la partic principalc du d6veloppcment 
de l'exprcssion 

1 [1  P" 1 y 
(5) 2 2 P '  De t, 

1 V" V' ] 
2 V' + De-V + 2aP' 

Correspondant: 

1 ~ h un z~ro ou h u n  infini de V; 
2 ~ ~ un z6ro de P;  
3 ~ 'k un infini simple de /); 
4 ~ h u n  infini multiple de P. 

1 ~ Partic principale du ddvcloppement dc l'cxprcssion (5) correspon- 
dant ~ un zdro ou ~ un infini de V. 

Soit 

V =/~(~ '~  + s~ m+l + . . . .  ) 

le d6veloppement de V relatif k un z6ro ou h un infini d'ordrc m; m 
6tant positif si c'est un z6ro ct ndgatif si c'est un infini. 
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On en d6duira 
V' 1 m + (,n + 1)ss + . . .  
V t l + s s + . . .  

OU 

ee qui donne 

V'  /it/, 
- - = - - + s +  . . .  
V r 

V' '/rt V 's Wt' 2~rn8 

On a donc pour la pattie principale du ddvcloppement corrcspondant 

un zdro ou ~ un infini d'ordre m de V 

1 m (2 + m) ms 
4 s ~ 2r 

(m 6tant positif pour un z6ro, ndgatif pour un infini). 
2 ~ Partie l).rincipale du ddveloppement d6 l'cxpression (5) correspon- 

dant ~ un z6ro de P. 
Soit 

p = N(~ ~ + ~r + . . . )  

le d6veloppement de P relatif ~ un z6ro d'ordre ,u dc t :  
On aura d'une fad;on toute semblable pour la partie principale du 

ddveloppen,ent de l'exp,'ession (5) 

1 n nr 
4 r (2 + n) + 2-~" 

3 ~ Partie principals du d6veloppement dc l'expression (5) correspon- 

dant '~ un infini simple de P. 
Soit 

le d6veloppement correspondant de P, on aura pour la partie principale 
correspondante du ddveloppement de l'expression (5) 

4~' 2e + aN~ + 
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( 5 .  + "~)(1 - -  4aN') 
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4 ~ Partie prineipMe du d6veloppcment de l exprc, smn (5) correspon- 
dant h, un infini multiple de P. 

Soit le d6veloppement de P correspondant h u n  infini d'ordre n 

d'oh 

8 n  1 " ' ' 

( 1  2t, t~+2t~ ) 
P ~ =  N~" + ~ +  '2.-2 + " "  

On aura par suite pour la partie principale eorrespondante du ddve- 
loppement de l'expression (5) 

n nt~ ( 1 
- -  2 )  - 

2t, t~ + 2t~ ) 
+ -E~  + ~-----------T-J + "" 

II. 

Ceci pos6 nous allons comparer l'5quation (1) ~t l'6quation (3). 
On voit d'abord que l'on dolt poser 

d'oh l'on d&luit 

( 6 )  

V' k ' sn  �9 cn  z sn  z d n  z cn  x d n  x 
- V  = 2'~ d n  z + 2ul - -  2u~ - -  ca  .~ sn  x 

V ~ dn2~ cn2V*~ 8n~V~x 

Nous remarquerons ensuite que le coefficient de y d'ms (1) n'ayant 
que des infinis doubles, P ne pourra admcttre que des infinis simplcs. De 
plus l'6quation (1) ainsi que la valeur (6) de V ne changeant pas lorsque 
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l'on remplace x par ~ x, nou.~ prcndrons pour P u n c  fonction double- 
ment p6riodique qui ne change pas non plus lorsqu'on remplaee x par 
~ x .  Comme d'ailleurs le coefficient de y dans (1) admet comme infinis 
O, K, iK', K-'b iK', ces quantit~s qui sont aussi des zdros ou des infinis 
de V devront dtre ~galement pour P des z~ros ou des infinis. 

Si on considfre maintenant  un infini simple de P, cet infini ne figurera 
pas dans l'expression (5) si le rdsidu correspondant satisfait i, la relation 

1 --4aN' ---- O, 

a 5tant une constante arbitraire, il en r6sulte que l'on pourra prendre 
pour P des infinis simples quelconques, pourvu que les rdsidus correspon- 
dants soient tous 6gaux en valeur absolue, ear alors par un choix con- 
venable de a on pourra faire en sorte qu'aueun de ces in finis ne figure 
dans l'expression (5), (c'est ce que nous ferons). Nous prendrons donc 
pour zdros de P, O, K, K T iK' et iK'. 

Les parties principales des ddveloppements du coefficient de y dans 
l'~quation (l) pour ces quatre infinis sont 

(n~ ~ ~,)(n~ + v, + 1) = n~(u~ + 1) - -  ~,(v, + ! )  

( ' n , , -  ~,)(n~ + ~, + I)__ n,(n, + I) --~',(~, + I) 

(n, - -  ~)(.., + v + 1 ) = , h ( , h  + 1 ) - -  ~(~' + 1) 
~2 s 

Comme d'ailleurs les termes provenant dc V dans les parties principales 
des d6veloppements de l'expression (5) pour les mOnes infinis sont: 

v,(~, + 1) ~l(vi + 1) ~(v + I) ~ (~ + v, + ~,)(u + ~, + v, - -  1) 

les termes qui devrong provenir des 7~ros O, K, K + iK' et iK' de P seront 

n~(% + 1) n,(n, + 1) ,,,(n, + 1) ~,(n + 1) 
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En nous rcportant k ee qne nous avons dit, il en r6sulte quc P dcvra 
O" �9 admettre ccs z6ros avec les d%res de multiplicit6 2n 3, 2 ~ ,  2n~, 2n. 

Nous sommcs donc amends it: prendre pour P l'expression suivante: 

(7) 1 ~  R 

oh 

H(.~, ~ a,) t l (a,  "b a , ) H ( x  ~ a~) l f (x  + a , )  . . .  H ( ~ c -  a,~)H(~c "b aa) 

et on R d6signe une constante arbitraire. 
I,es r6sidus de P 5tant suppos6s t~us 6gaux en valeur absolue ou, 

ee qui rcvient au m6me, ~ cause du facteur arbitraire R, tous 6gaux 
plus ou moins un. 

Sous cette forme on rceonnait de suite que P cst une fonction 
doublcment pdriodique aux p6riodes 2 K  et 2iK', qui ne change pas 
lorsqu'on y remplace z par b x. Comme de plus les parties principalcs 
des ddveloppcments de l'expression (5) eorrespondant aux infinis 0, h ,  

K +  iK' et iK' ne contiendront pas dc termes en 1 ,  par suite de la 
$ 

forme prise pour P, (puisque les ddveloppements dc P correspondant b. 
cos z6ros ne contiennent que des puissances paires) il en rdsulte que 
l'exprcssion (5) ct le coefficient dc y dans l '6quation (1) auront  mdmes 
parties principales pour les ddvcloppemcnts relatifs aux quatre infinis 0, 
K, K -4- iK' et iK'. 

Si maintenant  nous prcnons a - ~ - 1 ,  comme tous les rSsidus de P 

sont supposes 6gaux k plus ou moins un, aucune des quantit6s am, a~, . . .  a~ 
qui sont des infinis simples de P ne sera un infini pour l'expression (5), 
par suite cette expression et le coefficient de y dans l'dquation (1) ayant  
mSmes infinis ct mdmes parties principales pour les d6veloppements corres- 
pondants ne pourront diff6rer que par une constante, et nous allons voir 
que ron peut disposer des quantit6s a de manidre que cette constante 
soit nulle. 

Tous les r6sidus de P 6tant supposes 6gaux ~ l'unltg en valeur 
absolue, et ceux qui correspondent K des valeurs de a 6gales et de signes 
contraires, 6~.ant eux-m~mes 6gaux et de signes contraires, on pourra 
6crive aussi 
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(8) p ---- H ' ( z -  a,) H'(z + a,) + . . .  + / / ' ( z - -a3)  H'(z + a3) + C 
H ( z -  a,) H(z -l- a,) H ( z -  a~) H(z -I- a~) 

C d6slgnant une constante, ee que nous gerirons de la mani6re suivante: 

,>___2r-(,-<,,) 
1 

- ' ( .  _+ 
H(~ + ai)J + C 

Pour  la constante C on aura en exprimant  que P e s t  nul pour x 

~gal k O, I~. K J r - i K '  et i K '  

(9) 
= - -  n , ( o , )  = = 

1 1 1 i 

I1 faut remarquer  toute lois que si l 'une des quantit6s n~, n~, n~, n 

5' disparaltrait. En 5galant la gtait nulle l'expression correspondante de 

C k chacune des trois autres on aura entre les qu'.m- 4" expression de 

tit~s a les trois dquations suivantes 

i ~ H(a~) O(a,) ] 1 1 

6quations qui peuvent s'6erire ainsi 

P # P 
(10) 2enaidnai=O,~sna~dna'~O, 2sna'ena"--~O. 

B n  a i c n  a i  a n  a i 
1 1 1 

(Il suffit pour passer des unes aux autres de se rappeler les expressions 

des d@ivdes logarithmiques de sn x, cn x, dn x.) 
Il y aura maintenant  k exprimer que les 2n s - -  1 premi6res d@iv~es 

de P sont nulles p o u r  x ---- 0, que les 2n 2 - - l  premi6res ddrivSes de P 
sont nul[es pour x ---~ IC, que les 2n, - -  1 premi@es d@iv6es de P sont 

nulles pour x ~ K Jr" i K '  et enfin que les 2 n -  l premi6res d6rivdes de 

P sont nulles pour x ~ iK ' .  

Mais l'on a 

U'U. _+ D~P 
1 
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et par suite en vertu d'unc relation bien eonnue 

D~P = E [k~ sn* (x + ai + iK ' )  - -  sn 2 (x - -  a, + iK')] 
1 

On eoncluc l)remi6rcment de cettc expression que toutcs les d6riv6es 
d'ordrc impair de P sont nullcs pour x 6gal k O, K,  K 4 - i K '  et iK' .  

Nous aurons done settlement '~ 6ct'ire que les ' n ~ -  1 1)rcmi6res 
d~riv6es d'ordre pair de t '  sont nulles pour x -= 0, les n~ - -  1 premi6res 
pour :c - -  K,  les n~ ~ 1 premi6res pour x = K -4- iK' ,  et enfin les n - -  1 
pre,ni6res 6galement d'ordre 4)air pour x ---- iK' .  

Cola fera done f l - - 4  6quations qui jointes aux trois dquations (10) 
font en tout f l - - 1  6quations. Mais comme il y a fl quantit6s a i l  en 
restera une d'arbitrairc, et on pourra en disposer de far'on que l'expres- 
sion (5) qui ne diff6re que par une eonstantc du coefficient de y dans 

l'6quation (1) lui soit 6gal. 
Rcvenons aux f l - - 4  6quations dont nous avons parl6 en dernier 

lieu, elles peuvcnt s'6crire de la ,nani6rc suivante: 

(11) 

E D.~sn'(ai + iK')  = O, E 
1 1 

3 s n ' ( a ,  + iK' )  .... O, . . . . .  D,  i 

2 D2n3-3  112/ ( /  "i s ( , +  i K ' ) = O  

D.~sn~(a~ + K + iK')  = O, D . i sn  (a, + K + iK')  = O, . . . . .  
1 1 

Z ho.n2--'d ~ . ,  s n  ~ (a~ + K + iK')  = 0 
1 

fl fl 

E D.,  sn ~(a, -b'~K) = 0, E 
1 1 

3 2 D~ i sn  ( a ~ +  K ) = 0 ,  . . . . .  

~) 2nl-3 ~ - 9 / a  .~ ~n ~ , + K ) = 0  

;~ p P 

Z 0 =0 2 , ,  Do~ a~ ---- , Da~sn at , . . . . . .  .~ S11 g a i  0 
1 1 1 
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Mais on peut los mettrc sous uue forme diffSrcntc qui scra en g6n6ral 
plus avhntagcusc. 

Considdrons par cxcmple los dquations 

X D:,-I ai 8119 (I i = 0 

1 

qui correspondent aux diffdrentes wdcurs de s. Cclles qui correspondent 
aux premi6res valcurs dc s scront: 

1 ~ pour s - ~  1 

D a t s n  ~ a~ = 2 ~ sna, cnaidnat  = 0 
1 1 

2 ~ pour s ~ 2 

a i SII~ (tt  -~- 8 

1 1 

sn at cn a t d n  a~[--  (1 + kS) + 3k 2sn'a; ]  = 0 

P 

X s n ~ - S a t  cn ai dn ai = 0 
1 

Cette 6quation devient en tenant eoml)te de l'dquation prde6dentc 

X SII s a i Cll q i  a~ = dn 0 
1 

On fcrait voir bicn facilement que la loi est gdn6rale, il suffirait 
d'6t-lblir quc la d6riv6e d'ordrc 2 s - - 1  dc sn ~ a~ est 6gale au produit de 
sn at cn a, dn a~ par un polynome cu sn~a, dc degr6 s - - 1 .  Or nous 
avons v6rifi6 le fait pour les deux prcmi6res valeurs dc s, ct on ferait 
voir que s i l c  fait est vrai pour une valeur de s il l'est aussi pour la 
valeur suivante. 

On obtiendra done la s6ric des 6quations suivautcs 

P 

X sn a~ cn a~ a~ = dn 0 
1 1 

P 

(12) 2.J sns at cn a~ dn a, = 0 
1 
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Les autres 6quations se transforment d'une mani6re route semblable, 
et en rempla$ant de plus sn (a, + K),  sn (a, + K + iK'), sn (a, + iK') 
par leurs valeurs ainsi que cn(a~ + K), dn (a, + K) ,  . . . .  , on obtiendra 
los 6quations suivantes 

P p p 

, 2 = o ,  . . . . .  X = o 
1 1 1 Ol  

X / d .  ~, ~n,,, V d." ~, ~ .  o, 
02) ~ en 8a, = 0 '  /'#t ~ e - ~ T - = ~  . . . . .  

l 

y cna,  dna ,  V cnoi  d_nn., 
. ,  - -  0 ,  / ,  0 ,  . . . . .  

8 I lS  
W (gr 

~ dn~'-aa, sn a, 
cn 2"-t a.i 0 

X ena~ On a ~ =  0 
sn 2~-I a~ 

1 

Reste k trouvcr ta dcrni6re 6quation qui exprime que la diff6rence 
constantc de l'exprcssion ( 5 ) c t  du coefficient de y dam l'6quation (I) 
se rdduit k z6ro. 

Pour cela faisons x = i K ' + ,  e t  6galons les valeurs des termes 
constants dans lcs ddveloppements corrcspondants de l'expression (5) et 
du coefficient de y dans l '6quation (1). 

Si dans le coefficient de y dans l'6quation. (I) nous faisons x = iK' + , ,  
nous obtenons pour le terme constant du d6veloppement 

k'(~, --  u,X~, + v. + 1) + (~, - -  vX**, + u + 1) + 

1 + k  s 
+ - T - -  (~ + u + u' + u,X n - u - u , - u s  + 1 ) + h  

p t  
Si l 'on fair x == iK' + ~, devient ~r 

1 

et par  suite en se bornant dans le d6veloppement de P'  ~- au terme e n  �9 

il sera 
# 

2~ + k') __ X k . s n . a , ]  ' T - - 2 [  n{1 ~. , §  



118 

On cn ddduit i)our le 

1 P'* 1 D*P'-P pression 4 P '  2 

On a ens-uite 

Sparre. 

refine constant dans lc ddvcloppcmcnt de l'cx- 

f l  

- -  (2r~ - -  1) n - - ~ - - - -  + n,,k' + n,  - -  s n '  a~ 
1 

v '  .. 0 ' , ( . )  H ' , ( . )  H'( .d  o'(,~) 
-V = ~~ ~ + 2,~, ~ + 2v, H~5 --  2(,~ + ,~,.+ ~,) O(x) 

et en changeant x e n  i K ' . 4 - z  on  cn d6duit pour le ddveloppement corres- 
V' pondant de -g 

2 v +  v, + v, + 2[(,~ + v, + ~)1 + k' ] 

et par suite pour lc terme constant dans lc ddveloppemcnt de 

1 V '1 1 V' 
4v' + ~ D ~  

(2u4-2v' 4-2v'4-I) [  (v 4- v' 4- v')l 4-k'3 '~--k'~,_] 

et comme P e s t  nul pour x -  i K ' ,  on aura cnfin pour le terine constant 
clans le d6veloppement de l'expression (5) relatif ~ x -  i K '  't- z 

- - ( 2 n - - l )  ~l(l + k')  k'  3 4- n , k '  4- n,  - -  s n '  ai "4" 
1 

4- (2~ 4- 2u' 4- 2"* + I)[ (~4-~'4-~')14-k':3 v--k%,] 

En 6gaiant cette expression 'k celle d6j'~ trouv6e pour le termc constant 
dans le d6veloppement du coefficient de y dans r6quation (1) on aura 

(13) It = ( 2 n - - 1 ) 2 k ' s n ' a i - - ( n  4- n, 4- v, 4- ~,Xrt 4- nt --  vt - -  v,)-- 
1 

- -  k ' (n + n, + v + ~,X~ + n, - - ,  - -  v,) 

En faisant au lieu de x .= i K '  "4- z,  x --=- ~, x ~ K "4- e, x = K -4- i K '  "1- e ,  

on obtiendra les trois autres expressions de h qui suivent: 
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h = (2n 3 - -  1) 

h -- (2n., -- 1) 
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k '  s n '  (a i  "l- i K ' )  - -  (n~ 4- n ,  -[- ~, -I- u, Xn.~ -l- n ,  - -  u, - -  ~,) - -  

- - k ' ( . ,  + . ,  + ~ + u,X*t, + n, - - ~ -  u,) 

# 

~/__l k'sn~'(a~ + 1 ;+  iK')  - -  (n, + n,~ + u, + ~,Xn, + ns - -  u, - -  u,) - -  

- -  k ' (% + n + u + u,Xn, + n - -  ~ - - ~ , )  

h = ( 2 . , , -  1 ) ~  k' sn' (a~ + K ) -  (n, + n + ~, + u,X,*, + n -  u, --u,) - -  

- -  k ' ( n ,  + . . ,  + u + ~X'rt ,  + .,~ - -  u - -  u,)  

Si l 'une den quantitSs n ~tait nulle, l'exprension correspondante de h 
disparaitrait. 

Nous ferons remarquer qu'en dgalant entre ellen len quatre valeurn 
de h on obtiendrait trois ~quations qui sont den consSquences de celles 
~tablies prdc~demment. 

1 Nous avonn nupposd pr~e~demment a-- - -u  

1 On en d~duit t~- - - -~ .  

On aura ensuite 

f H(. - -  a,) H(. - -  a.) . . . . .  H(. - -  a,,) Pd~e = L H( ~ + a,,)H(~ + %) . . . . .  H(z + a~) + Cx 

et par suite l'intSgrale gfinSrale donnde par la formule (4) 

sera 

dn" ;v el l"  x Sn ~' x ]/H(a" - -  a t )H(x  -I- a , . ) H ( z -  a,)H(z "4r %) . . . . .  H(z - -  a~)H(.r, -I- a~) 
H "'(~e) H:"(x) 0:'(*) 0"(~) 

C C 
[- 1 /  H(x - al) . . . . .  H ( x -  a~) e2 ~ | / H ( x  -'F a l) . . . . .  H(x ..[- a#) e-~Z 1 

�9 [A V ~ + o , , )  . . . . .  n(x + ~ + ~ I / H ( . - -  a,) . . . . .  H ( ~ -  ap) J 

ce qui peut su 
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(14) 
[ 

n(~ + ~ , ) ~  + , ,)  . . . . .  H(~ + ~)~.-~--I' + B 
"~(~) IC~. .  ) 0 7 ( ~ )  0 "(~) ! 

C 
oh ~ a la valeur donn6e h la page (114) par tes formules (9). 

0 supposent toute fois que les quatre quan- Les expressions (9) de 

tit~s n, n~, n 2 et n a ne sont pas nulles en m6me temps. 
Examinons done le cas off l'on a 

Dans ce cam P ee rdduil, h une constante C~ et par suite en vertu de 
~a P O '  �9 �9 �9 la formule (4) l i n t%ta le  generale de l'6quation (1) devient (en prenant 

a =  1) 

dn" �9 on" z sn" z[Ae c'' + Be -q~] 

et on .aura pour d6terminer cette constante C1 en fonction de h la relation 

h = v :  + (~, + ~,)' + ~'(~ + ~,), 

expression que l'on obt ient  comme les pr6c6denles cn 6galant les termes 
constants dans les d6veloppements de l'expression (5) et du coefficient de 
y dans l'4quation (I), pour x = i K ' - t - � 9  par  excmple. 

III.  

Avant d'aller plu~ loln traitons encore les deux cas suivants: 
1 ~ n] ---=- n.~ = n s --=- 0 ,  n ----- 1 ,  

cas qui comprcnd l'6quation de I, AM~. pour n----- 1. 
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L'int6grale sera 
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h = k ' s n ' a - - ( 1  + k  s) 

ce qui est bien la valeur donnge par M. HERMITE. 
2 ~ Soit maintenant  n = n ~  = n  3 = 0 n~ : 1 ,  

cas qui comprend I'6quation de M. PIOARD pour ~---- 1. 
L m t % r a l e  g 6 n 6 r a l e  s e r a  

"',(") - ~ . 1  
dn~zcn~'zsn"z A H ( Z - - a )  e~(~) -I" B H(~(z  )'t" a) e o~(,) ] 

et l'on aura pour d6terminer a en fonction de h la relation 

e e  

devient 

et l'on a 

h = k ' s n ' ( a +  K ) + ( v ,  + u ,  + 1)(v, + v ~ - - l ) + k ' ( v + v ,  + 1Xu+~, 

Si en  p a r t i c u l i e r  

Yt ~ 1~ 2 ~ 0)  

qui donne l'6quation de M. PICARD 

a H(~ - -  a) o ' , ( . )  
e 0,(o) + B tt(z + a) 

o(~) 0(~) 

k l l  
h = k ' s n ' ( a +  K ) - - I  = - - d n ' ( a +  K ) = - - d n ,  a 

- -  1 )  

pour n = 1, l ' int6grale g6n6rale 

_ O'l(a) z 

6 Ol(a) 

Ce sont bien les r6sultats donn6s par M. PICARD (ici h - - - - -  a l e  terme 
en y 6rant dans le second membre dans l'6quation (1)). 

9 -  665oo7 A c t a  m a t h e m a t i c a .  3 

I . 8'(,*) 1 o'(.).z H(z + a) e -  ~ ~' (In ~ z cn ~' z sn ~' z A H(z - -  a) eo-~" + B 
O(z) O(z) 

eL ron  aura pour d6terminer a en fonction-de h l '~quation 

h=k'sn  2a+(u, +v,+l)(u, + v , - - 1 ) + k ' ( ~ + v , + l ) ( v + v , - - l )  

Si en  p a r t i c u l i e r  on  a v = v I ---- v 2 = 0, ce  q u i  c o r r e s p o n d  k l ' 6 q u a t i o n  

de  LAM~, p o u r  n = 1, on  t r o u v e  
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Dans les d e u x  exemplcs  prdc6dents  nous  avons pu  obten i r  l 'expres-  

sion de a en fonct ion de h, mais  en g6ndra |  iI n 'en  est pas ainsi, et 

nous  ob t iendrons  seu lemen t  une  dquat ion  ayan t  p o u r  racines soit sn ~ a~, 

sn 2a 2, . . . . .  sn 2az, soit cn 2a~, cn ~a 2, . . . . .  cn 2a~, soit enfin dn ~a~, 

dn  2 %,  . . . . .  dn  2 %, su ivan t  qu' i l  sera p lus  a v a n t a g e u x  d 'ob ten i r  l ' une  ou 
l ' au t re  de ces trois 5quations.  

Tou te  lois avan t  de nous  occuper  de la dd te rmina t ion  de cette 6qua- 

tion nous ferons la r e m a r q u e  suivante.  

Si l 'on a n - -=n~ ----n 2 ~ n  a et  si clans ce cas sn ~a~ est une racine 

de l%quation qui  a p o u r  racines sn ~ a~, sn ~ a~, . . . . .  sn ~ a~, cette 6quat ion  

adme t t e r a  aussi les racines sn '  (at: -4- K),  sn ~ (at: "4- iK'),  sn 2 (a, "4- K - t -  iK'). 
On p e u t  dans ce cas, pu isque  n = n 1 = n~ = n3, p r end re  p o u r  les 

6quat ions  qui  dd t e rminen t  les quant i tds  a les dquat ions (9) 

2 H'(ai) Z H',(a~) Z O'(ai) 2 0',(a~) 

et  les dquat ions (1 1) 

2 Da~snS a.~ .-~- O, . . . . 21 )~" -3  �9 ~ ~ a  i S l l  ~ ai -~ 0 
1 1 

2 Dai sll~ (at: + K) = 0 , .  . . . . .  Z D]~-a 
1 1 

P 

sn " (ai + K) = 0 

2 D , i  sn~(ai + iK') = O, . . . . . .  2 D~'~-3 sn2 (a~ + iK') = 0 
1 1 

~ D,q sn *(ai + K + iK') = O, . . . . . .  Z 
1 1 

D~.-a sn , (ai + K + iK') --=- 0 
at: 

et l 'on voi t  de suite que ces 6quat ions ne changen t  pas si l 'on remplace  

at: pa r  l 'une  des quant i t6s  at: "4-K, at: "4-iK',  at: 4 - K - 4 - i K ' ,  par  suite dans 

ce cas le degr6 de l '6quat ion pou r r a  s 'abaisser au  degr6 n--= ~ .  
4 
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IV. 

Occupons  nous maintenant  de ddtcrmincr cette dquation, en supposant  
d ' a b o r d  n 1 ~ n ~ - - - - - n  3 ~ O, h y p o t h S s c  qui donncra comme cas particulier 
l 'dquation de LAM~ pour n quelconque.  

Posons  pour ce cas 

s n  ai  cn  a i  d n  a+ =: 'u+ 

e t  

S I I 2  ~ i  ~ Z (  

Les 5quations qui d+terminent les quantit+s a deviendront:  

1 1 1 

Si par suite on r(~sout ces ~quations par rapport aux  quantitds u, on aura 

oct  

u, __ u, __ l),_ 1 ~ __ 1 ) . _  1 
J, J ,  - -  ( - -  j+ - -  ( - -  j +  

/ . I  1 

1 1 . . . . .  1 

X~ X a . . . . .  X n 

2 2 2 
X2 X 3 . . . . .  X n 

�9 , �9 , . , �9 . 

X~ n--2 X3 n--~ . . . . .  X~+--2 

, J~ ----- 

1 1 

X 1 T, 3 

X t X~ 

�9 . �9 . , 

2 
�9 ~ * o *  X n 

1 

X n  

�9 �9 �9 �9 �9 

1 I . . . . .  1 

X 1 ~ . . . . .  X n _  1 

x o . . . .  n - - I  

n - - 2  n - - 2  �9 �9 ~ X n - - 2  
X 1 X 2 �9 t ~ * - - 1  

. . . . .  / I  __-- 

�9 , �9 �9 , . �9 , 

X~--2 a--2 n--2 X 3 . . . . .  X n 
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Nous poserons de plus 

d _ 

Sparre. 

1 1 . . . . .  1 

~1 X2 . . . . .  Xm 

x,' x;  . . . . .  x;  

x~ -1  z ; - '  . . . . .  X.  " -1  

. f (z )  ~-  (z  - -  z, Xz  - -  z , )  . . . . .  (z - -  z . ) ,  

f(x) &ant par suite la fonction qui, ~gal6e ~ z6ro, nous donnera l '6quation 
cherch6e. 

Mais on aura en vertu d'un th6or6me connu, le th6orfme de VANDER- 
MONDE 

J _ 

( ~ .  - -  ~ , X ~ ,  - -  z , )  . . . . .  ( ~ .  - -  ~ , )  

(~, - z , X ~ .  - -  z , )  . . . . .  ( z .  - -  ~, )  
�9 , , , , . , , . . �9 , 

(~ .  - -  ~._~)  

J, 
(~, - -  z , X ~  - -  ~,)  . . . . .  ( x .  - -  z , )  

. - ~ j  . h , . �9 , , , , , . , , 

I ( ~ .  - -  ~ . _ ~ )  

O n  a d ' a i l l e u r s  

j ( ~ ,  - -  ~ , X ~ ,  - -  ~ , )  . . . . .  ( ~ - - '  - -  ~ , )  

(~, - -  ~ , X ~ .  - -  ~,)  . . . . .  ( ~ - - ,  - -  ~ , )  
~ t t ~  I . . . . . . . . . . . . .  

! 

I ( ' , - - I  - -  " , - - ' )  



Sur unc dquatinn, diffdrentielle lindaire du second ordre. 125 

f ' (~ , )  = (~, - -  ~,~(~, - -  ~s) . . . . .  (~,  - -  z . )  

f ' ( ~ s )  = (~s - -  ~ , X ~ ,  - -  ~s )  . . . . .  (~s - -  ~.) 
�9 �9 , o �9 �9 �9 o ~ �9 �9 �9 �9 o 

f ( "  . )  ---- ( z , ,  - -  z , X ~ .  - -  ms) . . . . .  ( ~ .  - -  z . - , )  

et on en dedui t  

J ( - -  1)" -~ ' ' " = a l f ( ~ i )  . . . . . . .  ( - -  l ) " - - i a , f ' ( x i )  . . . . . .  : J,,f(z,) 

Pa r  suite en rempla(;ant  31, A ,  . . . . .  Ai," A par  leurs va leurs  tir6es 

des ~quations pr6cddentcs, les 6quations dont  nous nous occupons dev iendront  

= u , f ' ( z , ) =  usf'(zs) . . . . . . .  u,f'(z,) . . . . . . .  u,f'(z.), 

ddsignant  la va leu r  commune  de ces expressions. 

En  remplagant  u l ,  u~, . . . . .  u~ par  leur  valeur ,  ces 6quations s 'dcriront: 

(15) ~ ----- sn a I cn a, dn a J ' ( z , )  = sn a I cn a s (In a .J ' ( zs )  . . . . . .  

. . . . . .  sn a, cn a, dn a,f '(z~) . . . . . . . .  sn a.  cn a.  dn a . f ' ( z . )  

Telles sont les 6quations qui  doivent  servir s ddterminer  les quanti tds 

a ou p lu t6 t  les coefficients de la fonction f ( x )  qui, 6galdc ~. z~ro, a pour  

racines s n  2 a I , sn ~ a : ,  . . . . .  s n  2 a . .  

Soit  

f(z) = z" + as z ' - I  + a , z  "-~ + . . . . .  + a . - 1  

On aura  d ' abord  en ve r tu  de la relat ion (13) 

n 

h =  ( 2 n - - 1 ) ~ k  ~ s r P a ~ -  (n, -b v t 4" vsXn - -  v, - -  v s ) - -  k~(n -{- v + YSX~b YS) Y 

1 

(puisque dans le cas pr6sent % = n ~  = n 3 ----0) 

h "4- (n 4" v, "F vsXn ~ v, - -  v,) "1- k'(n 4- v + v t X n  ~ v - -  ut )  
( 1 6 )  a0  = - -  s n ~ a ~  = - -  ( 2 i t  - -  1 ) k  s 

a 0 e s t  d o n e  c o n n u  e n  f o n c t i o n  d e  h, ~, ~, e t  ~ q u i  s o n t  l e s  d o n n 6 e s  d e  

l a  q u e s t i o n .  



126 8parre. 

Elevons  les 6quat ions  (15) au  carr6, elle dev i end ron t  

(17) ,t' = z,(1 - -  ~,)(1 - -  k'z,)f"(z,) = z,(1 - -  z.X1 - -  k'z.)f"(z.)  . . . . . .  

. . . . . .  z,(1 - -  z~)(1 --  k'z,)f"(x,) . . . . . . .  ~.(1 - -  x.)(1 - -  k'x.)f"@.) 

Nous en d6dui rons  le ealcul  des coefficients de f(x)  en nous  basant  sur  

la r e m a r q u e  su ivante :  

L'6ciuation 

�9 (1  - -  z X l  - -  k ' ~ ) f " ( ~ )  - -  ~ '  = 0 

qui  est de degr6 2n -b 1 a d m e t t r a  en ve r tu  des 6quat ions  (17) les raeines 

x~, x2, . . . . .  x. ,  son p remie r  m e m b r e  sera done divisible par  f(x) et l 'on 

au ra  par  suite 

(18) x(1 - -  zX 1 - -  k'z).f'*(z) - -  ,~' = f(z)f,  (z), 

f~(x) 6tant  un  p o l y n o m e  ent ier  en x de degr6 n A- 1. 
En  p r enan t  la d6rivde de l '6quat ion (18), on en d6dui ra  

(19) f'(z)[[1 - -2 (1  + k')z + 3k'x']f '(z) + 2 [ z -  (1 + k')z' + k'xS]j"(z)] = 

= f ' ( z ) f , ( z )  + f ( z ) f ' , ( z )  

Mais tous les infinis de P 6 tant  s imples  on doi t  supposer  toutcs  les racines 

de f(x) diff6rentes, il en r6sulte que f ( x )  qui  divise le 1 er m e m b r e  et  qui  

est p r emie r  avec f(x)  dol t  diviser  f'~(x) et c o m m e  f ' l (x)  est de degr6 
n et  ['(x) de degr6 n - - l ,  on aura,  A et  B d6s ignant  des constantes  

(20) f ' ,(z) = (Az + B) f (z )  

Si par  suite on pose 

f,(~) = [1 - -  2(1 + ~,). + a~, . ' ] / ' (~)  + 2[ .  - -  (1 + ~,)~, + k'~' lf"(*),  

l'6quation (19) deviendra en la divisant par f'@) 

f,(~) = A ( ~ )  + (a~ + B):(~); 

p renan t  de nouveau  la ddriv6e de cette 6quat ion  et  r e m p l a g a n t  f l ( x )  par  

aa va leur  donn6e par  l '6quat ion  (20) on au ra  

(21) �9 j ' ,(z) ---- 2(Az + B)f(z)  + Af(z) 
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Mais en prenant a_~- - - -  1 nous pouvons 6crire 
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e t  p a r  su i t e  

n 

o 

n - - I  

j ' ( , )  = '~ ,  (n - -  i ) , , ,_ lZ " - ~ - '  
0 

n - - 2  

f"(~)  = (n - -  ~ (n  - i -  1 ) , ~ - 1 z  
0 

e t  en  c o n v e n a n t  de  p l u s  de  p r e n d r e  a~ = 0 p o u r  i < - -  l 

n o u s  a u r o n s  

o u  i > n ~ l ,  

L(~) = 2 
- - 1  

e t  auss i  

[a~_~(n - -  i + 1X2~t - -  21 + 1) - -  2 ( l  + k')a~_~(n - -  i)" + 

+ k~(n - -  i - -  1X2n - -  2i - -  1)a~]z " -~  

n - - 1  

2(Az  + B ) f ( z )  + Af(z) = 2 
- - 1  

[A(2n  - -  2 1 - - 1 ) a ~  + 2B(n - -  *)a~_tJZ . . . .  ~-t 

d e u x  m e m b r e s  de  l ' 6 q u a t i o n  (21)  on  a u r a  

s u i v a n t e s  q u i  c o r r e s p o n d e n t  a u x  v a l e u r s  - - 1 ,  0,  

et en identifiant alors les 
les n + 1 6quations 

1, . . . . .  n ~ l  d e i  

(22) (n - -  ,)[a,._~(n - -  i + 1X2n - -  2i + 1) - -  2(I + k ' )a ,_ , (~  - -  *)' + 

+ k2(n - -  i - -  1X2n - -  2i - -  1)ai] = A(2n - -  2i  - -  1)a~ + 2B(n --- z)a~-t 

Les deux premidres de ces ~quations sont: 

(~t + 1)k',n(2n + 1) = A(2n + 1) 

~z[-- 2(1 + k~)n 2 + k2(n - -  1X2n - -  1)%] = A(2tt - -  1)% + 2 B n  

e t  e l les  d o n n e n t  

A = ~(n + 1)~' 

B = - -  n ' ( l  -I- k ~) - -  (2u - -  l )k 'ao 
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Portant ces valeurs de A et de B dans l'6quation (22) on en d,~duira 

[i(2n ~ i)(1 + k ' )  + (2n - -  1)k'a.]2(n - -  ;~ttt__ 1 4- (n - -  i ) ( t r  - -  i 4- l)(2n - -  2i + 1)ai_ 2 
(23) a , =  

kt(2n - -  2 i ~  1)(i + l X 2 n - - i )  . 

a t dtant donnd par la formule (16), la formule (23) pcrmettra de calculer 
de proche cn proche t o u s l e s  coefficients de f(.r). 

L'6quation f@) = 0 admet pour racines sn ~ a~, sn ~ a~, . . . . .  sn ~ a., 
mais lorsquc le signe de l 'une des quantitds a~, a~, . . . . .  a. aura 6t6 
choisi arbitrairement,  les signes de toutes les autres seront d6terminds 
par ce fait que ces quantit6s doivent satisfaire aux relations (15) 

t | 
sn a,  cn a, dn  a , f ' ( s n '  a , )  . . . . . . .  sn a~ cn a, d n  a , f ( s n  a,)  . . . . . .  

L'int~grale g6nfrale 6tant ensuite donnde par la formule (14) 6fl l'on fait 
n I ---~n 2 - ~ n *  ---- 0 sera 

e. 2x  (24) 
L O'(z) 

oh 

C 7 
B H(x + a,,)H(x + a,)  . . . . .  H(z + a . )  2 ~ /  + 

0"(z) 3 

m 

O 0'(a,) 

! 

Le probl6me pourrait done (~tre considdr6 comme r6solu puisque l'6qua- 
tion f(x)-~ 0 ferai t  connaitre les quantit6s a au signe pr6s, en donnant 
~ 1 [ 1 2  . . . o  . a~, sn ~ %, sn ~ a. et que la concordance des signes de ces quan- 
tit~s est donn6e par les relations (15). 

Toute fois M. HEamTE a fair voir dans son beau m6moire sur l'dqua- 
tion de LAMk que l'int6grale de cette 5quation pouvait dtre obtenue 
d'une ~fa~on compl6tement explicite et c'est cc mdme but que nous allons 
nous proposer d'obtenlr, en nous inspirant des travaux de ce grand 
g6om6tre. 
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V 

Pour cela remarquons que la fonction doublement p~riodique de 
2 de esp6ce 

C 

~ -  a t ) ~ z - - a , )  . . . . .  ~ - - ~ , , ) ~  
0'(~.) 

peut s'6crire de la mani6re suivante 

(n-{- l)rri ( n + l ) ~  C 

(25) g 
on+l(~) //('Z + ,5) 

Mais si ron prend to = Z a,-Jr" (n-4- 1)iK', le 1 er facteur de rexpression 
1 

(25) sera une fonction doublement p6riodique de x. Nous allons main- 
tenant nous proposer de calculer les coefficients de cette fonction double- 

ment p6riodique ainsi que to e t ~  en fonction des coefficients connus 

0[0~ ~1 9 . . . . .  ~ n - - l "  

Toute fois nous allons d 'abord obtenir l'expression de la quantit6 que 
nous avons d6sign6e par JP. Nous partirons pour cela de l '6quation (18) 

[z --(1 + k')~.' + k%'] f '~(z )  - -  ~ = f @ E ( z )  

on a d'ailleurs l '6quation (20) 

y',(z) = (A~ + .)f'(,~) 

Si donc on pose 

/ f ( ~  + + a._lz 
z . + t  n 

~(~) = ),z~ = ,~ u  + ~~ ,-; . . . . .  
0 

on aura, D d6signant une constante 

(26) f~(z) ---- (Az + B) f (z ) -  AF(~) + D 

L'6quation (18) deviendra alors 

[ z - - ( !  +/P)z" + k%']f '*(z)~ F =  (Az + B)F(~)-- AF(z.~f(z) + Dr(z) 
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et en 6galant dans les deux membres 
du terme en x on aura 

on tire de lit 

le terme constant et le coefficient 

- -  2 -~ = BrL]_I + DtL._l 

A~1._1 + D a . _ ~ ,  A a ~ _ l  + 2 B a . _ 1 . , , - 2  ~ ~ t'].n_ 2 

2' = ,~,,_~ [B-,,--1 - -  ".-2] 

ou en remplaqant B par sa valeur (page 127) 

(27) 2 '  = - -  a n - , [ a n - 2  + an-~[(1 + k ' ) n '  + (2n - -  1 )k ' a . ] ]  

Ccci fait proposons nous d'obtenir la fonction doublement p6riodique 

~"+ ') ':~ H ( z  a , ) H ( x  a , )  H ( x  - a , , ) H ( z  -]- co). 
A e  2K - -  - -  �9 . . . .  

O.+~(z) 

cette fonction ~tant doublement p~riodique d'ordre n ~ 1, on pourra la 
mettre sous la forme(~) 

M ~ ( s n  2 z )  - -  sn  z cn  z dn  z r  z)  

oh M ddsigne une constante, oh ~(x) est un polyn6me entier de degr6 m, 
n 6tant dgal it 2m ou it 2 m - - 1 ,  et oh r est un polyn6me entier de 
degr6 m - - 1  si n----2m, de degr6 m - - 2  si n = 2 m - - I  (r est donc 

dans t o u s l e s  cas de degr6 n -  m -  1). 
I1 s'agit maintenant de d6terminer les polyn6mes ~(x) et tb(x). 
Mais on devra avoir d'abord 

M y  ( sn '  a~) - -  sn at cn  a~ dn  a~r  (sn ~ a,) ----- 0 

et aussi en vertu des 6quations (15) 

2 - -  sn a~ cn  a~ d n  a ~ f ' ( s n '  a~) ----- 0 

On d6duit de ces deux, 6quations 

M ~ s n '  a~) 2 
sn  a~ en  a~ (In a~ := ~ s n '  a~) - - - - - - f (sn '  a~) 

(z) Voir  trait~ de Calcul diff~rentlel et integral de LAcaolx~ note de M. HERMXTE. 
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ou en prenant  M "--A 

~sn '  a0 = ~(sn' a,)f'(sn t a~) 

et cette 6quation devant avoir lieu pour toutes les valeurs dc sn~x qui 
annulcnt  f(x), on en conclue 

(28) ~(~) = ~(~)f ' ( , ) -  o(~)f(.~) 

O(x) (levant, pour quc cette 6quation soit possible, Ore de degr6 m - - 1 .  

On pourra d'ailleurs toujours d6terminer les coefficients de V(x) et 

de O(x) par les conditions que ces fonctions doivent remplir. 
En effet dans t o u s l e s  cas ~b(x) sera de degr6 n - - m - - l ;  on aura 

done k exprimer que les coefficients des puissances de x sup6rieures k 

n - -  m - -  1 sont nuls, et comme le second membre  est de degr6 n q- m - -  1, 
eela fera 2m 6quations qui 6tant lindaires et homog6nes par rapport aux 

coefficients inconnus permetteront de les d&erminer k un facteur constant 

pr6s. Les coefficients de ~(x 5 et de O(x) 6tant connus on en d6duira de 
suite ceux de ~b(x). 

~(x 5 et $b(x 5 6tant ainsi d6termin6s, on aura, puisque nous avons pris 
M----2,  et en choisissant convenablement le facteur A, 

~r(n+l)i  a~ 

(29) A~ '~ ~(~ - -  ~,)R(~ - -  ~,) . . . . .  H(~ - -  ~.)H(~ + ~) = 
O"+~(z) 

---- ).~0(sn' z) - -  sn z cn z dn zr (sn' z) 

car la fonction doublcment  p6riodique d'ordre (n q- 1) 

~0 (sn'  ~) - -  sn z cn  z dn zib(sn* z )  

qui admet  en v e r t u  des relations (285 et (155 les z6ros a~, a~, . . . . .  a. 
admettra  aussi, puisque la somme de ces infinis est (n + 1)iK', le z6ro 

- ( D ,  + (" + ~  ~  vo ,u du thdor6me de M. LIOUVILLE. 

Les deux membres de l'6quation (295 seront done-identiques,  avec un 
choix convenable du facteur constant A. 

On aura ensuite en changeant x en - - x  

~ ( n + l ) i  

(30) (__ 1),,+lAe ,x " H(z + a,)H(z + %) . . . . .  H(z + a,,)H(z - -  aJ) = 
O"+'(z) 

= a~,(sn' z )  + sn  z r ~ dn  z 4  (sn'  z )  



132 Sparre. 

Nous allons maintenant calculer les coefficients de ~(x) ,  O(x) et ~(x) 

et ddterminer ensuite la valeur de eo. 
Posons 

~o(~) = ,40 + A , z  + A , z  ~ + . . . . .  + A , . z"  

(31) 0(z) = B o + B,z + B,z' + . . . . .  + B . _ l z  ~'-1 

r = Ro + R,z + R,z' + . . . . .  + R~_~,_~z ~-m-~ 

En dgalant ~ zdro dans le second membre de l 'dquation (28) les coefficients 

des puissances de x supdrieures k n - - m - - 1  nous aurons los 2m 5qua- 
tions suivantes 

(32) 

i - - m  t = m - - 1  

Z ( T b - - ~ g - - i  "3f- l)Air - -  Z CLm§ -~ 0 
i=0 (=0 

~ ( ' ~  .... 1'n,--~-i-2)AifLil,+i-- 3 - -  ZCL,,,~-i--'~i=O 
i~0 i=0  

�9 ~ f l l  i --..~W-- 1 

Z('r~-- i )Aiai- i  - -  Zai l : l ,= 0 
t=O i~0 

F=m--I i-~m--I 

Z ('II,-- ~)AiI. IqZi_-I "-- Z cLi.-I '~i 
i=o i~o  

- - 0  

i~=m--$ i- m--2 

Z ('/, - -  i )z~,+ 2'Li-- | - -  ZcLi-I~-~i,I=O 
i = 0  d~O 

nA,,, - -  B ..... I = 0  

Oil tircra de ccs 6quations lcs valeurs de .40, ~4~, . . . . .  . A . ,  Bo, B~, . . . . .  B._~ 
un facteur constant pr6s, et en choisissant convenablemcnt ce facteur con- 

stant on aura pour ~(x) et 0(x) les exprcssions suivantes: 



(33) ~ ( ~ ) =  

e t  

(34) 0 ( , ) =  
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1 * . . .  z "  0 . . .  0 

n - - m +  1)am_~ (n - -  ra )a , ,_ l  . . .  ( n - - 2 m +  1)a2 , , -2( - -  a m - l ) . . .  ( - - a 2 , , - 2 )  

- -  m + 2)a,, ,_~(n--- m + 1 ) a , , , _ 2 . . .  (n - -  2 m  + 2)a2, , , -~(--  a,,_ ~.)... ( - -  a~,,-3) 

. . . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . .  �9 . . . �9 . . . . . . . . . .  �9 . . ~ 

~ ( n - -  l ) a ,  . . .  (n - m ) , * , , , - i  ( - -  so) . . .  ( - -  a,,,-~) 

0 n . . .  (n--mq-1)a, , ,_2 ( - -  1) . . .  ( - - a , , , _~ )  

0 0 . . .  ( n - -  m + 2 ) a , , , - s  0 �9 �9 . ( - -  a , , -3 )  

0 0 . . .  n 0 . . .  ( - - 1 )  

�9 ~ . . . . . . . . . .  , . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  " � 9  o ~ 

0 . . .  n 0 0 . . .  ( - -  1) 

O i l  e n  d 6 d u i r a  e n s u i t e  l ' e x p r e s s i o n  d e s  c o e f f i c i e n t s  d e  ~b(x); o n ' a u r b , :  

i : 8  i ~ $  

R , - - - - ~ ( i  + 1 ) A , _ i a , _ i _ , - - 2 B , - i a , - i - i  
i = O  i = O  

'~ . . .  ( ' ~ - -  ~)" , - -~  ( -  ~o) 

0 . . .  ( n - - m +  1)a .... , ( - - l )  

0 . . .  ( n - - m + 2 ) a  .... ~ 0 

0 . . . 0 1 z . �9 . a: ~'-1 

n ~ m + l ) , ' , t  . . . .  2 . . . ( n - - 2 m + l ) a ~  . . . .  ~ ( - -  a,,,_l) ( - -  a,,,) . . . ( - - a : , , , _ ~ )  

n - - -  m 4" 2)a,,,-3 . . .  (n - -  -2m --b 2)qZgm-~ (-- qm--~) (-- a,,.-:l) . . .  (--  a..,,--3) 

. . . . .  �9 . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . 

( - - ~ , )  . . .  (--~,,,_.?~ 

( - -  -o) . . .  ( - -  ,'~,,,-~1 

( - - 1 )  . . . . .  

O . . . 

e t  p a r  s u i t e  



134 

a=n--m--1 t=m 

~ = 0  i = O  

o u  b i e n  e n  p o s a n t  d ' a b o r d  

p u i s  

(36) 

S p a r r e .  

[ ( i  d"  1 ) A , - ~ a n - l - 2  - -  B ~ - i a n - t - 1 ]  

?o = a ._~  + 2 a . _ 3 z  + 3 a . _ 4 z '  + . . . . .  + ( n -  m ) a . , _ l z  " - ' - 1  

,9 2 l )ten, a~n-  m -  l p,  = a . _ 2 z + . a . _ 3 z  + . . . . .  + ( n - - m - -  

�9 �9 o o o . �9 �9 �9 . , �9 �9 �9 . ~ , �9 ~ �9 

�9 o �9 , �9 . �9 �9 �9 . �9 �9 , �9 �9 �9 �9 

pn--m--1 ~ (Z~--2 ~ n - m - I  

~(~) = 

- -  ~ = a . - x  + a . _ ~ z  + . . . . .  + a . z  . . . .  1 

~, = a . - l z  + a . _ 2 z  ~ + . . . . .  + a . + i z  " - ~ - I  

o � 9 1 7 6 1 7 6 1 4 9 1 4 9 1 7 6 1 7 6 1 4 9 1 7 6  

~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

~n--m--1 ~ (In--1 ~ n ~ m - I  

P o  P ~  �9 �9 �9 ~o r �9 �9 �9 

( n  - -  ~ ,  4"  l ) am- , -~  (r~ - -  t n ) a m - - i  . . .  - -  a m _  1 - -  a . . . .  

(n - -  m + 2 ) ~ , - 3  ( n  - -  m + 1 ) a m - - ~  . .  �9 - -  a , ~ - - 2  - -  a m - - ~  �9 . .  

. . . . .  ~ 1 7 6 1 7 6  . . . . . .  ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

~ ~ ~ . . . . . . .  �9 . . . . . . . . . . .  

( n - - 1 ) %  " . . .  - - a  o - - a ,  . . .  

0 n . . .  - - 1  - - a  o . . .  

0 . . .  0 - -  1 . . .  

~ ~ ~ 0 o . ~ 

�9 ~ . . . . . .  �9 . . . . . .  ~ . . . . .  ~ 

�9 ~ ~ , ~ ~ ~ ~ ~ . . . . . . .  ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

0 "0 . . .  0 0 . . .  

R e p o r t o n s - n o u s  m a i n t e n a n t  a u x  r e l a t i o n s  ( 2 9 )  e t  ( 3 0 ) .  
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En faisant le produi t  de ces deux  relat ions on en d6dui t  

135 

(37) )2~v'(sn' x) - -  sn' z cn' z dn'  " ' = zr  z) D(sn' z -- sit s ~o)f(sn' z), 

D dSsignant une constante, puisque les d e u x  membres  sont deux  

tions p6riodiques a y a n t  les m~mes zSros c t l e s  m6mes  infinis. 

Si on remplace  sn~x par  x,  cette 6quation peut  s'dcrire 

lone- 

(38) 2'~'(z) - -  [z - -  (l + k')z' + k'z']r -- D(z - -  sn' r 

Si dans lcs d e u x  membres  de l '6quation (88) on 6gale les coefficients 

de x et  les te rmes  constants on a 

(39) 

On en d(~duit 

22'AoA t - -  R~ = D(a._l - -  sn' r 

2 2 A o ---- - -  D sn' ~ o a . - i  

(40) sn~r ----- A o ~n- - I  

R~oa._, + .PAo(Aoa;,_~ - -  2 A t a . _ l )  

On peut  aussi obtenir  d 'autres expressions de sn ~ co, qui  seront souvent  

plus simples, cn dgalant  dans les deux  m e m b r e s  de l '~quation (38) les 

coefficients des puissances n q- 1 de x on au ra :  

1 ~ Si n ~ 2m 

(41) - -  k~R~_l = D 

et en jo ignant  k cette 6quation la seconde des 6quations (39), on en d M u i t  

pour  le cas de n ~ 2m 

2 

(42) srti ~ = 2. A o 
2 k a . - i  Rm-I 

2 ~ Si  n - - - - - 2 m - - l ,  

on au ra  en 6galant  les 

l '6quation (38) 

coefficients des puissances n + 1 de x d a m  

(43) 2 ' A ~ =  D 

et en jo ignant  ~ cette 6qua t ion  la seeonde des 6quations (39), on en d~dui t  

pour  le cas de n = 2 m - - 1  
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(44) sn'  to = A,] 
A,'.a._l 

La va leur  de to 6tant  connue au signe pr6s par  la fo rmule  (40) ou par  

r u n e  des formules  (42) ou (44), il faut  encore fixer son signe. 

P o u r  cela nous r emarquerons  qu 'en ve r tu  de l 'dquation (30), to est 

un  zdro de l 'expression 

2~(sn' z) + sn'z cn z cln z((gn'  z) 

On aura  donc la relat ion 

r 
(45) ~t = ~ sn to cn ~o dn to (sn , to) 

qui f ixera la concordance des signes entre  to et  2. 

A y a n t  obtenu  l'eXpression de to en fonction des coefficients connus, 
" 9 ~ C memes  il n o u s  reste k obtenir  1 expression d-e ~ eli fonction des ~ coefficients 

et de to. 

Dans le cas qui nous oceupe (fJh n~ = n~--= n:~ --=-0) on a 

C 0'(,~,) 

l 

Si dans lea relations (29) et (30) on change  x en x - 4 - i K ' ,  elles 

deviennent :  

2~[sn' (z + i K ' ) ] -  sn (x + i K ' ) c n  (z + i K ' ) d n  (z + iK ' )~[ sn '  (x + iK')] = 

et  

( n + l ) ~ i  

--~ Ae ~K x O(Z - -  a,)~(x - -  a,) . . . . .  ~(,v - -  a . )O(x .+  w) 

2F[sn' (z + iK')] + sn (z + i K ' ) c n  (z + i K ' ) d n  (z + iK')r  (z + iK')] = 

= (--  1)"+lAe 
( n +  l )a ' i  

et on en d6dui t  
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(46) O(z + a,)O(z + a,)O(z + %) . . . . .  O(z + a.)O(z - -  ~o) e K 
o(~  - -  ~ , ) ~ ( ~  - -  ~ , ) o ( ~  - -  ~.,) . . . . .  ~(z - -  ~ . ) ~  + ,o) 

( n +  I ), 'rl  x 

i).+~,t~ [sn' (z + ig ')]  + sn(z + i K ' ) c n ( z  + iK') dn (z + iK~)~b [sn' (z + iK')] 
= ( - -  " ~ + iK')] - -  sn (z + iK') en (z + iK') dn (z + i/C)r [sn' (z + iK')]~ 

Posons  m a i n t e n a n t  

~(z)  = A,,, + A, ._lz  + . . . . .  + A , z  ''-~ + Aoz" 

r = R,,_,._~ + R,_,,,_2z + . . .  + R , z  "-=-2 + Roz "-~-1 

et d i s t inguons  d e u x  cas, su ivan t  que n e s t  pair  ou impair .  

1 ~ n pair  n = 2m 
Alors  en ve r tu  des re la t ions 

sn'(z + iK') = 1 
k* s n  ~ Z 

sn (z + iK' )cn  (~ + iK ' )dn  (z + iK') = 
cnz  dn z 

~.1 s n  a fl~ 

on au ra  en m u l t i p l i a n t  h a u t  e t  bas darts le 2" m e m b r e  de (46) pa r  
k 2~ 811 ~m+l X 

(m4-1)~ 

o(~  - -  ~ , ) 0 ( ~  - -  ~ , )  . . . . .  s ( ~  - ~ ) 0 ( z  + ~ "  

sn z~o,(k' sn '  z) - -  cn �9 (In zC~,(k* sn '  z) 1).§ ; 
= ~ sn z~,(k' sn' z) + cn z dn zr  sn' z) ( -  

p renan t  ensui te  la d6riv6e l o g a r i t h m i q u e  de cette express ion et  y fa isant  
X ~ 07 011 a u r a  

n 

0"(@ a(,o) (n + 1 ) ~  - -  2 ~ , ( 0 )  
2 0(a , )  2 0 ( , o )  K = r 

! 

C'est ~ d i re  

0 
(47) 2 

1 0 -  6650o7 Acta matlwmatiext. 3 

(n + 1 ) ~  0'(co) hA.  
2K 0(o~) R . - i  
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et par  suite dans le eas de n pair et 6gal ,~ 2m on aura  pour  l 'dqua- 
tion que nous considdrons (off n 1 ~--% ~ n:, = 0) en ver tu  des formules  

(24), (25), (29) et (30) l ' intdgrale gdndralc qui sera dmmde par  la formule  

(4S) dn . . . .  at" e l l  t a" 811 it! 

] [~'(..) a A . ]  . 
0 ( . )  I ~ ,~7-,j 

A [~.~(s,,: . )  - -  s , , .  c , , .  d, ,  .q.,,(~,,'-' ,,,)] H ( .  + .o~) ~ + 

J.Am ] 
+ B[) ,g(sn  ~ a;) + sn  x cn  a: d n  x i , ( sn"  x)] t t ( x  --a,--) e t .(,.) 

formule  dans lqquelle tout  est main tenan t  comm. 

2 ~ ~ impair  n --=- 2 m - -  1 

On aura  en remarquan t  que darts ec cas ~b(.r) est de degr6 m ~ 2, 
et ,nul t ip l iant  haut  ct bas dans le 2 ~ membre  de (46) par k ~" sn-'mx 

t%r + a,)O6~ + a,) . . . . .  t~(,r + ~ . ) ~ ; ( . -  .,,) x 
K 

e 

1)0,+,) 2F,(k* sn* x) - -  k '  s n  x en  x d n  x r  * sn  ~ x) 

).r ~ s , f  ~ x) + k ~ sn  x c n  z d n  z~',,(k "~ sn"  ~) '  

en prenant  la ddriv(~e logar i thmique  de cette expression et y faisant 
X ~ 0~ O11 a u r a  

Z g(a,) g(,.) (,~ + 1)~.i 2 k'r (0) 
2 0(.,) 2 ~ , . )  K -- ~r 

1 

C'est K dire 

(49) 
O (n + 1)lri_ fir(to) k 'Rm_.  
2 2 K 0(to) Jl A., 

et  par  suite dans le cas de n impai r  l ' intdgrale gdn6rale de r6qua t ion  
(1) off l 'on suppose ~q = n~ - - - -%- - - -0  c'est h dire de l '6quation 
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d'y [ k~ sn x cn x sn x dn x cn x dn x ]  dy 
dx---~ + 2~ dn x + 2,~ 2~ - - -- c n  x Sll  ;~l d x  

[ 1  dn ~ x k ~ cn ~ z . 
- -  r-s + l)  ~ v , ( v l  + 1) ~ln--i~ x ~(u + 1) + k ' s n ' x ( n  + ~ + ~, + u~). 

�9 (n.--u--~,--~ + 1 )+h]y  
sera  

l"(~ " - q "  
).A~ J 

(50) dn '~ x cn ~' x sn ~ x A[),~v(sn ~ x) - -  sn x cn x dn xr 2 x)J H(x + w~) et ~(") + 

Io'(,,,) t2R~] ] 
+ U[).r ~ x) + sn x cn x an  xr ~ x)] H ( . ~ , o )  

J e  f e r a l  r e m a r q u e r  que  le r d s u l t a t  a u q u e l  n o u s  s o m m e s  a r r i v e s  p o u r  

le  cas off n 1 = n 2 = n 3 = 0 s ' a p p l i q u e r a i t  p r e s q u e  sans  e h a n g e m e n t  si 

t ro i s  q u e l c o n q u e s  des  q u a n t i t 6 s  u, n , ,  ~ ,  n~ d ta i en t  nu l l es ,  il su f f i r a i t  

dans  les 6 q u a t i o n s  (12) de  cons id6 rc r  a u  l ieu  de  sn 2 a~ l ' u n c  des  q u a n t i t d s  

sn 2 (a, + K) ,  sn ~ (a~ + iK'), sn ~ ( a , +  K +  iK'), s u i v a n t  le cas,  e t  a l o r s  

les 6 q u a t i o n s  q u i  s ' a p p l i q u e n t  a u  cas p r 6 s e n t  p r e n d r a i c n t  la  f o r m e  de 

cel lcs  d o n t  n o u s  s o i nm es  p a r t i s  p o u r  le  cas de  nx = n~ = n 3 = 0. 

D a n s  u n  p r o e h a i n  m 6 m o i r e  nous  n o u s  p r o p o s e r o n s  de  r 6 s o u d r c  p o u r  

lc cas dc  n~ = n~ = 0 lea p r o b l 6 m e s  q u e  n o u s  a v o n s  r6so lus  p o u r  le cas  

p r 6 c 6 d e n t ;  e t  n o u s  r e v i e n d r o n s  ensu i t e  k l ' e x a m e n  d u  cas g6ndral . (~)  

C h a t e a u  de Y a l l i 6 r e  15 Mars  1883 .  

(1) Une grande partie des rdsultats auxqucls nous sommes arrivds darts ce premier 

mdmoirc avait ddj~ dt.d obtenu~ par d'autres mdthodes pour l'dquation de LAMg:. 
En dehors des beaux travaux de M. HER.~IITE sur ee sujet~ dont nous avons parld 

ca eommen~ant~ et de ceux qu'il avait ddjb, donnd dans son eours lithographid de l'deole 
Polytechnique; nous devons citer los remarquables rdsultats obtcnus par M. BRtOSCH/ et 
publids dans les tomes 9 et 10 des Annali di Matematica ainsi que dans deux notes parues 

dans les tomes 91 et 92 des comptes rendus de l'acaddmic des sciences do Paris. 
En particulier~ darts la note publide dams le tome 92 des eomptes rendus, l'dminent 

analyste donne une formule rdcurrent% analogue ~ la formule (23) qui permet de caleuler 
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de proehe en proche les coefficients de f (x) .  Toutefois cette formule contient quatrc 

coefficients cons~cutife de f ( x )  tandis quo la relation (23) n~cn contient que trois. 
Nous ferons remarquer de plus que la relation (21) dont nous avons d~duit la formule 

(23) ne diffbre pas au fond de l'~quation diff~rentielle du troisi~me ordre ~ laquelle saris- 
fair lc produit de dcux int~grales particulibres de l'~quation diff~rentiellc du second ordre~ 

~quation douche par M. BRtOSCHI clans le tome 9 des Anoali di Matematica et ant~rieurc- 
merit par M. Hsr,~ITs, mais les m~thodes employees par los deux savants g~om~tres ne nous 

auraient pas fourni lee relations (15). 
Or cos relations nous ~taient n~cessaires: premi~remcnt pour fixer ]a concordance des 

Signes entre los quantit~s a lorsque | 'on prend l'int~gralo sons sa premibre forme~ et ensuite 

pour nous permettre de passer de cettc forme ~ cello sons laquclle nous l~avons raise en 

dernier lieu. 


