UBER DEN ABSOLUTEN BETRAG EINER ANALYTISCHEN
FUNKTION FUR GEGEBENE WERTE DES FUNKTIONS-
ARGUMENTES.

VoxN

HENRIK L. SELBERG

in GJovik (Norwegen).

1. Bei G eine offene Punktmenge der komplexen z-Ebene, welche aus einem
oder mehreren Gebieten besteht, die sich alle ins Unendliche erstrecken ohne
jedoch den Punkt z = oo als inneren Punkt zu enthalten.

Sei f(2) eine in G definierte eindeutige Funktion, die in G und in jedem
endlichen Randpunkt von G analytisch ist. Es sei 1 <|f(¢)|] < o0 in G und
| f(z)[= 1 in jedem endlichen Randpunkt von G.

Indem I, die Punktmenge bezeichnet, welche ein Kreis |z|=1r gemeinsam

mit & hat, setzen wir

(1) ()= [log*|f(re'v)|dg.

In der- vorliegenden Arbeit sollen die Beitrige abgeschiitzt werden, welche
die Grésse A(r) aus den verschiedenen Winkelriumen der Funktionsebene erhilt.

2, Wir bezeichnen mit G, die Teilmenge, welche G gemeinsam mit der
Kreisfliche |z| < » hat. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass der Rand
von G fir jedes endliche r aus endlich vielen analytischen Kurvenbogen besteht.
Schuneiden wir G, lings den Kurven auf, wo f{z) reell und positiv ist, so zerfillt
G, in endlich viele Gebiete G, GO, ..., G¥. Wir bestimmen jetzt log f(z) =
=u(z) + 2v(2), so dass 0 = v(z) < 27. Dann vermittelt w = log f(2) die umkehr-
bar eindeutige und konforme Abbildung jedes Gebietes G¥ (v=1, 2, ..., k) auf
ein Riemannsches Flichenstiick F) das iiber dem durch # > 0, 0 < ¢ < 2 x de-
finierten Halbstreifen H der w = u + ¢v-Ebene ausgebreilet liegt.

Wir betrachten jetzt die Uberdeckung von H durch.die Flichenstiicke F',
F@ ., . F® Nach dem Vorgang von AHLrors' fithren wir die Punktmengen 4,,

! .. AuLroRrs, Zur Theorie der Uberlagerungsflichen, Acta math. Bd. 65.
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n=1,2,..., N, ein, wobei A, als die Menge derjenigen Punkte von H definiert
ist, die von mindestens = Blittern iiberdeckt werden, N die Hochstzahl der
Blitter bedeutet. 4. zerfillt in endlich viele Gebiete 4, A®, .. ., Al Hs
bezeichne R{" (v =1, 2, ..., ks) den Rand von A{ relativ zu H. Die Kurven-
bogen, worin R\ zerfillt, mégen so orientiert sein, dass A links der Durch-
lanfsrichtang liegt. R, R®, ..., R¥n bilden zusammen den Rand R, von 4,
relativ zu H. ‘

R, zerfillt offenbar in

1) Kurvenbogen, welche die Linien v =0 und v = 27 verbinden,

2) Kurvenbogen, wo die Imaginiirteile von Anfangspunkt und Endpunkt um
weniger als 2z voneinander abweichen,

3) geschlossene Kurven.

Die in R, enthaltenen Kurvenbogen vom Typus 1) mégen C{', C?), ..., (")
sein. Die Bogenlinge von C)) (v=1, 2, ..., my) sei I, Durch passende Num-
merierung richten wir es so ein, dass das von CV (»=1, 2, ..., m,) von H ab-
geschnittene endliche Gebiet die Kurven CU+1, ... C'"n) enthiilt.

Ist nun « die u-Koordinate eines beliebigen Punktes auf C» (v =1, 2, .. .,
#y), o ist der Inhalt des von C") vom Halbstreifen H abgeschnittenen Gebietes
gleich 274l + 2971y, indem & hier und im folgenden eine — nicht immer
dieselbe — zwischen —1 und 1 gelegene Zahl bedeutet. Da andererseits der
Inhalt des von einer Kurve C vom Typus 2) oder 3) von H abgeschnittenen
Gebietes kleiner als die mit 27 maultiplizierte Bogenlinge von C ist. so gilt
folglich, wenn £, der Inhalt von 4., L, die Gesamtlinge von R, ist,

My
(2) Q=2 (=104 + 279 L.
y=r}
Sei nun v, eine beliebige Zahl des Intervalles 0 < v, < 2 und, indem n
gegeben ist, w,(rg) = uy(v)) Z - = up, (v,) die Schnittpunkte der Gerade v =1,
mit R,. Wir betrachten die Summe

n N

Sn(te) = 2 (= 1)+ u, ().

r=1

Der Beitrag einer Kurve CV (v=1, 2, ..., m,) zur Summe S, (v,) ist, wie eine
geometrische Betrachtung lehrt, gleich

—_ +1 ,,(
(=il + 9,
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wo u*) wie frither die w-Koordinate eines beliebigen Punktes auf C? bedeutet.
Da der Beitrag einer Randkurve € vom Typus 2) oder 3) dem absoluten Betrage
nach kleiner als die Bogenliinge von C ist, so erhalten wir, indem wir v statt

v, schreiben,
Wy

Su(r)= (=1t ul) + 9 Ln
p==]
und somit gemiiss (2)

(3) Su(v) = —

3. Setzen wir

so erhalten wir aus (3)
Loy 82
(4) 250 =2+ 2L
Offenbar ist

wo dw das Flichenelement der z Ebene bedeutet, und

L /‘f 16’“’

(ref)

also anf Grund der Schwarzschen Ungleichung

(5) It<2x [f re's)

ret )

d(pzz

" d logr.

Sei jetzt M eine Punktmenge des Intervalles o < v < 2n vom Mass h(I)
und I,(M) diejenige Teilmenge von Iy, wo arg f(z) =v(z) (0 = v(2) <2 =) zur
Menge M gehort. Duarch Integration iiber M folgt dann aus (4)

.0 are f(r e“") h(ﬂ)?)!?
lOg ret qv) __,_"‘______ LA ) o=

Jroglsrem Tty o 5[5, 000 - MO

I n= 1 5t

+23h(ML.

Wegen
darg f dlog|f|

0o o log r
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kann diese Gleichung geschrieben werden

d log |f(re"’l’)|d AN Q
0 log r X

(6) flog | flref )] +29h(M L.

rem

4. Wir wenden uns jetzt an die in (1) eingefithrte Grosse A{r). Bedeutet
4 den Laplaceschen Operator, so ist

Ay log? |w|=2|w|?
4 log® | fle)| = 2 |J;T(;)) r’

und die Gausssche Transformationsformel gibt somit

f% log® | f(ret?)|rd g = zf L)
I é

r r

also

2

dw

Sle)

Hiernach ist

di(r) _
(7) dlogr 24
und somit gemiss (5)

, d2i(r)

2 —_—
(8) L= " (d log )

Von der letzten Ungleichung machen wir sofort eine Anwendung. - Fiir ge-
niigend grosse 7 ist offenbar L = 2 7 und somit wegen (8)

d(r)
d log r

(9) =4mlogr+ (.

Wir betrachten nun das Integral

r,
d (/1
)< flre
e’ )
Nun ist

di)'("‘ dA{r) )'2 A Al t
fl d lOg ) (d 19g - d log r== di (,) dl(’)) + lOg [o
e dlog 1/ =, \d log r/ r=

<logt+ O(1)

Offenbar ist
_1_d* ()
2(dlog )
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und demnach

t
TRy K210 A 1
f}.(e)J(a)(d logr) dlogr <llogt+ 0(1)

r=ti,
Wir erhalten hieraus den

Hilfssatz. Ist 0 eine zwischen o und 2 gelegene Zahl, und ist Q5 (t) die Punkt-
menge tm Infervalle 1 <r <t, wo die Ungleichung

(dl(r) )2
dlogr >

A()J(r)

fdlogr>(1—g)logt—0(1).

Q5

stattfindet, so st

5. Bevor ich weitergehe erinnere ich an das

Lemma. Ist ¥ (t} > o fir t = t, und nichiabnehmend mit wachsendem t, und
7 eine positive Zahl, so gilt

dQP(t) 1+
T < (p@pr+ (> 1)

hichstens mit Ausnahme einer Wertemenge in t vom Gesamimass < ;:—I(w (t) ™.

Es ist nimlich

t;[ﬁ(—t-)‘()é)_ﬁdt é :;(w (tO))_."‘,
woraus die Richtigkeit des Lemmas sofort ersichtlieh ist.
jllo(;)r nach (9) mit wachsendem » gegen oo strebt, so gilt hiernach
( d*i(r) )1}
o tm e

dlog r
nach Ausschluss einer Intervallfolge P in r, itber welche die Variation von logr
beschrinkt ist.
Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns wieder an die Gleichung (6).
Beriicksichtigen wir (7), (8)und (10), so erhalten wir



340 Henrik L. Selberg.

(910,q!f(re“l’)]dq) _ (h(‘)ﬁ) N n([)) di(y)

& logr dlogr

(11) f log | f(r '9)|

rym

und diese Gleichung gilt nach Ausschluss der Wertemenge P in 7.
Wir setzen nun

[log?| flrein)|dg = alr, M) 2 (),

Iy
(lZ) : ') 1 ol 2
j ((_O%;T?—)—I) do=g(r, M) J ().
Iy

Wenden wir auf (11) die Schwarzsche Ungleichung an, so erhalten wir

2(d).(r) )2
(13) @ (r, D B, M) > (%ﬁ+ o(1) s
also
- ’ (dl(r) )2
o fz__i 2\d log » .
(‘4) a(r, M) > ( 47 + O(I)) L) S ()

Wenden wir die Ungleichung (13) fiir die Komplementirmenge' von I an,
und multiplizieren wir das Resultat mit (13), so erhalten wir

| (dl(r) )4
R (Y (2 7 — B DY) i 0(1)) d log r

a(r 9)?)(1 —a(p, W)) ‘3()', m (I — B, 93?)) > ( 6t m

1 bt

und somit, da B(r, W) (1 — G, M) = -

b

(a’l(r) )4
h(‘);)?) (2n—h(935>)+ 0(1))2 d log r

(15) a(r, M) (1 — a6, M) > ( 8 2 e J‘(,.))}!'

Schiitzen wir in (14) und (15) die rechte Seite mit Hilfe des in Nr. 4 be-

wiesenen Hilfssatzes nach unten ab, so bekommen wir schliesslich den

Satz. Zu jedem 6, 0 < 8 < 2, gehiirt eine unbeschrinkte Wertemenge Qs in v,
derart dass die in (12) definierte Grisse e(r, M) in Qs den Ungleichungen

! In bezug auf das Intervall o Sv<am
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lim o (r, ) 2 2220

2
—= 167

lim e (r, ) (1 — o, ) 22 SR (27— hARY

— 64 n*
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gentigt, wieso die Menge MM vom Mass h(M) 1m Imterralle o < v < 2w gelegen ist.

Die Variation von log r betrdgt in der zwischen r =1 und r =t > 1 gelegenen

Tetlmenge von (g mindestens

(1—%) log ¢t — O(1).



