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1. Le théoréme démontré dans cette note se raméne a ceci: les relations
algébriques entre les intégrales indéfinies se réduisent toujours a des relations
linéaires.

Pour pouvoir donner un énoncé précis de ce théoréme nous allons introduire
la notion de corps L de fonctions d'une variable z.

Un ensemble R des fonctions de 2 sera appelé un corps L dans un domaine
(ouvert) D du plan des 2, s'il jouit des trois propriétés suivantes:

A) Chaque fonction de R est uniforme et holomorphe dans D, sauf au plus
dans un ensemble dénombrable de singularités isolées.

B) Si f(2) est une fonction de R, sa dérivée f(z) appartient aussi & R.

C) L'ensemble R countient toutes les constantes complexes et est un corps,
c'est a dire que si a et §7 0 sont deux grandeurs de R, les grandeurs « + £,

o

a—*ﬂv (Zﬂ, ﬂ

2. Alors on a le théoréme suivant:

appartiennent aussi a R.

Soit B un corps L dans le domaine D du plan des z et sotent
(2, 1) @ (2) v=1, ..., n
n grandeurs de I et
(2, 2) tpv(z)ngvv(z)dz v=1,..., n

leurs intégrales indéfinzes. Soit
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(2, 3) F(wg, ..., we 2)

un polynome en wy, ..., Wy qui ne sannule pas tdentiquement et dont les coefficients
sont des fonctions de z du corps R.
Alors, s'il existe une relation tdentique

(2,4) F, @), ..., vu(2);2)=o0,

il existe ausst une relution identique linéaire

n
(2’ 5) Z“v%(z)zﬁ’(z):
=1
ot y{2) est une fonction de R.et ot «, ..., an sont des grandeurs indépendanies

de z, dont I'une au moins ne §annule pas.
3. Démonstration. Nous désignons par P(2) le point de I'espace des n + 1

variables complexes w,, ..., w., 2, donné par
(3, 1) w, =Y, (2), ..., wa=1Yn(2), 2

Désignons par F l'ensemble de termes de (2,3) en w,, ..., w, dont les
dimensions sont maximum. F est un polyndéme homogéne en w,, ..., w, de di-

mension d. Nous pouvons évidemment supposer que F soit choisi de maniére
que d soit aussi petit que possible. Ordonnons les termes de F d'aprés le prin-
cipe lexicographique et désignons alors le plus haut terme de F par

(3, 2) Fl)wh ... wat.

Cela veut dire que les exposants de w, dans chaque terme de F sont <,;
dans chaque terme de F contenant w?, l'exposant de w, est =< », etc. On peut
évidemment diviser F par f(2) de sorte que le premier terme de F peut étre
supposé dés le début de la forme

(3, 3) wh .. we", v+t =4,

Nous pouvons de plus supposer que parmi les plus hauts termes de F pour
les différents polyndmes F satisfaisant & nos conditions, (3, 2) est le plus bas.
En différentiant la relation (2, 4) on voit que 'expression
OF OF

oF (¢)=— +
0w, P w0z

(3,4) @, (2)

s'annule en chaque point P(z), 21 D, ou elle est réguliére.
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D'autre part, dans le polynbme (3,4) en w,, ..., w, les termes de la di-

mension maximam d sont tous contenus dans EVE Et puisque la dérivée partielle

de (3, 3) par rapport & z est identiquement nulle, le plus haut parmi les termes
de dimension d en (3,4) écrits dans l'ordre lexicographique, doit étre plus bas
que (3,3). Donc, l'expression (3,4) Sannule identiquement en wy, ..., Wy, 2, et
nous voyons que notre fonction I satisfait & l'égunation différentielle

aoF OF OF
Jw, ot Wn(f)m + 9z

(3.5) @, (2)

. oF . . .
4. Or, les n expressions Pr g ne contiennent pas de termes de dimension
wy

d en w,, ... w, Done, les termes de dimension d en

dz

ce qui n'est possible que si les coefficients de ces termes sont indépendants de 2.

doivent se détruire,

Done I” est un polyndme en w,, .. ., wx d coefficients constants.
Soit v le premier des n exposants v, v, ..., ¥, qui est > 0. Dans ce cas
F ne dépend que de wi, wi+1, - - ., wn. Rassemblons dans l'expression (3, 4) les

coefficients de

vp—1 ey v
(43 I) P= 'wk]L ’wkl::il o™,

Désignons par — y(2) le coefficient de (4, 1) en F et soient
I, Brsty Brvo, - - o B
les coefficients {constants) des autres termes de I
wi P, wi1 P, wea o P, ..., w, P,

qui engendrent (4, 1) par différentiation.
Alors le coefficient total de P dans (3, 4) est évidemment égal &

{4, 2) ve@r + rtr + D Brrrgrar + - + (e + 1) Bngpn — 7' (2).

D’autre part, d'aprés (3,5), la somme (4, 2) s’annule identiquement. Il ré-
sulte, en intégrant, la relation

(4, 3) veWr + (err + D) Berr Wi + -+ (va 4 1) P = y(2) + const.

Or, ici y est 'un des coefficients de F, donc une grandeur de K. En outre,
les coefficients de la relation (4, 3) ne sont pas tous = o, puisque »; est positif.
Notre théoréme est démontré.
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Ce théoréme peut d'ailleurs étre considérablement généralisé.

En reserrant un peu les hypothdses portant sur les intégrales (2, 2) on peut
démontrer que l'existence d'une relation (2, 4) a pour conséquence l'existence d'une
relation linédaire non seulement quand F est un polynome, mais aussi si I s’obtient
& partir des variables w,, ..., w, et des grandeurs de R en combinant les signes
des fonctions algébriques, du logarithme et de la fonction exponentielle. On peut
méme admettre, & c6té du logarithme et de la fonction exponentielle, les inté-
grales des fonctions algébriques et leurs fonctions inverses.!

La démonstration de ce résultat exige toutefois des développements assez

étendus qui sortent du cadre de cette note.

1 Ce résultat généralise, en le précisant, un énoncé de M. J. F. Ritt (Trans. Am. Math. Soc.,
95, 211—222, 1923) d’aprés lequel une intégrale indéfinie w d’une fonction élémentaire de z an
sens de Liounville est elleméme élémentaire au sens de Liouville si elle satisfait & une égunation
F(w,z2)=0, on F(w,2) est une fonction élémentaire au sens de Liouville, ¢'est-a-dire formée au
moyen des signes de fonctions algébriques, du logarithme et de la fonction exponentielle.

Bile, le 25 juin 1945.



