SUR UNE CLASSE D'INTEGRALES DOUBLES

PAR

E. GOURSAT

3 TOULOUSE.

Le présent mémoire n'est qu'une suite d'un travail publié antérieure-
ment dans le méme recueil, () ou jindiquais une méthode générale pour
I'étude des coupures des intégrales définies. Je m’occupe plus spéciale-
ment des intégrales doubles qui ont été signalées par M. HermiTE & la
fin de sa lettre & M. MiTTAG-LEFFLER (Journal de BorcHARDT, tome 91).

1. L’artifice que jemploie étant tout-a-fait général, je commencerai
par le rappeler en quelques mots. Soit en premier lieu f(x, ») une
fonction uniforme ou multiforme des deux variables indépendantes x et
#, telle que lorsqu'on attribue &4 x une valeur particuliére z,, les valeurs
de u qui sont des valeurs singuliéres pour f(z,, ) ne forment ni des
lignes ni des surfaces, ces valeurs pouvant d’ailleurs étre en nombre fini
ou infini. Appelons @(x) lintégrale

fulf(:v, w)du,

prise suivant la ligne droite qui joint les deux points u,, u,. Ayant
adopté pour f(x, u,) une quelconque de ses déterminations, l'intégrale
précédente représente une fonction qui peut étre uniforme ou multiforme,
mais qui conserve un sens bien déterminé tant que le chemin décrit par

(*) Voir Acta Mathematica, T. 2, p. 1-—70.
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la variable # ne rencontre pas certaines lignes qui sont des coupures pour
cette intégrale. Pour savoir ce que devient cette fonction lorsque la
variable vient & rencontrer une de ces lignes, je procéde de la manicre
suivante. Soit C une coupurc et admettons que lorsque z vient coincider
avec un point € situé sur cette ligne, la fonction f(£, u) est discontinue
pour un point @ situé sur la ligne w,u, et reste finie pour toute autre

valeur de # sur ce chemin

i (fig. 1); de sorte que z allant

Z 2 de z, en z,, le point qui coin-

5 cide avec @ pour z = &€ va de

L g 7, en 7, cn traversant la ligne

N oh u,u, . La méthode consiste

uniquement & remplacer Vinté-
%

grale f flr, wyduw qui cesse d’avoir un sens par la méme intégrale prise
%o

sur le chemin infiniment voisin #,mw, qui est égale & la premiére ct qui
continue a avoir un sens. Dec sorte que lorsque z cst venue cn z,, la
continuation analytique de @(r) se trouve représentée par le méme sym-
bole ou par la somme des deux intégrales

"

/f(m; w)du - ff(m, w)due.

Uganaty

Au lien de supposer que la fonction f(z, %) n’admet que des points
singuliers isolés, on peut se proposer de considérer le cas on cette fonc-
tion admet elleeméme des coupures ou méme des espaces lacunaires.
Supposons, par exemple, que lorsqu'on attribue & # une valeur particulicre
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%,, f(x,, w) admette une ligne de discontinuité, ligne qui est elle-méme
variable avec x, de facon que lorsque z est compris dans une certaine
portion du plan E, cette coupure a un ou plusieurs points communs
avec la ligne droite w,u,.

%y
L’intégrale @(z) = f f(x, w)du n’aura aucun sens pour toute valeur
Uy
de x comprise dans cette portion du plan (fig. 2).

Admettons, pour fixer les idées, que lorsque z traverse l'espace E
suivant la ligne z,2,, la coupure variable /" traverse la ligne w u, sans
qu’aucun de ses points vienne coincider avec une des extrémités wu,, u,,
ct passe de la position primitive v,v, a la nouvelle position viv;. On
peut, par Papplication répétée du théoréme de Cauchy, supposer que le
chemin d'intégration se déforme d'une manicre continue, de fagon que la
coupure ne l'atteigne jamais; et, lorsque z sera venue en z, la continua-
tion analytique de @(x) sera représentée par la méme intégrale prise
suivant le chemin % mnu,. Si la fonction f(x, u) est uniforme & linté-
rieur du contour formé par ce chemin et la ligne droite u u , on pourra
remplacer cette intégrale par lintégrale primitive @(z), augmentée de
Vintégrale

f f(x, u)du

prise dans le sens inverse le long d’'un contour fermé environnant com-
plétement la ligne wgo;.

2. Cette généralisation de la méthode conduit bien aisément, comme
on le verra plus loin, a des conséquences importantes rclatives aux inté-
grales doubles; mais avant d’aborder ce point, il est nécessaire d’étudier
de plus preés les propriétés des intégrales simples analogues a celles de
M. Herwmrre. Soit f(z, ») une fonction jouissant des propriétés qui vien-
nent d'étre rappelées et a,¢, une coupure de lintégrale

[te, wdu

prise suivant une ligne quelconque telle que w,u, (fig. 3).

Je suppose que la coupure a,@, nc se coupe pas clle-méme, ct ne
rencontre aucune autre coupure relative & la méme intégrale. Lorsque
x vient coincider avec un point de cette ligne, f(r, u) est discontinue
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pour un seul point de la ligne u,u,. Soit v = ¢(x) la valeur de w qui
est pour f(r, w) une valeur singuliére; nous pourrons entourer la ligne
a,a, d'un contour suffisamment voisin C pour que la fonction ¢(z) soit

uniforme & Vintérieur de ce contour. Le point z décrivant la ligne
(. . o .

a,0, v déerit la ligne u u,. Inversement lorsque v décrit la ligne wu u,,

il y a une seule valeur de x déduite de la relation

v =¢(2)

qui soit située sur la ligne a« @, puisque cette ligne ne rencontre aucune
autre des coupures. Cela revient a supposer que la fonction z de v
définie par l'équation » = ¢(x) est uniforme & lintérieur d’'un certain
contour C, entourant w,w,. Les points des deux lignes w u,, a o, se
correspondent donc un & un, et sont décrits simultanément dans le sens
indiqué par les fléches. On comprendra suffisamment, sans qu'il soit
besoin de le définir, ce que jentendrai désormais par bord droit et bord
gauche de la coupure a,@,. Je suppose encore que f(z, #) est uniforme
pour les valeurs de x et de u comprises a l'intérieur des contours C et C,;
de sorte que le point v = ¢)(x) est pour cette fonction un poéle ou un
point singulier essentiel. J'appelle R(z) le résidu relatif 4 ce point sin-
gulier; R(x) est comme ¢(x) une fonction uniforme & Vintérieur de C.
Ces hypothéses étant adoptées, l'intégrale

o(x) =ff(x, ) du

représente une fonction uniforme de z & lintérieur de C qui admet Ja
ligne a,a, comme coupure. On reconnait, d’aprés la méthode générale
rappelée au début, que lorsque z traverse la coupure a,a,, la fonction
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reste continue, et se trouve représentée aprés le passage par la méme
intégrale définie augmentée de la quantité + 2izR(zx), le signe 4+ ou —
devant étre pris suivant qu'on passe du bord gauche au bord droit ou
inversement. De sorte qu'en deux points infiniment voisins d’un point &
de la ligne aya,, on a

(1) O(N)— O(N') = 2izR(&),

le point N étant pris sur le bord gauche. On voit en outre que la
fonction @(z) ne présente & lintérieur du contour C que deux points
véritablement singuliers «,, a,, et qu'elle peut étre mise sous la forme

R(w)LCZ:Z;) + P(z),

P(x) étant une fonction uniforme dans la méme région du plan qui ne
peut présenter de discontinuité qu'aux points e, et a,.

3. Pour reconnaitre quelle est la forme de cette fonction P(z)
dans le voisinage de ces points singuliers, je prends d’abord le cas ou le
point v == ¢(x) est un pole simple pour la fonction f(x, u). La différence

R(x)

A e

sera une fonction holomorphe & Vintérieur des contours C et C,, Q(z, u);
et on aura

u

R(z)du
ffx, du_l/l s}(%)ﬁ-anc,u u

Uy

~ B(a)L{u, — ¢(e [f@ %, w)du — R(w)Lfu, — ¢ ()]

La seconde partie est continue dans le voisinage du point z = a ; de
plus, comme ¢ (x) devient égal & u, pour # = a,, on a dans le voisinage
de ce point

$(@) =wu, + 4, — o) + 4,z —a)" +
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4, étant différent de zéro puisqu’on suppose que la coupure a,a, est
isolée ou qu’une seule valeur de z devient égale & «, pour w =wu,. Ceci
peut s’écrire

U — ¢(2) = (@ — &) ¢y (2),

¢,(x) désignant une fonction holomorphe pour z = «,, et différente de
zéro pour cette valeur. La premiére partie est donc égale a

B(o)L(x — a,) + B(2) L{g,(2)};

ce qui montre que la fonction P(z) est uniforme et continue dans le
domaine du point a,, et il en est évidlemment de méme dans le domaine
du point «,.

Plus généralement supposons que le point v = ¢ (z) soit pour f(x, u)
un pole d’ordre #, de telle sorte qu’en retranchant de cette fonction une
expression de la forme

B B,

1

[u—¢@)]" " [u—¢(2)

ou les B sont des fonctions uniformes de z, le résultat soit une fonction

Bn—l R(a})
[w—g(@) ' w— 9@’

..+

uniforme de z et de . On a pour lintégrale considérée la méme ex-
pression que tout-a-I’heure sauf les termes

1 B B, 1

=i g T m @)

or dans le voisinage du point * = a,, on a en général

1 I

[, —¢@)"  (@—a)" #a(2)
¢,(z) étant une fonction holomorphe de x pour z = a ; de sorte que ce
point «, scra en général pour lintégrale un péle d'ordre # — 1. On
verrait de méme que si le point v = ¢(x) est pour f(xz, #) un point
singulier essentiel, il en est de méme des points «, et a, pour P(z).
Ainsi, dans les intégrales de M. HermITE

u

o(z) :ff;((z fu”;du,

Uy
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ou F(x, u), G(x, u) sont des fonctions entiéres de # et de u, les points
a, et o seront des points ordinaires pour P(z), tandis que dans les
intégrales
_ Pz, u)
() = f T, )

-y,

ces mémes points seront des pdles simples pour P(z). Cherchons le
résidu relatif a ces poles. On a

I I

G ) gy

)

u
Flo, u)=F(5, ¢ () + F(@, ) — F(z, (r))=Fw, §(r)) +[u— ¢()] 0, ),

@ et @ étant des fonctions holomorphes de x et de u et en supposant

3G . , .
que dans ou OD ait remplacé u par ¢(z). On aura alors

Fa,w _ Fa, ¢=) B (=)
G, u) L[PG\ * u—¢(z)+ (e, ),
w—g(@) (3 )

@,(z, u) étant également une fonction holomorphe de z et de u; par
suite, dans le voisinage de z = x,, on aura

0,(0) =— L) 4 Re)L—a)+ Plo—a)
o — @) (35 )

P/ (x —a,) étant continue dans le domaine du point . Mais dans ce
méme domaine on a

b)) =+ E @ —a) + ...

G dg

oG
du dx+5;=o’
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par suite
26
I I u
b(x) —u, dg - oG
¢ 1 (x—al)jg-*_'” _(m_al)a_a?-p.

et le résidu relatif au péle a, sera évidemment

— F(a,, w,)
3G oG
ou 9%
oG oG i
en supposant que dans b 5, on fasse © = a, u = u,. Le résidu

relatif au péle «, aurait pour expression
F(a,, uo).
oG oG
du °x
4. Comme application, soit f(z) une fonction uniforme et continue
le long d’un arc de courbe C: lintégrale

O(z) = ‘f(u)du,
u-—a
c

prise le long de C, définit une fonction de z holomorphe dans toute
I'étendue du plan, sauf sur cette courbe qu'elle admet comme coupure,
la différence des valeurs de @(z) en deux points infiniment voisins d’un
point & de part et d'autre de cette ligne étant précisément égale a
2iz.f(€). En ajoutant plusieurs intégrales de cette nature, on parvient
a l'expression, sous forme d'intégrale définie, d’'une fonction holomorphe
dans toute l'étendue du plan, sauf le long de certains arcs de courbe
C, G, ...,C, la différence des valeurs en deux points infiniment voisins
d'une coupure étant égale a f,(z) pour C,, a f,(z) pour C,, ..., [ ()
pour C,, fi, fos ..., [, désignant des fonctions tout-a-fait arbitraires. Dans
le cas ou la ligne d’'intégration se compose d'un arc de cercle, on re-
tombe sur des intégrales qui se sont présentées a un autre point de vue
dans le beau mémoire de M. Arrert Sur le développement dune fonction
holomorphe dans wune aire limitée par des arcs de cercle (Acta Mathe-
matica, T. 1, p. 147).
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5. Je considére encore l'intégrale double suivante sur laquelle
M. HermiTe a appelé mon attention:

. : ;F(w, u, t)dudt
¢(z) _// G, W@,

% &

on F(x, u, t), G(r, u), G (z, t) désignent, pour fixer les idées, des fonc-
tions entiéres des variables qui y figurent et ou les intégrations sont
effectuées suivant des lignes droites. Cette intégrale admet deux sortes
de coupures; elles s'obtiennent en prenant, d'une part, la série des valeurs
de x que l'équation G(x, ) = o fait correspondre & la série des valeurs
de w croissant de u, a w, et, d’'autre part, la série des valeurs de z qui
correspondent & la série des valeurs de ¢ croissant de ¢, & ¢, d’aprés
I'équation G| (x, t) = o. Soient C, les premiéres et C, les secondes, que
nous supposons distinctes les unes des autres. Je considére par exemple
une coupure C, et je prends sur cette coupure un point &, n'appartenant
pas & une coupure C, et n’étant pas un point double pour la coupure
C,; de telle sorte qu'une seule des valeurs de « déduite de I'équation

G, u)=o0

soit située sur le chemin wu u ; soit @ le point qui figure cette valeur
de u. Posons

141

H(x, ) =[‘1‘—’——‘—1(2 (:: gdt;

t

1l(x, u) est évidemment une fonction holomorphe de z et de u, tani que
o reste compris dans les environs du point &. On peut alors répéter
mot pour mot pour l'intégrale

:H(w, u)du
o) = [ TG

le raisonnement qui a été fait pour les intégrales de M. HeErmiTE, et on
Acta, mathematica. 5. Tmprimé 16 Avril 1884. 14



106 E. Goursat.

en déduit que la différence @(N) — O(N') est égale a 2ix multiplié par
le résidu de la fonction

I, w)
G, u

relatif au pole w = 4, N et N' étant deux points infiniment voisins de &,
N sur le bord gauche et N’ sur le bord droit de la coupure considérée.
Ce résidu a pour expression

¢, 6)
a ?
@G(& )

on aura donc, en remplacant /7 par sa valeur,

21
%)

FE, 6, Hat

(2) O(N)— O(N') = 2ir 3 )
55 0 016,69

%

et on trouverait pour la différence des valeurs de @(z) en deux points
infiniment voisins d'une coupure C, une expression analogue.
6. Les intégrales doubles signalées par M. HermiTE sont de la forme

F(w, Fa, u, t)dt
"(x %, t) i

je considére, pour plus de généralité, les intégrales de la forme

@(x [du[F(f %, t)dt
Gz, u, t)

ou F(z, u, t), G(z, u, t) désignent des fonctions entiéres de z, %, ¢, ou
n est un nombre entier positif et ou les intégrations sont effectuées
suivant des lignes droites. Le symbole @(z) offre un sens bien déterminé,
sauf pour les valeurs de z que l'on obtient en faisant varier » de u, &
w, et ¢t de ¢, & ¢, suivant des lignes droites dans I'équation

G(z, u, t) = o.
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L'ensemble de ces valeurs de z recouvre en général une certaine portion
du plan que jappelle E; de sorte que la définition de la fonction @(x)
par une intégrale double ne nous apprend rien sur le mode d’existence
de cette fonction a lintérieur de l'espace E. Il n’en résulte pas que
cette portion du plan soit pour la fonction @(x) un espace lacunaire, au
sens attribué & ce mot depuis les travaux de M. WEIERSTRASS et de ses
disciples. Soit x, un point extérieur a E, mais trés-voisin de la limite;
la fonction considérée étant holomorphe pour x = 1, il existe comme
on sait une série procédant suivant les puissances croissantes et positives
de x— x,, convergente a lintérieur d’un cercle ayant pour centre le
point z,, et dont la somme est égale a @(x) pour tous les points du
cercle extérieurs a l'espace E. Deux cas peuvent se présenter: ou bien
ce cercle ne pénétre pas a lintérieur de E, quel que soit le point z,, et
alors E est bien véritablement un espace lacunaire; ou bien ce cercle
pénétre & Vintérieur de E. Nous allons reconnaitre que c’est ce qui a
lien dans l'exemple considéré; de telle maniére que la fonction qui
coincide avec @(z) & lextérieur de E peut étre continuée analytiquement
dans cette région, Nous verrons de plus qu'on peut atteindre ainsi tous
les points de cette région, sauf un certain nombre de points isolés.

Pour plus de clarté, je me bornerai a I'étude d'un cas simple. Je
suppose que, % et ¢ variant dans les limites indiquées, une des valeurs
de x déduite de 'équation

(3) G(z, u, t) =0

vienne coincider une fois et une seule fois avec chacun des points &
Uintérieur d'une portion du plan simplement connexe, que je désignerai
dorénavant par E; de telle sorte qu'en prenant un contour C, suffisam-
ment rapproché de la limite de E, toutes les autres valeurs de z, déduites
de Yéquation (3), soient figurées par des points & lextérieur de C. Le
symbole @(z) définit alors une fonction holomorphe de z entre la limite
de E et le contour C.

Cet espace E peut étre envisagé comme une espéce de quadrilatére
curviligne. Si, dans I'équation (3), on attribue a ¢ la valeur # et quon
fasse varier # de w, & w,, la valeur correspondante de x, comprise &
l'intérieur de C, décrit un certain arc de courbe que je désignerai par T,
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et juppellerai de méme 1, U,, U, les trois autres arcs de courbe
engendrés d’une facon analogue, en remarquant que deux arcs désignés
par deux lettres différentes ont toujours une extrémité commune et que
deux arcs désignés par la méme lettre n'ont aucun point commun. Ces
arcs forment par conséquent les cétés d'un quadrilatére curviligne con-
vexe. Plus généralement, soit 6 un point du segment de droite #,f,, et
appelons T, l'arc de courbe décrit par la variable z lorsque dans I'équa-
tion G(z, u, 6) = 0 on fait varier » de u, & u,. Lorsque le point &
passe de la position £, & la position £,, cet arc de courbe T, se déplace
en se déformant d’une maniére continue de facon que deux arcs diffé-
rents ne se coupent jamais et que ses extrémités décrivent les cotés U, U,.
Il passe ainsi de la position primitive 7, & la position T}, aprés avoir
décrit une fois et une seule fois tout I'espace E. Tout pareillement on
peut concevoir que l'arc de courbe U, passe d’'une maniére continue de
la position primitive 4 la position U,. Ce double mode de génération
se trouve mis en évidence par la figure suivante (fig. 4).

Par chaque point m de E passe une seule courbe T, et une seule
courbe U;; & chaque point tel que m correspond ainsi un seul couple
de points dont l'un est sur ¢¢, Dlautre sur w,u,. Par exemple les
sommets S,, 8;, S,, S, du quadrilatére correspondent respectivement aux
couples (u,, t), (4, &,), (w, t), (%, t,). Je suppose de plus, comme
'indique la figure, que lorsqu’on parcourt le contour de E en laissant cet
espace & droite on rencontre les cotés successifs dans 'ordre 7, U,, T}, U,.

Entourons les lignes droites w,u,, t,t, de contours C,, C, suffisamment
rapprochés pour que les conditions suivantes soient satisfaites. Quand on
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fait varier # et ¢ a lintérieur de ces contours, la valeur de x, déduite
de T'équation (3), qui est égale a S, pour u = u,, ¢t = £, reste fonction
holomorphe de # et de ¢. Tout pareillement, quand on fait varier z et
% & Dintérieur des contours C et C,, la valeur de ¢ qui est égale a £,
pour x = S, w = u, reste une fonction holomorphe de z et de u que
jappellerai y(z, ). Enfin, lorsque z et ¢ restent compris & lintérieur
des contours C et C,, la valeur de u qui est égale a u, pour z =S, t = ¢,
reste holomorphe; soit v = ¢(z, ¢) cette fonction. Les lignes

LAY totl’ To’ Ul’ Tl’ Uo

sont décrites dans le sens indiqué par les fiéches (fig. 4); sur chacune de
ces lignes, il y a donc lieu de distinguer un bord droit et un bord gauche.

7. Posons, pour abréger,
2

R

J @, u, i)

t
Iz, u) est une fonction des deux variables indépendantes = et w qui
admet, quand on regarde x comme constant, un certain nombre de
coupures variables avec x; ce sont les lignes obtenues en faisant varier
t de ¢, a t, dans l'équation (3). Je considére seulement celle de ces
coupures qui rencontre la ligne wu u, lorsque le point x est situé dans
Uespace E. En appelant v, et v, les extrémités de cette coupure mobile
I', on aura, d’aprés la notation adoptée,

Yy = Sb(x’ to)’ v, = ¢(x’ tl)‘

Lorsque # est a l'intérieur de ¢, mais & Vextérieur de E, I" ne rencontre
pas w,u,, et rencontre cette droite en un seul point lorsque x est a lin-
térieur de K. De plus, d’aprés les hypothéses faites plus haut, cette ligne
I' ne peut avoir de point double, tant que z reste & I'intérieur de C; nous
admettrons en outre qu'elle ne rencontre pas d’autre coupure.

La fonction /I(x, u) jouit évidemment des propriétés de la fonction
étudiée au n° 2. La différence des valeurs de /1(x, %) en deux points
infiniment voisins de I" est égale & + 2ixR(x, u), R(x, u) étant le résidu de

Flx, u, t)
G (2, u, t)
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relatif au pole défini par 'équation G(x, #, t) = o quand on y considére
{ comme la variable indépendante. Quand on considére £ comme constant,
/l(z, u) peut, dans le voisinage du point v, étre mis sous la forme

iz, u) = Rz, w)Llu —v,) + P(u),

P(u) étant une fonction uniforme de » qui admet le point u = v, pour
pole d’'ordre » — 1. Appelons A (z) le résidu relatif a ce péle et 4 (z) le
résidu relatif au pole v,. 1l est clair, d'aprés la définition méme de ces
quantités, que JI(z, #), A(x), A (x) sont des fonctions uniformes & l’in-
térieur des contours C et C,.

8. Voyons ce qui arrive lorsque z est sur le contour du quadrilatere
E. Supposons z sur le coté 7,; a une valeur de z située sur ce coté
correspond le couple de valeurs

t=1t, = u, + O(u, —u,),.

0 ayant une valeur réelle comprise entre zéro et l'unité; on voit donc
que, pour une pareille valeur de z, extrémité v, de /' vient coincider
avec un point de la droite uu,. Lorsque # franchit 7, en passant du
bord gauche au bord droit ou de l'extérieur a l'intérieur de E, on sait,
d'aprés une propriété bien connue des fonctions analytiques dont je me
suis servi plusieurs fois dans le cours de ce travail, que le point v, passe
pareillement du bord gauche au bord droit de w,u,. Si le point z est

situé sur le coté U,, a cette valeur de x correspond le couple de valeurs
U = u,, =1t + A, —¢t,);

il en résulte d’aprés la définition de la coupure que le point w, est sur
I On étudierait de méme les autres cas, et la discussion est résumée
dans le tableau suivant:

@ traversant 7,,.... le point v, traverse w,u

0717
.......... Tyooinn.n. U vvveenn ey
....... ... U,....le point u, traverse I',

I.

] e e

Nous pouvons maintenant nous faire une idée trés-nette de la fagon dont
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se déplace la coupure /" avec z; les figures suivantes montrent tous les
cas qui peuvent se présenter. J'ai figuré d’une part le chemin décrit
par la variable, d'autre part les chemins décrits par les extrémités v, v,

Uy
U
y“
\
Vo "3‘
¢ 1
S
) i
t '
] ]
i ",
P
.vo‘
VL
Tmeel et
By Y
VoL
-~ —_—

9. Imaginons que le chemin décrit par la variable pénétre a I'in-
térieur de E, et voyoms ce que devient la fonction analytique qui est
égale & @(x) 4 l'extérieur de ce quadrilatére. On reconnait d’abord, en
déformant infiniment peu les chemins d'intégration, ce qui entraine une
déformation analogue des cotés T,, T, U,, U, que la fonction ne cesse
pas d'exister. Mais, pour étudier les modifications qu'elle subit, il est
nécessaire de distinguer plusieurs cas. Je suppose d'abord que la variable
décrive un chemin pénétrant dans le quadrilatére E par un certain coté,



112 E. Goursat.

par exemple T,, et ressortant par le méme cété. La figure suivante
montre le déplacement correspondant de 7.

Fig.8

Avant que la coupure mobile atteigne la droite w,u,, on peut remplacer
I'intégrale

fﬂ(x, w)du

par la méme intégrale prise suivant le chemin # mu , qui n’est pas atteint
par cette coupure. Lorsque le point # sera venu en z, et la coupure
I' en I, Yintégrale curviligne (u,mw,) n'aura pas cessé d’'avoir un sens
et lapplication du théoréme de CaucHY montre que cette intégrale est
encore égale & lintégrale rectiligne (w,u,); de sorte que la fonction est
encore égale & @(x) aux environs du point x,. Le méme mode de raison-
nement s'applique au coté T,, et par raison de symétrie il en est évidem-
ment de méme des cotés U,, U,; ce quon pourrait d’ailleurs démontrer
directement en renversant 1’ordre des intégrations. Il résulte de 1'étude
qui vient d'étre faite que les seuls chemins fermés qui puissent ne pas
ramener @(z) & sa valeur initiale sont ccux qui traversent deux cotés
différents du quadrilatére; ce qui revient & dire que les seuls points
singuliers de cette fonction a lintérieur de C sont les quatre sommets
SO’ Sl’ 82’ W3

1o. Il suffit évidemment de savoir ce qui arrive lorsque la variable
traverse deux cotés consécutifs; je prends par exemple les cétés T, U, ;
la figure suivante montre le déplacement correspondant de I

Avant que la coupure [I' n’ait atteint la ligne w, u,, remplagons
lintégrale rectiligne (w,u,) par lintégrale curviligne (w,mnu ), qui est
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i)

ézale & la précédente et qui ne cesse pas d’avoir un sens. Considérons

la position /[, occupée par /' un peu avant que x n'ait atteint le coté

F tg. 9

U I, coupe wu, en un point ¢ infiniment rapproché de u,. Soit ¢
un nouveau point de cette ligne infiniment voisin de e. On peut encore
remplacer (w mmu,) par la somme des deux intégrales (u pe’) + (€qu,),
dont la premiére peut étre réduite a l'intégrale rectiligne (u,e’). Le
chemin €'qu, peut & son tour étre réduit a deux lignes infiniment rap-
prochées de la coupure /, et & un cercle de rayon infiniment petit p
décrit autour du point vy. Or, le long de la coupure I', lI(x, u) prend de
part et d'autre de cette ligne des valeurs dont la différence est 2izR(x, u);
on aura donc

f]l(;v, w)du = 2i7rfR(1:, ) du +/ll(x, w)du.

(e’ quy) (@
Dans le voisinage du point v, on sait que /I(x, ) est de la forme

R(x, w)L(u — v,) + P(u);

lintégrale

fP(u)du

()
est égale, d'aprés les notations adoptées, a 2iz2 (x). Quant a lintégrale
fR(:n, u) L (uw — v,)du,

(p)
Acta mathematica. 5. Imprimé 16 Avril 1884, 15
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R(r, u) étant holomorphe pour w = v, on vérifie facilement qu’elle est
infiniment petite avec p. Soit en effet f(#) une fonction holomorphe de
# dans le domaine d'un point a

f(u) =§° A4,(u — a)';

y=0

posons
+ o (u — a)v+1 ; +o (v — a)V-i-l
r-E AT - E At

Dans le domaine du point @, on aura
[f(w)L(u — a)du = F(u)L(u — a) — F,(v) + C,

et cette intégrale, prise le long d’un cercle de rayon p, a partir d'un
point a sera égale &

[F(u) L{u — a)],

a

ou a 2irF(a); ce résultat est, comme on voit, infiniment petit avec p.
On a done, en supposant p infiniment petit, c'est-a-dire e’ = vy,

[ (@, w)du = 2in-[:fo“R(x, w)du + /L{(x)].

(e'quy)

La coupure continuant a se déplacer de I, en [, la quantité con-

tenue dans le second membre de 1'égalité précédente conserve un sens,
et quand z sera venu en x, la continuation analytique de @(z) sera
représentée par

(u,€') + 22'7:[;[%1%(.16, u)du + Ao(x)],

ot l'on doit maintenant faire w, — ¢ infiniment petit; ce qui conduit &
remplacer @(z) par

O(r) + 2i7z-/veR(ac, w)du + 2imh(x).

Les autres cas s’étudient de la méme maniére et conduisent & des résultats
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analogues. En résumé, la variable franchissant 'espace E, la fonction égale
a @(x) au point de départ est égale au point d'arrivée a O(x)+ 2imp(x),
¢(x) ayant I'une des valeurs suivantes, d’aprés le chemin décrit par la
variable:

x franchissant les cotés T, U, on a ¢ (z) =fR(x, wydu + A (),

.................. U, T, .... ¢,(2) =fR(as, w)du + A (),
.................. Ty, Uy - -+ ¢,(z) = [R(z, wydu — A(z),
.................. Uy Ty - -+ go(®) = [R(x, w)du — A(2).

Comme conséquences, on déduit de 14 que si on fait franchir & la variable
% les deux cotés U, U, successivement, @(x) se trouvera asugmentée de

2izfp,(x) + ¢,(2)] = 2ix f R(x, wydu. Si la variable franchit les cotés

F,, T, successivement, @(x) sera augmentée de

2inlg,(x) + g, (o)) = 2ix [Rle, du + i) + 4,()]

Ce dernier résultat est aisé & vérifier di- Y,
rectement; on a vu plus haut que la I \\
coupure mobile va de I, en I (fig. 10), v, \ Fig.10

et I'intégrale rectiligne (u,u,) est remplacée \ \
par lintégrale (u,mu,), qui est égale & ! \
I'intégrale rectiligne ou @(z), augmentée
de Vintégrale

f]I(:c, u)du,

prise le long d'un contour C environnant
la coupure I dans le sens direct. Ce dernier
contour peut étre réduit 4 deux circon-
férences de rayons infiniment petits ayant
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pour centres les points v,, v; ¢t & deux lignes infiniment rapprochées de
la coupure. On trouve comme tout-a-'heure que la partie de l'intégrale
relative aux petites circonférences est égale a 2iz[A (x) + A (x)], ev que

Yy
i partie provenant des autres lignes est 2ir f Rz, u)du.
n
11. Soit # = 1; on a alors
Fle, u, )
@’
ot

Rz, u) =

on supposant qu'on ait remplacé ¢ par sa valeur tirée de P'équation
G(z, u, t) = o. Les résidus A (2), A (z) sont nuls et les valeurs de ¢(x)
se simplifient. Si la variable franchit les cotés U, U,, @(x) se trouve
augmentée de

%
»

F(e, w, t)
——m—— du 3

“ El

2ir

et si x franchit les cotés T, T, @(r) se trouve augmentée de

Yy

; Flo, u, 8
uw — .
oG
s ot

Ici une vérification s'offre d’elle-méme. Supposons en effet quion ait
effectué les intégrations dans l'ordre inverse; on aurait trouvé pour
accroissement de @(x) lorsque # franchit les cotés 1), T},

h

Fle, w, t)dt

20T
oG
. . 2 o
On doit donc avoir
1y 7.
F(e, u, tydt Flz, u, t)du
2G - 2G ’

ty ou v, ot
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cest en effet ce qui a lieu; car si dans la premiére intégrale on fait le
changement de variable

= x(z, w),

on retrouve identiquement la scconde. Ceci résulte de ce qu'aux limites
f,, t, pour ¢ correspondent pour # les limites v,, v, et de l'identité

G G
ﬁdu 4 'ajdt = o.

12. Comime application, je considére l'intégrale double

1 1
L ¥ dt
o(z) = | dujme’
0 a

qui rentre bien dans le cas de # = 1. Le quadri- "
latere E se compose ici d’un carré ayant pour Figtl
sommets les points d'affixes o, 1, i, 1 + ¢, (fig. 11).

. o . . A B
Les diverses quantités qui figurent dans les formules T
ont respectivement les valeurs: v '_"’fffwﬁ. .
1] L O T Y 1
Bz, w)y=1, A(z) =2 (x) =0, O EHHHEY
. . . 0 ! C z
Y, = — 1%, v, = —1w 41 Y N

par suite les ¢ auront les valeurs suivantes:

—iz

¢, (2) = fodu = iz, ¢, (x) = 1folu = — i(x — i),

—ix

¢, () = jdu = ifx—1—1), ¢/(x) =_1f$ a‘m = —i(x — 1)

—ir4i 0
La vérification est iinmédiate, car un calcul élémentaire donne
O(z)=i[(x—1—i) Lx—1—di)+ 2L (x)— (@—1) L(z—1)—(x—4) L(z—1)].
13. Dans le cas de n = 2, les résidus A (), A (z) ne seront plus
nuls en général et on trouve pour leurs expressions (voir n° 2)

Fz, u, ?)
20(®) = =G

du ot
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ou on a remplacé ¢ par ¢ et u par v,, et pour A (x) une expression
analogue. Soit, par exemple,
1 1

dt
O(w) = / FFm—a

0 ]

le quadrilatére E est le méme que tout-a-lheure. On a ici
Rz, u) =0, A(z)=—1i, A(x)=1, o, =—iz, o = —ix+1i;
et par suite:

?o(x) = fpz(x) = i, 501((6) == Pg(-’ﬂ) = —1.

Les résultats sont encore faciles a vérifier, car on trouve

z(x—1—14)
gl =)
Remarque. Chacune des fonctions ¢, (), ¢,(2), ¢,(x), ¢,(v) étant
holomorphe a lintérieur de C, la différence

i=3

0(2) — T p(a) Lz — 8)

sera, d’aprés ce qui précéde, une fonction uniforme ¥(x) & lintérieur
du méme contour, qui ne peut présenter de discontinuité qu'aux points
S,, 8, 8,, §;. Par une méthode analogue & celle qui a été employée
au n° 3, on reconnait que chacun de ces points est un péle d’ordre n — 2
pour ¥(z); dans les deux cas particuliers de » = 1 et de n = 2, ces
points sont des points ordinaires: ce qui est bien d'accord avec les ré-
sultats précédents.

14. Soit f(¢) une fonction rationnelle de ¢ dont les coefficients ne
contiennent ni % ni x et qui n'admet, pour fixer les idées, que des pdles
simples:

() = 72+

Considérons l'intégrale double

() —_—:j‘:luflf(u + ¢ — x)dt,
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ou les intégrations sont effectuées pour u le long de l'axe réel, et pour ¢
le long d’une ligne droite joignant l'origine au point d’affixe I = a + gi.
Soit p =a + ib un pdle de f(¢); l'intégrale double précédente n’aura aucun
sens pour toutes les valeurs de z & l'intérieur de la bande indéfinie com-
prise entre deux paralléles a4 T'axe réel menées par les points d'affixes
p et p 4+ 1. Soient

p1=a1+ibl’ p2=a2+ib2"'°7pn=au+ibn’

les poles de f(¢), rangés par ordre des coefficients de ¢ croissants, et
supposons que la différence b,,, — b, soit toujours supérieure & B. A
chacun de ces péles correspondra une bande et deux bandes consécutives
n’empiéteront jamais I'une sur l'autre. Le plan se trouve ainsi divisé en
n + 1 parties non connexes entre elles. Ou reconnait d'abord que O(x)
est constant dans chacune de ces parties; si on I'écrit en effet

1 4o
o(x) =fdtff(u + ¢t — z)du,
on aura

V() = — [d [ T + ¢ — w)du;

f(co) étant nul, comme il est nécessaire de le supposer, on voit que
Pintégrale
+®

ff’(u + t — z)du

—

est nulle pour toute valeur de x et de ¢ et par suite on a @(z) = o.
Mais cette constante sera variable d’un intervalle &4 une autre. En pre-
mier lieu, pour savoir sa valeur lorsque z est dans la partie au-dessous
de la premiére bande ou au-dessus de la derniére, on peut faire z = co;
ce qui donne @(z) = o. Pour calculer 'accroissement de &(x) lorsque
la variable traverse la bande correspondant au pdle p, en passant de
Vintervalle situé au-dessous & Dintervalle situé au-dessus, on peut, soit

considérer ce cas comme limite du cas général, soit faire le raisonnement
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™
directement, et on trouve pour valeur de cet accroissement 2iz [ R du.
To
Iei v, =2, v

, = ¢ — [, et par suite

JRdu = —IR,.
Il en résulte que dans le premier intervalle on aura @(z) = — 2¢zlR,
dans le second @(z) = — 2iml(R, + R,),... ct enfin au dessus de la
derniére coupure @(x) = — 2izl(R, + R, + ... + B,). Comme on doit

avoir dans cette partie du plan @(z) = o, on retrouve la condition
connue

R+R +...+4+ R, =o0.

En remplacant les constantes R par des fonctions de z on parvient a
I'expression, sous forme d'intégrale double, d'une fonction qui coincide
avec #n — 1 fonctions données tout-a-fait arbitraires a lintérieur de » — 1
intervalles séparés par des bandes de largeur finie, et non par de simples
coupures. (Voir Hermrre, Sur quelques points de la théorie des fonctions.
Journal de Borcuarpnt, T. 91, p. 69.)

Des faits analogues ont lieu apparemment pour des intégrales dé-
finies multiples 4 un nombre quelconque de variables. Le quadrilatére
E sera remplacé, autant que jai pu le voir, par un polygone d'un
nombre 2" de coétés pour les intégrales multiples d’ordre x.

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont paru dans une
note, présentée & 1'Académie des Sciences le 30 Avril 1883.

Toulouse, Octobre 1883.




