
SUR UNE CLASSE D'INTI~GRALES DOUBLES 

P/~R 

E. GOURSAT 
~, TOULOUSE. 

Le present m~moire n'est qu'une suite d'un travail publi5 ant~rieure- 
ment dans le mdme recueil,(1) oh j'indiquais une mSthode gSn6rale pour 
l'~tude des coupures des int~grales d(~finies. Je m'occupe plus sp~ciale- 
ment des int~grales doubles qui ont ~t4 signal~es par M. HERMITE ~ la 
fin de sa lettre ~ M. MITTAG-LEFFLER ( J o u r n a l  de BORCHARDT, tome 9I). 

i. L'artifice que j'emploie 5tant tout-/~-fait g6n4ral, je commencerai 
par le rappeler en quelques mots. Soit en premier lieu f(x, u) une 
fonction uniforme ou multiforme des deux variables ind4pendantes x et 
u, telle que lorsqu'on attribue /~ x une valeur particuliSre x~, les valeurs 
de u qui sont des valeurs singuliSres pour f(xl,  u) ne forment ni des 
lignes ni des surfaces, ces valeurs pouvant d'ailleurs 4tre en nombre fini 
ou infini. Appelons ~(x) l'intSgrale 

Ul 

f f(x, u)du, 
tr 0 

prise suivant la ligne droite qui joint les deux points uo, u 1. Ayant 
adopt~ pour f(x, Uo) une quelconque de ses d~terminations, l'int6grale 
pr4c4dente repr4sen%e une fonction qui peut ~tre uniforme ou multiforme, 
mais qui conserve un sens bien d6termin~ tant que le chemin d~crit par 

(') Voir Acta Mathematica~ T. 2~ p. I--7o. 
A e t a  m a t h e m a t i c a .  5. :hnprin*~ 15 Mars 1884. 13 
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la variable x ne rencontre pas certaines lignes qui sont des coupures pour 

cette intdgrale. Pour  savoir ce que devient cette fonction lorsque la 

variable vient k rencontrer une de ces lignes, je proc6de de la mani6re 

suivante. Soit C une coupure et admettons que lorsque x vient coincider 

avee un point ~: situ6 sur eette ligne, la fonction f($, u) est discontinue 

pour un point 0 situd, sur la ligne %% et reste finie pour toute autre 
valeur de u sur ce chemin ( de 
de x o en x~, le point qui eo~n- 

% :% e -.., 

cide avec 0 pour x = $ va de 

v 0 en r~ en traversant la ligne 

uo%. La mdthode consiste 
uniquement  k remplacer l'int6- 

u 1 

grale f f ( . ,  u)U,, qui eesse d axolr un sens par la .mdme int6gral~ prise 
?t o 

sur le chemin infiniment voisin u0mu ~ qui est 6gale g la premi&e et qui 
continue k avoir un sens. De sorte que lorsque .~ est venue en m~, la 

continuation analyt ique de ~(x) se t, rouve repr(~sentde par le mdme sym- 

bole ou par la somme des deux int6grales 

I" I 

f f(x, u)g,, + f f(., u)g,,. 
IIoal~ot*'o ~'o 

A u  lieu de supposer que la fonetion f(x, u) n'admet que des points 

singulicrs isol~s, on peut se proposer de eonsid&er le eas off cette fone- 

tion admet elle-mSme des eoupures ou mSme des espaces lacunaires. 

Supposons, par exemple, que lorsqu'on at tr ibue k x une valeur  particulidre 

f 

>i' 
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xl, f(z~, u) admette une ligne de discontinuit6, ligne qui est elle-m6me 
variable avec x, de fa~on que lorsque x est eompris dans une certaine 
portion du plan E ,  cette coupure a un ou plusieurs points communs 
a ve c l a  ligne droite u0u 1. 

U 1 

L'int6grale r  u)du n'aura aueun sens pour toute valeur 

de x comprise dans cette portion du plan (fig. 2). 
Admettons, pour fixer les id6es, que lorsque x traverse respace E 

suivant la ligne xox~, la coupure variable I '  traverse la ligne uou ~ sans 
qu'aucun de ses points vienne coincider avec une des extr6mitds u0, u~, 
et passe de la position primitive vov~ ~ la nouvelle position v'ov'l. On 
peut, par 1'application r6p6t6e du th6or6me de CAuctlY, supposer que le 
therein d'int6gration se d6forme d'une mani6re continue, de fagon que la 
coupure ne l'atteigne jamais; et, lorsque x sera venue en x~ la continua- 
tion analytique de r sera repr6sent6e par la m6me int6grale prise 
suivant le chemin uomnu ~. Si la fonction f(x, u) est uniforme /~ l'int6- 
rieur du contour form6 par ee chemin et la ligne droite UoU, on pourra 
remplacer cette int6grale par l'int6grale primitive eP(x), augment6e de 
l'intdgrale 

f f(x,  u)du 

prise dans le sens inverse le long d'un contour ferm6 environnant eom- 
pl6tement la ligne V'oV'l. 

2. Cette g6n6ralisation de la m6thode conduit bien ais6ment, comme 
on le verra plus loin, k des cons6quences importantes relatives aux intd- 
grales doubles; mais avant d'aborder ce point, il est ndcessaire d'6tudier 
de plus prSs les propri6t6s des intdgrales simples analogues h, celles de 
M. HERMITE. Soit f(x, u) une fonetion jouissant des propri6t6s qui vien- 
nent d'6tre rappel6es et %% une coupure de l'int6grale 

ft'@, 
prise suivant une ligne quclconque telle que UoU 1 (fig. 3). 

Je suppose que la coupure %% ne se coupe pas elle-m6me, et ne 
rencontre aucune autre eoupure relative ~ la m6me int6grale. Lorsque 
x vicnt co'~ncider avec un point de cette ligne, f(x, u) est discontinue 
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pour un seul point  de la ligne uou ~. Soit v = r  la valeur de u qui 
est pour f ( x ,  u) une valeur singuli6re; nous pourrons entourer la ligne 
aoa ~ d'un contour suffisamment voisin C pour que la fonction r  soit 

tit  
Fig'. 3 

uniforme "~ l ' int6rieur de ce contour. Le point x d6crivant la ligne 
q0%, v ddcrit la ligne uou ~. Inversement lorsque v ddcrit la ligne uou~, 

il y a une seule valeur de x d6duite de la relation 

v = r  

qui soit situde sur la ligne aoal, puisque cette ligne ne rencontre aucune 
autre des coupures. Cela revient s supposer que la fonction x Ae v 
d6finie par l '6quation v = r  est uniforlne ~ l ' int6rieur d'un certain 
contour C I entourant UoU 1. Les points des deux lignes uou,, %a I se 
correspondent done un ~ un, et sont d6crits simultan6ment dans le sens 
indiqu6 par les fl6ches. On comprendra suffisamment, sans qu'il  soit 
besoin de le ddfinir, ce que j 'entendrai ddsormais par bord droit et bord 
gauche de la coupure %a 1. Je  suppose encore que f@, u) est uniforme 
pour les valeurs de x et de u comprises s l ' int6rieur des contours C et Q ; 
de sorte que le point v = ~b(x) est pour cette fonction un p61e ou un 
point singulier essentiel. J 'appelle R(x)  le r6sidu relatif ~ ce point sin- 
gulier; R ( x )  est comme r  une fonction uniforme ~ l 'int6rieur de C. 
Ces hypotheses 6tant adopt6es, l m t % r a l e  

U! 

repr6sente une fonetion uniforme de x ~ l ' int6rieur de C qui admet la 
ligne aoa I comme coupure. On reconnait, d'apr6s la mdthode g6n6rale 
rappel6e au d~but, que lorsque x traverse la coupure a0al, la fonction 
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reste continue, st se trouve repr6sent6e apr6s le passage par la m~me 
intdgrale dgfinie augment6e de la quantit6 _+ 2iTcR(x), le signe Jr- ou 
devant ~tre pris suivant qu'on passe du bord gauche au bord droit ou 
inversement. De sorte qu'en dcux points infiniment voisins d'un point $ 
de la ligne aoal, on a 

(i) (P(N) - -  (P(N') = 2irr/~(~), 

le point N ~tant pris sur le bord gauche. On volt en outre que la 
fonction r ne pr6sente k l'intdrieur du contour C que deux points 
v~ritablement singuliers %, ~ ,  ct qu'elle peut 6trc raise sous la forme 

\ x  - -  a o /  

P(x )  5tant une fonction uniforme dans la m6me rdgion du plan qui ne 
peut prgscnter de discontinuit6 qu'aux points a o et a~. 

3. Pour reconnaitre quelle est la forme de cette fonction P(x )  
dans le voisinage de ces points singuliers, je prends d'abord le cas off le 
point v = r  est un p61e simple pour la fonction f (x ,  u). La difference 

f(x, u ) - -  R(.) u-- r  

sera une fonction holomorphc ~ l'int6rieur des contours C ct 6'1, Q(x, u); 
c t  o n  a u r a  

U 1 t l I  

f f(x, u)d. = f .0 . ] ~ _ r  + f Q(x, u)du 
St o 

U! 

- R ( x ) L [ . , -  r + [ fQ(x,  u)du - -  n(x)L[u o - -  r 
U o 

La scconde partie est continue dans le voisinage du point x := al; de 
plus, comme r  devient 5gal k ul pour x ~ a s, on a dans le voisinage 
de ce point 

~ ( X )  = U x -t- A l ( X - -  ~ )  21- A u ( z - -  ~ ) '  "n t- �9 . .  
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A 1 6tant diffdrent de z6ro puisqu'on suppose que la coupure aoa ~ est 

isolde ou qu'une seule valeur de x devient 6gale ~ a, pour u = u~. Ceci 

peut  s'dcrire 
~, - -  r  = ( x - -  ~,)r 

tb~(x) d6signant une fonetion holomorphe pour x-----a~, et diffdrente de 

z6ro pour cette valeur. La premi6re partie est donc dgale b. 

B(x)L(x--a~) + Tt(x)L{r 

ee qui montre que la fonction P(x) eat uniforme et continue dans le 

domaine du point a~, et il en est 6videmment de mOne dans le domaine 

~u point a 0. 
Plus gdn5ralement supposons que le point v = r  soit pour f(x, u) 

un p61e d'ordre n, de telle sorte qu'en retranchant  de c.ette fonction une 

expression de la forme 

B, B,  Bn-1 B ( x )  
[ ~ - -  ~b(gg)] n + [ t~ - -  r  n-1 + * " * + [ u - -  r ~" ~ __ r 

off les B sont des fonetions uniformes de x, le rdsultat  soit une fonction 
7"  t O ,  * r / uniforrne de x et de u. On a pour l m t % r a l e  conslderee la m6me cx- 

pression que tout-~-l'heure sauf les termes 

i B~ B~_~ 

~ - -  I b , -  r "'" ~, --r 

or dans le voisinage du point x = al, on a en g6nSral 

I - -  I [u , -  r (~__ ~,< r 

~b2(x ) 6tant une fonction holomorphe de x pour x = al; de sorte que ce 

point a I sera en gdnSral pour l ' intdgrale un p61e d'ordre n - - i .  On 
verrait  de mSme que si le point v--~ r  est pour f(x, u) un point 

singulier essentiel, il en est de m~me des points a 0 e t a  I pour P(x). 
Ainsi, dans les int6grales de M. HERMITE 

U !  

r  G(:, 

U 0 
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o5 F(x, u), G(x, u) sont des fonctions enti~ree de x et de u, les points 
a 0 et a~ seront des points ordinaires pour P(x) ,  tandis que dans les 
in~grales  

?l! 

G~(z ' ~) du 
L.r  

ces m~mee points seront des pSles simples pour .P(x). Chcrchons le 
rSsidu relatif ~ ces pbles. On a 

! 

[~_r + Q(~, u), 

F(x, u) :F(x ,  ~b(x))+ F(x, u)--F(x, r r u), 

Q et Q~ 5tant dee fonctions holomorphes de x et de u et en supposant 

que dans ~G - -  oll sit remplac5 u par r  On aura alors ~u  

F('z, u) F(x, r 
~ G  G'~(x, u) [u--tb(~)] /~uu\ ~ ) qt_ 

n(~) 
u--r  + Q~(x, u), 

Q~@, u) dtant ~gale4nent une fonction holomorphe de x et de u; par 
suite, dane le voisinage de x----x~, on aura 

Pj(x--%) dtant continue dans le domaine du point %. Mais dans ce 
m~me domaine on a 

r = u ,  + ~ ( . ~ - -  :,) + . . .  



104 E. Goursat. 

par suite 

I I 

r - -  . ,  (z - -  ~6) de ~+...  

~G 
~u 

~G ( . ~ - - , , ) ~  + . . .  

et le r6sidu relatif au p61e % sera 6videmment 

- -  F (a , ,  u,) 

~u ~z 

cn supposant que dans 0G et ~G on fasse x u--= u 1. Le r6sidu v---~ v-~- ---- al' 

relatif au p6te % aurait pour expression 

F(ao~ uo) 
~G ~G 
~tt ~x 

4. Comme application, soit f (x )  une fonction uniforme et continue 
le long d'un arc de courbe C: l'intdgrale 

r J � 9  
U 

prise le long de C, ddfinit une fonction de x holomorphe duns route 
l'Stendue du plan, sauf sur cette courbe qu'elle admet comme coupure, 
la diffdrence des valeurs de @(x) en deux points infiniment voisins d'un 
point $ de part et d'autre de cette ligne 6tant pr~cisdment 6gale b~ 
2i7~.f(~:). En ajoutant plusieurs intdgrales de cette nature, on parvient 

l'expression, sous forme d'intdgrale ddfinie, d'une fonction holomorphe 
dans route l'~tendue du plan, sauf le long de certains arcs de courbe 
CI, C ~ , . . . ,  C,, la difference des valeurs en deux points infiniment voisins 
4'une coupure 5tant dgale ~ f~(x) pour 6'1, ~ f~(x) pour C ~ , . . . ,  fn(x) 
pour 61, f~, f ~ , . . . ,  f, ddsignant des fonctions tout-s arbitraires. Dans 
]e cas oh la ligne d'int4gration se compose d'un arc de cercle, on re- 
tombe sur des intdgrales qui se sont pr6sent4es s un autre point de vue 
dans le beau m6moire de M. A1)I'I~LL Sur le d~veloppement d'une fonction 
holomorphe dans une aire limitde par des arcs de cercle (Acta Mathe-  
ma t i ca ,  T. I, p. I47 ). 
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5" Je consid6re encore l'int6grale double suivante sur laquelle 
M. HERMrrv. a appel~ mon attention: 

_ ( , u, t )dudt  
O,(~, t) 

U 0 t o 

oh F(x,  u, t), G(x ,  u), Gl(x  , t) d6signent, pour fixer les id6es, des fonc- 
tions enti6res des variables qui y figurent et oh les int6grations sont 
effectu6es suivant des lignes droites. Cette intdgrale admet deux sortes 
de coupures; elles s'obtiennent en prenant, d'une part, la s6rie des valeurs 
de x que l'6quation G(x, u)----o fair correspondre k la s6rie des valeurs 
de u croissant de u 0 ~ ul et, d'autre part, la s6rie des valeurs de x qui 
correspondent k la s6rie des valcurs de t croissant de t o h, t~ d'apr6s 
l'6quation Gl(x  , t ) - ~  o. Soient C,, les premi6res et C t les secondes, que 
nous supposons distinctes les unes des autres. Je consid6re par exemple 
une coupure C~ et je prends sur cette coupure un point $, n'appartenant 
pas ~ une coupure C t et n'~tant pas un point double pour la coupure 
C~; de telle sorte qu'une seule des valeurs de u ddduite de l'6qtmtion 

G($,  u) = o 

soit situ6e sur le chemin UoUl; soit 0 le point qui figure cette valeur 
de u. Posons 

t! 

=,] ; 

to 

]](x,  u) est dvidemment une fonction holomorphe de x et de u,  tan~ que 
x reste compris dans les environs du point ~. On peut alors r6p6ter 
mot pour mot pour l'int~grale 

Tt I 

le raisonnement qui a 6td fait pour les intggrales de M. H~RmTE, et on 
Aeta nmthemativa. 5. Imprim6 16 Avril 1884. 14 



106 E. Ooursat. 

en ddduit que la diff6rence ~ ( N ) ~  ~(N')  est dgale k 2i7r multipli6 par 
le r&idu de la fonction 

/1(~, u) 
G(t, u) 

relatif au p61e u ~ O, N e t  N' dtant deux points infiniment voisins de $1 
N sur le bord gauche et N' sur le bord droit de la eoupure eonsid&de. 
Ce rdsidu a pour expression 

//(~, O) 

s-- o(~, o) ~8 

on aura done, en remplagant H par sa valeur, 

t l  

f *  F(~, 0, (5) ~ ( N ) -  ~(N')=  ~ i ~ j  -~ ~ t)~t , 
~1 (e, 0)1. a,(~, t) 

to 

et on trouverait pour la diff6rence des valeurs de ~ ( x ) e n  deux points 
infiniment voisins d'une coupure C t u n e  expression analogue. 

6. Les int6grales doubles signaldes par M. HV.RMITW sont de la forme 

Ul t l  

. FF(z ,  u, t)dt 

u o to 

je consid&e, pour plus de gdn&alitd, les intdgrales de la forme 

111 t I 

, ]  ,] O(~, u, t) 
ua t o 

oh F(x, u, t), G(x, u, t) d6signent des fonctions enti6res de z, u, t, oh 
n e s t  un nombre entier positif et oh les intdgrations sont effectu~es 
suivant des lignes droites. Le symbole ~(x) offre un sens bien ddtermin6, 
saul pour les valeurs de x que l'on obtient en faisant varier u de u 0 
u 1 et t de t o K tl suivant des lignes droites dans l'dquation 

a(x, ~, t )=  o. 
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L'ensemble de ces valeurs de x recouvre en g6ndral une certaine portion 
du plan que j'appelle E;  de sorte que la d~finition de la fonction ~(x) 
par une int~grale double ne nous apprend rien sur le mode d'existence 
de cette fonction k l'int~rieur de l'espace E.  I1 n'en r6sulte pas que 
cette portion du plan soit pour la fonction eP(x) un espace lacunaire, au 
sens attribu~ k ce mot depuis les travaux de M. WEIERSTRASS et de ses 
disciples. S o i t  x 0 un point ext~rieur '~ E ,  mais trSs-voisin de la limite; 
la fonction consid~r~e ~tant holomorphe pour x ~ x0, il existe comme 
on salt une s~rie proc6dant suivant les puissances croissantes et positives 
de x - - x o ,  convergente k l'int~rieur d'un cercle ayant pour centre le 
point xo, et dont la somme est ~gale k ~(x) pour tous les points du 
ccrcle ext6rieurs k l'espace E.  Deux cas peuvent se presenter: ou bien 
ce cercle ne pdn~tre pas k l'int6rieur de E,  quel que soit le point x0, et 
alors E est bien v6rimblement un espace lacunaire; ou bien ce cercle 
p~nStre .~ l'intdrieur de E.  Nous allons reconnaitre que c'est ce qui a 
lieu dans l'exemple consider6; de telle mani~re que la fonction qui 
coincide avec r k l'ext~rieur de E peut dtre continu~e analytiquement 
dans cette r~gion, Nous verrons de plus qu'on peut atteindre ainsi tous 
les points de cette r~gion, sauf fin certain nombre de points isol~s. 

Pour plus de clart~ je me bornerai k l'~tude d'un cas simple. Je 
suppose que, u e t t  varia,nt dans les limites indiqudes, une des valeurs 
de x d~duite de l'~quation 

(3) u, t ) =  o 

vienne co]ncider une lois et une seule lois avee chacun des points k 
l'int~rieur d'une portion du plan simplement connexe, que je d~signerai 
dor~navant par E;  de telle sorte qu'en prenant un contour C, suffisam- 
ment rapproch~ de la limite de E ,  toutes les autres valeurs de x, ddduites 
de l'~quation (3), soient figur~es par des points k l'ext~rieur de C. Le 
symbole ~)(x) d~finit alors une fonction holomorphe de x entre la limite 
de E et le contour C. 

Cet espace E peut ~tre envisag~ comme une esp~ce de quadrilat~re 
curviligne. Si, dans l'~quation (3), on attribue k t la valeur t o et qu'on 
fasse varier u de u 0 k ul, l a  valeur correspondante de x, comprise 
l'intdrieur de C, d~crit un certain arc de courbe que je d~signcrai par To, 
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et j 'appellerai  de m~me T~, Uo, U 1 les trois autres arcs de courbe 
engendr6s d'une fa(~on analogue, en remarquant  que deux arcs ddsignds 
par deux lettres diffdrentes ont toujours une extr6mitd commune et que 
deux arcs ddsignds par la m~me lettre n'ont aucun point commun. Ces 
arcs forment par consdquent les cbtds d'un quadrilat6re curviligne con- 
vexe. Plus g6ndralement, soit 0 un point du segment de droite tot ~, et 
appelons T, l 'arc de courbe ddcrit par la variable x lorsque dans l'dqua- 
tion G(x, u, 0) = o  on fait varier u de u o ~ u~. Lorsque le point 0 
passe de la position t o ~ la position tz, cet arc de courbe To se ddplace 
en se ddformant d'une mani6re continue de facon que deux arcs diffd- 
rents ne se coupent jamais et que ses extr6mit6s d6crivent les c6t6s U o, ~ .  
I1 passe ainsi de la position primitive T O ~ la position :/1, apr6s avoir 
d6crit une fois et une seule fois tout  respace E .  Tout pareillement on 
peut concevoir que l'arc de courbe U 0 passe d'une mani6re continue de 
la position primitive ~ la position U~. Ce double mode de gdn6ration 
se trouve mis en 6vidence par la figure suivante (fig. 4). 

Par  chaque point m de E passe une seule courbe T~ et une seule 
courbe U~; b~ chaque point tel qne m correspond ainsi un seul couple 
de points dont l 'un est sur tot~, l 'autre sur uou 1. Par  exemple les 
sommets So, St, S~, S~ du quadrilat~re correspondent respectivement aux 
couples (u o, to), (u 1, to), (u~, t~), (u0, t~). Je suppose de plus, comme 
l'indique la figure, que lorsqu'on parcourt le contour de E en laissant cet 
espace s droite on rencontre les cSt6s successifs dans l 'ordre To, U~, T1, U o. 

Entourons les lignes droites uou~, tot ~ de contours C~, C 2 suffisamment 
rapproch6s pour que les conditions suivantes soient satisfaites. Quand on 
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fait varier u et t ~ l ' int6rieur de ces contours, la valeur de x, d6duite 

de l'dquation (3), qui est 6gale k S O pour u = u 0, t = to, reste fonction 
holomorphe de u et de t, Tout pareillement,  quand on fait varier x et 

u 'k l ' int6rieur des contours C et C1, la valeur de t qui est ~gale k t, 

pour x ~ So, u ~ u 0 reste une fonction holomorphe de x et de u que 
j 'appellerai  Z(x, u). Enfin, lorsque x et t restent compris k l ' int6rieur 

des contours C et C2, la valeur de u qui est 6gale k u 0 pour x = S 0, t ~ t o 
reste holomorphe; soit v = ~b(x, t) cette fonction. Les lignes 

"o",, tot,, To, U,, T,, 

sont d~crites dans le sens indiqu6 par les ii~ches (fig. 4); sur chacune de 
ces lignes, il y a donc lieu de distinguer un bord droit et un bord gauche. 

7- Posons, pour  abr6ger, 
t l 

f F ( ~ ,  u, t)dt 
1I( , .)=.] 

to 

II(x, u) est une fonction des deux variables ind6pendantes x et u qui 

admet, quand on regarde x comme constant, un certain nombre  de 

coupures variables avec x; ce sont les lignes obtenues en faisant varier 
t de t o s t~ dans l '6quation (3). Je  considdre seulement celle de ces 

coupures qui rencontre la ligne UoU ~ lorsque le point x est situ6 dans 
l'espace E .  En appelant v o et v~ les extr6mitds de cette coupure mobile 

F, on aura, d'apr~s la notation adopt6e. 

= to), = t , ) .  

Lorsque x est k l ' int6rieur de O, mais k l 'ext6rieur de E ,  F ne rencontre 

pas UoUl, et rencontre cette droite en un seul point lorsque x est k Fin- 

t6rieur de E. De plus, d'aprSs les hypothSses faites plus haut, cette ligne 
I '  ne peut  avoir de point double, tant  que x reste ~ l ' int6rieur de C; nous 

admettrons en outre qu'elle ne rencontre pas d 'autre coupure. 

La fonction II(x, u) jouit  6videmment des propri6t6s de la fonction 
6tudi6e au n ~ 2. La difference des valeurs de II(x, u) en deux points 

infiniment voisins de F est 6gale ~ +_ 2iTCR(X, u), R(x,  u) ~tant le r6sidu de 

F(~, u, t) 

G"(~, u, t) 
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relat if  au pOle dOfini par l 'dquation G(x, u, t) ~ o quand on y considOre 

t comme la variable inddpendante.  Quand on consid~re x comme constant, 

ll(x, u) peut,  dans le voisinage du point  v~ dtre mis sous la forme 

ll(x, u).=: R(x, u ) L ( u - - v l )  + P(u), 

P(u) 6tant une fonction uni forme de u qui admet  le point  u = v I pour  

pole d 'ordre n - -  i. Appelons  2~(x) le rOsidu relat i f  k ce pOle et ~0(x) le 

rOsidu relat i f  au pOle v 0. Il est clair, d'apr~.s la dOfinition mdme de ces 

quantitOs, que ]](x, ~), 2o(X), 2~(x) sont des fonctions uniformes k l'in- 
tOrieur des contours C' et C'~. 

8. Voyons ce qui arrive lorsque x est sur  le contour  du  quadrilatOre 

E .  Supposons x sur  le cOt6 To; ~ une valeur  de x situOe sur ce cbt6 

correspond le couple de valeurs 

t = t o ~  u = u ,  + o ( u ,  - -  

0 ayant  une valeur  rOelle comprise entre zOro et l 'unitd; on voit donc 

clue, pour  une pareille valeur  de x,  l 'extrOmit6 v 0 de ] '  v ient  coineider 

avec un point  de la droite uou ~. Lorsque x franchi t  T o en passant du  

bord gauche au bord droit  ou de l 'extOrieur k l 'intOrieur de E ,  on sait, 

d'apr~s une propriOt6 bien connue des fonctions analyt iques  dont  je me 

suis servi plusieurs lois dans le cours de ce travail ,  que le point  v o passe 

parei l lement  du  bord gauche au  bord droit  de uou ~. Si le point  x est 

situ6 sur le cbtd U0, k cette va leur  de x correspond le couple de valeurs  

U ~ UO, t = to + a(t l  - -  to); 

il en rOsulte d'apr~s la dOfinition de la coupure  que le  point  u 0 est sur  

F. On 6tudierait  de mdme les autres cas, et la discussion est rOsumde 

dans le tableau suivant:  

x t raversant  To, . . . .  le point  v 0 traverse UoU~, 
. . . . . . . . . .  Tl~ . . . . . . .  ' * ' "  vl . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . .  U0, . . . .  le point  u o traverse I ' ,  

. . . . . . . . . .  U1, . . . . . . . . . . .  u I . . . . . . .  I ' .  

Nous pouvons main tenant  nous faire une idde tr~s-nette de la fa(;on dont  
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se ddplace la coupure I '  avec x; les figures suivantes montrent tous les  
cas qui peuvent se pr6senter. J'ai figurd d'une part le chemin d6crit 
par la variable, d'autre part les chemins d6crits par les extr6mit6s v0, v~. 

Uo 

V l ~ 

f..... 
, \  / /v, 

.,,u, / T~ 

uo 

',:YII 
I 
i 

I 

Fi96 

~ _ _ _To I 
~o 

! 

Uo 

v' Fi,q.7 T~' 
.jv~; 

. . . . . . . . . . . . . . .  ~,, b'o 

J I  

9. Imaginons que le chemin d6crit par la variable p6n6tre s l'in- 
t6rieur de E ,  et voyons ce clue devient la fonction analytique qui est 
6gale ~ r E l'extdrieur de ce quadrilat6re. On reconnalt d'abord, en 
d6formant infiniment peu les chemins d'int~gration, ce qui entraine une 
ddformation analogue des c6tgs To, T1, U0, U1 que la fonct:ion ne cesse 
pas d'exister. Mais, pour 6tudier les modifications qu'elle subit, il est 
ndcessaire de distinguer plusieurs cas. Je suppose d'abord que la variable 
d~crive un chemin p~n6trant dans le quadrilat6re E par un certain ebtS, 
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par exemple To, et ressortant par le mdme c6t6. La figure suivante 
montre le d~placement correspondant de 1'. 

. . . . . .  q 

In 

Fi.g 8 
0C l .... - ~  

To T, 

2(~0 ~- .... - ~  

Uo 

Avant que la coupure mobile atteigne la droite uou~, on peut remplacer 
l'int6grale 

f lz(x, u)d  
u o 

par la m~me int~grale prise suivant le chemin UomUl, qui n'est pas atteint 
par cette coupure. Lorsque le point x sera venu en x 1 et la coupure 
F en F 1, l'int6grale curviligne (uomui) n'aura pas cess(~ d'avoir un sens 
et l'appllcation du th6or~me de CAucHy montre que cette int6grale est 
encore 6gale k l'int(~grale rectiligne (u0ul); de sorte que la fonction est 
encore 6gale k r  aux environs du point xl. Le m~me mode de raison- 
nement s'applique au c6t(~ /'1, et par raison de sym6trie il en est 6videm- 
ment de m~me des c6t6s U0, U~; ce qu'on pourrait d'ailleurs d6montrer 
directement en renversant l 'ordre des int6grations, i l  r6sulte de l%tude 
qui vient d'etre faite que les seuls chemins ferm6s qui puissent ne pas 
ramener ~(x) ~ sa valeur initiale sont ceux qui traversent deux c6t6s 
diff6rents du quadrilat~re; ce qui revient ~ dire que les seuls points 
singuliers de cette fonction ~ rint~rieur de C sont les quatre sommets 

So, Sl, s.s . 
I O. I1 suffit 6videmment de savoir ce qui arrive lorsque la variable 

traverse deux c6t6s consgcufifs; je prends par exemple les c6t6s To, U~; 
la figure suivante montre le d6placement correspondant de F 

Avant que la coupure F n'ait atteint la ligne u, ou~, remplagons 
l'int6grale rectiligne (UoUl) par l'int~gra]e curviligne (UomnU~), qui est 
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~gilie ~ la, pr6c6dent.e et qui ne cesse pas d'avolr un sens, Considdrons 
v la 1)osition i :  oceup6e par / '  un p(?ll avant que a: n'ait atteint lo c6t6 

Vi 

fPo " " " " Pr ,9 3C ~ ~  

' ~ Uj 
u_ Vol E' ]Su "'"~ 2C 
L .  . " /, J ,%L "-. v; o._ 

t P ~..4;!-i.; ?~ I '- ' 

t ) ) / ' ,  
. I0 0 

U~; F 2 coupe UoU ~ en un point e infiniment rapproch6 de u~. Soit e' 
un nouveau point de cette ligne infiniment voisin de e. On peut encore 
remplacer (u0mnu ~ par la somme dee deux intdgrales (uoPe') + (e'qu~), 
dont la premi6re peut ~tre r6duite k l'intdgrale rectiligne (Uoe'). Lc 
chemin e'qu~ peut a son tour ~tre r6duit ~ deux lignes infiniment rap- 
proch6es de la coupure ]'2 et h, un cercle de rayon infiniment petit p 
d6crit autour du point v'0'. Or, le long de la coupure F, lI(x, u) prend de 
part et d'autre de cette ligne dee valeurs dont la diff6rence est 2i,-rR(x, u); 
on "tura done 

(e'qu l) e" (p) 

l)'ms le voisinage du point v o on salt que fl(x, u) est de la forme 

l'intdgrale 

n(x, ,,t)L(u - v0) + P(u); 

fP ( . . )  du 
(p) 

est 6gale, d'apr6s les notations adopt6es, k 2izr),,@). Quant "t, l 'int6gralc 

fR(x ,  , , )L(u - -  Vo)<t,,, 
(p) 

Aela mathematiea. 5. Imprim6 16 Avril 1884, 15 
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R(x, u) 6tant hoh3morphe pour u-----Vo, on vdrifie faeilemcnt qu'elle est 
infiniment petite avec p.  Soit en effet f(u) une fonction holomorphe de 
u dans le domaine d 'un point a 

posons 

r(u) .),; 

+| ( u -  a) "+~ 
+r (U - -  a)v+l ~lit'l ( U ) = Z  A v  " "  F(.) =ZA  

u + z (u + I)' v=O v=O 

Dans le domaine du point a, on aura 

f f (u)L(u - -  a)du = F(u)L(u - -  a) - -  F~(u) + C, 

et cette intdgrale, prise le long d'un eerele de rayon p, ~ partir d'un 
point a sera 6gale 

a a )]o, 
oh k 2i~'F(a); ce rdsultat est, comme on volt, infiniment petit avec p. 
On a donc, en supposant p infiniment petit, c'est-k-dire e " =  " VO 

t~o s t 

f n(x, u)d• = :i:[ f R(x, u)du + a0(x)]. 
(e 'qu l) e" 

La coupure continuant i~ se ddplacer de F~ en /11, la quantit6 con- 
tenue dans le second membre de l'dgalit6 pr6cddente conserve un sens, 
et quand x sera venu en z I la continuation analytique de 4~(x) sera 
reprdsentde par 

(uoe') + 2 i z[ . f  R(~, u)du + ~t0(x)] , 

off l'on doit maintenant faire u 1 - - e '  infiniment petit; ce qui conduit k 
remplacer ~(x)  par 

t t  I 

Les autres eas s'dtudient de la m6me mani6re et conduisent k des rdsultats 
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analogues. En r6sum6, la variable franchissant l'espace E,  la fonction 6gale 
�9 (x) an point de d6part est 6gale an point d'arriv~e ~ ~ ( x ) +  2i~r~(x), 

f ( x )  ayant rune des valeurs suivantes, d'apr6s le chemin d6crit par la 
variable: 

vo 

x franehissant les c6t6s To, U~, on a ~ , ~ ( x ) = f R ( x ,  u)du n u ,~(x), 
U! 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  UI, I'1, . . . .  ~ ( x )  =f_~(x, u)d~ + ~,(~), 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  T~, Uo, . . . .  ~(~1 = f R(x, , ,)d,,-- ~(~), 
~O 

It o 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~o, To, . . . .  ~o(~) = f R ( ~ ,  ~)du--~o(.~). 
~e 

Comme cons6quences, on d6duit de lk ques i  on fait franchir ~ la variable 
x les deux e6t6s UI, U sueeessivement, ~(x) se trouvera augment6e de 

2i~r[~,~(x) -~ f . (x) ]  .---- 2 i~ fR(x ,  u)du. Si la variable franehit les e6t6s 
~0 

To, T~ sueeessivement, ~(x) sera augment6e de 

Ce dernier rdsultat est ais6 "k v6rifier di- 
reetement; on a vu plus haut que la 
coupure mobile va de F 0 en 11 (fig. x o), 
et l'int6grale rectiligne (UoUx) est remplac6e 
par l'int6grale (uomul) , qui est 6gale k 
l'int6grale rectiligne ou #(x),  augment6e 
de l'int6grale 

fn(~, u)d~, 
prise le long d'un contour C environnant 
la coupure I~ dans le sans direct. Ce dernier 
contour peut 6tre r6duit ~ deux circon- 
f~rences de rayons infiniment petits ayant 

% 

v+ ( / /  ', Fig. J0 
t 

Ill 
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pour centres les points v0, v't ct k deux lignes infinimcnt rapproch~es de 
la coupure. On trouve comme tout-k-l'heure que la partie de l'int6grale 
relative aux petites circonf6rences est 6gale ~ 2i~r[20(x ) -Jr- ),~(x)l , e~ que 

VO 

~u partie provenant des autres lignes est 2i~rfR(x, u)du. 

i i .  Soit n ~ I ;  on u alors 

R(x, u) t) 
- -  a G  

8t 

G(x, u, t ) =  o. 
se simpliflent. 
augment6e de 

�9 m supposant qu'on ait remplae6 t par sa valeur tir6c de l '6quation 
Les r6sidus ),0(x), 2,(x) sont nuls et les valeurs de 9(x)  

Si la variable franchit les c6tgs Ux, /_7o, r  trouve 

2i 1,'(,, u, t) du, 

uo ~ t  

et si x franehit les e6t6s To, T~, q)(~) se trouve ~ugment6e de 

2 i ~ / F  ('~'~Gu' t) du. 

Ici une v6rifieation s'offre d'elle-m6me. Supposons en efi'et qu'on ait 
effectu6 les int6grations dans l 'ordre inverse; on aur'fit trouv6 pour 
accroissement de r lorsque x franchit les c6t6s To, T~, 

Ii 

2i~" J F(~, u, t)dt 

U ~G 

On dolt done avoir 

f "f F(~, u, t)dt F(~, u, t)du 

to ~ u  v ~ t  
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c'est en effet ce qui a lieu; car si darts la premibre intdgrale on fait le 
changement de variable 

t = z ( x ,  u), 

on retrouve identiquement la seconde. Ceci rdsulte de ce qu 'aux limites 
to, t~ pour t correspondent pour u les limites vo, v~ et de l'identit~ 

~ a u  + ~ a  = o. 

I2. Comme application, je consid&e l 'int6grale double 

1 1 

~,(x) = du t + ~,~-~ 
0 '~ 

qui rentre bien duns le cas de n =: i. Le quadri- 
lat6re E se compose iei d'un earr6 ayant  pour 
sommets les points d'affixes o, i,  i, I + i, (fig. I i). 
Les diverses quantit~s qui figurent dans les formules 
ont respectivement les valeurs: 

.~(X, U ) =  I ,  )~0(X) = ) ~ l ( X ) =  O, 

v o = ~ i x ,  v 1 = - - i x  + i; 

par suite les 9 auront les valeurs suivantes: 

q Fgg.11 

A ! U~ B 

2 1  

'r~ ~ ~ ]  "q 

o I u o c--~ .... 

i 

0 

~o(X) = f au = ix, 
- - f X  

- - i x  

~,(~) = f d .  = - - i ( x - - i ) ,  

~,~(~) = f d,, = i ( x - - ,  - - i ) ,  
--.ix + i 

- - i x +  i 

r = f au = - - i ( x - -  ,). 

La v6rification est imm6diate, car un calcul dl6mentaire donne 

r  ) L (x - - i ) ] .  

13 . Dans ie cas de n = 2, les r6sidus 2o(X), 21(x ) ne seront plus 
nuls en gdn6ral et on trouve pour leurs expressions (voir n ~ 2) 

) , 0 ( x ) -  F ( : ,  , , ,  t) 
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Oh on a remplac6 t par t o et u par v o, et pour 21(x) une expression 
analogue. Soit, par exemple, 

1 1 

dt ,(x) =.(du f + iu_z),; 
0 0 

le quadrilat6re E est le m6me que tout-k-l'heure. On a ici 

R ( ~ , u ) = o ,  ~ 0 ( x ) = - - i ,  ~ , ( X ) = i ,  ~ o = - - ~ ,  v t = - - i x + i ;  

et par suite: 

~o(X) = ~,(x) = i, ~ ( x )  = ~,(x) = - - i .  

Les rdsultats sont encore faciles k vdrifier, car on trouve 

l- z ( z - -  I - - i )  
= iL 5 

Remarque. Chacune des fonctions f,o(x), F1(x), ~2(x), ~s(x) 6tant 
holomorphe k l'int6rieur de C, la diffdrence 

sera, d'apr6s ce qui pr6c6de, une fonction uniforme ~/"(x) ~ rintdrieur 
du mOne contour, qui ne peut prdsenter de discontinuit6 qu'aux points 
So, $1, S~, S 3. Par une m6thode analogue ~, celle qui a 6t6 employ6e 
au n o 3, on reconnait que chacun de ces points est un pble d'ordre n - - 2  
pour ~'(x); dans les deux cas partieuliers de n - ~  i et de n - ~  2, ces 
points sont des points ordinaires: ce qui est bien d'accord avec les r6- 
sultats pr6c6dents. 

I4. Soit f(t) une fonction rationnelle de t dont les coefficients ne 
contiennent ni u ni x et qui n'admet, pour fixer les id6es, que des pbles 
simples: 

R 1 Rg tl. 
f(t) -.----t:p, + t---p. + . . .  + t - -~.  

Consid6rons l'int6grale double 

+oo l 

= f f f(,, + 
--r  0 
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oh les int4grations sont effeetu4es pour u le long de l'axe rdel, et pour t 
le long d'une ligne droite joignant l'origine au point d'affixe 1 ~ a + fli. 

Soit p ~ a -.}- ib up p61e de f(t);  l'int~grale double prdc~dente n'aura aucun 
sens pour routes les valeurs de x k l'int~rieur de la bande ind~finie com- 
prise entre deux parall41es k raxe r~el menses par les points d'affixes 
iv e t p n  u l .  Soient 

p~ = a~ + ibm, p~ ~ ag + ibm, . . . ,  p .  = a,, + lb . ,  

les pbles de f(t),  ranges par or4re des coefficients de i croissants, et 
supposons que la diff4rence b ~ + l -  b~ soit toujours supdrieffre ~ ft. A 
chacun de ces p61es correspondra une bande et deux bandes cons~cutives 
n'empi~teront jamais l'une sur l'autre. Le plan se trouve ainsi divis~ en 
n-!-  I parties non connexes entre elles. Ou reconnait d'abord que ~(x) 
est constant dans chacune de ces parties; si on l%crit en effet 

= f dt f f(,, + t - -  x ) d , , ,  

on aura 

f(cx~) 6tant nul, comme il est n6eessaire de le supposer, on volt que 
l'int~grale 

f + 

est nulle pour route valeur de x et de t et par suite on a ~ ' ( x ) - - - - - o .  

Mais cette constante sera variable d'un intervalle ~ une autre. En pre- 
mier lieu, pour savoir sa valeur lorsque x est dans la partie au-dessous 
de la premiere bande ou au-dessus de la derni~re, on peut faire x ~ oo; 
ce qui donne r o. Pour calculer raccroissement de ~(x) lorsque 
la variable traverse la bande correspondant au p51e p~ en passant de 
l'intervalle situ~ au-dessous t, l 'intervalle situg au-dessus, on peut, soit 
considgrer ce cas comme limite du cas g~n~ral, soit faire le raisonnement 
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r! 

directement, et on trouve pour valeur de cet accroissement 2ir, f R ~ d u .  

Ici v o = x ,  v~ = x ~ l ,  et par sulte 

f R, = - 1 R ~ .  

I I e n  rdsulte que dans le premier intervalle on aura r  2i~rlR 1, 
dans le second r  2i~-l(R, + R 2 ) , . . .  et enfin au dessus de la 
derni6re eoupure ~)(x) = - -  2iTd(R, -4- R~ + . . .  -~- R,). Comme on dolt 
avoir dans cette pattie du plan ~(x) ~ o, on retrouve la condition 
connue 

En remplaqant les constantes R par des fonctions de x on parvient 
l'expression, sous forme d'int6grale double, d'une fonction qui coincide 
avec n - - I  fonctions donn6es tout-~-fait arbitraires s l'intdrieur de n - - I  
intervalles s6par~s par des bandes de largeur finie, et non par de simples 
coupuces. (Voir H•RMITE, Sur quelques poi~zts de la th~orie des fonctions. 
J o u r n a l  de BORCHARDT, T. 9 I, p. 69.) 

Des fairs analogues ont lieu apparemment pour des int6grales d6- 
finies multiples ~ un hombre quelconque de variables. Le quadrilat6re 
E sera remplac6, autant que j'ai pu le voir, par un polygone d'un 
hombre 2" de c6t6s pour les int6grales multiples d'ordre n. 

Les principaux r6sultats contenus dans ce travail ont paru dans une 
note, pr6sent6e ~ l'Acad6mie des Sciences le 3 ~ Avril I883. 

Toulouse, Octobre i883. 


