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Einleitung. 

Die Uniformis ierungstheor ie ,  vorbere i te t  durch  wieht ige Arbei ten  yon R~E- 

)IANN, SCHWARZ, SCHOTTKY, FUCttS, sodann durch  KLEIN und POINCAR~ in k i ihnem 

Vorstoss  p rog ram m at i s ch  en tworfen  im Z u s a m m e n h a n g  mi t  der a l lgemeinen Theo- 

rie der au tomorphen  Funkt ionen ,  wo die Prob leme der Uni formis ie rung  als 

Um kehrp rob l em e  auf t ra ten ,  ha t  in den letzten zwei J a h r z e h n t e n  eine definitive 

sys temat ische  Begr i indung und Verse lbs t~ndigung erfahren,  die ihre besondere 

Benennung  als Uni formis ierungs theor ie  rechtfer t ig t .  Das  J a h r  I9o 7 brachte  in 
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einer Arbeit yon POI~CAR~ (Acta math. 3I) und zwei Arbeiten des Verfassers 

(GStt. Nachr.) die Begriindung des allgemei~en U~iformisierungstheorems der ana- 

lytischen Funktionen, und welter folgte eine Reihe yon Arbeiten des Verfassers 

(insbesondere Math. Annalen 67, 69, 72, 75), die das ganze Uniformisierungspro- 

gramm in eigener Gestaltung organisch entwickeRen und durchffihrten. I 

Die Idee der Uniformisierung, urspriinglich aus Riemannschen physikalisch- 

potentialtheoretischen Grundvorstellungen der Funktionentheorie hervorgewachsen, 

bietet sich naturgem~iss auch auf dem Boden der Weierstrassischen funktionen- 

theoretischen Grundvorstellungen dar. 

Die Tatsache der Darstellbarkeit auch verzweigter Funktionselemente mittels 

zweier eindeutiger Potenzreihen einer Hilfsvariabeln (lokale uniformisierende Vari- 
able), die yon Element zu Element wechselt, legt die Frage nach solchen Ver- 

~nderlichen ~ nahe, vermSge deren das ganze analytische Gebilde (z, w) mit einem 

Schtage in eindeutiger Pnrameterdarstellung z = ~ ,  (~), w : q ~  (~)geliefert  wird, 

eine Darstellung, die nach einem bekannten Satze yon MITTAG-LEFFLER dann 

immer auch durch einheitliche analytische Ausdriicke bewirk~ werden kann. Als 

besonders bedeutsam erscheint dabei yon vornherein der Fall, wo der Variabili- 

tgtsbereich des Uniformisierungsparameters ~, wie bei den lokalen Uniformisie- 

renden, yon der Fl~che eines Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, evtl. 

yon der ganzen Ebene gebildet wird. 

Diese Auffassung bring4 die Forderung nach einer Begriindung der Uni- 

formisierungstheorie in Weierstrassischem Geiste mit sich. Insbesondere wird das 

Bestreben dahin zu gehen haben, das ganz unweierstrassische methodische Element 

der Randwertaufguben der Potential~heorie, das friiher eine wesentliche Rolle 

spielte, auszuschliessen und an seine Stelle die Potenzreihe und die direkten kom- 

plexen Rechenprozesse treten zu lassen. In diesem Sinne hat der Verfasser zu- 

n~chst im Jahre :914 in den Sitzungsberichten der Sgchsischen Gesellschaft der 

Wissenschaften eine Voranzeige >>Zur Theorie der ko~formen Abbildung u~d Uni- 
forrnisierung>>, datier~ yore 25. Febr. : 9 I4, verSffentlicht, deren Grundgedanke zu 

einem wesentlichen Teile fiir die vorliegende Abhandlung massgebend ist. Der- 

selben Tendenz dient eine Folge >>Abha~2dlungen zur Theorie der konformen Ab- 
bildung>>, yon der bisher sechs erschienen sind, I und I I I  im Journ. f. Math., 

Bd. I45 und i47, I I  und IV in Acta math., Bd. 40 und 4I, V und VI in Math. 

Zeitschr., Bd. 2 und 7. In  diesen Arbeiten finden sich auch genauere Literatur- 

1 Eiu vollst$indiges Verzeichnis der bisherigen Arbeiten des Verfassers findet man in ~>I. C. 
Poggendorff's Biographisch-literarisches ttandwSrterbuch,, Bd. V, Verlag Chemie, Leipzig-Berlin. 
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hinweise sowohl betr. die weiteren einschl~gigen Arbeiten des Verfassers, als auch 

betr. hinzukommende Arbeiten anderer Autoren, unter denen im Hinblick auf die 

darin enthaltenen rein funktionentheoretisehen Tendenzen die Arbeiten der 

Herren CARATHEODORY, BIEBERB~,CH, ]~YRBERG besonders zu betonen sind. 

Die besprochene neuere Tendenz ist, wie schon angedeutet, auch fiir die 

gegenw~rtige, in vier Teile gegliederte Abhandlung massgebend. Die beiden 

ersten Teile beschranken sich auf algebraische Funlr~ionen bzw. gesehlossene 

Riemannsche Flachen, fiir welche die Hauptuniformisierenden allgemein be- 

stimmt werden. Im ersten Teile werden haupts~chlich die hy~ereUiptischen Rie- 

mannschen Fl[ichen behandelt. Die Hauptuniformisierenden werden hier durch 

Anwendung yon Iterationsmethoden gefunden. Trotz der Verwandtschaft mR ent- 

sprechenden Teilen der Abhandlung II  der erw~ihnten Serie >>Abhandlungem> des 

Verfassers bestehen doch hinreichend bemerkenswerte Verschiedenheiten i n  der 

Durchfiihrung, sodass eine Wiederaufnahme des Falles der hyperelliptischen Rie- 

mannschen Fl~chen angemessen und im Hinblick auf den Gesamtplan der Arbeit 

geboten erschien, um ihr den Charal~er der Geschlossenheit und Unabh~ingigkeit 

zu verleihen. Diese Iterationsmethoden ffihren auch zur Bestimmung yon relativ 

verzweigten Uniformisierenden beliebiger algebraischer Riemannscher Fl~chen; 

und eine solche, ~1, dient im zweiten Teile als Grundlage zur BestJmmung der 

Hauptuniformisierenden ~ einer beliebig gegebenen algebraischen Fu~ktion w (z) 

bzw. der zugehSrenden Riemannschen Fl~che F, die aus ~1 vermittels eines unend- 

lichen Produktes gewonnen wird. 

Die Iterationsmethode ffir einen speziellen symmetrischen Fall, sowie eine 

analoge Produktbildung finder sich bereits bei PoINeAR~ in Acta math., Bd. 4 

bzw. 31.1 Aber dort sind nur gewissermassen hypothetische knwendungen dieser 

Ideen gegeben, indem ihre  Geltung auf der Basis der Existenz der betreffen- 

den gesuchten GrSssen dargetan wird. Dass schon PoINeAR~ eine direkte Be- 

handlung der ExJstenzs~tze im Sinne solcher Ideen als Ideal erstrebt hat, wird 

durch Paragraph 19 seiner Abhandlung in Acta Bd. 4 und Paragraph I I seiner 

kbhandlung in Aeta Bd. 31 belegt. 

Im dritten Teile wird die Uniformisierung beliebiger analytischer Funktio~e~ 

bzw. oftener t~iemannscher Flh'chen endlicher oder unendlich hoher Zusammen- 

hangsordnung behandelt. Nach einigen Bemerkungen betr. die Struktur der al l  

1 Vgl.  sp~tere  F u s s n o t e n ,  pag.  57 u. 77. 

5- -26404 .  Acta mathematlca. 50. Imprim6 le 7 juin 1927. 
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gemeinsten offenen Riemannschen Fl~ichen, insbesondere ihre Auffassung als Grenze 

yon >>HauptnSherungsbereichem>, wird zun~chst ein Spezialfall behandelt, n~mlich 

die Uniformisierung yon ~ Spezialbereichen>>, worunter Bereiche verstanden werden, 

die aus einer endlichen Anzahl yon kongruenten Quadratfls zusammengesetzt 

sind. Die Gewinnung der zu einem solchen im allgemeinen mehrbli~ttrigen Be- 

reiche S gehSrenden Hauptuniformisierenden geschieht wieder auf dem Wege 

fiber eine verzweigte Uniformisierende ~1 des Bereiches S, n~imlich einer Unifor- 

misierenden mit den inneren Quadrateckpunkten des Bereichs S als Verzweigungs- 

punkten unendlich hoher Ordnung. Um diese Gr5sse ~1 zu konstruieren, wird 

zun~chst eine einzelne Quadratfl~che unter Anwendung der Weierstrassischen 

Pefunk~ion und der Iterationsmethoden auf ein Orthogonalkreisbogenviereclc abge- 

bildet (GrSsse ~). Von ~2 ZU ~1 und weiter zu >>~ fiber S>> fiberzugehen, gelingt 

durch wiederhol~e unendliehe Produktbildung. 

Nunmehr wird die allgemeinste Riemannsche Fls F nach Ausschluss 

ihrer Unendlichpunkte und Windungspunkte in eine Fls $~ verwandelt und 

diese als Grenze yon Spezialbereichen S~, die zugleich Haup~n~herungsbereiche 

ffir ~ sind, dargestell~. Die zu S,, gehSre~de HauptuMformisierende ~(n) geht bei 

dem Grenziibergang n -~  ~ in die Hauptuniformisierende der F15che F' fiber, die 

relativ zu F in den Unendlichpunkten und Windungspunkten unendlich hohe 

Relativverzweigung hat. Von ihr wird der t~bergang zu ~ selbst, n~tmlich der 

Hauptuniformisierenden you T, wieder unter Anwendung der Methode der unend- 

lichen Produktbildu~g vollzogen. 

Wie im zweiten Teile ffir die geschlossenen Riemannschen Fl~chen, wird 

im dritten Teile ffir die allgemeinsten Riemannschen Fliichen im Zusammenhange 

der Untersuchung der Satz gewonnen, dass zu jeder Riemannschen Flfiche eine 

eigentlich zu ihr gehSrende algebraische bezw. analytische Funktion gehSrt, sodass 

die Probleme der Uniformisieru~g m~alytischer Fu~ktionen und beliebiger Riemann- 
scher F15chen yon vornherein als h'quivalent erscheinen. 

Der vier~e Tell ist den allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten gewidmet. 

Die zuvor aUein be~rachteten analytischen Gebilde und gewShnlichen Riemann- 

schen Fl~chen erscheinen begrifflich als Spezialf~lle der allgemeinen Riemannschen 

Mannigfaltigkeiten. Zwischen dem allgemeineren Begriff der Riemannschen 

~Iannigfaltigkeit und dem Begritf der gewShnlichen Riemannschen Fl~che steht, 

die Definition der allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit vermittelnd, der 

Begriff der idealen Riemannschen Fl[iche, worunter eine Fls verstanden wird, 

die aus, allgemein zu reden, unendlich vielen verschiedenen gewShnlichen Rie- 
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mannschen Fiis gebildet wird, die durch analytische Bezugssubstitutio~en 
zwischen vorhandenen freien analytischen R~ndern zu einer Einheit verschmolzen 

gedacht werden. Die eineindeutige Beziehung der Punkte einer Mannigfaltigkeit 

auf die Punkte einer idealen Riemannschen Fl~che, in unserer unten gegebenen 

Grunddefinition auf die Punkte einer ~>~riangulierten idealen Rieman~schen Fld'che~, 
verleiht dieser Mannigfaltigkeit den Charakter als Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

In  ihr erscheinen nunmehr die Begriffe der Winkelbestimmung, der konformen 

Abbildung, der analytischen Linie, der analytischen Funktion u.s.w, unmittelbar 

gegeben. Auch der Begriff der Aquivalenz zweier Rieman,scher Mannigfaltigkeiten 
vermSge eineindeutiger konformer Abbildung ist unmittelbar gegeben. Gegeniiber 

der vorstehenden bequemen allgemeinen Begriffsbestimmung sei hier sogleich die 

Bemerkung hinzugefiigt, dass bei den tatsiichlich yon uns zu betrachtenden Rie- 

mannschen Mannigfaltigkeiten der Winkelbegriff, yon Ausnahmepunkten der 

Mannigfaltigkeit abgesehen, a priori gegeben erscheint, sodass die Charakterisierung 

der Mannigfaltigkeit als Riemannsche Mannigfaltigkeit das Problem der lokalen 
konformen Abbildung involviert. Man denke etwa an r~umliche Fl~chen, wo der Kon- 

formit~tsbegriff im allgemeinen an den euklidischen Winkelbegriff zu kniipfen ist (*). 

Als Hauptformen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten werden die gew6hn- 
lichen t~iemannsehen Flffchen, die analytischen Gebilde, die durch Fundamentalgruppen 
definierten Fundamentalmannigfaltigkeiten nunmehr besonders gewfirdigt. Die 

Fundame~taltheoreme der Theorie driieken die fundamentalen allgemeinen Aqui- 
valenztatsachen aus: Dass jede Riemannsche Mannigfaltigkeit eincr Fundamental- 
mannigfaltigkeit, einer gew6hnlichen l~iemannschen F15che, einem analytischen Gebilde 
5quivalent ist. Die erste Xquivalenzbehauptung kommt auf die Uniformisierungs- 

frage ffir die Mannigfaltigkeit hinaus, die iibrigen ergeben sich leicht im Anschluss 

an die Erledigung des Uniformisierungsproblems fiir allgemeine Riemannsche 

Mannigfaltigkeiten. 

Der in Vorstehendem bezeichnete Hauptideengehalt des vierten Teiles ist 

yon mir uuch in einer kleinen VorverSffent!ichung mit dem T i t e l  ~)das U~ormi- 
sieru~gstheorem und seine Bedeutung fiir Funktionentheorie und nichteuklidische 
Geomeb"ie~) in den AnnMi di mat. Ser. 3, Bd. 2I pag. 57--64 (LxG~ANGE-Band, 

I913) u .  a. mitgeteilt worden. 

Was nun die Hauptfrage der U~iformisierung einer beliebigen Riemannsehen 
Mannigfaltigkeit bzw. der AquivMenz einer solchen Mannigfaltigkeit mit einer 

Fundamentalmunnigfaltigkeit anbetrifft, so zeigt sich, dass zuvSrderst der Fall der 

idealen Riemannschen Fl~che mit linearen Bezugssubstitutionen fast unmittelbar 
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auf die Betrachtung gewShnlicher Riemannscher Fl~ichen zuriickgefiihr~ werden kann. 

Fiir den allgemeinen Fall jedoch, wo die Mannigfaltigkeit durch eine ideale Rie- 

mannsche Fl~che mit analytischen Bezugsaubstitutionen repriisentiert gedacht werden 

darf, die wir in der Form eines ,>analytischen Triangelsystems>> geben, wird die 

Tatsache benutzt, dass eine analytische Substitution durch rationale Substitutionen 

approximiert werden kann. Dadurch gelingt es wieder, die Untersuchung auf 

den Fall gewShnlicher Riemannscher Fl~ichen zuriickzufiihren. Der Vorteil, der 

durch das erw~hnte Approximationsverfahren gewonnen wird, besteht niimlich 

darin, dass die rationalen Substitutionen in der ganzen Ebene erkl~r~ sind, und 

dass somit eine einzelne Randbeziehung dieser Art sofort durch tats~chliche 

Ausiibung der Substitution in die Identit~t verwandelt und so gewissermassen 

beseitigt werden kann, ein Umstand, der bei allgemeinen analytischen Substitu- 

tionen offenbar nicht vorliegt, da solche im allgemeinen nur in der Iqachbarschaf~ 

der betreffenden Linien erkl~rt sin& 

In beiden Fi~llen, n~mlich dem Falle der idealen Riemannschen Fl~chen mi~ 

linearen Bezugssubstitutionen, wie im FaUe der allgemeinen idealen Riemannschen 

Fliichen mit analytischen Bezugssubstitutionen, gelangt man naeh unserer Methode 

wieder zun~chst zu einer Uniformisierenden ~1 der Mannigfaltigkeit bzw. der sie repr~- 

sentierenden idealen Riemannschen Fliiche, n~mlich einer Uniformisierenden mit 

Relativverzweigung unendlich hoher Ordnung in den TriangeleckpunkCen. Der 

()bergang zur Hauptuniformisierenden gelingt wieder nach Anwendung der Me- 

rhode der unendlichen 1)rodukte. 
Instruktive Beispiele fiir die beiden unterschiedenen F~lle bieten einerseits 

die kugelfl~chig begrenzten zweiseitigen Polyederil~chen, andrerseits die yon belie- 

bigen regul~ren analytischen Fl~chenstiicken gebildeten zweiseitigen t)olyeder - 
fldchen, wobei auch das Vorkommnis yon r~umlichen Ecken und Spitzen bei solchen 

Fli~chen allgemein mitberiicksichtig~ wird. Diese Fl~chen kSnnen demnach stets 

unter Einbeziehung ihrer Eckpunkte eineindeutig konform auf gewShnliche Rie- 

mannsche Fl~chen abgebildet werden. 

Die MSglichkeit der Uniformisierung einer beliebigen Riemannschen Man5ig- 

faltigkei~ fiihrt zu einer allgemein, auch bei unendlich hohem Zusammenhang 

anzuwendenden Typenunterscheidung dieser Mannigfaltigkeiten. Lassen wir die 

Sonderf~lle der elliptischen Mannigfaltigkeit (geschlossene Mannigfaltigkeit vom 

Geschlecht o) und der parabolisehen Mannigfal~igkeiten ausser Betmcht, so haben 

wir es immer mit hyperbolischen Mannigfaltigkeiten zu tun, d. h. solehen, deren 

zugehSrende t~auptuniformisierende im Einheitskreise als Grundbereich wriiert. 



Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. ~7 

Diese Typenunterscheidung entspricht parallel laufenden Einteilungsgriinden yon 

PoI~cAR~ in Acta ma~h. I, (w 5 selner Abhandlung >>Th6orie des groupes 
fuchsiens>>) und FRIc~  in seinen >> Vorlesungen iiber die Theorie der automo~Then 
Fuuktionen>), Bd. I, pag. I I4--I2O. 

Zun~chst haben wir einen ersten Typus, bei dem der Fundamentalbereich 

fiir die Fundamentalgruppe sich nicht bis an den Einheitskreis erstreckt (geschlossene 
Mannigfaltigkeiten 29 ~ 2); sodann einen zweiten Typus, bei dem der Fundamental- 

bereich sich bis an die Peripherie des Einheitskreises erstrecl~, ohne dass jedoch 

die Gruppe auf dem Einheir selbs~ noch eigentlich diskon~inuierlich is~ 

(uueigentlich offene Riemannsche Man~igfaltigkeiten) ; schliesslich den dritten Typus, 
bei dem der Fundamentalbereich sich bis an den Einheitskreis heran erstrecl~ 

und ausserdem die Fundamentalgruppe auch auf dem Einheitskreise selbst noch 

eigentlich diskontinuierlich ist (eigentlich offene Riemannsche Mannigfaltigkeiten). 
Die ~annigfaltigkeiten des dritten Typus sind auch dadurch charakterisierbar, 

dass sie eineindeutig konform auf gewShnliche Riemannsche Fl~ichen mit fi'eier 
analy~ischer Berandung abgebildet werden kSnnen. Unter diesen Riemannschen 

Fl~chen sind die yon uns als >>vollkommen>> bezeichneten or~hosymmetrischen Rie- 

mannschen Fl~chen ausgezeichnet: Jede l~IannigfaltigkeR des dritten Typus ist 

der einen H~lfte einer vollkommenen orthosymme~rischen Riemannschen Fl~che 

~quivalen~, desgleichen der einen H~lfte eines vollkommenen orthosymmetrischen 

reellen analytischen Gebildes. 

Den Schluss des vierten Teiles bildet die Behandlung der Frage nach den 

in einer hyperbolischen Fundamentalgruppe vorkommenden parabolischen Substitu- 
tionen. Es zelgt sich, dass jede derselben yon einer >)parabolischen ()ffnung>> der 

Mannigfaltigkei~ herriihrt und dass umgekehrt jede solche (~ffnung eine parabo- 

lische Umlaufssubstitution fiir die Fundamen~algruppe liefert. 

Bei der Ausgestaltung der Arbeit wurde der Wunsch massgebend, eine mSg- 

lichst in sich ruhende Arbeit zu liefern. Dementsprechend lassen wir jetzt eine 

Reihe zur Yerwendung kommender Hilfss~tze mit einer Begriindung folgen. Diese 

S~tze finden sich bereits in frfiheren Abhandlungen des Verfassers. 

Die hiiufige Heranziehung des Hilfssatzes VII (>>H~ufungsprinzip der ana- 

lytischen Funktionen>>), dessert fruchtbare, bequeme YerwendbarkeR bei den Exi- 

stenzbeweisen tier Abbildungs- und Uniformisierungstheorie ich seit I9o8 vielf~ls 

aufgezeigt habe, verleiht auch der vorliegenden Abhandlung einen besonderen 

Charakter prinzipieller Ar~. 
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Hilfssiitze. 

Hilfssatz I 

[f(z)l < I , f (o )  = o. 

Dann  gilt: 

[~, II,  Ig . ]  

(Sehwarzsehes Lemma): Es sei f(z) fiir Izl < I regulgr  erkl~rt, 

f ~  Id ~ e < i  ist If(g)[ ~ ~, 

d. h. ffir I*1 < I ist If(z)[ < I d  

f ( z~) Beweis: ist ffir ]z] < i  regulgr. Ffir JzJ = I - - t  ist I ' - ' ~ J <  also 

ist auch ffir [z, < 1--6  r icht ig  [ f ( z ) l<  i [ndem man t unendl ich klein wer- 
I z l  

Zusatz: Das Gleichheitszeichen Jf(z)J = [zJ kann fiir einen W e r t  z~=o nur  

eintreten,  wenn f(z) die Form e iz �9 z hat, wobei ~ eine reelle Kons tan te  ist. 

Beweis: W e n n  If(z)[ = lzJ ffir einen speziellen W e r t  z ist, so ha t  f(z) an 
z 

dieser Stelle ein Maximum des absoluten Betrages,  ist also eine Konstante .  

Hilfssatz II: Es sei f ( z ) ~ w  ffir I z J < I  regular  erklgrt, f ( o ) ~ o ,  

~ { f ( z ) }  > -  a, un te r  a eine positiv reelle Kons tan te  vers tanden;  dann ist 

fiir [2J =<- e < I = , I + O  I--Q 

a. h. fiir [ z [ < ,  I + JzJ ~ {R{f(z)}=< ' - - I d "  

2aW 
Beweis: Man fi ihrt  durch die l ineare Transformat ion  w -  die Balb-  

I - - W  

ebene ~ ( w ) > - - a  in die W-Einheitskreisfl~che in der Weise fiber, dass den 

Punk ten  w = (--  a, o, ~ )  die Punk te  W =  (--  I, o, + I) entsprechen.  Auf  W(z) wird 

a~nn d~s Seh~ar~.sche Lemm~ an~e~db~r. ~s  ist ffir H----< e auoh IWI =< Q. Der 

Kreisflgche I WI < ~) entspr icht  in der w-Ebene wieder eine Kreisfl/iche, die zur 

2aQ und 2aQ als reelle Achse des Reellen symmetr isch ist und die Punk te  
I+Q I - -Q 

Durchmesserendpunkte  hat.  
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Hilfssatz I I I :  Es se i f (z)  fiir ]z] < I regular  erklKrt, f ( o ) = I ,  [f(z)l > ~, unter  

eine positiv reelle Konstante  o < a < I verstanden. 

Dann  gilt: 
21oga Q 

fiir I~I< e < ~  If(z) l <  e ' - ~  , 

log a ~z| 

d. i. a l lgemein  If(~)l < ~ ~ - H  

B e w e i s :  Die Funkt ion  log f (z )  geniigt den Voraussetzungen des t t i lfssatzes 

I I  bei log a = - - a .  

[ iv ,  v ,  v i . ]  

Hilfssatz IV: Eine eineindeutige konforme Abbildung des Innern  des Ein- 

heitskreises Iz] < i auf  sich selbst kann nu t  durch eine lineare FunkCion yon z 

vermittelt  werden. ( R I ~ A ~  ~, SCHWARZ, POINCAR~.) 

B e w e i s :  Zun~chst kann man durch lineare Hi l fs t ransformat ion auf den Fall  

kommen, wo der Nul lpunkt  sich selbst entspricht. I n  diesem Falle hat  man aber 

fiir die Funkt ion  f (z)  nach dem Schwarzschen Lemma If(z)] =< Izl und  bei An- 

wendung des Lemmas auf die inverse Funkt ion  Iz] ~ If(z)]. Dann muss If(z)]--Izl  
sein, also nach dem Zusatz zu I f(z)~-eXi, z. 

Hilfssatz  V: Es sei f ( z )  yon der Form I_ + 9 (z), T (z) regular erkl~rt fiir 
Z 

] z ] <  1 , 9 ( o ) =  o. Es sei ferner die GrSsse M e ~  Maxlf(z)]  im Interval l  o < Q < ,  

bei abnehmendem Q zunehmend. Dann gilt  

M e <  5. Q 

B e w e i s :  Wir  bezeiehnen mit  m e die GrSsse Max IT(z)l = Max [q~ (z) l. 
Izl=e Izl~-~ 

- -  Q/~ 

Es ist 

I 
~ a c h  dem Schwarzschen Lemma ist ~e/'~ < - = 2 m Q  �9 

I 
ist weiter me ~ - + M e. Also finder sich 

Q 

Mr177 
Q 2Q 2 

Wegen 9 (z) ---~ f ( z )  I 
Z 
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Nun ist nach Voraussetzung M.o/2 > M e ;  daher wird M e < 5_. 
Q 

Hilfssatz VI: Es sei f(z) fiir ]z]< I regulgr erkliirt, f ( o ) = o , f ' ( o ) =  I, i m  

fibrigenf(z) schlieht abbildend (d. h. keinen Wert 5fter als einmal annehmend);f(z)  

braueht dabei im Bereich ]z] < I  nicht besehriinkt zu sein. Dann gilt 

2Q 
I 

fiir [ z i < e < I  ~ - ~ e < l f ( z ) l < t ~ . i o t - e ,  

d. h. fiir Izl < I*I < If(*)I < I~I IO x--'lz] " 
TO 

I T 
Beweis: Die Funktion ~ hat die Form - + c + ~ (z), wobei 9 (z) fiir Izl< I 

J (z) z 

reguliir, ~0 (o)= o, c eine yon der Wahl  der Funkt ion abhiingende Konstante ist. 

I 
Wir bezeiehnen f~z) - -c  mit  ~p (z) und bemerken, dass %0(z) offenbar auch eine 

schlichte Abbildung der z-Einheitskreisfl~che leistet. Auf ~ (z) treffen daher die 

Voraussetzungen des Hilfssatzes V zu, sodass wird Max]~(z ) l<  5. Daraus folgt 
Izl=e Q 

fiir die Maximalschwankung der Funktion ~V(z) auf dem Kreise H-----Q, dass diese 

I O  I 
< -  ist. Dasselbe ist dann auch fiir die Funkt ion l p ( z ) + c = ~  richtig. Die 

Q 

I 
Punkte  f ( ~ ,  die dem Kreise Iz i=Q entspreehen, llegen aber infolge der fiber 

f(z) gemachten Abbi[dungsvoraussetzung auf einer den Nullpunk% umschliessen- 

den doppelpunkffreien Linie. Daher gilt auch [f+z)[ < I~ mithin [ f ( z ) [ , q = e ,  
l~l=e Q 

I 
> IO e, aUgemein If(~)l > ~o I~l- 

Auf die Funktion f(z) treffen jetzt die Voraussetzungen des Satzes I I I  bei 
z 

T ~lzl 
a - - - -  zu, daher If(z)l < I~1 IO'--]z[" 

I O  

[VII. VIII.] 

Hilfssatz VII.  (Hh'ufungsprinzip fiir analytische Funktionen): Es seien im 

Gebiete Iz[<R unendlich viele reguliire Funktionen 
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gegeben,  deren W e r t e  dem absoluten Bet rage  nach un te rha lb  einer endl ichen 

Schranke  M bleiben. D a n n  l~sst sich aus der  Reihe der  I ndexwer t e  I, 2, 3 , . . .  

eine unendl iche Teilfolge n 1 < n~ < na < ...  herausgrei fen,  so dass die Funkt io -  

nenfolge  
(z), (z), (z) , . . .  

innerhalb  der Kreisfl~che Iz] < B, pr~ziser gesagt,  in jedem Kreise  ]z] < @< B 

gleiehm~ssig gegen eine Grenzfunkt ion  F(z)  konverg ie r t  (MO~TEL). l 

E in  der yon uns h ie r  ver t re tenen  potenzre ihentheore t i sehen  Auffassung an- 

gepass ter  Beweis ist der folgende. 

Wi r  nehmen  der E in fachhe i t  der Schreibweise halber  an, dass R :  I und  

M : I  sei. W i r  erreichen dies jedenfal ls  stets durch  l ineare T r a n s f o r m a t i o n  der  

beiden u  Fiir  die Funk t ionen  F~(z)haben wir  nun regul~re Potenz-  

reihen : 

in denen die Koeff iz ienten der  Beziehung geniigen 

W i t  bes t immen  aus der  Folge aller a, d. i. aus der  nat i i r l ichen Zahlenreihe,  eine 

Tei lfolge 

(o) I <  a ~ < a ~ <  a 3<a~, < . . - ,  

daraus  eine neue Teilfolge 

1 
( I )  I < ( ~ l < a ' 2 < a 3 < o ~ i <  . .  , 

daraus  wieder  eine neue Teilfolge 

und so fort ,  indem wir  dafi ir  sorgen, dass 

fiir die Indexfo lge  ( o ) . . .  l im a~)~-ao exis~iert, 

fiir die Indexfo lge  (I) . .  lira a~):a~ existiert ,  

fiir die Indexfo lge  ( z ) . . . l i m  a~):a*2 exist ier t  u.s.w. 

1 Ich selbst babe mich vielfach dieses Satzes bedient, zuerst in der Note *Uber die Unifor- 
misierung beliebiger analytischer Kurven, dritte Mitteilung,, in GStt. Nachr., 1908. Friiher findet 
sich der Satz bei MONTEL in der Abhandlung ,,Sur les suites infinies de fonctions*, Ann. Ec. 
Norm. (3) 24 (1907). 

6--26404~ Acta mathematica. 50. Imprim6 le 7 juin 1927. 
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Die resultierende Folge 

(*) i < ~ < ~ <.~' < ~ i " <  

ist eine Teilfolge jeder der Folgen (o), (I), (2),... Ffir diese resultierende Folge 

existieren daher s~mtliche oben genannten Limites. Wir behaupten nun, dass 

a ,  + a.l z + a .  z~ + , a . a 3 z  + " ' : ~ , ( z )  

fiir Iz[ < I eine reguli~re Potenzreihe ist, die sieh im Sinne gleichmiissiger Kon- 

vergenz als Limes darstellt: 

lim ~ (z )=  ~ ,  (z) fiir die Indexfolge (*). 

Da die absoluten Betr~ige der Koeffizienten der Reihe ~ ,  (z) s~tmtlich dem absoluten 

Betrage nach kleiner als oder gleieh i sind, so ist die Reihe ~ ,  (z) fiir Izl < I sicher 

gleichm~tssig konvergent. Aus der Definition der Koeffizienten geht welter sofort 

hervor, dass der • Absehnitt dieser Potenzreihe im Sinne gleichm~ssiger Kon- 

vergenz der Limes yon den u-ten Abschnitten der Potenzreihen ~ (z) fiir die In- 

dexfolge (*) ist, d. i. 

lira ~,,~ ( z ) =  ~ , ,  ~(z) fiir die Indexfolge (*). 

Was n u n  die Restsummen R~,~ und R,,~ der zugehSrenden Potenzreihen anbe- 

trifft, so gilt fiir diese im Kreise Iz] < (~ < I 

IRo,.I} < ~.+Q~+, r 
IR.,.I + e"+~ + . . . .  , - e "  

Diese werden also bei geniigend grosset Wahl yon z beliebig klein, woraus die 

aufgestellte Behauptung folgt. 

Aus dem hiermit vollstKndig bewiesenen Konvergenzprinzip folgern wir jetzt 

einen zweiten Konvergenzsatz. 

Hilfssatz VIII :  Es seien F , ( z ) ,  F2 ( z ) ,  F . ~ ( z ) , . . .  unendlieh viele fiir 

]z] < R regulKr erkliirte analytisehe Funktionen, deren Werte dem absoluten Be- 

trage nach unterhalb einer endliehen Schranke M bleiben, welehe ferner die 

Eigensehaft besitzen, fiir einen bestimmten der Bedingung Q < R geniigenden 

Wert  Q eine gleiehmiissig konvergente Folge im Gebiete ]z] < Q darzustellen, so dass 

lira F,~ ( z ) =  F(z )  fiir I~1 < r existiert. 
l t = z o  

Dann gilt vorstehende Gleichung im Sinne gleiehmi~ssiger Konvergenz auch fiir 

das ganze Innere der Kreisfliiehe ]zl < R; d. h. die unendliehe Folge ist fiir jeden 
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Teilbereich Izl ~ Q '<  R gleichm~ssig konvergent, und es existiert damit zugleich 

die Grenzfunktion te(z)  als regul~re analytisehe Funktion im ganzen Bereiche 

H < ~ .  ( s ~ . )  

Zum Beweise dieses Satzes nehmen wir wieder an, dass M ~ 1 und R ~ I sei. 

Nach dem vorangegangenen Beweise geniigt es darzutun, dass unter den bestehenden 

Voraussetzungen die den darstellenden Potenzreihen der Funktionen ~'~ (z) ent.- 

nommenen Koeffizienten yon z ~ z ~, z 2, z a . . . .  einzeln konvergieren. Dies aber 

ergibt sich aus der vorausgesetzten Konvergenz der Funktionen F~ (z) im Kreise 

I z] < e folgendermassen: 

Zun~ehs~ miissen die ersten Koeffizienten a(o ~) der Entwicklungen ~,~ (z)eine 

konvergente Folge bilden, weft sie die Werte der Funktionen F~ (z) im Null- 

punkte darstellen. Nunmehr ist klar, dass auch die Funktionen 

~ (z) - ~o (n) - 
- F ~  ( z )  = ~ , ~  ( z )  

z 

auf dem Kreise I z l - - e ,  daher auch innerhalb dieses Kreises gleichm~ssig kon- 

vergieren. Ihre ersten Koeffizienten sind identisch mit den zweiten Koeffizienten 

aL ('~) der Reihen ~,~ (z), die demnach auch eine konvergente Folge bilden, ttier- 

aus ergibt sich welter die gleichm~ssige Konvergenz der Funktionen 

z~ - -  F,~ (~) = ~,~ (z),  

deren Anfangskoeffizienten mit den Koeffizienten a~ (n) identisch sind usw. 1 

ERSTER TEIL. 

Uniformisierung algebraischer Funktionen und Fundamentalabbildung 
geschlossener Riemannscher Fl~chen in besonderen Fitllen. 

I. Begri f f  der Hauptuniformisiere~den ~ einer algebraischen Funktion w (z). 

Es sei w(z)  eine algebraische Funktion der komplexen Variablen z, F die zu 

dieser Funktion gehSrende Riemunnsche Fl~che. Die Umgebung einer einzelnen 

Stelle (Zo, w0) l~sst sich dann bekanntlich unter Einfiihrung einer Hilfsver~nder- 
k 

lichen ~ yon der Form z - - z  o oder | / z - -  z o oder I, I z z mit t t i lfe einer Potenzreihe 

1 Die Beweisf t ihrung der S~tze VI I  und V I I I  ist  der Abhand lung  V der eingangs erw~hnten 

Serie ,Abhandlungen, ,  wSrtl ich en tnommen.  Zu V I I  s. auch MONTEL 1. c. 
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w = ~  (~) zur Darstellung bringen, wobei ~ (~) im ~llgemeinen nur Glieder mit 

ganzzahligen positiven Potenzexponenten enth~lt, im besonderen auch endlich 

viele Glieder mit negativen ganzzahligen Exponenten enthalten kann. Der Ex- 

ponen~ ]c bezeichnet die der betreffenden Stelle zukommende Verzweigu~gszahl 
der Funktion w (z). Da auch z selbst durch ~ analog ausgedrfickt werden kann, 

ergibt sich eine lokale Unifor~ffsierung fiir die Umgebung der Stelle (Zo, wo) in 

der Gestalt 

Das Wesen dieser lokalen Uniformisierung kommt in der Eigenschaft der GrSsse 

~ ( z ,  w) zum Ausdruck, eine gewisse Umgebung der Stelle (zo, w0)des Gebildes 

(z, w) eineiudeutig auf die Umgebung der Stelle ~ o  zu iiber~ragen. Die allge- 

meinste derartige der Stelle (zo, Wo) zukommende lokale Uniformisierende ~' ist 

mit ~ durch den Ansatz einer beliebigen konvergenten gewShnlichen Potenzreihe 

(2) ~ ' =  r~ ~ +  ~'~-~ + - . .  

verkniipft, wobei nur a der Bedingung a ~ o  gem~ss gew~hlt sein muss. 

Die so definierten lokalen Uniformisierenden besitzen an der Stelle (z o, Wo) 
relativ zum Gebilde (z, w) kei~e Relativverzweigu.ng. Im Folgenden werden auch 

uniformisierende Variablen mit Relativverzweigm~g mittelbar eine Rolle spielen. 

Eine lokale Unifor~misierende mit Relativverzweigung leistet eine eineindeutige 

konforme Abbildung eines relativ zur Riemannschen Fl~iche F konstruierten 

Windungsfl~chenstiickes auf ein schlichtes Gebiet. Bezeichnen wir sie mit ~" und 

lassen dem Punkt (zo, wo) als Windungspunkt wiederum den Nullpunkt entsprechen, 

so gelten ebenfalls Darstellungsweisen der Form (I). Ist  ~, die Relativverzwei- 
gu~gszahl, so wird die allgemeinste derartige GrSsse aus der Gr5sse ~ ohne Re- 

lativverzweigung offenbar in der Form 

(3) . " =  + . . .  

gewonnen, wobei wieder a ~ o  sein muss. Besonders hervorgehoben sei noch der 

Fall ~ = ~ ,  in welchem Falle der Ansatz (3) ungiiltig ist. Dann verlangen wir 

die eineindeutige Abbildung eines gewissen relativen Windungsfl~chenstiickes 

unendlich hoher Ordnung, definiert durch eine Beziehung der Form I Z - - Z o l <  r 

bzw. I gl ~-,I auf ein schlichtes Gebiet. Von der Bedingung, dass der Stelle 
Q 
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(zo, wo) der Punkt  ~ " ~  o eutsprechen solle, sehen wir dann zweckm~ssig ab, well 

das Bild des Punktes (Zo, Wo) selbst jetzt kein innerer Punkt  des ~"-Gebietes 

wird. Auch bei den friiher definierten lokalen uniformisierenden Variablen ist 

die Bedingung des Versehwindens der Variablen im t 'unkte (z0, w0) nieht als we- 

sentlich zu betrachten. u werden wir auch jede lineare Funktion solcher 

GrSssen als lokale Uniformisierende bezeichnem Das  Biid des Punktes (z0, wo) 

is~ bei endlichem 2 als innerer Punkt  des Bildgebietes zu betrachten. 

Die letzterw~hnte erweiterte Auffassung wird wesentlich, wenn wir nunmehr 

in ganz na~urgem~sser u der Fragestellung yore Begriff der lokalen 

uniformisierenden Variablen zum Begriff der uniformisierenden Variablen des 

Gebildes (z, w) schlechthin (Hauptuniformisierende des Gebildes (z, w)) iibergehen. 

Darunter werden wir eine GrSsse ~(z, w) verstehen, die fiber das ganze Gebilde 

hin ohne Besehrgnkung und ohne Relativverzweigung analytisch fortgesetzt werden 

kann, die ferner ffir jede Stelle des Gebildes in alien ihren l~elativzweigen den 

Charakter einer lokalen uniformisierenden Variablen wahr~, dariiber hinaus die 

weitere wesentliche Eigenschaft besitzt, dass s ie  fiberhaupt keinen Wef t  mehr als 

einmal annimmt (die letztere Bedingung bedeutet offenbar niehts anderes uls 

dies, dass die GrSssen z und w in dem ganzen yon der Variablen ~ vermSge der 

analytischen Fortsetzung der GrSsse ~(z, w) gewonnenen Wertegebiet eindeutige 

ana.lytische Funktionen sein sollen), schliesslich noch so normiert ist, dass das 

gedaehte ~-Wertegebiet entweder yon der Vollebene, d. i. der ganzen Ebene incl. 

des unendlieh fernen Punktes (elliptischer Fall) oder yon der 39unktierten Ebene, 
d. i. der ganzen Ebene exel. des unendlieh fernen Punktes (parabolischer Fall) 
oder yon dem Innern der Einheitskreisfliiche gebildet wird (hyperbolischer Fall). 
Entsprechend ist der Begriff der relativ verzweigten Uniformisierenden des Gebildes 
(z, w) zu fassen, wobei dann die Punkte der Relativverzweigung und die rela~tiven 

u vorzugeben sind. 

Fiir das Gebilde w : z  sind z und w selbst Hauptuniformisierende, w~hrend 
2 

] f z  und log z Uniformisierende mit Relativverzweigung sind. Ffir das Gebilde 

Vg - - I  z~"+w~--I ist ~ eine Hauptuniformisierende, hingegen are sin z eine solehe 

mit Relativverzweigung, deren relative u die beiden unendlich 

fernen Punkte der zur Funktion w (z)=V-I- -z  ~ gehSrenden Riemannsehen Fliiehe 

sind, n~mlieh relative Verzweigungspunkte unendlieh hoher Ordnung. 

Treten wir in die allgemeine ErSrternng ein, so bemerken wir zuniiehst, 

dass der oben Ms ellil)tiseh bezeiehnete Fall nur dann eintreten kann, wenn der 
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Rang e des Gebildes (z, w) gleich o ist. Die Funktion ~ (z, w) kSnnte n~mlich in 

einem solehen Falle offenbar nur endlich-vieldeutig sein. Je  zwei Zweige 

der Funktion nun wiirden durch eine analytische Transformation zusammenh~ngen, 

die sich in der ~-Ebene als eine relativ unverzweigte und infolgedessen eineim 

deutige Beziehung der Vollebene auf sich selbst darstellen wfirde. Sie w~re also 

eine lineare Transformation. Eine solehe hat aber immer einen Fixpunk~. Dar- 

nach wiirde man finden, dass die Funktion ~(z, ~e,)in zweien ihrer Zweige an 

einer gewissen Stelle des Gebildes einen und denselben Wer~ annimmt, im Wider- 

spruch mit ihrer Definition als Hauptuniformisierende. Somit muss die GrSsse 

(z, w) eine fiber dem Gebilde (z, w) eindeutige Funktion sein. Als solche muss 

sie eine rationale Funktion der GrSssen z und w sein, die nur eine Unendlich- 

keitsstelle und zwar erster Ordnung hat. Das Gebilde (z, w)ha t  sonach den Rang 

Q=o. Fiir die Gebilde (z, w) vom Range Q--o hat man tats~ichlich die Haupt- 

uniformisierenden unmittelbar in denjenigen Funktionen des KSrpers der ratio- 

nalen Funktionen yon (z, re), die nur an einer Stelle und zwar yon genau erster 

Ordnung unendlich werden. Alle diese GrSssen gehen dutch lineare Transfor- 

mationen aus einer beliebigen unter ihnen hervor. 

~hnlich erledigt sich der parabolische Fall yon vornherein. In diesem Falle 

muss die Gri~sse ~(z, w) notwendig unendlich-vieldeutig sein, weft bei Endlich- 

vieldeutigkeit das Wertegebiet offenbar yon der Vollebene gebildet werden 

miisste. Der Zusammenhang zweier Zweige ~ und ~' der GrSsse ~(z, w)wi rd  

sich nun als eine eineindeutige Abbildung der punktierten Ebene auf sich dar- 

stellen, wobei kein endlicher Fixpunkt vorkommen duff. D i e  Eineindeutigkeit 

der Abbildung dieser Ebene auf sich selbst hat zur Folge, dass dem Unendlichen 

I 
notwendig das Unendliche stetig entsprechen muss. Die GrSsse ~ als Funktion 

der GrSsse ~ hat nun die Eigenschaft, im Endlichen einen Pol erster Ordnung 

zu besitzen und im Unendlichen in den Wer~ o fiberzugehen. Danach ist sie 

und also auch ~' selbst eine lineare Funktion yon ~. Letztere lineare Funktion 

muss eine gauze lineare Funktion sein, die ausserdem keinen endlichen Fixpunkt 

haben daft. Sie muss somit, geometrisch gesprochen, eine Parallelverschiebung 
der Ebene darstellen. Bezeiehnen wit mit ~, " "" ~, ~ , . . .  die Gesamtheit der un- 

endlich vielen Zweige, so gehen also diese aus ~ alle durch Farallelverschiebungen 

hervor. Die betreffenden ParallelverschiebungsgrSssen in ihrer Gesamtheit haben 

die Eigenschaft, in Summe und Differenz je zweier wieder eine Verschiebungs- 

grSsse der Gesamtheit zu liefern. Es kSnnen ferner nicht beliebig kleine solche 



Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. 47 

YerschiebungsgrSssen vorkommen. Sie bilden daher ein Gitter, das nun entweder 

aus nur einer oder aus zwei GrundverschiebungsgrSssen nach dem Prinzip der 

Vervielf~ltigung und Zusammensetzung hervorgeht. D e r  erste Fall ist aber nicht 

m5glich. Denn, wenn etwa 2 co primitive VerschiebungsgrSsse w~re, so wiirde 
~gi  

die Gr5sse e ~ relativ zum Gebilde (z, w) eindeutig sein und eine schlichte Ab- 

bildung der geschlossenen Fl~che auf die in o und or punktierte und insofern 

offene Ebene leisten; was offenbar undenkbar ist. Wir  w~ihlen nun ein primi- 

tives Periodenpaar 2 co, 2 co' aus und bilden die beiden Gr5ssen 

~ (~lco, co')= Z, ~' (C Ico, co')= W, 

zwischen denen die Gleichung 

W 2 -~ 4 Z~--g~ Z--g~ 

besteht. Dann bemerken wir, dass die beiden Gebilde (z, w) und (Z, W) einein- 

deutig, also birational aufeinander bezogen sin& Das Gebilde (z, w) ist daher 

yore selben l~ange wie (Z, W), d. h. vom Range I. Tats~chlich liefert das ellip- 

tische Integral erster Art die verlangte ltauptuniformisierende des Gebildes (z, w), 

wenn dies Gebilde vom Range I ist; (vgl. Nummer 3 u. 8 der Abhandlung). 

Nach dem u ist nunmehr sicher, dass der hyperbolische Fall im 

allgemeinen eintreten muss, nSmlich fiir alle algebraischen Gebilde vom Ravage ~ 2 .  

Auch im hyperbolischen Falle erkennen wir yon vornherein, dass die GrSsse 

durch ihre Eigenschaften bis auf eine lineare Transformation, die jetzt das Ein- 

heitskreisinnere in sich iiberfiihrt, vSllig bestimmt ist. Nehmen wir in der Tat 

zwei GrSssen ~ und ~' yon den verlangten Eigenschaften an, so stellt sich die 

Beziehung zwischen ~ und ~' als eine unverzweigte und folglich eineindeutige 

Beziehung des Kreisinneren auf sich selbst dar, wobei der Rand ausser Betracht 

bleibt. Eine solche Beziehung ist aber linear (Hilfssatz IV). 

Zum Schluss dieser Nummer merken wir als Ergebnis der vorhergehenden 

Betrachtungen den Satz an (Unitiitssatz), dass die problematische ttauptunifor- 

misierende ~ (z) im Falle q : o  bis auf eine beliebige lineare Transformation, im 

Falle q = I  bis auf eine beliebige ganze lineare, im Falle q ~ 2  bis auf eine belie- 

bige den Einheitskreis in sich iiberfiihrende lineare Transformation bestimmt ist. 

Durin ist zugleich der weitere Sutz enthalten, dass die relativen Zweige der Uni- 

formisierenden ~ (z, w) dureh lineure Transformationen miteinander verkniipft sind. 

Diese Transformationen kSnnen innerhalb des Wertegebietes der Variablen ~ niemals 

einen Fixpunkt haben. 
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z. Begriff der Hauptuniformisierel~den ~ einer geschlossenen Riemannschen 
Fliiche F. Aquivale~z mit dem Beqr(~" der Hauptuniformisierendea einer algebrai- 
schen Funktio~2. Die zur Funktion w (z) gehSrende Riemannsche Flache F besitz~ 

ein Ges'chlecht p, welches in bekannter Weise als die Maximalzahl der auf der 

Fl~che nach einander ausfiihrbaren, die Fl~iche nicht zerstfickenden Riickkehr- 

schnitte definiert wird. Diese Zahl p wird, wenn ~n die Bl~tterzahl, w die An- 

zahl der Windungspunkte bezeichne~, wobei ein v-bl~ittriger Windungspunkt als 

v- - I  einfache Windungspunkte zu ziihlen ist, dutch die Riemannsche Formel 

bestimmk Diese Zahl p stimmt bekanntlich mR der Zahl (~ des hssgangsgebildes 

(z, w) iiberein. Es ist n~mlich q definierbar durch die Gesamtordnung eines be- 

liebigen Differentials d I V : R  (z, w) dz des durch (z, w) definierten K5rpers gemiiss 

der Formel 

z [~l W l = 2  e -  2, 

das sol1 heissen: Die Summe aller Ordnungszahlen des Verschwindens vermindert 

um die Summe aller Ordnungszahlen des Unendlichwerdens des Differentials ist 

gleich 2Q~2. Wendet  man diese Formel auf die GrSsse dz an, dieses Difterential 

als Differential des KSrpers betrachtet, so finder man 

W - - 2  m - - - 2  Q - - 2 ,  

also dureh Vergleichung mit der Riemannsehen Formel die •bereinstimmung: 
Q-=p. 

Wir denken jetzt die Fl~tche F urspriinglich gegeben, lassen also die Exi- 

stenz einer zugehSrenden algebraischen Funktion w (z)zuniichst often. Dann tritt 

an Stelle des Uniformisierungsproblems der Nummer I ein Abbildungsproblem, 

nihnlich das Problem der Fundamentalabbihlu~g ('U~ffformisierungJ der Fl~che F, 

worunter wir die Bestimmung einer relativ zu F zu erklitrenden, iiberallhin mit 

dem Charakter algebraischer Funktionen und zwar ohne Relativverzweigung fort- 

setzbaren Funktion ff (z) verstehen, die keinen Wer~ mehr als einmal annimmt, und 

eine Abbildung entweder auf die Vollebene (elliptischer Fall), oder auf die im 

Unendlichen punktierte Ebene (parabolischer Fall), oder schliesslich auf die Einheits- 

kreisfl~iche (hyperbolischer Fall) leistet. 

Betrachtungen, die den entsprechenden friiheren ganz analog sind, zeigen 

sofor~, dass im elliptischen Falle die Funktion ~(z) relativ zur Fl~che F eindeutig 

sein muss, dass sie also eine eineindeutige konforme Abbildung dieser Fl~che auf 
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die Vollebene vermittelt. Daraus aber folgt, dass die Fl~che F,  wie die Vollebeue, 

das Geschlecht o haben muss. Welter  sehliessen wir, dass im parabolischen 

Falle in der ~-Ebene ein primitives Periodenparallelogramm gebildet werden kann, 

dessert Fl~che als ein eineindeutiges Abbild der aufgeschnitten zu denkenden 

Fl~che F erscheint. Die Fl~ehe F wird also durch einen Riickkehrschnitt und 

einen die beiden Ufer desselben verbindenden Querschnitt in eine einfach zu- 

sammenhiingende Fl~che verwandelt. Sie hat daher das Geschlecht I. Damit 

kommen wir zu folgender pr~zisierenden Bestimmung des Problems der Fundamental- 

abbildung: Eine geschlossene I~iemanusche Fliiche F, die beliebig vor.qegeben ist, soll 

im Falle p : o  (elliptischer Fall) auf die Vollebene, im Falle p ~ I  (parabolischer 

Fall) auf die ~gunktierte •bene, im Falle p ~ 2 (hyperbolischer Fall) auf das Innere 

des Einheitskreises abgebildet werden durch eine keinen Wert mehr als einmal an- 

nehmende Funktion ~(z) ohne Relativverzweigung. Der Begriff der relativ ver- 

zweigten Uniformisierenden der Fl~che F i s t  nach Analogie des Begriffes der 

relativ verzweigten Uniformisierenden einer algebraisehen Funktion w (z) zu fassen. 

Es ist eine Frage, die sich unmittelbar an dieser Stelle aufdr~ngt, ob das 

Problem der Fundamentalabbildung einer beliebigen Fl~iche F allgemeiner ist als 

das Problem der Bestimmung der Hauptuniformisierenden eines algebraischen Ge- 

bildes (z, w). Dass dies nicht der Fall ist, ergibt sich folgendermassen: Es sei 

F eine beliebige geschlossene Riemannsche Fl~che. Dann folgern wir aus der 

Existenz ihrer Fundamentalabbildenden ~ (z) sofort die Existenz yon algebraischen 

Funktionen, deren zugehSrend e Riemannsche Fl~che die gegebene F i s t .  Is t  n~m- 

lich das Gesehleeht p der gegebenen F gleich o, so ist unmittelbar durch ~(z) 

selbst eine algebraische Funktion w (z) gegeben, die zu F geh5rt. Is t  p ~ I ,  so 

gewinnen wir unter der Annahme der Existenz ihrer Hauptuniformisierenden ~ (z) 

ebenfalls unmittelbar zu F gehSrende algebraische Funktionen, n~mlich die zu 

dem sich ergebenden fundamentalen Periodenparallelogram der ~-Ebene gehSrende 

Pefunk~ion, iiberhaupt die zugehSrenden elliptischen Funktionen, die wir uns auf 

F iibertragen zu denken haben. Is t  schliesslich/9 ~ 2, so haben wi res  mit einer 

Fundamentalabbildenden ~(z) zu tun, deren Wertegebiet  das ganze Inhere des 

Einheitskreises ausfiillt. Dann verfahren wir folgendermassen. Wir  denken zu- 

n~chst zweckm~ssig die Fl~che F in bekannter Weise yon einem Punkte o aus 

mittels p Riickkehrschnittpaaren zu einer einfach zusammenhiingenden Fl~che F 0 

aufgesehnitten. Die Funktion ~(z) leistet dann durch einen Zweig eine einein- 

deutige Abbildung der Fl~che F 0 auf einen schlichten Bereich ~0 innerhalb des 

~-Einheitskreises mit linear bezogenen l~ndern.  Die unendlich vielen verschie- 
7--26404. Acta mathemat~ca. 50. Imprim~ Iv 7 juin 1927. 
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denen Relativzweige der Funk t ion  ~(z) l iefern unendl ich viele ~o-Bilder, deren 

einzelnes nicht  an die Peripherie  des ~-Einheitskreises anstSsst, w~hrend sie in 

ihrer  GesamtheR die ganze Fl~che des ~-Einheitskreises ausfiillen. Die den Bereich 

~0 o in seine Bilder i iberfi ihrenden l inearen Transformat ionen  bilden e ine  Gruppe F, 

die zu F gehSrende Fundamentalgruppe, d. i. zugleich die Gruppe aller zwischen 

den Relat ivzweigen der Funkt ion  ~(z) bestehenden l inearen Subst i tut ionen.  Nun- 

mehr  brauchen wir nu r  den Quot ienten zweier Poiliear6schen Tbe ta re ihen  (--4)-ter 

Dimension mi t  Bezug auf die Gruppe  F anzusetzen, um Funkt ionen  zu erhalten,  

die gegeniiber F unge~nder t  bleiben. Da  wir die Thetare ihe  des Zi~hlers beliebig 

mit  Polen behaf ten kSnnen, kSnnen wir beziiglieh der Pole  der  gewonnenen auto- 

morphen  Funkt ionen  s01che Disposi t ionen treffen, dass die auf  F iiber~ragene 

Funkt ion  wirklich eine eigentl ich zu F gehSrende algebraische Funkt ion  wird, 

d. i. eine Funkt ion ,  die in den m verschiedenen Bl~ttern der Fliiche F auch wirk- 

lich verschiedene Funkt ionszweige aufweist.  

3. Fundamentalabbildung der eUiptischen Riemannschen ~d'che (Iterations- 
ve~fahrenJ. Die vors tehenden Be t raeh tungen  zeigten grundsi~tzlieh die Aquivalenz 

des Problems der  Bes t immung der t t aup tun i fo rmis ie renden  einer gegebenen alge- 

braischen Funk t ion  w(z) und des Problems der Fundamenta labb i ldung  einer 

beliebig gegebenen geschlossenen Riemannschen Fliiche F,  indem ni~mlich aus der 

Fundamenta labbi ldung der Fliiche F die Existenz eines zu F gehSrenden Funk-  

t ionenkSrpers  gefolger t  wurde. I s t  die Bliit terzahl m d e r  Fl~che F kleiner  oder  

gleich 2, so kann  man bekannt l ich diesen Funkt ionenkSrper  direkt  angeben, 

niimlich fiir m - ~  in Gesta l t  der  ra t ionalen Funkt ionen  yon z, fiir  m~ 2  in 

Gestal t  der  ra t ionalen Funkt ionen  yon z und einer  Wurzelgr5sse V Il(z---a~). 

Ebenso sind im Falle m = I  die t i aup tun i fo rmis ie renden  sofor~ angebbar  in Ge- 

stal~ der l inearen Funkt ionen  der GrSsse z, im Falle m = 2  bei nu r  zwei Windungs-  

punk~en a 1 und a~ in Gestal t  der l inearen Funl~ionen  der GrSsse V z-a1  �9 
z - - a  2 

Is t  rn = 2 und die Anzahl  der Windungspunk te  gleieh 4, el. hl p ~-~ I, so 

haben w i r e s  mi t  einer  eUiptisehen Riemannsehen Fl~ehe zu tun.  Fiir  diesen 

Fall  beweisen wir je tz t  die Existenz der Hauptun i formis ie renden  ~(z) dureh ein 

besoncleres Iterationsve~f ahren, t 

1 Vgl. die Iterationsmethoden in Abhandlung VI der Serie ,Abhandlungen~ (Math. Zeit- 
schrift Bd. 5, 192o, insbesondere w167 I2--I5, 22--24). Ebenfalls sei auf eine bemerkenswerte Arbeit 
yon P. I. MYRBERO ,,13ber die numerische Ausfiihrung der Uniformisierung,,, insbesondere Teil 
I u. V, verwiesen (Acta soc. Fenn. t. 48 , No. 7, Helsingfors I92o), wo auch die Beziehung zu r  
LANDENschen Transformation erliiutert wird. 
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Wir  verbinden die Punkte al und a~, a s und a 4 je durch eine doppelpunkt- 

freie Linie in der z-Ebene, die wir so w~ihlen, dass sie sich nicht schneiden. 

Wir  k5nnen annehmen, dass die vier Punkte a im Endlichen liegen, und (lass 

auch die gezogenen Linien.(Ii 2) und (3, 4) ganz im Endlichen verlaufen. Die 

in der angegebenen Weise begrenzte schlichte Ebene bezeichnen wir mit B o. Der 

Bereich B o ist zweifach zusammenh~ngend. Wir konstruieren nun fiber der z- 

Ebene die zweibl~ttrige Riemannsche Fl~.che f l ,  die die Punkte al und a~ zu 

Windungspunkten hat. Diese erscheint vermSge der Linie (I, 3 )a l s  Verzwei- 

guugslinie aus zwei durch Identit~t aufeinander bezogenen Exemplaren B o ge- 

bildet, n~mlich dem Grundexemplar und einem zweiten angehefteten Exemplar, 

in welch letzterem wir die Punkte a~, a~ und ihre Verbindungslinie (3, 4) eben- 

falls markieren. Nunmehr bilden wir die Fl~che f~ elementar auf eine schlichte 

zl-Vollebene ab, indem wir die Abbildung durch die u normieren: 

Es solle sich zl (z) im Unendlichen des Grundblattes Bo wie z + ((o)) verhalten, 

d. h. wie z plus im Unendlichen versehwindende Funl~ion, Durch diese Abbfl- 

dungsopera~ion, die wir als ers te  Fu~damen ta l t rans fo rma t ion  unseres Verfahrens 

erkl~ren, wird die Linie (I, 2) gewissermassen geSffnet, sodass sie in der z~- 

Ebene als geschlossene Linie [I, 2] wieder erscheint. Die beiden Exemplare Bo, 

die koinzidierend fibereinander lagern, erscheinen im Bride nebeneinander gelagert, 

n~tmlich getrennt dutch die Linie [I, 2]. Jedes dieser Bo-Bilder enth~lt ein 

Bild der Linie (3, 4). Eine dieser Linien benfitzen wir jetzt als neue Trans- 

formationslinie ffir eine zweite Fundamentaltransformation z~ (z~) mlt analoger 

Normierung im Unendlichen. Als Ergebnis dieser zweiten Fundamentaltransfor- 

marion finden wit in tier ze-Ebene im ganzen vier Bo-Bilder, die in einer 

offenen Kette nebeneinander gelagert sind, an deren jedem Ende sich eine unge- 

schlossene (unaufgelSste) Begrenzungslinie [3, 4] befindet. Man fibersieht sofort 

den Fortgang des Verfahrens in inf. Man hat  bei sonstiger Willkfir des Verfahrens 

nur darauf zu achten, dass jede der auftretenden unaufgelSsten Linien im weite- 

ren Verlaufe des Verfahrens einmal als Transformationslinie gew~hlt  wird und 

dadurch aufgelSst wird. Diese AuflSsung bedeutet jedesmal die tats~chliche 

Einffihrung des an den Endpunkten der betreffenden aufzul5senden Linie in dem 

gerade bestehenden Stadium des Verfahrens noch zu fordernden Verzweigungs- 

charakters. 

Bei unbegrenzter Fortsetzung des u geht das Grundblatt B o durch 

die Hauptzweigabbildungen der Transformationskette nacheinander in Bereiche 

B~ 1), B(o2),... fiber, die alle den unendlich fernen Punk~ in i h r e m  Inneren 
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enthalten. In der zn-Ebene finden sich dem Bereiche Bo(') im ganzen 2"--I  

wei~ere Bilder desselben nebengelagert, und zwar jenseits jeder Begrenzungslinie 

yon B~ n) eine A1)zahl, die mit wachsendem Index n a l l e  Grenzen iiberschreitet. 

Wir behaupten, dass das geschilderte Iterationsveffahren gleichmt~ssig kon- 

vergiert. Zunttchst bemerken wir, dass die Funktionen zn (z) innerhalb B o si~mtlich 

eindeutig erkl~irt sind und im Unendlichen das Verhalten 

+ ((o)) 

haben. Ziehen wir innerhalb B o eine Kreislinie KR, die die Begrenzungslinien 

(z, 2) und (5, 4) des Bereichs B 0 umschliesst, so kSnnen wir yon den Funktionen 

zn(z) weiter aussagen, dass sie ausserhalb dieses Kreises jede die Eigenschaf~ 

besi~zen, dass das Maximum des absoluten Betrages ihrer auf einem Kreise KR, 

( R ' ~ / ~ )  angenommenen Werte zugleich mit /~' w~chst, ntimlich wegen der 

schlichten Abbildung. Daraus ergibt sich nach Hilfssatz V, dass die Funk~ionen 

zn (z) auf der Linie KR ein Maximum des absoluten Betrages ihrer Werte  besitzen, 

das unterhalb einer yon der Wahl des Index unabh~ngigen endlichen Schranke 

G liegt. Fiir die Differenzen z , --z ,  die im Unendlichen regultEr sind, folg~ daraus, 

dass diese nicht nur auf KR, sondern auch ausserhalb KR, absolut genommen, 

unterhalb 2 G bleiben. Es sei nun /t  1 > R beliebig fest gew~ihlt; so schliessen 

wir jetz~ nach Hilfssatz VII,  dass man eine fiir alle z des Bereiches Iz[ ~ R 1 

gleichmSssig ]convergente FoOe aus der Funktionenfolge z,~(z)--z, mithin auch 

aus der Funktionenfolge Zn (z) selbst auswShlen kann. Ist diese Folge gew~hlt, 

so erweis~ sie sich nunmehr auch innerhalb KR1, n~mlich in jedem ganz inneren 

Teilbereich yon B o, der nicht an die Begrenzung yon B 0 ans~Ssst, als gleich- 

mi~ssig konvergent, well die Beschr~nk~heit der Funktionen in diesem Werte- 

gebiete nun ja  auch unmittelbar klar ist, und daher der Hilfssatz VI I I  kettenfSrmig 

zur Anwendung gebracht werden kann. 

Jetz~ wird die gewonnene konvergente Teilfolge der zn (z) in Abh~ngigkeit 

yon zl betrachtek In der z~-Ebene besteht dann fiir die Variable z~ ein 

gewissermassen weiterer Spielraum, ntimlich bis zu den beiden unaufgelSsten 

Begrenzungslinien dieser Ebene hin. Die gefundene Folge ist dann aber in diesem 

weiteren Gebiete ebenfalls gleichm~ssig konvergent wegen Hiffssatz VIII .  Welter 

kann man allgemein die Folge in AbhtEngigkeit yon der GrSsse zk betrachten und 

ihre gleichm~ssige Konvergenz feststellen, wobei nur Indexwerte n > ]c in Be~racht 

kommen. 
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Damit ist klar, dass eine Grenzfunktion z~ (z) durch die gewonnene Auswahl 

zustande kommt, die nun offenbar eine Abbildung des Bereiehs B o auf einen 

Grenzbereich B~ | liefer~, dem, wie die Betrachtung der Gr5sse z~ in Abh~ngigkeit 

yon zk (k beliebig gross) zeigt, beiderseits unendlich viele Bo-Bilder neben- 

gelagert sind. Durchliuft  man die Kette aller dieser B0-Bilder, so durch- 

schreitet man abwechselnd geschlossene Linien, die als Bilder der Grundlinien 

(I, 2) und (3, 4) aufzufassen sind. Indem wir die Kette in der einen oder andern 

Richtung durchlaufen, gelangen wir zu Linien, die sich, wie wir je tz t  zeigen 

wollen, allm~hlich notwendig auf einen Punkt  zusammenschniiren miissen. 

Wir nehmen etwa an, dass dies nicht  der Fall sei. Alsdann kSnnen wir 

folgenden Widerspruch herleiten. Wir  greifen eine Begrenzungslinie L yon B~ ~) 

heraus and betten sie in einen sehmalen Streifen Z ein. Diesem Streifen werden 

dann unendlich viele Bildstreifen in der z~-Ebene entsprechen, die die Bilder 

der Linie L einbetten. Die Funktionen, die den Streifen Z auf jene Bildstreifen 

abbilden, sind in Z offenbar beschrinkt;  man kann also eine gleichm~ssig konver- 

genre Folge aus ihnen auswihlen. Die Grenzfunktion dieser Folge kann sich dann 

nicht auf eine Konstante reduzieren, well die Maximaldurchmesser der L-Bilder 

nicht unendlich klein werden. Ist  nun aber diese Grenzfunktion keine Konstante, 

so leistet sie eine bestimmte zweidimensionale Grenzabbildung des Streifens Z, 

und die IqKherungsfunktionen der gew~hlten Folge liefern dann notwendigerweise 

Iq~herungsbilder des S~reifens, die nicht mehr vSllig getrennt liegen kSnnten. 

Tatsichlich aber liegen aUe Z-Bilder getrennt. 

Die Kette der Bo-Bilder in der z~-Ebene erfiillt demnach (lie ganze Ebene 

exklusive zweier endlicher Punkte a und ft. Die GrSsse log z~ - - a  hat folglich 

als Wertegebiet  die ganze Ebene excl. des unendlich fernen Punktes. Sie ist die 

gesuchte Variable ~, abgesehen yon einer noch freibleibenden ganzen linearen 

Transformation. 

Das angewandte Verfahren k0nvergiert nun aber nicht nur auswahlm~ssig, 

sondern auch direkt gleichmiissig. Andernfalls miisste eine unendliche Folge der 

z,(z) vorhanden sein, die sich der gewonnenen Grenzfunktion nicht gleichm~ssig 

nihert.  Aus dieser Folge wiirde sich dann aber auch wieder eine gleichm~ssig 

konvergente Teilfolge ausw~hlen lassen, die nunmehr gegen eine andere als die 

gewonnene Grenzfunktion konvergieren wiirde. Beide GrenzgrSssen wiirden nun 

aber in der Beziehung zueinander stehen, dass sie eine eineindeutige Abbildung 

der einmal in a und ~, dass andre ~r etwa in a' und ~' punktierten VoUebene 



54 Paul Koebe. 

aufeinander vermitteln, die zugleich die im Unendlichen eingefiihrte Normierungs- 

bedingung erffillt. Diese Abbildung wfirde sich in den Ausnahmepunkten, weil 

dort jedenfalls stetig, auch noch regular verhalten mfissen, also eine ausnahmslos 

regul~re Abbildung der Yollebene auf sich selbst vermitteln under Einhaltung 

der Normierung im Unendlichen. Diese Abbildungsfunl~ion muss dann linear 

sein und wegen der Normierung im Unendlichen sich notwendig auf die Iden- 

t i ~ t  reduzieren. Beide GrenzgrSssen wfirden demnach doch identisch sein. 

4. Fundamentalabbildung der dreibliittrigen Riema.nnschen Fllichen vom Ge- 

schlecht o und der m-blSttrigen Rieman~schen Flh~hen mit lauter einfachen Win- 

du~,gspunkten iiber vier Grundpunkle~. Die in vorhergehender Nummer kons~ruierte 

GrSsse ~, die wesentlich nichts andres ist, Ms das elliptische Integral erster Art 

mi~ den vier Verzweigungspunkten al, a~, az, aa, kann dazu dienen, ffir die all- 

gemeine dreibli~ttrige Riemannsche Fl~che yore Geschlecht o die Fundamen~al- 

abbildung zu leisten, d. i. sie eineindeutig konform auf die schlichte Vollebene 

abzubilden. 

Die dreiblgttrige Riemannsche Fl~iche F yore Geschlechte o hat  entweder 

zwei Windungspunk~e zweiter Ordnung, oder zwei Windungspunkte erster Ord- 

nung und einen Windungspunkt zweiter Ordnung, oder im allgemeinsten Falle 

vier Windungspunkte erster Ordnung. lm ersten Falle wird die Fundamental- 
3 

abbildende unmittelbar durch eine ]/---Operation geleistet. Im zweiten Falle kann 

man folgendermaassen vorgehen: fiber den beiden Windungspunkten erster Ord- 

nung a~ und a~ liegt je ein gewShnlicher Punkt der Riemannschen Fl~che. Diese 

beiden gewShnlichen Punkte a wollen wit dutch eine Linie (i, 2) auf der 

Riemannschen Fli~che verbinden und li~ngs dieser Linie die Fl~che aufschneiden. 

Jetz~ mSgen zwei koinzidierende Exemplare der aufgeschnittenen Riemannschen 

Fli~che 1/ings der Linie (I, 2) fiber Kreuz verheftet werden, wodureh aus ~' eine 

sechsbliittrige Riemannsche Fliiche T'~ yore Geschlechte o ents~eht, die bei a~ und 

a~ je drei Windungspunkte erster Ordnung, im Unendlichen zwei Windungspunkte 

zweiter Ordnung besitzt. Die Funkt;ion ~ z - a t  - -z l  ist auf F 1 unverzweig~, also, 

weft F~ einfach zusammenh~ngend ist, auf F t  eindeutig. Sie leistet eine ein- 

eindeutige Abbildung der Fl~che T'~ auf eine F1/iche F,,  die dreibl/~t~rig ausfi~ll$ 

und nur noch zwei Windungspunkte zweiter Ordnung aufweist. Diese Fl~che 
3 

kann dann ihrerseits durch eine V --Operation auf die schlichte Vollebene fiber- 

tragen werden. Nunmehr entsprechen jedem Punkte yon F zwei Punkte der 
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Vollebene, die durch Quadratbildung in einen und denselben Punkt  fibergehen. 

Damit ist d i e  eineindeutige Abbildung yon T' auf eine Vollebene gewonnen. 

Liegt der allgemeine Fall einer Flgche F vor, d. h. hat F vier getrennte 

Windungspunkte erster Ordnung al, a~, aa, a4, so besitzt dieselbe Fl~che ausser- 

dem vier gew5hnliche Funkte al, a2, a3, a~. Die Punkte a~, a2, a3, a~ der ge- 

wShnlichen schlichten z-Ebene wollen wir als die Grundpunkte  der Flgche F be- 

zeichnen. Wir bilden n~n gemiiss dem Yerfahren der vorhergehenden Nummer  

die Gr5sse ~ (z), die die schlichte Ebene mit Relativverzweigungen erster Ordnung 

in a~, a~, a s, a4 auf die ganze endiiche Ebene abbildet. Wir bezeichnen diese 

GrSsse jetzt mit ~1- Die Gr5sse ~ betrachten wir nunmehr als Funktion auf F.  

Als solche ist s ie  in den gewShnlichen Punkten a der Flgche F and nur in 

diesen verzweigt. Sie hat als so betrachtete Relativfunktion ein ganz bestimmtes 

durch die analytische Fortsetzung sich yon selbst ergebendes Vieldeutigkeitsver- 

halten. Es ist klar, dass diese relative GrSsse ~)~1 (z) fiber F)) fiberall den Charakter 

einer lokalen uniformisierenden Variablen fiir F besitzt. Daraus geht hervor, 

dass die zu ihr gehSrende Riemannsche Relativfl~che F (*) eine eineindeutige 

Abb~ldung auf eine Fl~che erf~hrt, die keine inneren Windungspunkte aufweisen 

kann, die ausserdem in Anbetracht der freien Variabilitgt der GrSsse ~1 im End- 

lichen keine Grenzstellen darbieten kann. Diese Bildfl~che kann dann nur mit 

der ganzen endlichen schliehten Ebene identisch sein. Damit ist dargetan, dass 

die Funktion ~ (z) fiber /~'~ die Fundamentalabbildung der Flgche F mit Relativ- 

verzweigung in den gewShnlichen Punkten a dieser Fl~che leistet. Nunmehr 

denken wir  uns die gewShniichen Punkte a der Fl~che F auf F dureh Linien 

(I, 2), (I, 3), (I, 4) miteinander verbunden und lgngs dieser Verbindungslinien auf- 

geschnitten. Die Fl~che F geht dadurch in eine einfach zusammenhgngende 

Flgehe F 0' fiber, innerhalb der keine Relativverzweigung der Funktion ~1 (z)fiber 

T')) mehr besteht. In F 0' ist jeder Zweig dieser Funktion eindeutig. Ein solcher 

Zweig leistet dann eine eineindeutige schlichte Abbildung der Fl~che F 0' auf ein 

Fundamentaldreicl~, dessen Seiten dutch I8o~ um die Seitenmittel- 

punkte aufeinander bezogen sind. Seien o, 2 w, 2 oJ' die EckpUnkte dieses Dreiecks, 

dann leistet die Funktion io (~, ] ~, co') die Abbildung des Fundamentaldreiecks auf 

eine schlichte Vollebene, wobei korrespondierende Randpunkte in identische Punk~e 

iibergegangen sind. Diese GrSsse ist demnach die gesuehte Gr5sse ~.1 

1 Man bemerke den Zusammenh~ng mit  der Transformation dri t ter  Ordnung der elliptischen 
Funkt ionen,  gleichfalls den Zusammenhang des unmit te lbar  Folgenden mi t  der Transformations- 
theorie der elliptischen Funktionen.  



56 Paul Koebe. 

Allgemeiner kann man nach dem dargelegten Verfahren ffir jede solche 

m-bl~ttrige Riemannsche Fl~iche ~' die Fundamentalabbildung leisten, die yore 

Geschlechte o ist und nur einfache Windungspunkte hat, die fiber vier Grund- 

pun~en  verteilt sind. Eine solche Riemannsche Fl~iche besitzt n~mlich, wie man 

aus der Formel w -- z m ~ 2 p - -  z schliesst, immer genau vier gewShnliche Punk~e 

fiber den Grundpunkten, die sich dabei sowohl auf alle 4 Grundpunkte, ~ls auch 

auf zwei oder nur einen verteilen kSnnen. 

Ferner bemerken wir noch im Zusammenhang, dass die ~-bl~ttrigen Rie- 

mannschen Fliichen yore Geschlecht I mit lauter einfachen Windungspunk~en und 

genau vier Grundpunkten unmittelbar dutch die GrSsse ~1 (z) ohne Relativverzwei- 

gung uniformisiert werden und yon da aus mit Hilfe einer Pefunktion leicht auch 

einer eineindeutigen konformen Abbildung auf eine zweibli~ttrige Riemannsche 

Fliiche mit vier Windungspunkten unterworfen werden k5nnen. 

Andere Riemannsche Fliichen mit vier Grundpunk~en und lauter einfachen 

Windungspunkten als die betrachteten gibt es fiberhaupt nicht. Die einzige Rie- 

mannsche Fliiche mit lauter einfachen Windungspunkten und nur drei Grund- 

punkten ist vierbl~ttrig und vom Geschlechte o. Ihre Fundamentalabbfldung wird 

durch 2 nacheinander ausgeffihrte ~-Transformationen geleistet, die zusammen 

eine Transformation liefern, die man zwecl~m~ssig als Viererb'ansformation be- 

zeichnet, weft die vier Zweige der Abbildungsfunktion dutch eine Vierergruppe 

verkniipft sin& 

5. Fuudamentalabbildung der hyperelbptischen Riemannschen F15ehen, erste Vor- 
bereitung: Spitzenpolygouaufgabe (Iterationsve~fahren.) Wit  gehen nunmehr zur 

Behandlung der hyperelliptischen zweibl~ittrigen Riemannschen Fl~ichen (p ~ z) 

fiber. Die zu bestimmende Uniformisierende kann dann wieder aufgefasst wer- 

den als eine relativ zur schlichten Ebene in den Windungspunkten al, a~ , . , . ,  a2p+2 

in allen ihren Zweigen mit der Verzweigungszahl z verzweigte Funktion, die die 

Abbildung auf das Innere des Einheitskreises bewirkt. Zur Durchffihrung der 

jetzt vorliegenden Aufgabe 15sen wir zuvor zwei Hilfsaufgaben, die hernach die 

Erledigung der gestellten Hauptaufgabe gestatten werden. Die erste Aufgabe 

wollen wir als Spitzenpolygonaufgabe bezeichnen. 

Spitzer, polygonaujgabe. Auf der Peripherie des z-Einheitskreises seien l ~  3 PunkCe 

al, a~,... ,  at beliebig markiert. Es soil eine relativ verzweigte Fundamentalab- 

bildung der z-Vollebene auf das Innere des ~-Einheitskreises ausgeffihrt werden 

verm5ge einer zu bestimmenden Funktion ~ (z), die nut  in den Punk~en a relativ 
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verzweigt ist und zwar mit tier Verzweigungszaht ~ in allen diesen Punkten und 

alien Funktionszweigen. Ein irgendwie gewiihlter Zweig der Funktion ~ (z) wird 

ein ebenfalls beliebig ausgewi~hltes Intervall des Einheitskreises zwischen zwei 

benachbarten Punkten a in eine sich selbst nicht schneidende Linie ~ iiberfiihren, 

deren beide Enden s ich asymptotisch der Peripherie des ~-Einheitskreises nis 

Der Symmetrie der z-Ebene in Bezug auf itaS gewis Peripherieintervall entspricht 

eine analytische Symmetrie der ~-Einheitskreisfliiche in Bezug auf die Linie E, 

n~mlich eine gewisse eineindeutige indirekt konforme Abbildnng der ~-Einheits- 

kreisfli~che au f  sich selbst, bei welcher die Punkte der Linie ~ einzeln festbleiben, 

clanuch muss die Linie ;~ ein Orthogonalkreisbogen sein. Dus Bild der z-Einheits- 

kreisflis das ein Zweig der Funktion ~ (z) entwirft, wird infolgedessen ein yon 

10rthogonalkreisbSgen begrenztes Polygon. Bei diesem miissen sich die genannten 

l KreisbSgen ausserdem im Zyklus beriihren. Andernfalls kSnnten wir sofort yon 

der GrSsse ~ durch eine elementare Abbildnng (Potenz mit rein imaginiirem Exponen- 

ten) zu einer GrSsse ~' iibergehen, die die Umgebung eines der Punkte a auf eine 

schlichte Umgebung einer nicht'  ausgearteten Kreislinie iibertriigt, was .iedoch 

nnmSglich ist, weil eine solche Funktion, weil beschriinkt, auch in dem betreffen- 

den Punkte a selbst regulis sein und also sich bestimmt verhalten miisste. 

Nach dem u kann die gestell te Aufgabe in der Tat auch als 

Spitzenpolygonaufgabe bezeichnet werden. Im Falle I-=3 haben wi res  wesentlich 

mit der Inversen der elliptischen Modulfunktion zu tun. 

Die Funktion ~ (z) wollen wit nun durch ein direktes Iterationsverfahren tat- 

sis bestimmen. ~ D a s  Yerfahren besteht in einer unendlichen Folge  yon 

Wurzeltransformationen ~hnlich denen der Nummer 3, die wir wieder als Funda- 

mentaltransformationen bezeiehnen. Wir wis irgend einen der 1 Peripherie- 

teilbSgen, in welche der z-Einheitskreis durcll die Punkte a zerlegt wird, als 

erste Transformationslinie aus, bilden mit dieser als Verzweigungslinie durch Zu- 

sammenheftung zweier Ebenen die zweibli/ttrige Riemannsche Fliiche mit den 

1 In Abhandlung II der Serie ,Abhandlungen* (Acta math. Bd. 4 o) wird der Fall 1 ~ 3, d. i. der 
Fall der elliptischen Modulfunktion, yon der entgegengesetzten Seite her behandelt, indem das 
Spitzendreieck durch das )>Schmiegungsverfahren,, in die FUiche des Einheitskreises verwandelt wird. 
In der gegenw~rtigen Abhandlung ist iiberhaupt durchgSngig die Forderung des direkten Operierens 
zur Erffillung gebracht. 

Die Existenz der GrSsse ~ (z) der gegenw~rtigen Nummer wird bei POINCAR~ (Acta math. Bd. 4) 
indirekt dutch den Kontinuit~tsbeweis erschlossen. U~ter dieser Vorausselzung zeigt POINCAR]~ 
dann in w I7 (,)Troisi~me probleme. Types symdtriques,), dass die GrSsse auch durch eine unend- 
liche Kette von Wurzeltransformationen, d. i. wesentlich unser Iterationsverfahren, dargestellt wer- 
den kann. 

8--26404.  Acta mathematica. 50. Imprim6 le 8 juin 1927. 
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Endpunkten der Transformationslinie als Windungspunkten, und fiihren nun eine 

Abbildung dieser zweibl~.ttrigen Fl~iche auf die schlichte Ebene aus, bei der im 

Grundblatt  der Nullpunkt und der uneudlich ferne Punkt  festbleiben unter gleich- 

zeitiger Festhaltung der yon diesen Punkten ausgehenden Richtungen, und ferner 

die Symmetrie in Bezug auf den Einheitskreis gewahrt bleibt. Dies bedeutet eine 

solche Abbildung des Grundblattes, bei der die Transformationslinie selbst zu 

einer den Einheitskreis orthogonal schneidenden Kreislinie geSffnet wird, deren 

beide symmetrische H~lften durch eine elliptische Substitution der Periode 2 auf- 

einander bezogen sind, eine Substitution, die ihrerseits das Aussere dieses Ortho- 

gonalkreises, Bild des Grundblattes, in das Inhere desselben Or~hogonalkreises, 

Bild des Nebenblattes der transformierten Riemannschen Fl~che, verwandelt. Wir  

bezeichnen die Transformation mit z 1 (z). Die Zerlegung der Peripherie des z-Ein- 

heitskreises in 1 Teile berechtigt uns, die Fl~che des z-Einheitskreises in dieser 

Ausstattang als ein l-Eck zu bezeichnen. Das gilt sowohl vom Inneren als aueh 

vom Ausseren des z-Einheitskreises. Als Ergebnis der ersten Operation erhalten 

wir eine Zerlegung der zl-Einheitskreisfliiche in zwei spiegelbildlich aufeinander 

bezogene /-Ecke, desgleichen eine solche Zerlegung der Aussenfl~che des zl-Ein- 

heitskreises. Die Eckpunkte befinden sich dabei alle auf der Peripherie des 

Einheitskreises. Ihre Gesamtanzahl ist 2 l - -2 .  Wir verfahren nun mit der so 

aufgefassten zl-Einheitskreisfl~iche in der gleichen Weise wie vorher mit der 

z-Einheitslrreisfl~che; d. h. wir w~hlen jetzt irgend eines der z 1--2 vorhandenen 

Peripherieintervalle als Transformationslinie einer zweiten Fundamentaltransforma- 

tion z_~ (z~). Diese bewirkt, class wir im z~-Einheitskreise eine Parzellierung in vier 

/-Ecke bekommen, deren s~mtliche Eckpunkte auf der Peripherie liegen. Die 

Anzahl der Teilpunkte auf der Peripherie ist jetzt gleich 4 l--6.  Je  zwei benach- 

barte der genannten vier /-Ecke innerhalb des Einheitskreises geben durch ana- 

lytische Spiegelung auseinander hervor. Das Verfahren wird nun i. inf. fort- 

gesetzt, mit der Massgabe jedoch, dass jeder im Laufe des Verfahrens auftretende 

Teilbogen der Peripherie des Einheitskreises im weiteren Verlauf des Verfahrens 

auch einmal als Transformationslinie verwandt werden soll. Ein Teilbogen n~m- 

lich, der etwa auf dem z~-Einheitskreise liegt, wird, w e n u  er nicht direlr~ als 

Transformationslinie der Operation Zk +1 (ZE) beniitzt wird, bei dieser Operation 

zwei TeilbSgen des zk +1 Einheitskreises liefern. Der eine dieser TeilbSgen riihrt 

vom ttauptzweig dieser Transformation her und darf insofern als nieht neu be- 

zeichnet werden. 

Es handelt sich nun darum, die Konvergenz dieses Verfahrens nachzuweisen. 
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Zun~chst bemerken wir, dass das Innere des z,rEinheitskreises mit wachsendem 

Index n in immer mehr /-Ecke zerlegt erscheint, die yon einem zentralen, den 

Nullpunkt enthaltenden 1-Eck aus durch analytische Spiegelungen entstehen. 

Das Anordnungsschema dieser /-Ecke folgt dem leicht iiberblickbaren Anordnungs- 

schema, das man erh~lt, wenn man ein Or~hogonalkreisspitzenpolygon mit l Sei- 

ten an einer seiner Seiten spiegelt, darauf die gewonnene Gesamtfigur wieder an 

einer ihrer Seiten spiegelt, nunmehr die gewonnene Gesamtfigur wieder an einer 

der begrenzenden Seiten spiegelt u. s. f. nach einem Prinzip, das schliesslich die 

allseitige Durchfiihrung des Spiegelungsprozesses gew~hrleistet. 

Aus dem Sehwarzschen Lemma (Hilfssatz I), angewandt auf die Funktion 

Zn+l(Zn), die fiir ]z~] < I regular ist, folgt 

Iz, +ll < Iz.l 
und 

( d z " + l /  - -  I 

Nunmehr be~rachten wir s~att der Gr5ssen z,~ die GrSssen 

Z~=Z~, z., _ Z ~ ,  z~ - - Z ~ , . . . .  
Cl C1 C2 Cl ~ ~3 

Alsdann hat man 

( d z q  = 
dz L=0 I. 

Andrerseits ist an Stelle der zwEinheitskreisfl~iche die Fl~che eines Kreises mit 

dem Radius 

I 
R n ,  (I < / ~ I < R 2 < R $ <  " " ) ,  

Q C2 " " " Cn 

als entsprechender Variabilit~tsbereich der Gr5sse Z,~ getreten. Die Funktion 

Z~(z) leistet eine schlich~e Abbildung der z-Einheitskreisfl~tche auf ein Teilgebiet des 

Kreises K ,  der z~-Ebene, dessen Radius gleich R .  ist, und zwur mit dem Ver- 

grSsserungsverh~ltnis I an der Nullstelle. Fiir das Gebiet Izl < q < I l~sst sich 

daher zufolge dem tlilfssatz u  behaupten, dass alle Funktionen Z,~(z)beschr~nk~ 
sind, dass mi~hin eine gleichm~ssig konvergente Teilfolge ausgew~ihlt werden kann, 

deren Grenzfunktion wegen der Ableitung I im Nullpunkte sich nicht auf eine 

Konstante reduzieren kann. Die ausgew~hlte Teilfolge ist aber wegen des Hilfs- 

satzes VI I I  auch in jedem grSsseren Kreise !z] ~ q'< i gleichm~issig konvergent, 
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weil sich nach dem Hilfssatze VI auch filr jedes derartige Gebiet die Beschr~nkt- 

heir der Funktionen Z~(z) ergibt. Betrach~et man nunmehr die Funl~ionen Zn(ZI) 
filr die ausgew~hlte Indexfolge, so hat man ohne weiteres die gleichm~ssige Kon- 

vergenz derselben filr eine gewisse Umgebung der Nullstelle. Daraus ergibt sich 

aber wieder un t e r  Anwendung der angefilhr~en Hilfss~ze die gleichm~ssige Kon- 

vergenz der ausgew~hlten Folge in jedem inneren Teilbereich der Kreisfli~che 

/(1, ebenso ergibt sich die gleichm~issige Konvergenz der Funktionenfolge Zn(Z~) 
filr das Innere des Kreises Kg. u. s. w. 

Daraus folgt nun jedenfalls, dass die Grenzfunktion die z-Einheitskreis- 

fl~che, aufgefasst als /-Eck, auf ein gewisses l-Eck abbildet, das im Sinne des 

oben erw~hnten Spiegelungsgesetzes unbeschr~inkt allseitige Spiegelungsf~higkeit 

besitzt. Das yon diesen unendlich vielen l-Ecken gebildete Netz erfilUt ein ein- 

fach zusammenh~ngendes schlichtes Gebiet G. Um die Form des Gebietes G zu 

bes~immen, unterscheiden wir die zwei zun~chst denkbaren F~ille 

lim R,~ -~ oc und lim R,  ~ R ~ endl. GrSsse. 

Im ersten Falle wiirde sich durch Anwendung des Hilfssatzes VI auf die 

Kreisfl~tche IZ~.I~ R~ der Zk-Ebene, filr welches Gebiet die Funktionen Z.n(Zk)re- 
z 

gul~ir erkl~irt sind, ergeben, dass das Gebiet G seinerseits beliebig grosse Kreis- 

fliichen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt als innere Teilgebiete enth~lt. Das 

Gebie~ G wilrde demnach yon der ganzen endlichen Ebene gebildet werden mils- 

sen, und das Grenz-/-Eck miisste dann aus Grilnden der analytischen Symmetrie 

yon l getrennten vollst~indigen Geraden begrenzt sein, was offenbar nicht mSglich 

ist. Somit kann nur d ie  MSglichkeit l i m R n : R = -  endl. GrSsse tats~chlich zu- 

treffen. Dann muss das Gebiet G die Fl~che des Kreises K mit dem Radius 

R vollst~ndig ausfilllen. Man denke sich etwa, dass G nur einen Teil dieser 

Kreisfl~iche bedecke. Es sei G~ das Bild des Bereiches K~ der Zn-Ebene in der 

G-Ebene, n~mlich der Ebene der Grenzvariablen Z~ . Wir  betrachten jetzt die 

GrSssen Zn als Funktionen der u Z~. Die Funktion Z,~(Z~) leistet die 

Abbildung des Gebietes G~ auf die Kreisfi~che K,,. Filr die oben betrachtete 

ausgew~hlte Indexfolge ist auch die Folge Z~,(Z~) gleichm~ssig konvergent. Die 

Grenzfunktion Z~(Z~) bildet die Fli~che G ~  lim Gn identisch auf sich selbs~ 

ab. Die Funktion Z~(Z~) ist abet zugleich Grenzfunktion filr die Umkehrungs- 

funktionen der soeben betrachteten Funktionenfolge. Diese Umkehrungsfunktion 

yore Index n ist in der Kreisfl~che K,  erkl~trt und bildet diese auf G, ab. Die Grenz- 
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funktion Z~ (Z~) bildet darnach die Kreisfliiche lim K ~ - K  auf einen Teil yon 

G a b .  Das ist aber ein Widerspruch, da die identische Transformation die ganze 

Fl~che K nicht auf einen wirklichen Teil yon sich selbst abbilden kann. 

Was yon den Z~ bewiesen ist, iibertr~gt sich nun ohne weiteres auf die z,~. Das 

urspriingliche Verfahren liefert demnach die Abbildung der z-Einheitskreisfliiche 

auf ein Spitzenpolygon, wie verlangt wurde. Die Kouvergenz des u 

besteht ferner wegen des unit~ren Charakters der Grenzvariablen u~mittelbar, d. h. 

unabhitngig yon jeder Auswahl einer Indexfolge. 

6. Fundamentalabbildung der hyperelliptischen Flh'chen, zweite Vorbereituug : 

F erzweigte Fundamentalabbilduug der FlSche des Einheitskreises ( Iterationsverf ahreu). 

Ais zweite u zur Durchfiihrung der Fundamentalabbildung der  hyper- 

elliptischen Riemannschen Fl~chen behandeln wir die Fundamentalabbiidung 

der Fl~che des z-Einheitskreises auf sich selbst bei vorgegebener Relativverzwei- 

gung im Innern. Wir  denken uns innerhalb des z-Einheitskreises endlich oder 

unendlich viele Punkte a~ ,a,,a~ . . . .  markiert, die sich nur gegen Punkte der Peri- 

pherie hSufen. Die Aufgabe, die wir uns stellen, ist folgende: Es soll eine 

Funktion ~(z) bestimmt werden, die innerhalb des z-Einheitskreises, abgesehen yon 

den markierten Punkten, regui~r ist, in den markierten Punkten .~edoch in allen 

ihren Zweigen Verzweigungspunkte erster Ordnung besitzt. Die Funktion ~(z) 

soil sich in den Verzweigungspunkten wie eine verzweigte lokale Uniformisierende 

verhalten. Schliesslich sollen die yon der Funktion ~(z) fiir Izl < I in Mien ihren 

Zweigen unter Einbeziehung der Verzweigungspunkte angenommenen Werte  das 

ganze Innere des ~-Einheitskreises einfach erfiillen in dem Sinne, dass die Funk- 

tion jeden solchen Wer t  einmal und nur einmal annimmt. Die so erkl~rte Funk- 

tion erweist sich yon vornherein durch ihre Eigenschaften als bis auf eine lineare 

Transformation, die den Einheitskreis in sich iiberfiihrt, vSllig bestimmt. Wir 

fixieren sie eindeutig, indem wir verlangen, dass sie im Grundzweig an der Null- 

stelle verschwinden und die Richtungselemente dieses Punktes festlassen soil. 

Letzteres kann auch so ausgesprochen werden: es soil die Ableitung an der Nu l l  

steUe reelI positiv sein. 

Zur Bestimmung der Funktion ~ (z) bedienen wir uns wieder eines Itera- 

~ionsverfahrens in Form einer unendlichen Kette yon Fundamentaltransformatio- 

nen. ZuvSrderst ist es zweckmi~ssig, das Grundblatt dadurch n~her zu fixieren, 

dass wir yon den PunkCen a lauter yon einander getrennt verlaufende Linien l 

nach der Peripherie des Einheitskreises ziehen, was offenbar keine Schwierigkeiten 
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darbietet, auch bei unendlich grosser Anzahl der Punkte  ak. l)brigens werden 

wir im Falle unsrer Anwendung solche Linien mit einer unten n~her bezeichneten 

Modifikation yon Hause aus mltgeliefert bekommen. Wir wollen sogleich noch 

bemerken, dass wir gerade den Fall unendlich vieler Verzweigungsstellen ak sparer 

gebrauchen werden. 

Wir w~ihlen jetzt irgend einen der Punkte a~ und die zugehSrige Hilfslinie 

1 aus, setzen diese Figur spiegelbildlich fiber die Peripherie des Einheitskreises 

fort  und erhalten dadurch eine in Bezug auf den Einheitskreis zu sich selbst 

symmetrische Linie mit zwei Endpunkten. Diese Linie benutzen wir jetzt als 

Transformationslinie einer Fundamentaltransformation, die die durch die End- 

punkte der Transformationslinie als Windungspunkte bestimmte zweibl~ttrige 

Riemannsche Fl~che auf die schlichte Ebene in der Weise abbildet, dass dabei 

die doppelt durchlaufen zu denkende Peripherie des Einheitskreises in die ein- 

fach durchlaufen zu denkende Peripherie des Einheiiskreises abgebildet wird und 

dass ferner der Nullpunkt und der unendlich ferne Punkt  des Grundblattes unter 

Festhaltung der zugehSrenden Richtungselemente festgelassen werden. Die Trans- 

formationslinie wird durch diese erste Operation z 1 (z) gewissermassen geSffnet. 

Die gewonnene Linie erscheint in zwei durch eine elliptische Substitution der 

Periode 2 aufeinander bezogene Teile zerlegk Die bei der ersten Operation nicht 

beniitzten Punkte ak mit den zugehSrenden Linien l erscheinen in der zl-Ebene 

unaufgelSst wieder. Ausserdem aber sind wesentlich neue Punkte ak und zuge- 

hSrende Linien 1 entstanden, die aus den alien durch die erw~hnte elliptische 

Substitution hervorgehen. Unter den nunmehr vorhandenen unaufgelSsten Linien 

l der zl-Ebene w~hlen wir wieder irgend eine aus und verfahren in dersel- 

ben Weise wie vorher. So erhalten wir, in inf. fortfahrend, eine Folge yon Funda- 

damentaltransform ationen 

z . ,  . .  � 9  

bei deren sukzessiver Bildung unserm Zwecke entsprechend nur der einen Be- 

dingung Geniige geleistet werden muss, dass jede anf~nglich vorhandene und jede 

sparer entstehende Linie l i m  Laufe des Verfahrens auch einmal als Transforma- 

tionslinie zur Verwendung und dadurch zur AuflSsung kommen soll. 

Das Ergebnis der Zusammensetztmg der n ersten Fundamentaltransformatio- 

nen bezeichen wir mit z~ (z). Es ist klar, dass z~ (z)eine 2~-deutige Funktion yon 

z ist, ferner, dass zn (o) im Hauptzweig verschwindet. Welter ist nach dem Schwarz- 

schen Lemma, angewandt auf die Funktion z,~ (zn+a), die ffir [z,,+~] ~ I regular ist, 



Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. 63 

\ dzn /zn=o 

Das geschilderte Verfahren konvergiert, wie wir jetzt zeigen wollen, gleich- 

m~ssig und leistet die verlangte Fundamentalabbildung. 

Wir denken uns in der z-Ebene im Grundblatt eine Kreislinie mit dem Null- 

punkt als Mittelpunkt beschrieben, die alle Punkte ak und alle Linien 1 ausschliesst. 

Die Funktionen z~ (z) sind nun offenbar fiir das Iunere dieser Kreisfl~che im 

Hauptzweig alle regular erkl~rt, ferner beschr~nkt, n~mlich dem absoluten Betrage 

ihrer Werte nach unterhalb I. Daraus ergibt sich, dass man eine innerhalb jener 

Kreisfl~che gleichm~ssig konvergente Folge ausw~ihlen kann. Ntm besteht aber 

die erw~hnte Beschr~nktheit nicht nut  fiir diese Kreisfl~che, sondern l~ngs .~edes 

innerhalb der z-Einheitskreisfl~che verlaufenden etwa im Nullpunkte beginnenden 

Fl~chenstreifens, der auch die IAnien 1 beliebig oft iibersehreiten kann. Daraus 

ergibt sich, dass die gleichm~ssige Konvergenz sich auf jeden solchen Fl~chen- 

streifen erstreckt. Die Grenzfunktion der Folge kann sich nicht auf eine Konstante 

~dz.,~ mit wachsendem Index n waehsen. reduzieren, weil die Ableitungswerte \ dz/~=o 

Wir kSnnen jetzt den Schluss ziehen, dass die Grenzfunktion fiir I z l <  I 

eine keinen Weft  mehr als einmal annehmende und nur Werte innerhalb des Ein- 

heitskreises annehmende Funktion ist, die weiter die verlangten Verzweigungs- 

bedingungen in allen ihren Zweigen erfiillt. Was noch zu zeigen bleibt, ist, 

dass die Grenzfunktion im Gebiete I z l <  i jeden Wert, dessen absoluter Be- 

trag kleiner als I i s t ,  tats~chlich annimmt. Das ergibt sich durch Betrachtung 

der Umkehrungsfunktionen. Wir brauchen nur zu bedenken, dass die Umkeh- 

rungsfunktionen der ausgew~hlten Folge im Einheitskreise s~mtlich regular und 

dem absoluten Betrag der Werte nach unterhalb I bleiben. Die ausgew~hlte Folge 

der umgekehrten Funktionen ist daher nicht nur in einer gewissen Umgebung 

der Nullstelle, sondern nach Hilfssatz u  iiberhaupt innerhalb des Einheits- 

kreises gleichm~ssig konvergent. Sie konvergiert gegen die Inverse der Grenz- 

funkti0n der z,~(z)-Folge. Wir sehen also, dass die Inverse tier Grenzfunktion 

jedem Punkte innerhslb des Einheitskreises eindeutig einen Punkt  innerhalb des 

z-Einheitskreises zuordnet. 

Wir  haben also in der Tat die Funktion ~ (z) unseres Problems gewonnen. 

Das Iterationsverfahren aber erkennen wir nachtr~glich als unmittelbar, d. h. 

ohne Bezugnahme auf eine ausgew~hlte Indexfolge gleichm~issig konvergent, weft 

die Funktion ~ (z) durch ihre in ihrer Definition zusammengestellten Eigenschaften 

eindeutig bestimmt ist. 
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Anmerkung I. Start die gegebenen Verzweigungspunkte ak einzeln durch 

Linien 1 mit der Peripherie des Einheitskreises zu verbinden, kann man auch 

mit jeder Linie 1 mehrere, sogar unendlich viele ak,, ak~, ak~ . . . .  in einem bei ak, 

beginnenden Zuge l erfassen, der sich der Peripherie des Einheitskreises entweder 

bestimmt endigend oder auch in asymptotischer Weise n~hert. Beispielsweise 

kann man so alle gegebenen Punkte a, wenn ihre Anzahl unendlich gross ist, in 

einen einzigen Zug 1 aufnehmen. Fiihrt man nunmehr eine Fundamentaltrans- 

formation des Index z unter Benfitzung des Ausgangspunktes ak, der Linie 1 und 

ihres zum Einheitskreise spiegelbildlichen Punktes als Verzweigungspunkte aus, 

so geht 1 in eine Linie fiber, die aus zwei durch eine elliptische Substitution 

bezogenen Teilen besteht, die beide in-dem Bildpunkte a~., des Punktes akl be- 

ginnen. Diese beiden TeilbSgen laufen durch Punkte a~.,, a~., . . ,  bezw. a~', a~,,... 
Die erw~hnten Punkte sind nun alle mit Ausnahme allein des Punktes a~l mit 

der Verzweigungszahl ~ zu behaften. Die Verbindungslinien a[., a~ und a~.,a~.: kann 

man jetzt 15schen und erh~ilt so zwei getrennte Linien l, die eine bei a~,.,, die 

andre bei a~.: beginnend. Es liefern also jetzt nicht nut  die der Transformation 

fremden Linien l, sondern auch die bei der Transformation benfitzte Linie 1 als 

Ergebnis der Fundamentaltransformation zwei Linien l. Im iibrigen gelten wieder 

die alten Beweisprinzipien und die Bestimmung, dass beim Iterationsverfahren 

jede auftretende Linie 1 im Verlaufe des Verfahrens auch einmal als Transforma- 

tionslinie verwendet werden muss. 

Anmerkung II. Das geschilderte Iterationsverfahren ist unmittelbar auf den 

allgemeineren Fall fibertragbar, wo die den Punkten ak zugeordneten Verzwei- 
gungszahlen als beliebige ganze Zahlen, auch ~ gegeben werden, und eine Funda- 

mentalabbildung solcher allgemeineren Yerzweigung verlangt wird. An Stelle der 

zweibl~.ttrigen Riemannschen Windungsfl~iche mit bezfigl, des Einheitskreises spie- 

gelbildlichen Windungspunkten treten nunmehr mehrbl~ttrige, evt. unendlich- 
k 

vielbl~ttrige solche Fl~chen, deren Abbildung durch ~-Transformationen oder 

Logarithmustransformationen geleistet wird. 

7. Durchfiihrung der Fundame~talabbildu~g der hyperelliptischen Riemannschen 
Flffchen. Wir gehen nun nach den Vorbereitungen der l~ummern 5 und g zur 

Durchfiihrung der Fundamentalabbildung einer beliebigen zweibl~ttrigen Riemann- 

schen Fl~che F vom Geschlechte p ~ z fiber. Die zu bestimmende GrSsse ~(z) 

kann auch als Uniformisierende der schlichten z-Ebene mit Relativverzweigung 

erster Ordnung in den 2 p + 2  Windungsstellen a ~ , . . . ,  a2p+2 der Fl~che F a u f g e -  
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fasst werden. Zur Bestimmung dieser GrSsse greifen wir zun~chst vier der 2p + 2 

Verzweigungsstellen heraus, etwa a~, a~, as, aa. Diese verbinden wir durch zwei 

ge~rennte Linien  i'n der gew5hnlichen z-Ebene in der Weise (I, 2) und (3, 4), un- 

ter Vermeidung der iibrigen Punkte a. Jetzt wenden wir das Iterationsverfahren 

der lqummer 3 an und gelangen zu einer GrSsse ~ ,  deren Wertegebiet yon der 

ganzen Ebene exkl. zweier endlichen Punkte a und /~ gebildet wird. Die Linien 

:(I, 2) und (3, 4) vervollst~ndigen wir jetzt zu einer einzigen doppelpunktfreien 

Linie durch Hinzufiigung einer etwa punktiert vorgestellten Verbindung a~, a.~, 

a6, . . . ,  a2p+~, as. Die punktiert gezeichnete Linie wird nun in die ~l-Ebene fiber- 

tragen, wo sie entsprechend der Unendlichvieldeutigkeit der Funktion ~1 (z) un- 

endlich viele Bilder liefert, die sich zu einem einzigen a und fi verbindenden 

punktierten Zuge ~ zusammenschliessen, auf dem die Bilder der Punkte a~, a6, . . . ,  

a2p+2 ebenfaUs in unendlich h~ufiger Wiederholung mit der Verzweigungsnotierung 

2 wiederkehren. Einen dieser Punkte w~hlen wit und bezeichnen ihn mit 7. Wir  

wenden nunmehr auf die ~-Ebene die Vierertransformation mit den Verzweigungs- 

punkten a, fl, 7 an. Durch diese Transformation wird das wegen der zwei Grenzpunkte 

a und fi zweifach zusammenh~ngende ~l-Gebiet in ein vierfach zusammenh~ngendes 

schlich~es ~-Gebiet verwandelt, das yon vier auf einem Kreise liegenden harmonischen 

Punkten a', a", fl',/~" begrenzt wird und eine ganz bestimmte durch die Abbildung 

bestimmte Liniierung und Verzweigungssignierung tr~tg~, l~Tunmehr wird gem~ss 

l~ummer 5 (Spitzenpolygonaufgabe) die schlichte ~-Ebene einer Fundamental- 

abbildung Ca (~e) mit Relativverzweigung unendlich hoher Ordnung in den Punkten 

des erw~hnten Quadrupels unterworfen. Als Variabilit~tsbereich der GrSsse ~3 

erscheint das Innere des ~3-Einheitskreises, das zugleich eine bestimmte Signierung 

und Liniierung aufweist. Damit sind wir aber zur Aufgabe der l~ummer 6 ge- 

langt, deren Anwendung die gesuchte GrSsse ~ liefert, die die Fundamentalab- 

bildung der hyperelliptischen Riemannschen Fli~che ohne Relativverzweigung zur 

Darstellung bringt. Das Verfahren der Iqummer 6 wird dabei an Hand der 

vorhandenen Liniierung zweckm~ssig in der in der Anmerkung I gekennzeichneten 

1VIodifikation zur Anwendung gebracht, nachdem die an die y-Bildpunkte unmittelbar 

anstossenden Linienteile geiSscht sind. 

Anmerkung. Das im Vorstehenden dargelegte Verfahren ist auf den allge- 

meinen Fall der hyperelliptischen Riemannschen Fl~che zugeschnitten. Hat  man 

eine symmetrische Riemannsche Flis deren Windungspunkte alle auf einer Ge- 

raden oder einem Kreise liegen, so kann dieser Kreis zun~chst in den Einheits- 
9--26404. Acta mathematica. 50. Imprim6 le 8 juin 1927. 
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kreis transformiert werden. Nunmehr kann man die Uniformisierende unmittel- 

bar durch ein einziges Iterationsverfahren gewinnen, das dem bei der Spitzen- 

polygonaufgabe angewandten Verfahren nachzubilden ist. Die Abweichung be- 

steht lediglich darin, dass die Verzweigungspunkte der einzelnen Fundamental- 

transformationen naeh Ausiibung der Transformationen nicht weiter mit Verzwei- 

gungsnotierungen zu behaften sind, also nicht mehr als Peripherieteilpunkte mi~- 

z~ihlen. Die Grenzfunktion leistet die Abbildung des Einheitskreises auf ein inneres 

0rthogonalkreispolygon mit lauter rechten Winkeln. 

8. Speziell verzweigte Fundamentalabbildu~gen beliebiger geschlossener Riemann- 

scher Flh'chen F. Bildung zu F gehb'render algebraischer Funktio~en. Fundamen- 

talabbildung im engern Si~me {d. i. ohJ~e Relativverzweom~g ) beliebiger F vom Ge- 

sehleeht p = o ,  i, 2. Es sei nunmehr F eine beliebige geschlossene Riemannsche 

Fl~che, deren Bl~terzahl m ~ 3 is~.  Die im Vorhergehenden angewandten 

Methoden vermitteln uns leicht solche Uniformisierenden der Fl~che ~5, die ge- 

wisse Relativverzweigungen besitzen. Fiir den Zweck der Bes~immung algebrai- 

scher FunkCionen, die zur Fl~che F gehSren, genfig~ es, eine solche zu bestimmen. 

Wir notieren in der schlichten z-Ebene die Stellen (Grundpunkte), fiber 

denen sich WindungspunkCe der Fliiche F befinden. Es sei n ihre Anzahl. Ab- 

gesehen yon einem trivialen Falle is~ n_>--3 . Wir behaften jetzt die Grundpunkte 

a t , . . . ,  a,~ alle mit einer und derselben geraden Verzweigungszahl z N, die dutch 

jede bei F vorkommende Windungszahl teilbar und ausserdem ~ 5  ist. Wir 

verlangen dann die Bestimmung der zur schlich~en z-Ebene gehSrenden Unifor- 

misierenden mi~ der eben definierten l~elativverzweigung. 
2N 

Zun~chst fiben wir, wenn n ungrade oder ~ 5 is% eine vorbereitende ]/-Trans- 

formation mi~ zweien der Punkte a als Verzweigungspunkten aus. In der Bild- 

ebene ergeben sich dann eine gemde Anzahl 2 N ( n - - 2 ) ~ 6  Verzweigungsstellen, 

die alle mit der Verzweigungzahl z N zu behaften sind. Wir sind so auf den Full 

geffihrt: Gegeben eine gerade Anzahl 2 n ' ~  6 yon Verzweigungsstellen a / , . . . ,  a'~, 

mit derselben zugeordneten Verzweigungszahl z N ~ 6 .  Um die so verzweigte 

Uniformisierende ~ zu finden, bestimmen wir zuerst die Uniformisierende ~ mit 

denselben Verzweigungsstellen, ]edoch mit der einheitlichen Verzweigungszahl z. 

Das is~ nichts anderes als die Hauptunfformisierende der zugeordneten hyperellip- 

tischen Riemannsche Fl~che. In der ~l-Ebene haben wir nun sgmtliche unendlich 

vielen Bilder der a' zu notieren und mit der noch zu beriicksichtigenden ein- 

heitlichen Verzweigungszahl N zu behaften. Daraus ersehen wir, dass die Be- 

s~immung der gesuchten Variablen ~ die Anwendung eines zweiten Iterationsver- 
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fahrens gem~ss Nummer 6 (Anmerkung II) notwendig maeht. Die dabei be- 

nStigten Linien 1 bieten sich uns auf verschiedene Weisen dar. Die Punkte 

al',...,a'2~,, m5gen paarweise durch n' getrenn~e Linien Z in der Ebene verbunden 

werden. Diesen Linien entsprechen auf der erw~hnten hyperelliptischen Riemann- 

schen Fl~che n' geschlossene Linien Z' (Rfickkehrschnitte). Diesen geschlossenen 

Linien ~' entsprechen nun im ~l-Einheitskreis ungesehlossene Querschnitte der 

Einheitskreisfl~che, die in gewissen Fixpunkten auf dem Einheitskreise endigen 

und sich ebenfalls gegenseitig nicht treffen. Ihre Anzahl ist unendlich gross. 

Auf denselben sind atle notierten Verzweigungspunkte der ~l-EinheRskreisfliiche 

enthalten. Aus ]eder solehen Linie nehme man das Verbindungsstfick zwischen 

zwei benaehbarten Verzweigungspunkten he raus .  Dann hat man unmittelbar die 

Linien l. 

Die gefundene GrSsse ~ (z) werde nun als Funktion fiber F betrachtet. Als 

solche hat sie in jedem x-bl~ttrigen Windungspunkte einen Relativverzweigungs- 
2 N  

punkt der ganzzahligen Ordnung Die zu dieser Funktion gehSrende, ihre 

u vollst~ndig clarstellende Relativfl~che 'F(*I wirc1 dutch die Funktion 

(z) fiberall im kleinen schlieht auf eine Fl~che fibertragen, die ganz innerhalb 

des Einheitskreises liegt, dazu wegen der freien VariabilR~t der GrSsse ~ inner- 

halb des Einheitskreises keine Grenzpunkte darbieten kann. Diese Fl~che ist 

demnach mit der schlichten Fl~che des ~ Einheitskreises identisch, und die Fl~che 

'F  (~) selbst ist nichts anderes als die zu F gehSrende einfach zusammenh~ngende 

t~berlagerungsfl~che mit den Relativverzweigungszahlen 2 N  • 
Wir  denken uns jetzt die Fl~che F yon einem beliebigen Punkte 0 aus 

durch p Rfickkehrschnittpaare, die die Windungspunkte der Fl~che nicht treffen 

mSgen, kanonisch aufgeschnitten zu einer einfach zusammenh~ngenden Fl~che 

/~o. Ferner denken wir uns yon den einzelnen Windungspunkten aus Einschnitte 

innerhalb F o nach dem Punkte 0 hin ausgeffihrt, wodurch /Y'0 in eine Fl~che 

F o' iibergeht. Die Fl~che F o' wird dann durch einen in F o' erkl~rten Zweig der 

Fun]~ion ~ (z) auf einen Fundamentalbereich abgebildet, der in unendlich vielen 

den fibrigen Relativzweigen der Funktion entsprechenden Wiederholungen das 

ganze Innere des ~-Einheitskreises erffilR. Er selbst reicht mit seiner Begrenzung 

nicht an die Peripherie des Einheitsl~reises heran. Man braucht jetzt nur Poin- 

car~sche Theta-Quotienten anzusetzen, um automorphe Funktionen innerhalb des 

~-Einheitskreises zu erhalten, die, auf F iibertragen, eigentliche zu dieser Fl~che 

gehSrende algebraische Funktionen sind. 
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Ist speziell p = o ,  so kSnnen wir, da der zu F gehSrende algebraische Funk- 

tionenkSrper nach Vorstehendem bestimmt werden kann, jetzt eine Funktion des 

KSrpers bestimmen, die nur einen Pol erster Ordnung hat, also die Fundamen- 

talabbildung der Fl~che F ohne Relativverzweigung auf die schlichte Vollebene 

bewirkt. Ist  p = I oder 2, so kSnnen wir durch KSrperfunktionen sofort zu 

zweibl~ttrigen Riemannschen Fl~chen mit vier bzw. sechs Windungspunkten iiber- 

gehen und yon da aus welter nach dem friiher dargele24en Verfahren die Funda- 

mentalabbildung ohne Relativverzweiguug leisten. 

Anmerktmg. In gewisser Weise eine Vereinfachung der Entwicklungen dieser 

/qummer kann man erzielen, wenn man den Satz heranzieht, dass jede geschlos- 

sene Riemannsche Fl~iche F durch eine ganze rationale Funk~ion eineindeutig 

auf eine ebensolche Fl~tche abgebildet werden kann, deren Windungspunkte alle 

auf dem Einheitskreise liegen. S. die Schlussbemerkung in der Arbeit des Ver- 

fassers >>Fundamentalabbildung und Potentialbestimmung gegebener Riemannscher 

Pl~chen>>, Math. Zeitschrift Bd. 12 (1922). Vgl. auch eine ~thnliche Betrach~ung 

bei POINCAR~, Acta math. Bd. 4, S. 246--250. 

ZWEITER TEIL. 

Uniformis ierung bel iebig gegebener  a lgebraischer  Funktionen und Funda- 
mentalabbildung beliebig gegebener  geschlossener Riemannscher Fl~hen.  

9. Die Funktion >>~l(z) iiber E>> mit n Verzweigungsp~kten u~e,dlich hoher 

OrdJ~u~zg. Es sei jetzt F eine beliebige geschlossene Riemannsche Fl~che, deren 

Bl~tterzahl m ~ 3  und deren Geschlecht p ~ 2 angenommen werde, zur Fixierung 

der Vorstellungen. Grunds~tzlich werden jedoch unsere folgenden Entwicklungen 

auch die niederen F~lle mitumfassen. Wir verweisen insbesondere auf die be- 

ziiglich p = I u n d  is ~-o am Ende dieses Teiles gemachten Ausfiihrungen. 

Dass zur Fl~che F ein algebraischer Funktionenk5rper geh5rt, ist bereits 

im Vorhergehenden dargetan worden, wird jedoch im Folgenden keine Rolle 

spielen. Wir wollen die Existenz der (relativ unverzweigten) Haup$uniformisie- 

renden ~(z) der Fl~iche F dar~un. Wir wissen bereits, dass es gewisse Uniformi- 

sierende mit Relativverzweigung gibt. Von einer solchen wollen wir jetzt aus- 

gehen. Die bisher aufgestellten Uniformisierenden mit Relativverzweigung ha~en 

endliche Relativverzweigungszahlen. Diejenige jedoch, die wit nunmehr als 

Basis fiir die Konstruk~ion der GrSsse ~(z) nehmen wollen, ist eine solche mit 
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durchweg unendlich hoher Relativverzweigungszahl. So wie .~ene schon bekannten 

relativ verzweigten Uniformisierenden der Fl~iche 17 als relativ verzweigte Uni- 

formisierende der schlichten z-Ebene aufgefasst und geradezu als solche gewonnen 

wurden, wird es uuch ]etzt sein. Wir  denken uns in der schlichten z-Ebene die- 

jenigen Stellen al,  . . . , a ~  ( G r u n d p u n k t e )  markiert, fiber denen mindestens ein 

Windungspunkt der Fl~che F liegt. Die Zahl n ist dann ~ 3, wenn man yon 

dem trivialen Falle der rn-bl~ttrigen Riemannschen Fl~tche mit zwei m-bl~ttrigen 

Windungspunkten absieht. Den Stellen ak der schlichten z-Ebene ordnen wir 

durchweg die Verzweigungszahl ~ zu und verlangen die Bestimmung der so 

verzweigten Uniformisierenden ~(z) der schlichten z-Ebene. 

Die GrSsse ~l(z) kann mit ttilfe der in Nummer 5 und 6 dargelegten 

I terat ionsmethoden sofort gewonnen werden. Wir denken uns die Punkte al ,a~ ,a  s 

durch eine fortlaufende doppelpunktlose Linie ~ in der schlichten z-Ebene mR- 

einander verbunden und welter yon dem Punkte a s nach den fibrigen Punkten 

a4 . . . .  ,a~ punktierte Linien ~' gezogen, die s ich untereinander und die Linie 

nut  im Punkte a s treffen. Nunmehr ffihren wir nach unserem Iterationsverfahren 

der Spitzenpolygonaufgabe (Nummer 5) die Fundamentalabbildung der schlichten 

z-Ebene mit a~,ae,a s als Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordnung (lurch. 

Dabei geht die yon der Linie ~ allein begrenzt gedachte z-Ebene in ein Spitzem 

viereck fiber, das in unendlich vielen Reproduktionen das .ganze Innere des Ein- 

heitskreises ausffilR. Den Linien ;~' entsprechen im Einheitskreise vermSge der 

definierten Abbildung unendlich viele Bildlinien, deren ~ede einzelne einen inneren 

Punkt  des Einheitskreises mit einem Peripheriepunkt verbindet. Die inneren 

Anfangspunkte dieser Linien haben wir ~etzt s~mtlich mit der u 

zu behaften. Nun wird auf die gewonnene Figur das Iterationsverfahren der 

Nummer 6 angewandt, wobei die soeben definierten Linien als Ausgangslinien 1 

des u figurieren. Das Verfahren selbst besteht in einer unendlichen 

Kette logarithmischer Fundamentaltransformationen. Das Ergebnis ist die Ge- 

winnung der GrSsse ~(z), deren Bestimmu~g oben verlangt wurde. 

Die GrSsse ~(z) leistet eine eineindeutige konforme Abbildung einer ge- 

wissen einfach zusammenh~ngenden Uberlagerungsfl~iche E 'l| der schlichten z- 

Ebene E, die in den Punkten ak lauter Windungspunkte unendlich hoher Ord- 

nung hat. Die Bezeichnung E '(~) soU andeuten, dass diese Fl~che die einfach 

zusammenh~ngende tJberlagerungsfi~che ohne Relativwindungspunkte der Ebene 

E '  ist, d. i. der in den Grundpunkten a l , . . . ,  a,~ punktierten Ebene E. Die 

Fl~iche E '(~) kann yon vornherein konstruiert werden, indem man n~mlich die 
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l~ings den Linien ~ und )/ aufgeschnittene Ebene E',  genannt Eo', in unendlich 

vielen koinzidierenden Exemplaren relationenfrei zusammenfiigt, wobei im Resul- 

tat  zwei verschiedene Exemplare entweder keinen Punkt oder nur eine Seite 

oder 4' gemeinschaftlich haben. 

Um das Verhalten der Funktion ~1 (z) in den Punkten ak n~her zu bestimmen, 

betrachten wir eine kleine Umgebung Iz--al~Q eines solchen Punktes. Auf der 

Fl~che E '(~) hat eine solche Umgebung die Gestalt eines Windungsfl~chenstiickes 

W unendlich hoher Ordnung. Das Windungsfl~chenstiick W wird durch ~:(z) 

eineindeutig konform auf ein Gebiet W' abgebilde~, wobei dem Umlauf um den 

Funkt  a eine parabolische, ev. hyperbolische Substitution entspricht. Jedenfalls 

kSnnen wir yon der Fl~che W' durch elementare Abbildung (Exponentialabbildung, 

ev. Potenzabbildung) zu einer schlichten zweifach zusammenh~ngenden Fl~che W" 
iibergehen, die nun als eineindeutiges Bild des schlichten Bereiches Iz--a[ ~ Q 
erscheint. Die das Gebie~ Iz--al'<Q auf W" abbildende Funktion muss sich 

dann auch im Punkte a selbst, weil beschr~nkt, bestimmt verhalten. Von hier 

aus sieht man leicht ein, dass die erw~hnte Umlaufssubstitution nur eine para- 

bolische Substitution sein kann und dass der Linie Iz--al~Q im Einheitskreise 

eine Linie entsprechen muss, die mit beiden Enden im Fixpunkte der parabo- 

lischen Substitution endigt, deren Inneres ausserdem das eineindeutige Abbild W'  

der Fli~che W ist. Welter  folgert man hieraus, dass es eine lineare Funktion 

L(~) der GrSsse ~l(z) gibt, die sich in der Form 

log + 

darstellen l~isst. Welter bemerkt man jetzt, dass eine mit bestimmter Tangente 

im Punkte a endigende Linie der z-Ebene im ~-Einheitskreise eine Bildlinie hat, 

die ira parabolischen Fixpunkte, einen rechten Winkel mit dem Einheitskreise 

bildend, einl~uf% )~Iit Bezug auf das Gebiet W'  bemerken wir noch: Wird an- 

start der Linie Iz--al-~Q eine passende, im allgemeinen nicht kreisfSrmige Linie 

zur Abgrenzung einer Umgebung des Punktes a gew~i.hlt, so wird das Gebiet W' 
selbst yon einem Bahnkreis der parabolischen Umlaufsubstitution begrenzt, der 

den Einheitskreis im Fixpunkte der genannten parabolischen Substitution beriihr~. 

Die Fl~che E o' weist in den Punkten a im ganzen 2 (n - - I )  Eckzipfel auf. 

Aus dem Gesetz des relationenfreien Aufbaues der Fl~che E '(~) aus Exemplaren 

E o' ergib~ sich sofort, dass zu diesen 2 (n - - I )  Eckzipfeln ebenso viele voneinan- 

der ganz verschiedene Windungsfl~chenstiicke der Fl~che E '(| gehSren, in welche 

die erwi~hnten Eckzipfel eingehen. Diesen Windungsfliichenstiicken entsprechen 

nun auch ebensoviele verschiedene Kreisfi~chen W" im ~1-EinheRskreise, die folg- 
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lich in 2 (n I) verschiedenen Punkten die Peripherie des Einheitskreises berfihren. 

Das Bild der Fliiche E0', das ein Zweig der Fun~ ion  ~ (z)entwirft,  ist nach 

dem Vorhergehenden ein 2 ( n -  I)-Eck To, das mit 2 (~2---I) getrennten Spitzen 

orthogonal an die Peripherie des Einheitskreises anstSsst. Die Seiten yon W o 

siud paarweise aufeinander bezogen dureh n I lineare Substitutionen, die eine 

Gruppe F o erzeugen. Durch die Substitutionen dieser Gruppe entstehen unend- 

lich viele To-Bilder, die zusammen das ganze Innere des EinheRskreises ausffillen. 

Die unendlich vielen To-Bilder haben je einen Maximaldurchmesser. Es kann 

jedoch nur endlich viele derselben geben, deren YIaximaldurehmesser eine beliebig 

klein vorgegebene GrSsse r fiberschreitet. Das erkennt man folgendermassen: 

Wir denken uns den Bereich To in einen Kern und 2 ( n -  I) Zipfel zerlegt, ent- 

sprechend den 2(n I) Ecken des Bereiches W o. Die Zipfel denken wir uns 

durch parabolische Bahnkreise gegen den Kern abgegrenzt. Der Kern ist nun often- 

bar in einem mR dem Einheitskreise konzentrischen Kreise ]~ ] ~  Q enthaiten. 

Die Bilder dieser Kreisfiiiche vermSge F o mfissen dann allm~hlieh unendlich klein 

werdende Durchmesser bekommen, weft die Bilder des Nullpunktes sich offenbar 

allm~hlich der Peripherie des Einheitskreises unbegrenzt n~ihern. Damit ist ge- 

zeigt, dass die Kernbilder aUm~hlich unendlich kleine Maximaldurchmesser be- 

kommen. Betrachten wir nunmehr einen der parabolischen Zipfel, dann liegen 

zun.,iichst unendlich viele Bilder dieses Zipfels in demselben Bahnkreis. Das 

sind diejenigen Bilder, die durch die Wiederholungen der zugehSrenden parabo- 

lischen Substitution aus dem Zipfel entstehen. Diese Bildzipfel werden offenbar 

allm~hlich unendlieh kleine Maximaldurehmesser erhalten. Ausserdem gibt es 

aber unendlich viele Bilder des Zipfels, die in anderen Bahnkreisen enthalten 

sind. Alle vermSge F o aus dem erst betrachteten Bahnkreis entstandenen wei- 

teren Bahnkreise miissen aber voneinander durchaus getrennt liegen. Daraus 

folgt, dass nur endlich viele derselben einen Durchmesser oberhalb einer beliebig 

klein vorgebbaren GrSsse haben kSnnen. Damit ist dann unser behaupteter Satz 

vollst~ndig bewiesen. Denken wir uns also, dass wir den Bereich W o allm~hlieh 

gem~iss F o erweitern, indem wir etwa bei jedem Schritte an jede Seite des er- 

weiterten Bereichs ein neues Wo-Bild anschliessen, so bekommen wir Gebiete, 

deren Begrenzungsseiten allm~hlich gleichmiissig unendlich klein werde~2de Maximal- 

durchmesser bekommen. 

Io. Die _Fttnktion >>~l (z) iiber F~>. Die bisher als Funktion fiber der schlich- 

ten z-Ebene betrachtete Gr5sse ~l (z) werde nunmehr als Funktion auf der gege- 
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benen Riemannschen Fl~iche F betrachte~. Als solche ist sie in allen und nur 

den Punkten logarithmisch verzweigt, die fiber den Grundpunkten gelegen sind. 

Wir denken uns die Fl~tche in allen diesen Punkten punk~iert. Die so aus F 

gewonnene Fl~che werde mit F* bezeichuet. Ist  q die Anzahl der Punktierungs- 

stellen, so ist die Fl~che F '  (zp + q)-fach zusammenh~ngend. Man kann sie 

daher durch 2_p + q - -  I getrennte Querschnitte yon Punkfiierung zu Punktierung 

einfach zusammenh~ngend machen. Diese Querschnitte mSgen folgendermassen 

n~her bestimmt werden. Zun~chst werden 2p Querschnitte Q yon einer festen 

Punktierungsstelle nach derselben Punktierungsstelle zuriickgefiihrb, die, fiir sich 

genommen, die unpunktierfie Fl~iche F in eine einfach zusammenh~ngende Fl~che 

F o verwandeln. Danach werden q -  I weitere Querschnitte Q' gezogen, die die 

iibrigen Punktierungsstellen in einer fortlaufenden Kette verbinden und deren 

letzter im gemeinschaftlichen Endigungspunkte der Q endigt. Die Fl~che F '  ist 

so in eine einfach zusammenh~ingende Fl~che ~o' verwandelt. 

Denkt man sich die Fl~iche F o' in unendlich vielen koinzidierenden Exem- 

plaren bereit gestellt, so kann man jetzt durch relationenfreie Zusammenftigung 

dieser Exemplare eine yon keiner Linie mehr begrenzte einfach zusammenh~n- 

gende Fl~che F 'l| herstellen, d. i. die zu F gehSrende einfach zusammenh~ngende 

tJberlagerungsfl~che mit den Punktierungsstellen als relativeD Windungspunk~en 

unendlich hoher Ordnung, zugleich die einfach zusammenh~ngende tJberlageruags- 

fl~che der Fl~che _~" ohne relative Windungspunkte. Diese Fl~che ist, wenn 

man sie als Fl~che fiber der gew5hnlichen Ebene E betraChtet, eine in den 

Grundpunkten mit lauter Windungspunkten unendlich hoher Ordnung behaftete 

einfach zusammenh~ngende Fl~che. Da es nur eine solche Fl~iche geben kann, 

so ergibt sich die IdentR~t der Fl~ichen .E'(~I und F '(~). Die Funktion ~l(z) 

leistet darnach auch eine eineindeutige konforme Abbildung der Fl~che F'I| auf 

das Inhere des Einheitskreises. Dabei geht das Grundexemplar F o' in ein rand- 

bezogenes SpRzenpolygon T 1 mit 2 (2p -}- q - -  I) SeRen fiber. Die Randsubstitutio- 

nen des Bereichs T 1 erzeugen ein Gruppe El, eine gewisse Untergruppe der Gruppe 

F o. Bei Ausfibung der Gruppe r 1 auf den Bereich TI kommt es zu einer lficken- 

losen Erfiillung des Inneren des Einheitskreises. Die Maximaldurchmesser der 

T~-Bilder werden allm~hlich gleichm~ssig unendlich klein. Die Peripherie des 

Einheitskreises wird daher allm~hlich mit immer mehr Spitzen belegt, wobei kein 

noch so klein gew~ihltes Peripherieintervall unbelegt bleibt. 
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I I. Die Uberlagerungsfliiche F (| und die Funktion >)~1(~') iiber F(~)>>. Der 

Verzweigungsgraph 7" und die FlSche Fo (| ,Unser Ziel ist die Bestimmung der 

G~5sse ~ (z), die eine relativ unverzweigte Abbildung der Fl~iche ~' auf das Innere 

des Einheitskreises vermittelt, so zwar, dass jeder Weft  nur einmul angenommen 

wird. Die Funktion ~ (z) ist eine fiber F erkl~r~ zu denkende Funktion. In dieser 

Auffassung gehSrt zur Funktion ~ (z) eine der Fl~che F fibergelagert vorzustellende 

Riemannsche Fl~che F (~), die keine relativen Windungspunkte hat  und wegen 

des einfachen Zusammenhanges der Kreisfl~iche auch ihrerseits einfach zusammen- 

h~tngend ist. Diese Fl~che F (~) wird eben durch die zu bestimmende Funktion 

(z) eineindeutig auf das Innere des ~-Einheitskreises abgebildet. 

Es ist nun wichtig, dass die Fl~che F (~) dutch ihre genannten Eigenschaften 

Vollst~ndig bestimmt ist und dass sie direkt konstruiert werden kann. Der erste 

Tell der Behauptung ergibt sich sofort. Man braucht nur anzunehmen, man habe 

zwei solcher Fl~ichen, so wfirde man sogleich eine Koinzidenzbeziehung zwischen 

beiden herstellen kSnnen, die ohne relative Verzweigung w~re und folglich wegen 

des einfachen Zusammenhanges eineindeutig sein mfisste. ])as bedeutet aber 

Identit~t der beiden Fl~chen; und ffir die Fl~che F (~) selbst bedeutet es die 

Existenz unendlich vieler eineindeutiger Decktransformationen durch identische 

Zuordnung der relativen Bl~[tter untereinander. Zur direkten Konstruktion der 

Fl~che F(~) andrerseits braucht man nur unendlich viele koinzidierend fiberein- 

anderliegende Exemplare der F[~che F o so zusammenzufiigen, dass tats~chlich 

ein einfach zusammenh~ingendes Ganze ohne relative Windungspunkte entsteht. 

Das Gesetz dieser Zusammenffigung kann man sich an t tand eines Graphen 

veranschaulichen. I)ieser Graph entsteht folgendermassen: man zeichne in einer 

Ebene (schematische Ebene) ein krummliniges 4p-Eck, entsprechend einem Grund- 

blatt F 0. Nun fiige man an dieses 4p-Eck einen Kranz weiterer solcher 4p-Ecke 

an; niimlich zun~chst an jede Seite des ersten 4p-Ecks ein neues 4p-Eck, aus- 

serdem weitere 4p-Ecke so, dass in jeder Ecke des erstenlim ganzen 4P 4p-Ecke 

im Zyklus zusammenstossen. Dadurch entsteht eine neue Umrisskontur, die den 

angeffigten Kranz aussen begrenzt, wobei man fibersieht, dass diese Kontur 

ihrerseits neben einzipfligen auch zweizipflige Eckpunkte darbietet (wie schon im 

Falle p ~---i beim parallelogrammatischen Gitter). Nunmehr fiige man an jede 

SeRe der erhaltenen Umrisskontur wieder ein 4p-Eck an und ffille weiter die 

Umgebung der Eckpunkte der Kontur wie vorher aus, sodass in jedem Eckpunkte 

4P 4p-Ecke im Zyklus zusammenstossen. Man hat so um den ersten Kranz einen 

zweiten Kranz yon 4p-Ecken gelegt. Die Gesamtfigur weist an ihrem Umriss wieder 
10--26404.  Acta mnthematica. 50. Imprim6 ]e 8 juin 1927. 
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einzipflige und zweizipflige Eckpunkte auf. Das Verfahren ist unbeschr~nl~ 

fortsetzbar. Es definiert uns den unendlichen Graphen 7. Das Netz des 

Graphen 7 zeigt unmittelbar die Entstehung eines einfach zusammenh~ngenden 

kranzfSrmig aufgebauten Gesamtgebietes [7] aus 4p-Ecken. Wir bruuchen nur 

das gezeichnete Zusammenfiigungsschema des Graphen y zu befolgen, um aus 

unendlich vielen Exemplaren Fo, die dabei als 4p-Ecke fi2~rieren, die einfach 

zusammenh~ngende tlberlagerungsfl~che F (| fiber F ohne relative Windungs- 

punkte aufzubauen. 

Auf der Fl~iche F (~) besitzt die Funktion ~l(z), aueh mit >>~l(z) fiber F(| 

bezeichnet, offenbar unendlich viele Relativverzweigungspunl~e unendlich hoher 

Ordnung, n~mlich an allen fiber den n Grundpunkten der z-Ebene liegenden 

Punkten der Fl~che F (| Im Graphen 7 wird ein Tell der relativen Verzwei- 

gungsstelien der Funktion ~, (z) fiber F (| durch die Kreuzungspunkte des Graphen 

repr~sentiert, in deren jedem 4P Polygone zusammens~ossen. 

Um zu einer pr~zisen Einsich~ in die durch einen Zweig der Funktion >>~1 (z) 

fiber F(| geleisteten Abbildung zu gelangen, was ffir die Folge besonders wich- 

tlg ist, konstruieren wir eine Aufschneidung der Fl~che F (~)', d. i. der in den 

unendlich vielen relativen Verzweigungspunkten punk~ierten Fl~che F (| zu einer 

einfach zusammenh~ngenden Fl~iche F0 (| Dazu gehen wir yon dem Graphen 7 aus. 

Der Graph 7, der zun~chst nut  die Linien Q unmittelbar schematisch re- 

pr~sentiert, n~imlich durch seine s~mtlichen Polygonseiten (Q), wird zun~chst 

dadurch erweitert, dass in ihm auch die schematischen Bilder der Linien Q' in 

alien Parzellen eingetragen werden. Das einzelne solche Bild erscheint dann im 

Graphen als eine aus dem Inneren der Parzelle kommende, in einem Eckpunkte 

der betreffenden Parzelie endigende Folge yon q - - I  Linien (Q'). Der so erwei- 

terte Graph 7 werde mit 7' bezeichnet. Die s~mtlichen Verzweigungspunk~e der 

Funktion )>~l (z) fiber F(~)>) sind nunmehr im Graphen 7' ersichtlich. Dieselben 

werden n~imlich dargestelit dutch die Kreuzungspunkte des Graphen 7 und die 

Endpunk~e der Linien (Q'). Auf der Fl~che F (| denken wir uns ebenso in allen 

ihren rela~iven Bl~ttern die Linien Q' eingetragen, sodass eine yon den Linien 

Q und Q' auf F (~) gebilde~e Gesamtliniierung dieser Fli~che vorliegt, deren Struk- 

fur durch den Graphen 7' veranschaulicht wird. 

Die Aufgabe der einfach zusammenh~ngenden Aufsehneidung der Fl~che 

F (~}' l~sst sich nun unmittelbar an Hand des Graphen 7' in fibersichtlicher Weise 

leisten. Wir  schneiden zun~chst aus dem Graphen 7 eine Stammlinie a aus in 

folgender Weise. Ausgehend yon einem Eckpunkte der Grundparzelle durch- 
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laufen wir zuni~chst die Begrenzung derselben, jedoeh nicht vollsti~ndig, sondern nur 

4 P - - I  Seiten. Dadurch sind alle 4P Eckpunkte der Grtmdparzelle ta~siichlich 

einbezogen. Nun gehen wir yon dem letzten ange~roffenen Eckpunkte aus 

auf einer Seite des Graphen 7 durch den ersten Parzellenkranz hindurch zur 

~usseren Kontur des ersten Kranzes fiber. Von dem Auftreffpunkte aus durch- 

laufen wir in irgend einem Sinne die Kontur des zweiten Kranzes unter Aus- 

schluss der letzten SeRe dieser Kontur. Vielmehr gehen wir yon dem so erhal- 

tenen letzten Endpunkte aus auf einer SeRe des Graphen 7 durch den zweiten 

Parzellenkranz hindurch zur Aussenkontur des zweRen Kranzes fiber, der nun 

wiederum durchlaufen wird bis auf die letzte dieser Kontur angehSrende SeRe 

u.s.w. Die so gewonnene Linie verbindet offenbar alle Polygonecken des Gra- 

phen 7 untereinander. Sie heisse die Stam~li~ie des zu konstruierenden Verzwei- 
gungsgraphen 7". Nunmehr nehmen wir zur S~ammlinie die den Graphen 7 zum 

Graphen 7' vervollst~Lndigenden Linien (Q') hinzu, die auf diese Weise an die 

Stammlinie gleichsam als Aste angeschlossen erscheinen. Das ganze so erhaltene, 

yon der Stammlinie und den Asten gebildete Liniensystem nennen wir den Ver- 
zweigungsgraphen 7". Man bemerkt, dass an den einzelnen Eckpunk~en der Stamm- 

linie entweder keiff ASt oder genau ein Ast angeschiossen ist. Das Bild des 

Yerzweigungsgraphen 7" auf F (| ist ein Liniensystem, bestehend aus lau~er Li- 

nien Q und Q', die in ihrem Verlauf mR den urspriinglich auf F gezeichneten 

koinzidieren. Dieses Liniensystem leistet die verlangte Aufschneidung der Fliiche 

F (~)' zur einfach zusammenh~ngenden Fliiche Fo (~)', was in der Graphenebene 

unmittelbar zu sehen ist. 

Heften wir nun unendllch viele kolnzidierende Exemplare Fo (~)' relationenfrei 

zusammen, wobei die einzelne t tef tung immer li~ngs einer Linie Q oder Q' zu 

erfolgen hat, so entsteht die einfach zusammenhi~ngende ~3berlagerungsfl~che 

der Fliiche 2 "(| die wir konsequenterweise mit/~| bezeichnen werden. Diese 

Fli~che, als Ganzes genommen, ist nichts anderes als die Fliiche F (| d. i. die 

einfach zusammenhi~ngende ?3berlagerungsfl~che der Fl~che _~. Ebenso is~ sie 

nichts anderes als die Fliiche E '(~), d. i. die einfach zusammenh~ngende (Jber- 

lagerungsfliiche der schlichten Ebene E'. 
Wir merken dies in der Form an: 

E'(~)--F'(~)=F(|174 

Die Funktion ~L(z) leistet die eineindeutige konforme Abbildung dieser drei we- 

sentlich identischen Fl~chen auf das Innere des ~-Einheitskreises~ 
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12. Der unendHch-vielseitige l:;undamentalbereich ~ und die Gruppe [~. Nach 

dem Vors~ehenden leistet die Funktion ~l(z)eine eineindeutige Abbildung der 

Fliiche Fo (~)' auf einen unendlich-vielseitigen Bereich ~, dessen Seiten paarweise 

aufeinander bezogen sind. Der Aufbau dieses Bereiches aus Bildern des Bereiches 

~111 (S. pag. 72) is~ an Hand des Verzweigungsgraphen 7" vollst~ndig zu iibersehen. 

Es handelt sich n~mlich um nichts anderes, als um diejenige Parzellenzusammen- 

fiigung des Graphengebietes [y], die man erhiilt, wenn man dieses Gebiet l~ngs 

des Verzweigungsgraphen 7" aufgeschnitten und die an 7" nicht beteiligten Li- 

nien (Q) als Einteilungslinien dieses aufgeschnittenen Gebiets denkt. Man fiber- 

sieht nun leicht, dass der Bereich ~ ein einfach zusammenh~ngendes Gebiet 

darsfellt, das yon unendlich vielen auf der Peripherie des Einheitskreises senkrecht 

aufstossenden BSgen begrenzt wird, die einen einzigen unendlich viele Spitzen 

aufweisenden Zug ~ bilden und paarweise durch lineare Substi6utionen aufein- 

ander bezogen sind, so jedoch, dass niemals zwei Paare fiber Kreuz bezogen 

erscheinen. Ferner kann man an dem Graphen 7" unmittelbar ablesen, dass die 

Ecken des Bereichs ~ eingliedrige, zweigliedrige und dreigliedrige Eckenzykeln 

bilden, welch letztere den AnsatzpunkCen der Aste im Graphen entsprechen. Alle 

diese Zykeln sind parabolische Zykeln. Da die einzelnen Seiten des Begrenzungs- 

zuges f /  ~-Bilder yon Linien Q und Q' sind, ergibt sich, dass die bIaximal- 

durchmesser dieser Linien, wenn man den Begrenzungszug in der einen oder an- 

dern Riehtung durchlguft, allm~ihlich bestimmt unendlich klein werden. Die beiden 

asymptotischen Endpunkte des Linienzuges A fallen in ein und denselben Be- 
gre~zungspun]~t Y2 zusammen, sodass also der Begrenzungszug unsres unendlich- 

vielseitigen Fundamentalbereichs s die gauze Peripherie des Einheitskreises mit 

Ausnahme des einen Punktes Y2 iiberspannt. Dies ergibt sich aus der Betrach- 

tung des Verzweigungsgraphen 7" ebenfalls unmittelbar, wenn man beachtet, dass 

man beliebig weir ausserhalb d. h. hinter ]edem noch so weir gewghltem Kranze 

immer noch Seiten des Grundgraphen y angeben kann, die die beiden verschie- 

denen Ufer des Graphen 7" miteinander verbinden. Solche Seiten sind die bei 

Bildung der Stammlinie auf den Konturen der Kr~inze ausdrficklich iibergangenen 

Seiten des Graphen 7. 

Die unendlich vielen Bezugssubstitutionen des Bereichs T erzeugen eine 

Gruppe /:', die eine Untergruppe des Index oo der Gru'ppe F 1 ist, mithin auch der 

Gruppe F o. Wenden wir die Substitutionen dieser Gruppe auf den Bereich ~ an, 

so lagern sich unendlich viele Bilder desselben lfickenlos nebeneinander und er- 

fiillen das ganze Innere des ~l-Einheitskreises. Bedenkt man, dass die Randseiten 
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des Bereichs ~[f nur Q-Bilder oder Q'-Bilder sin& so kann man hinzufiigen, 

dass die Maximaldurchmesser dieser T-Bilder schliesslich gleichm~ssig unendlich 

klein werden. Darin liegt zugleich, dass die Gruppe /~ auf der Peripherie des 

Einheitskreises nicht mehr eigentliCh diskontinuierlich ist, da sich nun offenbar 

unendlich viele parabolische Fixpunkte und unendlich viele Bilder des Punktes 

ergeben, die sich iiberall auf der Peripherie des Einheitskreises h~ufen. 

13. Formaler Ansatz  eines une~dlichen Produktes (Hauptprodukt) zur Bestim- 

mung der problematischen Funktion ~(~t). Die zu bestimmende GrSsse ~(z) leistet eine 

eineindeutige Abbildung der Fl~che/~o (| auf das Innere des Einheitskreises, daher 

eine eineindeutige Abbildung der Fl~che F0 (~) auf das l~ngs eines gewissen Graphen 

(7", ~) ~ufgeschnittene Innere 4es Einheitskreises. Der Graph (7", ~) hat dieselbe 

Struktur, wie der Graph 7". Die Seiten dieses Graphen sind alie ganz innerhalb 

des Einheitskreises enthalten und h~ufen sich nur gegen die Peripherie. 

Die problematische Funktion ~(~)= ~(~) leistet nun offenbar eine Abbildung 

des Fundamentalbereichs ~ auf die l~ngs des Graphen (7", ~) aufgeschnittene 

Fl~che des ~-Einheitskreises. Die Funktion kann durch diese Eigenschaft deft- 

niert werden. Sie ist geradezu eindeutig durch diese Bestimmung festgelegt, wenn 

wir noch vorschreiben, dass der Nullpunkt in sich selbst iibergehen soll und dass 

die Ableitung im Nullpunkt positiv reell sein sol1. Die Funktion ~(~1) ist eine 

automorphe Funktion mit Bezug auf die Gruppe ['. 

Die angefiihrten Eigenschaften der Funktion ~(~1) legen es nahe, das um 

endliche Produkt 

? co. 

anzusetzen, worin ~') die mit ~L verm5ge F ~quivalenten Werte exkl. ~ selbst 

durchl~uft, w~hrend ~o,~ die vermSge F mit o ~quivalenten Werte durchl~uft. 

Die Auslassung der GrSssen ~ und o im unendliehen Produkt wird durch den 

dem Produktzeichen beigegebenen Akzent angedeutet. 1 

Unsere Untersuchung wird schliesslich ergeben, dass das angesetzte unend- 

1 P o I ~ c . ~  setzt in Acta math. Bd. 3 I, S. 42 ein analoges, doch irriges Produkt an, wo die 
konvergenzerzeugenden Faktoren fehlen. Demgegeniiber ist der in Acta 4, S. 3o7 betrachtete Ansatz 

,,log rood I - - - - Z  log mod 7iz A- 
T ~tz + ~i" 

richtig. Die Untersuchung selbst hat  bei POI~CARI~, wie sehon pag. 33 unserer Abhandlung er: 
w~hnt wurde, einen hypothetischen Charakter. Bemerkungen zu direkten Versuchen macht POI~CAR]~ 
im Schlussparagraphen (w I9) seiner Abhandlung in Acta Bd. 4 und in w I I seiner Abhandlung in 
Acta Bd. 3I. 
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liche Produl~ fiir p ~ 2 absolut und gleichmikssig konvergent ist und die ver- 

lang~e Abbildung des unendlich-vielseitigen Polygons ~ auf die schlichte Flikche 

eines Kreises leistet. Im Falle p = I werden wir sehen, dass das obige Produkt 

nicht absolut, sondern nur bedingt konvergiert und in dieser Auffassung eine 

Abbildung des Polygons ~ auf die ganze endliche Ebene leistet. Die im Falle 

p ~ 2 geltende absolute Konvergenz wird sich jedoch erst nachtriiglich ergeben, 

nachdem wir auf dem Wege fiber den 5Tachweis bedingter Konvergenz die be- 

hauptete Abbildung gefunden haben. 

Der unmittelbare Nachweis der absoluten Konvergenz unseres unendlichen 

Produktes wfirde mSglich sein, wenn man die Konvergenz der Reihe 

Z' l  "(-)_o~,, I 
? 

unmittelbar zeigen kSnnte. Hier stellt sich nun aber sofork die Kardinalschwierig- 

keik ein. Die Gruppe F ist auf der Peripherie des Einheitskreises uneigentlich 

diskontinuierlich; d. h. : es gibt kein intervall auf der Peripherie, das bei Anwen- 

dung der Gruppe F in lauter yon einander getrennte Inkervalle iibergeffihrt 

wiirde. Vielmehr steht es so, dass bei Anwendung der Gruppe F auf irgend 

einen Peripheriepunkt sich stets eine Punktfolge auf der Peripherie ergibt, die 

sich fiberall auf der Peripherie h~iuft. Andrerseits bemerken wir unmittelbar, 

dass bei Auswahl n u t  endlich vieler Seitenpaare des Polygons ~ die dadurch 

definierten endlich vielen Erzeugenden tatsikchlich eine Gruppe liefern, die often- 

bar auf der Peripherie des Einheitskreises selbst eigentlich diskontinuierlich ist. 

Hiermit ist ein Ausgangspunkt der Uberlegung dargeboten. 

14. Die Fundamentalbereiche ~,  und die Untergruppen [~, der Gruppe [~. 
Wit bestimmen zunis eine unendliche Folge yon Polygonen ~,,  die bei un- 

begrenzt wachsendem v in das Polygon ~ iibergehen. Eine solche Folge erhalten 

wit, wenn wir den Graphen 7", der uns zur Definition des unendlich-vielseitigen 

Polygons ~ diente, seinerseits als Grenze eines endlichen Graphen 7" auftassen. 

Diese Auffassung ist unmittelbar mit der Konstruktion des Graphen selbst, 

insbesondere seiner Stammlinie gegeben. Die St, ammlinie besteht aus einem Zuge, 

der die sikmtlichen Ecken des Graphen 7 miteinander verbindet. Indem wir die 

Stammlinie yon Ecke zu Ecke durchlaufen, gewinnen wir ohne weiteres eine 

natfirliche Auftassung der Stammlinie a als Grenze yon Linien a,. Welter ver- 

knfipft sich unmittelbar damit auch die Auftassung des Graphen 7" als Grenze 

eines endlichen Graphen 7~', da 7" aus der Stammlinie durch Hinzuffigung der 
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Aste entsteht. Demgem~ss werden wir 7~' als denjenigen endlichen Teilgraphen 

yon 7" erkl~ren, der durch den Endpunkt yon a, yon dem Graphen abgetrennt 

wird, wobei wir noch nach Belieben, falls in dem erw~hnten Eckpunkte ein Ast 

mfindet, diesen hinzunehmen kSnnen oder nicht. 

Dem Graphen 7" entspricht der unendlich vielseitige Begrenzungszug 1/des 

Polygons T. Somit entspricht dem Graphen 7~' ein aus endlich vielen BSgen ge- 

bildeter Teil ~/~ yon f/, welcher Teil sich ebenso wie f /  als ein einziger Zug 

darstell~. Die Seiten dieses Zuges sind paarweise aufeinander bezogen. Es wird 

uns also durch f/~ ein Fundamentalbereich ~, erkl~rt, dessen Begrenzung yon 

dem Zuge f / ,  und dem yon ~/, nicht fiberspannten Teile A~ der Peripherie des 

EinheRskreises gebildet wird. Die Seitenpaarung des Polygons T,  ist solcher Art, 

dass niemals zwei Paare fiber Kreuz gepaart sind. Ferner k5nnen wir yon den 

Spitzen des Polygons sagen, dass sie in eingliedrigen, zweigliedrigen oder hSch- 

stens dreigliedrigen parabolischen geschlossenen Zykeln zusammengehSren, w~hrend 

die beiden rechtwinkligen Ecken yon ~, in den Endpunkten yon A, einen offe- 

hen hyperbolischen Zykel bilden, in den evt. eine einzelne Spitze eingeht, n~mlich 

dann, wenn im Endpunkte des Graphen 7~' ein Ast mfindet, der zu 7~' hinzuge- 

nommen worden ist. 

Die durch T~ definierte Gruppe /:~ ist offenbar auch fiir das Aussere des 

Einheitskreises symmetrisch erkl~rt. Der so erweiterte Diskontinuit~tsbereich der 

Gruppe i~ hat zum Fundamentalbereich den Bereich ~, ,  der aus ~, durch Hin- 

zufiigung seines Spiegelbildes in Bezug auf den Einheitskreis entsteht. Der Be- 

reich T, durchsetzt den Einheitskreis l~ngs des endlichen Intervalls f/~. Bei 

Ausfibung der Gruppe/~ auf den Bereieh ~ kommt es zu einer Bedeekung der 
~ 

ganzen ~l-Ebene, wobei die 1VIaximaldurchmesser der h~,-Bilder allm~hlich unter 

jede Grenze herabsinken. Es ergibt sich jedoch eine unendliche diskrete Menge 

eigentlicher Grenzpunkte auf dem Einheitskreis, nach deren Herausnahme aus 

der Ebene eine punktierte Ebene entsteht, die das Gebiet J ,  eigentlicher 

Diskontinuit~t der Gruppe /~ vollst~ndig darstellt. Aus der eigentlichen Dis- 

kon~inuit~i.t der 1~ auf dem Einheitskreise folgt (I), dass die Summe der L~ngen 

aller Bilder jedes abgeschlossenen, keinen >>Grenzpunkt>> yon J ,  enthaltenden 

Peripherieintervalls konvergiert; (2), dass die Summe der Umf~nge aUer Bilder 

jeder keinen Grenzpunkt yon J~. auf sich enthaltenden Kreislinie konvergiert; 

(3), dass die Summe der Abst~nde aller Bilder eines keinen Grenzpunkt yon J ,  

enthaltenden Punktepaares konvergiert, und zwar gleichm~issig bei Beschr~nkung 

der Yariabilit~it des Paares anf ein abgeschlossenes, keinen Grenzpunkt yon J ,  
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enthaltendes Teilgebiet yon d , ;  (4), dass die Summe der Peripherieabst~nde aller 

Bilder eines beliebigen J ,  entnommenen Punktes ~1 endlich ist. Vgl. ~ 6 der 

Abhandlung IV der Serie ))Abhandlungem> in Acta math. Bd. 41. 

15 . DaB ZU ~ rind F, gehb'rende Teilprodukt q~, (~1). Abbildung des Bereichs 

W~ auf  die KreisflSche K,  vom Radius R, .  Wir bilden nunmehr das unendliche 

Produkt 

indem wir n~mlich ~"~) und ~, ,  alle diejenigen Wer~e der unendlichen, oben 

mR Bezug auf /~ definierten Polge ~!") und ~,~ durchlaufen lassen, die durch die 

Untergruppe i~ der Gruppe in aus ~ und o hervorgehen. Die Folge s~ ist also 

bei dieser Auffassung eine bestimmte Teilfolge der natiirlichen Zahlenfolge n. 

Die Summe 

ist nach der dritten obigen Konvergenzbemerkung gleichm~ssig konvergent fiir 

variables ~1 bei Beschr~nkung dieser GrSsse auf ein beliebiges abgeschlossenes 

Teilgebiet von J r .  Welter ist wegen der vierten Konvergenzbemerkung das un- 

endliche Produkt 
I II'l 

L 

absolut konvergent und liefert einen yon o versehiedenen Wert.  Daraus folgt, 

dass das obige unendliehe Produkt gleiehmi~ssig und absolut~ fiir jedes keinen 

Grenzpunkt enthaltende abgesehlossene Teilgebiet yon J ,  konvergie~ und in 

diesem Gebiet eine im allgemeinen reguliire analytisehe Funktion definiert, die 

nur im Nullpunkte und in den Punkten co,,~ und zwar yon erster Ordnung ver- 

schwindet, ferner im Unendlichen und den mit or ~quivalenten Stellen, d. i. den 

Spiegelbildern der oJ,, in Bezug auf den Einheitskreis, unendlich erster Ordnfing 

wird. Diese Funktion hat im Nullpunkte die Ableitung I, da offenbar das Pro- 

dukt H'  fiir ~ o  den Wer~ I bekommt. Die Funktion werde mit 

bezeichnet. Wi t  bemerken dann welter, dass die Funktion ~ (~,) bei Ersetzung 

der GrSsse ~1 durch eine mit ~1 vermSge einer Substitution yon /~, ~quivalente 

GrSsse sich nur um einen konstanten Faktor ~ndern kann. Bei einer solchen 
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Anderung wird n~mlich der Komplex aller ~n,) nicht ge~ndert; die Glieder des 

a r e a  Produktes kehren daher im neuen Produkt wieder, nur durch konstante 

Faktoren modifiziert. 

Setzt man in dem unendlichen Produkt fiir ~ speziell einen Wer t  yore 

absoluten Betrage I ein, so haben auch die mit ihm i~quivalenten Werte  den 

absoluten Betrag I. Daraus sieht man, dass die Funktion ~,  (~1) auf dem Ein- 

heitskreis nur Werte yon dem konstanten absoluten Betrag R,  annimmt. Eine 

Folge hiervon ist,  dass die genannten konstanten Faktoren jedenfalls vom abso- 

luten Betrage I sein miissen. In Wahrheit  werden wir nun aber sehen, dass 

diese konstanten Faktoren iiberhaupt gleich I sin& Der Nachweis dafiir erfor- 

dert jedoch eine besondere Uberlegung. - -  

Zun~chst lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die den eingliedrigen pa- 

rabolischen Zykeln entsprechenden Bezugssubstitutionen, die den freien Endpunk- 

ten des Graphen 7~" entsprechen. Wir  haben hier zwei in einem Punkte des 

Einheitskreises sich beriihrende SeRen yon W, zu betrachten, die durch eine pa- 

rabolische Substitution gepaart sind, eine Erzeugende der Gruppe [ ' , .  Denken 

wir uns einen Bahnkreis dieser parabolischen Substitution gezeichnet. Derselbe 

wird die betreffende parabolische Ecke in einem Bogen b durchsetzen, dessert 

Endpunkte durch die Substitution uufeinander bezogen sind. lJben wir auf b 

die parabolische Substitution aus, so erfiillen die Bilder den ganzen Bahnkreis. 

(]ben wir jedoch die ganze Gruppe F,  auf b aus, so ergibt sich die ErfiiUung 

einer Gesamtheit yon unendlich vielen Bahnkreisen, die s~mtlich getrennt liegen 

und sich gegenseitig ausscMiessen. Die Summe der Umf~nge aller dieser Bahn- 

kreise ist endlich; denn der Bogen b hat kleinere LSnge als ein dutch seine 

Endpunkte gele~er,  den Bahnkreis senkrecht schneidender Kreis. Die Gesumt- 

heir der Umffinge aller durch /~ entstehenden Bilder dieses Kreises ist aber 

konvergent. W~hlen wir einen kleineren, yon erstgew~hltem Bahnkreis umschlos- 

senen Bahnkreis K', der die parabolische Ecke in einem Bogen b' durchsetzt, so 

ist wiederum die Summe der Umf~nge aller K'-Bilder konvergent. Sie ist kleiner 

als die ers te  Summe, und man sieht sofort, dass diese Summe kleiner als eine 

beliebig kleine GrSsse e wird, wean der Bahnkreis K' hinreichend klein gew~,ihR 

wird. Nunmehr mSgen auf b' irgend zwei Punkte ~1' und ~" gew~hlt werden. 

Wir  betrachten den Quotienten 

11 ~ 26404. Acta mathematica. 

# # I 

50. I m p r i m 6  le 8 juin 1927. 
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Da 

wird, unter ~ die vorher erw~ihnte GrSsse verstanden, so ist der angeschriebene 

Quotient eine GrSsse, die bei unendlich klein werdendem ~ ihrerseits dem Werte 

I sich unbegrenzt n~hert. Hieraus folgt insbesondere, wenn ~ '  und ~1" die End- 

punkte des Bogens b' sind, also dureh die betrachtete parabolische Substitution 

aufeinander bezogen sind, der Satz, dass der problematische k0nstante Faktor 

bei der betreffenden parabolischen Ecke nur gleleh I sein Mann. Die Funktion 

T, (~) ist also gegeniiber dieser parabolischen Substitution automorph. 

Dazu kommt weiter, dass die Funktion ~ (~1) in der ganzen parabolischen 

Eeke, iiberhaupt fiir alle ~ ,  die I~11< I geniigen, beschr~nkt ist, n~mlieh 

I,p, 1 < 

Als Ergebnis der Betraehtung finden wir, dass die Funktion ~, (~) in eine 

eindeutige besehriinkte, also reguli~re Funktion iibergeht, wenn man die betraehtete 

parabolisehe Eeke in bekannter Weise mit Hilfe einer ExponentialgrSsse auf die 

sehliehte Umgebung eines Punk~es abbildet~. 

Wir beta'aehten nunmehr die yore Bereiehe i5, dargebo~enen zweigliedrigen 

parabolisehen Eekenzykeln. Man kann dann die im Zyke] vereinigten Eeken 

dureh Anwendung yon Substitutionen der Gruppe I', zur Nebeneinanderlagerung 

bringen. Dabei miissen sie naeh dem Beg, rift und entspreehend der Provenienz 

dieser Zykeln zusammen eine parabolisehe Eeke bilden, n~mlieh eine Eeke, deren 

beide im Eekpunkte zusammenstossenden Seiten dureh eine parabolisehe Substi- 

tution aufeinander bezogen sind, die ihren Fixpunkt im Eekpunkt hat. V o n  

dieser parabolisehen Eeke ist ohne weiteres klar, dass sie bei Besehri~nkung auf 

eine hinreiehend kleine Naehbarsehaft des Egkpunktes keine vermSge /=, ~quiva- 

lenten Punkte haben kann, abgesehen yon den dureh die erwi~hnte parabolisehe 

Substitution selbst zugeordneten Punk~en der Begrenzungsseiten. Nunmehr kSn- 

nen wir naeh der fiir eingliedrige parabolisehe Zykeln angewandten Methode ohne 

weiteres sehliessen, dass die Funktion f ,  (~) bei Ausiibung der betraehteten pa- 

rabolisehen Substitution ungeiindert bleibt und im Eekpunkte selbst besehriinkt 

und im fibertragenen Sinne regular ist. 

Die vorstehenden Resultate geniigen nun aber vollst~ndig, um den Schluss 

zu ziehen, dass die Funktion ~, (~j) gegeniiber allen Randsubstitutionen des Be- 

reichs I:~, mithin iiberhaupt gegeniiber allen Substitutionen der Gruppe /-; un- 
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ge~nder~ bleibt. Um dies einzusehen, denke man sich die fiir die einzelnen 

Randsubstitutionen bes~ehenden MuRiplikatoren der Funl~ion r  den ent- 

sprechenden >>Linien)> des Graphen 7/' zugewiesen. Dann besag4 das beziiglich 

der MuRiplikatoren gewonnene Resultat, dass alle frei endigenden >>Liniem> des 

Graphen den bIultiplikator I tragen, w~hrend fiir die iibrigen, noch unbekannten 

Multiplikatoren der Satz besteh~, dass die Produkte um jede Ecke herum den 

Wer t  I ergeben, tt ieraus ergibt sich aber leicht sukzessive, dass alle Multipli- 

ka~oren gleich I sind. 

Nunmehr finden wir die durch die Funk~ion ~,  (~L) geleistete konforme 

Abbildung des Fundamentalbereichs ~, .  

Wir  erinnern daran, dass diese Funktion auf dem Randintervall ~/,' des 

Bereichs ~,  regular ist und dass das Bild dieser Linie eine geschlossene Kreis- 

linie K~ wird, deren Radius R, durch den Ausdruck 

! 

dargestellt wird. Die Kreislinie wird, einer einfachen Durchlaufung des In~ervalls 

A~' entsprechend, genau einmal und zwar in gleichem Sinne durchlaufen. Durch- 

l~uft n~mlich ~1 den Bogen A / ,  so durchlaufen die ~(,~/ des unendlichen Produk- 

tes die unendlich vielen Bilder dieses Bogens und zwar offenbar gleichsinnig. Die 

ProduktgrSsse selbst fiihrt also ebenfalls eine gleichsinnige Bewegung auf dem 

Kreise K,  aus. Da nun die Amplituden~nderungen der GrSssen ~1 und ~ '~)auf  

ihren BSgen eine endliehe Gesamtsumme ergeben, die wegen Fehlens jeder teil- 

weise gegenseitigen Uberdeckung der BSgen un~ereinander offenbar ~ 2z  bleibt, 

so ergibt sich fiir die Amplituden~nderung der GrSsse ~0, (~1) auf f / , '  ebenfalls, 

dass sie ~ 2 • ist, woraus, da sie jedenfaUs ein Vielfaches yon 2 z. sein muss, 

folgt, dass sie -~ 2 z ist. 

Weiter betrachten wir fiir einen Augenblick nochmals die oben bereits un- 

tersuchten parabolischen Ecken und parabolischen Eckenzykeln. Wir  hatten ge- 

sehen, dass die Ecken und Eckenzykeln in iibertragenem Sinne (vermSge lokaler 

Hilfsabbildung) regul~re Eckenelemente der Funktion ~ (~L) liefern. Die Werte, 

welche die Funktion in diesen Eckenelementen annimmt, sind ferner fiir einen 

Bogen b (Ausschnitt aus einem Bahnkreise wie oben)dem absoluten Betrage nach 

kleiner als R,,  weft dies allgemein fiir ~1 < I gilt. Der Linie b entspricht aber 

in der Ebene der erw~hnten lokalen ttilfsvariablen eine geschlossene Linie, in 

deren Innerem die iibertragene Funktion, wie gesa~o~, regular ist. Daraus ergibt 
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sich, dass der Wert, den die Funl~ion im Eckpunk~e selber besitzt, ebenfalls, 

absolut, genommen, kleiner als R, ist. 

Die konforme Abbildung des Bereichs ~,  unt,er Einbeziehung der parabo- 

lischen Eckpunk~e und des Randst,fickes _/// kann nun mi$ Hilfe endlieh vieler 

regul~rer Funkt,ionselement,e vollst,~ndig dargest,ellt werden. Das Bild des so auf- 

gefassSen r~nderbezognen Bereichs wird demnach ein gewisses ganz normales 

Riemannsches Fl~chenstiick, vollst~ndig im Kreise K, gelegen und nut  yon dem 

einfach durchlaufen zu denkenden Kreise / ~  begrenz~, da wit es ent,sprechend der 

R~nderzuordnung des Bereichs T,  in sich verheft,et, denken. Dieses Fl~chenstiick 

muss dann mi~ der schlichten Fl~che der Kreises K, selbst, ident,isch sein; denn 

es muss wegen des Fehlens yon Grenzpunk~en innerhalb des Kreises K,  iiberall 

gleichvielbliit,$rig sein. 

Jet,zt, bemerken wit, dass die Werte der Funkt,ion ~ (~1) in den parabolischen 

EckpunkCen yon o verschieden sein mfissen, da schon der Punkt  ~t = o als Bild 

den Nullpunkt, hat.. Die t,at,siichliche Abbildung dutch die Funkt,ion 

erfolgt, also auf die l~ngs eines dem Graphen 7," strukt.urgleichen Graphen (y,", ~,) 

aufgesehnitt,ene sehlichte Kreisfl/~che K,.  Der Graph (7,", ~,) trifft, dabei den 

Nullpunkr nicht, und endigt, in einem einzigen Punkt,e der Peripherie des Kreises K, .  

I6. Grenziibergang zur Funktion qD~ (~l)" Gewinnung der Gr6sse ~. Die 

Funktion q~, (~1) war durch ein, wie wir sahen, absolut, konvergent,es Teilprodukt, 

~ t / / '  des hinsicht,lich seiner Konvergenz noch problemat,ischen Haupt,produktes 
z, 

~t H'  erkl~r~. Indem wit nunmehr v alle Werte durchlaufen lassen, gehen wit 

zu immer umfassenderen Teilprodukt,en des Haupt,produkCes fiber, wobei jedes 

Produkt, mit, kleinerem Index als Tell in jedem folgenden entha]t,en ist,. Wir  

wenden unsre Aufmerksamkeit, auf die Folge der Funktionen q~, (~1). Diese Funk- 

t,ionen sind uns, unabh~ngig yon ihrer Produk~definit,ion, dutch ihre Abbildungs- 

eigensehaft wesenflich definiert: Abbildung des Bereichs ~,  auf die Kreisfl~tche 

K,  mit dem Radius R,,  wobei ~, '  (o)=~ I ist,. Aus der Produktdefini~ion des 

Radius B, folgt, unmitt,elbar 

B~ <R~<R~< ..., 

eben weil die Gruppe F~ nur ein Tell der Gruppe F~+~ ist. Wir  beschreiben um 

den Nullpunl~ der ~-Ebene als Mittelpunk~ eine Kreislinie K", ausserdem eine 
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etwas kleinere solche Kreislinie K '  und eine noch kleinere K, die alle drei die 

Begrenzung des Bereichs T nieht treffen. Die Funk~ion ~, (~1) vermittel~ eine 

schlichte Abbildung der Krelsflgche K" auf ein endliches Gebiet, wobei das Ver- 

grSsserungsverhgltnis an der Nullstelle gleich I i s t .  Daraus schliessen wir nach 

ttilfssa~z VI, dass die Funktionen ~,  (~1) in K '  beschr~nkt sind, und daraus weiter, 

dass es eine wachsende Indexfolge 

vl<v~<va< ... 

gibt, fiir welche die Funktionenfolge 

= 2, 3 , . . . ]  

im Kreise K gleichm~ssig gegen eine Grenzfunktion 

konvergiert. Diese Grenzfunktlon leistet ebenfalls eine schlichte Abbildung der 

Kreisfi~che K mit der Ableitung I im NullpunkCe. 

Ist  diese Grenzfunktion ffir das ganze In nere des Bereichs ~ mit Einschluss 

seiner zugeordneten t ~ n d e r  und seiner Ecken erkl~rbar, und was ffir eine Ab- 

bildung leistet sie yon dem Bereich ~ ?  

Um hieriiber Aufschluss zu erhalten, machen wir zuvSrderst noch eine Be- 

merkung betreffend die durch d ie  Funktion ~,  (~i) vermittelte Abbildung. 

Wir wissen, dass die Funktion ~,  (~1) den Bereich ~ ,  auf eine ~,-Kreisfl~che 

K, yore Radius R ,  abbildet. Die R~nderbeziehung des Bereichs ~ ,  erscheint in 

der ~,-Ebene als identische Zuordnung gegenfiberliegender Uferpunkte des Graphen 

(~,,", ~,) wieder. Andrerseits entspricht tier betrachteten R~nderzuordnung auch 

in der z-Ebene eine identische Zuordnung. Es entspricht ja dem Bereiche ~ in 

der z-Ebene der Bereich F(o ~)', d. i. die l~ings eines auf F (| gezeichneten Graphen 

(7", F(| yon der Struktur 7" aufgeschnittene Fl~che F (~)'. Denken wir uns diese 

Aufschneidung 1Engs des Teilgraphen (7,", F(| riickgEngig gemacht, d. h. wieder 

Uferverheftung vorgenommen, so entsteht eine einfach zusammenh~ngende Fl~iche 

F (~)' die, wie wit jetzt sofort erkennen, durch die Funktion ~ ( ~  (Z)) auf ein 

schlichtes Teilgebiet der Kreisfl~che K~ abgebildet wird. Diese Fliiche geht nun 

aber mit wa.chsendem Index v tats~ichlieh in die Fl~che F ~| n~mlich die einfach 

zusammenh~ngende unverzweigte (~berlagerungsfl~iche der Fl~che F fiber; was man 

sofort durch einen BUck auf die schematische Ebene e rkenn t .  Denken wir uns 

das l~ngs 7" aufgeschnittene Netzgebiet [?] i~ngs 7, '~ wleder verhefte~, so bedeute~ 
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das fiir wachsendes ~, dass allm~hlich ein beliebig viele Kr~nze umfassendes, somit 

beliebig grosses Teilgebiet des Netzbereiches unaufgeschnitten gedacht werden soll. 

Die Fl~che F (~), als Resultat des Aufbaus nach dem Prinzip der kranzfSrmigen 

Erweiterung betrachtet, mSge mit 

lim F (') ---- F (| 

bezeichnet werden, wobei dann eben F (~) die nach Hinzufiigung yon /~ Kr~nzen 

aus der Grundparzelle F o entstandene einfach zusammenh~ingende Teilfl~che yon 

F (| bezeichnet. Die oben mit Fo~,~ ~' bezeichnete Fl~che enth~lt die Fl~chen F(~) bis 

zu einem gewissen Index ft : / ~ , ,  der in der schematischen Ebene sofort erkennbar 

ist. Die Anbringung eines neuen Kranzes erfolgt bet wachsendem Index ~ offenbar 

dann, wenn die Stammlinie eine Kranzkontur verl~sst, um zur n~chsten Kranz- 

kontur hiniiber zu fiihren. 

Der Fl~che F( ' ,)  entspricht im Bereiche ~ ,  ein Teilbereich ~ , ) ,  d e r n u r  

mit endlich vielen Spitzen an die Peripherie des Einheitskreises heranreieht. Das 

Bild dieses Bereichs im ~,-Kreise K ,  ist ein Teil dieser Kreisfliiche, welcher Tell 

somit eineindeutiges schlichtes Bild des einfach zusammenh~ngenden Bereiches 

T~,) ist. Die Definition der ~ , )  l~sst erkennen, dass diese Bereiche bet unbegrenzt 

wachsendem ~, womit dann zugleich #, unbegrenzt w~iehst, ihrerseits wachsen und 

schliesslich in den Bereich ~ selbst iibergehen. 

Nach den vorstehenden Bemerkungen wollen wir zu unsrer im Kreise K 

der ~-Ebene konvergenten Folge ~ ( ~ )  zuriickkehren. Wir  betrachten diese 

Funktionen jetzt alle in Abh~ngigkeit yon der GrSsse ~k : q~k (~1), d. h. wir be- 

trachten die Funktion~u 

(5) > k]. 

Der Bereich F(~k) wird durch ~k (~) schlicht abgebildet auf einen Bereich B~ der 

~k-Ebene. In diesem Bereich Bk sind die genannten Funktionen alle regular 

erkl~rt; und zwar leistet jede eine schlichte eineindeutige Abbildung yon Bk mit 

der Ableitung I an der Nullstelle. Daraus folgt, wei l  die FunkCionen in einer 

kleinen Umgebung der NuUstelle ~k ~-- o konvergent stud, dass diese gleichm~ssige 

Konvergenz fiir das gauze Gebiet Bk (pr~zise ausgedriickt, fiir jedes Teilgebiet 

yon Bk) gilt und dass also die Funktion ~ (~k) aueh noch eine sehlichte Abbildung 

yon Bk vermittelt. Bedenkt man jetzt, dass k beliebig gross gew~hlt werden k~.nn, 

was einer roUen AusschSpfung der Fl~che F (~) entspricht, so finder man das 
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Resultat, dass die Funktion ~(~)(~1), betrachtet als Funktion yon z, tats~chlich 

eine eineindeutige schlichte Abbildung der Fl~che F (| auf ein scMichtes Gebiet 

G der ~ -Ebene  leistet. Das Gebiet G kann sich dabei mSglicherweise bis ins 

Unendliche erstreeken. Das Gebiet G erscheint zugleich als Bild des Berei- 

ches ~V. Die Funktion ~| (~) ist im ganzen Bereiche T einschliesslich seiner 

Begrenzung ~/, auch einschliesslich aUer Ecken yon -// (in fibertragenem Sinne) 

regular, ausschliesslieh jedoch des Punktes ~2, d. des beiderseitigen Endpunktes 

des Linienzuges _//. Gem~ss der R~nderbeziehung des Bereiches ~ erscheint der 

Bereich G mit einem Graphen (7", G) behaftet, der die R~nderzuordnung des 

Bereiches ~ widerspiegelt. 

Es soll nun gezeigt werden, dass das Gebiet G eine Kreisfl~che mit dem 

Nullpunkt als ~Iittelpunkt ist, deren Radius durch den Ausdruck 

I 
R = l i m  R,  - - / / ,  ito. I 

1' 

dargestellt wird, ein Ausdruck, der auch die Gr5sse ~ darzustellen vermag, n~m- 

lich dann, wenn der Grenzwert des Produktes im Nenner Null wird. Tats~chlich 

wird dieser Fall, wie wir sehen werden, eintreten, wenn das Geschlecht p der 

Fliiche /7 gleich I wird, aber auch nur dann. 

Wir machen zu dem Zwecke der Durchffihrung des Beweises die Unter- 

scheidungen 

(I) i, 

(2) n I ~ 
7, 

d. i. R = endliehe GrSsse 

d . i . R = ~ .  

Im ersten Falle bleiben die R, ,  die ja eine wachsende Folge yon GrSssen 

bilden, siimtlich unterhalb R. Die Kreisfl~chen K,  gehen mit wachsendem v in 

die endliche Kreisfl~che K~ mit dem Radius R fiber, Wir kSnnen dann ohne 

weiteres schliessen, dass das Gebiet G einen Tell der Fl~che K| bilden muss. Wir 

behaupten aber die Identit~t beider Bereiche. Dazu betrachten wir die Gr5ssen 

~ nunmehr als Funktionen der Grenzvariablen ~| d .h .  als in G erkl~rte Funk_ 

tionen. Diese Erkl~rung ist, da G ein eindeutiges Abbild yon F~ ist, durch 

t3bertragung sofor~ gegeben. Den Graphen 7 und 7" entsprechen im Bereiche G 

bestimmte Graphen (7, G) und (7", G). Den Bereichen F(,) entsprechen Bereiche 

G ('), die mit wachsendem Index das Gebiet G vollst~ndig ausschSpfen. Die Funk- 
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tion ~,,~(~) leistet eine eineindeutige Abbildung des Bereiehs F(~,~) auf einen ge- 

wissen schlichten Teilbereich der Kreisfl~tche K,~. Die GrSsse ~,a, als Funktion 

in G betrachtet, ist mit ff,~. (~)  zu bezeichnen. Als solche leistet sie eine ein- 

eindeutige Abbildung der Fl~iche G (',a) auf den erw~hnten Teilbereich yon K,.z, 

wobei fiir alle diese Funktionen die Ableitung im Nullpunkte einen yore Index 

unabh~ngigen festen, yon o verschiedenen Weft  hat. Die Grenzfunktion der 

Funktionenfolge ~,~(~) ist die identische Funktion ~ (~).  Diese leistet die Ab- 

bildung der ganzen Fl~iche G auf sich selbst. Betrachten wir nun aber die Um- 

kehrungsfunktionen derselben Folge, so bemerken wir, dass die einzelne fiir das 

Gebiet K~z regular ist, und nur Werte  innerhalb G annimmt, also beschr~nkt ist. 

Daraus ergibt sich, dass die Grenzfunktion der Folge der Umkehrungsfunk~ionen 

in dieser Eigenschaft als Grenzfunktion fiir das ganze Innere der FIKche K exi- 

stiert und das Inhere der Kreisfl~che K auf ein Gebiet abbildet, das in G ent- 

hMten sein mass. Die Grenzfunktion ist aber wieder die identische Funktion, 

d. h. es wfirde die Fl~tche K dutch Identit~t auf einen Teil yon sich selbst be- 

zogen werden, was unmSglich ist. 

Wir untersuchen jetzt die MSglichkeit 2): //'1r Dann wfirden also 
/ .  

die KreisflKehen K,  allm~hlich die ganze Ebene ausschSpfen. Es ist zu zeigen, 

dass in diesem Falle das Gebiet G mit der ganzen Ebene identisch ist. Nehmen 

wir zun~ichst an, G sei ein beschr~nktes Gebiet, so wiirde das Schlussverfahren, 

das wit soeben anwandten, als Grenzfunktion der Umkehrungsfunktionen eine fiir 

die ganze Ebene erkl{trte Funktion liefern, deren Wertevorrat  gleichwohl be- 

schr~nkt ist. Die Grenzfunktion, d. i. die identische Funktion, w~ire danach eine 

Konstante, was widersinnig ist. Also ist die erste Annahme fiber die Gestalt yon 

G nicht zutreffend. Nehmen wir nun an, das Gebiet G, das jedenfalls einfach 

zusammenh~ingend ist, erstrecke sich zwar bis ins Unendliche, seine Begrenzung 

werde jedoch nicht yore unendlich fernen Punkte allein gebildet. Alsdann kann 

man das Gebiet G einer elementaren Transformation unterwerfen, wodurch es in 

ein durchaus endliches Gebiet verwandelt wird; dabei kann man fibrigens den 

Nullpunkt festlassen. Betrachtet man nun die GrSssen ~'a in Abh~ngigkeit yon 

der so transformierten GrSsse ~| so gelangt man zu einem analogen Widerspruch 

wie soeben. 

Damit ist gezeigt, dass die GrSsse 
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im Falle eines endlichen R die mit R multiplizierte gesuchte GrSsse ~, im Falle 

R = ~ direkt die gesuchte GrSsse ~ darstellt, die die Fundamentalabbildung der 

Fl~che i7 ohne Relativverzweigung leistet. Jetzt kSnnen wir aber auf Grund 

friiherer Bemerkungen den Schluss ziehen, dass 

im Falle .p>=z lI ' lw~l>o , also R endlich 

im Falle p----I / / ' lw ,  l = o ,  also R = ~  

sein muss. Welter ergibt sich aus der eindeutigen Bes~immtheit der Grenzvari- 

ablen durch ihre Abbildungs- und Normierungseigenschaft, dass die gleichm~ssige 

Konvergenz gegen die GrSsse ~| auch unabh~ngig yon irgend einer Auswahl 

besteht, dass man also hat  

a .  = C, II 

letzteres Produkt verstanden im Sinne eines durch die vorherige Gleichung er- 

l~uterten bedingt ]~onvergenten Produktes. 

2 7. Unbediugte Konvergenz des Hauptproduktes der Numn~er 13 fiir p ~ 2, 

bedingte Konvergenz f~Tr p = I. Yon dem in u als beding~ kon- 

vergent festgestellten unendlichen Produkt wollen wir zum Schluss zeigen, dass es 

fiir p ~ 2  sogar absolut konverge~t ist, w~hrend es fiir p-----I in der Tat nut be- 

dingt konvergent ist. 

Es werde um den Nullpunkt der ~l-Ebene als Mittelpunkt ein Kreis K o yore 

Radius @o beschrieben. Diesem Kreise entsprechen vermSge i5 unendlich viele 

Bildkreise K,~, die die entsprechenden Punkte w,~ umschHessen. Mit 2 @, werde 

der Durchmesser, mit 6~ der Abstand des Kreises K~ von der Peripherie des 

Einheitskreises bezeichnet. Ferner werde mit 2 ~ - ~ 4 a r c t g  @o der Winkel be- 

zeichnet, den ein den Kreis K o beriihrendes Kreisbogenzweieck mit den Eckpunkten 

+__ 1 in diesen Eckpunkten bildet. Unterwirf~ man den Kreis K o linearen Trans- 

formationen, die den Einheitskreis und das Kreisbogenzweieck unter Festhalten 

der Punkte +_ I in sich transformieren, wobei der Bildpunkt ~o,~ des Nullpunktes 

sich unbegrenzt dem Punkte + I n~hern mSge, so ergibt sich bei + 1 eine in- 
12 - -  26404, Acta mathematica. 50. Imprim(~ le 10 juin 1927. 
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finitesimMe Grenzkonfiguration yon unmit te lbar  erkennbarer Gestalt.  Beaehtet  

man dies, so finder man sofort folgende Grenzrelationen: 

lim O. - -  s in  

l i m  #" - -  s i n  Z 
n = ~  ~n I -  s i n  Z 

l im #" Itool - t g z  

d,~ I --  sin Z 
lim = 

n = =  I - -  Ito,,I cos  z 

Befinden wir nns nun  im Falle p > 2 ,  so ergibt sich aus / / ' ] w , , ] > o  die 

Endlichkeit  der Summe ~ ( I - - [ t o , l ) ,  daraus wegen der zweiten Limesrelation die 

Endlichkeit  der Summe ~ Q, und daraus ffir ] ~1 ] < Qo < I die Endlichkeit  der Summe 

Z[~l")--to,, [. D .h .  das unendliche Produkt  ist in der Ta t  absolut und  gleich- 

mgssig konvergent.  

Befinden wir uns andrerseits im Falle H '  ]to, l = o ,  so folg~ daraus sofort 

die Unendlichkeit  der Summe ~ ( I -  ]to,]), daraus die Unendlichkeit  der Summen 

~#,~ und ~d , .  Es werde nun  ]~tl=r gewghlt. Dann  befindet sich der P u n k t  

~1 (') auf der Kreislinie Ks und  man ha t  

[ ~,{'o--to~,> i -  [ t o . [ -  d,, : (,--[to~D ( ,  + ~ _~to,, , ) ,  

mithin ~ [ ~l ( ' } -  to. [ ~--- o~. 

18. Behandlung der Fliichen vom Geschlecht p = o. Zum Sehlusse dieses 

Absehnittes kommen  wir noch einmal auf  die Flgchen vom Geschlechte o zurfick. 

Auch diese Flgchen lassen sich nach der Methode der unendlichen Produk~bildung 

behandeln. Wi r  denken uns dig Fliiche F in gewohnter  Weise fiber den Grund- 

punkten  in allen Blgttern punktiert .  Sei q die Anzahl der Punktierungsstel len.  

Die punktierte  Flgche F werde wieder mit  F '  bezeichnet. W i t  konstruieren auf  

F '  q - - I  die Punktierungsstel len verbindende Querschnitte, wodurch wir diese 

Flgche in eine einfach zusammenhgngende Flgche F o' verwandeln. Die Funk- 

t ion ~1 (z) leistet eine eineindeutige Abbildung der Fliiche F o' auf einen Bereich T t 

mi t  2 (q--I)  paarweise und niemals fiber Kreuz bezogenen Seiten. Der Bereich 

T 1 reieht mi t  2 ( q -  I) Spitzen an den Einheitskreis heran. Den Nul lpunkt  d e n -  
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ken wir uns im Innern des Bereichs W~ liegend als Bild eines Punktes 0 der 

Fl~che /70'- Die Rolle der Fl~che /7 t| wird jetz~ yon der Fl~che 17 selbst fiber- 

nommen. Die Bestimmung der Variablen ~ kommt darauf hinaus, den Bereich 

hu~ selbst durch eine automorphe Funlr~ion der dutch die RandsubstRutionen yon 

F~ erzeugten Gruppe auf die schlichte Vollebene abzubilden. Der naheliegende 

Ansatz 

~1 ] ] '  ~lr 

ist unbrauchbar, weft im vorliegenden Falle die Summe der Abst~nde der GrSssen 

~o~ yore Einheitskreis unendlich ist. W~re diese Summe n~mlich endlich, so 

wfirde daraus die absolute Konvergenz des Produktes folgen und die durch das 

Produkt dargestellte Funktion wiirde nach den friiheren Beweisgriinden im ganzen 

Bereiche T 1 mit Einschluss der Ecken regular und automorph sein. Diese Funk- 

tion wfirde, auf /7 fibertragen, in der ganzen Fl~ehe 2'  eindeutig und regular 

sein, folglich sich auf eine Konstante reduzieren mfissen. Die  Funktion kSnnte 

]edoch andererseits keine Konstante sein, da sie z. B. in der Umgebung der Stelle 

~ o  nur in diesem Punkte selbst verschwindek 

Wir kSnnen uns jedoch folgendermassen helfen. Wir  greifen irgend einen 

der q - - I  gezogenen Querschnitte, Q.', heraus. Die zu bestimmende GrSsse ~(z) 

denken wit uns in der Weise normiert, dass sie in dem einen Endpunkte des 

Querschnittes Q,' verschwindet, im anderen unendlich wird, w~hrend sie im 

Punkte 0 den Wert  I annimmt. Wir lassen d~nn anstelle der GrSsse ~ die GrSsse 

log ~ treten, die ihrerseRs eine Abbildung der Fl~che /7 mit Relativverzweigung 

unendlich hoher Ordnung in den Endpun~en  des QuerschnRtes Q,' bewirlr~. 

Diese Abbildung erfolgt auf die ganze Ebene exkl. des nnendlich fernen Punktes. 

Die Riemannsche Fl~che /7 der GrSsse >>log ~ (z) fiber/7>> kann unmittelbar dutch 

Zusammenfiigung unendlich vieler Exemplare l~ngs Q.' aUein aufgeschnitten ge- 

dachter Fl~chen /7 hergestellt werden. Die GrSsse ~ (z) entwirft ein Bild der 
(| 

Fl~che/7, das aus T 1 durch Ausfibung der posRiven und negativen Potenzen der 

dem SchnRt Q,' entsprechenden RandsubstRution des Bereiches W~ entsteht. Der so 

aus T~ hervorgehende unendlich-vielseitige Gesamtbereich werde mit ~P bezeichnet. 

Seine Begrenzung weist unendlich viele parabolische Eckenzykeln und zwei oder 

such nur einen Grenzpunkt t~ auf. Der Bereich T erzeugt eine Gruppe F, mR 
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Bezug auf welche jetz~ das unendliche Produkt offenbar bedingt konvergent is~ 

bei Zugrundelegung des Prinzips der allm~hlichen GruppenausschSpfung, das wir 

friiher anwand~en. Die durch dieses Produl~ dargestellte Funktion leiste~ dann 

eine Abbildung auf eine Kreisfl~che, deren Radius im vorliegenden Falle nur un- 

endlich sein kann. D.h . ,  wir haben dami~ wesentlich die GrSsse log ~ gewonnen, 

folglich auch ~ selbs~. 

Die erw~thnte jetzt gemeinte GruppenausschSpfung mag noch etwas erl~uter~ 

werden. Das zur Aufschneidung der F l~che /~  benutzte Querschnittsystem bildet 

auf der Fl~che F einen baumartigen Graphen, d. i. einen solchen Graphen, der 

keinen geschlossenen. Zug in sich enth~lt. Denken wir uns in diesem Graphen 

den oben benii~zten Querschnit~ Q.' gelSscht, so erhalten wir in der Regel zwei 
(~) 

baumartige Teilgraphen. Diese beiden Teilgraphen erscheinen auf der Fl~che F 

in jedem relativen Blat~ wieder. Auf diese Weise liefert der einzelne Teilgraph 

in der ~l-Ebene einen unendlichen Spitzenpolygonzug mit zwei Enden, eben den 

Punk~en ~21 und ~ .  Dieser Spitzenzug zerf~llt in unendlich viele, endlich-viel- 

seitige Teilstiicke, die auf sich selbst bezogen sind und immer ein volles Bild des 

be~reffenden Teilgraphen mit seinen beiden Ufern liefern. Den ausschSpfenden 
(~) (| 

Bereich T,  und damit die ausschSpfende Gruppe F,  werden wir daher im vorlie- 

genden Falle zweckm~ssig als einen Bereich erkl~ren, der yon ~ aufeinander fol- 

genden solchen Teilstiicken, entsprechend dem einen Teilgraphen, und ebensoviel 

aufeinander folgenden Teilstiicken, entsprechend dem anderen Teilgraphen, be- 

grenzt wird, wozu natiirlich noch zwei Peripherieintervalle als Begrenzungsteile 

hinzu~reten, deren eines den Punkt  ~1 und deren anderes den Punkt  f2. 2 enth~lt. 

Start einen allgemeinen baumartigen Graphen zu beniitzen, kann man selbst- 

verst~ndlich die zur Aufschneidung der Fl~che F '  beniitzten q - - I  Querschnitte 

so w~hlen, dass diese Querschnitte sich zu einem einzigen Zuge zusammenschliessen, 

in welchem Falle dann der Graph ein solcher ohne Ver~stelung ist. Das Auf- 

treten zweier Punkte ~ oder nur eines Punktes ~ h ~ n ~  offenbar nur davon ab, 

ob man in diesem Zuge einen mittleren Querschnitt als Querschnitt Q,' w~hlt 

oder einen der beiden Endquerschnitte. 
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DRITTER TEIL. 

Uniformisierung beliebiger analytischer Funktionen und Fundamentalabbildung 
beliebiger oftener Riemannscher FHtchen. 

19. Allgemeine Problemstellung der U~iformisierung und der Fundamental- 
abbildung. Es sei nunmehr w ( z ) e i n e  beliebige analytische Funktion, die wir 

ausdriicklich als eine nicht algebraische Funktion voraussetzen wollen. Wir  merken 

sogleich an, dass die in Folgendem entwickelte l~Iethode der Uniformisierung 

bellebiger analytischer Funktionen ohne weiteres auch im algebraischen Falle 

anwendbar ist. Der besondere Vorzug unserer friiheren, auf die algebraischen 

Funktionen besonders zugeschnittenen ~r war ihr organisches Hervorwachsen 

aus der Struktur der algebraischen Funktionen, bzw. der geschlossenen Riemann- 

schen Fl~chen. 

Die allgemeine analytische Funktion w (z) fassen wir in ihrer vollst~ndigen 

Ausdehnung auf, soweit sie mit dem Charakter algebraischer Funktionen fort- 

gesetzt~ werden kann, unter Einbeziehung ihrer unendlich "fernen Elemente. Zur 

Funktion w (z) in dieser Ausdehnung gehSrt eine vSllig bestimmte offene Rie- 

mannsche Fl~che F, die die Yerzweigung und u der Funktion w (z) 

darstellt. Diese Fl~che besteht; dann definitionsgem~iss nur aus inneren Punkten, 

die entweder gewShnliche Punkte sind, oder Windungspunkte endlicher Ordnung. 

Windungspunkte unendlich hoher Ordnung sind als Grenzstellen der Fl~che F 

aufzufassen. Wir  kSnnen nun zun~chst die lokalen uniformisierenden Variablen 
mit und ohne Relativverzweigung fiir die einzelnen Stellen des Gebildes (z, w) wie 

friiher (No. i) im algebraischen Falle definieren und angeben. Ebenso werden 

wir in v511iger Analogie mit dem algebraischen Falle den Begriff der relativ un- 
verzweigten Hauptuniformisierenden ~ ~-- ~ (z)-- ~ (z, w) des ganzen Gebildes definie- 

ren als einer Gr5sse, deren Variabilit~itsbereich entweder yon der Vollebene 

(elliptischer Fall) oder yon der ganzen Ebene excl. des unendlich fernen Punktes 

(parabolischer Fall) oder yon dem Inneren des Einheitskreises (hyperbolischer Fall) 
gebildet wird. Parallel ist der Begriff der zu einer in der z-Ebene beliebig vor- 

gelegten offenen nur yon inneren Punkten gebildeten Riemannschen Fl~iche F 

gehSrenden relativ unverzweigten Hauptuniformisierenden ~ ~ ~ (z) zu fassen, wobei 

.~e~zt der einzelne Punk~ z als ein Punkt  auf der Riemannschen Flache, die 

GrSsse ~(z) also als eine Funktion relativ zur Flache F zu denken ist. Auch 

relativ verzweigte Uniformisierende des gegebenen Gebildes (z, w) werden im Folgen- 

den, wie auch friiher, eine mittelbare Rolle spielen. 
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0berlegungen, die friiher angestellten (No. I) ganz analog sind, lassen 

erkennen, dass der elliptische Fall fiir eine offene Riemannsche Fl~che niemals 

eintreten kann. Ferner ergibt sich, dass bei Eintreten des parabolischen Falles 

die Gruppe der relativen Zweigsubstitutionen eine Gruppe yon Translationen i n  

der ~-Ebene darstellt, die aus einer einzigen ~'--~ ~+ 2 eo erzeugt wird. Bei 0ber- 

gang zur GrSsse e ~-~  u erhalten wir dann in der u-Ebene ein Gebiet, das yon 

der ganzen u-Ebene mit Ausnahme nur der Punkte o und ~ gebildet wird. 

Dieses Gebiet erscheint als eineindeutiges Abbild der Fl~che F,  die somit zwei- 

fach zusammenh~ngend sein muss. Sie zerf~llt durch jeden auf ihr gezogenen 

geschlossenen Riickkehrsehnitt in zwei getrennte Schnitte, und man kann sie 

durch einen einzigen Qnerschnitt in eine einfach zusammenh~ngende Fl~ehe ver- 

wandeln. Demnach erh~lt die Uniformisierungsaufgabe bzw. die Aufgabe der 

Fundamentalabbildung folgende priizisere Fassung: Es soll die Flh'che F, so fern 

sie einfach zusamme~hh'ngend ist, ei~eindeutig ]conform au f  ein schlichtes Gebiet 

abgebildet werden, das entweder yon der ganze~ Ebene excl. des unendlich fernen 

Punktes (I. parabolischer Fall) oder von dem Inneren des Einheitskreises gebildet 

wird (I. hyperbolischer Fall); es soll, wenn die Fla'che F zweifach zusammenhSngend 

ist, eine Fundamentalabbildung derselben bewirIct werden entweder au f  die ganze 

Ebene excl. des unendlich fernen t)unIctes (2. parabolischer Fall) oder auf  das 

In~ere des Einheitskreises (2. hyperbolischer Fall); es soll schliesslich yon der FlSche 

F, wenn ihre Zusammenhangsordnung grSsser als 2 ist, eine Fundamentalabbildung 

au f  das Innere des Einheitskreises bewirkt werden (3. hyperbolischer Fall). 

Da die Aufgabe der Uniformisierung der Funl~ion w (z) im Sinne der oben 

gegebenen genaueren Definition sich unmittelbar als gleichbedeutend erweist mit 

der Anfgabe der Fundamentalabbildung der zu w (z) gehSrenden Riemannschen 

Fl~che F, so erhebt sich wiederum die Frage, ob die Aufgabe der Fundamental- 

abbildung einer beliebig gegebenen Riemannschen Fl~che F umfassender is~ als 

die der Uniformisierung einer analytischen Funktion. Diese Frage ist zu ver- 

neinen. Wir  werden vielmehr zeigen (No. 2I), dass aus der geleiste~en Funda- 

mentalabbildung einer beliebig vorgelegten Fl~che F ohne Schwierigkeit immer 

die Existenz einer analytisehen Funktion w (z) hergeleRet werden kann, zu welcher 

die vorgelegte Riemannsche Fl~che als Riemannsehe Fl~che im Sinne der oben 

gegebenen Definition gehSrk 

2o. Zur Topologie allgemeinster oftener Riemannscher F15chen: Hauptdar- 

stellungen, kanonische Aufschneidu~g, Uberlagerungs/th'che. Wir schicken zun~chst 
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einige Bemerkungen betreffend die Analysis situs allgemeiner oftener Riemannscher 

Fl~chen voraus. 

Wir  denken uns eine derartige Riemannsche Fl~che in der Form 

F = l i m  F ~  

gegeben, indem wir unter F,, eine endlich-vielbl~ttrige Riemannsche Fl~che mit 

endlich vielen Windungspunkten verstehen, die yon endlich" vielen geschlossenen 

Linien begrenzt wird (>>gewShnliches Riemannsches Fl~chenstiick>>). Diese Linien 

kSnnen wit  uns etwa als ganz im Endlichen liegende Polygonziige denken. Die 

Fl~che F~ selbst kann dabei auch Unendlichpunkte enthalten, natiirlich auch 

nur in endlicher Anzahl. Von den Fl~chen F~ soli jede einzelne Teil der n~chst- 

folgenden und also auch aller weiteren sein; ferner kSnnen wir ohne weiteres 

annehmen, dass die Begrenzung yon F~ ganz innerhalb der Fl~che /~+x liegt, 

in dem pr~ziseren Sinne, dass alle Begrenzungspun~e yon F~ innere Punkte, 

nicht Grenzpunkte von F ,+ l  sind. 

Von der urspriinglichen, zur Definition der Fl~che F beniitzten Folge der 

Fn kSnnen wir zu einer modifizierten Fl~chenfolge derselben Art tibergehen, die 

der weiteren Bedingung genfigt, dass die Begrenzungslinien der F= Hauptschnitte 
der Fl~che F sind, worunter wir Riickkehrschnitte verstehen, die F in zwei 

getrennte Stficke zerf~llen. Um dies zu erreichen, haben wit  die einzelne 

F ,  so zu modifizieren, dass keine zwei ihrer Begrenzungslinien dutch eines 

der Restfl~chenstiicke (F-F~) hindurch miteinander verbunden werden kSnnen. 

Sei etwa Fk die erste F , ,  fiir d i e  ein solcher Zusammenhang besteht; alsdann 

kSnnen wir zwei Begrenzungslinien yon Fk durch ein ganz in (F-Fk)verlaufendes 
Fl~chenband miteinander verbinden. Nehmen wir dies Fl~chenband zu Fk hinzu, 

so entsteht ein erweiterter Bereich, der nun offenbar eine Begrenzungslinie we- 

niger hat als Fk' Geniigt die so modifizierte Fk der gestellten Bedingung noch 

nicht, so kSnnen wir durch Hinzufiigung eines weiteren Bandes zur modifizierten 

Fk die Zahl der Begrenzungslinien wieder um eine Einheit vermindern. So 

gelangen wir nach endlich vielen Schritten notwendig zum gewiinschten Ziele, 

sp~testens nachdem wir die Begrenzungslinienzahl auf I reduziert haben, Jetzt  

gehen wir in der Folge der F~ so welt, bis wir die modifizierte Fk vSllig ein- 

bezogen haben, und operieren mit tier dann erhaltenen F~, wenn sie nicht der 

oben gestellten Bedingung geniigt, in derselben Weise, wie mit Fk. So ergibt 

sich die neue F~+I u.s.w. 
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Wir k5nnen noch einer weiteren Bedingung geniigen: Es soll keine Begren- 

zungslinie einer Fn fiir sich einen an F,, aussen anschliessenden Teil yon Fvollst~ndig 

begrenzen, der seinerseits ein ~>gewShnliches Fl~chenstiick,, ist. Is~ das n~imlich 

bei den vorher gefundenen F~ noch nicht der Fall, so kann man folgenclermassen 

zu nochmals modffizierten Fl~chen F~ iibergehen. Sei etwa 2'x die erste der ers~- 

malig modifizierten Fl~chen F,~, die der neuen Bedingung nicht genfigt, so setze 

man die unstatthaften Zusatzfliichenstficke an tv'~ an und nehme nunmehr diese 

Fl~che als neue F~." Sodann gehe man in der Reihe der erstmalig modifizierten 

F,~ soweit, bis die neue F~ ganz einbezogen ist. Die so bestimm~e Fliiche F,, liisst 

dann entweder keine verbotenen Zusatzfl~chenstiicke zu; dann erkl~ren wir sie 

ohne weiteres als neue Fl~che F~+~. L~sst sie aber verbotene Zusatzfl~chenstficke 

zu, so nehmen wir diese sogleich hinzu und erkl~ren die nunmehr erhal~ene 

Fl~che als neue Fl~che F~+I. Jetzt gehen wir wieder in der Reihe der erstmalig 

modifizierten F~ soweit, bis die neue FX+l ganz einbezogen ist, und verfahren in 

derselben Weise wie vorher wei~er, um bei Fortsetzung des Verfahrens i. inf. 

einen Aufbau der Fl~che Fn mittels neuer Fl~chen F~ zu erhaRen, die auch der 

neuen Iqebenbedingung genfigen. Damit ist ein ffir das Folgende sehr zweck- 

miissiger Aufbau der Fliiche F gewonnen. 

Die Darstellung der Fl~che 2'  durch unsere neuen N~herungsbereiche ~ 

m5ge als eine solche durch Haupt.nh'herungsbereiche bezeichnet werden oder 

als eine Hauptdarstelluug der Fldche F. Der t~bergang yon F~ z u  .~.~-1 geschieht 

nun in der Weise, dass an jede Begrenzungslinie yon F,~ je ein selbst~ndiges 

Fliichenstiick angesetzt wird, das seinerseits, abgesehen yon der Ansatzlinie, 

stets weitere Begrenzungslinien aufweist. Die Anzahl der Begrenzungslinien yon 

F,~ ist jetzt eine mit wachsendem n niemals abnehmende GrSsse. Bleibt diese 

Anzahl yon einer gewissen Stelle des Index n a b  bei einer endlichen Zahl q stehen, 

so bezeichnen wir diese endliche Zahl q als die (ideale) Bdnderzahl der Fla'che F;  

w~chst .~edoch die erw~hnte Anzahl fiber alle Grenzen, so bezeichnen wir ~ als 

die (ideale) R~nderzahl der Fli~che F. Die Ausgangsfl~che F1 und die einzelnen 

Zusatzfi~chenstficke, die am Aufbau der Fl~che F gem~ss der Hauptdarstellung 

derselben auftreten, kSnnen ffir sich innere geschlossene, sie nicht zerf~Uende 

Riickkehrschnit~e gestatten, und zwar jedes solche Fliichens~fick eine gewisse 

Maximalzahl. Die Summe aller dieser Anzahlen bezeichnen wir Ms die Riick]cehr- 

schnittzahl der TTh'che F, welche Zahl nun offenbar ebenso wie q end|ich oder 

"unendlich gross sein kann. Die Zaht q + z p ,  eine endliche oder unendlich grosse 

Zahl, bezeichnen wir ais die Zusam~neuhangszahl der T75che F. 
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Die Fl~che F kann offenbar auf mannigfaltige Weise durch Hauptnahe- 

rungsbereiche im besprochenen Sinne dargestellt werden. Man bemerkt indes 

sofort, dass die Zahlen q und p yon der Darstellungsform unabh~tngig sind. Denn 

man braucht nur daran zu denken, dass jede Fl~che ~'~ der einen Darstellungs- 

weise als Teil in einer gewissen / 7  der anderen Darstellungsweise enthalten ist, 

und dass die GrSssen q und p als Grenzen monotoner Zahlenfolgen erkl~rt sind. 

Nimmt man aus der Fl~che F mit der Hauptdarstellung F : l i m / ~ ,  die 
n ~  

Fl~che _F~ heraus, so b/eiben soviel getrennte Restfliichenstiicke iibrig, als Begren- 

zungslinien von Fn vorhanden sind. Ist ein solches Restfl~chensttick zweifach 

zusammenh~ngend, so wollen w i r e s  ein Oi~nungsstiick der Fl~iche F nennen. Ein 

solches ()ffnungsstiick erscheint durch die in ihm verlaufenden Begrenzungslinien 

der Bereiche F~+I, F~+2,... in unendlich viele zweifach zusammenh~ngende in 

einer Folge an einander gereihte Stiicke zerlegt. 

Legen wir irgendeine Hauptdarstellung F : l i m  /~.,~ zugrunde. Wir kSnnen 
~ t = a 0  

dann, yon dieser ausgehend, sofort zu einer Aufschneidung der Fl~iche F zu einer 

einfach zusammenh~ngenden Fliiche F o gelangen (kanonisehe Aufschneidung), die 

durch lauter, n~mlich im ganzen q - - I  + 2p voneinander vSllig getrennte Quer- 

schnitte bewirkt  wird. Als Querschnitt bezeichnen wir dabei einen in 1 ' verlau- 

fenden Schnltt, der im Innern yon ~' nicht endigt, dessen beide Enden vielmehr 

allm~hlich ausserhalb jeder noch so weir gew~hlten / ~  verlaufen, woftir wir auch 

sagen, dass der Querschnitt beiderseRs >~in die Berandung yon F miindet>>. Wir  

schneiden n~mlich zun~chst ~v' 1 durch q~ -- I + 2pl Querschnitte yon Rand zu Rand 

zu einer einfach zusammenh~ngenden Fl~che Fo~ auf, wobei q~ die R~nderzahl, p~ 

die Rtickkehrschnittzahl der Fl~che ~1 bezeichnet. Darauf schneiden wir jedes 

einzelne /~1 zu /7~ erggnzende Zusatzfl~chenstiick durch getrennte Querschnitte, 

die alle nur in Begrenzungslinien yon Fs beginnen und endigen, zu einem zweifach 

zusammenh~ngenden Fl~ichenstiick auf, und ftihren sodann die an das betreffende 

Zusatzfl~ch.enstiick anstossenden Endigungen der Aufschneidung yon ~'~ durch das 

aufgeschnittene Zusatzflg, chenstiick hindurch irgendwie for~, bis sie ebenfalls auf 

der Begrenzung von F ,  endigen. Nachdem wir dieses fiir alle in Betracht 

kommenden Zusatzfl~chenstiicke gemacht haben, erscheint die Fl~che /~  durch 

q~--I + si0~ getrennte Querschnitte zu einer einfach zusammenh~ngenden Fl~che 

Fs aufgeschnitten, wobei wesentlich ist, dass die Fl~che 2'~ bei der ganzen 
0 0 

Kons~ruktion durchaus unver~indert geblieben ist. Das Verfahren l~isst sich often- 

bar i. inf. fortsetzen und liefert die verlangte kanonische Aufschneldung der Fl~che 

F zu einer einfach zusammenh~ngenden Pl~che F o. 
13 - -  26404. Aeta rnathematica. 50. I m p r i m 6  le 10 ju in  1927. 
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Durch relationenfreie sukzessive Zusammenfiigung unendlich vieler koinzidle- 

render Exemplare To, wobei das einzelne Neuexemplar an den jeweils gewonne- 

nen Bestand stets l~ngs einer und nur einer vollst~ndigen Begrenzungsseite an- 

zufiigen ist, entsteht die eiufach zusammenhSngende UberlagerungsflSche T(| in 

sehr iibersichtlicher Weise. 

2I. .Aquivalenz des Uniformisierungsproblems und des Problems der Funda- 

mentalabbildung. Funktionen zu belieb 0 gegebener Riemannscher Flh'che. In der 

Fl~che F o ist die zu F gehSrende Hauptuniformisierende ~(z) offenbar eindeutig. 

Wir  k5nnen sagen, dass wir jetzt die unendlich vielen Relativzweige der Funktion 

~(z) isoliert haben. Das Bild der Flgche I~ o, das ein einzelner Zweig, etwa der 

in einem Punkte 0 der Fli~ehe den Weft  ~ul l  annehmende Grundzweig, in der ~- 

Ebene entwirft, ist ein r~nderbezogenes Gebie~ ~)o, das yon q - - I  + 2p, im allge- 

meinen also yon unendlich vielen durch lineare Substitutionen bezogenen Seiten- 

paaren begrenzt wird, abgesehen yon hinzukommenden Teilen der PeripheHe des 

Einheitskreises. Die einzelne solche Seite stellt sich als ein die Fl~che des ~- 

Einhei~skreises in zwei Stiicke zerlegender Querschnitt dar, dessert beide Enden 

sich asymptotisch der Peripherie des Einheitskreises n~hern. Denk~ man sich 

n~mlich eine konzentrische Kreisfl~iche innerhalb des ~-Einheitskreises fixiert, so 

wird deren Bild auf F offenbar ganz in einem Hauptn~herungsbereich von end- 

lichem Index enthalten sein mfissen. Das Bild irgend eines der auf F gezogenen 

Quersehnitte kann demnaeh, welchea Zweig der Funktion ~(z) man auch zur Ab- 

bildung wghlt, nur eine solche Linie sein, deren Enden yon einer gewissen Stelle 

ab ganz ausserhalb jener konzentrischen Kreisfl~che verlaufen. Die Funktion 

~(z) als Ganzes liefert nun offenbar unendlich viele sich nebeneinander lagernde 

Bilder yon To, die aus ~o vermSge der durch die Randsubstitutionen yon q)o als 

Erzeugende definierten Gruppe E hervorgehen. Diese unendlich vielen (/)o-Bilder 

erfiillen das ganze Innere des ~-Einheitskreises liickenlos, wobei es innerhalb des 

~-Einheitskreises zu keiner H~ufung der Parzellierungslinien des yon allen �9 o- 

Bildern gebildeten Netzes kommen kann. Die erw~hnten Erzeugenden der Gruppe 

F sind ferner offenbar durch keine Relationen miteinander verbunden. Das ganze 

Innere des Einheitskreises ist das eineindeutige Bild der einfach zusammenh~n- 

genden, der Fl~che T ohne Relativwindungspunkte iibergelagert zu denkenden T75che 

F (~), die durch relationenfreie Zusammenheftung unendlich vieler koinzidierender 

Exemplare F 0 entsteht und also direkt hergestellt werden kann. Die Fl~che F (~) 

ist allein durch die Fl~che T bestimmt, d. h. sie h~ngt nicht yon der besonderen 
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angewandten Aufschneidung ab. Hat  man n~mlich zwei verschiedene einfach zu- 

sammenh~ngende Uberlagerungsfl~ichen yon F ohne relative Windungspunkte, 

so sind diese beiden Fl~chen durch Koinzidenz ohne weiteres aufeinander ohne 

Relativverzweigung und also wegen des einfachen Zusammenhanges eineindeutig 

beziehbar. 

Kehren wir nunmehr zu r  Hauptfrage zuriick, n~mlich dem Nachweise, dass 

die Aufgabe der Fundamentalabbildung einer beliebig gegebenen offenen F nicht 

allgemeiner ist als die der Uniformisierung einer beliebigen analytischen Funktion 

w (z). Dieser Nachweis kommt darauf hinaus, zu zeigen, dass man zu ]eder Fl~che 

F eine analytische Funktion w (z) konstruieren kann, deren genauer Existenzbereich 

die Fl~iche F i s t .  

Betrachten wir zun~chst den Fall einer einbliittrigen, offenen, endlich- oder 

unendlich-vielfach zusammenh~ingenden F. In diesem Falle kSnnen wir die Exi- 

stenz einer zugehSrenden Funktion w (z) nach ganz bekannten Prinzipie n unmittel- 

bar dartun. Wir  w~hlen zu dem Zwecke innerhalb F unendlich viele Punkte 

z~, die sich nur gegen die Begrenzung von F hiiufen und zwar gegen jeden Be- 

grenzungspunk~ von F. Die Punkte z, kSnnen wir alle im Endlichen liegend 

denken. Wir  bilden dann eine unendliche Summe 

z m Z~ 

Bei dieser Summe haben w i r e s  offenbar durch geniigend kleine Wahl  der 

7~ i n  der Hand, die gleichm~ssige Konvergenz der Summe in jedem Teflbereich 

F~ yon ~' zu bewirken. Die in solcher Weise gefundene Funktion w (z) ist dann 

in der Tat im ganzen Gebiet F mit dem Charakter rationaler Funktionen erkl~rt 

und kann wegen der t t~ufung der Pole z, nicht fiber die Grenze yon F fort- 

gesetzt werden. 

Sei nunmehr F eine mehrbl~ttrige, allgemein zu reden, unendlich-vielbl~ttrige 

Fl~che. Der einfachste Fall ist dann der einfachen Zusammenhanges der Fl~che 

F. Die Annahme der MSglichkeR der Fundamentalabbildung der Fl~che F besagt 

unmittelbar die MSglichkeit der eineindeutigen konformen Abbildung der F ent- 

weder auf die ganze ~-Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes oder auf die 

Fl~che des ~-Einheitskreises. Wir  verteilen nunmehr auf F unendlich viele Punkte 

z~, die sich nur nach dem im allgemeinen idealen Rande yon F h~ufen und ins- 

besondere sich gegen jedes wirklich erreichbare Randstiick yon F fiberall h~ufen. 
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Den Punkten z, entsprechen Punkte ~,. Mit dem Ansatz ~ _  ~ kSnnen wir 

sofort eine Funktion yon ~ bilden, die im ganzen in Betracht kommenden ~-Werte- 

gebiet eindeutig mit dem Charakter rationaler Funktionen erkl~rt ist und nur in 

den Punkten ~ Pole hat. Diese Funktion, auf 27 iiberpflanzt, liefert uns eine 

Funktion w (z), deren genauer Existenzbereich die Fl~che 17 ist. Offenbar haben 

wir es n~mlich auch in der Hand, zu verhindern, dass in zwei verschiedenen BlOt- 

tern der F identisch gleiche Funktionswerte der Funktion w (z) entstehen. Wir  

brauchen dazu nur dafiir zu sorgen, dass alle gew~ihlten Stellen z, als Stellen der 

gew5hnlichen z-Ebene yon einander verschieden sind. 

Ist  die Fl~che F zweifach zusammenh~ingend, so hat das Polygon �9 o nur 

ein bezognes Seitenpaar, und man kann ohne weiteres yon der angenommenen Uni- 

formisierenden ~ (z) durch elementare Funktionen zu einer neuen GrSsse iibergehen, 

bei der die lineare R~nderzuordnung in die Identit~t verwandelt ist. Die Fl~che 

F i s t  alsdann eineindeutig konform auf die Fl~che eines yon zwei konzentrischen 

Kreisen gebildeten Ringes iibertragen, dessen begrenzende Kreise sich in beson- 

deren F~llen auch auf Punkte reduzieren kSnnen. Nunmehr kann ohne weiteres 

ein dem Falle einfachen Zusammenhanges analoges Verfahren angewandt werden. 

Ist  die Zusammenhangszahl yon F grSsser oder gleich 3, im allgemeinen 

also unendlich, so ist das ~-Gebiet stets das Innere des Einheitskreises. Wir 

kSnnen ohne weiteres den Quotienten zweier ko~vergenten Poincar6schen Thetareihen 
gleicher Dime~,sion in Ansatz bringen und erhalten so Funkflionen, die auf F ein- 

deutig sind. Um eine solche Funktion zu gewinnen, deren genauer Existenz- 

bereich die Fl~iche F i s t ,  bedarf es bei der Durchfiihrung dieses Ansatzes einiger 

besonderer Zurfistungen. 

Zun~ehst kSnnen wir die Theta-Funktion des Nenners mit ttilfe einer belie- 

bigen rationalen Grundfunktion R (7"), die nur in 0 o Pole hat, in Ansatz bringen, 

etwa eine der (--4)-ten Dimension. Diese Thetafunktion Oe (~)verschwindet nicht 

identisch; sie hat jedoch eventuell unendlich viele Nullstellen, die wir uns in der 

Ubertragung auf F notieren, ebenso wie die endlich vielen Unendliehkeitsstellen. 

Nunmehr kommt es darauf an, fiir den Z~hler eine Thetafunktion (--4)-ter Di- 

mension O~ (~) aufzustellen, die, auf F iibertragen, unendlich viele freigew~hlte 

Pole hat, die sich nur im Innern yon F nicht h~iufen. Eine solche Thetafunk~ion 

l~sst sich in der Tat sofor~ aufstellen. Wir iibertragen dazu die auf F gew~hlten 

Polstellen nach Oo, die gewonnenen Stellen h~ufen sich dann nur gegen Punkte 

der Peripherie des Einheitskreises. Wir  k5nnen nach dem oben angegebenen 
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Summationsprinzip sofort eine Funktion q)(~) bilden, die innerhalb des ~-Einheits- 

kreises fiberall mit dem Charakter ra~ionaler Funktionen existiert, nur in den de- 

finierten Punkten des Gebietes @o unendlich wird und darfiber hinaus offenbar 

noch der weiteren Bedingung unterworfen werden kann, im ganzen ~-Einheits- 

kreise, nach Abtrennung der Fl~che ~o, beschr~nkt zu sein. l~Ian erreicht dies 

alles in der Tat durch geniigend kleine Wahl  der oben mit 7~ bezeichneten kon- 

stanten Koeffizienten. Die mit einer solchen Funktion @ (~) als Grundfunktion 

gebildete Theta-Reihe O~ (~) definiert dann eine solche Funktion, die, auf F fiber- 

tragen, die vorgegebenen unendlich vielen Pole hat. ~ 

2z. Gedankengang des folgenden Uniformisieruugsbeweises. Einfiihrung der Spe- 

zialbereiche Sn. Die Probleme der Uniformisierung einer beliebigen analytischen 

Funktion w (z) bzw. der Fundamentalabbildung einer beliebigen offenen l~iemann- 

schen Fl~che F sind dutch die vorhergehenden Betrachtungen Ms ~quivalent 

erkannt worden. Wir  fiigen noch hinzu, dass die zu bestimmende GrSsse ~ (z) in 

jedem Falle his auf lineare Transformationen bestimmt ist, was man in der Weise 

wie frfiher einsieht. Die effektive Bestimmung der GrSsse ~ kommt, wie aus den 

vorhergehenden Betrachtungen klar geworden ist, darauf hinaus, die einfach zu- 

sammenh~ngende fiber F hergestellte UberlagerungsflSche F (| auf das ~- Wertegebiet 

abzubilden, d. h. entweder auf die ganze Ebene excl. des unendlich fernen Punktes 

oder auf das Innere des Einheitskreises. Man kann sagen, dass damit die ganze 

Frage auf das Problem der Fundamentalabbildung ffir den besonderen Fall der 

einfach zusammenh~ngenden Fl~ichen zurfickgefiihrt ist. u  allgemeinsten 

solchen offenen Fl~che ist zu zeigen, dass sie auf eine schlichte Kreisfi~che mit 

endlichem oder unendlich grossem Radius eineindeutig konform abgebildet werden 

kann, eine Aufgabe, die nun ebenfalls his auf lineare Transformationen des Re- 

sulfates bestimmt ist. 

Der Gedankengang, den wir elnschlagen werden, ist folgender. 

Die Fl~che F denken wir uns zufSrderst in alien ihren inneren Windungs- 

punkten endlicher Ordnung punktiert, d. h. wir schliessen jetzt die Windungs- 

punkte der Fl~che F selbst yon dieser Fl~che aus. Ebenso verfahren wir mit 

den Unendlichpunkten der Riemannschen Fl~che F, und zwar sowohl mit den 

1 Vgl. eine unter meinem Einfluss entstandene Dissertation von E. FREUNDLICH: ,,Analytische 
Funktionen mit  beliebig vorgegebenem unendlich-vielbl~ttrigem Existenzbereiche,, ; GSttingen 19IO. 
Einen Beweis des in Rede stehenden Existenzsatzes habe ich selbst zuerst in Compt. Rend. Bd. I48 
(I9o9), S. I446 ft. mitgeteilt. 
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gewShnlichen Unendlichpunkten, als auch den unendlich fernen WindungspunkCen 

endlicher Ordnung. Die so pu~ktierte Flh'ctw F werde ~nit F '  bezeichnet. Diese 

Fl~che hat nur gewShnliche endliche Punkte. Aus der oben gefundenen normalen 

Hauptdarstellung der Fl~iche F als Grenze yon lauter N~iherungsbereichen F,~ erg~bt 

sich sofort auch eine Hauptdarstellung fiir die F15che F'. Wir kSnnen nSmlich 

annehmen, dass die Begrenzungslinien der N~herungsbereiche F~ durch keine 

inneren Windungspunkte und auch durch keine Unendlichpunl~e der Fl~che F hin- 

durchgehen. Wir konstruieren nun, um die betrachteten endlichen Punktierungs- 

s~ellen herum kleine Kreise mit immer kleiner werdenden Radien, desgleichen, 

entsprechend den Unendlichpunkten, Kreise mit immer grSsser werdenden Radien, 

welche Kreise auf der Fl~che F'  verlaufen und sinngem~iss, allgemein zu reden, 

als mehrfach durchlaufen zu denkende Kreise vorzustellen sind, sofern sie auf 

Windungsfl~chenstiicken verlaufen. Jetzt  ist nun fiir unsre Behandlungsweise 

wesentlich, dass wir die erwShnten Begrenzungslinien der durch die geschilderten 

Zuriistungen gewonnenen Hauptniiherungsbereiche F~' der Fl~che F'  durch Poly- 

gonalziige ersetzen, deren einzelne Seiten stets entweder parallel der Achse des 

Reellea oder parallel der Achse des Imagin~tren verlaufen, w~hrend gleichzeitig 

ihre Endpunkte in rationalen Punkten der z-Ebene, d. i. in Punkten mit rationalen 

Koordinaten endigen. Die erw~hnten Kreislinien werden wir etwa durch qua- 

dratische Ziige ersetzen. Die so modifizierten F~' wollen wit als Spezialn~'herungs- 

bereiche Sn bezeichnen. Ein solcher Spezialn~herungsbereich hag offenbar die 

charakteristische Eigenschaft, dass er aus einer endlichen Anzahl yon kongruenten 

Quadraten zusammengesetzt gedacht werden kann, wobei iibrigens innere Windungs- 

punkte fehlen. Die letztere Nebenbedingung wollen wir indes in die Begriffs- 

bestimmung des Spezialbereiches schlechthin nicht mit aufnehmen, also definieren: 

ein Spezialbereich ist ein gewShnliches Riemannsches Fl~chenstiick, das aus end- 

lich vielen kongruenten Quadratfl~ichen eines quadratischen Gitters zusammen- 

gesetzt ist oder zusammengesetzt gedacht werden kann. 

Wir beweisen nun im Folgenden zuvSrderst durch ein besonderes Verfahren, 

das eine spezifische Beschr~nkung auf Spezialbereiche hat, die M5glichkeit der 

Fundamentalabbildung solcher Bereiche ohne Relativverzweigung. Um dies zu 

erreichen, wird erst vorher die Existenz der in den inneren Quadrateckpunkten 

yon unendlich hoher Ordnung verzweigten Uniformisierenden des Spezialbereichs 

nachgewiesen, sodann yon dieser verzwei2~en Uniformisierenden zur unverzweigten 

Uniformisierenden iibergegangen mittels absolut konvergenter unendlicher Produkte. 

Die so gewonnene Fundamentalabbildung fiir die S. bietet sodann die Grundlage, 
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um durch einen Grenziibergang zur Fundamentalabbildung der Fl~che F '  fiber- 

zugehen. Diese Abbildung ist noch nicht die Fundamentalabbildung der Fl~che 

F, die wir suchen, sondern vielmehr eine in allen Punktierungen der Fl~che F 

mit der Verzweigungszahl ~r behaftete verzweigte Fundamentalabbildung der 

Fl~che F. Um die relativ unverzweigte Fundamentalabbildung der Fl~che F zu 

gewinnen, bedarf es der nochmaligen Bildung eines unendlichen Produktes. 

2 3. Zugrundelegung eines Spezialbereic~s S. Bestimmung der Funktion >>~ (z) iiber 

S>>. Abbildung der _F15che S '(~) auf  den unendlich.vielseitigen Kreisbogenbereich A. 

Wir legen jetzt der Betrachtung einen Spezialbereich S der z-Ebene zugrunde, 

den wir uns aus endlich vielen Quadratfl~chen aufgebaut denken. 1 Durch eine 

Ahnlichkeitstransformation kSnnen wir erreichen, dass die Seiten der Quadrate 

die L~nge I erhalten, dass ferner die :Quadratseiten tells mit der Achse des Re- 

ellen, tells mit der Achse des Imagin~ren parallel laufen und dass schliesslich 

die Eckpunkte der Quadrate ganzzahlige Koordinaten erhalten. Der Bereich S 

kann inhere Windungspunkte besitzen; inhere Punktierungen schliessen wir jedoch 

aus, d. h. wir rechnen die inneren Quadrateckpunkte alle mit zum Bereiche S 

hinzu. Die Zusammenhangszahl des Bereiches S ist selbstverst~ndlich endlich, 

insbesondere auch die Anzahl der verschiedenen Begrenzungslinien. 

Mit Hilfe der Weierstrassischen Pefunktion mit den primitiven Perioden 

2 und 2 i sind wir in der Lage, das einzelne Quadrat, das am Aufbau der Fln- 

che S teilnimmt, auf eine t talbebene abzubilden, die  je nach der Lage des 

Quadrates die obere oder untere Halbebene sein wird. Die Fl~che S wird auf 

diese Weise auf eine Fl~che H abgebildet, die yon ebensoviel Halbebenen gebil- 

det wird, als Quadratfl~ichen am Aufbau der Fl~che S beteiligt sind. Die Win- 

dungspunkte der Flitche H liegen in den Punkten o, + e~, oo. Die Abbildung, die 

wit vor allem ben5tigen, ist indess nicht die des Quadrates auf die Halbebene, 

sondern vielmehr die des Quadrates auf das Spitzenviereck mit den vier Eckpunk- 

t en - - i ,  + I , +  i, welches yon vier OrthogonalkreisbSgen innerhalb des Einheits- 

kreises begrenzt wird, wobei die vier Eckpunkte den vier Ecken des Quadrates 

entsprechen sollen. Diese Abbildungsfunktion ist uns ebenfalls bekannt, da wi r  

unmittelbar yon der durch die Pefunktion geleisteten Abbildung des Grundqua- 

1 Die Idee der Verwendung der Spezialbereiche entnehme ich meiner eingangs (pag. 32) zitierten 
,)Voranzeige~ aus dem Jahre 19I 4. Dort skizziere ich jedoch eine wesentlich andere Gedanken- 
richtung, zu einem allgemeinen rein funktionentheoretischen Uniformisierungsbeweise auf der Basis 
der Spezialbereiche zu gelangen. 
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drates auf die Halbebene vermSge der friiher behandelten Spitzenpolygonaufgabe 

(Iterationsverfahren der No. 5) den l~bergang zum Spitzenviereck zu machen 

in der Lage sin& Diese Funktion heisse 

( z )  = 

Die Funktion ~ (z) kann durch analytische Fortsetzung gem~iss dem Symmetrie- 

prinzip in ihrem weiteren Verlaufe bestimmt werden. Alsdann bemerken wit, 

dass die Funktion ~(z) nichts anderes ist als diejenige analytische Funktion, 

welche die Fundamentalabbildung der ganzen z-Ebene auf das Innere des Ein- 

heitskreises leistet, fails die z-Ebene in alien Punkten /~ § �9 i mit ganzzahligen 

Koordinaten /~, P punktiert gedacht wird. Sie kann auch charakterisiert werden 

als diejenige Funktion, die die relativ verzweigte Fundamentalabbildung der 

ganzen endlichen Ebene leistet, wenn die Punkte /~ + v i mit ganzzahligen Koor- 

dinaten /~, v als Verzweigungspunkte gegeben werden und jedem dieser Punkte 

die Verzweigungszahl oc zugeordnet wird. Die in den erw~hnten 1)unkten punk- 

tierte z-Ebene werde mit E '  bezeichnet. Ihre einfach zusammenhtingende, yon 

relativen Windungspunkten freie tTberlagerungsfltiche E '(~), deren eineindeutiges 

Abbild vermSge ~0 (z) das ganze Innere des ~.~-Einheitskreises ist, ist sofort kon- 

struierbar. Sie ist nRmlich offenbar nichts andres als die Fltiche, welche durch 

fortgesetzte allseitige relationenfreie Aneinanderfiigung yon kongruenten Quadrat- 

fltichen entsteht, wenn man yon dem Einheitsquadrat mit den Ecken o, I, + i , -  i 

ausgeht. Bei dieser relationenfreien Zusammenfiigung entstehen offenbar in all 

den Punkten /~ + v i Windungspunkte unendlich hoher Ordnung. In der ~-Ebene 

andrerseits haben wit entsprechend einen Spiegelungsprozess auszufiihren, der 

uns yon dem oben bestimmten Spitzenviereck ~llm~hlich zur vollsttindigen Be- 

deckung des ganzen Inneren der EinheitskreisflRche fiihrt. 

Was leistet die Funktion ~(z) in Bezug auf den gegebenen Spezialbereich 

S? Wir denken uns dazu die Fl~che S in allen denjenigen Quadrateckpunkten, 

die innerhalb S liegen, punktiert. Als solche werde die Fl~che S mit S' bezeich. 

net. Zu dieser Fl~che S' gehSrt eine einfach zusammenhtingende Uberlagerungs- 

fl~che ohne relative Windungspunkte, die identisch ist mit derjenigen einfach 

zusammenh~ngenden Uberlagerungsfl~che yon S, die in den erw~hnten Punk~ 

tierungsstellen lauter Windungspunkte unendlich hoher Ordnung hat. Die in 

Rede stehende einfach zusammenhRngende TJberlagerungsfltiche S '(~) kann man 

an Hand des quadratischen Aufbaues der F1Rche S unmittelbar herstellen, indem man 

n~imlich, ausgehend yon einer Quadratflttche der Fl~iche S nunmehr wieder relationen- 
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frei Quadrate aneinanderffigt, jetzt nur die Nebenbedingung beaehtend, dass 

niemals die Begrenzung yon S fiberschri~ten werden daft. Die Beobachtung 

dieser Vorschrift ist so gemeint, dass wir den Erweiterungsprozess relativ zu S 

selbst als einer im allgemeinen mehrbl~ttrigen Fl~che vornehmen. 

Es ist zweckm~ssig, die Fl~che S '(~) noch in andrer Weise zu erzeugen. 

Dazu verwandeln wir zun~chst die Fl~che S durch getrennte Querschnitte Q 

yon Rand zu Rand in eine einfach zusammenh~ngende Fl~che S o. Diese Quer- 

schnitte mSgen die inneren Quadrateckpunkte der Fl~iche S nicht treffen. Welter  

ziehen wir yon jedein der inneren Quadrateckpunkte aus einen Einschnitt Q' 

nach dem Rande yon S o. Diese Querschnitte m5gen sich weder untereinander 

noch die vorher definierten Querschnitte Q treffen. Die einfach zusammenh~n- 

gende Fl~che S o ist jetzt in eine einfach zusamnmenh~ngende Fl~iche S o' verwan- 

delL. Die Fl~che S '(| entsteht nun aus unendlich vielen Exemplaren S o' durch 

relationenfreie Aneinanderffigung als Grenze einfach zusammenh~ngender N~he- 

rungsbereiche S'('), deren jeder aus dem vorhergehenden dutch Anfiigung weiterer 

Exemplare So' , n~mlich je eines an jede begrenzende Querschnittseit.e und 

EinschnRtseite yon S'('), gewonnen wird. Man fibersieht leicht, dass auf diese 

Weise eine Grenzfi~che ents~ehen muss, die fiber jeder einzelnen Begrenzungs- 

linie yon S unendlich viele verschiedene Liniengewinde als Randlinien aufweist. 

Das einzelne solche Gewinde entsteht aus der betreffenden Randlinie bei unend- 

lich h~ufiger Durchlaufung derselben im einen und anderen Sinne. Ebenso 

gibt jede Punktierungsstelle yon S zu unendlich vielen Windungspunkten 

unendlich hoher Ordnung der Fl~che S '(~) Anlass. Niedere F~ille, wenn S' 

einfach oder zweifach zusammenh~ngend ist, kSnnen dadurch yon vorn herein 

dem Falle hSheren Zusammenhanges untergeordnet werden, dass man jede der 

am Aufbau yon S beteiligten Quadratfl~chen in vier weitere Quadratfl~chen 

zerlegt. 

Nach diesen Betrachtungen kSnnen wir fiber die Natur des Gebietes A, das 

die Funktion ~p(z) yon der Fl~che S '(~) vermSge eineindeutiger Abbildung ent- 

wirft, folgendes aussagen: Das Gebiet A ist ein aus unendlich vielen Spitzenvier- 

ecken zusammengesetzter Teilbereich der Fl~che des ~-Einheitskreises, der yon 

unendlich vielen OrthogonalkreisbSgen begrenzt wird, die ihrerseits in unendlich 

vielen Ziigen geordnet sind. Der einzelne Zug ist ein eineindeutiges Bild eines 

begrenzenden Liniengewindes der Fl~che S '(~). Er wird yon unendlich vielen 

KreisbSgen gebildet, die in eine Reihe geordnet erscheinen, wobei je zwei be- 

nachbar~e BSgen sich nur in einem Punkte der Peripherie, dort eine Spitze 
14 - -  26404. Acta mathematica. 50. I m p r i m ~  le 10 juin I927. 
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bildend, treffen. Eine Frage, die sich unmittelbar jetzt aufdr~ngt, ist die, ob 

diese Ziige die vollst~indige Peripherie des Einheitskreises iiberspannen, abgesehen 

yon diskreten Punkten, oder ob sie ganze Peripherieteile uniiberspannt lassen. 

Dass das letztere nicht eintritt, sieht man folgendermassen ein: Wenn ein Peri- 

pherieteil uniiberspannt bleiben wiirde, so wiirde das Gebiet A an diesen Peri- 

pherieteil herantreten. Dabei werden sich aber die Spitzenviereeke, aus denen 

ja A zusammengesetzt ist, notwendig unendlich verkleinern. Die Folge davon 

ist, dass man unter den Spitzenvierecken des Gebietes A eines angeben k5nnte, yon 

dem aus man den Spiegelungsprozess nach allen Seiten eine beliebig vorgegebene An- 

zahl yon :Malen ausfiihren kSnnte, ohne das Gebiet A zu verlassen. Das wiirde aber 

bedeuten, dass man auf S '(~) eine Quadratfliiche finden kSnnte, vonder  ausgehend 

man eine beliebig grosse Anzahl yon Spiegelungen nach allen Seiten ausfiihren 

kSnnte, ohne S zu verl~ssen. Das ist jedoch wegen der Beschr~nktheit des 

Gebietes S nicht zutreffend. 

Das Gebiet A gestattet, wie man welter leicht sieht, eine Gruppe linearer 

Transformationen in sich, niimlich die Gruppe, durch die die einzelnen Zweige 

der Funktion g~ (z), aufgefasst als Funktion relativ zu S, miteinander verkniipft 

sind. Das ist die Gruppe derjenigen linearen Transformationen, durch die die 

unendiich vielen So'-Bilder , die ~p (z) in A liefer~, ineinander iibergehen. Die Linien 

Q und Q' liefern ein vollst~ndiges System voneinander unabhiingiger Erzeugen- 

den der Gruppe, und man kann, was fiir das Folgende nicht benStigt wird, an 

Hand dieses Aufbaues der Gruppe aus Erzeugenden, bzw. der Entstehung des 

Gebietes A aus einem Fundamentalbereich mit den genannten Erzeugenden, 

zeigen, dass die oben erwi~hnte, nicht iiberspannte Punktmenge diskreter Punkte 

in endlich viele Peripherieintervalle yon beliebig kleiner Gesamtli~nge einge- 

schlossen werden kann. 

24. Fundamentalabbildu~g des e,~2dlich-vielseitige~ Nh'herungsbereiches A ,  des 

Bereichs A vermittelst ei~es absolut kouvergente~ unendlichen Produktes: Funktion 

~ ( ~ ) .  Es kommt nun welter darauf an, den Ubergang yon der Gr5sse ~2(z) 

zur Gr5sse ~l(Z) zu machen, die eine eineindeutige konforme Abbildung der 

Fl~che S '(~) auf das ganze Inhere des Einheitskreises vermittelt. Dies erfordert 

die Bildung einer solchen Funktion der Yariablen ~ ,  die das Gebiet A eineim 

deutig konform auf die Fl~iche des :Einheitskreises abbildet. Diese Funktion 

werden wir in Gestal~ eines bedingt konvergenten unendlichen Produktes auf- 

stellen. Wir bemerken dazu, dass der Bereich A als Grenze 
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A = lim A, 

von Bereiehen A~ aufgefasst werden kann, deren einzelner A~ sieh Ms ein Teil 

der Fli~che des ~2-Einheitskreises darstellt, den man erhiilt, wenn man v der 

an der Begrenzung yon A teilnehmenden Orthogonalkreisb5gen wi~hlt und das 

durch diese allein abgetrennte Teitgebiet des Einheitskreises fixiert. Wir werden 

so vor die Aufgabe gesteltt, die Fli~che A, auf das Innere des Einheitskreises 

abzubilden, wobei etwa der Nullpunkt sich selbst entsprechen soll und die Ablei- 

tung im Nullpunkte reell positiv sein soil. Die letz~ere Aufgabe kann nun direkt 

durch Bildung eines absolut konvergenten unendlichen Produktes gel6st werden. 

Der Bereich A~ werde an der Peripherie des Einheitskreises gespiegelt. Dadurch 

entsteht der Spiegelbereich A',, der mit A~, zusammen einen Bereich ~i, bildet. 

Dieser Bereich wis nun sinngemi~ss auf die ganze Ebene abzubilden, wobei den 

begrenzenden Kreisen Schlitze auf der Peripherie des Einheitskreises entsprechen. 

Dem unendlieh fernen Punkte wiirde bei der Abbildung wieder der unendlich 

ferne Punkt  entsprechen. Da bei der gedachten Abbildung Spiegelpunkte be- 

ziig]ieh-des Einheitskreises wieder in Spiegelpunkte iibergehen miissen, bemerkt 

man, dass insbesondere je zwei beziiglich des Einheitskreises symmetrischen Punkten 

eines der begrenzenden Orthogonalkreise ein und derselbe Punkt der Peripherie 

des Einheitskreises entsprechen muss. Das bedeutef, dass die Abbildungsfunktion 

eine automorphe Funktion ist, die gegeniiber v elliptischen Substitutionen der 

Periode 2 ungeigndert bteibt, niimlich denjenigen elliptischen Substituti0nen, deren 

Fixpunktpaare yon den Durchstosspunkten jener r Kreise auf der Peripherie des 

Einheitskreises gebildet werden. Diese Substitu~ionen erzeugen eine Gruppe G,, 

bei deren Ausfibung auf den Bereich A, es zu einer vollst~ndigen Bedeckung der 

ganzen Ebene excl. unendlich vieler diskreter Punkte der Peripherie des Ein- 

heitskreises kommt. Die so entstehende Parzellierung der Ebene ist dieselbe, 

die man erh~lt, wenn man zuniichst den Bereich A, dem durch seine begren- 

zenden OrthogonalkreisbSgen definierten unendlichen Spiegelungsprozess unterwirft, 

wobei offenbar die ganze inhere Fliiche des Einheitskreises bedeckt wird, und 

wenn man weiter noch die Spiegelung am Einheitskreise hinzunimmk Die Gruppe 

G~ ist ihrerseits eine Untergruppe der Gruppe G, die yon den unendlieh vielen 

ellip~ischen Substitutiondn der Periode 2 erzeugt wird, die den begrenzenden 

OrthogonMkreisb5gen des Bereiches A bzw. A_ zugeordnet sin& Man kann in 

leicht verst~i.ndlicher Weise schreiben 

G = lim G, 
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Es liegt jetzt nahe, das unendliche Produkt anzusetzen 

Gv ~On~ 

wobei der Index ~ andeuten soil, dass die Erstreckung des Produktes fiber 

alle vermSge G~ mit ~e bzw. o ~quivalenten Punkte s~attfinden soll, ausgeschlossen 

~2 u n d o .  

Da die Gruppe G,. im Inneren und auf der Peripherie des Einheitsk'reises 

eigentlieh diskontinuierlich ist, bemerken wir sofort, dass das angesetzte unend- 

liche Produkt absolut und gleichm~ssig konvergent ist, und zwar in der ganzen 

Ebene mR Ausnahme der oben erwiihnten unendlich vielen diskreten Grenzpunkte 

auf dem Einheitskreise. Ferner bemerken wir, dass die dargestellte Funktion 

innerhalb ~4, nur ffir ~.~-~o versehwindet und dort die AbleRung I hat, dass sie 

ferner innerhalb A, nur ffir ~.~ ~ or und zwar erster Ordnung unendlich wird, 

n~mlich, wenn w,,' die mit 00 iiquivalenten Werte durchl~iuft, wie 

r 

t v I 

__ I~ �9 

Auf den Intervallen des Einheitskreises, in denen der Bereich -4~ den Einheits- 

kreis durchstSsst, nimmt die Funktibn nut  Werte  yon konstantem absolutem 

Betrage an, n~mlich dem Betrage 

I 

G~, 

Hieraus ergibt sich weiter unter Anwendung des analytischen Spiegelungsprinzips, 

dass die dargestellte Funktion in symmetrischen Punkten des Bereichs A~ immer 

Werte annimmt, die bezfiglich des Kreises vom Radius Q~ symmetrisch sind. Be- 

merken wir wei~er, dass die Funktion, wie das unendliche Produkt lehrt, bei 

Ausfibung einer elliptisehen Erzeugenden sieh offenbar h5chstens um einen kon- 

stanten Faktor ~ndern kann, so finder man unter Benfitzung der erw~ihnten 

Symmetrieeigenschaf~, dass die Funktion in symmetrischen Punkten der .4~ be- 

grenzenden Orthogonalkreise identisehe Werte annehmen muss, n~mlieh solche, 

deren absoluter Betrag gleich Q~ ist. Dies bedeutet nun aber, dass die Funktion 
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gegenfiber den elliptischen Erzeugenden und folglich gegeniiber der ganzen Gruppe 

G~ automorph isk 

Betrachten wir nunmehr zun~chst den einfachen Fall, dass die v begren- 

zenden Kreise des Bereichs A~ vSllig getrennt liegen, d. h. dass keine zwei der- 

selben sich berfihren, so ergibt sich aus den erkannten Eigenschaften der Funk- 

tion, dass diese Funktion eine eineindeutige konforIne Abbildung des Bereichs 

A~ auf ein gewShnliches Riemannsches Fl~chenstfick leistet, das nur endlich- 

vielbl~ttrig sein kann, ferner den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt  

nur einfach bedeckt, sch!iesslich seine gauze Begrenzung fiber der Peripherie des 

Kreises mit dem Radius Q~ liegen hat. Hieraus folgt, dass dieses Riemannsche 

Fl~chenstiick iiberhaupt einbl~ttrig sein muss und dass seine Begrenzung nur 

yon v getrennten Schlitzen gebildet sein kann, die fiber der Peripherie des er- 

W~hnten Kreises verlaufen. Die Funktion leistet demnach die konforme Abbildung 

eines symmetrischen v-fach zusammenh~ngenden Kreisbereichs auf einen ebenfalls 

symmetrischen Schlitzbereich. 

Eine besondere Priifung erfordert jedoch das bei unserm Problem wesentliche 

Vorkommnis, dass manche der begrenzenden Kreise yon A~ sich berfihren. Das 

Allgemeine ist hierbei, dass die Kreise tells einzeln vorkommen, tells in Ketten 

zusammengehSrender geordnet sind, die sich der Reihe nach beriihren. Betrach- 

ten wir einen yon zwei sich berfihrenden KreisbSgen gebildeten parabolischen 

Zipfel. Zur Untersuchung des Verhaltens der Funktion ~ (~) im Zipfeleckpunkt 

konstruieren wir einen die Peripherie des ~2-Einheitskreises daselbst yon innen 

berfihrenden kleinen Kreis /~. Ein Bogen b dieses Kreises verbindet dann zwei 

Punkte der den Zipfel bildenden Kreise. Die Schwankung der Funktionswerte 

auf b ist nun eine GrSsse, ~ie zugleich mit dem Radius yon /c unendlich klein 

wird, wie man auf ganz dieselbe Weise erkennt, wie friiher (No. I5)das Verhal- 

ten der Funktion ~ (~1) in den parabolisehen Zipfeln. Dann kSnnen wir abet im 

vorliegenden Falle folgendermassen welter schliessen. Der Zipfel wird zun~chst 

durch elementare Abbildung auf die Fl~che eines gestreckten Winkels fibertragen. 

Die Funktionswerte ~ (~) werden sodann in Abh~ngigkeit yon der definierten 

lokalen tIilfsver~nderlichen betrachtet. Die entstandene neue Funktion nimmt 

auf den beiden Schenkeln des gestreckten Winkels Werte des festen absoluten 

Betrages Q,~ an  Das vorher gewonnene Resultat fiber die Schwankung der Funk- 

tionswerte auf dem Bogen b zeigt nun welter, dass die fibertragene Funktion 

sich im Scheitel des gestreckten Winkels nur bestimmt verhalten kann; und zwar 

kann sie dort nur einen Wert  vom absoluten Betrage Q~ annehmen. Durch An- 
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wendung des Spiegelungsprinzips folgt sehliesslieh, dass die fibertragene Funl~ion 

um den Scheitelpunkt des gestreckten Winkels herum eindeutig ist, yon da aus 

weiter, dass sie sich im Scheitelpunkte regular verhiilt. Die damit gewonnene 

Einsicht gestattet nunmehr den Schluss, dass die Funktion q% (~.,)den Bereich A~ 

einschliesslich seiner Grenze auf ein gewShnliches Riemannsches Fli~chenstfick 

fibertriigt, das den Nullpunkt und den Unendlichpunkt nur einmal enth~lt. Denkt 

man sich der Symmetrie der Begrenzung entsprechend eine Verheftung des er- 

w~ihnten Riemannschen Fli~chenstfickes vorgenommen, so entsteht eine geschlos- 

sene Riemannsche Fliiche, die nur einbliittrig sein kann. Es vermittelt also ~0, (~) 

eine Abbildung des Bereiches .4, auf einen schlichten Bereich, dessen Begrenzung 

yon endlich vielen getrennten Schlitzen auf der Peripherie des Kreises vom Ra- 

dius ~ gebildet wird. Diese Schlitze sind entweder gewShnliche Schli~ze oder 

solche mit Teilpunkten, die den Zipfeleckpunkten des Bereichs 2t~ entsprechen. 

2 5. Fundamentalabbildu,g des Bereiches A dutch die Grenzfunktion lim ~ (~.0). 

Gewin,ung der GrSsse >)~l(z) iiber S,,. Wir betrachten nunmehr die Funktion 

[ 

G 0)u 

wobei im letzteren Ausdruek das unendliehe Produkt im Sinne des dureh den 

vorhergehenden pritzisierenden husdruek bestimmten Grenzfibergangs yon G, zu G 

als ein bedingt konvergentes Produkt aufzufassen ist, w~hrend der Index n im 

letzten Ausdruek die Erstreekung fiber alle vermiige G mit ~2 bzw. Null iiquiva- 

lenten Werte exel. ~,~ und Null selbst andeutet. 

Dass die aufges~ellte Funktion fiberhaupt sinnvoll definiert ist, ist selbs~ zu 

begriinden. Es kommt darauf an, sie fiir das Gebiet A = lira A, als existierend 

naehzuweisen und zu zeigen, dass sie dieses Gebiet auf das volle Innere eines 

Kreises abbildet. 

Das Gebiet A,+I is~ Teilbereieh des Gebietes A,, was wir aueh so sehreiben 

A ~ > A 2 > A 3 > . . .  > A > K ,  

indem wir zugleich andeuten, dass alle Bereiche A~ und auch der Bereich A selbst 

eine Kreisfliiche K mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und einem Radius der 
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L~nge Q < I a[s Teilbereich enthalten, was evident ist. Da ulle A, ausserdem 

Teilbereiche der ~e-Einheitskreisflgche sind, ergeben sich nunmehr aus den durch 

die Funktionen ~ (~2) yon den Gebieten A~ geleisteten Abbildungen die Ungleich- 

heitsbeziehungen 

I >~)i~2~)3~'', ~ .  

Wir ffigen noch eine weitere Bemerkung hinzu. Es ist ~ in A, reguliir. 

Diese Funktion nimmt auf der Begrenzung yon A~ nut  Werte an, deren absoluter 

Betrag > Q = e  ist. Diese Beziehung erstreckt sich wegen der erw~hnten Regu- 
I 

larit~t auch uuf das Innere yon A~ und liefert fiir die Kreislinie vom Radius Q 

den Satz, dass die Punkte dieser Kreislinie bei der Abbildung fiir al lev uusserhalb 

eines Kreises vom Radius e s bleiben. (*) 

Wir setzen 

lim Q , = Q , <  I" d. i. Q , =  lim ~ ' I GI[ ' I 

im Sinne eines bedingt konvergenten Produktes. Wi t  behaupten nunmehr, dass 

die Grenzfunktion lira ~ (~2) existiert und das Inhere der Fl~che A eineindeutig 

uuf das ganze Innere der Kreisfl~che K ,  mit dem Radius Q, abbildet, wobei noch 

Q,>Q anzumerken ist. S~mtliche Funktionen ~0~ (~) sind innerhalb A eindeutig 

und regular definiert, dazu beschr~nkt, da ihre Werte dem absoluten Betrage nach 

unterhalb I bleiben, man kann also eine im Innern yon A gleichm~ssig kon- 

vergente Folge herausgreifen. Deren Grenzfunktion kann keine Konstante sein, 

weil die Ableitungen der einzelnen Funktionen an der Nullstelle den Wer t  I haben. 

Verfolgen wir die Funktionswerte ~0~ (~) fiir die ausgew~hlte Indexfolge, so be- 

merken wir, class wegen A~+I<A~ die absoluten Betr~ge der betrachteten Werte  

mit wachsendem Index abnehmen, ferner, class wegen I ~  (~)1 <e~ fiir den Grenz- 

wert ein absoluter Betrag unterhalb 0, sich herausstellen muss. Dies bedeutet, dass 

die Grenzfunktion eine eineindeutige konforme Abbfldung des Inneren yon A auf 

ein Teilgebiet T des Kreises K ,  leistet. Dass dieses Teilgebiet mit dem ganzen 

Inneren der Fl~iche K ,  identisch sein muss, ergibt sich nun weiter (lurch Be- 

trachtung der Umkehrungsfunktionen der ausgew~hlten Folge. Diese Umkehrungs- 

funktionen existieren n~mlich alle innerhalb K ,  und leisten fiir alle Indexwerte 

>% eineindeutige Abbildungen der Fl~iche K ,  auf Teilgebiete von A,. o. Die Grenz- 
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funkti0n der  Umkehrungsfolge wird demnach den inneren Punkten der Fliiche 

K .  nur inhere Punkte yon A,.o, daher wegen der freien W~hlbarkeit yon v o nur 

innere Punkte yon A eineindeutig entsprechen lassen. Das ist aber mit dem 

vorher gewonnenen Ergebnis nur dann vereinbar, wenn man die IdentitKt des 

Teilbereiches T m i t  der Fl~che K ,  annimmt. 

Somit leistet die betrachtete Grenzfunktion eine Abbildung des Gebietes A 

auf die Kreisfl~che K .  unter der Nebenbedingung, dass der Nullpunkt sich selbst 

entspricht und die Ableitung im Nullpunkt den Wert  I hat. Dadurch ist die 

Grenzfunktion eindeutig bestimmt, und wir kSnnen nachtr~glich schliessen, dass 

nicht nur die ausgew:,thlte Funktionenfolge, sonderu die Funktionenfolge der 

q~, (~e) unmittelbar gleichm~issig gegen die betrachtete Grenzfunktion konvergiert. 

Wie steht es mit der Konvergenz auf dem Rande yon A, und wie mit dem 

analytisehen CharakCer der Grenzfunktion auf dem Rande? Zur Untersuchung 

dieser Fragen fassen wir die Orthogonalkreisbogenziige ins Auge, die den Bereich 

Ak begrenzen. Durch die FunkCion ~k (~,_,) werden diese Ziige regular auf die 

Peripherie eines Kreises mit dem Radius Qk iibertragen, wobei die Regularit~t in 

den parabolischen Zipfeln im oben definierten fibertragenen Sinne zu verstehen 

ist. Nunmehr betrachten wir die Funktionen ~,. (~-2) Iv>k] als Funktionen der 

GrSsse q~k (~), definiert in einem Bereiche Bk, der das Bild von A vermSge q~k (~) 

ist. Dann bemerken wir die MSglichkeit, die so aufgefassten Funktionen fiber 

die oben eingefiihrten Peripherieintervalle analytisch fortzusetzen und zugleich 

die MSglichkeit, auf Grund des Spiegelungsprinzips fiir diese Funktionen eine 

obere Schranke aufzustellen, die nicht nur in B~., sondern auch fiir Teile ausser- 

halb des Kreises Kk gilt, die an die erw~hnten Peripherieintervalle anstossen 

(siehe (*) tier vorigen Seite). Die Konvergenz kann daher auch fiir diese weiteren 

Gebiete geschlossen werden und liefert so die behauptete Regularitiit der Grenz- 

funktion auf den genannten Peripherieintervallen und damit auch auf den Ak be- 

grenzenden Orthogonalkreisbogenziigen. Dabei ist k beliebig w~hlbar. 

Die gewonnene GrSsse q~ (~_~) ist wesentlich die GrSsse, welche die Funda- 

mentalabbildung der Fl~che S' leistet, nur mit der Modifikation, dass die Ab- 

bildung nicht auf den Einheitskreis, sondern auf die Kreisfl~iche vom Radius Q. 

erfolgt. Wir wollen deswegen 

- 

setzen. 
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26. Ubergang yon der GrSsse >>~(z) iiber S>> zur GrYsse >>~ (z) iiber S>; ver- 

mittelst eines absolut konvergenten unendlichen Produlctes. Wir hatten oben die 

Aufschneidung der Fl~iche S bzw. S' zu einer einfach zusammenh~ngenden Fl~iche 

S o' vorgenommeu. Die gefundene Funktiou ~ (z) bewirkt offenbar eine eineindeutige 

t~bertragung der Fl~che So' auf einen Fundamentalbereich q)0' im ~l-Einheitskreise, 

dessen Randsubstitutionen tells yon Querschnitten Q herrfihren und dann hyper- 

bolische Substitutionen sind, tells yon den Einschnitten Q' herriihren und dann 

parabolische Substitutionen sind. Diese Substitutionen zusammen bilden das 

Erzeugendensystem einer Gruppe G', durch deren Vermittlung der Bereich (Po' in 

unendlich viele Bildbereiche iibergefiihrt wird, die zusammen eine voltst&ndige 

Erffillung des ~t-Einheitskreises liefern. Die Bilder der Linien Q und Q' sind 

Querschnitte des ~-Einheitskreises, die in bestimmten Punkten der Peripherie des 

Einheitskreises endigen. 

Um yon der Gr5sse ~1 zur Gr5sse ~ des Bereichs S zu gelangen, die die 

Fundamentalabbildung des Bereichs S ohne Relativverzweigung leistet, haben 

wir nun ~hnlieh zu verfahren, wie frfiher in No. 13 ft. Wir denken uus die zu S 

gehSrende einfach zusammenh~ngende t~berlagerungsfli~che S (~) ohne Relativver- 

Zweigung gebildet. Die Fl~che S r entsteht aus S durch relutionenfreie Zu- 

sammenffigung unendlich vieler Exemplare der einfach zusammenh~ngenden Fl~tche 

So, die ihrerseits aus S durch alleiniges Ziehen der Querschnitte Q entsteht. Auf 

der Fl~che S (~) ist die Funktion ~l(z) verzweigt, n~mlich in den unendlich 

vielen Punkten, die den endlich vielen Ausgangspunkten der Querschnitte Q' 

entsprechen. Um einen eindeutigen Zweig der GrSsse ~1 (z) auf S (| zu isolieren, 

haben wir die Einschnitte Q' in allen relativen Bl~ttern der Fl~che S (~) gezogen 

zu denken. Die so entstehende Fl~che wird durch den Grundzweig der Funktion 

~>~1 (z) fiber S(~)>> auf ein gewisses einfach zusammenh~ngendes Gebiet innerhalb 

des ~-Einheitskreises abgebildet, das aus @o' dureh Ausiibung aller Substitutionen 

einer Gruppe entsteht, die die erw~hnten hyperbolisehen Randsubstitutionen des 

Bereichs O 0' zu Erzeugenden hat. Der so gewonnene Bereich ist ein Teilbereich 

des ~l-Einheitskreises, der unendlieh viele parabolische Bezugssubstitutionen aufweist. 

Jede dieser Bezugssubstitutionen ordnet zwei in einem Peripheriepunkte des ~l-Ein- 

heitskreises einander beriihrende, orthogonal auf den Einheitskreis selbst auftreffende 

Linien einander zu. Diese unendlich vielen Linienpaare sind voneinander vSllig 

getrennt. Die unendlich vielen parabolischen Bezugssubstitutionen erzeugen eine 

Gruppe [', die auf  der Peripherie des Einheitskreises eigentlich diskontinuierlich ist. 

Man kann mit Bezug auf diese Gruppe ohne weiteres das absolut konvergente Produkt 
15--26404.  Acta mathematica. 50. Imprim6 le 10 juin 1927. 
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in Ansatz bringen und yon diesem Produkt beweisen, dass es eine Funktion 

darstellt, die den betrachteten Bereich in der Weise eineindeutig auf das Innere 

eines endlichen Kreises abbildet, dass dabei bezogene Punkte des Bereichs in 

iden~ische Punkte iibergehen. Damit ist aber, abgesehen yon einem konstanten 

positiven Faktor, die GrSsse ~ des Bereichs S gewonnen. Die Einzelheiten der 

Beweisfiihrung der erwiihnten Abbildung verlaufen analog dem Beweise in No. I4 ft. 

Die Gruppe wird als Grenze yon N~iherungs~'uppen betrachtet, die eine wachsende 

Anzahl der unendlich vielen parabolischen Randsubstitutionen des Bereichs als 

Erzeugende haben. 

27. Bestimmu~g der Funktio~ ~ .~ (z) iiber F)> als Grenzfi~ktion lira ~(")(z) der 

Hauptuniformisiere~den ~(")(z) iiber S,>>. Die Fl~che F' ,  d. i. unsere in den Un- 

endlichpunkten und den Windungspunkten punktierte allgemeine offene Fl~iche F, 

wurde oben als Grenze yon Spezialn~iherungsbereichen S,  dargestell~. Wir sind 

nach dem u in der Lage, fiir den Bereich S, die Fundamentalab- 

bildung zu leis~en. Ist 0 ein fest gewi~hlter Punk~ in S~, so wollen wir die zu 

S, geh5rende Hauptuniformisierende ~(")(z) so normiert denken, dass die Ableitung 

dieser Funktion im Punkte 0 den Wert  i erh~lt, wiihrend sie selbs~ im Punkte 0 

im Grundzweige verschwindet. 

Die zu Sn gehSrende einfach zusammenh~ngende ~berlagerungsfl~che ohne 

Relativverzweigung werde mit S(n =) bezeichnet. Es ist dann sofort zu sehen, dass 

die Fl~che ~ )  ein Teil der Fliiche S(~+)~ is~ und dass bei unbegrenz~ wachsendem 

n aus der Fl~che S(~ ~) die F1Kche F '(=) entsteht, n~mlich die zur Fliiche F '  ge- 

hSrende einfach zusammenhi~ngende (~berlagerungsfl~che ohne Relativverzweigung, 

d. i. zugleich die zu F gehSrende einfach zusammenhiingende tJberlagerungsfl~Lche 

mi~ lauter Windungspunkten unendlich hoher Ordnung in den PunkCierungss~ellen 

der Fl~iche F 

Die in der oben angegebenen Weise normierten Funktionen ~(")(z) bilden eine 

konvergente Funktionenfolge. Sie leisten niimlich die konforme Abbildung yon 

wachsenden einfach zusammenh~ngenden Teilbereichen der Fl~iche I ,~(| n~mlich 

der Bereiche S(~ ~) auf Kreisfl~ichen mit wachsendem Radius. Es kommt daher 

der Konvergenzbeweis der No. 5 in Betracht.. Die Grenzfunktion ist eine Funk- 

tion ~ (z), n~mlich die Hauptuniformisierende der Fl~iche /" '  oder, was dasselbe 
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ist, diejenige relativ verzweigte Uniformisierende der Flfiche F,  die in den Punk- 

tierungspunkten der Fl~che 1,' und nur in diesen relative Verzweigungspunkte und 

zwar si~mtlieh yon unendlieh hoher Ordnung hat. Somit bleibt nur noch der Uber- 

gang yon der GrSsse "~ zur GrSsse ~ ohne Relativverzweigung zu machen. 

28. Ubergang yon der Grb'sse >>~1 (z) iiber F>) zur gesuchten Hauptuniformisie- 

reuden >>~(z) iiber F~> mittels unendlicher Produkte. Betrachten wir zun~chst den 

allgemeinen ~'all. Die Fl~che F wurde oben als Grenze von Hauptn~herungsbe- 

reichen F~ dargestellt. Diese Hauptn~herungsbereiche enthalten die Punktierungen, 

durch die die Fl~che F in die Fl~che F '  verwandelt wird. Wir  werden, um den 

(~bergung yon ~1 zu ~ zu machen, nach Analogie des Verfahrens bei den geschlosse- 

nen Riemannschen Fl~chen vorgehen. Dus bedeutet, dass wir zun~chst eine zweck- 

m~ssige Zweigisolierung der Funktion >>~l(z) fiber F(~)>> vornehmen. Die Fl~iche 

F (~) kann uls Grenze einfuch zusammenh~ngender N~herungsbereiche dargestellt  

werden. Solche N~herungsbereiche erhalten wir uus den Fl~chen ~'(| , d. i. den 

einfach zusammenh~ngenden (~berlagerungsfl~chen der F~ ohne Relativwindungs- 

punkte. Die einze[ne F(~ | entsteht nfi.mlich aus der pag. 97 hergestellten Fn durch 
0 

relationenfreie Zusammenffigung unendlich vieler Exemplare derseiben. Wir  wollen 

diesen (Tberlugerungsprozess bei der Fl~iche F,~ jedoch nicht i. inf. ausgefiihrt 

denken, vielmehr bei der n-ten Stufe abbrechen. Die einzelnen Stufen dieses 

Prozesses denken wir uns gewonnen, indem wir zun~chst an jede Querschnittseite 

von F~ je ein ~euexemplur F,~ ~nbringen (1. Stufe), darauf an ~ede Querschnitt- 

seite der gewonnenen Fl~che ~7[J ) wieder je ein Neuexemplur F,~ (2. Stufe), darauf 
0 

an jede Quersehnittseite der neugewonnenen Fl~che F~  ) wieder je ein Neuexem, 

plar F,o~ (3. Stufe) u.s.w. Die in n-ter Stufe gewonnene Fl~che werde entspre- 

chend mit F(,~ '~) bezeichnet. Da die Fl~che o-ter Stufe, d. i. F,~ selbst, in einer 
0 

fortlaufenden Aufschneidung der Fl~che /~' zur Fliiche F o gewonnen wurde, ist 

klar, dass jede der Fl~ehen F~ ~ in der folgenden als Teil enthalten ist. Auf der 

Fl~che F~: ~) wiederh01en sich die Punktierungen der Fl~che F in jedem relativen 

Blatt. Es ist klar, dass jede Fl~che F~[ ~) nur endlich viele Punktierungen ent- 

h~lt. Man kann nun offenbur uuf der Busis der sich allm~hlich erweiternden 

Fl~chen F~ ~) [n = I, 2, 3 . . . .  ] eine etw~ in einer Punktierung yon F~ ~) beginnende 

Linie konstruieren, die allm~hlich alle Punktierungsstellen der F (| aufnimmt. 

Diese Linie 1 ist als eine sich selbst nicht wiedertreffende Linie auf F (~) zu ver- 

stehen, die aus jedem noch so welt gew~hlten inneren Teilbereich yon F (| heraus- 

tritt, oder, wie wir auch sagen, dem (idealen) Runde yon F(| zustrebt. Die l~ngs 
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1 aufgeschnittene F (| w.erde schliesslich mit Fi ~)' bezeichnet. Die Fl~che F '(~) 

entsteht aus ihr durch relationenfreie Zusammenfiigung unendlich vieler Exem- 

plare liings den unendlich vielen Teilstiicken, in welehe die Linie l durch die 

Punktierungsstellen zerlegt wird. Denn die solcherweise g~bildete einfach zusam- 

menh~ngende Fl~iche ist offenbar aueh einfach zusammenhiingend und hat in allen 

Punktierungsstellen nur Windungspunkte unendlich hoher Ordnung, f~llt also 

mit der Fl~che F '(~) tatsiichlich zusammen; was wir in der Formel ausdriicken 

kSnnen: 

~.(~ ),(~ ) == F'l~ ). 

Die Funktion ))~ (z) fiber F(~))) entwirft yon der Fl~iche I~ ~)' ein schlichtes 

Abbild ~ im ~l-Einheitskreise, das die Gestalt eines yon einem unendlichen Po- 

lygonzuge, evt. unter Hinzunahme eines Peripherieintervalles, gebildeten Funda- 

mentalbereiches hat, dessen dem Polygonzuge angehSrende Seiten paarweise auf- 

einander bezogen sind und der, abgesehen yon einem einfachen parabolischen Zipfel, 

unendlich viele zweigliedrige parabolische Zykeln aufweis~. Die Randsubstitu- 

tionen des Bereiehs ~ erzeugen eine Gruppe /:, die nur dann auf der Peripherie 

des ~-Einheitskreises eigentlich diskontinuierlieh ist, wenn das erw~hnte ~ mit- 

begrenzende Peripherieintervall sich nicht auf einen Grenzpunkt .Q reduziert. Wir 

k5nnen jetzt offenbar, wie im Falle der algebraischen Funktionen, durch Bildung 

eines unendlichen Produktes die Abbildung des Gebietes ~ auf die Fl~che des 

Einheitskreises, evt. auf die ganze unendliche Ebene bewirken, womit die Variable 

der Fl~tehe F gewonnen ist. Die Konvergenz des genannten unendlichen Pro- 

duktes ist immer dann eine absolute und unbedingte, wenn die Abbildung yon 

F auf eine endliche Kreisfliiche erfolgt, also jedenfalls stets, wenn die Zusam- 

menhangszahl yon F grSsser oder gleich 3, insbesondere gleich ~ i s t . . - -  

Einige niedere FSlle mfissen noch besonders besprochen werden.  Das sind 

nitmlich die Fi~lle, in denen die Anzahl der Punktierungsstellen der F (| nicht 

unendlich gross, sondern endlich ausfiillt. 

Zuniichst kann es sein, dass die Fliiche F fiberhaupt keine inneren Win- 

dungspunkte oder inneren Unendlichpunkte hat. In diesem Falle ist die Variable 

~1 bereits die Variable ~ selbst. Wenn dieser einfachste Fall nicht vorliegt, so 

entsteht F '  aus F durch tatsi~chliche Einfiihrung yon Punktierungsstellen. Wird 

nun die Zusammenhangszahl der Fliiche F ~ 2 angenommen, so ist F (~) relativ 

zu F unendlich-vielbl~ttrig, sodass F (~) jedenfalls unendlich viele Punlrtierungs- 

stellen erhiilt. Es bleibt also nur fibrig, den Fall zu untersuchen, dass F einfach 
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zusammenh~ngend is~ und duss die Anzahl der inneren Windungspunkte und 

Unendlichpunkte endlich isL Der einfachste Full ist dann der, wo nur eine 

Punktierungsstelle da ist. In diesem Falle gelungen wir offenbur durch Anwen- 

dung einer Exponentialfunktion yon der GrSsse ~l zur GrSsse ~. 

Liegen mehrere Punktierungsstellen innerhalb der einfach zusummenhgngen- 

den F vor, so wollen wir zun~chst eine geschlossene Linie L innerhalb F kon- 

struieren, die alle Punktierungsstellen umschliesst. Sodann verbinden wit die 

Punktierungsstellen mit der Linie L durch einen fortlaufenden, in einer der Punk- 

~ierungsstellen beginnenden und alle weiteren in irgend einer l~eihenfolge aufneh- 

menden Einschnitt c. Diese Linie c denken wir uns weiter durch das Aussere 

yon L fortgesetzt als eine Linie c', die der (idealen) Grenze yon F zustrebt. Es 

sind nun zwei F{ille zu unterscheiden. Im ersten Palle ist die der GrSsse ~l zu- 

kommende zu L geh5rende Umlaufssubstitution eine hyperbolische Substitution, 

im zweiten Pulle eine parabolische Substitution. 

Im ersten Falle kSnnen wit das gunze yon L nach innen zu abgegrenzte 

Teilgebiet yon F mittels einer Potenzfunktion der GrSsse ~ auf ein zweifach 

zusammenh/s schlichtes Gebiet abbilden, das nach aussen vom Einheits- 

kreis, nach innen yon einer geschiossenen Linie _// als Bild der Linie L begrenzt 

wird. Dem Auftreffpunkt der Linie c auf L entspricht ein Punkt  der Linie .4, 

den wir jetzt durch eine Linie 7" mit der Peripherie des Einheitskreises als Aus- 

sengrenze des erw~hnten zweifuch zusammenhingenden Gebietes verbinden. 

Der Linie 7" entspricht auf F eine Linie c", die wir anstelle der Linie c' treten 

lassen. Das Bild der l{s den Linien c + c" aufgeschnittenen F in der ~,-Ebene 

wird nun ein Bereich W, dessert Begrenzungsseiten uIle in ganz bestimmten ge- 

trennten Punkten der Peripherie des Einheitskreises endigen. Yon dieser Figur 

kSnnen wir ohne weiteres dutch ein unendliches absolut konvergentes Produkt 

den Ubergang zur sch/ichten endlichen Kreisfl~che machen, wobei den bezogenen 

Rrmdpunk~en des Bereichs identische Punkte entsprechen. Es h ~  sich ~lso ge- 

zeig~, d~ss im ersten F~lle die Vuriuble ~ direkt durch ein absolug konvergen~es 

Broduk~ uus ~t gewonnen wird. 

Im zweiten Fulle ergibt sich uls Bild der l~Lngs c + c' aufgeschni~tenen Fl~Lche 

/7 ein Bereich W mit einem geschlossenen Polygonzuge uls Begrenzung. Mun 

bemerkt nibnlich, dass uls ~rBild der Linie L in W eine offene Linie Z entsteht, 

die bei Ausiibung der zu L gehSrenden pur~bolischen Substitution und deren 

positiven und negutiven Potenzen eine Linie Z' innerhrdb des Einheitskreises lie- 

fert, die mi~ ihren beiden Enden in einem und demselben Punkte des Einheits- 
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kreises miindet, n~mlich in dem Fixpunkte der parabolischen Substitution. In 

dem yon dieser Linie abgegrenzten einfach znsammenh~ngenden Teile der Ein- 

heitskreisfl~che verlaufen offenbar die beiden aufeinander bezogenen c' en~spre- 

ehenden Seiten yon W, die somit auch in dem erw~hnten Fixpunkte endigen. 

Man sieht, dass jetzt die Methode der unendlichen Produktbildung nicht unmit- 

telbar anwendbar isk Dagegen kann man nach Analogie eines in No. I8 ange- 

wandten Verfahrens zum Ziele gelangen: Bestimmung der Gr5sse log ~ bei pas- 

sender Normierung yon ~ vermSge eines bedingt konvergenten unendlichen Pro- 

duktes. Als Querschnitt (2,' wird man jetzt zweckm~issig etwa den Teil der Linie 

c + c' beniitzen, der die letzte Punktierungsstelle yon F mit dem (idealen) Rande 

yon F verbindet. Es diirfte iibertliissig sein, noch weitere Erl~uterungen zu 

geben. Die schliesslieh gefundene Gr5sse e~~ leistet im betrachteten Falle 

eine Abbildung der Fl~che F auf die ganze Ebene exel. des unendlich fernen 

Punktes. 

2 9. Ei~e mSgliche Modifikatio~7 des e~twickelten U~iformisierungsbeweises. 
Unsere in diesem Teile der Abhandlung befolgte Beweismethode gestattet eine 

nahe liegende erw~ihnenswerte Modifikation. Man kann ni~mlich start, wie oben, 

die Fl~iche h* durch Spezialbereiche S,, zu approximieren, auch die einfach zusam- 

menh~ngende FIRche F '(~) durch nun ebenfalls einfach zusammenhgngende Spe- 

zialbereiche Sn approximieren. Die zu diesen S,~ geh5renden Hauptuniformisie- 

renden ~(")(z) vermitteln dann eineindeutige Abbildungen der S,~ auf Kreisfl~tehen. 

Durch den Grenziibergang n -~  ~c gewinn~ man wieder die verzweigte Unifor- 

misierende >>~1 (z) fiber F~).  Der Ubergang yon dieser GrSsse zur gesuehten 

Hauptuniformisierenden ,)~(z) fiber F~ ist darnach in der alten Weise zu bewerk- 

stelligen. 

Man kann daran denken, die Fli~che F (~) direkt durch einfach zusammen- 

hiingende Spezialbereiche zu approximieren. Dann muss man jedenfalls Spezialbe- 

reiche mit bewegliehen inneren Windungspunkten beniitzen, welch letztere sich 

den im allgemeinen mit irrationalen Koordinaten behafteten Windungspunkten 

yon F (~) allm~hlich n~ihern. Aber dann bleiben doch die Unendlichpunkte der 

Fliiche F (~) ausserhalb und geben daher nach wie vor zu Punktierungen Anlass. 
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VIERTER TEIL. 

Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. 

30. Begriff der triangulierten idealen Riemannschen Flh'che und der allge- 

meinen Riemannschen Mannigfaltigkeit. Das analytische Gebilde und die Rie- 

mannsche Fl~che fallen unter einen allgemeinen Begriff, den der Riemannschen 

Mannigfaltigkeit. 

Um den Begriff der allgemeinen Rieman~schen Mannigfaltigkeit rein funk- 

tionentheoretisch zu definieren, erkl~ren wir zun~chst, was wir unter einer h'ian - 

gulierten idealen Rieman~schen Fliiche verstehen wollen. Wir  denken uns endlich 

oder unendlich viele schlichte Dreiecksfl~ichen in der z-Vollebene gegeben, deren 

jede einzelne yon drei in den Eckpunkten selbst eventuell unter AufhSren des 

analytischen Charakters bestimmt endigenden regul~ren analytischen Linien 1 be- 

grenzt wird ,  die ferner untereinander durch regul~re analytische Bezugstransfor- 

mationen zwischen den Seiten zu einer idealen Einheit verschmolzen sind gem~ss 

folgenden genaueren Bestimmungen: Jede SeRe eines der Dreiecke ist mit einer 

gewissen Sei~e eines anderen Dreiecks und mit dieser dutch eine regul~re, 

in den Endpunkten jedenfalls noch stetige Transformation verkniipft, die die eine 

Seite in die andere iiberfiihrt. Dabei muss, wenn man die erste Seite so durch- 

laufen denkt, dass die zugehSrige Dreieckfl~iche zur linken liegt, die andere SeRe 

entsprechend der gedachten Verkniipfung so durchlaufen werden, dass ihre Drei- 

ecksfl~iche zur Rechten liegt (Orientierungsbedingung). Weiter soll die Zuordnung 

so beschaffen sein, dass immer nur endiich viele Dreieckseckpunkte vermSge dieser 

Zuordnung in mittelbare Beziehung zueinander gesetzt sind, so zwar, dass es 

mSglich sein soU, die anstossenden geniigend klein zu denkenden Dreieckszipfel 

durch regul~re, in den Endpunkten selbst jedenfalls stetige Transformationen 

(Hilfstransformationen) so zu verlagern, dass dieselben im Bride die volle schlichte 

Umgebung eines Punktes ausfiillen, wobei im Original zugeordne~e Punkte im 

Bilde als identische Punk~e erscheinen sollen (Eckenbedi~gung). 

Die Punkte der zugrunde gelegten Dreiecksfl~chen bilden, sofern wir je zwei 

zugeordnete Seitenpunkte und ebenso ~e einen Zyklus zusammen gehSrender Eck- 

Eine analytische Linie heisse ,,ira Unendlichen reguliir,,, wenn sie beim Ubergang zur reziproken 
Variablen eine im ~ n l l p u n k t  reguli~re Bildlinie ergibt. Die schlichte zweidimensionale Umgebung 
eines regul~ren Punktes  einer regulfiren analytischen Linie  w i r d  durch diese Linie in zwei zu 
einander spiegelbildlich symmef, rische H~ilften zerlegt. Vgl. h iermit  die Fussnote  pag. I52. 
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punkte in der Idee als einen einzigen Punkt  betrachten, eine Punktmannigfaltig- 

keit, die wir als eine triangulierte ideale Riema~sche Fliiche bezeichnen wollen. 

Dieselbe besteht definitionsgems nur aus inneren Punkten. Dies ist unmittelbar 

fiir die eigentlieh inneren Dreieekspunkte zu sehen. Ffir die Randpunkte und 

Eckpunkte der Dreiecke erkennt man es sofort aus dem vorausgesetzten Bestehen 

der Bezugs-bzw. Hilfstransformationen, bei deren Anwendung die Umgebungen 

dieser Punkte zur Evidenz gebracht werden. Das wiehtigste hinzukommende Merk- 

real der triangulierten idealen Riemannschen Fl~iche ist jedoch das Bestehen einer 

Wi~kelbestimm,m~g in allen Teilen dieser Punktmannigfaltigkeit, oder, wie wir 

auch sagen kSnnen, das Bestehen eines vSllig bestimmten Konformitiitsbegriftes 

innerhalb dieser Mannigfaltigkeit, vermSge dessen wir in der Lage sind, von ana- 
lytische~ l:u~ktione,, analytische~ Li~ien u.s.w, i~ einer solchen ~]lannigfaltigkeit 
zu reden. Insbesondere in den Eckpunkten der Dreiecke werden die wahren 

gemeinten Winkel erst nach Anwendung der Hilfstransformationen evident. Ferner 

bietet sich ohne weiteres der Begrift der .4"quivale~z zweier verschiedener gege- 

bener triangulierter idealer Riemannscher Fl~ichen dar. Wir  werden ns 

zwei solche Fl~chen als iiquivalent erkl~iren, wenn sie eineindeutig konform auf- 

einander bezogen werden kSnnen. Es ist leicht von einer triangulierten idealen 

Riemannschen Fl~iche zu einer andern mit ihr ~iquivalenten durch Neuparzellierung 

unter Benutzung der Bezugs- und Itilfstransformationen iiberzugehen. Dieser 

Vorgang macht vSllig deutlich, dass den Randpunkten und Eckpunkten der Drei- 

ecke einer solchen Fl~iche gegeniiber den eigentlich inneren Punkten der Dreiecke 

keine Sonderstellung zukommt. 

Eine Mannigfaltigkeit von Dingen (>>Punkte>> genannt), die eineindeutig zu 

den Punkten einer triangulierten idealen Riemannschen Fl~che in Beziehung ge- 

setzt sind 1, bezeichnen wir als eine Riema~msche Yla~migfaltigkeit, die betreftende 

triangulierte ideale Riemannsche Fl~iche als eine BezugsflSche dieser Mannigfaltig- 

keit. Nach dieser Definition ist jede triangulierte ideale Riemannsche Fls 

ihrerseits eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche ]~lannigfaltig- 

keit besteht nut  aus inneren Punkten; sie ist geschlossen oder often, jenachdem 

ihre ideale Bezugsfl~iche geschlossen oder often ist, d. h. aus endlich oder un- 

endlich vielen Dreiecksfl~chen besteht. Es ist ferner unmittelbar mit der gege- 

benen Definition ein TVink~lbegr(ff, ein Begriff analytischer Funktionen, analy- 

fischer Linien in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit gegeben; desgleichen der 

Begrift der f~quivaleJ~z zweier verschiedener solcher Mannigfaltigkeiten, worunter 

* Siehe die Bemerkung  (*) der E in le i tung  pag. 35- 
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wir e ineindeut ige konforme  Beziehbarkei t  zweier solcher Mannigfa l t igke i t en  auf-  

e inander  zu vers tehen  haben.  1 

3 I. Beispiele Riemannscher Mannigfaltigkeiten: GewShnliche Riemannsche 

Fldchen, analytische Gebilde, ideale Riemannsche Fldchen, ebenflSchige und kugel- 

flSchige Polyeder, lineare Triangelsysteme, analytisch begrenzte Polyeder, analy- 

tische Triangelsysteme, Fu~damentalmannigfaltigkeiten. Unsere  Defini t ion der Rie- 

mannschen  Mannigfa l t igke i t  l~sst sofort  erkennen,  dass die in den vorherge-  

henden  Tei len der  Abhand lung  be t rach te ten  gewShnlichen Rieman~schen Fldchen, 

sofern sie als Punk tmannigfa l~ igke i t en  be t r ach te t  werden,  R iemannsche  Man- 

nigf~l t igkei ten sin& I n  der T a t  kann  m a n  sofor t  eine bel iebige R iemannsche  

Fl~che einer Triangulation (Zerlegung in Dreiecke) un terwerfen ,  wobei die 

inneren W i n d u n g s p u n k t e  endl icher  Ordnung  der  R iemannschen  Fl~che u. a. als 

Eckpunk te  der Tr iangu la t ion  figurieren. ~ a c h  Ausf i ihrung einer solchen Trian- 

gula t ion  sind dann  die e rha l tenen  Dreiecke  mi t  Bezugssubs t i tu t ionen  und Hilfs-  

t r ans fo rma t ionen  ausgestut te t ,  deren erstere sich s~mtl ieh als die ident ische Trans-  

fo rma t ion  darstel len,  w~hrend letztere bekann~lich Wurze l~rans fo rmat ionen  sind. 

Zweitens bemerken  wir  nnmi t te lbar ,  dass jedes analytische Gebilde (z, w), auf- 

gefass t  als die Gesamthe i t  seiner Stellen a lgebra ischen Charakters ,  eine l~iemann- 

sche Mannigfa l t igke i t  ist. Denn  m a n  ha t  sofor t  mi t  der Funk t i on  w (z) die Be- 

z iehungen dieser Mannig fa l t igke i t  zu einer in der  z-Ebene l iegenden Riemann-  

schen Fl~[che, auf  deren P u n k t e  die Stellen des Gebildes e ineindeut ig  bezogen 

sind. 

W i r  b&rach ten  dr i t tens  R iemannsche  Fl~chen mi t  f reien ~ regul~ren Be- 

grenzungstei len,  die paarweise  durch  r egu l i r e  T rans fo rma t ionen  aufe inander  be- 

zogen sind, wobei der  D u r c h l a u f u n g  eines solchen Begrenzungste i les  bei l inks 

l iegendem Bereiche die Durch lau fung  des zugeordneten  Begrenzungste i les  bei 

rechts  l iegendem Bereiche en tspr ich t  (>>Orientierungsbedingung>>). W e r d e n  den 

inneren P u n k t e n  der be t rach te ten  R iemannschen  Fl~che die in solcher Weise  zu- 

geordne ten  Begrenzungspunk te  zugefiigt  gedacht ,  wobei ]edes P a a r  zugeordneter  

1 Der allgemeine Begriff der Riemannschen Mannigfaltigkeit ist von mir zuerst in GStt. iVachr. 
I9O8 , S. 338--339 (Fussnote), explizit formuliert. Weiter erw~hne ich meinen eingangs zitierten Ar- 
tikel in Ann. di mat. (I913) , ferner No. III  der Serie ,Abhandlungen~> (t917), schliesslich WEYL: 
,Die Idee der Riemannschen Eliiche,, (Leipzig, Teubner, I913, pag. IX u. w 6). Geschlossene Riem~nnsche 
Mannigfultigkeiten sind yon KLEIn (Math. Ann. Bd. 2I, I883) betrachtet worden, Betrachtungen, 
die ihrerseits wieder durch RIEMA~ST, SCtI'WARZ, SCttOTTKY wesentlich vorbereitet waren. 

Die Bezeichnung ,,frei,, soll ausdrticken, dass der einen Seite der Linie ein yon weiteren 
Begrenzungspunkten freier Tell der betreffenden Riemannschen Fl~iche angeschlossen ist. 

16 -- 26404. Acta mathematica. 50. Imprim~ le 11 juin 1927. 
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Randpunkte der Riemannschen Fl~che einen Pnnkt der neuen Mannigfaltigkeit 

bildet, so entsteht oftenbar wieder eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, wie durch 

Triangulation der Fls ohne weiteres zu ersehen ist. Dieser Mannigfaltigkeit, 

die geschlossen oder often sein kann, kSnnen unter Umst~nden noch einzelne 

weitere Punkte hinzugefiigt werden. Hat  niimlich die gedachte bisher definierte 

Mannigfaltigkeit einen Tell, yon dem gezeigt werden kann, dass er auf die voile 

schlichte Umgebung eines Punktes 0 excl. diesen Punkt  selbst konform abgebildet 

werden kann, was insbesondere bei endlichen Eckenzykeln vorkommen kann, so 

kann dieser Punkt  0 aus demselben Grunde der Riemannschen Mannigfaltigkeit 

hinzugefiigt werden, aus dem z. B. Windungspunk~e zu einer Riemannschen Fl~iche 

hinzu gedacht werden. Solcherweise definierte Mannigfaltigkeiten, sowie noch 

eine umfassendere Gattung, die man erh~lt, wenn man nicht ein einziges Rie- 

mannsches Fls sondern mehrere ev. unendlich viele ~ugrunde legt, die 

durch Bezugssubstitutionen freier regul~rer Randteile miteinander verkniipft sind, 

wollen wit als ideale Riemannsche ~75che~ bezeichnen. Es ist klar, dass die oben 

eingefiihrten triangulierten idealen Riemannschen Fl~ichen in dem hier erkliirten 

Sinne ideale Riemannsche Fl~ichen sind. Beispiele dieser Art hat man z. B. in 

den yon 2p geschlossenen Linien begrenzten schlichten 2p-fach zusammenh~n- 

genden Bereichen, wenn man die 2p Linien paarweise durch je eine lineare oder 

reguls analytische Substitution mit richtigem Durchlaufungssinn aufeinander 

bezogen denkt. Wird der Bereich so gelagert, dass er den Unendlichpunkt der 

z-Ebene im Innern enth~ilt, so werden bei den genannten Substitutionen die Durch- 

taufungssinne der zugeordneten Kurven vertauscht. Die bekannte mehrbl~ttrige 

Riemannsche Parallelogrammfigur, die in p mit je zwei Translationen behaftete 

parallelogrammatische Rahmen eingespannt ist, ist ebenfalls ohne weiteres als 

ideale Riemannsche Fl~che anzusprechen. 

Wir betrachten viertens riiumliche Fl~chen. Hat  man ein ebe~fllichiges 
zweiseitiges rSumliches t)olyeder endlichen oder unendlich hohen Zusammenhanges, 

so kSnnen wir dasselbe offenbar so triangulieren, dass lauter ebene geradlinig 

begrenzte Dreieckfliichen entstehen. Diese kSnnen wir dann in die z-Eb4ne legen, 

wodurch ein System yon Dreieckfl~chen entsteht, die durch Kongruenztransforma- 

tionen als Bezugssubstitutionen verbunden sin& GewShnliche Eckpunkte einer 

solchen Polyederfl~tche, die yon endlich vielen Seitenfl~chen gebildet werden, lie- 

fern in der z-Ebene endliche Eckenzykeln, die zu einer einzigen Ecke mit einer 

Drehsubstitution zusammengefiigt werden kSnnen, folglich vermSge einer Po- 

tenz mit positiv reellem Exponenten auch auf die schlichte Umgebung eines 
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Punktes 0 iiber~ragbar sind. Die Polyederfl~chen mit Einschluss ihrer gewShn- 

lichen Eckpunkte und Kantenpunkte fallen so aufgefasst unter die Riemann- 

schen Munnigfaltigkeiten. Dasselbe gilt von allen zweiseitigen kugelflh'chigen Poly- 
edern, auch wenn dieselben sich durchs Unendliche erstrecken. In der Tat kSnnen 

wir die einzelnen Seitenflgchen zuniichst einer kreislinigen Triangulation unter- 

werfen und dann die einzelnen Dreiecksfl~chen unter Anwendung r~umlieher 

Inversionstransformationen auf Kreisbogendreiecke der z-Ebene beziehen, die nun 

durch lineare Substitutionen miteinander verbunden erseheinen. Ein solches Sy- 

stem yon Kreisbogendreiecken, das aus endlich oder unendlich vielen Kreisbogen- 

dreiecken besteht, deren s~mtliche Seiten durch lineare Substitutionen gepaart 

sind, unter Einhaltung der >>Orientierungsbedingung~>, wollen wir als ein lineares 
Triangelsystem bezeichnen. Das yon einem kugelfl~chigen Polyeder herriihrende 

Triangelsystem besitzt dann noch die Eigenschaft, (lass jeder endliche Ecken- 

zyklus, wie wir sogleich sehen werden, durch analytische und zwar elementare 

Transformationen auf die Umgebung eines Punktes gebracht werden kann. Die 

yon Polyedern herriihrenden linearen Triangelsysteme sind demnach triangulierte 

ideale Riemannsche Mannigfaltigkeiten. 

Wird ein beliebiges lineares Triangelsystem gegeben, so liefert uns dasselbe 

unmittelbar eine ideale Riemannsehe Fl~che und damit eine Riemannsche Man- 

nigfultigkeit, sofern zun~chst die Eckpunkte der Dreiecke ausgeschlossen werden. 

Es ist eine besondere Frage, wie .ietzt die oben pug. I I9 allgemein als >>Ecken- 
bedingung~> bezeichnete Bedingung lautet. Die Frage l~sst sich leicht beantworten. 

Wir kSnnen die vorhandenen endlichen Eckenzykeln durch lineare Transforma- 

tionen zu einer Ecke vereinigen, deren zwei begrenzende KreisbSgen durch eine 

lineare Substitution verbunden sind. Der Winkel der letzteren Ecke (d. i. die 

Summe der am Zyklus beteiligten Dreieckswinkel) kann dann jede Gr5sse ~ o 

haben. Man iiberlegt sich nun leicht, dass diese Ecke immer dann durch ele- 

mentare Funktionen auf die volle schlichte Umgebung eines Punktes 0 abgebildet 

werden kann, wean die erw~hnte Winkelsumme > o  ist. Oder, f~lls die Winkelsumme 

Null ist, wenn dann die Substitution purabolisch ist, d. i. im Punkte 0 die 

Ableitung I hat, was dann darauf hinaus kommt, dass das Produkt der Vergr5s- 

serungsverh~ltnisse der Bezugssubstitutionen in den Eckpunkten der beteiligten 

Dreiecke im Zyklus den Wert  I ergibt. 

Die Durchfiihrung der elementaren Abbildungen gelingt durch Anwendung 

einer Funktion e x lo~ ~ im ~llgemeinen, wenn n~mlich der Winkel nicht o oder ein 

Vielfaches yon 2 7c ist, d. h. wenn die resultierende Zykelsubstitution elliptisch oder 
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loxodromisch isK Sie gelingt ferner in dem Ausnahmefalle (Winkelsumme o) durch 

Anwendung der Exponentialfunktion. Im Ausnahmefalle eines Winkels 2 k z (k 

ganzzahlig) hat man zu unterscheiden, ob die Bezugssubstitution hyperbolisch oder 

parabolisch ist. Im ersteren Falle kommt man wieder mit einer Funktion e ~l~ 

durch, im zweiten Falle kommt die Substitution Z k +_ log Z~-~z in Betracht. 

Liegt der Fall des Nullwinkels vor und ist die Substitution hyperbolisch, so wird 

durch Anwendung einer Funktion e ~l~ eine Abbildung des Eckenzykels auf die 

Umgebung einer geschlossenen Kreislinie erreicht. Bei der Durchfiihrung der 

Operationen hat man zweckm~tssig den Eckpunkt ins Unendliche zu transformie- 

ten und in den F~tllen, wo die Zykelsubstitution nicht parabolisch ist, den 

zweiten Fixpunkt derselben nach dem Nullpunkt zu verlegen. 

Wir bemerken, dass die oben definierten allgemeinen idealen Riemannschen 

Fl~chen, sofern die Bezugssubstitutionen alle linear sind, offenbar solche Tri- 

angulationen gestatten, durch die sie dem Begriffe der linearen Triangelsysteme 

untergeordnet werden. 

Start ebenfl~chiger oder kugelfl~ichiger Polyeder kSnnen wir auch solche 

Polyeder betrachten, die yon lauter bis in die Kanten und Eckpunkte hinein 

regul~ren und analytischen FIdchenstiicken gebildet werden. Auf Grund des be- 

kannten Satzes, wonach eine geniigend klein zu denkende Umgebung eines belie- 

bigen Punktes einer regul~iren Fl~che unter Zugrundelegung des euklidischen 

Winkelbegriffes fiir die Winkel auf der Fliiche konform auf die Umgebung eines 

Punktes 0 der z-Ebene abgebildet werden kann, ist klar, dass solche Fl~chen unter 

Einbeziehung ihrer Kanten als Riemannsche Mannigfaltigkeiten angesehen wet- 

den kSnnen. 1 Ein solches Polyeder kann offenbar durch ein analytisch begrenztes 

Triangelsystem ersetzt werden, dessen Dreiecksfiiichen yon regul~iren analytischen 

Linien begrenzt sind, die in ihren Endpunkten noch den Charakter algebraischer 

Kurven besitzen und deren Bezugssubstitutionen ebenfalls in den Eckpunkten 

noch den Charakter algebraischer Funktionen besitzen. Bezeichnen wir allgemein 

ein derartiges Triangelsystem als ein a~atytisches Triangelsystem algebraiseheu 
Charakters, so ist wieder die Frage der Eckenbedingung fiir ein solches Triangel- 

system aufzuwerfen. In dieser Beziehung werden wit unten (No. 36) den fol- 

genden Satz beweisen, der insbesondere den Full der yon regul~tren analytischen 

Fl~chen gebildeten Polyeder umfasst: Ist  die Winkelsumme des Eckenzykels > o 

1 Wir werden sp~ter sehen (No. 36), dass man immer auch die Eckpunkte einbeziehen kann, 
sogar, wenn das Polyeder dorg eine rdumliche Spitze darbietet. 
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und ist die Zykelsubstitution, die natiirlich nun auch im Ecl~punkte 0 den Cha- 

rakter einer algebraischen Funt~ion aufweist, eine solche der Form 

z '~-a  z + Glieder hSherer Ordnung, (a ~: o) 

so ist die allgemeine Eckenbedingung erfiillt, der Zyklus also auf die Umgebung 

eines Punktes abbildbar3 Ist aber die Winkelsumme gleich Null, so ist die Ecken- 

bedingung erfiillt, wenn die Zykelsubstitution eine Entwicklung der Form hut 

+ #z (i + ((o))), 

unter k einen rationalen Exponenten > I verstanden, unter ((o)) eine Entwicklung 

algebraischen Churakters, die fiir z -~  o verschwindet, unter fl schliesslich eine 

Konstante, die der Bedingung geniigt 

wobei ~o das Argument der Tangentenrichtung ist, das man gerade hat, nachdem 

man die Ecken des Zykels unter Verwendung der Bezugssubstitutionen zu einer 

Ecke zusammengefiigt hat. 

Eine besonders wichtige Gattung yon Riemannschen Mannigfaltigkeiten bilden 

die durch Fundamentalgruppen definier~en Fundamentalmannigfaltigl~eiten, die wir 

in der folgenden Nummer betrachteu. Ihre besondere Wichtigkeit ergibt sich 

aus dem sparer zu begriindenden Satz, dass .iede Riemannsche Mannigfaltigkeit 

einer uud wesentlich nur einer Fundamentalmannigfal~igkeit i~quivalent ist. Die 

Fundamentalmannigfaltigkeiten sind darnach als die NormalJbrmen der Riemann- 

schen lYIannigfaltigkeiten unter Zugrundelegung unseres ~quivalenzbegriffs zu 

betruchten. 

32. Fundamentalgruppen und Fundamentalmannigfaltigkeiten. Als Funda- 
mentalgruppen bezeichnen wir ulle diejenigen Gruppen linearer Substitutionen 

ohne iufinitesimale Substitutionen, deren Substitutionen in ihrer Gesamtheit entweder 

die ganze ~-Ebene inkl. des Unendlichpunktes (elliptische Fundamentalgruppe)oder 
die ganze ~-Ebene exkI. des Unendlichpunktes (parabolische Fundamentalgruppen) 
oder die Fi~iche des Einheitskreises I ~ I < I [hyperbolische Fundamentalgruppen) in sich 

transformieren und in den genannten Grundbereichen keine Fixpunkte huben. 

1 Vgl.  No. i I I  der  Serie ~)Abhandlungen, , ;  s. w IO ebend~, wo i ibr igens  die Po tenz re ihe  

reguliir ,  n i ch t  n u r  a lgebra i schen  Char~k te r s  angese t z t  ist .  

2 S. die geomet r i sche  D e u t u n g  pag.  I37. 
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Fassen wir eine einzelne FundaIaentalgruppe ins Auge, so wird dieselbe 

einem Punkte des zugehSrenden ))Grundbereichs~), ausser im Falle der allein yon 

der identischen Substitution gebildeten Einhdt~yruppe jedem Punk~e des Grund- 

bereichs unendlich viele mit ihm ~quivalente Punkte zuordnen, die entsprechend 

den verschiedenen Substitutionen der Gruppe ebenfalls alle voneinander verschie- 

den sin& Ein so definier~es System i~quivalenter Punkte definieren wir jetzt als 

einen ~Punkt~ der durch die Fundamentalgruppe erkl~irten Riemannschen Man- 

nigfaltigkeit, die wir ihrerseRs jetzt als Fundamel#almannigfaltigkeit bezeich- 

nen. Diese wird somit yon der GesamtheR aller verschiedenen in obiger Weise 

erkl~trten ~)Punkte* gebildet. Dabei bleibt n~iher zu begriinden, dass Fundamen- 

talmannigfaltigkeiten in der Tat Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind. Duzu 

zeigen wir, class sie auf lineare Triangelsysteme mit durchweg erfiillter Eckpunk~- 

bedingung eineindeutig bezogen werden kSnnen, wobei iibrigens die in der ~-Ebene 

giil~ige Winkelbestimmmxg massgebend bleiben soll. 

Was  zun~chs~ die ~)Einheitsgruppe), anbelangt, so haben wir diese in drei- 

facher Weise sis Fundamentalgruppe zu betrachten, n~mlich als elll'ptische, para- 
bolische und hyperbolische Fundamentalgruppe. In jedem der genannten drei 

F~Ile sind die zugehSrenden Grundbereiche selbs~, n~mlich die Vollebene, die im 

Unendlichen punktier~e Ebene, die Einheitskreisfl~iche, als die betreffenden, dureh 

die Einheitsgruppe definierten Fundamentalmannigfaltigkeiten zu betrachten. 

Die yon der Einheitsgruppe verschiedenen parabolischen Fundameutalgruppen 
werden bekanntlich yon einer oder zwei unabh~ngigen Translationen erzeugt. 

Die zugehSrenden Fundamentalmannigfaltigkeiten werden in unmittelbar verst~nd- 

licher Weise durch den beidersei~s unendlichen ris Parallelstreifen 
oder die ri~nderbezogene Parallelogrammflffche der elliptischen Funktionen als ideale 

Riemannsche Fl~chen vertreten. Der Parallelstreifen reprasentier~ uns eine zwei- 

fach zusammenh~ngende, mit zwei parabolischen (s. No. 37) 0ffnungen versehene 

Riemannsche Mannigfaltigkei~, das Parallelogramm eine geschlossene Riemannsche 

Mannigfaltigkeit yore Geschlech~ I. 

Wir gehen nunmehr zu den yon der Einheitsgruppe verschiedenen hyper- 
bolischen Fundamentalgruppen iiber. ~ 

Wir betrachten eine hyperbolische Fundamentalgruppe /1, die endlich oder 

unendlich viele Erzeugende haben kann. Wi~hlen wir innerhalb des Einheits- 

kreises z. B. den Nullpunkt 0 o und suchen alle vermSge der Substitutionen der 

i FRICKE bedient sich in seinen ,,Vorlesungen fiber die Theorie der automorphen Funktionen,, 
zur Analyse der Fundamentalgruppen (,,hyperbolisehe Rotationsgruppen,,) seiner ),Normalpolygone,,. 
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Gruppe F m i t  ihm ~quiv~lenten Bildpunkte uuf, so erhalten wir ein Punktsystem 

~(0o) yon unendlich vielen Punkten, die wir mit 0o, 01, 09 , . . .  bezeichnen, 

Keine zwei dieser Punkte kSnnen zusammenfallen, da sonst eine Substitution mit 

Fixpunkten innerhalb des Einheitskreises in der Gruppe vorkommen wiirde, was 

wir ausgeschlosseu haben. Wir behaupten ferner, dass in jedem um den Punkt  

0 o als Mittelpunkt gezogenen Kreise mit Radius q < I nur endlich viele Punkte 

des Systems liegen kSnnen. G~be es n~mlich unendlich viele solche Punkte, so 

wiirde es innerhalb dieses Kreises zwei Punkte des Systems, 0~ und 0~, geben 

yon der Eigenschaft, dass erstens der Abstand dieser Punkte kleiner als eine 

beliebig klein vorgegebene Gr5sse ist und dass zweitens korrespondierende in 0" 

und 0~ gew~hlte Linienelemente beliebig kleine Winkel miteinander bilden. Die 

0~ in 0~ iiberfiihrende Substitution der Gruppe F wiirde demgem~ss eine yon der 

identischen Substitution beliebig wenig abweichende Substitution liefern, entge- 

g e n d e r  Definition der Fundamentalgruppen. 

Durch die 0perationen der Gruppe F wird das Punktsystem ~(0o)lediglich 

in sich transformiert. Die einzelne Substitution ist durch Angabe irgend zweier 

Punl~te des Systems ~(0o), die durch die betreffende Substitution in einander 

iibergeffihrt werden, vollst~ndig bestimmt. 

Die Betrachtung kSnnen wir, start yon dem NuUpunkte 0 o auszugehen, auch 

ansteilen, ausgehend yon einem beliebigen inneren Punkte des Einheitskreises. 

Wir finden so allgemein zu einem Punkte Po ein Punktsystem ~(Po). 
Nunmehr sei K 0 eine ganz innerhalb des Einheitskreises enthaltene Kreis- 

linie, welche die Peripherie des Einheitskreises auch nicht beriihren mSge. Ver- 

m5ge der Substitutionen der Gruppe F geh5rt zu K 0 ein System ~ (Ko) yon unend- 

lich vielen Kreisen innerhalb des Einheitskreises. Z'u K o gehSrt ein >>idealer 

Mittelpunkt>> M o yon invarianter Bedeutung, n~mlich der innerhalb K o gelegene 

Vereinigungspunkt des zu K o und dem Einheitskreise geh5renden Orthogonab 

kreisbiischels. Zum System ~(Ko) geh5rt das System ~(Mo). Beachtet man dies 

und beachtet man weiter, dass alle Kreise des Systems 2(Ko) eine und dieselbe 

Winkelinvariante 24 (vgl. Nr. I7) haben, so erkennt man leicht folgendes. Keine 

zwei der Kreise des Systems ~(Ko) sind identiseh; auch umschliesst niemals einer 

derselben einen andern oder berfihrt ihn yon innen; vielmehr schneiden sieh je 

zwei der Kreise entweder oder schliessen sieh gegenseitig aus, wobei auch Be- 

riihrung zugelassen ist. Zu .~edem mit dem Einheitskreise konzentrischen Kreise 

k innerhalb des Einheitskreises existieren nur endlich viele Kreise des Systems 

~(Ko), deren Fl~chen mit der Fl~che k einen Punkt  gemeinschaftlich haben. 
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Anders ausgedriickt: Die Kreise des Systems ~(Ko) hiiufen sich nur gegen die 

Peripherie des Einheitskreises hin; und zwar werden dabei ihre Durchmesser un- 

endlich klein. 

Die yon allen Kreisfliichen des Systems 2(/to) bedeck%e Gesamtfliiche S 

innerhalb des Einheitskreises wird dutch die Kreislinien des Systems ~(Ko) in 

bestimmter Weise parzelliert und zwar jede Kreisfliiche des Systems in endlich 

viele Parzellen, die alle einfach zusammenhiingend sind. Durch die Substitutionen 

der Gruppe I" wird das Parzellensystem yon S jedesmal in sich selbst transfor- 

miert, wobei niemals eine Parzelle in sich selbst iibergehen kann, ausser bei der 

Anwendung der identischen Substitution. Es gibt innerhalb K o endlich viele 

unter einander nicht iiquivalente Parzellen (Grundparzellen) yon der Beschaffen- 

heir, dass jede Parzelle yon S einer und nur einer Grundparzelle i~quivalent ist. 

Die Grundparzellen kSnnen wir, da sie im allgemeinen zuniichst Kreisbogen- 

polygone sein werden, offenbar durch Ziehen weiterer KreisbSgen triangulieren 

and diese Triangulation auf das ganze System vermSge der Substitutionen der 

Gruppe F iibertragen. 

Um zu einem vollsth'ndigen reprdsentierenden System yon Grundparzellen zu 

gelangen, das fiir die ganze Fliiche des Einheitskreises dasselbe leistet, was das 

soeben gefundene Grundparzellensystem fiir S leistet, wi~hlen wit start K o der 

Reihe nach mit dem Einheitskreise konzentrische Kreise K (~ K/ l )K(2) , . . . ,  deren 

Radien B,,  R~ , /~a , . . .  wachsen und der Bedingung lira R,~---=I geniigen. Das 

System der Kreisfliichen 2 ( K  (~ bedeckt ein Gebiet S (~ innerhalb des Einheits- 

kreises, welches wir in triangulierter Gestalt erhalten. Entsprechend gewinnen 

wir das Gebiet S (~) aus K(~); dasselbe enthiilt das Gebiet S (~ vollstiindig. Wir  

lassen nun S (~ in Bezug auf die dort bereits gewonnene Triangulation ungestSrt 

und fiigen diesem Gebiete jetzt das Gebiet (SI~}--S I~ in triangulierter Gestalt 

hinzu, darnach das Gebiet Sr (~) in triangulierter Gestalt usw. 

Das Ergebnis ist eine vollsti~ndige Triangulierung der Fliiche des Einheits- 

kreises, wie wir sie verlangen. Die Fli~che des Einheitskreises ist mit einem zur 

Fundamentalgruppe I" gehSrenden Diskontinuitlitsnetz iiberzogen. Wir  bekommen 

im ganzen endlich oder unendlich viele untereinander nicht i~quivalente Grund- 

parzellen, deren Seiten durch Substitutionen der Gruppe I" gepaart sind und also 

ein lineares Triangelsystem bilden, ttierbei ist die Eckenbedingung immer erfiillt, 

da die Winkelsumme jedes Eckenzykels unmit%elbar gleich 2 ~ ist, die den ein- 

zelnen Eckenzykel zur Vereinigung auf die Umgebung eines Punktes bringenden 

>>Hilfstransformationen~ kann man unmittelbax der Gruppe I" selbst entnehmen. 
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Die erw~hnten Grundparzellen, die oftenbar auf mannigf~ltige Weise bestimmt 

werden kSnnen, repr~sentieren durch ihre Gesamtheit die durch die Fundamen- 

talgruppe F definierte Fundamentalmannigfaltigkeit. Diese ist geschlossen oder unge- 

sehlossen, je nachdem die Anzahl der GrundparzelIen endlich oder unendlich gross ist. 

Das System der Grundparzellen, das wit gefunden haben, braucht sich nicht 

als ein zusammenh~ngendes Ganzes der unmittelbaren Anschauung darzubieten. 

Man kann aber ein solches zusammenh~ngendes Ganze leicht schaften, indem 

man sich n~mlich die Fundamentalmannigfaltigkeit kanonisch  aufgeschnitten 

denl~, d. h. entweder durch 2p yon einem Punkte 0 der Mannigfaltigkeit aus- 

gehende Rfickkehrschnitte, wenn n~mlich die )SannigfaRigkeit geschlossen ist, 

oder, wean sie often ist, durch lauter getrennte Querschnitte, deren AnzahI end- 

lich oder unendlich ist, je nachdem die Mannigfaltigkeit endliche oder unend- 

liche Zusammenhangsordnung hat. Oftenbar fibertr~gen sich die Betrachtungen 

der No. 2o beziiglich gewShnlicher Riemannscher Fl~chen ohne weiteres auch auf 

unsere allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten. 

Die aufgeschnittene /V[annigfaltigkeit., Mo, ist in beiden F~llen einfach zu- 

sammenh{~ngend, und man kann daher ein Grundparzellensystem so ausw~hlen, 

dass die Gesamtheit der Grundparzellen ein einfaeh zusammenh~ngendes Funda- 
mentalpolygon mit bezogenen R~nelern bildet, wobei die Randsubstitutionen Erzeu, 

gende der Fundamentalgruppe F sind, die im Falle einer oftenen Mannigfaltigkeit 

unabh~ngige Erzeugende sind, im Faile einer gesehlossenen Mannigfaltigkeit je- 

doch einer in bekannter Weise zu bildenden Relation unterworfen sind, die aus- 

drfickt, dass der Umlaufung des Punktes 0 in der ]~Iannigfaltigkeit die identische 

Substitution als dem Punkte 0 zugeordnete Zykelsubstitution entspricht. 

33. Aufstellung des Fundamentaltheorems der Theorie der t~iemannschen Man. 
nigfaltigkeiten (erster AquivalenzsatzJ und zweier weiterer allgemeiner fiquivaleuz- 
theoreme. Nachdem wir in den vorhergehenden •ummern den Begrift und man- 

nigfaltige Formen der Riemannschen Mannigfaltigkeiten kennen gelernt haben, 

gehen wir numnehr zur Aufstellung der ttaupts~ttze der allgemeinen Theorie fiber. 

Wir stellen das Haupttheorem voran. 

Fundamentaltheorem (erster AquivalenzsatzJ: Jede Riemannsche Mannigfaltig- 

keit ist einer und wesentlich nur einer Fundamentalmannigfaltigkeit ~quivalent. 

Zwei Fundamentalmannigfaltigkeiten werden dabei als nicht wesentlich verschie- 

den dann und nur dann bezeichnet, wean sie dutch lineare Transformation der 

sie definierenden Fundamentalgruppen ineinander iibergefiihrt werden kSnnen. 
17--26404. Acta mathematica. 50. Imprim6 le 11 juin 1927. 
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Den allgemeinen Beweis des Fundamentaltheorems werden wir sp~iter er- 

bringen. Hingegen kSnnen wit sofort die Unitiitsbehauptung desselben beweisen. 

Denktn wir in der Tat zwei Fundamentahnannigfaltigktiten gegeben, die in tin- 

eindeutige konforme Beziehung gesetzt seien, so sttlit sich diese konforme Be- 

ziehung offenbar als eine yon beiden Seiten regul/ire konforme Abbildung der 

einfach zusammenh~ngenden Uberlagerungsmannigfaltigkeit, mithin der Diskonti- 

nuitiitsgtbiete, d. i. der Grundbereiche (Vollebene, punktierte Ebene, Kreisfl~iche) 

dar. Diese Beziehung der Grundbertiehe ist somit eine eintindeutige. Als solche 

muss sie aber durch eine lineare Transformation vtrmittelt werden. 

Fiir jede gegebene Riemannsche Mannigfaltigkeit kommt hiernach nur eine 

yon dea drei MSglichktiten (elliptischer, par~bolischer, hyperboliseher Fa l l ) in  

Betraeht. Jenachdem welcher dtr  genannten Fiille eintritt, nennen wir die Rie- 
man~sche Ma~igfaltigkeit elb~tisch, parabolisch, h!lperbolisch. Naeh den Entwiek- 

lungen der No. I9 kSnnen wir, wie ffir Riemannsche Fl~ehen, so aueh nunmehr 

fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten das Fundamentaltheorem n~iher pr/izisitren. 

Denn zun~chst bemerken wit leieht, dass die Herstellung einer Aquivalenzbeziehung 

einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und einer Fundamentalmannigfaltigkeit 

in der Tat nichts andrts bedeutet als die Aufstellung einer relativ unverzweigten 

Funktion ,>~ iiber M,,, welche die zu M gehSrende einfach zusammenh~ngende 

yon relativen Windungspunkten freie [Tberlagerusgsmm~mgftdtigkeit M (~) auf eines 

der drei Gebiete (Vollebene, punktierte Ebene, Kreisfl~iche) abbildet. Wir kommen 

also zu folgender Formulierung. 

Prh'zisere For~mdierm~g des Fu~damel#altheorems." Eine gtschlossene Riemann- 

sche Mannigfaltigkeit ist, je nachdem ihr Geschleeht p gleich o, i oder > 2 ist, 

der tlliptischen, einer parabolischen oder hyperbolischen Fundamentalmannigfal- 

tigkeit ~quivalent. Ist sie often und einfach zusammenh~ngend, so ist sit ent- 

weder dem parabolisehen oder dem hyperbolischen Grundbereieh direkt /iqui- 

valent. Ist ihre Zusammtnhangsordnung gleieh 2, so ist sie entweder der para- 

bolischen offenen Fundamentalmannigfaltigkeit (~) bezogener Parallelstreifen>)) oder 

einer hyperbolischen Fundamentalmannigfaltigkeit (~)bezogener Halbstreifen>> oder 

>>bezogener Halbring>)) i~quivalent. Ist schliesslich die Zusammtnhangsordnung 

> 3, so ist sie stets einer hyperbolisehen Fundamentalmannigfaltigkeit iiqui 

valent. (Anmerkung: Als ~)bezogenen ttalbstreifem) bezeichnen wir hierbei den 

zu einer yon einer einzigen parabolischen Erzeugenden erzeugten hyperbo- 

lischen Fundamentalgruppe gehSrenden Fundamentalbereieh, als )>bezogenen Halb- 

ring)) den zu einer yon einer einzigen hyperbolischen Erzeugenden erzeugten 
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hyperbolischen Fundumentulgruppe gehSrenden Fundamentalbereich. Lgss~ man 

an Stelle des Einheitskreises die obere tIalbebene treten, so kSanen die erw~ihnten 

beiden speziellen Fund~mentulbereiche offenbgr in der Form uls H~lbs~reifen bzw. 

als Hulbring ungenommen werden.) 

~eben  d~s Fund~ment~ltheorem ~ls ersten und in gewisser Weise wichtig- 

sten Aquiwlenzsatz stellen wir zwei weitere Xquiv~lenzs~tze yon ullgemeiner 

I~edeutung: 

Zweiter f~quivalenzsatz: Jede Riemunnsehe M~nnigf~ltigkeit ist einer gewShn- 

lichen Riem~nnschen Fl~che _~" gquiwlent, d. h. einer l~iem~nnschen Fl~che, die 

nicht nur eine ideale Riemunnsehe Fl~ehe ist. 

Dritter ~t'quivalenzsatz: Jede Riem~nnsche M~nnigf~ltigkei~ ist einem unaly- 

~isehen Gebilde i~quiv~len~. 

Wir bemerken sofort, ~luss der vollstiindige Beweis uller drei Aquivalenz- 

theoreme yon uns gefiihrt ist, wenn es gelungen ist, dus Fund~mentultheorem 

(erster)~quiwlenzsatz) zu beweisen, du wir yon da ~us dureh Bildung yon Quo- 

tienten Pomcureseher Reihen ohne ~e~teres zu einer zur gewonnenen Fund~men- 
/ 

talgruppe geh6renden automorphen Funktion iibergehen k5nnen. Diese ~utomorphe 

Funkti0n vermittelt den ~dberg~ng yon der Fund~ment~lmannigf~ltigkeit zu einer 

i~quiv~lenten gewShnliehen Riem~nnschen Fli~ehe. Zu dieser Fii~che uber huben 

wir gelernt, eine eigen~lieh zugeh6rende an~lytisehe Funktion, mithin ein mit ihr 

~qtdvulentes ~n~ly~isehes Gebilde zu konstruieren. 

34. Beweis des Fundamentaltheorems .fiir ideale Rien~a~sche ~'lh'chen ~nit 
li~earen Bezugssubstitutionen. Anwendu~g auf die ebenfliichig oder kugelflSchig 
begrenzten Polyeder. Fiir unsre folgende Beweisfiihrung m~cht es einen wesent- 

!ichen Unterschied aus, ob die gegebene Riemannsche 3~annigf~ltigkeit, die wir 

uns  unter dem Bilde der ~llgemeinen ide~len Riemannschen Fliiche vorstellen 

diirfen, als ideule l~iemunnsche Fliiche mit luuter line~ren Bezugssubstitutionen 

oder als ide~le Riemunnsche Fli~che mit ullgemeinen analytisChen Bezugssubstitu- 

~ionen gegeben ist. Im ers~en F~tle kSnnen wir sie durch ein line~res Tri~ngel- 

system ersetzt denken, im zweiten F~lle dureh Bin ~nulytisches Triangelsystem, in 

beiden Fi~llen kSnnen wir dubei die Eckenbedingung ~ls erfiill~ ~nsehen, 

Wit  betr~ehten zuni~chst den F~ll des li~earen Tria~gelsystems, das wir 

uns beliebig gegeben denken. Denken wir uns siimtliche TriungeleckpUnkte yon 

der Munnigf~lt~gkeit M ~usgenommen, d. h., kSnnen wir ~uch sagen, denken wir 

uns  die ~i~nnigfultigkeit M in den Tri~ngeleckpunkten der endlichen Eekenzykeln 
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punktier~, so entsteht ein ]~Iannigfaltigkeit M', deren einfaeh zusammenh/~ngende 

Uberlagerungsmannigfaltigkeit M '(=) durch relationenfreie ideale Zusammenfiigung 

der Dreiecksfi~chen, deren jedes dabei in unendlich vielen Exemplaren verfiigbar 

zu denken ist, konstruiert werden kann. Diese Mannigfaltigkeit M '/~) ist, da alle 

Bezugssubstitutionen linear, mithin ausfiihrbar sind, unmittelbur als gewShnliche Rie- 

mannsche Fl~che darstellbar. Diese Riemannsche Fliiche ist einfach zusammenh~ngend 

und hat iibrigens keine inneren Windungspunkte. Wir sind daher in der Lage, 

diese Flgche nach den Entwicklungen des vorigen Tells eineindeutig konform auf 

die Flgche eines Grundbereichs, im aUgemeinen des Einheitskreises abzubiMen. 

Die Abbildungsfunk~ion ist eine GrSsse, die wir gem~ss friiher gebrauchten Be- 

zeiehnungen zweckmi~ssig als die Ftmktion ~1 bezeichnen. Der ~bergang yon der 

GrSsse ~ zur eigentlich zu bestimmenden GrSsse ~ vollzieht sich wieder nach der 

Methode der unendliehen Produkte nach Analogie friiherer Entwicklungen. 

Als Anwendung der vorhergehenden En~wicklung finden wir den Sa~z, dass 

jedes geschlossene zweiseitige ebenflgehige oder kugelflh'chige Polyeder eineindeutig 

konform auf eine geschlossene Riemannsche Fl/iche abgebildet werden kann. 

Insbesondere ergibt sich fiir ein einfach zusammenh~ngendes geschlossenes Polyeder 

der Satz, dass ein solches eineindeutig konform auf die volle Oberfl~che einer 

Kugel abgebilde~ werden kann. 

35. Beweis des Fundamentaltheorems fiir beliebig gegebene Riemannsche Man- 
nigfaltigkeiten. Nunmehr legen wir eine beliebige Riemannsehe MannigfaltigkeR 

M in Gestalt eines analytischen Triangelsystems mit nur endliehen Eckenzykeln 

und durchweg erfiillter Eckenbedingung (allgemeine triangulierCe ideale Riemann- 

sche Fl~che) zugrunde. Wir kSnnen das analytische Triangelsystem auf mannig- 

faltige Weise dutch ein anderes solehes System ersetzen. Insbesondere kSnnen 

wir durch Neuparzellierung und geniigend wei~ getriebene Unterteilung erreichen, 

dass die einzelnen Dreieeke, die wir selbstverst~ndlich ohne Beschr~inkung der 

Allgemeinheit der Untersuchung all~ im Endlichen liegend annehmen diirfen, yon 

gew5hnliehen reguliiren analytischen Liniens~iicken begrenzt sind, die noch in 

ihren Endpunkten regul~r sind, die ferner die Eigenschaft haben, dass der Uber- 

gang yon einem solchen Linienstiick ~ zu einer Strecke ~1 der Achse des Reellen 

dureh eine einzige fiir das ganze Linienstiick ~ giiltige Potenzreihe bewirkt werden 

kann. Die Strecke ~1 kSnnen wir ausserdem so w~hlen, dass sie einschliesslich 

ihrer Endpunkte auf der positiven tt~Ifte der Aehse des ReeUen liegt. Bezeiehnen 

wit die ~ in ~1 iiberfiihrende Transformation mit zx (z), so kSnnen wir nunmehr 
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offenbar eine Potenz z~ ~-z~ mit ganzzahligem Exponenten bilden, durch die be- 

wirkt wird, dass einer gewissen schmalen Umgebung U des Linienstiickes ~, der 

in z~ eine Umgebung U~ des Linienstiickes ~ entspricht, in z~ eine Umgebung 

U~ yon ~ entspricht, welche die Kreisfl~che mit ~1 als Durchmesser enth~lt. Den 

Umgebungen U, U~, U~ entspricht vermSge der zu ~ gehSrenden Bezugssubstitution 

z' (z) eine Umgebung U' des zugeordneten regul~ren Linienstiickes ~'. Wit  be- 

merken, da jetzt die t~bergi~nge von z zu z~, yon z~ zu z~, yon z~ zu z' alle durch 

je eine gewShnliche Potenzreihe bewirkt werden, dass jetzt die Funktion z' (z)in 

einer geniigend schmal definierten Umgebung U you ~ mit beliebiger Genauigkeit 

gleichm~ssig durch ganze rationale Nfiherungsfunktionen, die sich aus der Zu- 

sammensetzung ergeben, approximiert werden kann. 

Nunmehr nehmen wir aus _M die Eckpunkte der Dreiecke aus, wodurch aus 

3I eine ~annigfalt igkeit  M'  entsteht, die wir ohne weiteres als eine ideale Rie- 

mannsche Fl~che ansprechen dfirfen. Die zu M '  gehSrende Uniformisierende ohne 

Relativverzweigung werde mit ~ bezeichnet. Auf Grund wiederholt angewandter 

Beweisprinzipien geniigt es, diese GrSsse ~1 zu konstruieren, da der Ubergang 

yon ~1 zur unverzweigten Variabeln ~ der ~[annigfaltigkeit M vermittelst unend- 

licher Produkte wie friiher geleistet werden kann. Die GrSsse ~ bildet die ein- 

fach zusammenh~ngende ~berlagerungsmannigfaltigkeit M '(| die uns an ~[and des 

gegebenen Triangelsystems unmittelbar als ide~le Riemannsche Fl~che mitgegeben 

ist, auf die schlichte einfach zusammenh~ngende Einheitskreisfi~che ab. Es ist 

jetzt offenbar nicht mSglich, die Mannigfaltigkeit M '(~), wie im linearen Falle, 

direkt durch eine gewShnliche Riemannsche Fl~che zu repris well die 

analytischen Bezugssubstitutionen nicht in dem Umfange ausfiihrbar sind, wie 

das zur sukzessiven effektiven Nebeneinanderlagerung der Dreiecksfl~chen erfor- 

derlich ist. 

Die eineindeutige Abbildung der M '(| auf eine schlichte Kreisfl~che ist 

jedoch auf Grund uns gel~ufig gewordener Konvergenzbeweisprinzipien dann als 

mSglich erwiesen, wenn es gelingt, einen beliebig umfassenden einfach-zusammen- 

h/ingenden Teilbereich der M '(~) auf ein schlichtes einfach zusammenhi~ngendes 

Gebiet abzubilden. Einen solchen Teilbereich definieren wir nun folgendermassen: 

Wir  schneiden aus den Dreiecken des M definierenden Triangelsystems die Ecken- 

zipfel in der Weise aus, dass die abtrennenden Linien sich auf der Mannigfaltig- 

keit M entsprechend den Eckenzykeln zu geschlossenen Linienzykeln vereinigen. 

Die Dreiecksfi~chen werden dadurch zu Sechsecldt~chen, die immer yon sechs 

reguli~ren analytischen Linienstiicken begrenzt sin& Denken wit uns jetzt eine 



] 34 Paul Koebe. 

endliche Anzahl auf der 3I  '(~) miteinander zusammenh~ngender solcher Sechseck- 

fl~chen gew~hlt, so haben wir offenbar einen N~iherungsbereich, wie wir ihn 

brauchen. Dieser N~iherungsbereich bildet auf der M '<~) ein yon endlich vielen 

regul~iren Linienteilen be~oTenztes Polygon, das in ebenfalls yon reguliiren Linien 

begrenzte Sechseckfliichen zerlegt erscheint. ~ immt  man an, dass fiir ein solches 

Polygon eine mit Einschluss des Randes regul/~re eineindeutige Abbildung auf 

ein schlichtes Polygon gelungen sei, wie das fiir das einzelne Sechseck unmittelbar 

der Fall ist, so wird man vor die Frage gestellt, ob es mSglich ist, den durch 

Anschluss eines weiteren Sechsecks erweiterten idealen Polygonbereich ebenfalls 

auf ein schlichtes Gebiet abzubilden. Das bedeutet, dass man folgende Aufgabe 

zu 15sen hat. 

Aufgabe: Gegeben ist ein schlichter yon reguliiren Linienstiicken begrenzter 

Polygonbereich P ' ,  ferner ein ebensolcher zweiter Polygonbereich P (z. B. ein 

Sechseck). Durch eine reguliire Potenzreihe is~ eine Seite 2 yon P auf eine )o' 
yon P '  bezogen unter Beachtung der Orientierungsbedingung. Es soll in P und 

in P'  je eine mit Einschluss des Randes regul~ire Funktion konstruiert werden, 

so dass die beiden Funktionen in korrespondierenden Randpunkten dieselben 

Werte annehmen und dass die beiden Polygone durch die beiden Funktionen auf 

zwei ebene schlichte Polygonfl/tchen abgebildet werden, die zusammen einen ein- 

zigen schlichten Polygonbereich bilden. 

Wir  fassen zwecks LSsung dieser Aufgabe die Bereiche P und P '  als innere 

Teile yon einfach zusammenh~ingenden Gebieten B u n d  B' auf, deren Begrenzungs- 

linien L u n d  L'  genannt sein. Die Linien L u n d  L'  mSgen die bezogenen Linien 

und 2' unter Winkeln treffen, die yon einem rechten verschieden sind. Ferner 

mSgen die Linien L und L '  auf der den Bereichen P und P '  abgewandten Seite 

der Linien t bzw. ~' in hinreichender Niihe der Linien ~ bzw. ~' verlaufen, indem 

sie auf dieser Seite nur spitze Winkel mit ~ bzw. ).' bilden. Ersetzen wir nun- 

mehr die Bezugssubstitution durch eine aus der definierenden Potenzreihe zu 

entnehmende ganze rationale N~herungssubstitution, so kSnnen wir mit Hilfe 

dieser den Bereich B als Ganzes iibertragen. In der t~bertragung ergibt sich 

als Bild yon B ein Bereich B", der mit B' eine Zweieckfliiche gemeinschaftlich 

hat, in der wir uns die Fl~chen B '  und B" zusammenhiingend denken kSnnen. 

Die Vereinigung der Fls /~' und B"  liefert uns eine Fl~che B'", die ein ge- 

wShnliches einfach zusammenh~ngendes Riemannsches Fl~chenstiick ist, das jedoch 

im allgemeinen nicht schlicht zu sein braucht. Dieses Fl~ichenstiick kSnnen wir 

a b e r ,  weil es ein gewShnliches Riemannsches Fliichenstiick ist, einer schlichten 
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Abbildung unterwerfen. Insbesondere kSnnen wir eine solche Abbildungsfunk~ion 

definieren, die in einem festen Punkte O' (z'-~Zo') des Bereichs B'  unendlich wird wie 

I 
, + ((o)). Die Funktion, soweit sie in B'  erkl~rt ist, werde mit ~0 (z'), soweit 

Zr --Z0 

sie in B"  erkl~rt ist, mit ~p (z') bezeichnet. Letztere liefert in der t~bertragung 

auf B eine Funktion Z (z). 

Die Funktionen ~, ~p, Z h~ngen yon der Wahl  der ganzen rationalen N~ihe- 

rungssubstitution ab. Alle diese Funktionen sind, nachdem man den Punkt  O' 

mit einer kleinen e~wa kreisfSrmigen Umgebung ausgenommen hat, beschr~nkt. 

(Hilfssutz YI.) Demn~ch kann man eine immer genuuere N~herungssubstitutionen 

beniitzende gleichm~ssig konvergente Folge zun~chst der ~ ausw~hlen. Die ent- 

sprechende Folge tier 7~ ist dann offenbar in einem zweidimensionalen Stiick 

des Bereichs B, daher innerhalb B iiberhaupt gleichm~tssig konvergent. 

Die Grenzfunktionen der ~ und der Z haben nun offenbar (lie verlangten 

Eigenschaften mit der unwesentlichen Abweichung, dass eine tier Funktionen eine 

Unendlichkei~sstelle erster Ordnung hat. Der Umstand, dass alas erw~hnte ge- 

meinschaftliche Zweieck der Bereiche B'  und B" ,nit tier Wahl  tier N~herungs- 

substitutionen sich {s ist offenbar fiir unsre Beweisfiihrung nicht hinderlich. 

Man kann somit auch die ganze M '(~) auf einen schlichten einfach-zusam- 

menh~ngenden Bereich, also auch auf einen Grundbereich abbilden. Dieser Grund- 

bereich kann nur die F1Kche des Einheitskreises sein, weil M' offenbar unendlich 

hohe Zusammenhangsordnung hat. 

Der Nachweis des Fundamentalsatzes tier Theorie der Riemannschen Mannig- 

faltigkeiten nahm seinen Durchgang durch den Beweis eines Satzes, den wir als 

den aUgemeinen Fundamentalsatz der konformen Abbildung bezei~hnen, n~mlich 

den Satz, dass man jede einfach zusammenh~ngende Riemannsche Mannigfaltigkeit 

eineindeutig konform entweder auf (lie Vollebene oder auf die punktierte Ebene 

oder auf eine gewShnliche Kreisfl~che abbilden kann, eine Abbildung, die in jedem 

Falle bis auf eine line.are Transformation vSllig bestimmt ist. 

Ha t  man eine zweifach zusam~e~hit'nge~de Riemannsche Mannigfaltigkeit, so 

ergibt sieh zun~ichst eine Beziehung derselben auf eine Fundamentalmannigfaltig- 

kei~, deren Gruppe nur yon einer Erzeugenden gebildet wird. D.h. ,  die Mannig- 

faltigkeit ist eineindeutig beziehbar entweder auf den Parallelstreifen mit para- 

bolischer R~nderbeziehung oder auf den Halbstreifen mit parabolischer R~nder- 

beziehung oder auf einen Halbring mit hyperbolischer R~inderbeziehung. u  

diesen Bereichen aus gelangt man durch Anwendung einer Exponentialfunktion, 
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bzw. einer Po~enz mit rein imagin~irem Exponenten, je nachdem zur doppelt punk- 

tierten Ebene oder einfach punktierten Kreisfliiche oder Kreisringflfiche als den 

eineindeut-igen Bildern der gegebenen zweifach zusammenhiingenden ]~annig- 

fal~igkeit. 

36. Analytisch beqrenzte Polyeder und Eckenbedingung bei analytischen Tri- 
angelsystemen. Wir haben in Nr. 31 bereits solehe Polyeder erwi~hnt, die yon 

lauter reguliiren analytischen Fliiehensttieken gebilde~ werden. Betraehten wir 

jetz~, um die Vorstellung zu fixieren, insbesondere ein geschlossenes zweiseitiges 

Polyeder, das yon endlich vielen solchen Fl~chenstiicken gebildet wird. Die 

Kanten eines solchen Polyeders werden, sofern sieh die Fl~chen immer unter yon 

o und 7e verschiedenen Winkeln treffeu, regulgre analytische Linien auf den regu- 

l~iren Seitenfl~chen der Polyeder sein, wobei die Regularit~t auch noch in den 

Eckpunkten des Polyeders besteht. Wenn jedoch zwei der Seitenfl~ichen eine 

Kante bildend sich beriihren, so kSnnen auch solche Punkte vorkommen, wo die 

Kante eine Kurve wird, die in einzelnen Punl~en, insbesondere in den Eckpunkten 

nur den allgemeineren Charakter einer algebraischen Kurve besitzt. Es kann 

ferner die besonders zu erw~hnende MSglichkeit vorliegen, dass die in einem Eck- 

punkte des betr. Polyeders gebildete kSrperliche Ecke den Charakter einer Spitze 

darbie~et. 

~ immt  man nun ~lle kritisehen Punkte yon der Polyederfl~ehe zun~ehst aus, 

was im Ganzen nur endlich viele Punkte sind, so ergibt sich eine Fl~iehe mit 

euklidischen Punktierungen, die als solche eine unsern Me~hoden ohne weiteres 

zug~ngliehe Riemannsche Mannigfaltigkei$ darstell$, wenn der euklidische Winkel- 

begriff auf der Fl~che fiir den Konformit~tsbegriff der l~[annigfaltigkeit zugrunde 

geleg~ wird. Die Hauptfrage, die zu erledigen bleibt, ist nur die, ob die Um- 

gebung jedes kritischen Punl~es eineindeutig konform auf die schlichte Umgebung 

eines Punktes 0 der z-Ebene abgebilde~ werden kann. Dies ist in der Tat immer 

der Fall. 

Wir kSnnen die Ecke, fiir welche wir die Untersuchung maehen wollen, 

lgngs einer ihrer Kanten yore Eckpunkte her aufgeschnitten denken. Durch re: 

gul~ire Uber~ragung der einzelnen Sei~enfl~chen auf die z-Ebene sind wir offenbar 

in der Lage, die aufgeschnittene Ecke auf eine yon zwei Kurvenstiicken alge- 

braischen Churakters im Punk~e 0 gebildete ebene Ecke abzubilden, wobei sich 

eine l~4nderzuordnung z'(z) yon algebruischem Charakter im Punkte 0 ergibt. 

Sind nun zuni~chst die Kantenwinkel in den einzelnen Fliichen der kSrperlichen 
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Ecke nicht si~mtlich o, so  ergibt sich in der z-Ebene eine Ecke mit einem eben- 

falls yon o verschiedenen Winkel, der gleich der Winkelsumme ]ener Kanten- 

winkel ist. Ferner bemerkt man sofort, dass die in der  Ebene sich einstellende 

Bezugssubstitntion eine solehe ist, deren Entwicklung nach Potenzen einer Wurzel~ 

grSsse fortschreitet und in der Gestalt 

geschrieben werden kann, wobei [a[~-~I ist, d .h .  a - ~ e o s s  sins w~hrend 

eine bei Ann~herung an den Eckpunkt selbst unendlieh klein werdende GrSsse 

bezeichnet. Haben andrerseits die an einer Ecke beteiligten oben erw~hnten 

Kantenwinkel s~mtlich die ~ffnung o, so hat auch der Winkel der ebenen Ecke 

die 0ffnung o. Man kann dann um den r/~umlichen Eckpunkt als Mittelpunk~ 

eine Kugeiflfiehe yon beliebig kleinem Radius beschreiben, die auf der Oberfl~ehe 

des Folyeders eine geschlossene Linie ausschneidet, welche die Kanten unter Winkeln 

der Gestalt z/2 (i +e') schneide, wobei s' eine GrSsse bezeichnet, die unter jede 

Grenze herabsinkt, wenn man den erwi~hnten Kugelmdius unendlich klein werden 

li~sst. ]Iieraus ergibt sich nun, dass in der ebenen Eeke, die jetzt die Gestalt 

einer Spitze hat, die geradlinigen Verbindungsstrecken zugeordneter Punkte die 

Tangenten der ebenen Eeke unter Winkeln yon der GrSsse ~/z(I  +~"')treffen. 

Dies bedeutet, dass die Bezugssubstitution die Form hat 

wobei insbesondere 

J~-~-Z-[-~Z k (I ~- ((O))), 

# -  - + (rood.  

ist; vgl. No. 3I. 

In allen F~llen ordnen sieh die yon den Polyedern her in der gesehilderten 

Weise gewonnenen ebenen Eeken den allgemeineren r~nderbezognen Ecken unter, 

die wir in Nr. 31 definiert haben. Letztere sind insofern allgemeiner, als einer- 

seits ira Falle eines yon o versehiedenen Eekenwinkels der Koeffizient a nur yon o 

versehieden angenommen wird, also nieht notwendig den absoluten Betrag I zu 

haben braueht, andrerseits im Falle der Spitze (Eekenwinkel o) die R~nderzu- 

ordnung fiir den Koeffizienten fl einen weiteren Spielraum l~sst. Die geometrisehe 

Bedeutung der fiir ~ in l~Ir. 31 angegebenen Bedingung ist, dass die Yerbindungs- 

streeke zugeordneter l~anclpunk~e eine l~iehtung hat, die in der Orenze, wenn 

nEmlieh die zugeordneten Punkte an den Eckpunkt selbst heranrfieken, yon der 
1 8 -  26404. Acta mathema:ie.a. 50. lmprim$ le l l  juin 1927. 
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Tangen~enrichtung der Spitze im Eekpunkte und ihrer Gegenrichtung verschie- 

den ist. 

Um nun ffir die betrachteten allgemeinen ebenen Eeken den 5Taehweis zu 

fiihren, dassd ie  betreffenden Fliiehenzipfel auf die Umgebung eines Punktes ein- 

eindeutig konform tibertragen werden kBnnen, treffen wir fiir den Fall, dass der 
n 

Eckenwinkel ~z./2 is~, eine Vorbereitung mittels einer l/-Transformation der 

Ecke. Indem man niimlich den Exponenten n dieser Transformation geniigend 

gross ganzzahlig wiihlt, erreicht man, dass die neue Ecke eine solche ist, deren 

Winkelsumme < z/2 is~. 

Wir verbinden nun zugeordnete l~andpunkte der Ecke durch eine gTadlinige 

Strecke s, die offenbar durch den Zipfel der Ecke hindurchgeht. Ferner ziehen 

wir zwei weitere Strecken s 1 und s~ zwischen Paaren zugeordneter Punkte 

zur einen und andern Seite der Strecke s. Wir treffen die Wahl  der Strecken 

s 1 und s~ genauer so, dass die Anfangspunkte der Strecken s t und s_~ yon dem 

Anfangspunk~e der Strecke s einen zur Liinge der Strecke s in festem Verhiiltnis 

s[ehenden Abstand haben, wenn wir uns im folgenden vorstellen, class die Streeke 

s unendlich viele versehiedene Lagen annimmt, bei denen sie sich dem Eckpunkte 

0 unbegrenzt niihert. 

Auf das zwischen sl und s~ liegende Stiick S des Eckenzipfels kSnnen wir 

die Bezugstransformation der Ecke zur Anwendung bringen und ihre Inverse. 

Dadurch werden dem Fliichenstiick S zwei weitere Fliichenstiicke S'  und S, schlich$ 

nebengelagert, jedenfalls sofern wir uns in geniigender Niihe des Punktes 0 be- 

finden. Nunmehr bemerke man, dass die yon drei Vierecken S, S, '  S ,  gebildete 

Figur einschliesslich der fiir zwei gegeniiberliegende Seiten yon S bestehenden 

Bezugstransformation gestaltlich in eine ganz bestimmte Grenzfigur iibergeh{. 

Dies ist genauer so zu verstehen: Wir  denken uns die erwi~hnte Figur fiir jede 

Lage yon S so vergrSssert, dass der Strecke s e i n e  feste endliche Strecke s* der 

Ebene entspricht. Dann finder sich als Grenzfigur im Falle eines yon o verschie- 

denen Eckenwinkels eine yon drei Paralleltrapezen T, T,' ;7, gebildete Grenzfigur, 

wobei T' und T, bus I '  bei zweckmiissiger Wahl  der Strecke s* durch die Ahn- 

, Z 
lichkeitstransforma~ionen z ' :  a z und z : -  entstehen. Im Falle eines Eckenwin- a 

kels tier 0ffnung o andrerseits ergibt sich in der Grenze eine yon drei Paral- 

lelogrammen P , / ' , '  P, gebilde{e Figur, wobei tv  und P, aus P durch Parallel- 

verschiebungen z ' -~  z + 2 co entstehen. 
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Der zu untersuchende Eckenzipfel ist nach Ausnahme des Eckpunktes selbst 

ein zweifach zusammenh~ngender Bereich, der somit eineindeutig konform auf 

die Fl~che eines allgemeinen Kreisringes bezogen werden kann. Zu beweisen ist, 

dass der dem Eckpunkte zugewandte Teil des Zipfels sich dabei auf die Umge- 

bung eines 1)unktes abbilden muss, ~lso nicht auf die Umgebung eines wirklichen 

Kreises K. 

Nehmen wir an, dass wir die Umgebung eines Kreises K bek~men, so kSnnen 

wir in folgender Weise einen Widerspruch herleiten. Wir w~hlen eine Folge 

yon Linien s, die gegen den Punkt  0 konvergiert. All diesen Linien entsprechen 

in der Kreisringebene geschlossene Linien, die die Kreislinie K einfach um- 

schlingen. Betrachten wir mm die fiir die Fl~che S § S' + S, erkl~rte Abbildungs- 

funktion in Abh~ngigkeit yon der durch die oben geschilderte VergrSsserung ge- 

wonnenen Yariablen, so tritt an Stelle der einen Abbildungsfunktion zwischen 

Ecke und Kreisring nunmehr eine unendliche Folge yon Abbildungsfunktionen. 

Diese Folge ist jedoch besChr~nkt, und folglich kann man eine gleichmiissig kon- 

vergente Folge ausw~Men. 

Die Grenzfunktion dieser Folge miisste nun offenbar eine Abbildung der 

Grenzfigur auf ein Gebiet leisten, dus die Kreislinie K umschlingt. Aus diesem 

Grunde kann die Grenzfunktion keine Konstante sein. Andrerseits kSnuen die 

Werte, welche die Grenzfunktion in der Grenzfigur annimmt, nur solche von einem 

festen absoluten Betrage sein, weil n~mlich ihre repriisentierenden Bildpunkte 

notwendig in unendlicher N~he, mithin ~uf dem Kreise K selbst liegen miissten. 

Dus ist ein Widerspruch. 

D~mit ist der verlangte Nachweis der Eckenabbildung und zugleich der 

Nachweis der Abbildung beliebiger yon endlich vielen regul~ren ~nalytischen 

Fi~chen gebildeter geschlossener zweiseitiger Polyeder auf eine geschlossene Rie- 

mannsche Fl~che erbracht. 

37. Besondere Betrachtungen betrebrend die o~'enen hyperbolischen Rieman~schen 
Mannigfaltigkeiten endlichen Zusamme~hanges und die zugeh6renden hyperbolischen 
Fundame~#algruppen. Ist eine offene hyperbolische Riemunnsche M~nnigfaltigkeit 

endlichen Zus~mmenhanges 1 gegeben, so kSnnen die einzelnen )>0ffnungsstiicke~> 

(s. pug. 97) dieser Munnigf~ltigkeit entweder auf die schlichte Umgebung eines 

1 Es gibt  nur  zwei offene nichthyperbolische, n~mlich parabolische Riemannsche Mannigfal- 
t igkeiten, deren eine durch den ,,bezogenen Parallelstreifen,, bzw. die zweifach punkt ier te  Kugel 
repriisentiert wird, w~hrend die andere durch die einfach punkt ier te  Kugel dargestell t  wird. 
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Punktes 0 oder auf die schlichte ~iussere Umgebung des Einheitskreises K 

abgebildet werden. Im ersten Falle reden wir yon einer parabolischen O'ffnung, 
im zweiten Falle yon einer hyperbollschen ~nuug der Mannigfaltigkeit. Eine und 

dieselbe Mannigfaltigkeit kann natfirlich 0ffnungen beiderlei Art darbieten. Bei 

einer parabolischen ()ffnung kSnnen wir nunmehr offenbar die betreffende durch 

Abbildung gewonnene Umgebung des Punktes 0 durch den P u n k t  0 selbst ab- 

schliessen. Wit  denken uns dies ffir alle einzelnen parabolischen 0ffnungen aus- 

geffihr~. Andrerseits k5nnen wir einer hyperbolischen 0ffnung entsprechend je- 

desmal die Kreislinie K hinzunehmen. Dementsprechend kSnnen wir zun~chst 

eine Neutriangulation der so erweiterten Mannigfaltigkeit ausfiihren, die den 

Punk~ 0 jedesmal als inneren Punkt  erscheinen li~sst und die ferner unmit~elbar 

mit endlich vielen Triangeln jedesmal die ~ussere Umgebung des Kreises K und 

diesen selbst unter Ausschluss seiner inneren Punkte erfasst. 

Die Punk~e des Kreises K sind dadurch allerdings noch nicht inhere Punkte 

der neuen Mannigfaltigkeit geworden. Sie werden es aber, wenn man nunmehr 

das gewonnene die Mannigfaltigkeit definierende Triangelsystem mit seinen Sub- 

stitutionen in Bezug auf die Kreislinie K symmetrisch reproduziert. Dadurch ist 

offenbar eine in symmetrischer Weise triangulierte symmetrische geschlossene 

Riemannsche Mannigfaltigkeit entstanden, die durch die Symmetrielinien K in 

zwei voneinander in der Idee ge~rennte Mannigfal~igkeitsh~lften zerlegt erscheint 

(orthosymmetrische ~Ian~igf altigkeit). 
Hat  nun die urspriingliche Mannigfultigkei~ nur parabolische 0ffnungen, so 

kann sie nach dem Vorstehenden als Punk~ierungsresultat einer geschlossenen Rie- 

mannschen Mannigfal~igkeit angesehen werden. Darnach is~ sie einer punktierten 

Riemannschen Fl~iche ~iquivalent oder, wenn wir wollen, einem punktier~en alge- 

braischen Gebilde. 

Besitzt zweitens die Mannigfaltigkei~ nur hyperbolische 0ffnungen, so er- 

scheint sie nach Vorstehendem als die eine Hiilfte einer symmetrischen geschlosse- 

nen Riemannschen Mannigfaltigkeit. Diese symmetrische Riemannsche M~nnig- 

faltigkeit kann zungchst auf eine geschlossene Riemannsche Fl~iche eineindeubig 

abgebilde$ werden. Der zu dieser Fl~che geh5rende FunktionenkSrper ges~atte~ 

dann auf Grund der bestehenden Symme~rie eine Funktion u des KSrpers aus- 

zuwghlen, die auf den Symmetrielinien reell ist und daher eine Abbildung der 

Mannigfaltigkeit auf eine in Bezug auf die Achse des Reellen symmetrische 

(orthosymmetrisehe) Riemannsche Fl~iche F8 bewirk~, deren der betrachteten Sym- 

metrie entsprechende Symmetrielinien geschlossene fiber der Achse des Reellen 
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verlaufende Ziige sind. Diese Ziige zerlegen die ~ in zwei zueinander symme- 

trische getrennte ItS~lften, deren eine, fs, bei Ausschluss ihrer Berandung das 

eineindeutige Abbild der betrachteten Riemannschen Mannigfaltigkeit mit lauter 

hyperbolischen tJffnungen ist. 

Man kann abet weiter zu der betrachteten reellen Funktion u eine zweite 

Funktion v aus dem FunktionenkSrper leicht entnehmen, die auf den betrachteten 

Symmetrielinien ebenfalls reell ist, und die mit u zusammen eine reelle algebra- 

ische Kurve (u, v) liefert die, komplex verstanden, (lurch ihre reellen Ziige in zwei 

zueinander symmetrische Hi~lften zerlegt wird, deren eine das eineindeutige Bild 

der zugrunde gelegten Mannigfaltigkeit iSt. 

Haben wir drittens eine Mannigfaltigkeit endlichen Zusammenhanges, die 

sowohl hyperbolische wie parabolische ~)ffnungen besitzt, so ergibt sich ebenfalls 

sofort die ?Jbertragung auf die eine Hi~lfte einer orthosymmetrischen Riemann- 

schen Fli~che /~'~ bzw. die eine Hi~lfte einer in ihrer komplexen Ausdehnung ge- 

nommenen reeUen algebraischen Kurve. Aber jetzt ist die /~  bzw. die komplexe 

Kurve mit symmetrisch angeordneten Punktierungen versehen zu denken, yon 

denen die der einen Hiilfte des Gebitdes angehSrenclen den parabolischen {)ff- 

nungen der Nannigfaltigkeit  direkt entsprechen. 

Je nachdem eine hyperbolische Mannigfaltigkeit endlichen Zusammenhanges 

nur parabolische 0ffnungen oder auch hyperbolische {)ffnungen besitzt, nennen 

wir die Mannigfaltigkeit eine hyperbolische Man nigfaltigkeit des zweiten oder dritten 

Typus. (Als hyperbolische 3lannigfultigkeiten des ersten Typus bezeichnen wit 

die geschlossenen hyperbolischen Mannigfaltigkeiten, d. s. die geschlossenen Man -. 

nigfaltigkeiten yore Geschlecht p ~ 2 ;  s. auch No. 38.) 

Es ist wichtig, sich kl,~r zu machen, wie der Typus sich in der zur Mannig- 

faltigkeit gehSrenden Fundamentalgruppe auspri~gt. 

Eine beliebige hyperbolische Fundamentalgruppe kann auf dem Einheitskreis 

entweder eigentlich diskontinuierlich sein oder uneigentlich diskontinuierlich. Sie 

wird auf dem Ei~heitskreis eigentlich dislcontinuierlich genannt, wenn es auf diesem 

Kreise ein Intervall gibt, dessen unendlich viele verm5ge der Pundamentalgruppe 

mit ihm i~quivalente Bildintervalle yon einander getrennt liegen. Ist ein solches 

Intervall nicht vorhanden, so heisst die Gruppe auf dem Einheitskreis uneigentlich 

dislco~tinuierlich. Diese Bezeichmmg schliesst sich der fiir alle hyperbolischen 

Fundament~lgruppen iiblichen Bezeichnung als schlechthin eigentlich diskonti- 

nuierlicher Gruppen an, worunter ni~mlich nur verstanden wird, class es innerhalb 

des Einheitskreises eine Kreisfliiche gibt, deren si~mtliche vermSge der Fundamen- 
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talgruppe mit ihr ~iquivalente Bildkreisfl~ichen voneinander getrenn~ liegen. Man 

bemerkt in der Tat sofort auf Grund friiherer Darlegungen, dass jede das In- 

nere des Einheitskreises in sich transformierende Gruppe yon Substitutionen, die 

keine infinitesimalen Substitutionen zul~isst, die erw~ihnte Eigensehaft der Diskon- 

tinuit~it besitzt und umgekehrt. In der Folge gebrauchen wir noch eine andere 

Bezeichnung. Wir nennen n~mlich eine auf dem Einheitskreise noch eigentlich 

diskontinuierliche hyperbolische Fu~dame~talgr~tppe eine solche des dritte~ Typus, 

hingegen eine auf dem Einheitskreise nicht mehr eigentlich diskontinuierliche 

hyperbolische Fundamentalgruppe eine solche des ersten oder zweiten Typus, jenachdem 

die durch sie definierte Fundamentalmannigfal~igkeit geschlossen oder often ist. 

Hiernach kSnnen wir den Satz aufstellen, dass eine hyperbolische Mannig- 

faltigkeit endlichen Zusammenhanges eine Fundamentalgruppe des ersten, zweiten 

odei ~ dritten Typus liefert, je nachdem die MannigfaRigkeit selbst yore ersten, 

zweiten oder dritten Typus ist. 

Zur Begrfindung betraehten wir, unter ~bergehung des unmittelbar klar lie- 

genden ersten Falles, zun~chst eine Mannigfaltigkeit des zweiten Typus, d. i. eine 

solehe mit nur parabolischen Offnungen. Wir stellen sie uns in der Form einer 

mit endlich vielen Punktierungen versehenen geschlossenen Riemannsehen Fl~iche 

vor. Diese punktierte Riemannsche Fl~iche heisse F' .  Sie werde durch die erfor- 

derliche Anzahl getrennter Querschnitte yon Punktierung zu Punktierung in eine 

einfach zusammenh~ngende Fl~iehe -~o' verwandelt. Das Bild der Fl~iche ~o' in 

der ~-Ebene ist ein Bereich (Do mit unendlich vielen mit ihm vermSge der Funda- 

mentalgruppe ~quivalenten Bildern. Das einzelne solche Bild hat einen euklidi- 

schen Maximaldurchmesser. Dieser euklidische Maximaldurehmesser liegt aber 

nur ffir endlich viele der Bilder oberhalb einer yon o verschiedenen GrSsse e, die 

man sich beliebig klein vorgeben kann. Dies wird durch die analoge Betrachtung 

pag. 71 u. 7z sofor~ deutlich. Da nun die q~0-Bilder das ganze Innere des ~-Ein- 

heitskreises ausfiillen, so ist es nicht mSglich, d~ss auf dem Einheitskreise ein 

Intervall liegt, dessert s~mtliehe mit ihm ~quivalente Bilder yon ihm getrenn~ 

Iiegen. Denn das Vorhandensein eines solchen Intervalls bedingt, dass auch die 

g~nze Fl~che eines das Intervall orthogonal schneidenden kleinen Kreises nur 

Bilder liefert, die ausserhalb dieses Kreises liegen. In dieser Kreisfl~che miissten 

sich aber oftenbar unendlich viele q~o-Bilder befinden wegen der schliesslich unend- 

lich klein werdenden Ausdehnung dieser q)o-Bilder. D~s wiirde bedeuten, dass 

in dieser Kreisfl~iche unendlich viele mReinander ~quivalente Punkte liegen, im 

Widerspruch mit einer unmittelbar vorher gemaehten Bemerkung. 
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Wir betrachten nunmehr eine hyperbolische Mannigfaltigkeit endlichen Zu- 

sammenhanges des dritten Typus. Wir denken sie uns in der Gestalt der einen 

tI~tlfte f i  einer orthosymmetrischen Riemannschen Fl~che F~, die ev. mit Punktie- 

rungen versehen ist, vorliegend. 

ZuvSrderst mSge der Fall betrachtet werden, wo keine Punktierungen vor- 

kommen. Alsd~nn denken wir uns die betr~chtete H~lfte fs der Fl~che Fs durch 

getrennte Querschnitte yon l~and zu l~und zu einer Fl~che fi0 uufgeschnitten. 

Aus dieser entsteht, dutch relationenfreie Zusummenfiigung unendlich vieler Exem- 

plare yon ihr selbs~ ~ngs der Querschnittseiten, die einfach zus~mmenh~ngende 

t~berlugerungsfl~che f~(~), die durch die GrSsse ~ eineindeutig konform uuf das 

Innere des ~-Einheitskreises fibertr~tgen wird. 

Wir  h~ben nun zun~chs~ die Regularitiit der Grb'sse ~ auf den Randl~inien 
der f~, d. i. auf  den Symme~rielinien der F~ d~rzutun. 

Dazu denken wit uns die Fl~che F~ uniformisiert, was nuch unserer Theorie 

des zweiten Teiles mSglich ist. Die einfach zusammenhfingende Uberlugerungs- 

fi~che Fs (~) kunn ihrerseits ~us unendlich vielen Exemptaren fJ~) und ~s (~) 

zusammengesetz~ werden, wobei mit ~ die zweite t t~lfte der F~ bezeichnet ist. 

Der Zusummenffigungsprozess ist dabei uuch ein relutionenfreier in dem Sinne, 

dass Yerkn~ipfungen immer nur l~ngs eines f~/~) bzw. ~s/~) begrenzenden 

Liniengewindes st~ttfinden und im Verl~uf der gesumten Zas~mmenfiigung 

keine l~iickverkniipfungen vorkommen. Wir bemerken, d~ss die erw~hnten 

Liniengewinde Symmetrielinien der Fl~che ~t| sind, denen duher Ortho- 

gon~lkreisbSgen innerhalb des Einheitskreises eineindeutig entsprechen. So er- 

kennen wit, duss die Huuptuniformisierende der F~ ein Bild der f~ entwirf~, d~s 

sich ~ls ein yon unendiich vielen getrennten Orthogon~lkreisbSgen begrenztes 

einfach zusaramenh~ngendes Polygon innerhulb des Einheitskreises darstellt. 

u  diesem Polygon kSnnen wir nun naeh der yon uns in ~r .  24, 2~ ~nge- 

wundten Methode der unendlichen Produk~bildung einen Ubergang zur Fl~che des 

Einheitskreises selbst vornehmen. Dieser Ubergang ist l~tngs den begrenzenden 

OrthogonalkreisbSgen des Polygons, wie wir gesehen h~ben, regular. Das Er- 

gebnis dieser Abbildung ist ~ber die Gewinnung der ttuuptuniformisierenden der 

Fl~che f~, yon der somit bewiesen ist, dass sie uuf den Begrenzungslinien tier 

f i  sich regulfir verh~ilt. 

Die dea Orthogon~lkreisbSgen des Polygons entsprechenden Peripher[einter- 

wl le  erf~llen ihrerseits ]etzt die ganze Peripherie des Einheitskreises mit Auslassung 

lediglich unendlich vieler diskreter Punkte. Wir  begriinden dies folgendermussen. 
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Das Bild yon fi0 wird ein yon endlich vielen paarweise linear aufeinander 

bezogenen Querschnitten begrenzter Bereich Oo innerhalb des ~-EinheRskreises. 

Bei Ausiibung der durch die Randsubstitutionen erzeugten Fundamentalgruppe 

ergibt sich eine Nebeneinanderlagerung yon q)0-Bildern, fiir welche die Summe 

der Maximaldurchmesser konvergiert, um nicht yon der Summe der Umfiinge zu 

reden. Dies folgt so. 

Der Bereich @0 reicht mit endlich vielen breiten Zipfeln an die Peripherie 

des Einheitskreises heran, wobei wir annehmen diirfen, dass er in den Eckpunkten, 

die offenbar s~imtlich auf tier Peripherie liegen, lauter rechte Winkel bildet. 

Durch die beiden Eckpunkte jeder als Peripherieintervall sich darbietenden ein- 

zelnen Randseite des Bereichs legen wir eine Kreislinie, die mit dem Einheitskreis 

einen hinreiehend kleinen spitzen Winkel bildet, welcber fiir alle ~iquivalenten 

Kreislinien derselbe ist. Wir kSnnen es so einrichten, dass diese endlich vielen 

Grundkreise in ihrer Gesamtheit den ganzen Bereich �9 o enthalten. Die Grund- 

kreise haben aber mit ihren ~iquivalenten zusammen eine konvergente Summe 

ihrer Umf~nge wegen der bewiesenen eigentlichen Diskontinuit~t der Fundamen- 

talgruppe auf dem Einheitskreis. Eine unmittelbare Folge ist, dass die Summe 

der Maximaldurchmesser aller q)o-Bilder konvergiert. Eine Folge davon wiederum 

ist, dass man soviel (Po-Bilder nebeneinander lagern kann, dass tier so entstehende 

Gesamtbereich aus der Einheitskreisfl~iche durch endlich viele Querschnitte aus- 

geschnitte n erscheint, fiir welche die Summe der Maximaldurchmesser so klein 

ist, wie man will. Dies bedeutet, dass die Menge der Grenzpunkte der Funda- 

mentalgruppe, in denen n~mlich die Gruppe aufhSrt, auf dem Einheitskreise 

eigentlieh diskontinuierlich zu sein, nicht nur eine diskrete Punktmenge ist, 

sondern eine solche yore linearen Inhalt  o, gemessen auf dem Einheitskreis. Von 

einem Peripheriepunl~te sagen wir dabei, dass in ihm die eigentliche Diskonti- 

nuit~t aufhSrt, wenn man kein noch so kleines ihn enthaltendes Peripherieinter- 

vall angeben kann, dessert s~mtliche mit ihm ~quivalente Intervalle yon ihm und 

daher auch untereinander verschieden sind. 

Betrachten wir nunmehr eine hyperbolische Mannigfaltigkeit endlieher Zu- 

sammenhangsordnung vom dritten Typus, die aueh parabolische 0ffnungen hat. 

Eine solche denken wir uns durch eine punktierte f~, als solche bezeichnet mit 

f / ,  repr~sentiert. Die Aufschneidung der f /  zur rio" erfolgt jetzt, abgesehen yon 

den yon Rand zu Rand laufenden Querschnitten, durch Hinzunahme yon Ein- 

schnitten, deren einzelner stets eine Punktierung mit einem Randpunkte yon f /  

verbindet. Der Nachweis der Regularitiit der zu f /  gehSrenden t{auptuniformi- 
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sierenden gestaltet sich im wesentlichen wie oben. In  den Punk~ierungspunkten 

trit t  logarithmisches Verhalten der Funktion ein, was ganz nach dem Muster 

des entsprechenden Beweises der Nr. 9 gezeigt wird. Im ~-Einheitskreis findet 

sich jetzt als Bild yon fs' ein Bereich q)o und unendlich viele mit ihm gquiva- 

lente Bereiche. Der Bereich @0 wird von lauter auf den Einheitskreis senkrecht 

auftreffenden paarweise linear bezogenen Querschnitten begrenzt. Von den Punktie- 

rungen insbesondere riihren jetzt parabolische Zipfel herl die durch Bahnkreise 

abgetrennt werden kSnnen. Nach so erfolgter Abtrennung der Zipfel bleibt ein 

Restbereich, fiir welchen wie vorhin gezeigt werden kann, dass die Summe der 

Maximaldurchmesser aller ~quivalenten Bilder konvergiert. Andererseits ergibt 

die Argumentation, dass die Summe der Umf~nge aller ~quivalenten Bahnkreise 

(jeder nur einmal gerechnet) konvergiert. Diese Summe kann ausserdem beliebig 

klein gemacht werden, indem man nur die urspriinglichen Bahnkreise geniigend 

klein w~hlt. 

Da das einzelne @o-Bild niemals zwei parabolische Zipfel in denselben Bahn- 

kreis hinein entsendet, bemerken wir schon jetzt den Satz, dass die Maximal- 

durchmesser der q)o-Bilder allm~hlich unendlich klein werden, d. h. dass es nur 

endlich viele solcher Bilder gibt, deren Maximaldurchmesser oberhalb einer belie- 

big klein vorgegebenen GrSsse liegen. Aber weiter kSnnen wir folgendes ent- 

nehmen. 

Wenn man, ausgehend yon @0, eine geniigend grosse Anzahl yon Oo-Bildern 

zusammenh~ngend neben elnander lagert, so gilt fiir den erweiterten Bereich, dass 

er niemals zwei parabolische Zipfel in denseiben Bahnkreis hinein entsenden kann. 

Daraus schliessen wir, dass der erweiterte Bereieh nut  endlich viele Peripherie- 
intervalle yon beliebig kleiner Gesamtllinge freil~sst. Nicht jedoch kann behauptet 

werden, dass die Summe der Maximaldurchmesser wie vorher im Falle des Fehlens 

parabolischer Zipfel konvergier~. 

38. Allgemeine Durchflihrung der Typenunterscheidung bei den hyperbolischen 
Fundamentalgruppen. Wir nennen eine hyperbolische Fundamentalgruppe in einem 

Punkte des ~-Einheitskreises eigentlich diskontinuierlich, wenn man um diesen 

Punkt  eine zum Einheitskreise zweckmgssig symmetrisch zu deukende kreisf5rmige 

Umgebung angeben kann, welche die Eigenschaft hat, yon allen vermSge der 

Fundamentalgruppe mit ihr gquivalenten Kreisflgchen getrennt zu sein. Alle 

diese Kreisfl~ichen sind dann auch unter einander getrennt. 

Aus dieser Definition ergibt sich ohne weReres, dass die Fundamentalgruppe 
19--26404. Acta mathematica. 50. ]mprim6 le 11 juin 1927. 
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in den auf dem Einheitskreise liegenden Fixpunkten der Substitutionen der 

Gruppe, gleichgiiltig, ob diese zu hyperbolischen oder parabolischen Substitutio- 

nen gehSren, niemals eigentlich diskontinuierlich ist. Die Definition ordnet sich 

der entsprechenden Definition der eigentlichen Diskontinuit~it fiir innere Punkte 

des Einheitskreises sinngem~iss unter. Unserer allgemeinen Definition entsprechend 

unterscheiden wir bei einer Fundamentalgruppe zwischen DiskontiuuitStspu~kten 
und I~disko~dinuitiitspu~2kte~, welch letztere wir auch als Grenzpunkte bezeichnen. 

~bertragen wir die Definition schliesslich auch auf die ~iusseren Punkte des Ein- 

heitskreises, so ist nunmehr folgendes Mar. Zu jedem Diskontinuit~itspunkte ge- 

hSrt eine kreisfSrmig w~ihlbare Umgebung yon Punkten, die ebenfalls s~imtlich 

Diskontinuit~tspunkte sin& 

_Je nachdem nun auf dem Einheitskreise ein Diskontinuit~itspunkt und folg- 

lich ein ganzes Diskontinuit~tsintervall vorhanden ist oder nicht, sprechen wir 

von einer hyperbolischen Fundamentalgruppe des dritte~ Typus oder des ersten 
bezw. zweiten Typus (siehe welter unten). Wir behaupten nun, dass die Gesamt- 

heir aller Diskontinuit~itspunkte einer FundamentalgTuppe des dritten Typus die 

ganze Ebene erfiillt mit Auslassung lediglich einer diskreten, d. h. nirgends ein 

ganzes Intervall bildenden Punktmenge auf dem Einheitskreise. W~ire es n~mlich 

anders, so wiirde auf dem Einheitskreise ein ganzes Indiskontinuit~tsintervall 

vorhanden sein, das wir uns nach beiden Seiten soweit wie mSglich ausgedehnt 

denken. Nunmehr wiirde dieses vervollst~indigte Intervall dutch die einzelnen 

Operationen der Gruppe entweder in sich selbst oder in ein yon ihm selbst vSllig 

getrennt liegendes ebenfalls vollst~ndiges Indiskontinuit~itsintervall transformiert 

werden. Die versehiedenen soleherweise entstehenden Indiskontinuit~tsintervalle 

kSnnten sich untereinander offenbar niemals teilweise fiberdecken. Diejenigen 

Operationen der Gruppe aber, welche ein einzelnes Intervall dieser Intervall- 

menge in sich selbst transformiermb kSnnen nur hyperbolische Substitutionen mit 

den Endpunkten des betreffenden Intervalls als Fixpunkten sein. 1 Die Gesamt- 

heir der eines dieser Intervalle erhaltenden Subs~itutionen der Gruppe miisste nun 

wegen der eigentlichen Diskontinuit~it der Gruppe (Fehlen infinitesimaler Sub- 

1 Ausgenommen sind nu t  die Fiille, wo die Gruppe allein yon der identischen Subst i tu t ion  
gebildet wird oder yon einer einzigen parabolischen Erzeugenden erzeugt wird. Eine gewisse Son- 

derstel lung n i m m t  noch der Fall der Gruppe ein, die yon nur  einer hyperbolischen Erzeugenden 

erzeugt wird. Im ersten Falle is t  der volle Einheitskreis  einziges Diskontinuiti~tsintervall,  im zwei- 
ten Falle der ganze Kreis excl. eines Punktes  einziges Diskontinuitii tsintervMl. Im drit ten Falle 

haben wir zwei getrennte Diskontinuiti i tsintervalle,  die durch die beiden hyperbolischen F ixpunkte  
yon einander geschieden sind. 



Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. 147 

stitutionen) durch die Potenzen einer einzigen hyperbolischen Erzeugenden mit 

positiven und negativen Exponenten darstellbar sein. Daraus wiirde sich eine 

Unterteilung des Intervalls und entsprechend aller ~quivalenten ergeben. Die 

Teilintervalle wiirden nunmehr Diskontinuit~tscharakter haben, und folglich wiirden 

die auf ihr liegenden Punl~e Diskontinuit~tspunkte sein; w~hrend doch das 

angenommene Indiskontinuit~tsintervall vollst~ndig aus Indiskontinuit~tspunkten 

bestehend gedacht wurde. Es gibt somit kein Indiskontinuit~itsintervall bei einer 

hyperbolischen Fundamentalgruppe des dritten Typus. 

Man wird nun zu einer Neut'riangulatio~ des gesamten Diskontinuit~tsgebietes 

einer Fundamentalgruppe des dritten Typus iibergehen kSnnen, die in Bezug auf 

den Einheitskreis symmetrisch ausf~ll~ und an der der Einheitskreis selbst mi~ 

seinen s~mtlichen Diskontinuit~t'sintervallen, die Endpunkte derselben ausge- 

schlossen, teilnimmt. Man gelangt zu dieser Triangulation, wenn man, anstelle 

der friiher gew~hlten im Nullpunkt zentrier~en Kreisfl~chen K (~) mit wachsenden 

Radien (vgl. Nr. 32), mehrfach zusammenh~ngende Kreisbereiche K(') w~hlt, die 

man erh~lt, indem man die Punk~menge der Grenzpunkte in endlich viele Peri- 

pherieintervalle beliebig kleiner Maximallfinge einschliesst, deren Endpunkte Dis- 

kontinuit~tspunkte sind, und sodann zu diesen Intervallen die zugehSrenden Or- 

thogonalkreise des Einheitskreises konstruiert, die durch die Interwllendpunkte 

hindurchgehen. Die Zusammenhangsordnung der Bereiche K (~') wird dabei mit 

unbegrenzt wachsendem Index n ihrerseits unbegrenzt wachsen. Die mit K(') 

~quivalenten Kreisbereiche haben wegen der angenommenen eigentlichen Dis- 

kontinuit~t der Gruppe eine endliche Summe der Umf~nge aller Begrenzungskreise. 

Desgleichen haben die in den s~mtlichen Bildkreisbereichen liegenden sich zum 

Teil gegenseitig iiberdeckenden Peripherieintervalle eine endliche Gesamtsumme. 

Daraus folgt, dass die Bildkreisbereiche allm~hlich unendlich kleine Maximal- 

durchmesser bekommen, und weiter folg~ aus der eigentlichen Diskontinuit~t, dass 

die Bildkreisbereiche sich nur gegen die Grenzpu~nkte der Gruppe h~ufen. Der 

Bereich K (') wird demnach nur yon endlich vielen seiner Bilder getroffen, und 

wir bemerken, dass wir ganz in Analogie mi~ den Betrachtungen der Nr. 32 

auf der Basis der Bereiche K (~) und ihrer ~quivalenten eine Parzellierung und 

Triangulation des gesamten Diskontinuit~tsgebietes der Fundamentalgruppe er- 

halten, wie wir wiinschen. Damit ist wieder ein System yon Grundparzellen ge- 

wonnen, das nunmehr die Diskontinuit~tsintervalle der Peripherie automatisch 

einbezieht. - -  F~IcKE erreicht die Einbeziehung der Diskontinuit~tsintervalle 

(lurch die >>Normalpolygone>>; s. unsere Anmerkung pag. I26. 
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Beachtet man, dass die auf dem Einheitskreise liegende Grenzpunktmenge 

einer Fundamenta[gruppe durch diese in sich selbst transformiert wird, so finder 

man ohne weiteres, dass die Anzahl der Grenzpunkte nur gleich o, i, 2 oder r162 

sein kann. In  der Tat ist die Anzahl der Substitutionen einer hyperbolischen 

Fundamentalgruppe, yon der Einheitsgruppe abgesehen, stets unendlich. Ein Sy- 

stem endlich vieler Punkte gestattet unendlich viele Substitutionen aber nur dann, 

wenn es lediglich aus einem oder hSchstens aus zwei Punkten besteht. Es sind 

dies die in der Fussnote schon erw~ihnten Sonderf~lle. 

Durchgreifend unterscheiden wir jetzt drei Type~ hyperbolischer Fundamen- 
talgruppen. 

Erster Typus: Die hyperbolischen Fundamentalgruppen mit geschlossenem 
Mannigfaltigkeitstypus der zugehSrenden Funda~entalmannigfaltigkeiten. Sie sind 

durch die Eigenschaft charakterisierbar, dass es eine mit dem Einheitskreis kon- 

zentrische kleinere Kreisfl~iche gibt, die zu jedem Punkte innerhalb des Einheits- 

kreises mindestens einen ~iquivalenten aufweist. Da in diesem Falle, wie wir 

sahen, ein Fundamentalbereich angegeben werden kann, der ebenfalls ganz in 

einer Kreislinie I~1 < q < I enthalten ist, so ergibt sich sofort folgendes: Die Maxi- 

maldurchmesser der mit dem Kreise H : q  ~quivalenten Kreise werden ~llm~h- 

lich unendlich klein, mithiu auch die Maximaldurchmesser der Bilder des einfach 

zusammenh~ngenden Fundamentalbereichs. Das Diskontinuit~tsnetz, bestimmt 

durch die Gesamtheit der Bilder des Fundamentalbereichs, zeigt daher gegen die 

Peripherie hin eine immer feinere Struktur und l~sst so ohne weiteres erkennen, 

dass auf der Peripherie des Einheitskreises selbst keine eigentliche Diskontinuit~t 

mehr besteht. Die Peripherie besteht viehnehr nur aus Grenzpunkten. Welter 

kann man behaupten, dass die Menge der Fixpunkte der Substitutionen die Peri- 

pherie des Einheitskreises allenthalben bedeckt, sodass kein noch so kleines Peri- 

pherieintervall frei bleibt. Im anderen Falle wiirde man n~mlich nach einem 

oben angewandten Schlussverfahren (pug. I46) ein Teilintervall eines yon Fix- 

punkten frei gebliebenen Intervalls haben, auf dem die Gruppe eigentlich dis- 

kontinuierlieh sein muss. 

Zweiter Typus : Die hyperbolischen Fundamentalgruppen mit qlT"enem Mannig- 
.faltigkeitstypus der zugehSrenden Fundamentalmannigfaltigkeit, die auf der Peri- 
pherie des Einheitskreises nicht eigentlich diskontinuierlich sind. Fiir sie besteht 

der Satz, dass die Menge der Fixpunkte, wie beim ersten Typus, auf der Peri- 

pherie iiberall verteilt ist. Diese Gruppen lassen sich stets aus unabh~ngigen 

Erzeugenden aufbauen, deren Anzahl endlich oder unendlich gross ist, entspre- 
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chend dem Umstande, dass die zugehSrende Fundamentalmannigfaltigkeit durch 

endlich oder unendlich viele getrennte Querschnitte zu einer einfach zusammen- 

h~ngenden ]~annigfaltigkeit aufgeschnitten werden kann. 

Dritter Typus: Die hyperbolischen Fundamentalgruppen mit offenem Mannig- 

faltig]ceitstypus der zugehSrenden Fundamentalmannigfaltigkeit, die auf der Peri- 

pherie des Einheitskreises eigentlich diskontinuierlich sin& Ihre Grenzpunktmenge 

ist, wie wir sahen, im allgemeinen (n~mlich mit Ausnahme yon den drei 

erw~hnten niederen F~llen) eine unendliche Menge diskreter Punkte auf der Peri- 

pherie des Einheitskreises, die im Falle endlichen Zusammenhanges der Funda- 

mentalmannigfaltigkeit, d . i .  im Falle der ErzeugungsmSglichkeit der Gruppen 

aus endlich vielen Erzeugenden, stets in endlich viele Intervalle mit beliebig 

kleiner Gesamtl~nge eingeschlossen werden kann, im Falle unendlich hohen Zu- 

sammenhanges, d. h. bei unendlich vielen Erzeugenden jedenfalls in endlich viele 

Intervalle eingeschlossen werden kann, deren Maximall~nge einen beliebig klein 

vorgegebenen Kleinhei~sgrad hat. Diese Gruppen kSnnen ebenfalls stets aus 

unabh~ngigen Erzeugenden in endlicher oder unendlich hoher Zahl aufgebaut 

werden, je nachdem n~mlich die zugeh5rende Fundamentalmannigfaltigkeit end- 

liche oder unendlich hohe Zusammenhangsordnung besitzt. 

39. NShere Betrachtuug der drei Typen bei den allgemeinen hyperbolischen 

Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Beziehung der Mannigfaltigkeiten des dritten 

Typus zu den vollkommenen orthosymmeb'ischen Riemannschen FlSchen und zu den 

vollkommenen reellen analytischen Kurven. Der Unterscheidung der drei Typen bei 

den hyperbolischen Fundamentalgruppen entspricht eine Typenunterscheidung der 

hyperbolischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Wir umfassen mit den Ent- 

wicklungen dieser Nummer die Mannigfaltigkeiten endlichen wie unendlich hohen 

Zusammenhanges, sowie wir mit den Entwicklungen der vorigen Nummer die 

hyperbolischen Fundamentalgruppen mit endlich vielen und mit unendlich vielen 

Erzeugenden umfassten. 

Eine hyperbolische Mannigfaltigkeit werden Wir als eine solche vom ersten 

Typus zu bezeichnen haben, wenn sie geschlossen ist. Eine solche ist, wie wir 

gesehen haben, einer geschlossenen Riemannschen Fl~che bzw. einer ~lgebraischen 

Kurve i~quivalent, deren Geschlecht p ~ 2 ist. Letztere Bedingung ist eine 

notwendige und hinreichende Bedingung, damit es sich um eine hyperbolische ge- 

sehlossene hlannigfaltigkeit handelt. 

Die ungeschlossenen hyperbolischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, die 



150 Paul Koebe. 

wir auch als offene Riemannsche 2~la~n(qfaltigkeiten bezeiehnen, zerfallen in solehe 

des zweiten und des dritten Typus. Eine offene hyperbolische Mannigfaltigkeit 

geh5rt dem zweite~ Typus an, wenn ihre Ftmdamentalgruppe eine solche des 

zweiten Typus ist. Wir bezeiehnen sie dann auch als eine uneigentlich off'erie 
hyperbolische Mannigfaltigkeit. Eine offene hyperbolisehe Mannigfaltigkeit gehSrt 

dem dritte~ Typus an, wenn ihre Fm~dame~talgruppe dem dritten Typus angehSrt. Wir 

bezeichnen sie dann auch als eine eigel#lich o~'e~e hyperboli~.che 3lan~n;gf~tltigkeit. 
Jede uneoentlich otfe~e hyperboli~che Itieman~sche ~]lannigfMtigkeit ist einer 

uneigentlich offenen hyperbolischen giemannschen Fl~che, bzw. einem uneigent- 

lich offenen hyperbolischcn analytischen Gebilde ~quivalent. Beziiglich der 

gepriisentation einer solchen Mannigfaltigkeit durch eine Riemannsche Fl~che 

kSnnen wir jetzt behaupten, dass eine solche Riemannsche Yl~iche niemals ein 
freies analytisches Raudstiiclc besitzen kann. Nehmen wir n~mlieh eine Riemannsche 

Fl~che mit freiem analytischem Randstiiek gegeben an, s(~ k6nnen wir diese 

durch Hinzunahme der zu ihr in Bezug auf die Achse des Reellen symmetrisehen 

Riemannschen Fl~che, unter Zuordnung symmetrisch gelegener Punkte des be- 

trachteten analytischen Randteils und seines Spiegelbildes, zu einer umfassenderen, 

jetzt idealen Riemannschen Fl~iche vervollstiindigen, bei deren Uniformisierung 

die urspriinglich betrachtete Riemannsehe Fl~iche in ein Orthogonalkreispolygon 

mit, allgemein zu reden, unendlich vielen begrenzenden OrthogonalkreisbSgen 

iibergeht, ein Polygon, yon dem wit durch Produktbildung zur Uniformisierenden 

der urspriinglichen giemannschen Fl~iche gelangen. Das zeigt uns aber, dass diese Uni- 

formisierende auf dem analytischen gandstiick regular ist, sodass diesem Randstiick 

auf der Peripherie des Einheitskreises, allgemein zu reden, unendlich viele ' Peri- 

pherieintervalle entsprechen werden, die durch die Substitutionen der Fundamen- 

talgruppe aus einem derselben hervorgehen. Das bedeutet, dass wir es mit 

einer Gruppe des dritten Typus zu tun haben. Das ist ein Widerspruch gegen 

die Annahme, die anulytisch berandete Riemannsche Fl~iehe sei yore zweiten Typus. 

Wir formulieren das eben gewonnene Ergebnis als einen besonderen Satz: 
Die Uniformisierende einer m i t  freier analytischer Berandung versehenen Rie- 

mannschen Fl~che verh~lt sich auf der freien reguli~ren Berandung dieser Fliiche 

stets regular. Eine solche Fl~ehe repr~sentiert daher stets eine Riemannsche 

Mannigfaltigkeit des dritten Typus. 
Nun zu den hyperbolischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten des dritten 

Typus. Liegt eine solche Mannigfaltigkeit vor, so liefert uns ihre Uniformisie- 

rende nach der Definition eine t~undamentaOrt~ppe des dritten Typus. Denken 
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wir nun an Stelle des Einheitskreises durch lineare Transformation die obere 

ttalbebene gesetzt, sodass die transformiel~e Fundamentalgruppe aus lauter reellen 

Substitutionen mit  positiver Koeftizientendeterminante besteht, die keine Halbe- 

benenvertauschung bewirken; setzen wir ferner diesen lJbergang zweckm~ssig so 

vorgenommen voraus, dass der unendlich ferne Punkt  Diskontinuit~tspunkt der 

transformier~en Fundamentalgruppe wird, so kSnnen wir durch Ansatz des Quo- 

tienten zweier Poincar6scher Thetareihen gleicher Dimension mit reeller rationaler 

Grundfunktion sofor~ den ~Jbergang yon der Fundamentalgruppe zu einer ortho- 

symmetrischen Riemannschen Flh'che ~'8 vollziehen, deren eine H~lfte f8 excl. der 

Symmetrielinien selbst mit der gegebenen lVIannigfaltigkeit des dritten Typus 

~quivalent ist. Das vollst~ndige System der Symmetrielinien repr~sentiert uns 

lauter freie Berandung der f~. Dieser freien Berandung entspricht in der ~-Ebene 

dass vollst~ndige System der Diskontinuit~tsintervalle. t t ierin liegt schon, dass 

f8 ausser dem System der Symmetrielinien yon F,  keine weitere freie analytische 

Berandung aufweisen kann. Denn einem weiteren freien Rande miissten nach 

dem vorhin erw~hnten Satze bestimmte Diskontinuit~tsintervalle oder Teile sol- 

cher auf dem ~-Einheitskreise entsprechen; aber alle Diskontinuit~tsintervalle 

sind bereits fiir die Symmetrielinien yon F~ verbraucht. 

Die einzelne Symmetrielinie yon T'~ ist ihrerseits entweder eine beiderseits 

oftene Linie oder eine geschlossene Linie. Die geschlossenen entsprechen often- 

bar den hyperbolischen ()ftnungen der Mannigfaltigkeit. Jede solche Linie wird 

als unendliches Liniengewinde eineindeutig auf ein vollst~ndiges Diskontinuit~ts- 

intervall iibertragen, wenn man, von einem einzelnen Zweige der Uniformisie- 

renden ausgehend, die Abbildung l~ngs der Symmetrielinie hin verfolgt. Die 

offenen Symmetrielinien hingegen werden durch den einzelnen Zweig unmittelbar 

eineindeutig auf ein vollstiindiges Disl~ontinuit~tsintervall iibertragen. 

Denkt man sich nun umgekehrt eine beliebige orthosymmetrische Riemannsche 

Fl~ehe F~ gegeben ~ und sei f~ die eine tt~lfte derselben, so gilt im allgemeinen 

nicht ohne weiteres der Satz, dass dem Symmetrieliniensystem der ~'~ das voll- 

st~ndige System der Diskontinuit~tsintervalle der zu f~ geh5renden Fundamental- 

gruppe entspricht, vielmehr ergibt sich, dass im Falle endlicher Zusammenhangs- 

ordnung der /~'s die weitere Bedingung erfiillt sein muss, dass F8 keine hyper- 

1 Eine beliebige symmetrische Riemannsche Fl~iche nenne ich orthosymmetrisch, wenn sie 
durch das System ihrer Symmetrielinien in zwei getrennte H~lften zerlegt wird. KLEIN hat frfiher 
diese Bezeichnung ffir geschlossene Riemannsche Flt~chen angewandt. Vgl. Bemerkungen, die ich 
fiber allgemeine symmetrische Riemannsche Fltichen in Journ. f. Math. Bd. I39 , S. 255--257 mache. 
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bolischen 0ftnungen besitzt. Ist  aber die Zusammenhangsordnung yon F~ unendlich 

gross, so muss der Bedingung geniigt sein, dass T'~ eine Riemannsche Fl~che des 

zweiten Typus ist, d. h. uneigentlich often ist. 

W~hrend die Richtigkeit der vorstehenden Behauptung fiir Fl~chen end- 

licher Zusammenhangsordnung sofort ersichtlich sein diirfte, ist der Satz fiir die 

unendliche Zusammenhangsordnung etwas n~her zu begriinden. In der Tat wiirde 

die Annahme, die Fl~che T'~ mit unendlich hohem Zusammenhange sei yore dritten 

Typus, zur Folge haben, dass man yon dieser ~ durch Vermittlung ihrer Itaupt- 

uniformisierenden zu einer neuen symmetrischen Riemannschen Fl~che O~ iiber- 

gehen kSnnte, deren eine tt~lfte 4s ein eineindeutiges Abbild der ganzen Fs w~re. 

Die Fl~che 4~ wiirde nun auch die Bilder der Symmetrielinien yon Fs auf sich 

enthalten, und es wiirde sich als Bild von f~ eine Teilfl~che 4 '  innerhalb 48 

ergeben mit analytischen l~andlinien, yon denen nur ein Teil in eineindeutiger 

Punktbeziehung zum vollst~ndigen System der Symmetrielinien von fs steht. Die 

Uniformisierung yon 4 '  wiirde daher ergeben, dass die Bilder dieses Teiles das 

System der zur Fundamentalgruppe yon f~ (f~ ist ~iquivalent 4 ' )gehSrenden  

Diskontinuitiitsintervalle des Einheitskreises nicht ausschSpfen wiirden. Das ist 

ein Widerspruch. 

Nennen wit eine orthosymmetrische Fl~che F8 vollkommen, wenn sie als 

solche entweder geschlossen oder uneigentlich often ist, d. h. entweder dem ersten 

oder dem zweiten Typus angehSrt, so erkennen wir jetzt den Satz, dass jede 

oflene Riemannsche Mannigfaltigkeit des dritten Typus der ei.nen HSlfte einer voll- 

kommenen orthosymmetrisehen Riema~mschen ~75che h'quivalent ist. 
Nach dem Vorstehenden kann jede Riemannsche Mannigfaltigkeit des dritten 

Typus durch eine Riemannsche Fl~che mit freier regul~irer I analytischer Beran- 

dung repr~sentiert werden. Eine solche Fl~che ist z. B. die pag. 151 gewonnene 

Fl~che f~. Umgekehrt gehSrt jede Riemannsche Fl~che mit einem freien analy- 

tischen Randstiick dem dritten Mannigfaltigkeitstypus an. Hiernach kSnnen wir 

die Riemannschen Mannigfaltigkeiten des dritten Typus auch definieren als die- 

jenigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, welche einer Riemannschen Fl~che 

mit mindestens einem freien analytischen Randstiick ~quivalent sind. 

i Der Begriff der Regularit~it einer analytischen Linie in einem Punkte ist hier in einem 
allgemeineren, organisch begriindeten Sinne gebraucht. Ein solches Linienstiick nennen wir niim- 
lich in einem Punkte, den es durchl~iuft, mit Bezng auf einen angrenzenden Fliichenteil, der von 
dem Linienstfick berandet wird, auch dann ,,regul~ir~, wenn dieser Fl~ichenteil durch eine im 
betrachteten Punkte verzweigte Wurzeltransformation mit  passendem ganzzahligen Wurzelexpo- 
nenten in einen in gewShnlichem Sinne regul~ir begrenzten schlichten Fl~ichenteil fibergeht. 
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Eine beliebig gegebene Riemannsche Fl~che F mit freien analytischen Rand- 

teilen repr~sentiert jedoch durch ihre im ganzen vorhandene freie >> regul~re >) Beran- 

dung im allgemeinen die >>wahre ideale Berandung der Manuigfaltigkeit>> nur unvoll- 

st~ndig. Den vorhandenen regul~ren Randteilen entsprechen bei tier Uniformi- 

sierung jedenfalls Diskontinuit~tsintervalle auf der Peripherie des Einheitskreises, 

wobei aber diese Diskontinuit~tsintervalle im allgemeinen nur unvollst~ndig aus- 

geschSpft werden. Durch Vermittlung der UniformisierungsgrSsse erkennt man 

jedoch den S~tz, d~ss die eineindeutige Beziehung, welche zwischen der Fl~che 1" und 

ihrer Representation durch die eine H~lfte einer mit ihr ~quivalenten vollkommenen 

orthosymmetrischen Fl~che besteht, ihrerseits auch auf dem vorhandenen freien 

regul:,iren analytischen Rande der gegebenen Riemannschen Fl~che >)regular>> ~ 

sein muss. Denkt man sich andererseits die Riemannsche Fl~che F irgendwie 

in eine Riemannsche Fl~che mit freier analytischer Berandung zun~chst nur unter 

Beachtung tier inneren Punkte transformiert, so wird diese Beziehung im allge- 

meinen nicht auf die analytische Berandung der beiden Fl~tchen ausgedehnt wer- 

den kSnnen, vielmehr wird einem freien analytischen Randstiick der einen Fl~che 

im allgemeinen bei der andern kein freies Randstiick entsprechen, sondern es 

wird die Abbiidungsfunktion l~ngs eines solchen Randstiickes ein unbestimmtes 

Verhalten haben. Hat  man jedoch eine endlich-vielfach zusammenhfingende end- 

lich-vielbl~ttrige gewShnliche Riemannsche Fl~che, deren vollstiindige Begrenzung 

yon endlich vielen geschlossenen regul~ren Linien gebildet wird, abgesehen yon 

endlich vielen noch hinzukommenden Punktierungspunkten, und hat man eine 

Abbildung einer solchen Fl~che auf eine andere ebenso beschaffene, so iibertr:,igt 

sich die Abbildungsbeziehung ohne weiteres in >>regul~rer>) Weise auch auf die 

volle Ber~ndung, incl. sogar der Punktierungsstellen. 

Der Beziehung der M~nnigfaltigkeiten des dritten Typus zu den vollkom- 

menen orthosymmetrischen Fl~chen l~uft parallel eine Beziehung dieser Mannig- 

faltigkeiten zu den vollkommenen orthosymmetrischen reellen analytische~ Kur~en. 

Wir nennen eine reelle orthosymmetrische analytische Kurve vollkommen, wenn 

sie, komplex verstanden, eine Mannigfaltigkeit des dritten Typus darsteilt. Um 

yon der Mannigfaltigkeit zu einer mit ihr ~quivalenten vollkommenen orthosym- 

metrischen reellen Kurve zu gelangen, bilden wir auf der pag. 151 gewonnenen ~ 

(u-Ebene) wieder mittels Poincardscher Reihen eine zu dieser Fl~che eigentlich 

gehSrende analytische Funktion unter passender Wahl der Pole. Bilden wir zu 

1 D. h. even tue l l  nach  H e r a n z i e h u n g  der in  l e t z t e r  Fussno te  erw~ihnten Wurze l t r ans fo r lna t ionen .  

20--26404. Acta mathematica. 50. Imprim4 le 26 juillet 1927. 
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dieser die konjugierte Funktion des konjugierten Arguments und addieren beide, 

so finden wir eine Funktion v, die auf den Symmetrielinien yon F~ reell ist. 

Offenbar k5nnen wir fiber die Pole so disponieren, class (u, v) eine mit F ,  ~qui- 

valente Kurve wird. Diese reelle Kurve ist dann zugleich auch vollkommen, well 

F ,  vollkommen war. Ihre reellen Zfige entsprechen eineindeutig den betrachteten 

Symmetrielinien der I:~. 

Die Definition der vollkommenen orthosymmetrischen reellen analytischen 

Kurve kSnnen wir auch wie folgt geben: Eine reelle analytische Kurve heisst 

vollkommen, wenn es nicht mSglich ist, sie (komplex verstanden) durch eine auf 

den reellen Ziigen der Kurve reelle, biuniforme ev. birationale Transformation 

auf einen Tell einer anderen reellen Kurve (auch diese komplex verstanden) zu 

transformieren. Ein solcher Teil wird auch dann als vorliegend erachtet, wenn 

die Bildkurve ers~ naeh Weglassung eines oder mehrerer reeller Ziige oder yon 

Teilen oder Punkten derselben in das Gebilde verwandelt wird, alas mit der ge- 

gebenen Kurve in eineindeutiger Aquivalenzbeziehung steht. Eine orthosymme- 

trische reelle algebraische Kurve ist nach unserer Definition stets vollkommen. 

Wir haben bei den vorhergehenden allgemeinen Betrachtungen dieser Num- 

mer auf die etwa vorhandenen parubolischen ()ffnungen der Munnigfaltigkeit 

keine besondere Rficksicht genommen, bemerken zum Schluss nur, dass es nach 

einem friiher (Nr. 37) angewandten Verfahren offenbar immer mSglich ist, zu 

erreichen, dass diese ()ffnungen in der Representation durch vollkommene Fls 

oder Kurven sich als Punktierungen dieser Fl~ichen bzw. Kurven darbieten. Eine 

Kurve )>punktierem> bedeutet dabei die Herausnahme eines Punktes aus der Ge- 

samtheit der Punkte der komplex verstandenen Kurve. 

40. Hyperbolische 3lannigfaltigkeiten mit parabolischen Substitutio,en in der 

Fundamentalgruppe. 1 W~hrend die Fundamentalgruppe einer gesehlossenen Mare 

nigfaltigkeit vom Geschlechte I nur yon parabolischen Substitutionen gebildet 

wird, besteht ffir die gesehlossenen hyperbolisehen Mannigfaltigkeiten, d. i. ffir die 

gesehlossenen Mannigfaltigkeiten vom Gesehleeht p ~  2 der Satz, dass die Funda- 

mentalgruppe iiberhaupt keine parabolisehen Substitutionen enth~lt. (Pozz~eAgE.) 

Zum Beweise nehmen wir an, eine geschlossene hyperbolisehe Mannigfaltig- 

keit liefere eine parabolisehe Substitution der zugehSrenden Fundamentalgruppe. 

1 Die Resul ta te  dieser N u m m e r  lassen sieh auch mit  Hilfe yon FRICKES Begriff des ,,Normal- 

polygons,, gewinnen;  s. den Satz in Bd. I, pag. I I 4 - - 1 I S ,  der , ,Vorlesungen tiber die Theorie der 

au tomorphen  Funkt ionen  >). 
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Denken wir uns die Gruppe als reelle Substitutionsgruppe in einer Variabeln ~' 

dargestellt, sodass die betreffende parabolische Substitution die Form einer Pa- 

rallelverschiebung parallel tier Achse des Reellen hat, deren GrSsse 2 z sei, so 

bemerken wir, dass es in der ~'-Ebene ~quivalente Punkte der Form _+_ ~ + i c gibt, 

unter c eine beliebig grosse positive GrSsse verstanden. Diese beiden Punkte 

erscheinen vom ~ullpunkte aus unter einem beliebig kleinen Winkel 2i. Wir  

legen durch die beiden zugeordneten Punkte jetzt einen Kreis k hindurch, der 

die Schenkel des erwihnten Winkels in den genannten beiden Punkten beriihrt. 

Der erw~hnte scheinbare Winkel ist dann zugleich die Winkelinvariante des er- 

w~hnten Kreises. Wegen der Geschlossenheit der Fundamentalmannigfaltigkeit 

haben wir einen Fundamentalbereich im ~-Einheitkreis, der ganz enthalten ist in 

einem konzentrischen Kreise [ ~ I< q < i. Denken wir uns den idealen Mittelpunkt 

des Kreises k (dieser wird auf der Achse des Imagin~ren yon dem durch die 

zugeordneten Punkte hindurchgehenden Kreise mit dem Nullpunkte ~'---o als 

Mittelpunkt ausgeschnitten) durch Vermittlung einer Substitution der Fundamen- 

talgruppe in einen Punkt des erw~hnten Fundamentalbereichs transformiert, so 

bemerken wir sofort, dass in Anbetracht der Kleinheit der Winkelinvariante des 

Kreises k die parabolische Substitution in eine Substitution transformiert wird, 

die zwei beliebig nahe benachbarte Punkte in der Weise ineinander iiberfiihrt, 

dass auch zugeordnete Richtungselemente beliebig wenig voneinander abweichen. 

Das bedeutet aber, dass wir eine infinitesimale Substitution der Gruppe gewinnen 

wiirden. Solche k5nnen .iedoch in der Fundamentalgruppe nicht vorkommen. 

Fiir offene Mannigfaltigkeiten ergibt sich, wie wir wissen, bei Umlaufung 

einer einzelnen parabolischen 0ffnung der Mannigfaltigkeit, stets eine parabolische 

Substitution. Hier gilt nun der folgende Satz, der sowohl fiir Mannigfaltigkeiten 

endlichen wie unendlich hohen Zusamme~ha~gs besteht, dass die s~mtlichen para- 

bolischen Substitutionen der Gruppe ausschliesslich 1 yon parabolischen 0ffnungen 

herriihren, pr~ziser: Die offene Mannigfaltigkeit M werde durch Querschnitte in 

eine einfach zusammenh~ingende Mannigfaltigkeit M o verwandelt gedacht. Es ist 

dann nach unsrer Konstruktion der Aufschneidung klar, dass in einer 0ffnung 

immer nur endlich viele, dieser Querschnitte endigen kSnnen. Die Substitutionen 

der Fundamentalgruppe andrerseits entstehen aus den endlich und unendlich vielen 

unabh~ngigen Erzeugenden, die ein in M 0 isoliert gedachter Zweig der Uniformi- 

sierenden ~ l~ngs den Querschnitten aufweist. Den einfachen Umlaufungen der 

t E i n  e inziger  A u s n a h m e f a l l  be s t eh t ,  der  u n t e n  g e n a n n t  wird. 
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einzelnen parabolischen (~ffnungen entsprechen nun gewisse endliche Kombina- 

tioneu der Fundamentalsubstitutionen, die man sich ohne weiteres bilden kann, 

wenn _M 0 gewonnen ist. Diese Kombinationen, deren positive uud negative Po- 

tenzen, sowie schliesslich die vermSge irgend einer Gruppensubstitution gebildeten 

Transformierten der Kombinationen und ihrer positiven und negativen Potenzen, 

bilden das vollst~indige System aller parabolischen Substitutionen der Fundamen- 

talgruppe. Parabolische Substitutionen kommen also in der Fundamentalgruppe 

einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit dann und nur dann vor, wenn die Mannig- 

faltigkeit often ist und parabolische 0ffnungen hat. 

Zum Beweise unserer Behauptungen fiber oifene Mannigfaltigkeiten lenken 

wir wieder unsere Aufmerksamkeit auf die schon betrachtete ~'-Figur. Wir denken 

uns die beiden zugeordneten Punkte durch eine gradlinige Strecke 1 miteinander 

verbunden. Nunmehr denken wir uns diese Strecke vertikal ins Unendliche ver- 

schoben. Dann lehrt die Betrachtung yon vorhin (pag. 155), dass die geschlossene 

Bildlinie L der Strecke 1 innerhalb der Mannigfaltigkeit einer stetigen Verschiebung 

unterworfen wird, bei der sie schliesslich jeden Hauptn~herungsbereich der zu- 

grundegelegten Hauptdarstellung verl~isst. Wir kSnnen deswegen einen Haupt- 

schnitt der Hauptdarstellung passend auswiihlen und bei genfigend hoher Lage 

der S~recke 1 behaupten, dass das Bild des oberhalb der Strecke 1 liegenden 

Parallels~reifens - - z  ~ R (~')~ + ~ ganz auf der einen Seite des Hauptschnittes 

bleibt. 

Denken wir eine bestimmte Lage fixiert, so kSnnen wir einen zweiten Haupt- 

schnitt bes~immen, sodass die Bildlinie zwischen dem ersten und dem zweiten 

Hauptschnitt enthalten ist und dass es ferner einen Punkt Po innerhalb des 

erw~hnten ]:lalbstreifens gibt, dessen Bild ausserhalb des zweiten Hauptschnittes 

liegt. Das an letzteren Hauptschnitt  anschliessende Reststfick der Riemannschen 

Mannigfaltigkeit erscheint durch das Querschnittsystem in v einfach zusammen- 

h~ngende Stficke zerlegt, wenn v die Anzahl derjenigen ~I o begrenzenden Quer- 

schnitte ist, die den zweiten Hauptschnitt  kreuzen. Entfernen wir v--I  dieser 

Querschnitte, so ist das Restfl~chenstfick selbst einfach zusammenh~ingend auf- 

geschni t ten.  Lassen wir nun P yon Po aus in dem Restfl~chenstiick variieren, 

so wird P die Linie L niemals treffen, und folglich bewegt sich ~' ganz oberhalb 

der Geraden, die die Verl~ngerung der Strecke s ist. Dabei erleidet aber ~' 

wenigstens soviele unabh~tngige Substitutionen, als noch Querschnitte durch das 

Res~fl~chenstfick hindurchgehen. Diese Substitutionen k5nnen ihre Fixpunkte 

auch nur im Unendlichen haben, sind also auch nur parabolische Substitutionen, 
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die Verschiebungen parallel der Achse des Reellen bedeuten. Und da kann es 

nur eine unabh~ngige Erzeugende geben wegen der eigentlichen Diskonti- 

nuit~t der Fundamental~oTuppe. Das bedeutet, dass das Restfl~chenstiick ein Off- 

nungsstiick der Mannigfaltigkeit ist, welche ()ffnung nun ihrerseits nur eine para- 

bolische ()ffnung sein kann. Der geschilderte Deformationsprozess verschiebt also 

die Linie L in eine parabolische ()ffnung der )r Die parabolische 

Substitution entspricht folglich einer einfachen oder mehrfachen Umlaufung dieser 

parabolischen 0ffnung im einen oder anderen Sinne. 

Durch die vorstehende Entwicklung wird die MSglichkeit, dass der Umlaufung 

einer hyperbolischen 0ffnung eine parabolische Substitution entspricht, nicht aus- 

geschlossen. Tritt dies ein, so muss sich der im allgemeinen ideale Rand der 

0ffnung, der durch Ubergang zu einer Riemannschen Fl~che in eine geschlossene 

,~regul~re>) Linie verwandelt werden kann, auf ein Diskon~inuit~tsintervall auf 

dem ~-Einheitskreise abbilden, dessen beide Endpunkte in dem Fixpunkt der para- 

bolischen Substitution zusammenfallen, der nun als einziger Grenzpunkt der 

Fundamentalgruppe erscheint. Das bedeutet, dass die betrachtete Mannigfaltigkeit 

eine zweifach zusammenh~ngende Mannigfaltigkeit mit eineY hyperbolischen und 

einer parabolischen 0ffnung ist. 

Das Urmanuscript der vorliegenden Abhandlung sowie die ganze Korrespondenz darfiber be- 
findcn sich im Mathematischen ]nstitut Mittag-Leffler zu Djursholm. Dicses Manuscript wurde im 
Oktober 1917 (verschobener Termin) zur Bewerbung uui den 1913 zur internationalen Ausschreibung 
gelangten Preis S. M. des KSnigs Gustav V. an den Hauptredakteur der Acta mathematica eingereicht. 
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