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Die Uniformisierungstheorie, vorbereitet durch wichtige Arbeiten von Rik-

MANN, ScHWARZ, ScHOTTKY, FucHs, sodann durch Kigin und PoiNcarE in kithnem

Vorstoss programmatisch entworfen im Zusammenhang mit der allgemeinen Theo-

rie der automorphen Funktionen, wo die Probleme der Uniformisierung als

Umkehrprobleme auftraten,

hat in den letzten zwel Jahrzehnten eine definitive

systematische Begriindung und Verselbstindigung erfahren, die ihre besondere

Benennung als Uniformisierungstheorie rechtfertigt.

Das Jahr 1907 brachte in
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einer Arbeit von Poincark (Acta math. 31) und zwei Arbeiten des Verfassers
(Gott. Nachr.) die Begriindung des allgemeinen Uniformisierungstheorems der ana-
lytischen Funktionen, und weiter folgte eine Reihe von Arbeiten des Verfassers
(insbesondere Math. Annalen 67, 69, 72, 75), die das ganze Uniformisierungspro-
gramm in eigener Gestaltung organisch entwickelten und durchfiihrten.!

Die Tdee der Uniformisierung, urspriinglich aus Riemannschen physikalisch-
potentialtheoretischen Grundvorstellungen der Funktionentheorie hervorgewachsen,
bietet sich naturgemiss auch auf dem Boden der Weierstrassischen funktionen-
theoretischen Grundvorstellungen dar.

Die Tatsache der Darstellbarkeit auch verzweigter Funktionselemente mittels
zweier eindeutiger Potenzreihen einer Hilfsvariabeln (lokale uniformisierende Vari-
able), die von Element zu Element wechselt, legt die Frage nach solchen Ver-
éinderlichen { nahe, vermdge deren das ganze analytische Gebilde (z, w) mit einem

)

Schlage in eindeutiger Parameterdarstellung z=¢, (J), w=g, ({) geliefert wird,
eine Darstellung, die nach einem bekannten Satze von Mirrae-LEFFLER dann
immer auch durch einheitliche analytische Ausdriicke bewirkt werden kann. Als
besonders bedeutsam erscheint dabei von vornherein der Fall, wo der Variabili-
titsbereich des Uniformisierungsparameters S, wie bei den lokalen Uniformisie-
renden, von der Fliche eines Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, evtl.
von der ganzen Ebene gebildet wird.

Diese Auffassung bringt die Forderung nach einer Begriindung der Uni-
formisierungstheorie in Weierstrassischem Geiste mit sich. Insbesondere wird das
Bestreben dahin zu gehen haben, das ganz unweierstrassische methodische Element
der Randwertaufgaben der Potentialtheorie, das frither eine wesentliche Rolle
spielte, auszuschliessen und an seine Stelle die Potenzreihe und die direkten kom-
plexen Rechenprozesse treten zu lassen. In diesem Sinne hat der Verfasser zu-
nichst im Jahre 1914 in den Sitzungsberichten der Sichsischen Gesellschaft der
Wissenschaften eine Voranzeige » Zur Theorie der kownformen Abbildung und Uni-
Jormisierung>, datiert vom 25. Febr. 1914, veroffentlicht, deren Grundgedanke zu
einem wesentlichen Teile fiir die vorliegende Abhandlung massgebend ist. Der-
selben Tendenz dient eine Folge » Abhandlungen zur Theorie der konformen Ab-
bildung»>, von der bisher sechs erschienen sind, T und III im Journ. f. Math,,
Bd. 145 und 147, II und IV in Acta math., Bd. 40 und 41, V und VI in Math.
Zeitschr.,, Bd. 2 und 7. In diesen Arbeiten finden sich auch genauere Literatur-

! Ein vollstindiges Verzeichnis der bisherigen Arbeiten des Verfassers findet man in »I. C.
Poggendorfi's Biographisch-literarisches Handwérterbuch» Bd. V, Verlag Chemie, Leipzig-Berlin.
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hinweise sowohl betr. die weiteren einschligigen Arbeiten des Verfassers, als auch
betr. hinzukommende Arbeiten anderer Autoren, unter denen im Hinblick auf die
darin enthaltenen rein funktionentheoretischen Tendenzen die Arbeiten der
Herren CararHEODORY, BiEBERBACH, MYRBERG besonders zu betonen sind.

Die besprochene neuere Tendenz ist, wie schon angedeutet, auch fiir die
gegenwirtige, in vier Teile gegliederte Abhandlung massgebend. Die beiden
ersten Teile beschrinken sich auf algebraische Funktionen bzw. geschlossene
Riemannsche Flichen, fiir welche die Hauptuniformisierenden allgemein be-
stimmt werden. Im ersten Teile werden hauptsichlich die hyperelléptischen Rie-
mannschen Fldchen behandelt. Die Hauptuniformisierenden werden hier durch
Anwendung von Iferationsmethoden gefunden. Trotz der Verwandtschaft mit ent-
sprechenden Teilen der Abhandlung IT der erwihnten Serie » Abhandlungen» des
Verfassers bestehen doch hinreichend bemerkenswerte Verschiedenheiten in.der
Durchfithrung, sodass eine Wiederaufnahme des Falles der hyperelliptischen Rie-
mannschen Flichen angemesseli und im Hinblick auf den Gesamtplan der Arbeit
geboten erschien, um ihr den Charakter der Geschlossenheit und Unabhingigkeit
zu verleihen. Diese Iteralionsmethoden fithren auch zur Bestimmung von relativ
verzweigten Uniformisierenden beliebiger algebraischer Riemannscher Flichen;
und eine solche, ;, dient im zweiten Teile als Grundlage zur Bestimmung der
Hauptuniformisierenden { einer beliebig gegebenen algebraischen Funktion w (2)
bzw. der zugehérenden Riemannschen Fliche F', die aus , vermittels eines unend-
lichen Produktes gewonnen wird.

Die Iterationsmethode fiir einen speziellen symmetrischen Fall, sowie eine
analoge Produktbildung findet sich bereits bei Poincart in Acta math., Bd. 4
bzw. 31.' Aber dort sind nur gewissermassen hypothetische Anwendungen dieser
Ideen gegeben, indem ihre Geltung auf der Basis der Existenz der betreffen-
den gesuchten Grossen dargetan wird. Dass schon Poincarg eine direkte Be-
handlung der Existenzsiitze im Sinne solcher Ideen als Ideal erstrebt hat, wird
durch Paragraph 19 seiner Abhandlung in Acta Bd. 4 und Paragraph 11 seiner
Abhandlung in Acta Bd. 31 belegt.

Im dritten Teile wird die Uniformisierung belebiger analytischer Funktionen
bzw. offener Riemannscher Fldchen endlicher oder unendlich hoher Zusammen-
hangsordnung behandelt. Nach einigen Bemerkungen betr. die Struktur der all-

1

Vgl. spiitere Fussnoten, pag. 57 u. 77.

5 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 7 juin 1927.
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gemeinsten offenen Riemannschen Flichen, insbesondere ihre Auffassung als Grenze
von » Hauptndaherungsbereichen>, wird zunichst ein Spezialfall behandelt, néimlich
die Uniformisierung von »Spezialbereichen», worunter Bereiche verstanden werden,
die aus einer endlichen Anzahl von kongruenten Quadratflichen zusammengesetzt
sind. Die Gewinnung der zu einem solchen im allgemeinen mehrblittrigen Be-
reiche S gehorenden Hauptuniformisierenden geschieht wieder auf dem Wege
itber eine verzweigte Uniformisierende {; des Bereiches S, nimlich einer Unifor-
misierenden mit den inneren Quadrateckpunkten des Bereichs S als Verzweigungs-
punkten unendlich hoher Ordnung. Um diese Grosse {, zu konstruieren, wird
zunichst eine einzelne Quadratfliche unter Anwendung der Weierstrassischen
Pefunktion und der Iterationsmethoden auf ein Orthogonalkreisbogenviereck abge-
bildet (Grosse £,). Von I, zu £, und weiter zu »{ iiber S» iiberzugehen, gelingt
durch wiederholte unendliche Produktbildung.

Nunmehr wird die allgemeinste Riemannsche Fliche I nach Ausschluss
ihrer Unendlichpunkte und Windungspunkte in eine Fliche F” verwandelt und
diese als Grenze von Spezialbereichen S,, die zugleich Hauptniherungsbereiche
fiir F” sind, dargestellt. Die zu S, gehérende Hauptuniformisierende {™ geht bei
dem Grenziibergang 7 — © in die Hauptuniformisierende der Fliche F’ iiber, die
relativ zo F in den Unendlichpunkten und Windungspunkten unendlich hobe
Relativverzweigung hat. Von ihr wird der Ubergang zu { selbst, nimlich der
Hauptuniformisierenden von F, wieder unter Anwendung der Methode der unend-
lichen Produktbildung vollzogen.

Wie im zweiten Teile fiir die geschlossenen Riemannschen Flichen, wird
im dritten Teile fiir die allgemeinsten Riemannschen Flichen im Zusammenhange
der Untersuchung der Satz gewonnen, dass zu jeder Riemannschen Fliche eine
eigentlich zu ihr gehorende algebraische bezw. analyﬁsche Funktion gehort, sodass
die Probleme der Uniformisierung analytischer Funktionen und beliebiger Riemann-
scher Fldchen von vornherein als dquivalent erscheinen.

Der vierte Teil ist den allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten gewidmet.
Die zuvor allein betrachteten analytischen Gebilde und gewdhnlichen Riemann-
schen Flichen erscheinen begrifflich als Spezialfille der allgemeinen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten. Zwischen dem allgemeineren Begriff der Riemannschen
Mannigfaltigkeit und dem Begriff der gewohnlichen Riemannschen Fliche steht,
die Definition der allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit vermittelnd, der
Begriff der ¢dealen Riemannschen Fliche, worunter eine Fliche verstanden wird,
die aus, allgemein zu reden, unendlich vielen verschiedenen gewohnlichen Rie-
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mannschen Flichenstiicken gebildet wird, die durch analytische Bezugssubstitutionen
zwischen vorhandenen freien analytischen Rindern zu einer Einheit verschmolzen
gedacht werden. Die eineindeutige Beziehung der Punkte einer Mannigfaltigkeit
auf die Punkte einer idealen Riemannschen Fliche, in unserer unten gegebenen
Grunddefinition auf die Punkte einer »#riangulierten idealen Riemannschen Fliche»,
verleiht dieser Mannigfaltigkeit den Charakter als Riemannsche Mannigfaltigkeit.
In ihr erscheinen nunmehr die Begriffe der Winkelbestimmung, der konformen
Abbildung, der analytischen Linie, der analytischen Funktion u.s.w. unmittelbar
gegeben. Auch der Begriff der Aquivalens zweier Riemannscher Mannigfaltigkeiten
vermige eineindeutiger konformer Abbildung ist unmittelbar gegeben. Gegeniiber
der vorstehenden bequemen allgemeinen Begriffsbestimmung sei hier sogleich die
Bemerkung hinzugefiigt, dass bei den tatsichlich von uns zu betrachtenden Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten der Winkelbegriff, von Ausnahmepunkten der
Mannigfaltigkeit abgesehen, a priori gegeben erscheint, sodass die Charakterisierung
der Mannigfaltigkeit als Riemannsche Mannigfaltigkeit das Problem der lokalen
konformen Abbildung involviert. Man denke etwa an riumliche Flichen, wo der Kon-
formititsbegriff im allgemeinen an den euklidischen Winkelbegriff zu kniipfen ist (*).

Als Hauptformen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten werden die gewdhn-
lichen Riemannschen Fldchen, die analytischen Gebilde, die durch Fundamentalgruppen
definierten Fundamentalmannigfaltigkeiten nunmehr besonders gewiirdigt. Die
Fundamentaltheoreme der Theorie driicken die fundamentalen allgemeinen Aqui-
valenztatsachen aus: Dass jede Riemannsche Manniqfaltigheit einer Fundamental-
manntqfaltigkeit, einer gewohnlichen Riemannschen Fliche, einem analytischen Gebilde
dquivalent ist. Die erste Aquivalenzbehauptung kommt auf die Uniformisierungs-
frage fiir die Mannigfaltigkeit hinaus, die iibrigen ergeben sich leicht im Anschluss
an die Erledigung des Uniformisierungsproblems fiir allgemeine Riemannsche
Mannigfaltigkeiten.

Der in Vorstehendem bezeichnete Hauptideengehalt des vierten Teiles ist
von mir auch in einer kleinen Vorveriffentlichung mit dem Titel .»das Uneformi-
sierungstheorem wund setne Bedeutung fiir Funktionentheorie wund nichteuklidische
Geometrie» in den Annali di mat. Ser. 3, Bd. 21 pag. 57—64 (LacrRance-Band,
1913) u. a. mitgeteilt worden.

Wag nun die Hauptfrage der Uniformisierung einer beliehigen Riemannschen
Mannigfaltigkeit bzw. der Aquivalenz einer solchen Mannigfaltigkeit mit einer
Fundamentalmannigfaltigkeit anbetrifft, so zeigt sich, dass zuvérderst der Fall der
idealen Riemannschen Fliche mit linearen Bezugssubstitutionen fast unmittelbar
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auf die Betrachtung gewéhnlicher Riemannscher Flichen zuriickgefiithrt werden kann.
Fir den allgemeinen Fall jedoch, wo die Mannigfaltigkeit durch eine ideale Rie-
mannsche Fliche mit analytischen Bezugssubstitutionen reprisentiert gedacht werden
darf, die wir in der Form eines »analyfischen Triangelsystems> geben, wird die
Tatsache benutzt, dass eine analytische Substitution durch rationale Substitutionen
approximiert werden kann. Dadurch gelingt es wieder, die Untersuchung auf
den Fall gewohnlicher Riemannscher Flichen zuriickzufithren. Der Vorteil, der
durch das erwihnte Approximationsverfahren gewonnen wird, besteht némlich
darin, dass die rationalen Substitutionen in der ganzen Ebene erklirt sind, und
dass somit eine einzelne Randbeziehung dieser Art sofort durch tatsichliche
Ausiibung der Substitution in die Identitit verwandelt und so gewissermassen
beseitigt werden kann, ein Umstand, der bei allgemeinen analytischen Substitu-
tionen offenbar nicht vorliegt, da solche im allgemeinen nur in der Nachbarschaft
der betreffenden Linien erkldrt sind.

- In beiden Fillen, ndmlich dem Falle der idealen Rijemannschen Flichen mit
linearen Bezugssubstitutionen, wie im Falle der allgemeinen idealen Riemannschen
Flichen mit analytischen Bezugssubstitutionen, gelangt man nach unserer Methode
wieder zunichst zu einer Uniformisierenden §, der Mannigfaltigkeit bzw. der sie repra-
sentierenden idealen Riemannschen Fliche, nidmlich einer Uniformisierenden mit
Relativverzweigung unendlich hoher Ordnung in den Triangeleckpunkten. Der
Ubergang zur Hauptuniformisierenden gelingt wieder nach Anwendung der Me-
thode der wnendlichen Produkte.

Instruktive Beispiele fiir die beiden unterschiedenen Fille bieten einerseits
die kugelflichig begrenzten zweiseitigen Polyederflichen, andrerseits die von belie-
bigen reguliren analytischen Flichenstiicken gebildeten zweiseitigen Polyeder-
fldchen, wobei auch das Vorkommnis von rdumlichen Ecken und Spitzen bei solchen
Flichen allgemein mitberiicksichtigt wird. Diese Flichen kénnen demnach stets
unter Einbeziehung ihrer Eckpunkte eineindeutig konform auf gewthnliche Rie-
mannsche Flichen abgebildet werden.

Die Moglichkeit der Uniformisierung einer beliebigen Riemannschen Manfig-
faltigkeit fithrt zu einer allgemein, auch bei unendlich hohem Zusammenhang
anzuwendenden Typenunterscheidung dieser Mannigfaltigkeiten. - Lassen wir die
Sonderfiille der elliptischen Mannigfaltigkeit (geschlossene Mannigfaltigkeit vom
Geschlecht o) und der parabolischen Mannigfaltigkeiten ausser Betracht, so haben
wir es immer mit hyperbolischen Mannigfaltigkeiten zu tun, d. h. solchen, deren
zugehdrende Hauptuniformisierende im Einheitskreise als Grundbereich variiert.
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Diese Typenunterscheidung entspricht parallel lanfenden Einteilungsgriinden von
Poixcart in Acta math. I, (§ 5 seiner Abhandlung »Théorie des groupes
Juchsiens»>) und Fricke in seinen » Vorlesungen wber die Theorie der automorphen
Funktionen>, Bd. I, pag. 114—120.

Zunichst haben wir einen ersten Typus, bei dem der Fundamentalbereich
fiir die Fundamentalgruppe sich nicht bis an den Einheitskreis erstreckt (geschlossene
Mannigfaltigheiten p = 2); sodann einen zweiten Typus, bei dem der Fundamental-
bereich sich bis an die Peripherie des Einheitskreises erstreckt, ohne dass jedoch
die Gruppe auf dem Einheitskreise selbst noch eigentlich diskontinuierlich ist
(uneigentlich offene Riemamnsche Mannigfaltigkeiten); schliesslich den dritten Typus,
bei dem der Fundamentalbereich sich bis an den REinheitskreis heran erstreckt
und ausserdem die Fundamentalgruppe auch auf dem Einheitskreise selbst noch
eigentlich diskontinuierlich ist (eigentlich offene Riemannsche Mannigfaltigkeiten).
Die Mannigfaltigkeiten des dritten Typus sind auch dadurch charakterisierbar,
dass sie eineindeutig konform auf gewihnliche Riemannsche Flichen mit freser
analytischer Berandung abgebildet werden konnen. Unter diesen Riemannschen
Flichen sind die von uns als »vollkommen> bezeichneten orthosymmetrischen Rie-
mannschen Flichen ausgezeichnet. Jede Mannigfaltigkeit des dritten Typus ist
der einen Hilfte einer vollkommenen orthosymmetrischen Riemannschen Fliche
dquivalent, desgleichen der einen Hilfte eines vollkommenen orthosymmetrischen
reellen analytischen Gebildes.

Den Schluss des vierten Teiles bildet die Behandlung der Frage nach den
in einer hyperbolischen Fundamentalgruppe vorkommenden parabolischen Substitu-
tionen. Bs zeigt sich, dass jede derselben von einer »parabolischen Offnung> der
Mannigfaltigkeit herrithrt und dass umgekehrt jede solche Offnung eine parabo-
lische Umlaufssubstitution fir die Fundamentalgruppe liefert.

Bei der Ausgestaltung der Arbeit wurde der Wunsch massgebend, eine mog-
lichst in sich ruhende Arbeit zu liefern. Dementsprechend lassen wir jetzt eine
Reihe zur Verwendung kommender Hilfssiitze mit einer Begriindung folgen. Diese
Siitze finden sich bereits in friiheren Abhandlungen des Verfassers.

Die hiufige Heranziehung des Hilfssatzes VII (>Hiufungsprinzip der ana-
lytischen Funktionen»), dessen fruchtbare, bequeme Verwendbarkeit bei den Exi-
stenzbeweisen der Abbildungs- und Uniformisierungstheorie ich seit 1908 vielfiltig
aufgezeigt habe, verleiht auch der vorliegenden Abhandlung einen besonderen
Charakter prinzipieller Art.
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Hilfssiitze.
(I, II, IIT]

Hilfssatz I (Schwarzsches Lemma): Es sei f(z) fiir |2| < 1 regulir erklirt,
[l <1,flo)=o0.

Dann gilt:
fir |z o<1 ist |f()|=oe,
d. h. fir |z| <1 ist [f(&)| =]zl
Beweis: J%Z) ist fir |z] <1 regulir. Fir |z]=1—¢ ist 1) <I~i'€a also
ist auch fiir |z] = 1 — ¢ richtig ﬁ;} < i—_I: Indem man ¢ unendlich klein wer-

den lidsst, findet sich daher: ’%i)

=1, d i |f@)] =]z

Zusatz: Das Gleichheitszeichen |f(¢)| = [z| kann fir einen Wert z<o0 nur
eintreten, wenn f(z) die Form e'* - z hat, wobei . eine reelle Konstante ist.

Beweis: Wenn |f(z)| = |2| fiir einen speziellen Wert 2 ist, so hat Ji(;—) an
dieser Stelle ein Maximum des absoluten Betrages, ist also eine Konstante.

Hilfssatz II: Es sei f(e)=w fiir |z] <1 rvegulir erklirt, f(o)=o,
R{f(z)} > — a, unter a eine positiv reelle Konstante verstanden; dann ist

2ap

fir 2] =0<1 ——;2%% éiﬁ{f(z)}élh_g’ (HaRNACK)
d. h. fiir 2] <1 -2“|Z|ss%{f(z)}s”|2|.
e 1]
. .. . e . 2aW ..
Beweis: Man fiihrt durch die lineare Transformation w = W die Halb-

ebene R (w) >—a in die W-Einheitskreisfliche in der Weise iiber, dass den
Punkten w=(—a,0, %) die Punkte W=(—1,0, + 1) entsprechen. Auf W (z) wird
dann das Schwarzsche Lemma anwendbar. Es ist fiir J¢] < ¢ auch |W] < ¢. Der
Kreisfliche |W|<¢ entspricht in der w-Ebene wieder eine Kreisfliche, die zur

zagQ
1+o0

Achse des Reellen symmetrisch ist und die Punkte — und 13—%% als reelle

Durchmesserendpunkte hat.
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Hilfssatz I1I: Es sei f(2) fiir || < 1 regulir erklirt, f(o)=1,|/(2)| > &, unter
o eine positiv reelle Konstante 0 << ¢ < 1 verstanden.
Dann gilt:
_zloga o

fir |zl<e<t  |fle)l<e *—¢ ,

2log a jz]

d. i. allgemein  |f{e)] <e ¢l

Beweis: Die Funktion log f(z) geniigt den Voraussetzungen des Hilfssatzes
I bei log ¢ = —a.

[V, V, VL]

Hilfssatz IV: Eine eineindeutige konforme Abbildung des Innern des Ein-
heitskreises |z] <1 auf sich selbst kann nur durch eine lineare Funktion von 2
vermittelt werden. (Rimmawx, ScEwarz, PoINCARE.)

Beweis: Zunichst kann man durch lineare Hilfstransformation auf den Fall
kommen, wo der Nullpunkt sich selbst entspricht. In diesem Falle hat man aber
fiir die Funktion f(z) nach dem Schwarzschen Lemma |f(2)] =< |¢] und bei An-
wendung des Lemmas auf die inverse Funktion |z| < |f(¢)]. Dann muss |f(2)|=|z|
sein, also nach dem Zusatz zu I f(z)=e%’ 2.

Hilfssatz V: Es sei f(2) von der Form 12+ @ (2), @ (2) regulir erklirt fiir
|z} <1,9(0)= 0. Es sei ferner die Grosse M, = }Yllax |/(2)] im Intervall o<<p< 1
zl=¢

bei abnehmendem ¢ zunehmend. Dann gilt
M, < 5.
e

Beweis: Wir bezeichnen mit m, die Grosse }ﬂax]q)(zﬂ Ell\{[lax|¢(2)|. Es ist
zl=¢ A=e

1
My, = — +my, .
9/2 9/2 9/2

Nach dem Schwarzschen Lemma ist m,y, é—; m,.  Wegen . ¢(z) = fle) —é

ist weiter my,= EI)—FM@. Also findet sich

I
—+

2 I
M, <- - .
0/2—g+29 2 [4
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Nun ist nach Voraussetzung M,, > M,; daher wird M,< %

Hilfssatz VI: Es sei f(z) fiir |z] <1 regulir erklirt, f(o)=o0,f (0)=1, im
iibrigen f'(¢) schlicht abbildend (d. h. keinen Wert 6fter als einmal annehmend); f(2)
braucht dabei im Bereich |z| <1 nicht beschrinkt zu sein. Dann gilt

20
fir [z]<e<1 %g<|f(z)|<g~ 10172,

2]z|
d h. fiir|z] <1 %IZI<I/’(Z)I<IZIIOI-~IZ"

Beweis: Die Funktion —— hat die Form £+c+q)(z), wobei g (2) fiir |z]<1

fe)

regulir, ¢ (0)=0, ¢ eine von der Wahl der Funktion abhingende Konstante ist.

Wir bezeichnen ——¢ mit ¥ (2) und bemerken, dass 1(z) offenbar auch eine

[
schlichte Abbildung der z-Einheitskreisfliche leistet. Auf 1 (z) treffen daher die

Voraussetzungen des Hilfssatzes V zu, sodass wird ?['a‘XITP(Z)l<‘Z . Daraus folgt
zl=¢

fiir die Maximalschwankung der Funktion v (z) auf dem Kreise |z|=¢, dass diese

< IQ—O ist. Dasselbe ist dann auch fiir die Funktion y(2)+c= richtig. Die

L
fie)
Punkte J@’ die dem Kreise |z]=¢ entsprechen, liegen aber infolge der iiber

f(¢) gemachten Abbildungsvoraussetzung auf einer den Nullpunkt umschliessen-

10 11 e
< F; mithin | f(2)]):1—,

den doppelpunktfreien Linie. Daher gilt auch AI—,
S ()=

I . 1
>Bg, allgemein |f(z)|>£|z|.

Auf die Funktion ‘]iijz—) treffen jetzt die Voraussetzungen des Satzes III bei
1 2]z|
= zu, daher I/ @] <|z] - 1012t

[VII. VIIL]

Hilfssatz VII. (Hdufungsprinzip fiir analytische Funktionen): Es seien im
Gebiete |2] <R unendlich viele regulire Funktionen

Fl(z)a F2(Z)1 F3(Z):"'
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gegeben, deren Werte dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen
Schranke M bleiben. Dann ldsst sich aus der Reihe der Indexwerte 1, 2, 3,...
eine unendliche Teilfolge #n, < m, << 73 << --- herausgreifen, so dass die Funktio-
nenfolge

Fr, (), Fa,(2), Fa,le), ...
innerhalb der Xreisfliche |z| < R, priziser gesagt, in jedem Kreise || <o <R
gleichmiissig gegen eine Grenzfunktion F(z) konvergiert (MonTEL).'

Ein der von uns hier vertretenen potenzreihentheoretischen Auffassung an-
gepasster Beweis ist der folgende.

Wir nehmen der Einfachheit der Schreibweise halber an, dass R=1 und
M=1 sei. Wir erreichen dies jedenfalls stets durch lineare Transformation der
beiden Variablen. Fiir die Funktionen F,(2) haben wir nun regulire Potenz-
reihen:

Fole)=Po(&)=a+al@z+a@e2+ -,

in denen die Koeffizienten der Beziehung geniigen

la@] < 1.

Wir bestimmen aus der Folge aller e, d. i. aus der natiirlichen Zahlenreihe, eine
Teilfolge
(0) T<o, <oy<<ag<<a,<<---

H

daraus eine neue Teilfolge

(1) 1<, <a,<a,<a,<- -,
daraus wieder eine neue Teilfolge

(2) 1<o, <o, <o, <a, < -
und so fort, indem wir dafiir sorgen, dass

fiir die Indexfolge (0) ...lim a®=a; existiert,

a—w

fir die Indexfolge (1)...lim al®=a] existiert,

a=®

fiir die Indexfolge (2)...lim al¥=a] existiert u.s.w.

a=m»

! Tch selbst habe mich vielfach dieses Satzes bedient, zuerst in der Note »Uber die Unifor-
misierung beliebiger analytischer Kurven, dritte Mitteilung» in Gott. Nachr., 1908. Frither findet
sich der Satz bei MoNTEL in der Abhandlung »Sur . les suites infinies de fonctions», Ann. Eec.
Norm. (3) 24 (1907).

6 —26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 7 juin 1927,
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Die resultierende Folge
(*) I<al<a;<a;<a;”<-~

ist eine Teilfolge jeder der Folgen (o), (1), (2),... Fir diese resultierende Folge
existieren daher simtliche oben genannten Limites. Wir behaupten nun, dass

a¥+aFztallttaislt+ = PBule)

fiir 2] < 1 eine regulire Potenzreihe ist, die sich im Sinne gleichmissiger Kon-
vergenz als Limes darstellt:

lim P, (2) == P (¢) fiir die Indexfolge (*).

Da die absoluten Betriige der Koeffizienten der Reihe P (¢) siimtlich dem absoluten
Betrage nach kleiner als oder gleich 1 sind, so ist die Reibe P, () fiir |z| < 1 sicher
gleichmissig konvergent. Aus der Definition der Koeffizienten geht weiter sofort
hervor, dass der x-te Abschnitt dieser Potenzreihe im Sinne gleichmiissiger Kon-
vergenz der Limes von den x-ten Abschnitten der Potenzreihen PR, () fiir die In-
dexfolge (¥} ist, d. i.

lim PBox(2) = By, »(2) fiir die Indexfolge (*).
Was nun die Restsummen R, und R, der zugehorenden Potenzreihen anbe-
trifft, so gilt fiir diese im Kreigse |z] <o < 1

| R}
IR*:%I

Diese werden also bei geniigend grosser Wahl von x beliebig klein, woraus die
aufgestellte Behauptung folgt.

} <gx+gx+l+gx+2+...:;g,__

1—¢

Aus dem hiermit vollstindig bewiesenen Konvergenzprinzip folgern wir jetzt
einen zweiten Konvergenzsatz.

Hilfssatz VIII: Es seien F,(z), F,(2), Fy(z), ... unendlich viele fiir
|z] < B regulir erklirte analytische Funktionen, deren Werte dem absoluten Be-
trage vach unterhalb einer endlichen Schranke M bleiben, welche ferner die
Eigenschaft besitzen, fiir einen bestimmten der Bedingung o << R geniigenden
Wert ¢ eine gleichmiissig konvergente Folge im Gebiete |z| < ¢ darzustellen, so dass

lim F,(2)=F(z) fiir |z] < ¢ existiert.

n=wo
Dann gilt vorstehende Gleichung im Sinne gleichmissiger Konvergenz auch fiir
das ganze Innere der Kreisfliche |z| < R; d. h. die unendliche Folge ist fiir jeden
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Teilbereich |z] = ¢’ < R gleichmiissig konvergent, und es existiert damit zugleich
die Grenzfunktion F'(z) als regulire analytische Funktion im ganzen Bereiche
el < BR.  (StiEnTIES.)

Zum Beweise dieses Satzes nehmen wir wieder an, dass M = 1 und B = 1 sei.
Nach dem vorangegangenen Beweise geniigt es darzutun, dass unter den bestehenden
Voraussetzungen die den darstellenden Potenzreihen der Funktionen F, (z) ent-
nommenen Koeffizienten von 2°) 2!, 2% 2% ... einzeln konvergieren. Dies aber
ergibt sich aus der vorausgesetzten Konvergenz der Funktionen F,(z) im Kreise
l2] < o folgendermassen:

Zunichst miissen die ersten Koeffizienten a{” der Entwicklungen $B, (2) eine
konvergente Folge bilden, weil sie die Werte der Funktionen F),(z) im Null-
punkte darstellen. Nunmehr ist klar, dass auch die Funktionen

&%“0‘ = Fo(2) = PBn(2)

auf dem Kreise |z|==¢, daher auch innerhalb dieses Kreises gleichmiissig kon-
vergieren. Ihre ersten Koeffizienten sind identisch mit den zweiten Koeffizienten
a,™ der Reihen %R,(z), die demnach auch eine konvergente Folge bilden. Hier-

aus ergibt sich weiter die gleichmissige Konvergenz der Funktionen
Bale) — (0 — a2) =

2 = "(?)Zin(z)y

14

deren Anfangskoeffizienten mit den Koeffizienten a,® identisch sind usw.!

ERSTER TEIL.

Uniformisierung algebraischer Funktionen und Fundamentalabbildung
geschlossener Riemannscher Flichen in besonderen Fillen.

1. Begriff der Hauptuniformisierenden § einer algebraischen Funktion w(z).
Es sei w(z) eine algebraische Funktion der komplexen Variablen z, F die zu
dieser Funktion gehérende Riemannsche Fliche. Die Umgebung einer einzelnen
Stelle (z,, w,) ldsst sich dann bekanntlich unter Einfiilhrung einer Hilfsveriinder-

k
o 1 1
lichen z von der Form z—z, oder } 2z — 2, oder - - mit Hilfe einer Potenzreihe
z 2

! Die Beweisfiihrung der Sitze VIL und VIII ist der Abhandlung V der eingangs erwihnten
Serie » Abhandlungen» wortlich entnommen. Zu VII s. auch MoNTEL 1. c.
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w="%R, (z) zur Darstellung bringen, wobei B, (z) im allgemeinen nur Glieder mit
ganzzahligen positiven Potenzexponenten enthilt, im besonderen auch endlich
viele Glieder mit negativen ganzzahligen Exponenten enthalten kann. Der Ex-
ponent %k bezeichnet die der betreffenden Stelle zukommende Verzweigungseahl
der Funktion w (2). Da auch 2z selbst durch 7z analog ausgedriickt werden kann,
ergibt sich eine lokale Uniformisierung fiir die Umgebung der Stelle (z,, w,) in
der Gestalt

(1) z=P,(1), w="3,().

Das Wesen dieser lokalen Uniformisierung kommt in der Eigenschaft der Grosse
r=1 (2, w) zum Ausdruck, eine gewisse Umgebung der Stelle (z,, w,) des Gebildes
(2,) eineindeutig auf die Umgebung der Stelle T=o0 zu ibertragen. Die allge-
meinste derartige der Stelle (z,,,) zukommende lokale Uniformisierende 7’ ist

mit = darch den Ansatz einer beliebigen konvergenten gewohnlichen Potenzreihe

(2) T=ar+B7+

verkniipft, wobei nur « der Bedingung «>*0 gemiss gewihlt sein muss.

Die so definierten lokalen Uniformisierenden besitzen an der Stelle (z,, u,)
relativ zum Gebilde (2, w) keine Relativverzweigung. Im Folgenden werden auch
uniformisierende Variablen mit Relativverzweigung mittelbar eine Rolle spielen.
Eine lokale Uniformisierende mit Relativverzweigung leistet eine eineindeutige
konforme Abbildung eines relativ zur Riemannschen Fliche F konstruierten
Windungsflichenstiickes auf ein schlichtes Gebiet. Bezeichnen wir sie mit ¢’ und
lassen dem Punkt (2, «,) als Windungspunkt wiederum den Nullpunkt entsprechen,
so gelten ebenfalls Darstellungsweisen der Form (1). Ist 4 die Relativverzwer-
gungszahl, so wird die allgemeinste derartige Grosse aus der Grisse z ohne Re-

lativverzweigung offenbar in der Form

2

(3) VeVt BV

gewonnen, wobei wieder a0 sein muss. Besonders hervorgehoben sei noch der
Fall A=, in welchem Falle der Ansatz (3) ungiiltig ist. Dann verlangen wir
die eineindeutige Abbildung eines gewissen relativen Windungsfliichenstiickes
unendlich hoher Ordnung, definiert durch eine Beziehung der Form |z —¢,| <o

bzw. | z] >:;, auf ein schlichtes Gebiet. Von der Bedingung, dass der Stelle
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(2o, w,) der Punkt 7= o entsprechen solle, sehen wir dann zweckmissig ab, weil
das Bild des Punktes (z,,w, selbst jetzt kein innerer Punkt des z”-Gebietes
wird. Auch bei den frither definierten lokalen uniformisierenden Variablen ist
die Bedingung des Verschwindens der Variablen im Punkte (z,,w,) nicht als we-
sentlich zu betrachten. Vielmehr werden wir auch jede lineare Funktion solcher
Grossen als lokale Uniformisierende bezeichnen. Das Bild des Punktes (z,, w,)
ist bei endlichem A als innerer Punkt des Bildgebietes zu betrachten.

Die letzterwihnte erweiterte Auffassung wird wesentlich, wenn wir nunmehr
in ganz naturgemdisser Vertiefung der Fragestellung vom Begriff der lokalen
uniformisierenden Variablen zom Begriff der uniformisierenden Variablen des
Gebildes (2, w) schlechthin (Hauptuniformisierende des Gebildes (z, w)) iibergehen.
Darunter werden wir eine Grosse ((z, w) verstehen, die iiber das ganze Gebilde
hin ohne Beschrinkung und ohne Relativverzweigung analytisch fortgesetzt werden
kann, die ferner fiir jede Stelle des Gebildes in allen ihren Relativzweigen den
Charakter einer lokalen uniformisierenden Variablen wahrt, dariiber hinaus die
weitere wesentliche Eigenschaft besitzt, dass sie iberhaupt keinen Wert mehr als
einmal annimmt (die letztere Bedingung bedeutet offenbar nichts anderes als
dies, dass die Grossen z und w in dem ganzen von der Variablen { vermige der
analytischen Fortsetzung der Grosse [ (z, w) gewonnenen Wertegebiet eindeutige
analytische Funktionen sein sollen), schliesslich noch so normiert ist, dass das
gedachte {-Wertegebiet entweder von der Vollebene, d.i. der ganzen Ebene incl.
des unendlich fernen Punktes (elliptischer Fall) oder von der punktierten Ebene,
d. 1. der ganzen Ebene excl. des unendlich fernen Punktes (parabolescher Fall)
oder von dem Innern der Einheitskreisfliche gebildet wird (hyperbolischer Fall).
Entsprechend ist der Begriff der relativ verzweigten Uniformisierenden des Gebuildes
(2, w) zu fassen, wobei dann die Punkte der Relativverzweigung und die relativen
Verzweigungszahlen vorzugeben sind.

Fir das Gebilde w=¢ sind # und w selbst Hauptuniformisierende, withrend

V2 und log z Uniformisierende mit Relativverzweigung sind. Fiir das Gebilde

22+ w=1 ist Vz o eive Hauptuniformisierende, hingegen arc sin 2 eine solche

mit Relativverzweigung, deren relative Verzweigungspunkte die beiden unendlich
fernen Punkte der zur Funktion w ()=} 1—2° gehorenden Riemannschen Fliche
sind, nidmlich relative Verzweigungspunkte unendlich hoher Ordnung.

Treten wir in die allgemeine Erorterung ein, so bemerken wir zunichst,
dass der oben als elliptisch bezeichnete Fall nur dann eintreten kann, wenn der
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Rang o des Gebildes (z, w) gleich o ist. Die Funktion {({z, w) konnte ndmlich in
einem solchen Falle offenbar nur endlich-vieldeutig sein. Je zwei Zweige
der Funktion nun wiirden durch eine analytische Transformation zusammenhéngen,
die sich in der {-Ebene als eine relativ unverzweigte und infolgedessen einein-
deutige Beziehung der Vollebene auf sich selbst darstellen wiirde. Sie wiire also
eine lineare Transformation. FEine solche hat aber immer einen Fixpunkt. Dar-
nach wiirde man finden, dass die Funktion (2, «) in zweien ihrer Zweige an
einer gewissen Stelle des Gebildes einen und denselben Wert annimmt, im Wider-
spruch mit ihrer Definition als Hauptuniformisierende. Somit muss die Grosse
[ (z,w) eine tiber dem Gebilde (2, w) eindeutige Funktion sein. Als solche muss
sie eine rationale Funktion der Grossen z und # sein, die nur eine Unendlich-
keitsstelle und zwar erster Ordnung hat. Das Gebilde (2, w) hat sonach den Rang
¢=0. Fur die Gebilde (¢, ) vom Range ¢=0 hat man tatsichlich die Haupt-
uniformisierenden unmittelbar in denjenigen Funktionen des Korpers der ratio-
nalen Funktionen von (z, ), die nur an einer Stelle und zwar von genau erster
Ordnung unendlich werden. Alle diese Grossen gehen durch lineare Transfor-
mationen aus einer beliebigen unter ihnen hervor.

Ahnlich erledigt sich der parabolische Fall von vornherein. In diesem Falle
muss die Grosse ((z,w) notwendig unendlich-vieldeutig sein, weil bei Endlich-
vieldeutigkeit das Wertegebiet offenbar von der Vollebene gebildet werden
miisste. Der Zusammenhang zweier Zweige { und I’ der Grosse { (e, w) wird
sich nun als eine eineindeutige Abbildung der punktierten Ebene auf sich dar-
stellen, wobei kein endlicher Fixpunkt vorkommen darf. Die Bineindeutigkeit
der Abbildung dieser Ebene auf sich selbst hat zur Folge, dass dem Unendlichen

notwendig das Unendliche stetig entsprechen muss. Die Grosse I~, als Funktion

g

der Grosse { hat nun die Eigenschaft, im Endlichen einen Pol erster Ordnung
zu besitzen und im Unendlichen in dem Wert o iitberzugehen. Danach ist sie
und also auch " selbst eine lineare Funktion von . Letztere lineare Funktion
muss eine ganze lineare Funktion sein, die ausserdem keinen endlichen Fixpunkt
haben darf. Sie muss somit, geometrisch gesprochen, eine Parallelverschiebung
der Ebene darstellen. Bezeichnen wir mit £ ¢, %7, ... die Gesamtheit der un-
endlich vielen Zweige, so gehen also diese aus { alle durch Parallelverschiebungen
hervor. Die betreffenden Parallelverschiebungsgrossen in ihrer Gesamtheit haben
die Eigenschaft, in Summe und Differenz je zweier wieder eine Verschiebungs-

grosse der Gesamtheit zu liefern. Es konnen ferner nicht beliebig kleine solche
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Verschiebungsgrossen vorkommen. Sie bilden daher ein Gitter, das nun entweder
aus nur einer oder aus zwei Grundverschiebungsgrossen nach dem Prinzip der
Vervielfiltigung und Zusammensetzung hervorgeht. Der erste Fall ist aber nicht

moglich. Denn, wenn etwa 2w primitive Verschiebungsgrisse wire, so wiirde
“L{mi

die Grosse e “ relativ zum Gebilde (2, w) eindeutig sein und eine schlichte Ab-

bildung der geschlossenen Fliche auf die in o und o« punktierte und insofern

offene Ebene leisten; was offenbar undenkbar ist. Wir wihlen nun ein primi-

tives Periodenpaar 2 w, 2 w’ aus und bilden die beiden Gréssen

pClo,0)=2, ¢ (lo,o)=W,

zwischen denen die Gleichung

Wi=4 2%—~g, Z—g,

besteht. Dann bemerken wir, dass die beiden Gebilde (z, w) und (Z, W) einein-
deutig, also birational aufeinander bezogen sind. Das Gebilde (z,w) ist daher
vom selben Range wie (Z, W), d. h. vom Range 1. Tatsichlich liefert das ellip-
tische Integral erster Art die verlangte Hauptuniformisierende des Geebildes (2, ),
wenn dies Gebilde vom Range 1 ist; (vgl. Nummer 3 u. 8 der Abhandlung).

Nach dem Vorstehenden ist nunmehr sicher, dass der hyperbolische Fall im
allgemeinen eintreten muss, ndmlich fiir alle algebravschen Gebilde vom Range p=2.

Auch im hyperbolischen Falle erkennen wir von vornherein, dass die Grosse
{ durch ihre Eigenschaften bis auf eine lineare Transformation, die jetzt das Ein-
heitskreisinnere in sich iberfithrt, vollig bestimmt ist. Nehmen wir in der Tat
zwei Grossen { und ' von den verlangten Eigenschaften an, so stellt sich die
Beziehung zwischen { und ' als eine unverzweigte und folglich eineindeutige
Beziehung des Kreisinneren auf sich selbst dar, wobei der Rand ausser Betracht
bleibt. Eine solche Beziehung ist aber linear (Hilfssatz IV).

Zum Schluss dieser Nummer merken wir als Ergebnis der vorhergehenden
Betrachtungen den Satz an (Unititssatz), dass die problematische Hauptunifor-
misierende ((z) im Falle g=0 bis auf eine beliebige lineare Transformation, im
Falle g==1 bis auf eine beliebige ganze lLineare, im Falle ¢=2 bis auf eine belie-
bige den Einheitskreis in sich tberfithrende lineare Transformation bestimmt ist.
Darin ist zugleich der weitere Satz enthalten, dass die relativen Zweige der Uni-
formisierenden { (z,w) durch lineare Transformationen miteinander verkniipft sind.
Diese Transformationen konnen innerhalb des Wertegebietes der Variablen { niemals
einen Fixpunkt haben.
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2. Begriff der Hauptuniformisierenden { einer geschlossenen Riemannschen

Fliche F. Aquivalenz mit dem Begriff der Hauptuniformisierenden einer algebrai-
schen Funktion. Die zur Funktion u« () gehorende Riemannsche Fliche F' besitzt
ein Geschlecht p, welches in bekannter Weise als die Maximalzahl der auf der
Fliche nach einander ausfithrbaren, die Fliche nicht zerstiickenden Riickkehr-
schnitte defiriiert wird. Diese Zahl p wird, wenn m die Bliatterzahl, w die An-
zahl der Windungspunkte bezeichnet, wobei ein »-blittriger Windungspunkt als
y—1 einfache Windungspunkte zu zihlen ist, durch die Riemannsche Formel

w—2z2m=zp—2

bestimmt. Diese Zabhl p stimmt bekanntlich mit der Zahl ¢ des Ausgangsgebildes
(2,0) iiberein. Es ist nimlich ¢ definierbar durch die Gesamtordnung eines be-
liebigen Differentials d W =R (z,«)dz des durch (z,w) definierten Kérpers gemiiss
der Formel

S{dW]=290~2,

das soll heissen: Die Summe aller Ordnungszahlen des Verschwindens vermindert
um die Summe aller Ordnungszahlen des Unendlichwerdens des Differentials ist
gleich 20—2. Wendet man diese Formel auf die Grosse dz an, dieses Differential
als Differential des Korpers betrachtet, so findet man

w—2m=20—2,

also durch Vergleichung mit der Riemannschen Formel die Ubereinstimmung:
o==p.

Wir denken jetzt die Fliche F wurspritnglich gegeben, lassen also die Exi-
stenz einer zugehdrenden algebraischen Funktion w (2) zunéichst offen. Dann tritt
an Stelle des Uniformisierungsproblems der Nummer 1 ein Abbildungsproblem,
nimlich das Problem der Fundamentalabbildung (Uniformisierung) der Fliche F),
worunter wir die Bestimmung einer relativ zu F' zu erklirenden, iiberalthin mit
dem Charakter algebraischer Funktionen und zwar ohne Relativverzweigung fort-
setzbaren Funktion ((z) verstehen, die keinen Wert mehr als einmal annimmt, und
eine Abbildung entweder auf die Vollebene (elliptischer Fall), oder auf die im
Unendlichen punktierte Ebene (parabolischer Fall), oder schliesslich auf die Einheits-
kreisfliiche (hyperbolischer Fall) leistet.

Betrachtungen, die den entsprechenden fritheren ganz analog sind, zeigen
sofort, dass im elliptischen Falle die Funktion (z) relativ zur Fliche F eindeutig
sein muss, dass sie also eine eineindeutige konforme Abbildung dieser Fliche auf
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die Vollebene vermittelt. Daraus aber folgt, dass die Fliche F, wie die Vollebene,
das Geschlecht o haben muss. Weiter schliessen wir, dass im parabolischen
Falle in der {-Ebene ein primitives Periodenparallelogramm gebildet werden kann,
dessen Fliche als ein eineindeutiges Abbild der aufgeschnitten zu denkenden
Fliche F' erscheint. Die Fliche F' wird also durch einen Riickkehrschnitt und
einen die beiden Ufer desselben verbindenden Querschnitt in eine einfach zu-
sammenhingende Fliche verwandelt. Sie hat daher das Geschlecht 1. Damit
kommen wir zu folgender prizisierenden Bestimmung des Problems der Fundamental-
abbildung: Fine geschlossene Riemannsche Fldche F, die beliebig vorgegeben ist, soll
em Falle p=o (elliptischer Fall) auf die Vollebene, im Falle p=1 (parabolischer
Fall) auf die punktierte Ebene, im Falle p =2 (hyperbolischer Fall) auf das Innere
des Finhevtskreises abgebildet werden duvch eine keinen Wert mehr als etnmal an-
nehmende Funktion [(2) ohme Relativverzweigung. Der Begriff der relativ ver-
zweigten Uniformisierenden der Kliche F' ist nach Analogie des Begriffes der
relativ verzweigten Uniformisierenden einer algebraischen Funktion w (2) zu fassen.

Bs ist eine Frage, die sich unmittelbar an dieser Stelle aufdringt, ob das
Problem der Fundamentalabbildung einer beliebigen Fliche F' allgemeiner ist als
das Problem der Bestimmung der Hauptuniformisierenden eines algebraischen Ge-
bildes (z,w). Dass dies nicht der Fall ist, ergibt sich folgendermassen: Bs sei
F eine beliebige geschlossene Riemannsche Fliche. Dann folgern wir aus der
Existenz ihrer Fundamentalabbildenden {(z) sofort die Existenz von algebraischen
Funktionen, deren zugehtrende Riemannsche Fliche die gegebene Fist. Ist ndm-
lich das Geschlecht p der gegebenen F gleich o, so ist unmittelbar durch {(2)
selbst eine algebraische Funktion w(z) gegeben, die zu F gehort. Ist p=1, so
gewinnen wir unter der Annahme der Existenz ihrer Hauptuniformisierenden { (z)
ebenfalls unmittelbar zu F gehorende algebraische Funktionen, nimlich die zu
dem sich ergebenden fundamentalen Periodenparallelogram der {-Ebene gehorende
Pefunktion, iiberhaupt die zugehdrenden elliptischen Funktionen, die wir uns auf
I ibertragen zu denken haben. Ist schliesslich p =2, so haben wir es mit einer
Fundamentalabbildenden {(z) zu tun, deren Wertegebiet das ganze Innere des
Einheitskreises ausfiillt. Dann verfahren wir folgendermassen. Wir denken zu-
niichst zweckmissig die Fliche F in bekannter Weise von einem Punkte o aus
mittels p Riickkehrschnittpaaren zu einer einfach zusammenhingenden Fliche I
aufgeschnitten. Die Funktion [(z) leistet dann durch einen Zweig eine einein-
deutige Abbildung der Fliche F| auf einen schlichten Bereich ¢, innerhalb des

{-Einheitskreises mit linear bezogenen Riindern. Die unendlich vielen verschie-
T—26404. Acta mathematica. 60. Imprimé le 7 juin 1927.
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denen Relativeweige der Funktion ((z) liefern unendlich viele g, Bilder, deren
einzelnes nicht an die Peripherie des (-Einheitskreises anstosst, wihrend sie in
ihrer Gesamtheit die ganze Fliche des {-Einheitskreises ausfilllen. Die den Bereich
@, in seine Bilder iiberfiihrenden linearen Transformationen bilden eine Gruppe I,
die zu F' gehérende Fundamentalgruppe, d. i. zugleich die Gruppe aller zwischen
den Relativaweigen der Funktion {(¢) bestehenden linearen Substitutionen. Nun-
mehr brauchen wir nur den Quotienten zweier Poiricaréschen Thetaieihen (—4)-ter
Dimension mit Bezug auf die Gruppe I' anzusetzen, um Funktionen zu erhalten,
die gegeniiber I ungeindert bleiben. Da wir die Thetareibe des Zihlers beliebig
mit Polen behaften konnen, kénnen wir beziiglich der Pole der gewonnenen auto-
morphen Funktionen solche Dispositionen treffen, dass die auf F' iibertragene
Funktion wirklich eine eigentlich zu F gehorende algebraische Funktion wird,
d. i. eine Funktion, die in den m verschiedenen Blittern der Fliche F auch wirk-
lich verschiedene Funktionszweige aufweist.

3.  Fundamentalabbildung der elliptischen Riemannschen Fliche (Iterations-
verfahren). Die vorstehenden Betrachtungen zeigten grundsitzlich die Aquivalenz
des Problems der Bestimmung der Hauptuniformisierenden einer gegebenen alge-
braischen Funktion w(z) und des Problems der Fundamentalabbildung einer
beliebig gegebenen geschlossenen Riemannschen Fliche F, indem nimlich aus der
Fundamentalabbildung der Fliche F die Existenz eines zu F gehorenden Funk-
tionenkorpers gefolgert wurde. Ist die Blitterzahl m der Fliche F kleiner oder
gleich 2, so kann man bekanntlich diesen Funktionenkorper direkt angeben,

nimlich fiir m=1 in Gestalt der rationalen Funktionen von z, fir m=2 in

Gestalt der rationalen Funkfionen von z und einer Wurzelgrosse VI} (z—as).

Ebenso sind im Falle m=1 die Hauptuniformisierenden sofort angebbar in Ge-

stalt der linearen Funktionen der Grosse z, im Falle m=2 bei nur zwei Windungs-

Z"‘al
Z—_'a2

punkten @, und @, in Gestalt der linearen Funktionen der Grosse V

Ist m =2 und die Anzahl der Windungspunkte gleich 4, d. h. p=1, so
haben wir es mit einer elliptischen Riemannschen Fliche zu tun. Fir diesen
Fall beweisen wir jetzt die Existenz der Hauptuniformisierenden () durch ein
besonderes Iterationsverfohren.

! Vgl. die Tterationsmethoden in Abhandlung VI der Serie »Abhandlungen» (Math. Zeit-
sehrift Bd. 6, 1920, insbesondere §§ 12—15, 22—24). Ebenfalls sei auf eine bemerkenswerte Arbeit
von P. I. MYRBERG »Uber die numerische Ausfiihrung der Uniformisierung», insbesondere Teil
I u. V, verwiesen (Acta soc. Fenn. t. 48, No. 7, Helsingfors 1920), wo auch die Beziehung zur’
LaxDENschen Transformation erliutert wird.
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Wir verbinden die Punkte @, und a,, a; und a, je durch eine doppelpunkt-
freie Linie in der z-Ebene, die wir so wihlen, dass sie sich nicht schneiden.
Wir kénnen annehmen, dass die vier Punkte a im Endlichen liegen, und dass
auch die gezogenen Linien. (1, 2) und (3, 4) ganz im Endlichen verlaufen. Die
in der angegebenen Weise begrenzte schlichte Ebene bezeichnen wir mit B,. Der
Bereich B, ist zweifach zusammenhingend. Wir konstruieren nun iiber der z-
Ebene die zweiblittrige Riemannsche Fliche f;, die die Punkte ¢, und a, zu
Windungspunkten hat. Diese erscheint vermoge der Linie (1, 2) als Verzwei-
gungslinie aus zwei durch Identitit aufeinander bezogenen Exemplaren B, ge-
bildet, néimlich dem Grundexemplar und einem zweiten angehefteten Exemplar,
in welch letzterem wir die Punkte a4, @, und ihre Verbindungslinie (3, 4) eben-
falls markieren. Nunmehr bilden wir die Fliche f, elementar auf eine schlichte
z;-Vollebene ab, indem wir die Abbildung durch die Vorschrift normieren:
Es solle sich 2, (¢) im Unendlichen des Grundblattes B, wie z + ((0)) verhalten,
d. h. wie 2 plus im Unendlichen verschwindende Funktion. Durch diese Abbil-
dungsoperation, die wir als erste Fundamentaltransformation unseres Verfahrens
erkliren, wird die Linie (1, 2) gewissermassen geoffnet, sodass sie in der z,-
Ebene als geschlossene Linie [1, 2| wieder erscheint. Die beiden Exemplare B,,
die koinzidierend iibereinander lagern, erscheinen im Bilde nebeneinander gelagert,
niimlich getrennt durch die Linie [1, 2|. Jedes dieser ByBilder enthilt -ein
Bild der Linie (3, 4). Eine dieser Linien beniitzen wir jetzt als neue Trans-
formationslinie fiir eine zweite Fundamentaltransformation z, (z,) mit analoger
Normierung im Unendlichen. Als Ergebnis dieser zweiten Fundamentaltransfor-
mation finden wir in der z,Ebene im ganzen vier By Bilder, die in einer
offenen Kette nebeneinander gelagert sind, an deren jedem Ende sich eine unge-
schlossene (unaufgeldste) Begrenzungslinie (3, 4] befindet. Man iibersieht sofort
den Fortgang des Verfahrens in inf. Man hat bei sonstiger Willkiir des Verfahrens
nur darauf zu achten, dass jede der auftretenden unaufgelosten Linien im weite-
ren Verlaufe des Verfahrens einmal als Transformationslinie gewihlt wird und
dadurch aufgelost wird. Diese Auflosung bedeutet jedesmal die tatsiichliche
Einfithrung des an den Endpunkten der betreffenden aufzuldsenden Linie in dem
gerade bestehenden Stadium des Verfahrens noch zu fordernden Verzweigungs-
charakters.

Bei unbegrenzter Fortsetzung des Verfahrens geht das Grundblatt B, durch
die Hauptzweigabbildungen der Transformationskette nacheinander in Bereiche

BY, B® ... iber, die alle den unendlich fernen Punkt in ihrem. Inneren
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enthalten. In der z,Ebene finden sich dem Bereiche B{™ im ganzen 2"—1I
weitere Bilder desselben nebengelagert, und zwar jenseits jeder Begrenzungslinie
von B(()") eine Apzahl, die mit wachsendem Index # alle Grenzen iiberschreitet.

Wir behaupten, dass das geschilderte Iterationsverfahren gleichmissig kon-
vergiert. Zunichst bemerken wir, dass die Funktionen z,(2) innerhalb B, simtlich
eindeutig erklirt sind und im Unendlichen das Verhalten

n(2)=2+((0))

haben. Ziehen wir innerhalb B, eine Kreislinie Kz, die die Begrenzungslinien
(1, 2) und (3, 4) des Bereichs B, umschliesst, so kénnen wir von den Funktionen
zn(2) weiter aussagen, dass sie ausserhalb dieses Kreises jede die Eigenschaft
besitzen, dass das Maximum des absoluten Betrages ihrer auf einem Kreise Kg
(R' = R) angenommenen Werte zugleich mit R’ wichst, nimlich wegen der
schlichten Abbildung. Daraus ergibt sich nach Hilfssatz V, dass die Funktionen
2, (2) auf der Linie Kz ein Maximum des absoluten Betrages ihrer Werte besitzen,
das unterhalb einer von der Wahl des Index unabhiingigen endlichen Schranke
(@ liegt. Fiir die Differenzen z,—¢, die im Unendlichen regulir sind, folgt daraus,
dass diese nicht nur auf Kz, sondern auch ausserhalb Kg, absolut genommen,
unterhalb 2 ¢ bleiben. Es sei nun R, > R beliebig fest gewihlt; so schliessen
wir jetzt mnach Hilfssatz VII, dass man eine fiir alle z des Bereiches |z| = R,
gleichmiissig  konvergente Folge aus der Funktionenfolge 2z,(z)—z, mithin auch
aus der Funktionenfolge 2. (2) selbst auswdhlen kann. Ist diese Folge gewihlt,
so erweist sie sich nunmehr auch innerhalb Kpz,, ndmlich in jedem ganz inneren
Teilbereich von B,, der nicht an die Begrenzung von B, anstosst, als gleich-
missig konvergent, weil die Beschrinktheit der Funktionen in diesem Werte-
gebiete nun ja auch unmittelbar klar ist, und daher der Hilfssatz VIII kettenformig
zur Anwendung gebracht werden kann.

Jetzt wird die gewonnene konvergente Teilfolge der z,(2) in Abhingigkeit
von 2z, betrachtet. In der z,-Ebene besteht dann fiir die Variable 2, ein
gewissermassen weiterer Spielraum, nimlich bis zu den beiden unaufgeldsten
Begrenzungslinien dieser Ebene hin. Die gefundene Folge ist dann aber in diesem
weiteren Gebiete ebenfalls gleichmiissig konvergent wegen Hilfssatz VIII. Weiter
kann man allgemein die Folge in Abhiingigkeit von der Grésse z; betrachten und
ihre gleichmissige Konvergenz feststellen, wobei nur Indexwerte » > k in Betracht
kommen.
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Damit ist klar, dass eine Grenzfunktion z_ (2) durch die gewonnene Auswahl
zustande kommt, die nun offenbar eine Abbildung des Bereichs B, auf einen
Grenzbereich B{*) liefert, dem, wie die Betrachtung der Grosse z, in Abhiingigkeit
von 2z (k beliebig gross) zeigt, beiderseits unendlich viele B,-Bilder neben-
gelagert sind. Durchliuft man die Xette aller dieser ByBilder, so durch-
schreitet man abwechselnd geschlossene Linien, die als Bilder der Grundlinien
(1, 2) und (3, 4) aufzufassen sind. Indem wir die Kette in der einen oder andern
Richtung durchlaufen, gelangen wir zu Linien, die sich, wie wir jetzt zeigen
wollen, allméhlich notwendig auf einen Punkt zusammenschniiren miissen.

Wir nehmen etwa an, dass dies nicht der Fall sei. Alsdann konnen wir
folgenden Widerspruch herleiten. Wir greifen eine Begrenzungslinie L von B{®)
heraus und betten sie in einen schmalen Streifen A ein. Diesem Streifen werden
dann unendlich viele Bildstreifen in der z_-Ebene entsprechen, die die Bilder
der Linie L einbetten. Die Funktionen, die den Streifen i auf jene Bildstreifen
abbilden, sind in A offenbar beschriinkt; man kann also eine gleichmissig konver-
gente Folge aus ihnen auswihlen. Die Grenzfunktion dieser Folge kann sich dann
nicht auf eine Konstante reduzieren, weil die Maximaldurchmesser der L-Bilder
nicht unendlich klein werden. Ist nun aber diese Grenzfunktion keine Konstante,
so leistet sie eine bestimmte zweidimensionale Grenzébbildung des Streifens A,
und die Niherungsfunktionen der gewihlten Folge liefern dann notwendigerweise
Niberungsbilder des Streifens, die nicht mehr vollig getrennt liegen konnten.
Tatsiichlich aber liegen alle A-Bilder getrennt.

Die Kette der B,-Bilder in der z -Ebene erfiillt demnach die ganze Ebene
£, —u
Zo—F

als Wertegebiet die ganze Ebene excl. des unendlich fernen Punktes. Sie ist die

exklusive zweier endlicher Punkte ¢ und 8. Die Grosse log

hat folglich

gesuchte Variable {, abgesehen von einer noch freibleibenden ganzen linearen
Transformation.

Das angewandte Verfahren konvergiert nun aber nicht nur auswahlmissig,
sondern auch direkt gleichmdssig. Andernfalls miisste eine unendliche Folge der
2n(2) vorhanden sein, die sich der gewonnenen Grenzfunktion nicht gleichmissig
nihert. Aus dieser Folge wiirde sich dann aber auch wieder eine gleichmissig
konvergente Teilfolge auswihlen lassen, die nunmehr gegen eine andere als die
gewonnene Grenzfunktion konvergieren wiirde. Beide Grenzgrossen wiirden nun
aber in der Beziehung zueinander stehen, dass sie eine eineindeutige Abbildung

der einmal in ¢ und B, dass andre Mal etwa in o’ und ' punktierten Vollebene
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aufeinander vermitteln, die zugleich die im Unendlichen eingefiihrte Normierungs-
bedingung erfiillt. Diese Abbildung wiirde sich in den Ausnahmepunkten, weil
dort jedenfalls stetig, auch noch regulir verhalten miissen, also eine ausnahmslos
regulire Abbildung der Vollebene auf sich selbst vermitteln unter Einhaltung
der Normierung im Unendlichen. Diese Abbildungsfunktion muss dann linear
sein und wegen der Normierung im Unendlichen sich notwendig auf die Iden-
titdt reduzieren. Beide Grenzgrossen wiirden demnach doch identisch sein.

4. Fundamentalabbildung der dreibldttrigen Riemannschen Flichen vom Ge-
schlecht o wnd der m-blittrigen Riemannschen Fldachen mit lauter einfachen Win-
dungspunkten iiber vier Grundpunkten. Die in vorhergehender Nummer konstruierte
Grosse [, die wesentlich nichts andres ist, als das elliptische Integral erster Art
mit den vier Verzweigungspunkten a,, a,, @;, a,, kann dazu dienen, fiir die all-
gemeine dreiblittrige Riemannsche Fliche vom Geschlecht o die Fundamental-
abbildung zu leisten, d. i. sie eineindeutig konform auf die schlichte Vollebene
abzubilden.

Die dreiblittrige Riemannsche Fliche F' vom Geschlechte o hat entweder
zwei Windungspunkte zweiter Ordnung, oder zwei Windungspunkte erster Ord-
nung und einen Windungspunkt zweiter Ordnung, oder im allgemeinsten Falle
vier Windungspunkte erster Ordnung. Im ersten Falle wird die Fundamental-

abbildende unmittelbar durch eine %-Operation geleistet. Im zweiten Falle kann
man folgendermaassen vorgehen: iiber den beiden Windungspunkten erster Ord-
nung a, und a, liegt je ein gewohnlicher Punkt der Riemannschen Fliche. Diese
beiden gewdhnlichen Punkte @ wollen wir durch eine Linie (1, 2) auf der
Riemannschen Fliche verbinden und lings dieser Linie die Fliche aufschneiden.
Jetzt mogen zwei koinzidierende Exemplare der aufgeschnittenen Riemannschen
Fliche lings der Linie (1, 2) iiber Kreuz verheftet werden, wodurch aus F eine
sechsbliittrige Riemannsche Fliche F; vom Geschlechte o entsteht, die bei @, und
a; je drei Windungspunkte erster Ordnung, im Unendlichen zwei Windungspunkte

zweiter Ordnung besitzt. Die Funktion l/z—a‘ =g, ist auf F] unverzweigt, also,
—a, _

weil F, einfach zusammenhingend ist, auf I, eindeutig. Sie leistet eine ein-

eindeutige Abbildung der Fliche F, auf eine Fliche F,, die dreiblittrig ausfillt

und nur noch zwei Windungspunkte zweiter Ordnung aufweist. Diese Fliche

3
kann dann ihrerseits durch eine ) -Operation auf die schlichte Vollebene iiber-
tragen werden. Nunmehr entsprechen jedem Punkte von F zwei Punkte der
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Vollebene, die duréh Quadratbildung in einen und denselben Punkt iibergehen.
Damit ist die eineindeutige Abbildung von F auf eine Vollebene gewonnen.
Liegt der allgemeine Fall einer Fliche F vor, d. h. hat F vier getrennte
Windungspunkte erster Ordnung a,, a,, a4, a,, so besitzt dieselbe Fliche ausser-
dem vier gewOhnliche Funkte a,, @s, a5, a,. Die Punkte a,, a,, a;, a, der ge-
wohnlichen schlichten z-Ebene wollen wir als die Grundpunkte der Fliche F be-
zeichnen. -Wir bilden nun gemiiss dem Verfahren der vorhergehenden Nummer
die Grosse [ (z), die die schlichte Ebene mit Relativverzweigungen erster Ordnung
in a,, a,, as, a; auf die ganze endliche Ebene abbildet. Wir bezeichnen diese
Grosse jetzt mit §;. Die Grosse {, betrachten wir nunmehr als Funktion auf F.
Als solche ist sie in den gewdhnlichen Punkten a der Fliche F' und nur in
diesen verzweigt. Sie hat als so betrachtete Relativfunktion ein ganz bestimmtes
durch die analytische Fortsetzung sich von selbst ergebendes Vieldeutigkeitsver-
halten. Es ist klar, dass diese relative Grosse »L, (2) tiber F» iiberall den Charakter
einer lokalen uniformisierenden Variablen fiir F besitzt. Daraus geht hervor,
dass die zu ihr gehorende Riemannsche Relativfliche F'*) eine eineindeutige
Abbildung auf eine Fliche erfihrt, die keine inneren Windungspunkte aufweisen
kann, die ausserdem in Anbetracht der freien Variabilitit der Grosse {, im End-
lichen keine Grenzstellen darbieten kann. Diese Bildfliche kann dann nur mit
der ganzen endlichen schlichten Ebene identisch sein. Damit ist dargetan, dass
die Funktion »{, (¢) tiber F> die Fundamentalabbildung der Fliche F' mit Relativ-
verzweigung in den gewohnlichen Punkten a dieser Fliche leistet. Nunmehr
denken wir uns die gewdhnlichen Punkte a der Fliche F auf F durch Linien
(1,2), (1,3), (1,4) miteinander verbunden und lings dieser Verbindungslinien auf-
geschnitten. Die Fliche I geht dadurch in eine einfach zusammenhingende
Fliche F, iiber, innerhalb der keine Relativverzweigung der Funktion »{, (2) iiber
F> mehr besteht. In F, ist jeder Zweig dieser Funktion eindeutig. Ein solcher
Zweig leistet dann eine eineindeutige schlichte Abbildung der. Fliche F, auf ein
Fundamentaldreick, dessen Seiten durch 180°-Drehungen um die Seitenmittel-
punkte aufeinander bezogen sind. Seien o, 2w, 2w’ die Eckpunkte dieses Dreiecks,
dann leistet die Funktion p (§,|w, »’) die Abbildung des Fundamentaldreiecks auf
eine schlichte Vollebene, wobei korrespondierende Randpunkte in identische Punkte
iibergegangen sind. Diese Grosse ist demnach die gesuchte Grosse (.*

! Man bemerke den Zusammenhang mit der Transformation dritter Ordnung der elliptischen
Funktionen, gleichfalls den Zusammenhang des unmittelbar Folgenden mit der Transformations-
theorie der elliptischen Funktionen.
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Aligemeiner kann man nach dem dargelegten Verfahren fiir jede solche
m-blittrigze Riemannsche Fliche F' die Fundamentalabbildung leisten, die vom
Geschlechte o ist und nur einfache Windungspunkte hat, die tiber vier Grund-
punkten verteilt sind. Eine solche Riemannsche Fliche besitzt ndmlich, wie man
aus der Formel w —2m = 2 p— 2 schliesst, immer genau vier gewohnliche Punkte
iber den Grundpunkten, die sich dabei sowohl auf alle 4 Grundpunkte, als auch
auf zwei oder nur einen verteilen konnen.

Ferner bemerken wir noch im Zusammenhang, dass die m-blittrigen Rie-
mannschen Flichen vom Geschlecht 1 mit lauter einfachen Windungspunkten und
genau vier Grundpunkten unmittelbar durch die Grésse {; (¢2) ohne Relativverzwei-
gung uniformisiert werden und von da aus mit Hilfe einer Pefunktion leicht auch
einer eineindeutigen konformen Abbildung auf eine zweiblittrige Riemannsche
Fliche mit vier Windungspunkten unterworfen werden konnen.

Andere Riemannsche Flichen mit vier Grundpunkten und lauter einfachen
Windungspunkten als die betrachteten gibt es iiberhaupt nicht. Die einzige Rie-
manusche Fliche mit lauter einfachen Windungspunkten und nur drei Grund-
punkten ist vierblittrig und vom Geschlechte 0. Ihre Fundamentalabbildung wird
durch 2 nacheinander ausgefiihrte }/-Transformationen geleistet, die zusammen
eine Transformation liefern, die man zweckmissig als Vierertransformation be-
zeichnet, weil die vier Zweige der Abbildungsfunktion durch eine Vierergruppe
verkniipft sind.

5.  Fundamentalabbildung der hyperelliptischen Riemannschen Flichen, erste Vor-
berettung: Spitzenpolygonaufgabe (Iterationsverfahren.) Wir gehen nunmehr zur
Behandlung der hyperelliptischen zweibliittrigen Riemannschen Flichen (p = 2)
itber. Die zu bestimmende Uniformisierende kann dann wieder aufgefasst wer-
den als eine relativ zur schlichten Ebene in den Windungspunkten a,, a,, . . ., @Gp+2
in allen ihren Zweigen mit der Verzweigungszahl 2 verzweigte Funktion, die die
Abbildung auf das Innere des Einheitskreises bewirkt. Zur Durchfithrung der
jetat vorliegenden Aufgabe losen wir zuvor zwei Hilfsaufgaben, die hernach die
Erledigung der gestellten Hauptaufgabe gestatten werden. Die erste Aufgabe
wollen wir als Spitzenpolygonaufgabe bezeichnen.

Spitzenpolygonaufgabe. Auf der Peripherie des z-Einheitskreises seien = 3 Punkte
@, y, ..., a; beliebig markiert. Es soll eine relativ verzweigte Fundamentalab-
bildung der z-Vollebene auf das Innere des {-Einheitskreises ausgefiihrt werden

vermoge einer zu bestimmenden Funktion { (2), die nur in den Punkten a relativ
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verzweigt ist und zwar mit der Verzweigungszahl « in allen diesen Punkten und
allen Funktionszweigen. Ein irgendwie gewihlter Zweig der Funktion (z) wird
ein ebenfalls beliebig ausgewihltes Intervall des Einheitskreises zwischen zwei
benachbarten Punktén o in eine sich selbst nicht schneidende Linie 4 iiberfithren,
deren beide Enden sich asymptotisch der Peripherie des [-Einheitskreises nihern.
Der Symmeétrie der #-Ebene in Bezug auf das gewihlte Peripherieintervall entspricht
eine analytische Symmetrie der (-BEinheitskreisfiiche in Bezug auf die Linie 4,
nimlich éine gewisse eineindeutige indirekt konforme Abbildung der {-Binheits-
kreisfiiche auf sich selbst, bei welcher die Punkte der Linie 1 einzeln festbleiben,
danach muss die Linie 1 ein Orthogonalkreisbogen sein. Das Bild der z-Einheits-
kreisfliche, das ein Zweig der Funktion [(z) entwirft, wird infolgedessen ein von
{ Orthogonalkreisb6gen begrenztes Polygon. Bei diesem miissen sich die genannten
! Kreisbogen ausserdem im Zyklus berithren. Andernfalls konnten wir sofort von
der Grosse § durch eine elementare Abbildung (Potenz mit rein imaginirem Exponen-
ten) zu einer Grosse (' iibergehen, die die Umgebung eines der Punkte a auf eine
schlichte Umgebung einer nicht ausgearteten Kreislinie tibertrigt, was jedoch
unmoglich ist, weil eine solche Funktion, weil beschrinkt, auch in dem betreffen-
den Punkte a selbst regulir sein und also sich bestimmt verhalten miisste.

Nach dem Vorstehenden kann die gestellte Aufgabe in der Tat auch als
Spitzenpolygonaufgabe bezeichnet werden. Im Falle /= 3 haben wir es wesentlich
wmit der Inversen der elliptischen Modulfunktion zu tun.

Die Funktion £ (¢2) wollen wir nun durch ein direktes Iterationsverfahren tat-
sichlich bestimmen.! Das Verfahren besteht in einer unendlichen Folge von
Wurzeltransformationen #hnlich denen der Nummer 3, die wir wieder als Funda-
mentaltransformationen bezeichnen. Wir wiihlen irgend einen der ! Peripherie-
teilbbgen, in welche der z-Einheitskreis durch die Punkte o zerlegt wird, als
erste Transformationslinie aus, bilden mit dieser als Verzweigungslinie durch Zu-

sammenheftung zweier Ebenen die zweiblittrige Riemannsche Fliche mit den

! In Abhandlung II der Serie » Abhandlungen» (Acta math. Bd. 40) wird der Fall [ = 3, d. i. der
Fall der elliptischen Modulfunktion, von der entgegengesetzten Seite her behandelt, indem das
Spitzendreieck durch das »Schmiegungsverfahren» in die Fliche des Einheitskreises verwandelt wird.
In der gegenwiirtigen Abhandlung ist itberhaupt durchgingig die Forderung des direkten Operierens
zur Erfilllung gebracht.

Die Existenz der Grosse §(z) der gegenwiirtigen Nummer wird bei POINCARE (Acta math. Bd. 4)
indirekt durch den Kontinuitdtsbeweis erschlossen. Unfer dieser Voraussetzung zeigt POINCARE
dann in § 17 (»Troisiéme probléeme. Types symétriques»), dass die Grosse auch durch eine unend-
liche Kette von Wurzeltransformationen, d. i. wesentlich unser Iterationsverfahren, dargestellt wer-
den kann.

8 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 8 juin 1927.
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Endpunkten der Transformationslinie als Windungspunkten, und fithren nun eine
Abbildung dieser zweiblittrigen Fliche auf die schlichte Ebene aus, bei der im
Grundblatt der Nullpunkt und der unendlich ferne Punkt festbleiben unter gleich-
zeitiger Festhaltung der von diesen Punkten ausgehenden Richtungen, und ferner
die Symmetrie in Bezug auf den Einheitskreis gewahrt bleibt. Dies bedeutet eine
solche Abbildung des Grundblattes, bei der die Transformationslinie selbst zu
einer den Einheitskreis orthogonal schneidenden Kreislinie geoffnet wird, deren
beide symmetrische Hilften durch eine elliptische Substitution der Periode 2 auf-
einander bezogen sind, eine Substitution, die ihrerseits das Aussere dieses Ortho-
gonalkreises, Bild des Grundblattes, in das Innere desselben Orthogonalkreises,
Bild des Nebenblattes der transformierten Riemannschen Fliche, verwandelt. Wir
bezeichnen die Transformation mit 2, (¢). Die Zerlegung der Peripherie des z-Ein-
heitskreises in ! Teile berechtigt uns, die Fliche des z-Einheitskreises in dieser
Ausstattung als ein l-Eck zu bezeichnen. Das gilt sowohl vom Inneren als auch
vom Ausseren des z-Einheitskreises. Als Ergebnis der ersten Operation erhalten
wir eine Zerlegung der z,-Einheitskreisfliche in zwei spiegelbildlich aufeinander
bezogene [-Ecke, desgleichen eine solche Zerlegung der Aussenfliche des ,-Bin-
heitskreises. Die Eckpunkte befinden sich dabei alle auf der Peripherie des
Einheitskreises. Ihre Gesamtanzahl ist 2!—2. Wir verfahren nun mit der so
aufgefassten z,-Einheitskreisfliche in der gleichen Weise wie vorher mit der
z-Einheitskreisfliche; d. h. wir wilhlen jetzt irgend eines der 2/—2 vorhandenen
Peripherieintervalle als Transformationslinie einer zweiten Fundamentaltransforma-
tion z,(z,). Diese bewirkt, dass wir im z,-Einheitskreise eine Parzellierung in vier
[-Ecke bekommen, deren simtliche Eckpunkte auf der Peripherie liegen. Die
Anzahl der Teilpunkte auf der Peripherie ist jetzt gleich 41—6. Je zwei benach-
barte der genannten vier l-Ecke innerhalb des Einheitskreises gehen durch ana-
lytische Spiegelung auseinander hervor. Das Verfahren wird nun i. inf. fort-
gesetzt, mit der Massgabe jedoch, dass jeder im Laufe des Verfahrens auftretende
Teilbogen der Peripherie des Einheitskreises im weiteren Verlauf des Verfahrens
auch einmal als Transformationslinie verwandt werden soll. Ein Teilbogen nim-
lich, der etwa auf dem zp-Einheitskreise liegt, wird, wenn er nicht direkt als
Transformationslinie der Operation zx 11 (¢x) beniitzt wird, bei dieser Operation
zwei Teilbogen des 2z 11 Einheitskreises liefern. Der eine dieser Teilbogen riihrt
vom Hauptzweig dieser Transformation her und darf insofern als nicht neu be-
zeichnet werden.

Es handelt sich nun darum, die Konvergenz dieses Verfahrens nachzuweisen.
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Zunichst bemerken wir, dass das Innere des z,-Binheitskreises mit wachsendem
Index % in immer mehr [-Ecke zerlegt erscheint, die von einem zentralen, den
Nullpunkt enthaltenden [-Eck aus durch analytische  Spiegelungen entstehen.
Das Anordnungsschema dieser [-Ecke folgt dem leicht iiberblickbaren Anordnungs-
schema, das man erhilt, wenn man ein Orthogonalkreisspitzenpolygon mit ! Sei-
ten an einer seiner Seiten spiegelt, darauf die gewonnene Gesamtfigur wieder an
einer ihrer Seiten spiegelt, nunmehr die gewonnene Gesamtﬁgur‘ wieder an einer
der begrenzenden Seiten spiegelt u. s. f. nach einem Prinzip, das schliesslich die
allseitige Durchfithrung des Spiegelungsprozesses gewihrleistet.

Aus dem Schwarzschen Lemma (Hilfssatz I), angewandt auf die Funktion
Znt1(zn), die fir |z.] < 1 reguliir ist, folgt

I5n+1| < |an
und
deni1 .
( oo )znzo~ ta< 1.

Nunmehr betrachten wir statt der Grossen 2z, die Grossen

2, 2y
20,0

(12,
adz [.—o )

Andrerseits ist an Stelle der z,-Einheitskreisfliiche die Fliche eines Kreises mit
dem Radius

Z.
_‘—Zl,

= — = /A
G € G &

Alsdann hat man

1

———=R,, (<R <R, <Ry<--),
clcg...c,l

als entsprechender Variabilititsbereich der Grosse Z. getreten. Die Funktion
Z{z) leistet eine schlichte Abbildung der z-Einheitskreisfliéiche auf ein Teilgebiet des
Kreises K, der z,-Ebene, dessen Radius gleich R, ist, und zwar mit dem Ver-
grosserungsverhiltnis 1 an der Nullstelle. Fiir das Gebiet |2} < g <1 lisst sich
daher zufolge dem Hilfssatz VI behaupten, dass alle Funktionen Z,(z) beschrinkt
sind, dass mithin eine gleichmissig konvergente Teslfolge ausgewihlt werden kann,
deren Grenzfunktion wegen der Ableitung 1 im Nullpunkte sich nicht auf eine
Konstante reduzieren kann. Die ausgewiihlte Teilfolge ist aber wegen des Hilfs-
satzes VIIT auch in jedem grosseren Kreise |2]=¢ < 1 gleichmissig konvergent,
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weil sich nach dem Hilfssatze VI auch fiir jedes derartige Gebiet die Beschrinkt-
heit der Funktionen Z,(z) ergibt. Betrachtet man nunmehr die Funktionen Z,(Z))
fiir die ausgewiihlte Indexfolge, so hat man ohne weiteres die gleichmissige Kon-
vergenz derselben fiir eine gewisse Umgebung der Nullstelle. Daraus ergibt sich
aber wieder unter Anwendung der angefiihrten Hilfssitze die gleichmiissige Kon-
vergenz der ausgewihlten Folge in jedem inneren Teilbereich der Kreisfliche
K,, ebenso ergibt sich die gleichmiissige Konvergenz der Funktionenfolge Z,(Z,)
fiir das Innere des Kreises K, u. s. w.

Daraus folgt nun jedenfalls, dass die Grenzfunktion die z-Einheitskreis-
fliche, aufgefasst als [-Eck, auf ein gewisses [-Eck abbildet, das im Sinne des
oben erwihnten Spiegelungsgesetzes unbeschrinkt allseitige Spiegelungsfihigkeit
besitzt. Das von diesen unendlich vielen [-Ecken gebildete Netz erfiillt ein ein-
fach zusammenhiingendes schlichtes Gebiet G. Um die Form des Gebietes G zu
bestimmen, unterscheiden wir die zwei zunichst denkbaren Fille

lim R,= o und lim R,=R= endl. Grésse.

Im ersten Falle wiirde sich durch Anwendung des Hilfssatzes VI auf die
Kreisfliche |Zx| é,@? der Z-Ebene, fiir welches Gebiet die Funktionen Z,(Z;) re-
guliir erklirt sind, ergeben, dass das Gebiet G seinerseits beliebig grosse Kreis-
flichen mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt als innere Teilgebiete enthilt. Das
Gebiet G wiirde demnach von der ganzen endlichen Ebene gebildet werden miis-
sen, und das Grenz-l-Eck miisste dann aus Griinden der analytischen Symmetrie
von [ getrennten vollstindigen Geraden begrenzt sein, was offenbar nicht moglich
ist. Somit kann nur die Moglichkeit lim R,= R = endl. Grésse tatsichlich zu-

treffen. Dann muss das Gebiet G die Fliche des Kreises K mit dem Radius
R vollstindig ausfiillen. Man denke sich etwa, dass G nur einen ezl dieser
Kreisfliche bedecke. Es sei (G, das Bild des Bereiches K, der Z,-Ebene in der
G-Ebene, nimlich der Ebene der Grenzvariablen Z, . Wir betrachten jetzt die
Grossen Z, als Funktionen der Variablen Z_. -Die Funktion Z,(Z_) leistet die
Abbildung des Gebietes G, auf die Kreisfliche K,. Fir die oben betrachtete
ausgewihlte Indexfolge ist auch die Folge Z.(Z_) gleichmissig konvergent. Die
Grenzfunktion Z.(Z,) bildet die Fliche G'= lim G, identisch auf sich selbst
ab. Die Funktion Z _(Z_) ist aber zugleich Grenzfunktion fiir die Umkehrungs-
funktionen der soeben betrachteten Funktionenfolge. Diese Umkehrungsfunktion
vom Index # ist in der Kreisfliche K, erklirt und bildet diese auf G, ab. Die Grenz-
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funktion Z, (Z_) bildet darnach die Kreisfliche lim K,=K auf einen Teil von
G ab. Das ist aber ein Widerspruch, da die identische Transformation die ganze
Fliche K nicht auf einen wirklichen Teil von sich selbst abbilden kann.

Was von den Z, bewiesen ist, iibertrigt sich nun ohne weiteres auf die z,. Das
urspriingliche Verfahren liefert demnach die Abbildung der z-Einheitskreisfliche
auf ein Spitzenpolygon, wie verlangt wurde. Die Konvergenz des Verfahrens
besteht ferner wegen des unitiren Charakters der Grenzvariablen unmittelbar, d. h.
unabhingig von jeder Auswahl einer Indexfolge.

6. Fundamentalabbildung der hyperelliptischen Fldchen, zweite Vorbereitung :
Verzweigte Fundamentalabbildung der Fliche des Einheitskreises (Iterationsverfahren).
Als zweite Vorbereitung zur Durchfithrung der Fundamentalabbildung der hyper-
elliptischen Riemannschen Flichen behandeln wir die Fundamentalabbildung
der Fliche des z-Einheitskreises auf sich selbst bei vorgegebener Relativverzwei-
gung im Innern. Wir denken uns innerhalb des z-Einheitskreises endlich oder
unendlich viele Puunkte «,,a,,a,, ... markiert, die sich nur gegen Punkte der Peri-
pherie hiufen. Die Aufgabe, die wir uns stellen, ist folgende: Es soll eine
Funktion {(z) bestimmt werden, die innerhalb des z-Einheitskreises, abgesehen von
den markierten Punkten, regul'%ir ist, in den markierten Punkten jedoch in allen
ihren Zweigen Verzweigungspunkte erster Ordnung besitzt. Die Funktion ((z)
soll sich in den Verzweigungspunkten wie eine verzweigte lokale Uniformisierende
verhalten. Schliesslich sollen die von der Funktion {(¢) fiir |2] < 1 in allen ihren
Zweigen unter Kinbeziehung der Verzweigungspunkte angenommenen Werte das
ganze Innere des {-Einheitskreises einfach erfiillen in dem Sinne, dass die Funk-
tion jeden solchen Wert einmal und nur einmal annimmt. Die so erklirte Funk-
tion erweist sich von vornherein durch ihre Eigenschaften als bis auf eine lineare
Transformation, die den Einheitskreis in sich tberfiithrt, vollig bestimmt. Wir
fixieren sie eindeutig, indem wir verlangen, dass sie im ‘Grundzweig an der Null-
stelle verschwinden wund die Richtungselemente dieses Punktes festlassen soll.
Letzteres kann auch so ausgesprochen werden: es soll die Ableitung an der Null-
stelle reell positiv sein.

Zur Bestimmung der Funktion {(z) bedienen wir uns wieder eines Itera-
tionsverfahrens in Form einer unendlichen Kette von Fundamentaltransformatio-
nen. Zuvorderst ist es zweckmissig, das Grundblatt dadurch niher zu fixieren,
dass wir von den Punkten ¢ lauter von einander getrennt verlaufende Linien 1

nach der Peripherie des Einheitskreises ziehen, was offenbar keine Schwierigkeiten
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darbietet, auch bei unendlich grosser Anzahl der Punkte a;. Ubrigens werden
wir im Falle unsrer Anwendung solche Linien mit einer unten niiher bezeichneten
Modifikation von Hause aus mitgeliefert bekommen. Wir wollen sogleich noch
bemerken, dass wir gerade den Fall unendlich vieler Verzweigungsstellen a; spiter
gebrauchen werden.

Wir wihlen jetzt irgend einen der Punkte a; und die zugehdrige Hilfslinie
! aus, setzen diese Figur spiegelbildlich iiber die Peripherie des Einheitskreises
fort und erhalten dadurch eine in Bezug auf den Einheitskreis zu sich selbst
symmetrische Linie mit zwei Endpunkten. Diese Linie benutzen wir jetzt als
Transformationslinie einer Fundamentaltransformation, die die durch die End-
punkte der Transformationslinie als Windungspunkte bestimmte zweiblittrige
Riemannsche Fliche auf die schlichte Ebene in der Weise abbildet, dass dabei
die doppelt durchlaufen zu denkende Peripherie des Einheitskreises in die ein-
fach durchlaufen zu denkende Peripherie des Einheitskreises abgebildet wird und
dass ferner der Nullpunkt und der unendlich ferne Punkt des Grundblattes unter
Fésthaltung der zugehorenden Richtungselemente festgelassen werden. Die Trans-
formationslinie wird durch diese erste Operation z,(z) gewissermassen gedffnet.
Die gewonnene Linie erscheint in zwei durch eine elliptische Substitution der
Periode 2 aufeinander bezogene Teile zerlegt. Die bei der ersten Operation nicht
beniitzten Punkte a; mit den zugehérenden Linien [ erscheinen in der z,-Ebene
unaufgeléost wieder. Ausserdem aber sind wesentlich neue Punkte a; und zuge-
horende Linien ! entstanden, die aus den alten durch die erwiihnte elliptische
Substitution hervorgehen. Unter den nunmehr vorhandenen unaufgelosten Linien
! der z,-Ebene wihlen wir wieder irgend eine aus und verfahren in dersel-
ben Weise wie vorher. So erhalten wir, in inf. fortfahrend, eine Folge von Funda-
damentaltransformationen

z,(2), 2:(2), 25(e), .- -,

bei deren sukzessiver Bildung unserm Zwecke entsprechend nur der einen Be-
dingung Geniige geleistet werden muss, dass jede anfinglich vorhandene und jede
spiater entstehende Linie [ im Laufe des Verfahrens auch einmal als Transforma-
tionslinie zur Verwendung und dadurch zur Auflésung kommen soll.

Das Ergebnis der Zusammensetzung der 7 ersten Fundamentaltransformatio-
nen bezeichen wir mit 2,(z). Es ist klar, dass z,(z) eine 2™-deutige Funktion von
z ist, ferner, dass 2y (0) im Hauptzweig verschwindet. Weiter ist nach dem Schwarz-
schen Lemma, angewandt auf die Funktion z,(2.+1), die fiir |z,4+:] =1 regulir ist,
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dzn+1
|zn41]>]2n] und (d—zn)zn=0>1'

Das geschilderte Verfahren konvergiert, wie wir jetzt zeigen wollen, gleich-
méssig und leistet die verlangte Fundamentalabbildung.

Wir denken uns in der z-Ebene im Grundblatt eine Kreislinie mit dem Null-
punkt als Mittelpunkt beschrieben, die alle Punkte a; und alle Linien [ ausschliesst.
Die Funktionen z,(z) sind nun offenbar fiir das Innere dieser Kreisfliche im
Hauptzweig alle regulir erklirt, ferner beschrinkt, nimlich dem absoluten Betrage
ihrer Werte nach unterhalb 1. Daraus ergibt sich, dass man eine innerhalb jener
Kreisfliiche gleichmiissig konvergente Folge auswihlen kann. Nun besteht aber
die erwihnte Beschrinktheit nicht nur fiir diese Kreisfliche, sondern lings jedes
innerhalb der z-Binheitskreisfliche verlaufenden etwa im Nullpunkte beginnenden
Fldchenstreifens, der auch die Linien ! beliebig oft tiberschreiten kann. Daraus
ergibt sich, dass die gleichmissige Konvergenz sich auf jeden solchen Flichen-
streifen erstreckt. Die Grenzfunktion der Folge kann sich nicht auf eine Konstante

reduzieren, weil die Ableitungswerte (Cfl—?) mit wachsendem Index » wachsen.
z=0

Wir konnen jetzt den Schluss ziehen, dass die Grenzfunktion fiir [2] <1
eine keinen Wert mehr als einmal annehmende und nur Werte innerhalb des Ein-
heitskreises annehmende Funktion ist, die weiter die verlangten Verzweigungs-
bedingungen in allen ihren Zweigen erfiillt. Was noch zu zeigen bleibt, ist,
dass die Grenzfunktion im Gebjete |z|<1 jeden Wert, dessen absoluter Be-
trag kleiner als 1 ist, tatsiichlich annimmt. Das ergibt sich durch Betrachtung
der Umkehrungsfunktionen. Wir brauchen nur zu bedenken, dass die Umkeh-
rungsfunktionen der ausgewihlten Folge im Einheitskreise simtlich regulir und
dem absoluten Betrag der Werte nach unterhalb 1 bleiben. Die ausgewihlte Folge
der umgekehrten Funktionen ist daher nicht nur in einer gewissen Umgebung
der Nullstelle, sondern nach Hilfssatz VIII iiberhaupt innerhalb des Einheits-
kreises gleichmissig konvergent. Sie konvergiert gegen die Inverse der Grenz-
funktion der z,(¢)-Folge. Wir sehen also, dass die Inverse der Grenzfunktion
jedem Punkte innerhalb des Einheitskreises eindeutig einen Punkt innerhalb des
z Binheitskreises zuordnet.

Wir haben also in der Tat die Funktion £(2) unseres Problems gewonnen.
Das Iterationsverfahren aber erkennen wir nachtriglich als unmittelbar, d. h.
ohne Bezugnahme auf eine ausgewiihlte Indexfolge gleichmissig konvergent, weil
die Funktion {(2) durch ihre in ihrer Definition zusammengestellten Eigenschaften
eindeutig bestimmt ist.
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Anmerkung 1. Statt die gegebenen Verzweigungspunkte a; einzeln durch
Linien ! mit der Peripherie des Einheitskreises zu verbinden, kann man auch
mit jeder Linie ! mehrere, sogar unendlich viele ai, a,, ai,... in einem bei a,
beginnenden Zuge ! erfassen, der sich der Peripherie des Einheitskreises entweder
bestimmt endigend oder auch in asymptotischer Weise nihert. Beispielsweise
kann man so alle gegebenen Punkte ¢, wenn ihre Anzahl unendlich gross ist, in
einen einzigen Zug ! aufnehmen. Fiithrt man nunmehr eine Fundamentaltrans-
formation des Index 2 unter Beniitzung des Ausgangspunktes @ der Linie / und
ihres zum Einheitskreise spiegelbildlichen Punktes als Verzweigungspunkte aus,
so geht ! in eine Linie iiber, die aus zwei durch eine elliptische Substitution
bezogenen Teilen besteht, die beide in-dem Bildpunkte a;, des Punktes ai, be-
ginnen. Diese beiden Teilbégen laufen durch Punkte Qkyy Qxg, - . . DEZW. a;‘;, a;.; A
Die erwihnten Punkte sind nun alle mit Ausnahme allein des Punktes ar, mit
der Verzweigungszahl 2 zu behaften. Die Verbindungslinien ai, ax, und ax, ai, kann
man jetzt loschen und erhiilt so zwei getrennte Linien [, die eine bei a,, die
andre bei ai, beginnend. Es liefern also jetzt nicht nur die der Transformation
fremden Linien I, sondern auch die bei der Transformation beniitzte Linie [ als
Ergebnis der Fundamentaltransformation zwei Linien [. Im iibrigen gelten wieder
die alten Beweisprinzipien und die Bestimmung, dass beim Iterationsverfahren
jede auftretende Linie ! im Verlaufe des Verfahrens auch einmal als Transforma-

tionslinie verwendet werden muss.

Anmerkung II. Das geschilderte Iterationsverfahren ist unmittelbar auf den
allgemeineren Fall iibertragbar, wo die den Punkten a; zugeordneten Verzwe:-
gungszahlen als beliebige ganze Zahlen, auch o gegeben werden, und eine Funda-
mentalabbildung solcher allgemeineren Verzweigung verlangt wird. An Stelle der
zweiblittrigen Riemannschen Windungsfliche mit beziigl. des Einheitskreises spie-

gelbildlichen Windungspunkten treten nunmehr mehrblittrige, evt. unendlich-
« k
vielblittrige solche Flichen, deren Abbildung durch }/-Transformationen oder

Logarithmustransformationen geleistet wird.

7. Durchfiihrung der Fundamentalabbildung der hyperelliptischen Riemannschen
Flichen. Wir gehen nun nach den Vorbereitungen der Nummern 5 und 6 zur
Durchfiihrung der Fundamentalabbildung einer beliebigen zweiblittrigen Riemann-
schen Fliche ¥ vom Geschlechte p=2 iiber. Die zu bestimmende Grosse {(2)
kann auch als Uniformisierende der schlichten z-Ebene mit Relativverzweigung

erster Ordnung in den 2p+2 Windungsstellen a,, ..., aap+s der Fliche F aufge-
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fasst werden. Zur Bestimmung dieser Grosse greifen wir zunichst vier der 2p+2
Verzweigungsstellen heraus, etwa a,, as, a3, a,. Diese verbinden wir durch zwei
getrennte Linien in der gewohnlichen z-Ebene in der Weise (1, 2) und (3, 4), un-
ter Vermeidung der iibrigen Punkte a. Jetzt wenden wir das Iterationsverfahren
der Nummer 3 an und gelangen zu einer Grosse {,, deren Wertegebiet von der
ganzen Ebene exkl. zweier endlichen Punkte o und f# gebildet wird. Die Linien
(1, 2) und (3, 4) vervollstindigen wir jetzt zu einer einzigen doppelpunktfreien
Linie durch Hinzufiigung einer etwa punktiert vorgestellten Verbindung a,, a;,
Qg, ..., Qapsa, @3. Die punktiert gezeichnete Linie wird nun in die {,-Ebene iiber-
tragen, wo sie entsprechend der Unendlichvieldeutigkeit der Funktion £, (z) un-
endlich viele Bilder liefert, die sich zu einem einzigen o und j verbindenden
punktierten Zuge 4 zusammenschliessen, .auf dem die Bilder der Punkte a5, aq, . . .,
@ap+2 ebenfalls in unendlich hiufiger Wiederholung mit der Verzweigungsnotierung
2 wiederkehren. Einen dieser Punkte wiblen wir und bezeichnen ihn mit y. Wir
wenden nunmehr auf die {,-Ebene die Vierertransformation mit den Verzweigungs-
punkten «, 8, y an. Durch diese Transformation wird das wegen der zwei Grenzpunkte
« und B zweifach zusammenhingende {;-Gebiet in ein vierfach zusammenhingendes
schlichtes 5,-Gebiet verwandelt, das von vier auf einem Kreise liegenden harmonischen
Punkten o, ¢”, 8, §” begrenzt wird und eine ganz bestimmte durch die Abbildung
bestimmte Liniierung und Verzweigungssignierung trigt. Nunmehr wird gemiss
Nummer 5 (Spitzenpolygonaufgabe) die schlichte (,Ebene einer Fundamental-
abbildung £, (f,) mit Relativverzweigung unendlich hoher Ordnung in den Punkten
des erwihnten Quadrupels unterworfen. Als Variabilitidtsbereich der Grosse {,
erscheint das Innere des {,-Einheitskreises, das zugleich eine bestimmte Signierung
und Liniierung aufweist. Damit sind wir aber zur Aufgabe der Nummer 6 ge-
langt, deren Anwendung die gesuchte Grosse { liefert, die die Fundamentalab-
bildung der hyperelliptischen Riemannschen Fliche ohne Relativverzweigung zur
Darstellung bringt. Das Verfahren der Nummer 6 wird dabei an Hand der
vorhandenen Liniierung zweckmiissig in der in der Anmerkung I gekennzeichneten
Modifikation zur Anwendung gebracht, nachdem die an die y-Bildpunkte unmittelbar
anstossenden Linienteile geloscht sind.

Anmerkung. Das im Vorstehenden dargelegte Verfahren ist auf den allge-
meinen Fall der hyperelliptischen Riemannschen Fliche zugeschnitten. Hat man
eine symmetrische Riemannsche Fliche, deren Windungspunkte alle auf einer Ge-

raden oder einem Kreise liegen, 80 kann dieser Kreis zuniichst in den Einheits-
9 —26404. Acta mathematica. 50. Iraprimé le 8 juin 1927.
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kreis transformiert werden. Nunmehr kann man die Uniformisierende unmittel-
bar durch ein einziges Iterationsverfahren gewinnen, das dem bei der Spitzen-
polygonaufgabe angewandten Verfahren nachzubilden ist. Die Abweichung be-
steht lediglich darin, dass die Verzweigungspunkte der einzelnen Fundamental-
transformationen nach Ausitbung der Transformationen nicht weiter mit Verzwei-
gungsnotierungen zu behaften sind, also nicht mehr als Peripherieteilpunkte mit-
zithlen. Die Grenzfunktion leistet die Abbildung des Einheitskreises auf ein inneres
Orthogonalkreispolygon mit lauter rechten Winkeln.

8. Speziell vereweigte Fundamentalabbildungen beliebiger geschlossener Riemann-
scher Flichen F. Bildung zu F gehirender algebraischer Funktionen. Fundamen-
talabbeldung im engern Sinne (d. i. ohne Relativverzweigung) beliebiger F vom Ge-
schlecht p=o0,1,2. Es sei nunmehr F .eine beliebige geschlossene Riemannsche
Fliche, deren Blitterzahl m = 3 ist. Die im Vorhergehenden angewandten
Methoden vermitteln uns leicht solche Uniformisierenden der Fliche I', die ge-
wisse Relativverzweigungen besitzen. Fir den Zweck der Bestimmung algebrai-
scher Funktionen, die zur Fliche F gehoren, geniigt es, eine solche zu bestimmen.

Wir notieren in der schlichten z-Ebene die Stellen (Grundpunkte), tiber
denen sich Windungspunkte der Fliche F' befinden. Es sei # ihre Anzahl. Ab-
gesehen von einem trivialen Falle ist #n=3. Wir behaften jetzt die Grundpunkte
@, ..., a, alle mit einer und derselben geraden Verzweigungszahl 2 N, die durch
jede bei F vorkommende Windungszahl teilbar und ausserdem =6 ist. Wir
verlangen dann die Bestimmung der zur schlichten z-Ebene gehorenden Unifor-
misierenden mit der eben definierten Relativverzweigung. )

Zuniichst iiben wir, wenn # ungrade oder =<7 ist, eine vorbereitende ;/A-Trans-
formation mit zweien der Punkte a als Verzweigungspunkten aus. In der Bild-
ebene ergeben sich dann eine gerade Anzahl 2 N (n—2)=6 Verzweigungsstellen,
die alle mit der Verzweigungzahl 2 N za behaften sind. Wir sind so auf den Fall
gefiihrt: Gegeben eine gerade Anzahl 2%" = 6 von Verzweigungsstellen a,’, ..., a'sw
mit derselben zugeordneten Verzweigungszahl 2 N=6. Um die so verzweigte
Uniformisierende { zu finden, bestimmen wir zunerst die Uniformisierende {, mit
denselben Verzweigungsstellen, jedoch mit der einheitlichen Verzweigungszahl 2.
Das ist nichts anderes als die Hauptuniformisierende der zugeordneten hyperellip-
tischen Riemannsche Fliche. In der {;-Ebene haben wir nun simtliche unendlich
vielen Bilder der a’ zu notieren und mit der noch zu beriicksichtigenden ein-
heitlichen Verzweigungszahl N zu behaften. Daraus ersehen wir, dass die Be-

stimmung der gesuchten Variablen  die Anwendung eines zweiten Iferationsver-
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Sahrens gemiss Nummer 6 (Anmerkung II) notwendig macht. Die dabei be-
nétigten Linien. [ bieten sich uns auf verschiedene Weisen dar. Die Punkte
a,...,@'sn mdgen paarweise durch %’ getrennte Linien 1 in der Ebene verbunden
werden. Diesen Linien entsprechen auf der erwiihnten hyperelliptischen Riemann-
schen Fliche » geschlossene Linien A’ (Riickkehrschnitte). Diesen geschlossenen
Linien 1 entsprechen nun im CI-Einheitskreis ungeschlossene Querschnitte der
Einheitskreisfliche, die in gewissen Fixpunkten auf dem Einheitskreise endigen
und sich ebenfalls gegenseitig nicht treffen. Thre Anzahl ist unendlich gross.
Auf denselben sind alle notierten Verzweigungspunkte der {;-Einheitskreisfliche
enthalten. Aus jeder solchen Linie nehme man das Verbindungsstiick zwischen
zwel benachbarten Verzweigungspunkten heraus. Dann hat man unmittelbar die
Linien [.

Die gefundene Grosse {(z) werde nun als Funktion iiber F' betrachtet. Als
solche hat sie in jedem x-blittrigen Windungspunkte einen Relativverzweigungs-

punkt der ganzzahligen Ordnung Exiv Die zu dieser Funktion gehorende, ihre

Vieldeutigkeit vollstiindig darstellende Relativfliche 'F'*) wird durch die Funktion
£(z) iiberall im kleinen schlicht auf eine Fliche iibertragen, die ganz innerhalb
des Einheitskreises liegt, dazu wegen der freien Variabilitit der Grosse { inner-
halb des Einheitskreises keine Grenzpunkte darbieten kann. Diese Fliche ist
demnach mit der schlichten Fliche des { Binheitskreises identisch, und die Flache
"F'*) selbst ist nichts anderes als die zu F gehorende einfach zusammenhingende

Uberlagerungsfliche mit den Relativverzweigungszahlen ijj .

Wir denken uns jetzt die Fliche F von einem beliebigen Punkte O aus
durch p Riickkehrschnittpaare, die die Windungspunkte der Fliche nicht treffen
mogen, kanonisch aunfgeschnitten zu einer einfach zusammenhingenden Fliche
I',. Ferner denken wir uns von den einzelnen Windungspunkten aus Einschnitte
innerhalb ¥, nach dem Punkte O hin ausgefiihrt, wodurch ¥, in eine Fliche
F, iibergeht. Die Fliche F,” wird dann durch einen in F, erklirten Zweig der
Funktion (z) auf einen Fundamentalbereich abgebildet, der in unendlich vielen
den iibrigen Relativzweigen der Funktion entsprechenden Wiederholungen das
ganze Innere des {-Finheitskreises erfiillt. Er selbst reicht mit seiner Begrenzung
nicht an die Peripherie des Einheitskreises heran. Man braucht jetzt nur Poin-
carésche Theta-Quotienten anzusetzen, um automorphe Funktionen innerhalb des
{-Einheitskreises zu erhalten, die, auf F iibertragen, eigentliche zu dieser Fliche
gehorende algebraische Funktionen sind.
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Ist speziell p=o, so konnen wir, da der zu F' gehorende algebraische Funk-
tionenkorper nach Vorstehendem bestimmt werden kann, jetzt eine Funktion des
Korpers bestimmen, die nur einen Pol erster Ordnung hat, also die Fundamen-
talabbildung der Fliche F ohne Relativverzweigung auf die schlichte Vollebene
bewirkt. Ist p =1 oder 2, so kénnen wir durch Korperfunktionen sofort zu
zweiblittrigen Riemannschen Flichen mit vier bzw. sechs Windungspunkten iiber-
gehen und von da aus weiter nach dem frither dargelegten Verfahren die Funda-
mentalabbildung ohne Relativverzweiguug leisten.

Anmerkung. In gewisser Weise eine Vereinfachung der Entwicklungen dieser
Nummer kann man erzielen, wenn man den Satz heranzieht, dass jede geschlos-
sene Riemannsche Fliche F' durch eine ganze rationale Funktion eineindeutig
auf eine ebensolche Fliche abgebildet werden kann, deren Windungspunkte alle
auf dem Einheitskreise liegen. 8. die Schlussbemerkung in der Arbeit des Ver-
fassers » Fundamentalabbildung und Potentialbestimmung gegebener Riemannscher
Flichen», Math. Zeitschrift Bd. 12 (1922). Vgl. auch eine dhnliche Betrachtung
bei Poincarg, Acta math. Bd. 4, S. 246—250.

ZWEITER TEIL.

Uniformisierung beliebig gegebener algebraischer Funktionen und Funda-
mentalabbildung beliebig gegebener geschlossener Riemannscher Fliichen.

9. Die Funktion »,(2) iiber E> mit n Verzweigungspunkten unendlich hoher
Ordnung. Hs sei jetzt I' eine beliebige geschlossene Riemannsche Fliche, deren
Blidtterzahl m =3 und deren Geschlecht p=2 angenommen werde, zur Fixierung
der Vorstelungen. Grundsiitzlich werden jedoch unsere folgenden Entwicklungen
auch die niederen Fille mitumfassen. Wir verweisen insbesondere auf die be-
ziiglich p=1 und p=0 am Ende dieses Teiles gemachten Ausfiihrungen.

Dass zur Fliche F ein algebraischer Funktionenkdrper gehort, ist bereits
im Vorhergehenden dargetan worden, wird jedoch im Folgenden keine Rolle
spielen. Wir wollen die Existenz der (relativ unverzweigten) Hauptuniformisie-
renden ((z) der Fliche F dartun. Wir wissen bereits, dass es gewisse Uniformi-
sierende mit Relativverzweigung gibt. Von einer solchen wollen wir jetzt aus-
gehen. Die bisher aufgestellten Uniformisierenden mit Relativverzweigung hatten
endliche Relativverzweigungszahlen. Diejenige jedoch, die wir nunmehr als
Basis fir die Konstruktion der Grésse ((z) nehmen wollen, ist eine solche mit
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durchweg unendlich hoher Relativverzweigungszahl. So wie jene schon bekannten
relativ verzweigten Uniformisierenden der Fliche F als relativ verzweigte Uni-
formisierende der schlichten z-Ebene aufgefasst und geradezu als solche gewonnen
wurden, wird es auch jetzt sein. Wir denken uns in der schlichten z-Ebene die-
jenigen Stellen ay,...,an (Grundpunkte) markiert, tber denen mindestens ein
Windungspunkt der Fliche F liegt. Die Zahl #» ist dann =3, wenn man von
dem trivialen Falle der m-blittrigen Riemannschen Fliche mit zwei m-blittrigen
‘Windungspunkten absieht. Den Stellen a; der schlichten z-Ebene ordnen wir
durchweg die Verzweigungszahl « zu und verlangen die Bestimmung der so
verzweigten Uniformisierenden £, (2) der schlichten z-Ebene.

Die Grosse (,(¢) kann mit Hilfe der in Nummer 5 und 6 dargelegten
Tterationsmethoden sofort gewonnen werden. Wir denken uns die Punkte a,,a,,05
durch eine fortlaufende doppelpunktlose Linie A2 in der schlichten z-Ebene mit-
einander verbunden wund weiter von dem Punkte a; nach den iibrigen Punkten
ay, ...,an punktierte Linien A’ gezogen, die sich untereinander und die Linie 2
nur im Punkte a, treffen. Nunmehr fithren wir nach unserem Iterationsverfahren
der Spitzenpolygonaufgabe (Nummer 5) die Fundamentalabbildung der schlichten
z-Ebene mit a,,a,,a, als Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordnung durch.
Dabei geht die von der Linie 4 allein begrenzt gedachte z-Ebene in ein Spitzen-
viereck iiber, das in unendlich vielen Reproduktionen das.ganze Innere des Ein-
heitskreises ausfiillt. Den Linien 2’ entsprechen im Einheitskreise vermoge der
definierten Abbildung unendlich viele Bildlinien, deren jede einzelne einen inneren
Punkt des Einheitskreises mit einem Peripheriepunkt verbindet. Die inneren
Anfangspunkte dieser Linien haben wir jetzt simtlich mit der Verzweigungszahl
w zu behaften. Nun wird auf die gewonnene Figur das Iterationsverfahren der
Nummer 6 angewandt, wobei die soeben definierten Linien als Ausgangslinien [
des Verfahrens figurieren. Das Verfahren selbst besteht in einer unendlichen
Kette logarithmischer Fundamentaltransformationen. Das Ergebnis ist die Ge-
winnung der Grosse {,(z), deren Bestimmung oben verlangt wurde.

Die Grosse [,(2) leistet eine eineindeutige konforme Abbildung einer ge-
wissen einfach zusammenhingenden Uberlagerungsfiiche E'(®) der schlichten z-
Ebene E, die in den Punkten @ lauter Windungspunkte unendlich hoher Ord-
nung hat. Die Bezeichnung E'(*) soll andeuten, dass diese Fliche die einfach
zusammenhingende Uberlagerungsfliche ohne Relativwindungspunkte der Ebene
E’ ist, d. i. der in den Grundpunkten a,...,a, punktierten Ebene E. Die
Fliche E(*) kann von vornherein konstruiert werden, indem man nimlich die
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lings den Linien i und 4 aufgeschnittene Ebene E’, genannt E,’, in unendlich
vielen koinzidierenden Exemplaren relationenfrei zusammenfiigt, wobei im Resul-
tat zwei verschiedene Exemplare entweder keinen Punkt oder nur eine Seite 4
oder A gemeinschaftlich haben.

Um das Verhalten der Funktion {,(2) in den Punkten a; niher zu bestimmen,
betrachten wir eine kleine Umgebung |z—a|=¢ eines solchen Punktes. Auf der
Fliche E'®) hat eine solche Umgebung die Gestalt eines Windungsflichenstiickes
W unendlich hoher Ordnung. Das Windungsflichenstiick W wird durch £, (2)
eineindeutig konform auf ein Gebiet W’ abgebildet, wobei dem Umlauf um den
Punkt @ eine parabolische, ev. hyperbolische Substitution entspricht. Jedenfalls
konnen wir von der Fliche W’ durch elementare Abbildung (Exponentialabbildung,
ev. Potenzabbildung) zu einer schlichten zweifach zusammenhingenden Fliche W”
iibergehen, die nun als eineindeutiges Bild des schlichten Bereiches |z —a|=<¢
erscheint. Die das Gebiet |z—a|<¢ auf W" abbildende Funktion muss sich
dann auch im Punkte @ selbst, weil beschrinkt, bestimmt verhalten. Von hier
aus sieht man leicht ein, dass die erwihnte Umlaufssubstitution nur eine para-
bolische Substitution sein kann und dass der Linie |2 —a]=¢ im Einheitskreise
eine Linie entsprechen muss, die mit beiden Enden im Fixpunkte der parabo-
lischen Substitution endigt, deren Imneres ausserdem das eineindeutige Abbild W’
der Fliche W ist. Weiter folgert man hieraus, dass es eine lineare Funktion
L(£,) der Grosse ,(z) gibt, die sich in der Form

log (z—a)+ PBle—a)
darstellen ldsst. Weiter bemerkt man jetzt, dass eine mit bestimmter Tangente
im Punkte @ endigende Linie der z-Ebene im {;-Einheitskreise eine Bildlinie hat,
die im parabolischen Fixpunkte, einen rechten Winkel mit dem Einheitskreise
bildend, einliuft. Mit Bezug auf das Gebiet W’ bemerken wir noch: Wird an-
statt der Linie |z—a|=¢ eine passende, im allgemeinen nicht kreisformige Linie
zur Abgrenzung einer Umgebung des Punktes a gewiihlt, so wird das Gebiet W’
selbst von einem Bahnkreis der parabolischen Umlaufsubstitution begrenzt, der
den Hinheitskreis im Fixpunkte der genannten parabolischen Substitution beriihrt.

Die Fliche E, weist in den Punkten a im ganzen 2(n— 1) Eckzipfel auf.
Aus dem Gesetz des relationenfreien Aufbaues der Fliche E'*) aus Exemplaren
E, ergibt sich sofort, dass zu diesen 2(n— 1) Eckzipfeln ebenso viele voneinan-
der ganz verschiedene Windungsflichenstiicke der Fliche F'(*) gehdren, in welche
die erwihnten Eckzipfel eingehen. Diesen Windungsflichenstiicken entsprechen
nun auch ebensoviele verschiedene Kreisflichen W’ im {;-Einheitskreise, die folg-
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lich in 2 (% — 1) verschiedenen Punkten die Peripherie des Einheitskreises beriihren.
Das Bild der Fliche E,, das ein Zweig der Funktion {,(2) entwirft, ist nach
dem Vorhergehenden ein 2(n —1)-Eck %,, das mit 2 (n— 1) getrennten Spitzen
orthogonal an die Peripherie des Einheitskreises anstosst. Die Seiten von ¥,
sind paarweise aufeinander bezogen durch z— 1 lineare Substitutionen, die eine
Gruppe I, erzeugen. Durch die Substitutionen dieser Gruppe entstehen unend-
lich viele ¥ Bilder, die zusammen das ganze Innere des Einheitskreises ausfiillen.

Die unendlich vielen ¥,-Bilder haben je einen Maximaldurchmesser. Es kann
jedoch nur endlich viele derselben geben, deren Maximaldurchmesser eine beliebig
klein vorgegebene Grosse ¢ iiberschreitet. Das erkennt man folgendermassen:
Wir denken uns den Bereich ¥, in einen Kern und 2 (n — 1) Zipfel zerlegt, ent-
sprechend den 2(n—1) Ecken des Bereiches ¥, - Die Zipfel denken wir uns
durch parabolische Bahnkreise gegen den Kern abgegrenzt. Der Kern ist nun offen-
bar in einem mit dem Einheitskreise konzentrischen Kreise |, | = o enthalten.
Die Bilder dieser Kreisfliche vermoge I, miissen dann allmiihlich unendlich klein
werdende Durchmesser bekommen, weil die Bilder des Nullpunktes sich offenbar
allmihlich der Peripherie des Einheitskreises unbegrenzt nithern. Damit ist gé-
zeigt, dass die Kernbilder allmihlich unendlich kleine Maximaldurchmesser be-
kommen. Betrachten wir nunmehr einen der parabolischen Zipfel, dann liegen
zuniichst unendlich viele Bilder dieses Zipfels in demselben Bahnkreis. Das
sind diejenigen Bilder, die durch die Wiederholungen der zugehérenden parabo-
lischen Substitution aus dem Zipfel entstehen. Diese Bildzipfel werden offenbar
allmihlich unendlich kleine Maximaldurchmesser erhalten. Ausserdem gibt es
aber unendlich viele Bilder des Zipfels, die in anderen Bahnkreisen enthalten
sind. Alle vermdge I, aus dem erst betrachteten Bahnkreis entstandenen wei-
teren Bahnkreise miissen aber voneinander durchaus getrennt liegen. Daraus
folgt, dass nur endlich viele derselben einen Durchmesser oberhalb einer beliebig
klein vorgebbaren Grosse haben kénnen. Damit ist dann unser behaupteter Satz
vollstindig bewiesen. Denken wir uns also, dass wir den Bereich ¥, allmihlich
gemilss I', erweitern, indem wir etwa bei jedem Schritte an jede Seite des er-
weiterten Bereichs ein neues -#-Bild anschliessen, so bekommen wir Gebiete,
deren Begrenzungsseiten allmihlich gleschmdssig unendlich klein werdende Maximal-
durchmesser bekommen.

10. Die Funktion »{,(2) iiber F». Die bisher als Funktion iiber der schlich-
ten z-Ebene betrachtete Grosse {,(¢) werde nunmehr als Funktion auf der gege-
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benen Riemannschen Fliche F betrachtet. Als solche ist sie in allen und nur
den Punkten logarithmisch verzweigt, die iiber den Grundpunkten gelegen sind.
Wir denken uns die Fliche in allen diesen Punkten punktiert. Die so aus F
gewonnene Fliche werde mit F” bezeichnet. Ist ¢ die Anzahl der Punktierungs-
stellen, so ist die Fliche F’ (z2p + q)}fach zusammenhingend. Man kann sie
daher durch 2p+ g-—1 getrennte Querschnitte von Punktierung zu Punktierung
einfach zusammenhingend machen. Diese Querschnitte mogen folgendermassen
niher bestimmt werden. Zunichst werden 2p Querschnitte ¢ von einer festen
Punktierungsstelle nach derselben Punktierungsstelle zuriickgefithrt, die, fiir sich
genommen, die unpunktierte Fliche F in eine einfach znsammenhingende Fliche
F, verwandeln. Danach werden qg—1 weitere Querschnitte @  gezogen, die die
iibrigen Punktierungsstellen in einer fortlaufenden Kette verbinden und deren
letzter im gemeinschaftlichen Endigungspunkte der ¢ endigt. Die Fliche F” ist
so in eine einfach zusammenhiingende Fliche F,” verwandelt.

Denkt man sich die Fliche F},’ in unendlich vielen koinzidierenden Exem-
plaren bereit gestellt, so kann man jetzt durch relationenfreie Zusammenfiigung
dieser Exemplare eine von keiner Linie mehr begrenzte einfach zusammenhin-
gende Fliche F’(*) herstellen, d. i. die zu F gehorende einfach zusammenhiingende
Uberlagerungsfliche mit den Punktierungsstellen als relativen Windungspunkten
unendlich hoher Ordnung, zugleich die einfach zusammenhingende Uberlagerungs-
fliche der Fliche F’ ohne relative Windungspunkte. Diese Fliche ist, wenn
man sie als Fliche iiber der gewdhnlichen Ebene FE betrachtet, eine in den
Grundpunkten mit lauter Windungspunkten unendlich hoher Ordnung behaftete
einfach zusammenhingende Fliche. Da es nur eine solche Fliche geben kann,
so ergibt sich die Identitit der Flichen E’=) und F’*), Die Funktion , (2)

/(=)

leistet darnach auch eine eineindeutige konforme Abbildung der Fliche F'*) auf
das Innere des Einheitskreises. Dabei geht das Grundexemplar F,’ in ein rand-
bezogenes Spitzenpolygon ¥, mit 2 (2 p + ¢ — 1) Seiten iiber. Die Randsubstitutio-
nen des Bereichs ¥, erzeugen ein Gruppe I';, eine gewisse Untergruppe der Gruppe
I'y. Bei Ausiibung der Gruppe I, auf den Bereich %, kommt es zu einer liicken-
losen Erfilllung des Inneren des Einheitskreises. Die Maximaldurchmesser der
¥ ,-Bilder werden allmihlich gleichmissig unendlich klein. Die Peripherie des
Einheitskreises wird daher allmihlich mit immer mehr Spitzen belegt, wobei kein

noch so klein gewilhites Peripherieintervall unbelegt bleibt.
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11.  Die Uberlagerungsfliche F'*) und die Funktion >, (2) iiber F*)». Der
Verzweigungsgraph y” wnd die Fliche F,*". Unser Ziel ist die Bestimmung der
Grosse ((2), die eine relativ unverzweigte Abbildung der Fliche I' auf das Innere
des Einheitskreises vermittelt, so zwar, dass jeder Wert nur einmal angenommen
wird. Die Funktion [(2) ist eine iiber F erklirt zu denkende Funktion. In dieser
Auffassung gehort zur Funktion {(¢) eine der Fliche F iibergelagert vorzustellende
Riemannsche Fliche F (=) die keine relativen Windungspunkte hat und wegen
des einfachen Zusammenhanges der Kreisfliche auch ihrerseits einfach zusammen-
hiingend ist. Diese Fliche F(*) wird eben durch die zu bestimmende Funktion
(2) eineindeutig auf das Innere des {-Einheitskreises abgebildet.

Es ist nun wichtig, dass die Fliche F(*) durch ihre genannten Eigenschaften
vollstindig bestimmt ist und dass sie direkt konstruiert werden kann. Der erste
Teil der Behauptung ergibt sich sofort. Man braucht nur anzunehmen, man habe
zwei solcher Flichen, so wiirde man sogleich eine Koinzidenzbeziehung zwischen
beiden herstellen konnen, die ohne relative Verzweigung wire und folglich wegen
des einfachen Zusammenhanges eineindeutig sein miisste. Das bedeutet aber
Identitit der beiden Flichen; und fiir die Fliche F(*) selbst bedeutet es die
Existenz unendlich vieler eineindeutiger Decktransformationen durch identische
Zuordnung der relativen Blitter untereinander. Zur direkten Konstruktion der
Fliche F'*) andrerseits braucht man nur unendlich viele koinzidierend iiberein-
anderliegende HExemplare der Fliche F, so zusammenzufiigen, dass tatsichlich
ein einfach zusammenhingendes Ganze ohne relative Windungspunkte entsteht.
Das Gesetz dieser Zusammenfiigung kann man sich an Hand eines Graphen
veranschaulichen. Dieser Graph entsteht folgendermassen: man zeichne in einer
Ebene (schematische Ebene) ein krummliniges 4 p-Eck, entsprechend einem Grund-
blatt F;. Nun fiige man an dieses 4 p-Eck einen Kranz weiterer solcher 4 p-Ecke
an; némlich zunichst an jede Seite des ersten 4 p-Ecks ein neues 4 p-Eck, aus-
serdem weitere 4 p-Ecke so, dass in jeder Ecke des ersten im ganzen 4p 4 p-Ecke
im Zyklus zusammenstossen. Dadurch entsteht eine neue Umrisskontur, die den
angefiigten Kranz aussen begrenzt, wobei man iibersieht, dass diese Kontur
ihrerseits neben einzipfligen auch zweizipflige Eckpunkte darbietet (wie schon im
Falle p==1 beim parallelogrammatischen Gitter) Nunmehr fiige man an jede
Seite der erhaltenen Umrisskontur wieder ein 4p-Eck an und fiille weiter die
Umgebung der Eekpunkﬁe der Kontur wie vorher aus, sodass in jedem Eckpunkte
4p 4p-Ecke im Zyklus zusammenstossen, Man hat so um den ersten Kranz einen

zweiten Kranz von 4 p-Ecken gelegt. Die Gesamtfigur weist an ihrem Umriss wieder
10—26404. Acta mathematica. &0. Tmprimé le 8§ juin 1927.
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einzipflice und zweizipflige Eckpunkte auf. Das Verfahren ist unbeschrinkt
fortsetzbar. Es definiert uns den unendlichen Graphen y. Das Netz des
Graphen y zeigt unmittelbar die Entstehung eines einfach zusammenhingenden
kranzformig aufgebauten Gesamtgebietes [y] aus 4p-Ecken. Wir brauchen nur
das gezeichnete Zusammenfiigungsschema des Graphen y zu befolgen, um aus
unendlich vielen Exemplaren F,, die dabei als 4 p-Ecke figurieren, die einfach
zusammenhingende Uberlagerungsfliche F(®) iiber F ohne relative Windungs-
punkte aufzubauen.

Auf der Fliche F!*) besitzt die Funktion {,(z), auch mit »,(z) iiber F(*)»
bezeichnet, offenbar unendlich viele Relativverzweigungspunkte unendlich hoher
Ordnung, nidmlich an allen iiber den » Grundpunkten der z-Ebene liegenden
Punkten der Fliche F(*). Im Graphen y wird ein Teil der relativen Verzwei-
gungsstellen der Funktion [, (z) iiber F*) durch die Kreuzungspunkte des Graphen
reprisentiert, in deren jedem 4 p Polygone zusammenstossen.

Um zu einer prizisen Einsicht in die durch einen Zweig der Funktion »{, (2)
iiber F*)» geleisteten Abbildung zu gelangen, was fiir die Folge besonders wich-
tig ist, konstruieren wir eine Aufschneidung der Fliche F(*V d. i. der in den
unendlich vielen relativen Verzweigungspunkten punktierten Fliche F(*), zu einer

einfach zusammenhingenden Fliche F,(*).

Dazu gehen wir von dem Graphen y aus.

Der Graph y, der zunichst nur die Linien ¢ unmittelbar schematisch re-
prisentiert, nimlich durch seine simtlichen Polygonseiten (@), wird zunichst
dadurch erweitert, dass in ihm auch die schematischen Bilder der Linien @  in
allen Parzellen eingetragen werden. Das einzelne solche Bild erscheint dann im
Graphen als eine aus dem Inneren der Parzelle kommende, in einem Eckpunkte
der betreffenden Parzelle endigende Folge von ¢ — 1 Linien (¢'). Der so erwei-
terte Graph y werde mit ' bezeichnet. Die siimtlichen Verzweigungspunkte der
Funktion »{,(¢) iitber F'*)» sind nunmehr im Graphen y  ersichtlich. Dieselben
werden nidmlich dargestellt durch die Kreuzungspunkte des Graphen y und die
Endpunkte der Linien (¢'). Auf der Fliche F(*) denken wir uns ebenso in allen
ihren relativen Blittern die Linien @’ eingetragen, sodass eine von den Linien
Q und @ auf F=) gebildete Gesamtliniierung dieser Fliche vorliegt, deren Struk-
tur durch den Graphen ' veranschaulicht wird.

Die Aufgabe der einfach zusammenhiingenden Aufschneidung der Flidche
F=) Yisst sich nun unmittelbar an Hand des Graphen y’ in iibersichtlicher Weise
leisten. Wir schneiden zunichst aus dem Graphen y eine Stammlinie o aus in
folgender Weise. Ausgehend von einem Eckpunkte der Grundparzelle durch-
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laufen wir zunfichst die Begrenzung derselben, jedoch nicht vollstéindig, sondern nur
4p—1 Seiten. Dadurch sind alle 4p Eckpunkte der Grundparzelle tatsichlich
einbezogen. . Nun gehen wir von dem letzten angetroffenen Eckpunkte aus
auf einer Seite des Graphen y durch den ersten Parzellenkranz hindurch zur
dusseren Kontur des ersten Kranzes iiber. Von dem Auftreffpunkte aus durch-
laufen wir in irgend einem Sinne die Kontur des zweiten Kranzes unter Aus-
schluss der letzten Seite dieser Kontur. Vielmehr gehen wir von dem so erhal-
tenen letzten Endpunkte aus auf einer Seite des Graphen y durch den zweiten
Parzellenkranz hindurch zur Aussenkontur des zweiten Kranzes iiber, der nun
wiederum durchlaufen wird bis auf die letzte dieser Kontur angehorende Seite
us.w. Die so gewonnene Linie verbindet offenbar alle Polygonecken des Gra-
phen y untereinander. Sie heisse die Stammlinie des zu konstruierenden Verzwe:i-
gungsgraphen y”’. Nunmehr nehmen wir zur Stammlinie die den Graphen y zum
Graphen 7" vervollstiindigenden Linien (') hinzu, die auf diese Weise an die
Stammlinie gleichsam als Aste angeschlossen erscheinen. Das ganze so erhaltene,
von der Stammlinie und den Asten gebildete Liniensystem nennen wir den Ver-
zwetqungsgraphen y”. Man bemerkt, dass an den einzelnen Eckpunkten der Stamm-
linie entweder kein Ast oder genau ein Ast angeschlossen ist. Das Bild des
Verzweigungsgraphen y” auf F'*) ist ein Liniensystem, bestehend aus lauter Li-
nien @ und @', die in ihrem Verlauf mit den urspriinglich auf F gezeichneten
koinzidieren. Dieses Liniensystem leistet die verlangte Aufschneidung der Fliche
F*=) zur einfach zusammenhingenden Fliche F,*), was in der Graphenebene
unmittelbar zu sehen ist.

Heften wir nun unendlich viele koinzidierende Exemplare F,(*) relationenfrei
zusammen, wobei die einzelne Heftung immer lings einer Linie ¢ oder @ zu
erfolgen hat, so entsteht die einfach zusammenhingende Uberlagerungsfliche
der Fliche F'*, die wir konsequenterweise mit F'*)(*) bezeichnen werden. Diese
Fliche, als Ganzes genommen, ist nichts anderes als die Fliche F'(*), d. i. die
einfach zusammenhiingende Uberlagerungsfliche der Fliche F'. Ebenso ist sie
nichts anderes als die Fliche F'(®), d. i. die einfach zusammenhingende Uber-
lagerungsfliche der schlichten Ebene E'.

Wir merken dies in der Form an:

E(®) = F®) = Fl=) ()

Die Funktion ,(z) leistet die eineindeutige konforme Abbildung dieser drei we-
sentlich identischen Flichen auf das Innere des {,-Einheitskreises,
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12.  Der unendlich-vielseitige Fundamentalbereich P und die Gruppe I'. Nach
dem Vorstehenden leistet die Funktion () eine eineindeutige Abbildung der
Fliche F,*) auf einen unendlich-vielseitigen Bereich ¥, dessen Seiten paarweise
aufeinander bezogen sind. Der Aufbau dieses Bereiches aus Bildern des Bereiches
W, (s. pag. 72) ist an Hand des Verzweigungsgraphen y”’ vollstindig zu iibersehen.
Es bandelt sich ndmlich um nichts anderes, als um diejenige Parzellenzusammen-
figung des Graphengebietes [y}, die man erhilt, wenn man dieses Gebiet lings
des Verzweigungsgraphen y” aufgeschnitten und die an y” nicht beteiligten Li-
nien {Q) als Einteilungslinien dieses aufgeschnittenen Gebiets denkt. Man iiber-
sieht nun leicht, dass der Bereich ¥ ein einfach zusammenhiingendes Gebiet
darstellt, das von unendlich vielen auf der Peripherie des BEinheitskreises senkrecht
aufstossenden Bogen begrenzt wird, die einen einzigen unendlich viele Spitzen
aufweisenden Zug .7 bilden und paarweise durch lineare Substitutionen aufein-
ander bezogen sind, so jedoch, dass niemals zwei Paare iiber Kreuz bezogen
erscheinen. Ferner kann man an dem Graphen y” unmittelbar ablesen, dass die
Ecken des Bereichs # eingliedrige, zweigliedrige und dreigliedrige Eckenzykeln
bilden, welch letztere den Ansatzpunkten der Aste im Graphen entsprechen. Alle
diese Zykeln sind parabolische Zykeln. Da die einzelnen Seiten des Begrenzungs-
zuges 4 [;-Bilder von Linien ¢ und ¢  sind, ergibt sich, dass die Maximal-
durchmesser dieser Linien, wenn man den Begrenzungszug in der einen oder an-
dern Richtung durchliuft, allmiihlich bestimmt unendlich klein werden. Die beiden
asymptotischen Endpunkte des Linienzuges ./ fallen in ein und denselben Be-
grenzungspunkt  zusammen, sodass also der Begrenzungszug unsres unendlich-
vielseitizgen Fundamentalbereichs # die ganze Peripherie des Einheitskreises mit
Ausnahme des einen Punktes  iiberspannt. Dies ergibt sich aus der Betrach-
tung des Verzweigungsgraphen y” ebenfalls unmittelbar, wenn man beachtet, dass
man beliebig weit ausserhalb d. h. hinter jedem noch so weit gewihltem Kranze
immer mnoch Seiten des Grundgraphen y angeben kann, die die beiden verschie-
denen Ufer des Graphen y” miteinander verbinden. Solche Seiten sind die bei
Bildung der Stammlinie auf den Konturen der Krinze ausdriicklich iibergangenen
Seiten des Graphen y.

Die unendlich vielen Bezugssubstitutionen des Bereichs ¥ erzeugen eine
Gruppe I', die eine Untergruppe des Index « der Gruppe I, ist, mithin auch der
Gruppe I',, Wenden wir die Substitutionen dieser Gruppe auf den Bereich ‘i’an,
so lagern sich unendlich viele Bilder desselben liickenlos nebeneinander und er-
fillen das ganze Innere des (;-Einheitskreises. Bedenkt man, dass die Randseiten
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des Bereichs ¥ nur Q-Bilder oder @'-Bilder sind, so kann man hinzufiigen,
dass die Maximaldurchmesser dieser ¥-Bilder schliesslich gleichmiissig unendlich
klein werden. Darin liegt zugleich, dass die Gruppe I' auf der Peripherie des
Einheitskreises nicht mehr eigentlich diskontinuierlich ist, da sich nun offenbar
unendlich viele parabolische Fixpunkte und unendlich viele Bilder des Punktes
Q ergeben, die sich iberall auf der Peripherie des Einheitskreises hiufen.

13.  Formaler Ansatz eines unendlichen Produktes (Hauptprodukt) zur Bestim-
mung der problematischen Funktion (). Die zu bestimmende Grosse {(z) leistet eine
eineindeutige Abbildung der Fliche F(*) auf das Innere des Einheitskreises, daher
eine eineindeutige Abbildung der Fliche F(*) auf das lings eines gewissen Graphen
(¢, &) aufgeschnittene Innere des Einheitskreises. Der Graph (y”, ) hat dieselbe
Struktur, wie der Graph y’. Die Seiten dieses Graphen sind alle ganz innerhalb
des Einheitskreises enthalten und biufen sich nur gegen die Peripherie.

Die problematische Funktion (({,)=¢@((,) leistet nun offenbar eine Abbildung
des Fundamentalbereichs ¥ auf die lings des Graphen (y”’, {) aufgeschnittene
Fliche des (-Finheitskreises. Die Funktion kann durch diese Eigenschaft defi-
niert werden. Sie ist geradezu eindeutig durch diese Bestimmung festgelegt, wenn
wir noch vorschreiben, dass der Nullpunkt in sich selbst itbergehen soll und dass
die Ableitung im Nullpunkt positiv reell sein soll. Die Funktion {({,) ist eine
automorphe Funktion mit Bezug auf die Gruppe T.

Die angefiihrten Eigenschaften der Funktion £(Z;) legen es nahe, das un-
endliche Produkt

ad)
IS

7 Wy

anzusetzen, worin [0 die mit , vermdge I' iquivalenten Werte exkl. {, selbst
durchliuft, wihrend w, die vermoge I mit o iquivalenten Werte durchliuft.
Die Auslassung der Grossen {; und o im unendlichen Produkt wird durch den
dem Produktzeichen beigegebenen Akzent angedeutet.!

Unsere Untersuchung wird schliesslich ergeben, dass das angesetzte unend-

! POINCARE setzt in Acta math. Bd. 371, S. 42 ein analoges, doch irriges Produkt an, wo die

konvergenzerzeugenden Faktoren fehlen., Demgegeniiber ist der in Acta 4, S. 307 betrachtete Ansatz
- yiz + Bi
»log mod = 2 log mod P

richtig. Die Untersuchung selbst hat bei POINCARE, wie schon pag. 33 unserer Abhandlung er-
wihnt wurde, einen hypothetischen Charakter. Bemerkungen zu direkten Versuchen macht POINCARE
im Schlussparagraphen (§ 19) seiner Abhandlung in Acta Bd. 4 und in § 11 seiner. Abhandlung in
Acta Bd. 31.
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liche Produkt fiir p = 2 absolut und gleichmissig konvergent ist und die ver-
langte Abbildung des unendlich-vielseitigen Polygons % auf die schlichte Fliche
eines Kreises leistet. Im Falle p =1 werden wir sehen, dass das obige Produkt
nicht absolut, sondern nur bedingt konvergiert und in dieser Auffassung eine
Abbildung des Polygons ¥ auf die ganze endliche Ebene leistet. Die im Falle
p = 2 geltende absolute Konvergenz wird sich jedoch erst nachtriiglich ergeben,
nachdem wir auf dem Wege iilber den Nachweis bedingter Konvergenz die be-
hauptete Abbildung gefunden haben.

Der unmittelbare Nachweis der absoluten Konvergenz unseres unendlichen

Produktes wiirde moglich sein, wenn man die Konvergenz der Reihe
4 L2
VI —
F

unmittelbar zeigen konnte. Hier stellt sich nun aber sofort die Kardinalschwierig-
keit ein. Die Gruppe I ist auf der Peripherie des Einheitskreises uneigentlich
diskontinuierlich; d. h.: es gibt kein Intervall auf der Peripherie, das bei Anwen-
dung der Gruppe I' in lauter von einander getrennte Intervalle iibergefiihrt
wiirde. Vielmehr steht es so, dass bei Anwendung der Gruppe I' auf irgend
einen Peripheriepunkt sich stets eine Punktfolge auf der Peripherie ergibt, die
sich iiberall auf der Peripherie hiuft. Andrerseits bemerken wir unmittelbar,
dass bei Auswahl nur endlich vieler Seitenpaare des Polygons ¥ die dadurch
definierten endlich vielen Erzeugenden tatsiichlich eine Gruppe liefern, die offen-
bar auf der Peripherie des Einheitskreises selbst eigentlich diskontinuierlich ist.
Hiermit ist ein Ausgangspunkt der Uberlegung dargeboten.

14. Die Fundamentalbereiche ¥, und die Untergruppen I, der Gruppe T.
Wir bestimmen zunichst eine unendliche Folge von Polygonen ¥,, die bei un-
begrenzt wachsendem » in das Polygon P iibergehen. Eine solche Folge erhalten
wir, wenn wir den Graphen y”, der uns zur Definition des unendlich-vielseitigen
Polygons ¥ diente, seinerseits als Grenze eines endlichen Graphen »" auffassen.
Diese Auffassung ist unmittelbar mit der Konstruktion des Graphen selbst,
insbesondere seiner Stammlinie gegeben. Die Stammlinie besteht aus einem Zuge,
der die simtlichen Ecken des Graphen y miteinander verbindet. Indem wir die
Stammlinie von Ecke zu Ecke durchlaufen, gewinnen wir ohne weiteres eine
natiirliche Auffassung der Stammlinie ¢ als Grenze von Linien o,. Weiter ver-
kniipft sich unmittelbar damit auch die Auffassung des Graphen y” als Grenze
eines endlichen Graphen y,, da " aus der Stammlinie durch Hinzufiigung der
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Aste entsteht. Demgemiiss werden wir y.' als denjenigen endlichen Teilgraphen
von y” erkliren, der durch den Endpunkt von o, von dem Graphen abgetrennt
wird, wobei wir noch nach Belieben, falls in dem erwihnten Eckpunkte ein Ast
miindet, diesen hinzunehmen koénnen oder nicht.

Dem Graphen y” entspricht der unendlich vielseitige Begrenzungszug .4 des
Polygons . Somit entspricht dem Graphen y' ein aus endlich vielen Bogen ge-
bildeter Teil 4, von .4, welcher Teil sich ebenso wie .Z als ein einziger Zug
darstells. Die Seiten dieses Zuges sind paarweise aufeinander bezogen. Es wird
uns also durch .4, ein Fundamentalbereich ¥, erklii,;'t, dessen Begrenzung von
dem Zuge .4, und dem von .4, nicht iiberspannten Teile .4, der Peripherie des
Einheitskreises gebildet wird. Die Seitenpaarung des Polygons ¥, ist solcher Art,
dass niemals zwel Paare iiber Kreuz gepaart sind. Ferner konnen wir von den
Spitzen des Polygons sagen, dass sie in eingliedrigen, zWeigliedrigen oder héch-
stens dreigliedrigen parabolischen geschlossenen Zykeln zusammengehoren, wihrend
die beiden rechtwinkligen Ecken von %, in den Endpunkten von .4, einen offe-
nen hyperbolischen Zykel bilden, in den evt. eine einzelne Spitze eingeht, ndmlich
dann, wenn im Endpunkte des Graphen y, ein Ast miindet, der zu y, hinzuge-
nommen worden ist.

Die durch ¥, definierte Gruppe I', ist offenbar auch fiir das Aussere des
Binheitskreises symmetrisch erkliirt. Der so erweiterte Diskontinuititsbereich der
Gruppe I', hat zum Fundamentalbereich den Bereich &’v, der aus ¥, durch Hin-
zufiigu_r}g seines Spiegelbildes in Bezng auf den Einheitskreis entsteht. Der Be-
reich ¥, durchsetzt den Einheitskreis lings des endlichen Intervalls A,. Bei
Ausiibung der Gruppe I, auf den Bereich %, kommt es zu einer Bedeckung der
ganzen (,-Ebene, wobei die Maximaldurchmesser der ¥,-Bilder allmihlich unter
jede Grenze herabsinken. Es ergibt sich jedoch eine unendliche diskrete Menge
eigentlicher Grenzpunkte auf dem Einheitskreis, nach deren Herausnahme aus
der FEbene eine punktierte Bbene entsteht, die das Gebiet , eigentlicher
Diskontinuitéit der Gruppe I, vollstindig darstellt. Aus der eigentlichen Dis-
kontinuitit der I', auf dem Einheitskreise folgt (1), dass die Summe der Lingen
aller Bilder jedes abgeschlossenen, keinen »Grenzpunkt» von 4, enthaltenden
Peripherieintervalls konvergiert; (2), dass die Summe der Umfiinge aller Bilder
jeder keinen Grenzpunkt von A, auf sich enthaltenden Kreislinie konvergiert;
(3), dass die Summe der Abstinde aller Bilder eines keinen Grenzpunkt von .,
enthaltenden Punktepaares konvergiert, und zwar gleichmissig bei Beschriinkung

der Variabilitit des Paares auf ein abgeschlossenes, keinen Grenzpunkt von 4,
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enthaltendes Teilgebiet von ,; (4), dass die Summe der Peripherieabstinde aller
Bilder eines beliebigen .7, entnommenen Punktes {; endlich ist. Vgl. § 6 der
Abhandlung IV der Serie »Abhandlungen» in Acta math. Bd. 41.

15. Das zu ¥, und T, gehérende Teilprodukt @, (5,). Abbildung des Bereichs
'ify auf die Kreisfliche K, vom Radius R,. Wir bilden nunmehr das unendliche
Produkt

indem wir nidmlich {{"») und w,, alle diejenigen Werte der unendlichen, oben
mit Bezug auf I" definierten Folge (" und w, durchlaufen lassen, die durch die
Untergruppe T, der Gruppe I aus , und o hervorgehen. Die Folge #, ist also
bei dieser Auffassung eine bestimmte Teilfolge der natiirlichen Zahlenfolge n.

S5 —an,|
T,

Die Summe

ist nach der dritten obigen Konvergenzbemerkung gleichmissig konvergent fiir
variables [, bei Beschrinkung dieser Grosse auf ein beliebiges abgeschlossenes
Teilgebiet von ,. Weiter ist wegen der vierten Konvergenzbemerkung das un-
endliche Produkt

’ I
H I wnvI:‘:E
IV’V

absolut konvergent und liefert einen von o verschiedenen Wert. Daraus folgt,
dass das obige unendliche Produkt gleichmissig und absolut fiir jedes keinen
Grenzpunkt enthaltende abgeschlossene Teilgebiet von ./, konvergiert und in
diesem Gebiet eine im allgemeinen regulire analytische Funktion definiert, die
nur im Nullpunkte und in den Punkten w,, und zwar von erster Ordnung ver-
schwindet, ferner im Unendlichen und den mit oo #quivalenten Stellen, d. i. den
Spiegelbildern der w,, in Bezug auf den Einheitskreis, unendlich erster Ordnung
wird. Diese Funktion hat im Nullpunkte die Ableitung 1, da offenbar das Pro-
dukt IT' fiir {,;=0 den Wert 1 bekommt. Die Funktion werde mit

@ (5)

bezeichnet. Wir bemerken dann weiter, dass die Funktion ¢, (5,) bei Ersetzung
der Grosse {; durch eine mit {;, vermoge einer Substitution von I, dquivalente

Grosse sich nur um einen konstanten Faktor indern kann. Bei einer solchen
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Anderung wird nimlich der Komplex aller {*+ nicht geéindert; die Glieder des
alten Produktes kehren daher im neuen Produkt wieder, nur durch konstante
Faktoren modifiziert.

Setzt man in dem unendlichen Produkt fiir {, speziell einen Wert vom
absoluten Betrage 1 ein, so haben auch die mit ihm Zquivalenten Werte den
absoluten Betrag 1. Daraus sieht man, dass die Funktion ¢,((,) auf dem Ein-
heitskreis nur Werte von dem konstanten absoluten Betrag R, annimmt. Eine
Folge hiervon ist, dass die genannten konstanten Faktoren jedenfalls vom abso-
luten Betrage 1 sein miissen. In Wahrheit werden wir nun aber sehen, dass
diese konstanten Faktoren iiberhaupt gleich 1 sind. Der Nachweis dafiir erfor-
dert jedoch eine besondere Uberlegung. —

Zundchst lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die den eingliedrigen pa-
rabolischen Zykeln entsprechenden Bezugssubstitutionen, die den freien Endpunk-
ten des Graphen 7, entsprechen. Wir haben hier zwei in einem Punkte des
Einheitskreises sich berithrende Seiten von ¥, zu betrachten, die durch eine pa-
rabolische Substitution gepaart sind, eine Erzeugende der Gruppe I',, Denken
wir uns einen Bahnkreis dieser parabolischen Substitution gezeichnet. Derselbe
wird die betreffende parabolische Ecke in einem Bogen b durchsetzen, dessen
Endpunkte durch die Substitution aufeinander bezogen sind. Uben wir auf b
die parabolische Substitution aus, so erfiillen die Bilder den ganzen Bahnkreis.
Uben wir jedoch die ganze Gruppe I', auf b aus, so ergibt sich die Erfiillung
einer Giesamtheit von unendlich vielen Bahnkreisen, die simtlich getrennt liegen
und sich gegenseitig ausschliessen. Die Summe der Umfinge aller dieser Bahnu-
kreise ist endlich; denn der Bogen b hat kleinere Linge als ein durch seine
Endpunkte gelegter, den Bahnkreis senkrecht schneidender Kreis. Die Gesamt-
heit der Umfiinge aller durch I', entstchenden Bilder dieses Kreises ist aber
konvergent. Wihlen wir einen kleineren, von erstgewihltem Bahnkreis nmschlos-
senen Bahnkreis K’, der die parabolische Ecke in einem Bogen %' durchsetzt, so
ist wiederum die Summe der Umfiinge aller K'-Bilder konvergent. Sie ist kleiner
als die erste Summe, und man sieht sofort, dass diese Summe kleiner als eine
beliebig kleine Grosse ¢ wird, wenn der Bahnkreis K’ hinreichend klein gewiihlt
wird. Nunmehr mogen auf b’ irgend zwei Punkte {,’ und {,” gewiblt werden.
Wir betrachten den Quotienten

C1 Cl ()
¢” CIII Cl,’]:,]":} /I

11 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 8 juin 1927.
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wird, unter ¢ die vorher erwihnte Grosse verstanden, so ist der angeschriebene
Quotient eine Grosse, die bei unendlich klein werdendem & ihrerseits dem Werte
1 sich unbegrenzt niihert. Hieraus folgt insbesondere, wenn {,” und {,” die End-
punkte des Bogens b’ sind, also durch die betrachtete parabolische Substitution
aufeinander bezogen sind, der Satz, dass der problematische konstante Faktor
bei der betreffenden parabolischen Ecke nur gleich 1 sein kann. Die Funktion
@. (L)) ist also gegeniiber dieser parabolischen Substitution automorph. '
Dazu kommt weiter, dass die Funktion ¢.({,) in der ganzen parabolischen
Ecke, iiberhaupt fir alle {,, die |{;| < 1 geniigen, beschriinkt ist, nimlich

I
lo. ()] < m—Rv-

Als Ergebnis der Betrachtung finden wir, dass die Funktion ¢, (,) in eine
eindeutige beschrinkte, also regulire Funktion iibergeht, wenn man die betrachtete
parabolische Ecke in bekannter Weise mit Hilfe einer Exponentialgrésse auf die
schlichte Umgebung eines Punktes abbildet.

Wir betrachten nunmehr die vom Bereiche I, dargebotenen zweigliedrigen
parabolischen Eckenzykeln. Man kann dann die im Zykel vereinigten Ecken
durch Anwendung von Substitutionen der Gruppe I', zur Nebeneinanderlagerung
bringen. Dabei miissen sie nach dem Begriff und entsprechend der Provenienz
dieser Zykeln zusammen eine parabolische Ecke bilden, nimlich eine Ecke, deren
beide im Eckpunkte zusammenstossenden Seiten durch eine parabolische Substi-
tution aufeinander bezogen sind, die ihren Fixpunkt im Eckpunkt hat. Von-
dieser parabolischen Ecke ist ohne weiteres klar, dass sie bei Beschrinkung auf
eine hinreichend kleine Nachbarschaft des Eckpunktes keine vermoge I, iquiva-
lenten Punkte haben kann, abgesehen von den durch die erwihnte parabolische
Substitution selbst zugeordneten Punkten der Begrenzungsseiten. Nunmehr kon-
nen wir nach der fiir eingliedrige parabolische Zykeln angewandten Methode ohne
weiteres schliessen, dass die Funktion ¢, ({;) bei Ausiibung der betrachteten pa-
rabolischen Substitution ungeindert bleibt und im Eckpunkte selbst beschrinkt
und im iibertragenen Sinne regulir ist.

Die vorstehenden Resultate geniigen nun aber vollstindig, um den Schluss
zu ziehen, dass die Funktion ¢, (;,) gegeniiber allen Randsubstitutionen des Be-
reichs 1:;, mithin iiberhaupt gegeniiber allen Substitutionen der Gruppe I, un-
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geindert bleibt. Um dies einzusehen, denke man sich die fiir die einzelnen
Randsubstitutionen bestehenden Multiplikatoren der Funktion ¢,((,) den ent-
sprechenden »>Linien> des Graphen y,” zugewiesen. Dann besagt das beziiglich
der Multiplikatoren gewonnene Resultat, dass alle frei endigenden »Linien» des
Graphen den Multiplikator 1 tragen, wihrend fiir die iibrigen, noch unbekannten
Multiplikatoren der Satz besteht, dass die Produkte um jede Ecke herum den
Wert 1 ergeben. Hieraus ergibt sich aber leicht sukzessive, dass alle Multipli-
katoren gleich 1 sind.

Nunmehr finden wir die durch die Funktion ¢, (5,) geleistete konforme
Abbildung des Fundamentalbereichs ,.

Wir erinnern daran, dass diese Funktion auf dem Randintervall .z, des
Bereichs @, regulir ist und dass das Bild dieser Linie eine geschlossene Kreis-
linie K, wird, deren Radius R, durch den Ausdruck

1
T P

dargestellt wird. Die Kreislinie wird, einer einfachen Durchlaufung des Intervalls
A, entsprechend, genau einmal und zwar in gleichem Sinne durchlaufen. Durch-
liuft nimlich {, den Bogen .1,’, so durchlaufen die ;{"» des unendlichen Produk-
tes die unendlich vielen Bilder dieses Bogens und zwar offenbar gleichsinnig. Die
Produktgrosse selbst fithrt also ebenfalls eine gleichsinnige Bewegung auf dem
Kreise K, aus. Da nun die Amplitudeniinderungen der Gréssen §, und (%) auf
ihren Bogen eine endliche Gesamtsumme ergeben, die wegen Fehlens jeder. teil-
weise gegenseitigen Uberdeckung der Bogen untereinander offenbar =< 27 bleibt,
so ergibt sich fiir die Amplitudeniinderung der Grosse ¢, ((,) auf .4, ebenfalls,
dassk sie = 2« ist, woraus, da sie jedenfalls ein Vielfaches von 2 7 sein muss,
folgt, dass sie = 2x ist.

Weiter betrachten wir fiir einen Augenblick nochmals die oben bereits un-
tersuchten parabolischen Ecken und parabolischen Eckenzykeln. Wir hatten ge-
sehen, dass die Ecken und Eckenzykeln in iibertragenem Sinne (vermdge lokaler
Hilfsabbildung) regulire Eckenelemente der Funktion g, ({,) liefern. Die Werte,
welche die Funktion in diesen Eckenelementen annimmt, sind ferner fiir einen
Bogen b (Ausschnitt aus einem Bahnkreise wie oben) dem absoluten Betrage nach
kleiner als R,, weil dies allgemein fiir {, << 1 gilt. Der Linie b entspricht aber
in der Ebene der erwihnten lokalen Hilfsvariablen eine geschlossene Linie, in
deren Innerem die iibertragene Funktion, wie gesagt, regulir ist. Daraus ergibt
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sich, dass der Wert, den die Funktion im Eckpunkte selber besitzt, ebenfalls,
absolut genommen, kleiner als R, ist.

Die konforme Abbildung des Bereichs i, unter Einbeziehung der parabo-
lischen Eckpunkte und des Randstiickes .4, kann nun mit Hilfe endlich vieler
regulirer Funktionselemente vollstindig dargestellt werden. Das Bild des so auf-
gefassten rinderbezognen Bereichs wird demnach ein gewisses ganz normales
Riemannsches Flichenstiick, vollstindig im Kreise K, gelegen und nur von dem
einfach durchlaufen zu denkenden Kreise K, begrenzt, da wir es entsprechend der
Riénderzuordnung des Bereichs i, in sich verheftet denken. Dieses Flichenstiick
muss dann mit der schlichten Fliche der Kreises K, selbst identisch sein; denn
es muss wegen des Fehlens von Grenzpunkten innerhalb des Kreises K, iiberall
gleichvielblittrig sein.

Jetzt bemerken wir, dass die Werte der Funktion ¢, ({;) in den parabolischen
Eckpunkten von o verschieden sein miissen, da schon der Punkt £, = o als Bild
den Nullpunkt hat. Die tatsichliche Abbildung durch die Funktion

Py (Cl) =,

erfolgt also auf die lings eines dem Graphen »,” strukturgleichen Graphen (y.”, )
aufgeschnittene schlichte Kreisfliche K,. Der Graph (»”,,) trifft dabei den
Nullpunkt nicht und endigt in einem einzigen Punkte der Peripherie des Kreises K, .

16.  Grenzilbergang zur Funktion @ ((). Gewinnung der Grisse {. Die
Funktion ¢, (f;) war durch ein, wie wir sahen, absolut konvergentes Teilprodukt

C1{T des hinsichtlich seiner Konvergenz noch problematischen Hauptproduktes

r,

L, !1' erklirt. Indem wir nunmehr » alle Werte durchlaufen lassen, gehen wir
I

zu immer umfassenderen Teilprodukten des Hauptproduktes iiber, wobei jedes
Produkt mit kleinerem Index als Teil in jedem folgenden enthalten ist. Wir
wenden unsre Aufmerksamkeit auf die Folge der Funktionen ¢, ({;,). Diese Funk-
tionen sind uns, unabhingig von ihrer Produktdefinition, durch ihre Abbildungs-
eigenschaft wesentlich definiert: Abbildung des Bereichs i, auf die Kreisfliche
K, mit dem Radius R,, wobei ¢, (0)=1 ist. Aus der Produktdefinition des
Radius R, folgt unmittelbar
R, <R, <Ry<--,

eben weil die Gruppe I', nur ein Teil der Gruppe T'yy1 ist. Wir beschreiben um
den Nullpunkt der {,-Ebene als Mittelpunkt eine Kreislinie K", ausserdem eine
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etwas Kkleinere solche Kreislinie KX’ und eine noch kleinere K, die alle drei die
Begrenzung des Bereichs ¥ nicht treffen. Die Funktion g, ({,) vermittelt eine
schlichte Abbildung der Kreisfliche K auf ein endliches Gebiet, wobei das Ver-
grosserungsverhiltnis an der Nullstelle gleich 1 ist. Daraus schliessen wir nach
Hilfssatz VI, dass die Funktionen ¢, ((;) in K’ beschrinkt sind, und daraus weiter,
dass es eine wachsende Indexfolge

Py Wywg<l -
gibt, fiir welche die Funktionenfolge
P, Gy A=1,2,3..]

im Kreise K gleichmiissig gegen eine Grenzfunktion

P (CL) ={,

konvergiert. Diese Grenzfunktion leistet ebenfalls eine schlichte Abbildung der
Kreisfliche K mit der Ableitung 1 im Nullpunkte.

Ist diese Grenzfunktion fiir das ganze Innpere des Bereichs i mit Einschluss
seiner zugeordneten Rinder und seiner Ecken erklirbar, und was fiir eine Ab-
bildung leistet sie von dem Bereich ¥?

Um hieriiber Aufschluss zu erhalten, machen wir zuvérderst noch eine Be-
merkung betreffend die durch die Funktion g, ({,} vermittelte Abbildung.

Wir wissen, dass die Funktion @, (l,) den Bereich ¥, auf eine {,-Kreisfliche
K, vom Radius R, abbildet. Die Rinderbeziehung des Bereichs P, erscheint in
der {,-Ebene als identische Zuordnung gegeniiberliegender Uferpunkte des Graphen
(9o, &) wieder. Andrerseits entspricht der betrachteten Rinderzuordnung. auch
in der z-Ebene eine identische Zuordnung. Es entspricht ja dem Bereiche P in
der z-Ebene der Bereich F!*), d. i. die lings eines auf F(*} gezeichneten Graphen
(¢, F*)) von der Struktur y’ aufgeschnittene Fliche F'*'. Denken wir uns diese
Aufschneidung lings des Teilgraphen (y,”, F'*)) riickgiingig gemacht, d. h. wieder
Uferverheftung vorgenommen, so entsteht eine einfach zusammenhingende Fliche
F{¥)V, die, wie wir jetst sofort erkennen, durch die Funktion g, (£, (¢)) auf ein
schlichtes Teilgebiet der Kreisfiiche K, abgebildet wird. Diese Fliche geht nun
aber mit wachsendem Index » tatsichlich in die Fliche F'*), nimlich die einfach
zusammenhiingende unverzweigte Uberlagerungsfliiiche der Fliche F' iiber; was man
sofort durch einen Blick auf die schematische Ebene erkennt. Denken wir uns
das lings y” aufgeschnittene Netzgebiet [y] lings y,”* wieder verheftet, so bedeutet
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das fiir wachsendes », dass allmiihlich ein beliebig viele Krinze umfassendes, somit
beliebig grosses Teilgebiet des Netzbereiches unaufgeschnitten gedacht werden soll.
Die Fliche F(*), als Resultat des Aufbaus nach dem Prinzip der kranzformigen
Erweiterung betrachtet, moge mit

lim F = F=

M::w

bezeichnet werden, wobei dann eben F® die nach Hinzufiigung von p Krinzen
aus der Grundparzelle ¥, entstandene einfach zusammenhingende Teilfliiche von
F(*) bezeichnet. Die oben mit F§*)’ bezeichnete Fliche enthilt die Flichen F'* bis
zu einem gewissen Index p = u,, der in der schematischen Ebene sofort erkeunbar
ist. Die Anbringung eines neuen Kranzes erfolgt bei wachsendem Index » offenbar
dann, wenn die Stammlinie eine Kranzkontur verlisst, um zur nichsten Kranz-
kontur hiniiber zu fiihren.

Der Fliche F») entspricht im Bereiche ¥, ein Teilbereich ¥, der nur
mit endlich vielen Spitzen an die Peripherie des Einheitskreises heranreicht. Das
Bild dieses Bereichs im [,-Kreise K, ist ein Teil dieser Kreisfliche, welcher Teil
somit eineindeutiges schlichtes Bild des einfach zusammenhingenden Bereiches
F) igt. Die Definition der ’}’Ej‘v) lisst erkennen, dass diese Bereiche bei unbegrenzt
wachsendem », womit dann zugleich u, unbegrenzt wichst, ihrerseits wachsen und
schliesslich in den Bereich ¥ selbst itbergehen.

Nach den vorstehenden Bemerkungen wollen wir zu unsrer im Kreise K
der (;-Ebene konvergenten Folge ¢,,((,) zuriickkehren. Wir betrachten diese
Funktionen jetzt alle in Abhiingigkeit von der Grosse 5r = @« (C;), d. h. wir be-
trachten die Funktionen

5o (G) >k

Der Bereich F) wird durch ¢ (,) schlicht abgebildet auf einen Bereich B der
{rEbene. In diesem Bereich B, sind die genannten Funktionen alle regulir
erklirt; und zwar leistet jede eine schlichte eineindeutige Abbildung von B mit
der Ableitung 1 an der Nullstelle. Daraus folgt, weil die Funktionen in einer
kleinen Umgebung der Nullstelle £y = o konvergent sind, dass diese gleichmissige
Konvergenz fiir das ganze Gebiet B (prizise ausgedriickt, fiir jedes Teilgebiet
von B,) gilt und dass also die Funktion {_ (;) auch noch eine schlichte Abbildung
von B; vermittelt. Bedenkt man jetzt, dass k beliebig gross gewiihlt werden kann,
was einer vollen Ausschopfung der Fliche F(*) entspricht, so findet man das
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Resultat, dass die Funktion ¢(«)(Z;), betrachtet als Funktion von g, tatsichlich
eine eineindeutige schlichte Abbildung der Fliche F'*) auf ein schlichtes Gebiet
G der [ -Ebene leistet. Das Gebiet ¢ kann sich dabei moglicherweise bis ins
Unendliche erstrecken. Das Gebiet G erscheint zugleich als Bild des Berei-
ches . Die Funktion {, (L) ist im ganzen Bereiche ¥ einschliesslich seiner
Begrenzung 4, auch einschliesslich aller Ecken von ./ (in iibertragenem Sinne)
reguldr, ausschliesslich jedoch des Punktes £, d. des beiderseitigen Endpunktes
des Linienzuges .4. Gemiss der Rinderbeziehung des Bereiches i erscheint der
Bereich G mit einem Graphen (Y, G) behaftet, der die Rinderzuordnung des
Bereiches ¥ widerspiegelt.

Es soll nun gezeigt werden, dass das Gebiet G eine Kreisfliche mit dem
Nullpunkt als Mittelpunkt ist, deren Radius durch den Ausdruck

1

| on]

R=1lim R,=

p=

=]

7

dargestellt wird, ein Ausdruck, der auch die Grosse « darzustellen vermag, nim-
lich dann, wenn der Grenzwert des Produktes im Nenner Null wird. Tatséchlich
wird dieser Fall, wie wir sehen werden, eintreten, wenn das Geschlecht p der
Fliche I gleich 1 wird, aber anch nur dann.

Wir machen zu dem Zwecke der Durchfithrung des Beweises die Unter-

scheidungen

(1) o<IT'|wa|<1, d.i. R = endliche Grosse
I

(2) IT' |wa| =0, d.t. B= .
7

Im ersten Falle bleiben die R,, die ja eine wachsende Folge von Grossen
‘bilden, sdmtlich unterhalb R. Die Kreisflichen K, gehen mit wachsendem » in
die endliche Kreisfliche K, mit dem Radius R iiber. Wir kénnen dann ohne
weiteres schliessen, dass das Gebiet G einen Teil der Fliche K, bilden muss. Wir
behaupten aber die Identitit beider Bereiche. Dazu betrachten wir die Grdssen
§,, nunmehr als Funktionen der Grenzvariablen (., d. h. als in G erklirte Funk.
tionen. Diese Erklirung ist, da ( ein eindeutiges Abbild von Fs ist, durch
Ubertragung sofort gegeben. Den Graphen y und y” entsprechen im Bereiche G
bestimmte Graphen (y, G) und (7, G). Den Bereichen F® entsprechen Bereiche
G'*), die mit wachsendem Index das Gebiet G vollstindig ausschopfen. Die Funk-
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tion {,,(¢) leistet eine eineindeutige Abbildung des Bereichs F(¢+;) auf einen ge-
wissen schlichten Teilbereich der Kreisfliche K,,. Die Grosse [,,, als Funktion
in G betrachtet, ist mit {,, ({=) zu bezeichnen. Als solche leistet sie eine ein-
eindeutige Abbildung der Fliche G (*+;) auf den erwihnten Teilbereich von K,,,
wobei fiir alle diese Funktionen die Ableitung im Nullpunkte einen vom Index
unabhingigen festen, von o verschiedenen Wert hat. Die Grenzfunktion der
Funktionenfolge ,,({=) ist die identische Funktion (= ((=). Diese leistet die Ab-
bildung der ganzen Fliche G auf sich selbst. Betrachten wir nun aber die Um-
kehrungsfunktionen derselben Folge, so bemerken wir, dass die einzelne fiir das
Gebiet K,, regulir ist, und nur Werte innerhalb G annimmt, also beschriinkt ist.
Daraus ergibt sich, dass die Grenzfunktion der Folge der Umkehrungsfunktionen
in dieser Eigenschaft als Grenzfunktion fiir das ganze Innere der Fliche K exi-
stiert und das Innere der Kreisfliche K auf ein Gebiet abbildet, das in G ent-
halten sein muss. Die Grenzfunktion ist aber wieder die identische Funktion,
d. h. es wiirde die Fliche K durch Identitit auf einen Teil von sich selbst be-
zogen werden, was unmoglich ist.

Wir untersuchen jetzt die Moglichkeit 2): IT' |w,]=0. Dann wiirden also

7

die Kreisflichen K, allmihlich die ganze Ebene ausschopfen. Es ist zu zeigen,
dass in diesem Falle das Gebiet G' mit der ganzen Ebene identisch ist. Nehmen
wir zunichst an, G sei ein beschriinktes Gebiet, so wiirde das Schlussverfahren,
das wir soeben anwandten, als Grenzfunktion der Umkehrungsfunktionen eine fiir
die ganze Ebene erklirte Funktion liefern, deren Wertevorrat gleichwohl be-
schrinkt ist. Die Grenzfunktion, d.i. die identische Funktion, wire danach eine
Konstante, was widersinnig ist. Also ist die erste Annahme iiber die Gestalt von
G nicht zutreffend. Nehmen wir nun an, das Gebiet G, das jedenfalls einfach
zusammenhiingend ist, erstrecke sich zwar bis ins Unendliche, seine Begrenzung
werde jedoch nicht vom unendlich fernen Punkte allein gebildet. Alsdann kann
man das Gebiet G einer elementaren Transformation unterwerfen, wodurch es in
ein durchaus endliches Gebiet verwandelt wird; dabei kann man iibrigens den
Nullpunkt festlassen. Betrachtet man nun die Grossen {,, in Abhingigkeit von
der so transformierten Grosse (~, so gelangt man zu einem analogen Widerspruch
wie soeben.
Damit ist gezeigt, dass die Grosse

fa=lim @,,(5)=lim &,
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im Falle eines endlichen B die mit B multiplizierte gesuchte Grisse §, im Falle
R =c direkt die gesuchte Griosse { darstellt, die die Fundamentalabbildung der
Fliiche I' ohne Relativverzweigung leistet. Jetzt konnen wir aber auf Grund
fritherer Bemerkungen den Schluss ziehen, dass

im Falle p=2 II'|wi|>0, also R endlich
r

im Falle p=1 II'|wu|=0, also R=0
r

sein muss. Weiter ergibt sich aus der eindeutigen Bestimmtheit der Grenzvari-
ablen durch ihre Abbildungs- und Normierungseigenschaft, dass die gleichmissige
Konvergenz gegen die Grisse (-~ auch unabhiingig von irgend einer Auswahl
besteht, dass man also hat

letzteres Produkt verstanden im Sinne eines durch die vorherige Gleichung er-
lauterten bedingt konvergenten Produktes.

17.  Unbedingte Konvergenz des Hauptproduktes der Nummer 13 fiir p = 2,
bedingte Konvergenz fiéir p=1. Von dem in Vorhergehendem als bedingt kon-
vergent festgestellten unendlichen Produkt wollen wir zum Schluss zeigen, dass es
Sitr p=2 sogar absolut konvergent ist, wihrend es fiér p=1 in der Tat nur be-
dingt konvergent ist.

Bs werde um den Nullpunkt der (;-Ebene als Mittelpunkt ein Kreis K, vom
Radius ¢, beschrieben. Diesem Kreise entsprechen vermoge I" unendlich viele
Bildkreise K,, die die entsprechenden Punkte w, umschliessen. Mit 2 g, werde
der Durchmesser, mit d, der Abstand des Kreises K, von der Peripherie des
Einheitskreises bezeichnet. Ferner werde mit 2A=4arctg ¢, der Winkel be-
zeichnet, den ein den Kreis K beriihrendes Kreisbogenzweieck mit den Eckpunkten
+ 1 in diesen Eckpunkten bildet. Unterwirft man den Kreis K, linearen Trans-
formationen, die den Einheitskreis und das Kreisbogenzweieck unter Festhalten
der Punkte t 1 in sich transformieren, wobei der Bildpunkt w, des Nullpunktes
sich unbegrenzt dem Punkte + 1 nidhern moge, so ergibt sich bei +1 eine in-

12 — 26404. Acta mathematica. 60. Imprimé le 10 juin 1927.
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finitesimale Grenzkonfiguration von unmittelbar erkennbarer Gestalt. Beachtet
man dies, so findet man sofort folgende Grenzrelationen:

lim —— =sin 4
n=w On_ On
lim On sin A

lim——f— =tg i
n}_—lgl_l nI g

i 0  1—sind
e 1 — |wn) cos A

Befinden wir uns nun im Falle p=2, so ergibt sich aus IT |wn|>o0 die
r

Endlichkeit der Summe 3 (1— |w,|), daraus wegen der zweiten Limesrelation die
Endlichkeit der Summe 3¢, und daraus fiir |{,| < ¢,<1 die Endlichkeit der Summe
b3 |§£")—-wn|. D.h. das unendliche Produkt ist in der Tat absolut und gleich-
miissig konvergent.

Befinden wir uns andrerseits im Falle IT |w.|=0, so folgt darauns sofort
die Unendlichkeit der Summe X (1— |w,|), daraus die Unendlichkeit der Summen
3¢, und 36,. Hs werde nun |{,|=¢, gewihlt. Dann befindet sich der Punkt
£, auf der Kreislinie K, und man hat

0
150l 1= ol =0 = ti—lan) {1+ 1=, )
mithin Elcl(‘n)_wn I =00,

18. Behandlung der Flichen vom Geschlecht p=o. Zum Schlusse dieses
Abschnittes kommen' wir noch einmal auf die Flichen vom Geschlechte o zuriick.
Auch diese Flichen lassen sich nach der Methode der unendlichen Produktbildung
behandeln. Wir denken uns dié Fliche F' in gewohnter Weise iiber den Grund-
punkten in allen Blittern punktiert. Sei g die Anzahl der Punktierungsstellen.
Die punktierte Fliche F werde wieder mit F' bezeichnet. Wir konstruieren auf
F’' g—1 die Punktierungsstellen verbindende Querschnitte, wodurch wir diese
Fliche in eine einfach zusammenhiingende Fliche F,” verwandeln. Die Funk-
tion [, (2) leistet eine eineindeutige Abbildung der Fliche F,” auf einen Bereich ¥,
mit 2 (¢ —1) paarweise und niemals iiber Kreuz bezogenen Seiten. Der Bereich
Y, reicht mit 2 (g—1) Spitzen an den Einheitskreis heran. Den Nullpunkt den-
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ken wir uns im Innern des Bereichs ¥, liegend als Bild eines Punktes O der
Fliche F,. Die Rolle der Fliche F(™) wird jetzt von der Fliche F selbst iiber-
nommen. Die Bestimmung der Variablen { kommt darauf hinaus, den Bereich
¥, selbst durch eine automorphe Funktion der durch die Randsubstitutionen von
I', erzeugten Gruppe auf die schlichte Vollebene abzubilden. Der naheliegende
Ansatz

ist unbrauchbar, weil im vorliegenden Falle die Summe der Abstiinde der Griossen
w, vom Einheitskreis unendlich ist. Wire diese Summe nimlich endlich, so
wiirde daraus die absolute Konvergenz des Produktes folgen und die durch das
Produkt dargestellte Funktion wiirde nach den fritheren Beweisgriinden im ganzen
Bereiche ¥; mit Einschluss der Ecken regulir und automorph sein. Diese Funk-
tion wirde, auf F tibertragen, in der ganzen Fliche F' eindeutig und regulir
sein, folglich sich auf eine Konstante reduzieren miissen. Die Funktion kidnnte
jedoch andererseits keine Konstante sein, da sie z. B. in der Umgebung der Stelle
{,=o0 nur in diesem Punkte selbst verschwindet.

Wir konnen uns jedoch folgendermassen helfen. Wir greifen irgend einen
der ¢ —1 gezogenen Querschnitte, @.’, heraus. Die zu bestimmende Grosse {(¢)
denken wir uns in der Weise normiert, dass sie in dem einen Endpuunkte des
Querschnittes .  verschwindet, im anderen unendlich wird, wihrend sie im
Punkte O den Wert 1 annimmt. Wir lassen dann anstelle der Grisse { die Grosse
log { treten, die ihrerseits eine Abbildung der Fliche F mit Relativverzweigung
unendlich hoher Ordnung in den Endpunkten des Querschnittes Q. bewirkt.
Diese Abbildung erfolgt auf die ganze Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes.

(e)
Die Riemannsche Fliche F der Grosse »log {(2) iiber F» kann unmittelbar durch
Zusammenfiigung unendlich vieler Exemplare lings .’ allein aufgeschnitten ge-
dachter Flichen F' hergestellt werden. Die Grosse £, (z) entwirft ein Bild der

()
Fliche I, das aus ¥; durch Ausiilbung der positiven und negativen Potenzen der
dem Schnitt ¢+ entsprechenden Randsubstitution des Bereiches ¥, entsteht. Der so

. ()
aus ¥, hervorgehende unendlich-vielseitige Gesamtbereich werde mit ¥ bezeichnet.

Seine Begrenzung weist unendlich viele parabolische Eckenzykeln und zwei oder

() (<o)
auch nur einen Grenzpunkt 2 auf. Der Bereich ¥ erzeugt eine Gruppe I, mit



92 Paul Koebe.

Bezug auf welche jetzt das unendliche Produkt offenbar bedingt konvergent ist
bei Zugrundelegung des Prinzips der allmihlichen Gruppenausschépfung, das wir
friiher anwandten. Die durch dieses Produkt dargestellte Funktion leistet dann
eine Abbildung auf eine Kreisfliche, deren Radius im vorliegenden Falle nur un-
endlich sein kann. D. h., wir haben damit wesentlich die Grosse log { gewonnen,
folglich auch { selbst.

Die erwiihnte jetzt gemeinte Gruppenausschépfung mag noch etwas erliutert
werden. Das zur Aufschneidung der Fliche F” benutzte Querschnittsystem bildet
auf der Fliche F' einen baumartigen Graphen, d.i. einen solchen Graphen, der
keinen geschlossenen Zug in sich enthilt. Denken wir uns in diesem Graphen
den oben beniitzten Querschnitt .  geloscht, so erhalten wir in der Regel zwei

baumartige Teilgraphen. Diese beiden Teilgraphen erscheinen auf der Fliche (f’)
in jedem relativen Blatt wieder. Auf diese Weise liefert der einzelne Teilgraph
in der {;-Ebene einen unendlichen Spitzenpolygonzug mit zwei Enden, eben den
Punkten 2, und 2,. Dieser Spitzenzug zerfillt in unendlich viele, endlich-viel-
seitige Teilstiicke, die auf sich selbst bezogen sind und immer ein volles Bild des

betreffenden Teilgraphen mit seinen beiden Ufern liefern. Den ausschépfenden

()
Iy werden wir daher im vorlie-

Bereich (l;})v und damit die ausschépfende Gruppe
genden Falle zweckmiissig als einen Bereich erkldren, der von » aufeinander fol-
genden solchen Teilstiicken, entsprechend dem einen Teilgraphen, und ebensoviel
aufeinander folgenden Teilstiicken, entsprechend dem anderen Teilgraphen, be-
grenzt wird, wozu natiirlich noch zwei Peripherieintervalle als Begrenzungsteile
hinzutreten, deren eines den Punkt 2, und deren anderes den Punkt £, enthilt.

Statt einen allgemeinen baumartigen Graphen zu beniitzen, kann man selbst-
verstindlich die zur Aufschneidung der Fliche F’ beniitzten ¢—1 Querschnitte
go wihlen, dass diese Querschnitte sich zu einem einzigen Zuge zusammenschliessen,
in welchem Falle dann der Graph ein solcher ohne Veristelung ist. Das Auf-
treten zweier Punkte Q oder nur eines Punktes £ hingt offenbar nur davon ab,
ob man in diesem Zuge einen mittleren Querschnitt als Querschnitt @’ wihlt
oder einen der beiden Endquerschnitte.
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DRITTER TEIL.

Uniformisierung beliebiger analytischer Funktionen und Fundamentalabbildung
beliebiger offener Riemannscher Flichen.

19. Allgemeine Problemstellung der Uniformisierung und der Fundamental-
abbildung. Es sei nunmehr w(z) eine beliebige analytische Funktion, die wir
ausdriicklich als eine nicht algebraische Funktion voraussetzen wollen. Wir merken
sogleich an, dass die in Folgendem entwickelte Methode der Uniformisierung
beliebiger analytischer Funktionen ohne weiteres auch im algebraischen Falle
anwendbar ist. Der besondere Vorzug unserer friitheren, auf die algebraischen
Funktionen besonders zugeschnittenen Methode war ihr organischés Hervorwachsen
aus der Struktur der algebraischen Funktionen, bzw. der geschlossenen Riemann-
schen Flichen.

Die allgemeine analytische Funktion w(z) fassen wir in ihrer vollstindigen
Ausdehnung auf, soweit sie mit dem Charakter algebraischer Funktionen fort-
gesetzt werden kann, unter Einbeziehung ihrer unendlich ‘fernen Elemente. Zur
Funktion w(¢) in dieser Ausdehnung gehort eine vollig bestimmte offene Rie-
mannsche Fliche F, die die Verzweigung und Vieldeutigkeit der Funktion w (2)
darstellt. Diese Fliche besteht dann definitionsgemiiss nur aus inneren Punkten,
die entweder gewohnliche Punkte sind, oder Windungspunkte endlicher Ordnung.
Windungspunkte unendlich hoher Ordnung sind als Grenzstellen der Fliche F
aufzufassen. Wir konnen nun zunichst die lokalen wuniformisierenden Variablen
mit und ohne Relativverzweigung fir die einzelnen Stellen des Gebildes (z,w) wie
friher (No. 1) im algebraischen Falle definieren und angeben. Ebenso werden
wir in volliger Analogie mit dem algebraischen Falle den Begriff der relativ un-
vereweigten Hauptuniformisierenden {=1{(2)={(z, w) des ganzen Gebildes definie-
ren als einer Grosse, deren Variabilitiitsbereich entweder von der Vollebene
(elliptischer Fall) oder von der ganzen Ebene excl. des unendlich fernen Punktes
(parabolischer Fall) oder von dem Inneren des Einheitskreises (hyperbolischer Fall)
gebildet wird. Parallel ist der Begriff der zu einer in der z-Ebene beliebig vor-
gelegten offenen nur von inneren Punkten gebildeten Riemannschen Fliche F
gehorenden relativ unverzweigten Hauptuniformisierenden {={ (2) zu fassen, wobei
jetzt der einzelne Punkt ¢ als ein Punkt auf der Riemannschen Fliche, die
Grésse [(z) also als eine Funktion relativ zur Fliche F zu denken ist. Auch
relativ verzweigte Uniformisierende des gegebenen Gebildes (2, w) werden im Folgen-
den, wie auch frither, eine mittelbare Rolle spielen.
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Uberlegungen, die friiher angestellten (No. 1) ganz analog sind, lassen
erkennen, dass der elliptische Fall fiir eine offene Riemannsche Fliche niemals
eintreten kann. Ferner ergibt sich, dass bei Eintreten des parabolischen Falles
die Gruppe der relativen Zweigsubstitutionen eine Gruppe von Translationen in
der {-Ebene darstellt, die aus einer einzigen ['=(,+2w erzeugt wird. Bei Uber-

{ni

gang zur Grosse ¢ =u erhalten wir dann in der w-Ebene ein Gebiet, das von
der ganzen w-Ebene mit Ausnahme nur der Punkte o und ® gebildet wird.
Dieses Gebiet erscheint als eineindeutiges Abbild der Fliche F, die somit zwei-
fach zusammenhingend sein muss. Sie zerfillt durch jeden auf ihr gezogenen
geschlossenen Riickkehrschnitt in zwei getrennte Schnitte, und man kann sie
durch einen einzigen Querschnitt in eine einfach zusammenhingende Fliche ver-
wandeln. Demnach erhilt die Uniformisierungsaufgabe bzw. die Aufgabe der
Fundamentalabbildung folgende prizisere Fassung: Es soll die Fldche F, sofern
sie einfach zusammenhdngend ist, eimeindeutig konform auf ein schlichtes Gebiet
abgebildet werden, das entweder von der ganzen Ebene excl. des unendlich fernen
Punktes (1. parabolischer Fall) oder von dem Inneren des Einheitskreises gebildet
wird (1. hyperbolischer Fall); es soll, wenn die Fliche F zweifach zusammenhdngend
ist, eime Fundamentalabbildung derselben bewirkt werden entweder auf die ganze
Ebene excl. des wunendlich fernen Punktes (2. parabolischer Fall) oder auf das
Innere des Einheitskreises (2. hyperbolischer Fall); es soll schliesslich von der Fldche
F, wenn thre Zusammenhangsordnung grosser als 2 ist, eine Fundamentalabbildung
auf das Innere des Einheitskreises bewirkt werden (3. hyperbolischer Fall).

Da die Aufgabe der Uniformisierung der Funktion w(z) im Sinne der oben
gegebenen genaueren Definition sich unmittelbar als gleichbedeutend erweist mit
der Aufgabe der Fundamentalabbildung der zu w (2) gehérenden Riemannschen
Fliche F, so erhebt sich wiederum die Frage, ob die Aufgabe der Fundamental-
abbildung einer beliebig gegebenen Riemannschen Fliche F umfassender ist als
die der Uniformisierung einer analytischen Funktion. Diese Frage ist zu ver-
neinen. Wir werden vielmehr zeigen (No. 21), dass aus der geleisteten Funda-
mentalabbildung einer beliebig vorgelegten Fliche F ohne Schwierigkeit immer
die Existenz einer analytischen Funktion w (2) hergeleitet werden kann, zu welcher
die vorgelegte Riemannsche Fliche als Riemannsche Fliche im Sinne der oben
gegebenen Definition gehort.

20. Zur Topologie allgemeinster offener Riemannscher Fldchen: Hauptdar-
stellungen, kanonische Aufschneidung, Uberlagerungsfiiche. Wir schicken zunichst
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einige Bemerkungen betreffend die Analysis situs allgemeiner offener Riemannscher
Flachen voraus.

Wir denken uns eine derartige Riemannsche Fliche in der Form

F=lim F,
n=w

gegeben, indem wir unter F, eine endlich-vielblittrige Riemannsche Fliche mit
endlich vielen Windungspunkten verstehen, die von endlich vielen geschlossenen
Linien begrenzt wird (»gewdhnliches Riemannsches Flichenstiick»). Diese Linien
konnen wir uns etwa als ganz im Endlichen liegende Polygonziige denken. Die
Fliche F, selbst kann dabei auch Unendlichpunkte enthalten, natiirlich auch
nur in endlicher Anzahl. Von den Flichen F), soll jede einzelne Teil der nichst-
folgenden wund also auch aller weiteren sein; ferner konnen wir ohne weiteres
annehmen, dass  die Begrenzung von F, ganz innerhalb der Fliche I, liegt,
in dem préziseren Sinne, dass alle Begrenzungspunkte von Fj innere Punkte,
nicht Grenzpunkte von F,;; sind.

Von der urspriinglichen, zur Definition der Fliche F' beniitzten Folge der
F, konnen wir zu einer modifizierten Flichenfolge derselben Art iibergehen, die
der weiteren Bedingung geniigt, dass die Begrenzungslinien der F, Hauptschnitte
der Fldche F sind, worunter wir Riickkehrschnitte verstehen, die F in . zwei
getrennte Stiicke zerfillen. Um dies zu erreichen, haben wir die einzelne
F, so zu modifizieren, dass keine zwei ihrer Begrenzungslinien durch eines
der Restfiichenstiicke (F-F,) hindurch miteinander verbunden werden konnen.
Sei etwa F; die erste F, fir die ein solcher Zusammenhang besteht; alsdann
konnen wir zwei Begrenzungslinien von Fj durch ein ganz in (F-F}) verlaufendes
Flichenband miteinander verbinden. Nehmen wir dies Flichenband zu F} hinzu,
so entsteht ein erweiterter Bereich, der nun offenbar eine Begrenzungslinie we-
niger hat als Fj. Geniigt die so modifizierte ¥ der gestellten Bedingung noch
nicht, so kénnen wir durch Hinzufiigung eines weiteren Bandes zur modifizierten
Fy die Zahl der Begrenzungslinien wieder um eine Einheit vermindern. So
gelangen wir nach endlich vielen Schritten notwendig zum gewiinschten Ziele,
spitestens nachdem wir die Begrenzungslinienzahl auf 1 reduziert haben. Jetzt
gehen wir in der Folge der F, so weit, bis wir die modifizierte F; vollig ein-
bezogen haben, und operieren mit der dann erhaltenen F,, wenn sie nicht der
oben gestelllen Bedingung geniigt, in derselben Weise, wie mit Fy. So ergibt
sich die neue F%i; u.s.w.
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Wir kénnen noch einer weiteren Bedingung geniigen: Es soll keine Begren-
zungslinie einer F), fiir sich einen an F,, aussen anschliessenden Teil von I vollstindig
begrenzen, der seinerseits ein »gewchnliches Flichenstiick» ist. Ist das nimlich
bei den vorher gefundenen F, noch nicht der Fall, so kann man folgendermassen
zu nochmals modifizierten Flichen F), iibergehen. Sei etwa I, die erste der erst-
malig modifizierten Flichen F,, die der neuen Bedingung nicht geniigt, so setze
man die unstatthaften Zusatzflichenstiicke an Fj; an und nehme nunmehr diese
Fliche als neue F;.  Sodann gehe man in der Reihe der erstmalig modifizierten
F, soweit, bis die neue F; ganz einbezogen ist. Die so bestimmte Fliche F) lisst
dann entweder keine verbotenen Zusatzflichenstiicke zu; dann erkliren wir sie
ohne weiteres als neue Fliche F,;,. Lisst sie aber verbotene Zusatzflichenstiicke
zu, so nehmen wir diese sogleich hinzu und erkliren die nunmehr erhaltene
Fliche als neue Fliche Fiy;. Jetzt gehen wir wieder in der Reihe der erstmalig
modifizierten F, soweit, bis die neue F;;; ganz einbezogen ist, und verfahren in
derselben Weise wie vorher weiter, um bei Fortsetzung des Verfahrens i. inf.
einen Aufbau der Fliche F, mittels neuer Flichen F, zu erhalten, die auch der
neuen Nebenbedingung geniigen. Damit ist ein fiir das Folgende sehr zweck-
missiger Aufbau der Fliche F gewonnen.

Die Darstellung der Fliche F durch unsere neuen Niherungsbereiche F,
moge als eine solche durch Hauptniherungsbereiche bezeichnet werden oder
als eine Hauptdarstellung der Fliche F. Der Ubergang von F, zu Fy41 geschieht
nun in der Weise, dass an jede Begrenzungslinie von F, je ein selbstindiges
Tlichenstiick angesetzt wird, das seinerseits, abgesehen von der Ansatzlinie,
stets weitere Begrenzungslinien aufweist. Die Anzahl der Begrenzungslinien von
F, ist jetzt eine mit wachsendem » niemals abnehmende Grosse. Bleibt diese
Anzahl von einer gewissen Stelle des Index % ab bei einer endlichen Zahl g stehen,
80 bezeichnen wir diese endliche Zahl ¢ als die (ideale) Randerzahl der Fldche F';
wiichst jedoch die erwiihnte Anzahl iiber alle Grenzen, so bezeichnen wir o« als
die (ideale) Rinderzahl der Fliche F. Die Ausgangsfliche F; und die einzelnen
Zusatzflichenstiicke, die am Aufbau der Fliche F' gemiss der Hauptdarstellung
derselben auftreten, konnen fiir sich innere geschlossene, sie nicht zerfillende
Riickkehrschnitte gestatten, und zwar jedes solche Flichenstiick eine gewisse
Maximalzahl. Die Summe aller dieser Anzahlen bezeichnen wir als die Riickkehr-
schnittzahl der Fldche F, welche Zahl nun offenbar ebenso wie g endlich oder
‘unendlich gross sein kann. Die Zahl ¢+ 2 p, eine endliche oder unendlich grosse
Zahl, bezeichnen wir als die Zusammenhangszahl der Fliche F.
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Die Fliche F kann offenbar auf mannigfaltice Weise durch Hauptniihe-
rungsbereiche im besprochenen Sinne dargestellt werden. Man bemerkt indes
sofort, dass die Zahlen ¢ und p von der Darstellungsform unabhidngig sind. Denn
man braucht nur daran zu denken, dass jede Fliche F, der einen Darstellungs-
weise als Teil in einer gewissen F, der anderen Darstellungsweise enthalten ist,
und dass die Grossen g und p als Grenzen monotoner Zahlenfolgen erklirt sind.

Nimmt man aus der Fliche F mit der Hauptdarstellung F'=Ilim F, die

n=w
Fliche F, heraus, so bleiben soviel getrennte Restfldchenstiicke iibrig, als Begren-
zungslinien von F, vorhanden sind. Ist ein solches Restflichenstiick zweifach
zusammenhiingend, so wollen wir es ein Offnungsstiick der Fliche F nennen. Ein
solches Offnungsstiick erscheint durch die in ihm verlaufenden Begrenzungslinien
der Bereiche Fii, Fuis, -+ in unendlich viele zweifach zusammenhiingende in
einer Folge an einander gereihte Stiicke zerlegt.

Legen wir irgendeine Hauptdarstellung F=lim F), zugrunde. Wir kinnen

n—w
dann, von dieser ausgehend, sofort zu einer Aufschneidung der Fliche I zu einer
einfach zusammenhingenden Fliche F, gelangen (kanonische Aufschneidung), die
durch lauter, nimlich im ganzen ¢— 1+ 2p voneinander vollig getrennte Quer-
schnitte "bewirkt wird. Als Qderschnitt bezeichnen wir dabei einen in F' verlau-
fenden Schnitt, der im Innern von F nicht endigt, dessen beide Enden vielmehr
allmiihlich ausserhalb jeder noch so weit gewiihlten F, verlaufen, wofiir wir auch
sagen, dass der Querschnitt beiderseits »in die Berandung von F miindet>. Wir
schneiden nimlich zunichst F, durch ¢, — 1+ 2 p, Querschnitte von Rand zu Rand
zu einer einfach zusammenhingenden Fliche F, auf, wobei ¢, die Rinderzahl, p,
die Riickkebrschnittzahl der Fliche I bezeichnet. Darauf schneiden wir jedes
einzelne F, zu F, erginzende Zusatzflichenstiick durch getrennte Querschnitte,
die alle nur in Begrenzungslinien von F), beginnen und endigen, zu einem zweifach
zusammenhingenden Flichenstiick auf, und fithren sodann die an das betreffende
Zusatzflichenstiick anstossenden Endigungen der Aufschneidung von I durch das
aufgeschnittene Zusatzflichenstiick hindurch irgendwie fort, bis sie ebenfalls auf
der Begrenzung von F, endigen. Nachdem wir dieses fiir alle in Betracht
kommenden Zusatzflichenstiicke gemacht haben, erscheint die Fliche F, durch
gs—1-+2p, getrennte Querschnitte zu einer einfach zusammenhingenden Fliche
F, aufgeschnitten, wobei wesentlich ist, dass die Fliche F| bei der ganzen
Koustruktion durchaus unverinders geblieben ist. Das Verfahr:an lisst sich offen-
bar i. inf. fortsetzen und liefert die verlangte kanonische Aufschneidung der Fliche

F zu einer einfach zusammenhingenden Fliche Fi,.
13 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 10 juin 1927.
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Durch relationenfreie sukzessive Zusammenfiigung unendlich vieler koinzidie-
render Exemplare I, wobei das einzelne Neuexemplar an den jeweils gewonne-
nen Bestand stets lings einer und nur einer vollstindigen Begrenzungsseite an-
zufiigen ist, entsteht die einfach zusammenhdngende Uberlagerungsfidiche F'=) in
sehr ibersichtlicher Weise.

21. Aquivalenz des Uniformisierungsproblems wund des Problems der Funda-
mentalabbildung. Funktionen zu beliebig gegebener Riemannscher Fldiche. In der
Fliche F, ist die zu F gehorende Hauptuniformisierende {(¢) offenbar eindeutig.
Wir kénnen sagen, dass wir jetzt die unendlich vielen Relativzweige der Funktion
{(2) isoliert haben. Das Bild der Fliche F|, das ein einzelner Zweig, etwa der
in einem Punkte O der Fliche den Wert Null annehmende Grundzweig, in der {-
Ebene entwirft, ist ein rinderbezogenes Gebiet @, das von ¢—1+2p, im allge-
meinen also von unendlich vielen durch lineare Substitutionen bezogenen Seiten-
paaren begrenzt wird, abgesehen von hinzukommenden Teilen der Peripherie des
Einheitskreises. Die einzelne solche Seite stellt sich als ein die Fliche des -
Einheitskreises in zwei Stiicke zerlegender Querschnitt dar, dessen beide Enden
sich asymptotisch der Peripherie des Einheitskreises nihern. Denkt man sich
nimlich eine konzentrische Kreisfliche innerhalb des J-Einheitskreises fixiert, so
wird deren Bild auf F offenbar ganz in einem Hauptniherungsbereich von end-
lichem Index enthalten sein miissen. Das Bild irgend eines der auf F gezogenen
Querschnitte kann demnach, welchen Zweig der Funktion {(z) man auch zur Ab-
bildung wihlt, nur eine solche Linie sein, deren Enden von einer gewissen Stelle
ab ganz ausserhalb jener konzentrischen Kreisfliche verlaufen. Die Funktion
{(2) als Ganzes liefert nun offenbar unendlich viele sich nebeneinander lagernde
Bilder von F, die aus @, vermoge der durch die Randsubstitutionen von @, als
Erzeugende definierten Gruppe I hervorgehen. Diese unendlich vielen @, -Bilder
erfiilllen das ganze Innere des {-Binheitskreises liickenlos, wobei es innerhalb des
{-Einheitskreises zu keiner H#ufung der Parzellierungslinien des von allen @,
Bildern gebildeten Netzes kommen kann. Die erwiihnten Erzeugenden der Gruppe
I' sind ferner offenbar durch keine Relationen miteinander verbunden. Das ganze
Innere des Einheitskreises ist das eineindeutige Bild der einfach zusammenhin-
genden, der Fliche I ohne Relativwindungspunkte ibergelagert zu denkenden Fldche
F=) die durch relationenfreie Zusammenbeftung unendlich vieler koinzidierender
Exemplare F, entsteht und also direkt hergestellt werden kann. Die Fliche F{*)
ist allein durch die Fliche F bestimmt, d. h. sie hingt nicht von der besonderen
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angewandten Aufschneidung ab. Hat man nimlich zwei verschiedene einfach zu-
sammenhiingende Uberlagerungsflichen von F ohne relative Windungspunkte,
so sind diese beiden Flichen durch Koinzidenz ohne weiteres aufeinander ohne
Relativverzweigung und also wegen des einfachen Zusammenhanges eineindeutig
beziehbar.

Kehren wir nunmehr zur Hauptfrage zuriick, ndmlich dem Nachweise, dass
die Aufgabe der Fundamentalabbildung einer beliebig gegebenen offenen I nicht
allgemeiner ist als die der Uniformisierung einer beliebigen analytischen Funktion
w(z). Dieser Nachweis kommt darauf hinaus, zu zeigen, dass man zu jeder Fliche
F eine analytische Funktion w (2) konstruieren kann, deren genauer Existenzbereich
die Fliche F' ist.

Betrachten wir zuniichst den Fall einer einblittrigen, offenen, endlich- oder
unendlich-vielfach zusammenhiingenden F. In diesem Falle kénnen wir die Bxi-
stenz einer zugehorenden Funktion w (2) nach ganz bekannten Prinzipien unmittel-
bar dartun. Wir wihlen zu dem Zwecke innerhalb F unendlich viele Punkte
zy, die sich nur gegen die Begrenzung von F' hiufen und zwar gegen jeden Be-
grenzungspunkt von F. Die Punkte z, konnen wir alle im Endlichen liegend
denken. Wir bilden dann eine unendliche Summe

Bei dieser Summe haben wir es offenbar durch geniigend kleine Wahl der
7» in der Hand, die gleichmissige Konvergenz der Summe in jedem Teilbereich
F, von F zu bewirken. Die in solcher Weise gefundene Funktion w (2) ist dann
in der Tat im ganzen Gebiet F' mit dem Charakter rationaler Funktionen erklirt
und kann wegen der Hiufung der Pole 2, nicht iiber die Grenze von F' fort-
gesetzt werden.

Sei nunmehr F eine mehrblittrige, allgemein zu reden, unendlich-vielblittrige
Fliche. Der einfachste Fall ist dann der einfachen Zusammenhanges der Fliche
F. Die Annahme der Moglichkeit der Fundamentalabbildung der Fliche F besagt
unmittelbar die Moglichkeit der eineindeutigen konformen Abbildung der F' ent-
weder auf die ganze [-Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes oder auf die
Fliche des (-Einheitskreises. Wir verteilen nunmehr auf F unendlich viele Punkte
zy, die sich nur nach dem im allgemeinen idealen Rande von F hiufen und ins-
besondere sich gegen jedes wirklich erreichbare Randstiick von F iiberall hiufen.



100 Paul Koebe.

@

Den Punkten z, entsprechen Punkte Z,. Mit dem Ansatz Z C-}:FC kénnen wir
v=] v

sofort eine Funktion von £ bilden, die im ganzen in Betracht kommenden {-Werte-
gebiet eindeutig mit dem Charakter rationaler Funktionen erklirt ist und nur in
den Punkten {, Pole hat. Diese Funktion, anf F' iiberpflanzt, liefert uns eine
Funktion w (z), deren genauer Existenzbereich die Fliche F ist. Offenbar haben
wir es ndmlich auch in der Hand, zu verhindern, dass in zwei verschiedenen Blit-
tern der F' identisch gleiche Funktionswerte der Funktion w (2) entstehen. Wir
brauchen dazu nur dafiir zu sorgen, dass alle gewihlten Stellen z, als Stellen der

gewohnlichen z-Ebene von einander verschieden sind.

Ist die Fliche F zweifach zusammenhiingend, so hat das Polygon @, nur
ein bezognes Seitenpaar, und man kann ohne weiteres von der angenommenen Uni-
formisierenden { {z) durch elementare Funktionen zu einer neuen Grosse iibergehen,
bei der die lineare Rinderzuordnung in die Identitdt verwandelt ist. Die Fliche
F ist alsdann eineindeutig konform auf die Fliche eines von zwei konzentrischen
Kreisen gebildeten Ringes iibertragen, dessen begrenzende Kreise sich in beson-
deren Fillen auch anf Punkte reduzieren kénnen. Nunmehr kann ohne weiteres
ein dem Falle einfachen Zusammenhanges analoges Verfahren angewandt werden.

Ist die Zusammenhangszahl von F grosser oder gleich 3, im allgemeinen
also unendlich, so ist das (-Gebiet stets das Innere des Einheitskreises. Wir
konnen ohne weiteres den Quotienten zweier konvergenten Poincaréschen Thetareihen
glexcher Dimension in Ansatz bringen und erhalten so Funktionen, die auf F ein-
deutig sind. Um eine solche Funktion zu gewinnen, deren genauer Existenz-
bereich die Fliche F ist, bedarf es bei der Durchfithrung dieses Ansatzes einiger
besonderer Zuriistungen.

Zunichst konnen wir die Theta-Funktion des Nenners mit Hilfe einer belie-
bigen rationalen Grundfunktion R (), die nur in @, Pole hat, in Ansatz bringen,
etwa eine der (—4)-ten Dimension. Diese Thetafunktion @, (l) verschwindet nicht
identisch; sie hat jedoch eventuell unendlich viele Nullstellen, die wir uns in der
Ubertragung auf F notieren, ebenso wie die endlich vielen Unendlichkeitsstellen.
Nunmehr kommt es darauf an, fiir den Zihler eine Thetafunktion (—4)-ter Di-
mension O, ({) aufzustellen, die, auf F iibertragen, unendlich viele freigewihlte
Pole hat, die sich nur im Innern von F nicht hiufen. Eine solche Thetafunktion
lisst sich in der Tat sofort aufstellen. Wir iibertragen dazu die auf F gewihlten
Polstellen nach @,, die gewonnenen Stellen hiufen sich dann nur gegen Punkte
der Peripherie des Einheitskreises. Wir koénnen nach dem oben angegebenen
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Summationsprinzip sofort eine Funktion @ ({) bilden, die innerhalb des {-Einheits-
kreises iiberall mit dem Charakter rationaler Funktionen existiert, nur in den de-
finjerten Punkten des Gebietes @, unendlich wird und dariiber hinaus offenbar
noch der weiteren Bedingung unterworfen werden kann, im ganzen {-Einheits-
kreise, nach Abtrennung der Fliche @,, beschrinkt zu sein. Man erreicht dies
alles in der Tat durch geniigend kleine Wahl der oben mit y, bezeichneten kon-
stanten Koeffizienten. Die mit einer solchen Funktion @ () als Grundfunktion
gebildete Theta-Reihe @, ({) definiert dann eine solche Funktion, die, auf F iiber-
tragen, die vorgegebenen unendlich vielen Pole hat.!

22.  Gedankengang des folgenden Uniformisierungsbewerses. Einfiihrung der Spe-
zialbereiche Sy. Die Probleme der Uniformisierung einer beliebigen analytischen
Funktion w (2) bzw. der Fundamentalabbildung einer beliebigen offenen Riemann-
schen Fliche I sind durch die vorhergehenden Betrachtungen als iHquivalent
erkannt worden. Wir fiigen noch hinzu, dass die zu bestimmende Grosse {(2) in
jedem Falle bis auf lineare Transformationen bestimmt ist, was man in der Weise
wie friiher einsieht. Die effektive Bestimmung der Grosse { kommt, wie aus den
-vorhergehenden Betrachtungen klar geworden ist, darauf hinaus, die einfach zu-
sammenhingende tiber I hergestellte Uberlagerungsfiiche F'™ auf das {- Wertegebiet
abzubilden, d. h. entweder auf die ganze Ebene excl. des unendlich fernen Punktes
oder auf das Inmere des Iinheitskreises. Man kann sagen, dass damit die ganze
Frage auf das Problem der Fundamentalabbildung fiir den besonderen Fall der
einfach zosammenhingenden Flichen zuriickgefiithrt ist. Von der allgemeinsten
solchen offenen Fliche ist zu zeigen, dass sie auf eine schlichte Kreisfliche mit
endlichem oder unendlich grossem Radius eineindeutig konform abgebildet werden
kann, eine Aufgabe, die nun ebenfalls bis auf lineare Transformationen des Re-
sultates bestimmt ist.

Der Gedankengang, den wir einschlagen werden, ist folgender.

Die Fliche F' denken wir uns zuférderst in allen ihren inneren Windungs-
punkten endlicher Ordnung punktiert, d. h. wir schliessen jetzt die Windungs-
punkte der Fliche I selbst von dieser Fliche aus. Ebenso verfahren wir mit
den Unendlichpunkten der Riemannschen Fliche F, und zwar sowohl mit den

! Vgl. eine unter meinem Einfluss entstandene Dissertation von E. FREUNDLICH: » Analytische
Funktionen mit beliebig vorgegebenem unendlich-vielblittrigem Existenzbereiche»; Gottingen 1910.
Einen Beweis des in Rede stehenden Existenzsatzes habe ich selbst zuerst in Compt. Rend. Bd. 148
(1909), 8. 1446 fi. mitgeteilt.
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gewohnlichen Unendlichpunkten, als auch den unendlich fernen Windungspunkten
endlicher Ordnung. Die so punktierte Fliche F werde mit F' bezeichnet. Diese
Fliche hat nur gewohnliche endliche Punkte. Aus der oben gefundenen normalen
Hauptdarstellung der Fliche F als Grenze von lauter Niherungsbereichen F, ergibt
sich sofort auch eine Hauptdarstellung fiir die Fliche F’'. Wir konnen nimlich
annehmen, dass die Begrenzungslinien der Naherungsbereiche I, durch keine
inneren Windungspunkte und auch durch keine Unendlichpunkte der Fliche F hin-
durchgehen. Wir konstruieren nun, um die betrachteten endlichen Punktierungs-
stellen herum kleine Kreise mit immer kleiner werdenden Radien, desgleichen,
entsprechend den Unendlichpunkten, Kreise mit immer grosser werdenden Radien,
welche Kreise auf der Fliche F’ verlaufen und sinngemiiss, allgemein zu reden,
als mehrfach durchlaufen zu denkende Kreise vorzustellen sind, sofern sie auf
Windungsflichenstiicken verlaufen. Jetzt ist nun fiir unsre Behandlungsweise
wesentlich, dass wir die erwihnten Begrenzungslinien der durch die geschilderten
Zuriistungen gewonnenen Hauptniherungsbereiche F,’ der Fliche F’ durch Poly-
gonalziige ersetzen, deren einzelne Seiten stets entweder parallel der Achse des
Reellen oder parallel der Achse des Imaginiiren verlaufen, wihrend gleichzeitig
ihre Endpunkte in rationalen Punkten der z-Ebene, d. i. in Punkten mit rationalen
Koordinaten endigen. Die erwihnten Kreislinien werden wir etwa durch qua-
dratische Ziige ersetzen. Die so modifizierten F,' wollen wir als Spezialniherungs-
bereiche S, bezeichnen. Ein solcher Spezialndherungsbereich hat offenbar die
charakteristische Eigenschaft, dass er aus einer endlichen Anzahl von kongruenten
Quadraten zusammengesetzt gedacht werden kann, wobei iibrigens innere Windungs-
punkte fehlen. Die letztere Nebenbedingung wollen wir indes in die Begriffs-
bestimmung des Spezialbereiches schlechthin nicht mit aufnehmen, also definieren:
ein Spezialbereich ist ein gewdhnliches Riemannsches Flichenstiick, das aus end-
lich vielen kongruenten Quadratflichen eines quadratischen Gitters zusammen-
gesetzt ist oder zusammengesetzt gedacht werden kann.

Wir beweisen nun im Folgenden zuvorderst durch ein besonderes Verfahren,
das eine spezifische Beschrinkung auf Spezialbereiche hat, die Moglichkeit der
Fundamentalabbildung solcher Bereiche ohne Relativverzweigung. Um dies zu
erreichen, wird erst vorher die Existenz der in den inneren Quadrateckpunkten
von unendlich hoher Ordnung verzweigten Uniformisierenden des Spezialbereichs
nachgewiesen, sodann von dieser verzweigten Uniformisierenden zur unverzweigten
Uniformisierenden iibhergegangen mittels absolut konvergenter unendlicher Produkte.
Die so gewonnene Fundamentalabbildung fiir die S, bietet sodann die Grundlage,
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um durch einen Grenziibergang zur Fundamentalabbildung der Fliche I iiber-
zugehen. Diese Abbildung ist noch nicht die Fundamentalabbildung der Fliche
F, die wir suchen, sondern vielmehr eine in allen Punktierungen der Fliche F
mit der Verzweigungszahl o behaftete verzweigte Fundamentalabbildung der
Fliche F. Um die relativ unverzweigte Fundamentalabbildung der ¥Fliche I' zu
gewinnen, bedarf es der nochmaligen Bildung eines unendlichen Produktes.

23. Zugrundelegung eines Spezialbereiches S. Bestimmung der Funktion >, (2) iiber
S».  Abbildung der Fliche S'*) auf den unendlich-vielseitigen Kreisbogenbereich A.
Wir legen jetzt der Betrachtung einen Spezialbereich S der z-Ebene zugrunde,
den wir uns aus endlich vielen Quadratflichen aufgebaut denken.' Durch eine
Ahnlichkeitstransformation konnen wir erreichen, dass die Seiten der Quadrate
die Linge 1 erhalten, dass ferner die -Quadratseiten teils mit der Achse des Re-
ellen, teils mit der Achse des Imaginiiren parallel laufen und dass schliesslich
die Bckpunkte der Quadrate ganzzahlige Koordinaten erhalten. Der Bereich S
kann innere Windungspunkte besitzen; innere Punktierungen schliessen wir jedoch
aus, d. h. wir rechnen die inneren Quadrateckpunkte alle mit zum Bereiche S
hinzu. Die Zusammenhangszahl des Bereiches § ist selbstverstindlich endlich,
insbesondere auch die Anzahl der verschiedenen Begrenzungslinien.

Mit Hilfe der Weierstrassischen Pefunktion mit den primitiven Perioden
2 und 2¢ sind wir in der Lage, das einzelne Quadrat, das am Aufbau der Fli-
che § teilnimmt, auf eine Halbebene abzubilden, die je nach der Lage des
Quadrates die obere oder untere Halbebene sein wird. Die Fliche S wird auf
diese Weise auf eine Fliche H abgebildet, die von ebensoviel Halbebenen gebil-
det wird, als Quadratflichen am Aufbau der Fliche § beteiligt sind. Die Win-
dungspunkte der Fliche H liegen in den Punkten o, t e,,00. Die Abbildung, die
wir vor allem benstigen, ist indess nicht die des Quadrates auf die Halbebene,
sondern vielmehr die des Quadrates auf das Spitzenviereck mit den vier Eckpunk-
ten—¢, ¥ 1,+7¢, welches von vier Orthogonalkreishbgen innerhalb des Einheits-
kreises begrenzt wird, wobei die vier Eckpunkte den vier Ecken des Quadrates
entsprechen sollen. Diese Abbildungsfunktion ist uns ebenfalls bekannt, da wir
unmittelbar von der durch die Pefunktion geleisteten Abbildung des Grundqua-

! Die Idee der Verwendung der Spezialbereiche entnehme ich meiner eingangs (pag. 32) zitierten
»Voranzeige» aus dem Jahre 1914. Deort skizziere ich jedoch eine wesentlich andere Gedanken-
richtung, zu einem allgemeinen rein funktionentheoretischen Uniformisierungsbeweise auf der Basis
der Spezialbereiche zu gelangen.
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drates auf die Halbebene vermoge der frither behandelten Spitzenpolygonaufgabe
(Iterationsverfahren der No. 5) den Ubergang zum Spitzenviereck zu machen
in der Lage sind. Diese Funktion heisse

Die Funktion v (2) kann durch analytische Fortsetzung gemiss dem Symmetrie-
prinzip in ihrem weiteren Verlaufe bestimmt werden. Alsdann bemerken wir,
dass die Funktion 1({z) nichts anderes ist als diejenige analytische Funktion,
welche die Fundamentalabbildung der ganzen z-Ebene auf das Innere des Ein-
heitskreises leistet, falls die z-Ebene in allen Punkten u + »7 mit ganzzahligen
Koordinaten u,v punktiert gedacht wird. Sie kann auch charakterisiert werden
als diejenige Funktion, die die relativ verzweigte Fundamentalabbildung der
ganzen endlichen Ebene leistet, wenn die Punkte u + v mit ganzzahligen Koor-
dinaten pu,» als Verzweigungspunkte gegeben werden und jedem dieser Punkte
die Verzweigungszahl o zugeordnet wird. Die in den erwihnten Punkten punk-
tierte z-Ebene werde mit E’ bezeichnet. Ihre einfach zusammenhingende, von
relativen Windungspunkten freie Uberlagerungsfliche E'(*), deren eineindeutiges
Abbild vermége y(z) das ganze Innere des (,-Einheitskreises ist, ist sofort kon-
struierbar. Sie ist nimlich offenbar nichts andres als die Fliche, welche durch
fortgesetste allseitige relationenfreie Aneinanderfiigung von kongruenten Quadrat-
flichen entsteht, wenn man von dem Einheitsquadrat mit den Ecken o, 1, +7,—¢
ausgeht. Bei dieser relationenfreien Zusammenfiigung entstehen offenbar in all
den Punkten u + v»i Windungspunkte unendlich hoher Ordnung. In der {;-Ebene
andrerseits haben wir entsprechend einen Spiegelungsprozess auszufiihren, der
uns von dem oben bestimmten Spitzenviereck allmidhlich zur vollstindigen Be-
deckung des ganzen Inneren der Einheitskreisfliche fiihrt.

Was leistet die Funktion v (z) in Bezug auf den gegebenen Spezialbereich
S? Wir denken uns dazu die Fliche S in allen denjenigen Quadrateckpunkten,
die innerhalb § liegen, punktiert. Als solche werde die Fliche S mit S bezeich-
net. Zu dieser Fliche S’ gehort eine einfach zusammenhiingende Uberlagerungs-
fliche ohne relative Windungspunkte, die identisch ist mit derjenigen einfach
zusammenhiingenden Uberlagerungsfliche von S, die in den erwihnten Punk-
tierungsstellen lauter Windungspunkte unendlich hoher Ordnung hat. Die in
Rede stehende einfach zusammenhingende Uberlagerungsfliche §'(*) kann man
an Hand des quadratischen Aufbaues der Fliche S unmittelbar herstellen, indem man
niimlich, ausgehend von einer Quadratfliche der Fliche S nunmehr wieder relationen-
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frei Quadrate aneinanderfiigt, jetzt nur die Nebenbedingung beachtend, dass
niemals die Begrenzung von &S  iberschritten werden darf. Die Beobachtung
dieser Vorschrift ist so gemeint, dass wir den Erweiterungsprozess relativ zu S
selbst als einer im allgemeinen mehrblittrigen Fliche vornehmen.

Es ist zweckmissig, die Fliche S'*) noch in andrer Weise zu erzeugen.
Dazu verwandeln wir zuniichst die Fliche S durch getrennte Querschnitte ¢
von Rand zu Rand in eine einfach zusammenhiingende Fliche S,. Diese Quer-
schnitte mogen die inneren Quadrateckpunkte der Fliche S nicht treffen. Weiter
zichen wir von jedem der inneren Quadrateckpunkte aus einen Einschnitt ¢
nach dem Rande von §,. Diese Querschnitte mogen sich weder untereinander
noch die vorher definierten Querschnitte @ treffen. Die einfach zusammenhin-
gende Flidche S, ist jetzt in eine einfach zusammenhiingende Fliche S, verwan-
delt. Die Fliche S'(*) entsteht nun aus unendlich vielen Exemplaren S,” durch
relationenfreie Aneinanderfiugung als Grenze einfach zusammenhingender Nihe-
rungshereiche '™, deren jeder aus dem vorhergehenden durch Anfiigung weiterer
Exemplare S, nimlich je eines an jede begrenzende Querschnittseite und
Einschnittseite von S, gewonunen wird. Man iibersieht leicht, dass auf diese
Weise eine Grenzfliche entstehen muss, die iiber jeder einzelnen Begrenzungs-
linie von S unendlich viele verschiedene Liniengewinde als Randlinien aufweist.
Das einzelne solche Gewinde entsteht aus der betreffenden Randlinie bei unend-
lich h#ufiger Durchlaufung derselben im einen und anderen Sinne. Ebenso
gibt jede Punktierungsstelle von § zu unendlich vielen Windungspunkten
unendlich hoher Ordnung der Fliche 8'*) Anlass. Niedere Fille, wenn &
einfach oder zweifach zusammenhiingend ist, kénnen dadurch von vorn herein
dem Talle hoheren Zusammenhanges untergeordnet werden, dass man jede der
am Aufbau von S beteiligten Quadratflichen in vier weitere Quadratflichen
zerlegt.

Nach diesen Betrachtungen konnen wir iiber die Natur des Gebietes A, das
die Funktion (z) von der Fliche S'*) vermége eineindeutiger Abbildung ent-
wirft, folgendes aussagen: Das Gebiet 4 ist ein aus unendlich vielen Spitzenvier-
ecken zusammengesetzter Teilbereich der Fliche des (,-Einheitskreises, der von
unendlich vielen Orthogonalkreisbogen begrenzt wird, die ihrerseits in unendlich
vielen Ziigen geordnet sind. Der einzelne Zug ist ein eineindeutiges Bild eines
begrenzenden Liniengewindes der Fliche S(*). Er wird von unendlich vielen
Kreisbégen gebildet, die in eine Reihe geordnet erscheinen, wobei je zwei be-

nachbarte Bogen sich nur in einem Punkte der Peripherie, dort eine Spitze
14 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 10 juin 1927.
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bildend, treffen. Eine Frage, die sich unmittelbar jetzt aufdringt, ist die, ob
diese Ziige die vollstindige Peripherie des Einheitskreises iiberspannen, abgesehen
von diskreten Punkten, oder ob sie ganze Peripherieteile uniiberspannt lassen.
Dass das letztere nicht eintritt, sieht man folgendermassen ein: Wenn ein Peri-
pherieteil uniiberspannt bleiben wiirde, so wiirde das Gebiet A an diesen Peri-
pherieteil herantreten. Dabei werden sich aber die Spitzenvierecke, aus denen
ja A zusammengesetzt ist, notwendig unendlich verkleinern. Die Folge davon
ist, dass man unter den Spitzenvierecken des Gebietes A eines angeben konnte, von
dem aus man den Spiegelungsprozess nach allen Seiten eine beliebig vorgegebene An-
zahl von Malen ausfithren konnte, ohne das Gebiet A zu verlassen. Das wiirde aber
bedeuten, dass man auf 8'(*) eine Quadratfliche finden konnte, von der ausgehend
man eine beliebig grosse Anzahl von Spiegelungen nach allen Seiten ausfiihren
konnte, ohne S zu verlassen. Das ist jedoch wegen der Beschrinktheit des
Gebietes S nicht zutreffend.

Das Gebiet 4 gestattet, wie man weiter leicht sieht, eine Gruppe linearer
Transformationen in sich, nimlich die Gruppe, durch die die einzelnen Zweige
der Funktion 1 (z), aufgefasst als Funktion relativ zu S, miteinander verkniipft
sind. Das ist die Gruppe derjenigen linearen Transformationen, durch die die
unendlich vielen S,-Bilder, die 1 (z) in A liefert, ineinander iibergehen. Die Linien
@ und ¢ liefern ein vollstindiges System voneinander unabhingiger Erzeugen-
den der Gruppe, und man kann, was fiir das Folgende nicht benotigt wird, an
Hand dieses Aufbaues der Gruppe aus Erzeugenden, bzw. der Entstehung des
Gebietes 4 aus einem Fundamentalbereich mit den genannten Erzeugenden,
zeigen, dass die oben erwihnte, nicht iiberspannte Punktmenge diskreter Punkte
in endlich viele Peripherieintervalle von beliebig kleiner Gesamtlinge einge-
schlossen” werden kann.

24. Fundamentalabbildung des endlich-vielseitigen Niherungsbereiches A, des
Bereichs A vermittelst eines absolut konvergemten unmendlichen Produktes: Funktion
@»(%). BEs kommt nun weiter darauf an, den Ubergang von der Grosse {;(2)
zur Grosse §,(¢z) zu machen, die eine eineindeutige konforme Abbildung der
Fliche S auf das ganze Inmere des Einheitskreises vermittelt. Dies erfordert
die Bildung einer solchen Funktion der Variablen {,, die das Gebiet 4 einein-
deutig konform auf die Fliche des FEinheitskreises abbildet. Diese Funktion
werden wir in Gestalt eines bedingt konvergenten unendlichen Produktes auf-
stellen. Wir bemerken dazu, dass der Bereich 4 als Grenze
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von Bereichen A, aufgefasst werden kann, deren einzelner A, sich als ein Teil
der Fliche des [, Einheitskreises darstellt, den man erhilt, wenn man » der
an der Begrenzung von A teilnehmenden Orthogonalkreisbégen wihlt und das
durch diese allein abgetrennte Teilgebiet des Einheitskreises fixiert. Wir werden
so vor die Aufgabe "gestellt, die Fliche A4, auf das Innere des Einheitskreises
abzubilden, wobei etwa der Nullpunkt sich selbst entsprechen soll und die Ablei-
tung im Nullpunkte reell positiv sein soll. Die letztere Aufgabe kann nun direkt
durch Bildung eines absolut konvergenten unendlichen Produktes gelost werden.
Der Bereich 4, werde an der Peripherie des Einheitskreises gespiegelt. Dadurch
entsteht der Spiegelbereich A’,, der mit 4, zusammen einen Bereich A, bildet.
Dieser Bereich wiire nun sinngemiss auf die ganze Ebene abzubilden, wobei den
begrenzenden Kreisen Schlitze auf der Peripherie des Einheitskreises entsprechen.
Dem unendlich fernen Punkte wiirde bei der Abbildung wieder der unendlich
ferne Punkt entsprechen. Da bei der gedachten Abbildung Spiegelpunkte be-
ziiglich - des Einheitskreises wieder in Spiegelpunkte iibergehen miissen, bemerkt
man, dass insbesondere je zwei beziiglich des Einheitskreises symmetrischen Punkten
eines der begrenzenden Orthogonalkreise ein und derselbe Punkt der Peripherie
des Einheitskreises entsprechen muss. Das bedeutet, dass die Abbildungsfunktion
eine automorphe Funktion ist, die gegeniiber » elliptischen Substitutionen der
Periode 2 ungeiindert bleibt, nimlich denjenigen elliptischen Substitutionen, deren
Fixpunktpaare von den Durchstosspunkten jener » Kreise auf der Peripherie des
Einheitskreises gebildet werden. Diese Substitutionen erzeugen eine Gruppe (s,
bei deren Ausiibung auf den Bereich A, es zu einer vollstindigen Bedeckung der
ganzen Ebene excl. unendlich vieler diskreter Punkte der Peripherie des Ein-
heitskreises kommt. Die so entstehende Parzellierung der Ebene ist dieselbe,
die man erhilt, wenn man zunichst den Bereich A, dem durch seine begren-
zenden Orthogonalkreisbégen definierten unendlichen Spiegelungsprozess unterwirft,
wobei offenbar die ganze innere Fliche des Einheitskreises bedeckt wird, und
wenn man weiter noch die Spiegelung am Einheitskreise hinzunimmt. Die Gruppe
G, ist ihrerseits eine Untergruppe der Gruppe &, die von den unendlich vielen
elliptischenb Substitutionén der Periode 2z erzeugt wird, die den begrenzenden
Orthogonalkreisbogen des Bereiches A bzw. A zugeordnet sind. Man kann in
leicht verstdndlicher Weise schreiben

G =1lim G,

y=
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Es liegt jetzt nahe, das unendliche Produkt anzusetzen

wobei der Index %, andeuten soll, dass die Erstreckung des Produktes iiber
alle vermoge G, mit {, bzw. 0 dquivalenten Punkte stattfinden soll, ausgeschlossen
L, und o.

Da die Gruppe G, im Inneren und auf der Peripherie des Einheitskreises
eigentlich diskontinuierlich ist, bemerken wir sofort, dass das angesetzte unend-
liche Produkt absolut und gleichmiissig konvergent ist, und zwar in der ganzen
Ebene mit Ausnahme der oben erwihnten unendlich vielen diskreten Grenzpunkte
auf dem Einheitskreise. Ferner bemerken wir, dass die dargestellte Funktion
_innerhalb A, nur fiir §;=0 verschwindet und dort die Ableitung 1 hat, dass sie
ferner innerhalb A4, nur fiir {s= o und zwar erster Ordnung unendlich wird,

nidmlich, wenn wnv' die mit o #“quivalenten Werte durchliuft, wie

’
!y [ {
B
G, Wn, G, I wn,,'

Auf den Intervallen des Einheitskreises, in denen der Bereich 4, den Einheits-
kreis durchstosst, nimmt die Funktion nur Werte von konstantem absolutem

Betrage an, namlich dem Betrage

&=

o
. .
IR
Gy

Hieraus ergibt sich weiter unter Anwendung des analytischen Spiegelungsprinzips,
dass die dargestellte Funktion in symmetrischen Punkten des Bereichs A, immer
Werte annimmt, die beziiglich des Kreises vom Radius ¢, symmetrisch sind. Be-
merken wir weiter, dass die Funktion, wie das unendliche Produkt lehrt, bei
Ausiibung einer elliptischen Erzeugenden sich offenbar hochstens um einen kon-
stanten Faktor dndern kann, so findet man unter Beniitzung der erwiihnten
Symmetrieeigenschaft, dass die Funktion in symmetrischen Punkten der 4, be-
grenzenden Orthogonalkreise identische Werte annehmen muss, nimlich solche,
deren absoluter Betrag gleich ¢, ist. Dies bedeutet nun aber, dass die Funktion
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gegenitber den elliptischen Erzeugenden und folglich gegeniiber der ganzen Gruppe
G, automorph ist.

Betrachten wir nunmehr zunichst den einfachen Fall, dass die » begren-
zenden Kreise des Bereichs 4, vollig getrennt liegen, d. h. dass keine zwei der-
selben sich beriihren, so ergibt sich aus den erkannten Eigenschaften der Funk-
tion, dass diese Funktion eine eineindeutige konforme Abbildung des Bereichs
A, auf ein gewohnliches Riemannsches Flichenstiick leistet, das nur endlich-
vielblittrig sein kann, ferner den Nullpunkt und den unendlich fernen Punkt
nur einfach bedeckt, schliesslich seine ganze Begrenzung iiber der Peripherie des
Kreises mit dem Radius ¢, liegen hat. Hieraus folgt, dass dieses Riemannsche
Fldchenstiick iiberhaupt einblittrig sein muss und dass seine Begrenzung nur
von » getrennten Schlitzen gebildet sein kann, die iiber der Peripherie des er-
wihnten Kreises verlaufen. Die Funktion leistet demnach die konforme Abbildung
eines symmetrischen »-fach zusammenhingenden Kreisbereichs auf einen ebenfalls
symmetrischen Schlitzbereich.

Eine besondere Priifung erfordert jedoch das bei unserm Problem wesentliche
Vorkommnis, dass manche der begrenzenden Kreise von A, sich berithren. Das
Allgemeine ist hierbei, dass die Kreise teils einzeln vorkommen, teils in Ketten
zusammengehiorender geordnet sind, die sich der Reihe nach berithren. Betrach-
ten wir einen von zwei sich beriihrenden Kreisbdgen gebildeten parabolischen
Zipfel. Zur Untersuchung des Verhaltens der Funktion g, (§,) im Zipfeleckpunkt
konstruieren wir einen die Peripherie des (,-Einheitskreises daselbst von innen
berithrenden kleinen Kreis £ Ein Bogen b dieses Kreises verbindet dann zwei
Punkte der den Zipfel bildenden Kreise. Die Schwankung der Funktionswerte
auf b ist nun eine Grosse, die zugleich mit dem Radius von % unendlich klein
wird, wie man auf ganz dieselbe Weise erkennt, wie frither (No. 15) das Verhal-
ten der Funktion ¢,(f,) in den parabolischen Zipfeln. Dann koénnen wir aber im
vorliegenden Falle folgendermassen weiter schliessen. Der Zipfel wird zunichst
durch elementare Abbildung auf die Fliche eines gestreckten Winkels iibertragen.
Die Funktionswerte ¢, (,) werden sodann in Abhingigkeit von der definierten
lokalen Hilfsverinderlichen betrachtet. Die entstandene neue Funktion nimmt
auf den beiden Schenkeln des gestreckten Winkels Werte des festen absoluten
Betrages o, an. Das vorher gewonnene Resultat iiber die Schwankung der Funk-
tionswerte auf dem Bogen b zeigt nun weiter, dass die iibertragene Funktion
sich im Secheitel des gestreckten Winkels nur bestimmt verhalten kann; und zwar

kann sie dort nur einen Wert vom absoluten Betrage ¢, annehmen. Durch An-
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wendung des Spiegelungsprinzips folgt schliesslich, dass die tibertragene Funktion
um den Scheitelpunkt des gestreckten Winkels herum eindeutig ist, von da aus
weiter, dass sie sich im Scheitelpunkte regulir verhilt. Die damit gewonnene
Einsicht gestattet nunmehr den Schluss, dass die Funktion ¢, ({,) den Bereich 4,
einschliesslich seiner Grenze auf ein gewdhnliches Riemannsches Flichenstiick
iibertrigt, das den Nullpunkt und den Unendlichpunkt nur einmal enthilt. Denkt
man sich der Symmetrie der Begrenzung entsprechend eine Verheftung des er-
withnten Riemannschen Flichenstiickes vorgenommen, so entsteht eine geschlos-
sene Riemannsche Fliche, die nur einblittrig sein kann. Es vermittelt also ¢, (5;)
eine Abbildung des Bereiches A, auf einen schlichten Bereich, dessen Begrenzung
von endlich vielen getrennten Schlitzen auf der Peripherie des Kreises vom Ra-
dius ¢, gebildet wird. Diese Schlitze sind entweder gewohnliche Schlitze oder
solche mit Teilpunkten, die den Zipfeleckpunkten des Bereichs A, entsprechen.

25. Fundamentalabbildung des Bereiches A durch die Grenzfunktion li:ni @ (o).

Gewinnung der Grosse »>C,(z) iiber S». Wir betrachten nunmehr die Funktion

lim g, (&) = @ (5) = lim [C‘-’ Ir Q&",,:’],

y—=x €x Gv wn’,

wobei im letzteren Ausdruck das unendliche Produkt im Sinne des durch den
vorhergehenden priizisierenden Ausdruck bestimmten Grenziibergangs von (, zu G
als ein bedingt konvergentes Produkt aufzufassen ist, wihrend der Index » im
letzten Ausdruck die Erstreckung iiber alle vermdge G mit £, bzw. Null dquiva-
lenten Werte excl. {, und Null selbst andeutet.

Dass die aufgestellte Funktion iiberhaupt sinnvoll definiert ist, ist selbst zu
begriinden. Es kommt darauf an, sie fiir das Gebiet 4 = lim A, als existierend

p=m
nachzuweisen und zu zeigen, dass sie dieses Gebiet auf das volle Innere eines
Kreises abbildet.

Das Gebiet 4,., ist Teilbereich des Gebietes A., was wir auch so schreiben

A >A4,>A4,> - >A>K,

indem wir zugleich andeuten, dass alle Bereiche A, und auch der Bereich A selbst
eine Kreisfliche K mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und einem Radius der
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Linge ¢ <1 als Teilbereich enthalten, was evident ist. Da alle A, ausserdem
Teilbereiche der &y-Einheitskreisfliche sind, ergeben sich nunmehr aus den durch
die Funktionen ¢,(l,) von den Gebieten A, geleisteten Abbildungen die Ungleich-
heitsbeziehungen

120120, 03> " >0.

Py (55)

Wir fiigen noch eine weitere Bemerkung hinzu. Es ist £=>* in A, regulir.

G

Diese Funktion nimmt auf der Begrenzung von A, nur Werte an, deren absoluter

Betrag > EI’: ¢ ist. Diese Bezichung erstreckt sich wegen der erwihnten Regu-

laritit auch auf das Innere von A4, und liefert fiir die Kreislinie vom Radius ¢
den Satz, dass die Punkte dieser Kreislinie bei der Abbildung fiir alle » ausserhalb
eines Kreises vom Radius ¢® bleiben. (*)

Wir setzen

r I

| ol

lim g,=0+<1; d. i. gx=lim D,T—Iil:H
r=a y=0w a, Wy, P
im Sinne eines bedingt konvergenten Produktes. Wir behaupten nunmehr, dass
die Grenzfunktion lim ¢, (,) existiert und das Innere der Fliche A eineindeutig

auf das ganze Innere der Kreisfliche Ky mit dem Radius ¢. abbildet, wobei noch
0s+>>¢ anzumerken ist. Sdmtliche Funktionen ¢, (,) sind innerhalb A eindeutig
und regulidr definiert, dazu beschrinkt, da ihre Werte dem absoluten Betrage nach
unterhalb 1 bleiben. Man kann also eine im Innern von A gleichmissig kon-
vergente Folge herausgreifen. Deren Grenzfunktion kann keine Konstante sein,
weil die Ableitungen der einzelnen Funktionen an der Nullstelle den Wert 1 haben.
Verfolgen wir die Funktionswerte ¢, ({,) fiir die ausgewiihlte Indexfolge, so be-
merken wir, dass wegen 4,;1<<A4, die absoluten Betrige der betrachteten Werte
mit wachsendem Index abnehmen, ferner, dass wegen | g, (,)| <e. fiir den Grenz-
wert ein absoluter Betrag unterhalb g, sich herausstellen muss. Dies bedeutet, dass
die Grenzfunktion eine eineindeutige konforme Abbildung des Inneren von 4 auf
ein Teilgebiet T des Kreises K leistet. Dass dieses Teilgebiet mit dem ganzen
Inneren der Fliche K identisch sein muss, ergibt sich nun weiter durch Be-
trachtung der Umkehrungsfunktionen der ausgewihlten Folge. Diese Umkehrungs-
funktionen existieren nimlich alle innerhalb K, und leisten fiir alle Indexwerte
>y, eineindeutige Abbildungen der Fliche K, auf Teilgebiete von 4,,. Die Grenz-
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funktion der Umkehrungsfolge wird demnach den inneren Punkten der Fliche

K, nur innere Punkte von A,, daher wegen der freien Wihlbarkeit von », nur

innere Punkte von A eineindeutig entsprechen lassen. Das ist aber mit dem
vorher gewonnenen Ergebnis nur dann vereinbar, wenn man die Identitit des
Teilbereiches T mit der Fliche K, annimmt.

Somit leistet die betrachtete Grenzfunktion eine Abbildung des Gebietes A
auf die Kreisfliche K, unter der Nebenbedingung, dass der Nullpunkt sich selbst
entspricht und die Ableitung im Nullpunkt den Wert 1 hat. Dadurch ist die
Grenzfunktion eindeutig bestimmt, und wir konnen nachtriglich schliessen, dass
nicht nur die ausgewiihlte Funktionenfolge, sondern die Funktionenfolge der
@ (§,) unmittelbar gleichmiissig gegen die betrachtete Grenzfunktion konvergiert.

Wie steht es mit der Konvergenz auf dem Rande von 4, und wie mit dem
analytischen Charakter der Grenzfunktion auf dem Rande? Zur Untersuchung
dieser Fragen fassen wir die Orthogonalkreisbogenziige ins Auge, die den Bereich
Ay begrenzen. Durch die Funktion @i ({,) werden diese Ziige regulir auf die
Peripherie eines Kreises mit dem Radius g iibertragen, wobei die Regularitdt in
den parabolischen Zipfeln im oben definierten iibertragenen Sinne zu verstehen
ist. Nunmehr betrachten wir die Funktionen g, ({,) [v>%] als Funktionen der
Grisse @ (G;), definiert in einem Bereiche Bi, der das Bild von A vermége ¢ ({s)
ist. Dann bemerken wir die Moglichkeit, die so aufgefassten Funktionen iiber
die oben eingefiihrten Peripherieintervalle analytisch fortzusetzen und zugleich
die Moglichkeit, auf Grund des Spiegelungsprinzips fiir diese Funktionen eine
obere Schranke aufzustellen, die nicht nur in Bi, sondern auch fiir Teile ausser-
halb des Kreises K; gilt, die an die erwihnten Peripherieintervalle anstossen
(siche (*) der vorigen Seite). Die Konvergenz kann daher auch fiir diese weiteren
Gebiete geschlossen werden und liefert so die behauptete Regularitit der Grenz-
funktion auf den genannten Peripherieintervallen und damit auch auf den A; be-
grenzenden Orthogonalkreisbogenziigen. Dabei ist % beliebig wiihlbar.

Die gewonnene Grésse ¢ (C,) ist wesentlich die Grosse, welche die Funda-
mentalabbildung der Fliche S’ leistet, nur mit der Modifikation, dass die Ab-
bildung nicht auf den Einheitskreis, sondern auf die Kreisfliche vom Radius g«
erfolgt. Wir wollen deswegen

@ (55)
Q:éc

T

1

setzen.
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26.  Ubergang wvon der Grisse »L,(2) iiber S» zur Grisse »L(z) iiber S» ver-
mattelst eines absolut konvergenten unendlichen Produktes. Wir hatten oben die
Aufschneidung der Fliche § bzw. S’ zu einer einfach zusammenhiingenden Fliche
S, vorgenommen. Die gefundene Funktion {, (2) bewirkt offenbar eine eineindeutige
Ubertragung der Fliche S, auf einen Fundamentalbereich @, im {-Einheitskreise,
dessen Randsuabstitutionen teils von Querschnitten ¢ herrithren und dann hyper-
bolische Substitutionen sind, teils von den Kinschnitten @’ herriihren und dann
parabolische Substitutionen sind. Diese Substitutionen zusammen bilden das
Erzeugendensystem einer Gruppe @', durch deren Vermittlung der Bereich @, in
unendlich viele Bildbereiche iibergefithrt wird, die zusammen eine vollstindige
Ertiillung des (,-Einheitskreises liefern. Die Bilder der Linien @ und ¢’ sind
Querschnitte des {,-Einheitskreises, die in bestimmten Punkten der Peripherie des
Einheitskreises endigen.

Um von der Grosse §, zur Grosse [ des Bereichs S zu gelangen, die die
Fundamentalabbildung des Bereichs S ohne Relativverzweigung leistet, haben
wir nun dhnlich zu verfahren, wie frither in No. 13 ff. Wir denken uns die zu S
gehorende einfach zusammenhingende Uberlagerungsfliche S*) ohne Relativver-
zweigung gebildet. Die Fliche S*) entsteht aus S durch relationenfreie Zu-
sammenfiigung unendlich vieler Exemplare der einfach zusammenhiingenden Fliche
Sy, die ihrerseits aus § durch alleiniges Ziehen der Querschnitte @ entsteht. Auf
der Fliche S} ist die Funktion [, (2) verzweigt, niimlich in den unendlich
vielen Punkten, die den endlich vielen Ausgangspunkten der Querschnitte ¢’
entsprechen. Um einen eindeutigen Zweig der Grosse {, (¢) auf S*) zu isolieren,
haben wir die Einschnitte ¢ in allen relativen Blittern der Fliche S*) gezogen
zu denken. Die so entstehende Fliche wird durch den Grundzweig der Funktion
»L, (¢) iiber S)» auf ein gewisses einfach zusammenhiingendes Gebiet innerhalb
des (,-Binheitskreises abgebildet, das aus @, durch Ausiibung aller Substitutionen
einer Gruppe entsteht, die die erwihnten hyperbolischen Randsubstitutionen des
Bereichs @, zu Erzeugenden hat. Der so gewonnene Bereich ist ein Teilbereich
des {,-Einheitskreises, der unendlich viele parabolische Bezugssubstitutionen aufweist.
Jede dieser Bezugssubstitutionen ordnet zwei in einem Peripheriepunkte des ;-Ein-
heitskreises einander berithrende, orthogonal auf den Einheitskreis selbst auftreffende
Linien einander zu. Diese unendlich vielen Linienpaare sind voneinander vollig
getrennt. Die unendlich vielen parabolischen Bezugssubstitutionen erzeugen eine
Gruppe I', die auf der Peripherie des Einheitskreises eigentlich diskontinuierlich ist.

Man kann mit Bezug auf diese Gruppe ohne weiteres das absolut konvergente Produkt
15 — 26404. Acta mathematica. b50. Imprimé le 10 juin 1927.
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in Ansatz bringen und von diesem Produkt beweisen, dass es eine Funktion
darstellt, die den betrachteten Bereich in der Weise eineindeutig auf das Innere
eines endlichen Xreises abbildet, dass dabei bezogene Punkte des Bereichs in
identische Punkte iibergehen. Damit ist aber, abgesehen von einem konstanten
positiven Faktor, die Grosse { des Bereichs § gewonnen. Die Einzelheiten der
Beweisfiihrung der erwihnten Abbildung verlaufen analog dem Beweise in No. 14 ff.
Die Gruppe wird als Grenze von Niiherungsgruppen betrachtet, die eine wachsende
Anzahl der unendlich vielen parabolischen Randsubstitutionen des Bereichs als
Erzeugende haben.

27. Bestimmung der Funktion -, (2) iber F> als Grenzfunktion lim (™ (2) der

n=w
Hauptuniformisierenden »{™ (¢) iiber S,». Die Fliche F’, d. i. unsere in den Un-
endlichpunkten und den Windungspunkten punktierte allgemeine offene Fliche F,
wurde oben als Grenze von Spezialniherungsbereichen S, dargestellt. Wir sind
nach dem Vorstehenden in der Lage, fiir den Bereich S, die Fundamentalab-
bildung zu leisten. Ist O ein fest gewihlter Punkt in 8, so wollen wir die zu
Sn gehorende Hauptuniformisierende (™ (2) so normiert denken, dass die Ableitung
dieser Funktion im Punkte O den Wert 1 erhiilt, wihrend sie selbst im Punkte O
im Grundzweige verschwindet.

Die zu 8, gehérende einfach zusammenhiingende Uberlagerungsfliche ohne
Relativverzweigung werde mit S{*) bezeichnet. Es ist dann sofort zu sehen, dass
die Fliche S{*) ein Teil der Fliche S(%) ist und dass bei unbegrenzt wachsendem
n aus der Fliche S!*) die Fliche F'(*) entsteht, nimlich die zur Fliche F’ ge-
hérende einfach zusammenhiingende Uberlagerungsfliche ohne Relativverzweigung,
d. i. zugleich die zu I gehorende einfach zusammenhiingende Uberlagerungsfliiche
mit lauter Windungspunkten unendlich hoher Ordnung in den Punktierungsstellen
der Fliche F.

Die in der oben angegebenen Weise normierten Funktionen {™ (z) bilden eine
konvergente Funktionenfolge. Sie leisten ndmlich die konforme Abbildung von

wachsenden einfach zusammenhingenden Teilbereichen der Fliche F'(=)

, nimlich
der Bereiche Sﬁf) auf Kreisflichen mit wachsendem Radius. HEs kommt daher
der Konvergenzbeweis der No. 5 in Betracht. Die Grenzfunktion ist eine Funk-

tion £, (), nimlich die Hauptuniformisierende der Fliche I'" oder, was dasselbe
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ist, diejenige relativ verzweigte Uniformisierende der Fliche F, die in den Punk-
tierungspunkten der Fliche [" und nur in diesen relative Verzweigungspunkte und
zwar simtlich von unendlich hoher Ordnung hat. Somit bleibt nur noch der Uber-

gang von der Grosse §, zur Grosse { ohne Relativverzweigung zu machen.

28.  Ubergang von der Grisse »C,(2) iiber F» zur gesuchten Hauptuniformisie-
renden »((z) iiber F> mittels unendlicher Produkte. Betrachten wir zunichst den
allgemernen LFall. Die Fliche F wurde oben als Grenze von Hauptniherungsbe-
reichen F%, dargestellt. Diese Hauptniherungsbereiche enthalten die Punktierungen,
durch die die Fliche F in die Fliche F’ verwandelt wird. Wir werden, um den
Ubergang von {, zu { zu machen, nach Analogie des Verfahrens bei den geschlosse-
nen Riemannschen Flichen vorgehen. Das bedeutet, dass wir zuniichst eine zweck-
missige Zweigisolierung der Funktion »{, (2) iiber F*)> vornehmen. Die Fliche
F) kann als Grenze einfach zusammenhiingender Niherungsbereiche dargestellt
werden. Solche Nétherungsbereiche erhalten wir aus den Flichen F{”, d. i. den
einfach zusammenhiingenden Uberlagerungsflichen der F, ohne Relativwindungs-
punkte. Die einzelne F\?) entsteht nimlich aus der pag. 97 hergestellten I, durch
relationenfreie Zusammenfiigung unendlich vieler Exemplare derselben. Wirowollen
diesen Uberlagerungsprozess bei der Fliche F, jedoch nicht i. inf. ausgefiihrt
denken, vielmehr bei der n-ten Stufe abbrechen. Die einzelnen Stufen dieses
Prozesses denken wir uns gewounnen, indem wir zunichst an jede Querschnittseite
von F, je ein Neuexemplar F), anbringen (1. Stufe), darauf an jede Querschnitt-
seite doer gewonnenen Fliche %’,(ll ! wieder je ein Neuexemplar F, (2. Stufe), darauf
an jede Querschnittseite der neugewonnenen Fliche FY Wiederoje ein Neuexem-
plar F, (3. Stufe) us.w. Die in n-ter Stufe gewonnene Fliche werde entspre-
chend mit F{" bezeichnet. Da die Fliche o-ter Stufe, d. i. F, selbst, in einer
fortlaufenden Aufschneidung der Fliche F zur Fliche F gewz)nnen wurde, ist
klar, dass jede der Flichen F in der folgenden als Teil enthalten ist. Auf der
Fliiche F\™ wiederholen sich die Punktierungen der Fliche F in jedem relativen
Blatt. Es ist klar, dass jede Fliche Fq(l") nur endlich viele Punktierungen ent-
hidlt. Man kann nun offenbar auf der Basis der sich allméihlich erweiternden
Flichen Fi [n=1, 2, 3,... eine etwa in einer Punktierung von FY" beginnende
Linie konstruieren, die allmihlich alle Punktierungsstellen der F'*) aufnimmt.
Diese Linie [ ist als eine sich selbst nicht wiedertreffende Linie auf F'™) zu ver-
stehen, die aus jedem noch so weit gewihlten inneren Teilbereich von F*) heraus-
tritt, oder, wie wir auch sagen, dem (idealen) Rande von F'*) zustrebt. Die lings
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1 aufgeschnittene F'*) werde schliesslich mit I\*)" bezeichnet. Die Fliche F'(*)
entsteht aus ihr durch relationenfreie Zusammenfiigung unendlich vieler Exem-
plare lings den unendlich vielen Teilstiicken, in welche die Linie ! darch die
Punktierungsstellen zerlegt wird. Denn die solcherweise gébildete einfach zusam-
menhiingende Fliche ist offenbar auch einfach zusammenhéingend und hat in allen
Punktierungsstellen nur Windungspunkte unendlich hoher Ordnung, fillt also
mit der Fliche F'(*) tatsichlich zusammen; was wir in der Formel ausdriicken

konnen:

FloV (=) — (=),

Die Funktion »Z (z) iiber Ft=)> entwirft von der Fliche F{*)" ein schlichtes
Abbild ¥ im ,-Einheitskreise, das die Gestalt eines von einem unendlichen Po-
lygonzuge, evt. unter Hinzunahme eines Peripherieintervalles, gebildeten Funda-
mentalbereiches hat, dessen dem Polygonzuge angehorende Seiten paarweise auf-
einander bezogen sind und der, abgesehen von einem einfachen pérabolischen Zipfel,
unendlich viele zweigliedrige parabolische Zykeln aufweist. Die Randsubstitu-
tionen des Bereichs ¥ erzeugen eine Gruppe I, die nur dann auf der Peripherie
des {,-Einheitskreises eigentlich diskontinuierlich ist, wenn das erwihnte T mit-
begrenzende Peripherieintervall sich nicht auf einen Grenzpunkt Q2 reduziert. Wir
konnen jetzt offenbar, wie im Falle der algebraischen Funktionen, durch Bildung
eines unendlichen Produktes die Abbildung des Gebietes ¥ auf die Fliche des
Einheitskreises, evt. auf die ganze unendliche Ebene bewirken, womit die Variable
[ der Fliche F gewonnen ist. Die Konvergenz des genannten unendlichen Pro-
duktes ist immer dann eine absolute und unbedingte, wenn die Abbildung von
F auf eine endliche Kreisfliche erfolgt, also jedenfalls stets, wenn die Zusam-
menhangszahl von F grosser oder gleich 3, insbesondere gleich o ist. —

Einige niedere Falle miissen noeh besonders besprochen werden.. Das sind
namlich die Fille, in denen die Anzahl der Punktierungsstellen der I1®) nicht
unendlich gross, sondern endlich ausfillt.

Zuniichst kann es sein, dass die Fliche F' iiberhaupt keine inneren Win-
dungspunkte oder inneren Unendlichpunkte hat. In diesem Falle ist die Variable
{, bereits die Variable [ selbst. Wenn dieser einfachste Fall nicht vorliegt, so
entsteht ¥’ aus F durch tatsichliche Einfilhrung von Punktierungsstellen. Wird
nun die Zusammenhangszahl der Fliche F =2 angenommen, so ist /=) relativ
zu F unendlich-vielblittrig, sodass F'*) jedenfalls unendlich viele Punktierungs-
stellen erhiilt. Es bleibt also nur iibrig, den Fall zu untersuchen, dass F'einfach
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zusammenhiingend ist und dass die Anzahl der inneren Windungspunkte und
Unendlichpunkte endlich ist. Der einfachste Fall ist dann der, wo nur eine
Punktierungsstelle da ist. In diesem Falle gelangen wir offenbar durch Anwen-
dung einer Exponentialfunktion von der Grosse {, zur Grosse {.

Liegen mehrere Punktierungsstellen innerhalb der einfach zusammenhéingen-
den F' vor, so wollen wir zunichst eine geschlossene Linie L innerhalb I kon-
struieren, die alle Punktierungsstellen umschliesst. Sodann verbinden wir die
Punktierungsstellen mit der Linie I duarch einen fortlaufenden, in einer der Punk-
tierungsstellen beginnenden und alle weiteren in irgend einer Reihenfolge aufneh-
menden Einschnitt ¢. Diese Linie ¢ denken wir uns weiter durch das Aussere
von L fortgesetzt als eine Linie ¢/, die der (idealen) Grenze von F zustrebt. Ks
sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Im ersten Falle ist die der Grosse {, zu-
kommende zu L gehorende Umlaufssubstitution eine hyperbolische Substitution,
im zweiten Falle eine parabolische Substitution.

Im ersten Falle konnen wir das ganze von L nach innen zu abgegrenzte
Teilgebiet von F mittels einer Potenzfunktion der Grosse [, auf ein zweifach
zusammenhingendes schlichtes Gebiet abbilden, das nach aussen vom Hinheits-
kreis, nach innen von einer geschlossenen Linie .4 als Bild der Linie L begrenzt
wird. Dem Auftreffpunkt der Linie ¢ auf L entspricht ein Punkt der Linie 4,
den wir jetzt durch eine Linie ' mit der Peripherie des Einheitskreises als Aus-
sengrenze des erwihnten zweifach zusammenhingenden Gebietes verbinden.
Der Linie 5 entspricht auf F eine Linie ¢”, die wir anstelle der Linie ¢’ treten
lassen. Das Bild der lings den Linien c+¢” aufgeschnittenen F in der {,-Ebene
wird nun ein Bereich ¥, dessen Begrenzungsseiten alle in ganz bestimmten ge-
trennten Punkten der Peripherie des Einheitskreises endigen. Von dieser Figur
konnen wir ohne weiteres durch ein unendliches absolut konvergentes Produkt
den Ubergang zur schlichten endlichen Kreisfliche machen, wobei den bezogenen
Randpunkten des Bereichs identische Punkte entsprechen. Es hat sich also ge-
zeigt, dass im ersten Falle die Variable { direkt durch ein absolut konvergentes
Produkt aus §, gewonnen wird.

Im zweiten Falle ergibt sich als Bild der liings ¢+ ¢’ aufgeschnittenen Fliche
F ein Bereich ¥ mit einem geschlossenen Polygonzuge als Begrenzung. Man
bemerkt nimlich, dass als {,-Bild der Linie I in ¥ eine offene Linie A entsteht,
die bei Ausiibung der zu L gehbrenden parabolischen Substitution und deren
positiven und negativen Potenzen eine Linie A" innerhalb des Einheitskreises lie-
fert, die mit ihren beiden Enden in einem und demselben Punkte des Einheits-
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kreises miindet, niamlich in dem Fixpunkte der parabolischen Substitution. In
dem von dieser Linie abgegrenzten einfach znsammenhingenden Teile der Ein-
heitskreisfliche verlaufen offenbar die beiden aufeinander bezogenen ¢’ entspre-
chenden Seiten von ¥, die somit auch in dem erwihnten Fixpunkte endigen.
Man sieht, dass jetzt die Methode der unendlichen Produktbildung nicht unmit-
telbar anwendbar ist. Dagegen kann man nach Analogie eines in No. 18 ange-
wandten Verfahrens zum Ziele gelangen: Bestimmung der Grosse log { bei pas-
sender Normierung von [ vermoge eines bedingt konvergenten unendlichen Pro-
duktes. Als Querschnitt @.' wird man jetzt zweckmissig etwa den Teil der Linie
¢+ ¢ beniitzen, der die letzte Punktierungsstelle von F' mit dem (idealen) Rande
von F' verbindet. Es diirfte iiberfliissig sein, noch weitere Erlduterungen zu
geben. Die schliesslich gefundene Grosse ¢'°8-=( leistet im betrachteten Falle
eine Abbildung der Fliche F auf die ganze Ebene excl. des unendlich fernen
Punktes.

29. Fine mdigliche Modifikation des entwickelten Uniformisierungsbewerses.
Unsere in diesem Teile der Abhandlung befolgte Beweismethode gestattet eine
nahe liegende erwihnenswerte Modifikation. Man kann nidmlich statt, wie oben,
die Fliche F” durch Spezialbereiche S, zu approximieren, auch die einfach zusam-
menhingende Fliche F'(*) durch nun ebenfalls einfach zusammenhingende Spe-
zialbereiche S, approximieren. Die zu diesen S, gehdrenden Hauptuniformisie-
renden ™ (z) vermitteln dann eineindeutige Abbildungen der S, auf Kreisfliichen.
Durch den Grenziibergang n-— x gewinnt man wieder die verzweigte Unifor-
misierende >, (z) tiber F». Der Ubergang von dieser Grosse zur gesuchten
Hauptuniformisierenden »(2) iiber F» ist darnach in der alten Weise zu bewerk-
stelligen.

Man kann daran denken, die Fliche F'*) direkt durch einfach zusammen-
hiingende Spezialbereiche zu approximieren. Dann muss man jedenfalls Spezialbe-
reiche mit beweglichen inneren Windungspunkten beniitzen, welch letstere sich
den im allgemeinen mit irrationalen Koordinaten behafteten Windungspunkten
von F(*) allmihlich nidhern. Aber dann bleiben doch die Unendlichpunkte der

Fliche F'*) ausserhalb und geben daher nach wie vor zu Punktierungen Anlass.
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VIERTER TEIL.

Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

30. Begriff der triangulierten idealen Riemannschen Fliche und der allge-
meinen Riemannschen Mannigfaltigkeit. Das analytische Gebilde und die Rie-
mannsche Fliche fallen unter einen allgemeinen Begriff, den der Riemannschen
Mannigfaltigkeit.

Um den Begriff der allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeit rein funk-
tionentheoretisch zu definieren, erkliren wir zunichst, was wir unter einer frian-
gulierten idealen Riemannschen Fldche verstehen wollen. Wir denken uns endlich
oder unendlich viele schlichte Dreiecksflichen in der z-Vollebene gegeben, deren
jede einzelne von drei in den Eckpunkten selbst eventuell unter Aufhéren des
analytischen Charakters bestimmt endigenden reguliren analytischen Linien® be-
grenzt wird, die ferner untereinander durch regulidre analytische Bezugstransfor-
mationen zwischen den Seiten zu einer idealen Einheit verschmolzen sind gemiss
folgenden genaueren Bestimmungen: Jede Seite eines der Dreiecke ist mit einer
gewissen Seite eines anderen Dreiecks und mit dieser durch eine reguliire,
in den Endpunkten jedenfalls noch stetige Transformation verkniipft, die die eine
Seite in die andere uberfithrt. Dabei muss, wenn man die erste Seite so durch-
laufen denkt, dass die zugehorige Dreieckfliche zur linken liegt, die andere Seite
entsprechend der gedachten Verkniipfung so durchlaufen werden, dass ihre Drei-
ecksfliche zur Rechten liegt (Orientierungsbedingung). Weiter soll die Zuordnung
so beschaffen sein, dass immer nur endlich viele Dreieckseckpunkte vermége dieser
Zuordnung in mittelbare Beziehung zueinander gesetzt sind, so zwar, dass es
moglich sein soll, die anstossenden geniigend klein zu denkenden Dreieckszipfel
durch reguldre, in den Endpunkten selbst jedenfalls stetige Transformationen
( Hilfstransformalionen) so zu verlagern, dass dieselben im Bilde die volle schlichte
Umgebung eines Punktes ausfiillen, wobei im Original zugeordnete Punkte im
Bilde als identische Punkte erscheinén sollen (Eckenbedingung).

Die Punkte der zugrunde gelegten Dreiecksflichen bilden, sofern wir je zwei
zugeordnete Seitenpunkte und ebenso je einen Zyklus zusammen gehorender Eck-

! Eine analytische Linie heisse »im Unendlichen regunlir», wenn sie beim Ubergang zur reziproken
Variablen eine im Nullpunkt reguliére Bildlinie ergibt. Die schlichte zweidimensionale Umgebung
eines reguliren Punktes einer reguldren analytischen .Linie 'wird durch diese Linie in zwei zu
einander spiegelbildlich symmetrische H#lften zerlegt. Vgl. hiermit die Fussnote pag. 152.
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punkte in der Idee als einen einzigen Punkt betrachten, eine Punktmannigfaltig-
keit, die wir als eine triangulierte ideale Riemannsche Ildche bezeichnen wollen.
Dieselbe besteht definitionsgemiiss nur aus inneren Punkten. Dies ist unmittelbar
fiir die eigentlich inneren Dreieckspunkte zu sehen. Fiir die Randpunkte und
Eckpunkte der Dreiecke erkennt man es sofort aus dem vorausgesetzten Bestehen
der Bezugs- bzw. Hilfstransformationen, bei deren Anwendung die Umgebungen
dieser Punkte zur Evidenz gebracht werden. Das wichtigste hinzukommende Merk-
mal der triangulierten idealen Riemannschen Fliche ist jedoch das Bestehen einer
Wienkelbestimmung in allen Teilen dieser Punktmannigfaltigkeit, oder, wie wir
auch sagen konnen, das Bestehen eines vollig bestimmten Konformititsbegriffes
innerhalb dieser Mannigfaltigkeit, vermoge dessen wir in der Lage sind, von ana-
lytischen Funktionen, analytischen Linien w.sac. in einer solchen Mannigfaltigkest
zu reden. Insbesondere in den Eckpunkten der Dreiecke werden die wahren
gemeinten Winkel erst nach Anwendung der Hilfstransformationen evident. Ferner
bietet sich ohne weiteres der Begriff der Aquivalenz zweier verschiedener gege-
bener triangulierter idealer Riemannscher Flichen dar. Wir werden ndmlich
zwel solche Flichen als dquivalent erkliren, wenn sie eineindeutig konform auf-
einander bezogen werden kénnen. Es ist leicht von einer triangulierten idealen
Riemannschen Fliche zu einer andern mit ihr dquivalenten durch Neuparzellierung
unter Benutzung der Bezugs- und Hilfstransformationen iiberzugehen. Dieser
Vorgang macht vollig deutlich, dass den Randpunkten und Eckpunkten der Drei-
ecke einer solchen Fliche gegeniiber den eigentlich inneren Punkten der Dreiecke
keine Sonderstellung zukommt.

Eine Mannigfaltigkeit von Dingen (»Punkte» genannt), die eineindeutig zu
den Punkten einer triangulierten idealen Riemannschen Fliche in Beziehung ge-
setzt sind?, bezeichnen wir als eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, die betreffende
triangulierte ideale Riemannsche Fliche als eine Bezugsfliche dieser Mannigfaltig-
keit. Nach dieser Definition ist jede triangulierte ideale Riemannsche Fliche
ihrerseits eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit besteht nur aus inneren Punkten; sie ist geschlossen oder offen, jenachdem
ihre ideale Bezugsfliche geschlossen oder offen ist, d. h. aus endlich oder un-
endlich vielen Dreiecksflichen besteht. Es ist ferner unmittelbar mit der gege-
benen Definition ein Winktlbegriff, ein Begriff analytischer Funktionen, analy-
tischer Linien in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit gegeben; desgleichen der
Begrift der Aquivalenz zweier verschiedener solcher Mannigfaltigkeiten, worunter

! Siehe die Bemerkung (*) der Einleitung pag. 35.
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wir eineindeutige konforme Beziehbarkeit zweier solcher Mannigfaltigkeiten auf-
einander zu verstehen haben.

31. Beispiele Riemannscher Mannigfaltigkeiten: Gewdhnliche Riemannsche
Flichen, analytische Gebilde, ideale Riemannsche Flichen, ebenflichige und kugel-
fdichige Polyeder, lineare Triangelsysteme, analytisch begrenzte Polyeder, analy-
tische Triangelsysteme, Fundamentalmannigfaltigkeiten. Unsere Definition der Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit lisst sofort erkennen, dass die in den vorherge-
henden Teilen der Abhandlung betrachteten gewdhnlichen Riemannschen Flichen,
sofern sie als Punktmannigfaltigkeiten betrachtet werden, Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten sind. In der Tat kann man sofort eine beliebige Riemannsche
Fliche einer Triangulation (Zerlegung in Dreiecke) unterwerfen, wobei die
inneren Windungspunkte endlicher Ordnung der Riemannschen Fliche u. a. als
Eckpunkte der Triangulation figurieren. Nach Ausfithrung einer solchen Trian-
gulation sind dann die erhaltenen Dreiecke mit Bezugssubstitutionen und Hilfs-
transformationen ausgestattet, deren erstere sich simtlich als die identische Traus-
formafion darstellen, wihrend letztere bekanntlich Wurzeltransformationen sind.

Zweitens bemerken wir unmittelbar, dass jedes analytische Gebilde (z, w), auf-
gefasst als die Gesamtheit seiner Stellen algebraischen Charakters, eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit ist. Denn man hat sofort mit der Funktion w () die Be-
ziehungen dieser Mannigfaltigkeit zu einer in der ¢-Ebene liegenden Riemann-
schen Fliche, auf deren Punkte die Stellen des Gebildes eineindeutig bezogen
sind.

Wir betrachten drittens Riemannsche Flichen mit freien® reguliren Be-
grenzungsteilen, die paarweise durch regulire Transformationen aufeinander be-
zogen sind, wobei der Durchlaufung eines solchen Begrenzungsteiles bei links
liegendem Bereiche die Durchlaufung des zugeordneten Begrenzungsteiles bei
rechts liegendem Bereiche entspricht (»Orientierungsbedingung»). Werden den
inneren Punkten der betrachteten Riemannschen Fliche die in solcher Weise zu-
geordneten Begrenzungspunkte zugefiigt gedacht, wobei jedes Paar zugeordneter

! Der allgemeine Begriffi der Riemannschen Mannigfaltigkeit ist von mir zuerst in Gétt. Nachr.
1908, 8. 338—339 (Fussnote), explizit formuliert. Weiter erwihne ich meinen eingangs zitierten Ar-
tikel in Ann. di mat. (1913), ferner No. III der Serie » Abhandlungen» (1917), schliesslich WEYL:
» Die Idee der Riemannschen Fliche» (Leipzig, Teubner, 1913, pag. IX u. § 6). Geschlossene Riemannsche
Mannigfaltigkeiten sind von KrLmiN (Math. Ann. Bd. 21, 1883) betrachtet worden, Betrachtungen,
die ihrerseits wieder durch RIEMANN, SCHWARZ, SCHOTTKY wesentlich vorbereitet waren.

* Die Bezeichnung »frei» soll ausdriicken, dass der einen Seite der Linie ein von weiteren
Begrenzungspunkten freier Teil der betreffenden Riemannschen Fliche angeschlossen ist.

16 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 11 juin 1927,
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Randpunkte der Riemannschen Fliche einen Punkt der neuen Mannigfaltigkeit
bildet, so entsteht offenbar wieder eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, wie durch
Triangulation der Fliche ohne weiteres zu ersehen ist. Dieser Mannigfaltigkeit,
die geschlossen oder offen sein kann, koénnen unter Umstinden noch einzelne
weitere Punkte hinzugefiigt werden. Hat ndmlich die gedachte bisher definierte
Mannigfaltigkeit einen Teil, von dem gezeigt werden kann, dass er auf die volle
schlichte Umgebung eines Punktes O excl. diesen Punkt selbst konform abgebildet
werden kann, was insbesondere bei endlichen Eckenzykeln vorkommen kann, so
kann dieser Punkt O aus demselben Grunde der Riemannschen Mannigfaltigkeit
hinzugefiigt werden, aus dem z. B. Windungspunkte zu einer Riemannschen Fliche
hinzu gedacht werden. Solcherweise definierte Mannigfaltigkeiten, sowie noch
eine umfassendere Gattung, die man erhilt, wenn man nicht ein einziges Rie-
mannsches Flichenstiick, sondern mehrere ev. unendlich viele zugrunde legt, die
durch Bezugssubstitutionen freier regulirer Randteile miteinander verkniipft sind,
wollen wir als ¢deale Riemannsche Flichen bezeichnen. Es ist klar, dass die oben
eingefiihrten triangulierten idealen Riemannschen Flichen in dem hier erklirten
Sinne ideale Riemannsche Flichen sind. Beispiele dieser Art hat man z. B. in
den von 2p geschlossenen Linien begrenzten schlichten 2 p-fach zusammenhin-
genden Bereichen, wenn man die 2p Linien paarweise durch je eine lineare oder
regulire analytische Substitution mit richtigem Durchlaufungssinn aufeinander
bezogen denkt. Wird der Bereich so gelagert, dass er den Unendlichpunkt der
z-Ebene im Innern enthiilt, so werden bei den genannten Substitutionen die Durch-
laufungssinne der zugeordneten Kurven vertauscht. Die bekannte mehrblittrige
Riemannsche Parallelogrammfigur, die in p mit je zwei Translationen behaftete
parallelogrammatische Rahmen eingespannt ist, ist ebenfalls ohne weiteres als
ideale Riemannsche Fliche anzusprechen.

Wir betrachten viertens riumliche Flichen. Hat man ein ebenfldchiges
zweisertiges raumliches Polyeder endlichen oder unendlich hohen Zusammenhanges,
so konmnen wir dasselbe offenbar so triangulieren, dass lauter ebene geradlinig
begrenzte Dreieckflichen entstehen. Diese konnen wir dann in die z-Ebene legen,
wodurch ein System von Dreieckflichen entsteht, die durch Kongruenztransforma-
tionen als Bezugssubstitutionen verbunden sind. Gewohnliche Eckpunkte einer
solechen Polyederfliche, die von endlich vielen Seitenflichen gebildet werden, lie-
fern in der z-Ebene endliche Eckenzykeln, die zu einer einzigen Ecke mit einer
Drehsubstitution zusammengefiigt werden koénnen, folglich vermoge einer Po-

tenz mit positiv reellem Exponenten auch auf die schlichte Umgebung eines
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Punktes O ibertragbar sind. Die Polyederflichen mit Einschluss ihrer gewdhn-
lichen Eckpunkte und Kantenpunkte fallen so aufgefasst unter die Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten. Dasselbe gilt von allen zwezseitigen kugelfldchigen Poly-
edern, anch wenn dieselben sich durchs Unendliche erstrecken. In der Tat kénnen
wir die einzelnen Seitenflichen zunichst einer kreislinigen Triangulation unter-
werfen und dann die einzelnen Dreiecksflichen unter Anwendung rdumlicher
Inversionstransformationen auf Kreisbogendreiecke der z-Ebene beziehen, die nun
durch lineare Substitutionen miteinander verbunden erscheinen. Ein solches Sy-
stem von Kreisbogendreiecken, das aus endlich oder unendlich vielen Kreisbogen-
dreiecken besteht, deren simtliche Seiten durch lineare Substitutionen gepaart
sind, unter Einhaltung der »Orientierungsbedingung>, wollen wir als ein lineares
Triangelsystem bezeichnen. Das von einem kugelfliichigen Polyeder herriihrende
Triangelsystem besitzt dann noch die Eigenschaft, dass jeder endliche Ecken-
zyklus, wie wir sogleich sehen werden, durch analytische und zwar elementare
Transformationen auf die Umgebung eines Punktes gebracht werden kann. Die
von Polyedern herrithrenden linearen Triangelsysteme sind demnach triangulierte
ideale Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Wird ein beliebiges lineares Triangelsystem gegeben, so liefert uns dasselbe
unmittelbar eine ideale Riemaunnsche Fliche und damit eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, sofern zuniichst die Eckpunkte der Dreiecke ausgeschlossen werden.
Es ist eine besondere Frage, wie jetzt die oben pag. 119 allgemein als » Ecken-
bedingung>» bezeichnete Bedingung lautet. Die Frage lisst sich leicht beantworten.
Wir koénnen die vorhandenen endlichen Eckenzykeln durch lineare Transforma-
tionen zu einer Ecke vereinigen, deren zwei begrenzende Kreisbogen durch eine
lineare Substitution verbunden sind. Der Winkel der letzteren Ecke (d. i. die
Summe der am Zyklus beteiligten Dreieckswinkel) kann dann jede Grisse = o
haben. Man iiberlegt sich nun leicht, dass diese Ecke immer dann durch ele-
mentare Funktionen auf die volle schlichte Umgebung eines Punktes O abgebildet
werden kann, wenn die erwihnte Winkelsumme >0 ist. Oder, falls die Winkelsumme
Null ist, wenn dann die Substitution parabolisch ist, d. i. im Punkte O die
Ableitung 1 hat, was dann darauf hinaus kommt, dass das Produkt der Vergros-
serungsverhiiltnisse der Bezugssubstitutionen in den Eckpunkten der beteiligten
Dreiecke im Zyklus den Wert 1 ergibt.

Die Durchfithrung der elementaren Abbildungen gelingt durch Anwendung
einer Funktion ¢*'°¢7 im allgemeinen, wenn nimlich der Winkel nicht o oder ein
Vielfaches von 2z ist, d. h. wenn die resultierende Zykelsubstitution elliptisch oder
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loxodromisch ist. Sie gelingt ferner in dem Ausnahmefalle (Winkelsumme o) durch
Anwendung der Exponentialfunktion. Im Ausnahmefalle eines Winkels 2k = (&
ganzzahlig) hat man zu unterscheiden, ob die Bezugssubstitution hyperbolisch oder
parabolisch ist. Im ersteren Falle kommt man wieder mit einer Funktion e*1°8?
durch, im zweiten Falle kommi die Substitution Z* t log Z = z in Betracht.
Liegt der Fall des Nullwinkels vor und ist die Substitution hyperbolisch, so wird
durch Anwendung einer Funktion €87 eine Abbildung des Eckenzykels auf die
Umgebung einer geschlossenen Kreislinie erreicht. Bei der Durchfiihrung der
Operationen hat man zweckmissig den Eckpunkt ins Unendliche zu transformie-
ren und in den Fillen, wo die Zykelsubstitution nicht parabolisch ist, den
zweiten Fixpunkt derselben nach dem Nullpunkt zu verlegen.

Wir bemerken, dass die oben definierten allgemeinen idealen Riemannschen
Flichen, sofern die Bezugssubstitutionen alle linear sind, offenbar solche Tri-
angulationen gestatten, durch die sie dem Begriffe der linearen Triangelsysteme
untergeordnet werden.

Statt ebenflichiger oder kugelfiichiger Polyeder kiénnen wir auch solche
Polyeder betrachten, die von lauter bis in die Kanten und Eckpunkte hinein
reguliren und analytischen Fldchenstiicken gebildet werden. Auf Grund des be-
kannten Satzes, wonach eine geniigend klein zu denkende Umgebung eines belie-
bigen Punktes einer reguliren Fliche unter Zugrundelegung des euklidischen
Winkelbegriffes fiir die Winkel auf der Fliche konform auf die Umgebung eines
Punktes O der z-Ebene abgebildet werden kann, ist klar, dass solche Flichen unter
Binbeziehung ihrer Kanten als Riemannsche Mannigfaltigkeiten angesehen wer-
den konnen.! Ein solches Polyeder kann offenbar durch ein analytisch begrenztes
Triangelsystem ersetzt werden, dessen Dreiecksflichen von reguliren analytischen
Linien begrenzt sind, die in ihren Endpunkten noch den Charakter algebraischer
Kurven besitzen und deren Bezugssubstitutionen ebenfalls in den Eckpunkten
noch den Charakter algebraischer Funktionen besitzen. Bezeichnen wir allgemein
ein derartiges Triangelsystem als ein analytisches Triangelsystem algebraischen
Charakters, so ist wieder die Frage der Eckenbedingung fiir ein solches Triangel-
system aufzuwerfen. In dieser Beziechung werden wir unten (No. 36) den fol-
genden Satz beweisen, der insbesondere den Fall der von reguliren analytischen
Flidchen gebildeten Polyeder umfasst: Ist die Winkelsumme des Eckenzykels > o

' Wir werden spiiter sehen (No. 36), dass man immer auch die Eckpunkte einbeziehen kann,
sogar, wenn das Polyeder dort eine rdwmliche Spitze darbietet.
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und ist die Zykelsubstitution, die natiirlich nun auch im Eckpunkte O den Cha-
rakter einer algebraischen Funktion aufweist, eine solche der Form

"=z + Glieder hoherer Ordnung, (e == 0)

so ist die allgemeine Fckenbedingung erfilllt, der Zyklus also auf die Umgebung
eines Punktes abbildbar.! Ist aber die Winkelsumme gleich Null, so ist die Ecken-
bedingung erfiillt, wenn die Zykelsubstitution eine Entwicklung der Form hat

Z=z+ (1 +((0),

unter % einen rationalen Exponenten > 1 verstanden, unter {(0)) eine Entwicklung
algebraischen Charakters, die fiir z=o0 verschwindet, unter § schliesslich eine
Konstante, die der Bedingung geniigt

arg 8 == (1 —k) g, (mod ) 2

wobei ¢, das Argument der Tangentenrichtung ist, das man gerade hat, nachdem
man die Hcken des Zykels unter Verwendung der Bezugssubstitutionen zu einer
Ecke zusammengefiigt hat.

Eine besonders wichtige Gattung von Riemannschen Mannigfaltigkeiten bilden
die durch Fundamentalgruppen' definierten Fundamentalmannigfaltigkeiten, die wir
in der folgenden Nummer betrachten. Ihre besondere Wichtigkeit ergibt sich
aus dem spiter zu begriindenden Satz, dass jede Riemannsche Mannigfaltigkeit
einer und wesentlich nur einer Fundamentalmannigfaltigkeit dquivalent ist. Die
Fundamentalmannigfaltigkeiten sind darnach als die Normalformen der Riemann-
schen Mannigfaltickeiten unter Zugrundelegung unseres Aquivalenzbegriffs zu
betrachten.

32.  Fundamentalgruppen und Fundamentalmannigfaltigkesten. Als Funda-
mentalgruppen bezeichnen wir alle diejenigen Gruppen linearer Substitutionen
ohne infinitesimale Substitutionen, deren Substitutionen in ihrer Gesamtheit entweder
die ganze (-Ebene inkl. des Unendlichpunktes (elliptische Fundamentalgruppe) oder
die ganze [-Ebene exkl. des Unendlichpunktes (parabolische Fundamentalgruppen)
oder die Fliche des Einheitskreises | ;| < 1 (hyperbolische Fundamentalgruppen) in sich

transformieren und in den geunannten Grundbereschen keine Fixpunkte haben.

! Vgl. No. IIT der Serie »Abhandlungen»; s. § 10 ebenda, wo iibrigens die Potenzreihe
reguldr, nicht nur algebraischen Charakters angesetzt ist.
? 8. die geometrische Deutung pag. 137.
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Fassen wir eine einzelne Fundamentalgruppe ins Auge, so wird dieselbe
einem Punkte des zugehsrenden »Grundbereichs», ausser im Falle der allein von
der identischen Substitution gebildeten FEinheitsgruppe jedem Punkte des Grund-
bereichs unendlich viele mit ihm #quivalente Punkte zuordnen, die entsprechend
den verschiedenen Substitutionen der Gruppe ebenfalls alle voneinander verschie-
den sind. Ein so definiertes System dquivalenter Punkte definieren wir jetzt als
einen » Punkt> der durch die Fundamentalgruppe erklirten Riemannschen Man-
nigfaltigkeit, die wir ihrerseits jetzt als Fundamentalmannigfaltigkeit bezeich-
nen. Diese wird somit von der Gesamtheit aller verschiedenen in obiger Weise
erklirten »Punkte» gebildet. Dabei bleibt niher zu begriinden, dass Fundamen-
talmannigfaltigkeiten in der Tat Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind. Dazu
zeigen wir, dass sie auf lineare Triangelsysteme mit durchweg erfiillter Eckpunkt-
bedingung eineindeutig bezogen werden konnen, wobei itbrigens die in der [-Ebene
giiltige Winkelbestimmung massgebend bleiben soll.

Was zunichst die » Einheitsgruppe» anbelangt, so haben wir diese in drei-
facher Weise als Fundamentalgruppe zu betrachten, ndmlich als elliptesche, para-
bolische und hyperbolische Fundamentalgruppe. In jedem der genannten drei
Fille sind die zugeboérenden Grundbereiche selbst, nimlich die Vollebene, die im
Unendlichen punktierte Ebene, die Einheitskreisfliche, als die betreffenden, durch
die Einheitsgruppe definierten Fundamentalmannigfaltigkeiten zu betrachten.

Die von der Einheitsgruppe verschiedenen parabolischen IF'undamentalgruppen
werden bekanutlich von einer oder zwei unabhingigen Translationen erzeugt.
Die zugehorenden Fundamentalmannigfaltigkeiten werden in unmittelbar verstind-
licher Weise durch den beiderseits unendlichen rinderbezogenen Parallelstreifen
oder die rinderbezogene Parallelogrammpfliche der elliptischen Funktionen als ideale
Riemannsche Flichen vertreten. Der Parallelstreifen reprisentiert uns eine zwei-
fach zusammenhiingende, mit zwei parabolischen (s. No. 37) Offnungen versehene
Riemannsche Mannigfaltigkeit, das Parallelogramm eine geschlossene Riemannsche
Mannigfaltigkeit vom Geschlecht 1.

Wir gehen nunmehr zu den von der Einheitsgruppe verschiedenen hyper-
bolischen Iundamentalgruppen iber.*

Wir betrachten eine hyperbolische Fundamentalgruppe I', die endlich oder
unendlich viele Erzeugende haben kann. Wihlen wir innerhalb des Einheits-
kreises z. B. den Nullpunkt O, und suchen alle vermége der Substitutionen der

' FRICKE bedient sich in seinen »Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen»
zur Analyse der Fundamentalgruppen (»hyperbolische Rotationsgruppen») seiner »Normalpolygone».
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Gruppe I' mit ihm &quivalenten Bildpunkte auf, so erhalten wir ein Punktsystem
3(0,) von unendlich vielen Punkten, die wir mit O,, 0;, O,,... bezeichnen.
Keine zwei dieser Punkte konnen zusammenfallen, da sonst eine Substitution mit
Fixpunkten innerhalb des Einheitskreises in der Gruppe vorkommen wiirde, was
wir ausgeschlossen haben. Wir behaupten ferner, dass in jedem um- den Punkt
0, als Mittelpunkt gezogenen Kreise mit Radius ¢ < 1 nur endlich viele Punkte
des Systems liegen konnen. Giibe es nidmlich unendlich viele solche Punkte, so
wiirde es innerhalb dieses Kreises zwei Punkte des Systems, O, und O,, geben
von der Eigenschaft, dass erstens der Abstand dieser Punkte kleiner als eine
beliebig klein vorgegebene Grosse ist und dass zweitens korrespondierende in O,
und O, gewihlte Linienelemente beliebig kleine Winkel miteinander bilden. Die
O, in O, iberfithrende Substitution der Gruppe I" wiirde demgemiiss eine von der
identischen Substitution beliebig wenig abweichende Substitution liefern, entge-
gen der Definition der Fundamentalgruppen.

Durch die Operationen der Gruppe I' wird das Punktsystem 3(0,) lediglich
in sich transformiert. Die einzelne Substitution ist durch Angabe irgend zweier
Punkte des Systems 3(0,), die durch die betreffende Substitution in einander
ibergefiihrt werden, vollstindig bestimmt.

Die Betrachtung konnen wir, statt von dem Nullpunkte O, auszugehen, auch
anstellen, ausgebend von einem beliebigen inneren Punkte des Einheitskreises.
Wir finden so allgemein zu einem Punkte P, ein Punktsystem Z(P,).

Nunmehr sei K, eine ganz innerhalb des Einheitskreises enthaltene Kreis-
linie, welche die Peripherie des Einheitskreises auch nicht beriihren moge. Ver-
moge der Substitutionen der Gruppe I' gehort zu K, ein System 3 (K,) von unend-
lich vielen Kreisen innerhalb des Einheitskreises. Zu K, gehort ein »idealer
Mittelpunkt> M, von invarianter Bedeutung, ndmlich der innerhalb K, gelegene
Vereinigungspunkt des zu K, und dem Einheitskreise gehorenden Orthogonal:
kreisbiischels. Zum System 3(K,) gehort das System X (M,). Beachtet man dies
und beachtet man weiter, dass alle Kreise des Systems Z(K,) eine und dieselbe
Winkelinvariante 24 (vgl. Nr. 17) haben, so erkennt man leicht folgendes. Keine
zwei der Kreise des Systems 3(K) sind identisch; auch umschliesst niemals einer
derselben einen andern oder beriithrt ihn von innen; vielmehr schneiden sich je
zwei der Kreise entweder oder schliessen sich gegenseitig aus, wobei auch Be-
rithrung zugelassen ist. Zu jedem mit dem Einheitskreise konzentrischen Kreise
£ innerhalb des Hinheitskreises existieren nur endlich viele Kreise des Systems
3 (K,), deren Flichen mit der Fliche % einen Punkt gemeinschaftlich haben.
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Anders ausgedriickt: Die Kreise des Systems I (K,) hiufen sich nur gegen die
Peripherie des Einheitskreises hin; und zwar werden dabei ihre Durchmesser un-
endlich klein.

Die von allen Kreisflichen des Systems 3(K,) bedeckte Gesamtfliche §
innerhalb des Einheitskreises wird durch die Kreislinien des Systems 3 (K) in
bestimmter Weise parzelliert und zwar jede Kreisfliche des Systems in endlich
viele Parzellen, die alle einfach zusammenhingend sind. Durch die Substitutionen
der Gruppe I' wird das Parzellensystem von S jedesmal in sich selbst transfor-
miert, wobei niemals eine Parzelle in sich selbst iibergehen kann, ausser bei der
Anwendung der identischen Substitution. HEs gibt innerhalb X, endlich viele
unter einander nicht idquivalente Parzellen (Grundparzellen) von der Beschaffen-
heit, dass jede Parzelle von S einer und nur einer Grundparzelle dquivalent ist.

Die Grundparzellen kionnen wir, da sie im allgemeinen zunichst Kreisbogen-
polygone sein werden, offenbar durch Ziehen weiterer Kreisbogen triangulieren
und diese Triangulation auf das ganze System vermoge der Substitutionen der
Gruppe I iibertragen.

Um zu einem vollstindigen reprisentierenden System von Grundparzellen zu
gelangen, das fiir die ganze Fliche des Einheitskreises dasselbe leistet, was das
soeben gefundene Grundparzellensystem fiir S leistet, wihlen wir statt K, der
Reihe nach mit dem Einheitskreise konzentrische Kreise K@, KW K® . .. deren

Radien R,, Ry, R,,... wachsen und der Bedingung lim R,=1 geniigen. Das

n=x

System der Kreisflichen I(K©) bedeckt ein Gebiet S innerhalb des Einheits-
kreises, welches wir in triangulierter Gestalt erbalten. Entsprechend gewinnen
wir das Gebiet SV aus K!U; dasselbe enthilt das Gebiet S vollstindig. Wir
lassen nun S in Bezug auf die dort bereits gewonnene Triangulation ungestort
und fiigen diesem Gebiete jetzt das Gebiet (S —S®) in triangulierter Gestalt
hinzu, darnach das Gebiet S —SW in triangulierter Gestalt usw.

Das Ergebnis ist eine vollstindige Triangulierung der Fliche des Kinheits-
kreises, wie wir sie verlangen. Die Fliche des Einheitskreises ist mit einem zur
Fundamentalgruppe I' gehdrenden Diskontinuititsnetz itberzogen. Wir bekommen
im ganzen endlich oder unendlich viele untereinander nicht dquivalente Grund-
parzellen, deren Seiten durch Substitutionen der Gruppe I" gepaart sind und also
ein lineares Triangelsystem bilden. Hierbei ist die Eckenbedingung immer erfiillt,
da die Winkelsumme jedes Eckenzykels unmittelbar gleich 2 n ist, die den ein-
zelnen Eckenzykel zur Vereinigung auf die Umgebung eines Punktes bringenden

»Hilfstransformationen» kann man unmittelbar der Gruppe I' selbst entnehmen.
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Die erwidhnten Grundparzellen, die offenbar auf mannigfaltige Weise bestimmt
werden konnen, reprisentieren durch ihre Gesamtheit die durch die Fundamen-
talgruppe I definierte Fundamentalmannigfaltigkeit. Diese ist geschlbssen oder unge-
schiossen, je nachdem die Anzahl der Grundparzellen endlich oder unendlich gross ist.

Das System der Grundparzellen, das wir gefunden haben, braucht sich nicht
als ein zusammenhingendes Ganzes der unmittelbaren Anschaunung darzubieten.
Man kann aber ein solches zusammenhingendes Ganze leicht schaffen, indem
man sich nimlich die Fundamentalmannigfaltigkeit kanonisch aufgeschnitten
denkt, d. h. entweder durch 2p von einem Punkte O der Mannigfaltigkeit aus-
gehende Riickkehrschnitte, wenn nidmlich die Mannigfaltigkeit geschlossen ist,
oder, wenn sie offen ist, durch lauter getrennte Querschnitte, deren Anzahl end-
lich oder unendlich ist, je nachdem die Mannigfaltigkeit endliche oder unend-
liche Zusammenhangsordnung hat. Offenbar tibertragen sich die Betrachtungen
der No. 20 beziiglich gewdhnlicher Riemannscher Flichen ohne weiteres auch auf
unsere allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Die aufgeschnittene Mannigfaltigkeit, M, ist in beiden Fillen einfach zu-
sammenhiingend, und man kann daher ein Grundparzellensystem so auswihlen,
dass die Gesamtheit der Grundparzellen ein einfach zusammenhingendes Funda-
mentalpolygon mit bezogenen Rindern bildet, wobei die Randsubstitutionen Erzeu-
gende der Fundamentalgruppe I’ sind, die im Falle einer offenen Mannigfaltigkeit
unabhiingige Erzeugende sind, im Falle einer geschlossenen Mannigfaltigkeit je-
doch einer in bekannter Weise zu bildenden Relation unterworfen sind, die aus-
driickt, dass der Umlaufung des Punktes O in der Mannigfaltigkeit die identische
Substitution als dem Punkte O zugeordnete Zykelsubstitution entspricht.

33.  Aufstellung des Fundamentaltheorems der Theorie der Riemannschen Man-
nigfaltigheiten (erster Aquivalenzsatz) wnd zweier weiterer allgemeiner Aquivalenz-
theoreme. Nachdem wir in den vorhergehenden Nummern den Begriff und man-
nigfaltige Formen der Riemannschen Mannigfaltigkeiten kennen gelernt haben,
gehen wir nunmehr zur Aufstellung der Hauptsitze der allgemeinen Theorie iiber.
Wir stellen das Haupttheorem voran.

Pundamentaltheorem (erster Aquivalenzsatz): Jede Riemannsche Mannigfaltig-
keit ist einer und wesentlich nur einer Fundamentalmannigfaltigkeit dquivalent.
Zwei Fundamentalmannigfaltigkeiten werden dabei als nicht wesentlich verschie-
den dann und nur dann bezeichnet, wenn sie durch lineare Transformation der

sie definierenden Fundamentalgruppen ineinander iibergefithrt werden kénnen,
17 — 26404, Acta mathematica. 50. Imprimé le 11 juin 1927,
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Den allgemeinen Beweis des Fundamentaltheorems werden wir spiter er-
bringen. Hingegen konnen wir sofort die Unitidtsbehauptung desselben beweisen.
Denken wir in der Tat zwei Fundamentalmannigfaltigkeiten gegeben, die in ein-
eindeutige konforme Beziehung gesetzt seien, so stellt sich diese konforme Be-
ziehung offenbar als eine von beiden Seiten regulire konforme Abbildung der
einfach zusammenhingenden Uberlagerungsmannigfaltigkeit, mithin der Diskonti-
nuititsgebiete, d. i. der Grundbereiche (Vollebene, punktierte Ebene, Kreisfliiche)
dar. Diese Beziehung der Grundbereiche ist somit eine eineindeutige. Als solche
muss sie aber durch eine lineare Transformation vermittelt werden.

Fiir jede gegebene Riemannsche Mannigfaltigkeit kommt hiernach nur eine
von den drei Moglichkeiten (elliptischer, parabolischer, hyperbolischer Fall) in
Betracht. Jenachdem welcher der genannten Fiille eintritt, nennen wir die Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit elliptisch, parabolisch, hyperbolisch. Nach den Entwick-
lungen der No. 19 koénnen wir, wie fiir Riemannsche Flichen, so auch nunmehr
fir Riemannsche Mannigfaltigkeiten das Fundamentaltheorem niher priizisieren.
Denn zuniichst bemerken wir leicht, dass die Herstellung einer Aquivalenzbeziehung
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M und einer Fundamentalmannigfaltigkeit
in der Tat nichts andres bedeutet als die Aufstellung einer relativ unverzweigten
Funktion »{ uber M>, welche die zu M gehorende einfach zusammenhingende
von relativen Windungspunkten freie Uberlagerungsmannigfaltigkeit M=) auf eines
der drei Gebiete (Vollebene, punktierte Ebene, Kreisfliche) abbildet. Wir kommen
also zu folgender Formulierung.

Priizisere Formulierung des Fundamentaltheorems: Eine geschlossene Riemann-
sche Mannigfaltigkeit ist, je nachdem ihr Geschlecht p gleich o, 1 oder = 2 ist,
der elliptischen, einer parabolischen oder hyperbolischen Fundamentalmannigfal-
tigkeit #quivalent. Ist sie offen und einfach zusammenhiingend, so ist sie ent-
weder dem parabolischen oder dem hyperbolischen Grundbereich direkt iliqui-
valent. Ist ihre Zusammenhangsordnung gleich 2, so ist sie entweder der para-
bolischen offenen Fundamentalmannigfaltigkeit (»bezogener Parallelstreifen») oder
einer hyperbolischen Fundamentalmannigfaltigkeit (»bezogener Halbstreifen» oder
»bezogener Halbring») dquivalent, Ist schliesslich die Zusammenhangsordnung
=3, so ist sie stets einer hyperbolischen Fundamentalmannigfaltigkeit #qui-
valent. (Anmerkung: Als »bezogenen Halbstreifen» bezeichnen wir hierbei den
zu einer von einer einzigen parabolischen Erzeugenden erzeugten hyperbo-
lischen Fundamentalgruppe gehérenden Fundamentalbereich, als »bezogenen Halb-

ring> den zu einer von einer einzigen hyperbolischen Erzeugenden erzeugten
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hyperbolischen Fundamentalgruppe gelidrenden Fundamentalbereich. ILisst man
an Stelle des Finheitskreises die obere Halbebene treten, so konnen die erwithnten
beiden speziellen Fundamientalbereiche offenbar in der Form als Halbstreifen bzw.
als Halbring angenommen werden.)

Neben das Fundamentaltheorem als ersten und in gewisser Weise wichtig-
sten Aquivalenzsatz stellen wir zwei weitere Aquivalenzsitze von allgemeiner
Bedeutung:

Zuweiter Aquivalenzsatz: Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit ist einer gewohn-
lichen Riemannschen Fliche F' dquivalent, d. h. einer Riemannschen Fliche, die
nicht nur eine ideale Riemannsche Fliche ist.

Dritter Aquivalenzsatz: Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit ist einem analy-
tischen Gebilde dquivalent.

Wir bemerken sofort, dass der vollstindige Beweis aller drei Aquivalenz-
theoreme von uns gefithrt ist, wenn es gelungen ist, das Fundamentaltheorem
(erster ‘Aquivalenzsatz) zu beweisen, da wir von da aus durch Bildung von Quo-
tienten Poincaréscher Reihen ohne vs{eiteres zu einer zur gewonnenen Fundamen-
talgruppe gehdrenden automorphen Funktion iibergehen kénnen. Diese automorphe
Funktion vermittelt den Ubergang von der Fundamentalmannigfaltigkeit zu einer
dquivalenten gewdhnlichen Riemannschen Fliche. Zu dieser Fiidche aber haben
wir gelernt, eine eigentlich zugehorende analytische Funktion, mithin ein mit ihr

aquivalentes analytisches Gebilde zu konstruieren.

34. Beweis des Iundamentaltheorems fiir ideale Riemannsche Fldchen mit
linearen Bezugssubstitutionen. Anwendung auf die ebenflichig oder kugelflichig
begrenzten Polyeder. Fiir unsre folgende Beweisfilhrung macht es einen wesent-
lichen Unterschied aus, ob die gegebene Riemannsche Manuigfaltigkeit, die wir
uns unter dem Bilde der allgemeinen idealen Riemannschen Fliche vorstellen
diirfen, als ideale Riemannsche Fliche mit lauter lihedren Bezugssubstitutionen
oder als ideale Riemannsche Fliche mit allgemeinen analytischen Bezugssubstitu-
tionen gegeben ist. Im ersten Falle kénnen wir sie durch ein lineares Triangel-
system ersetzt denken, im zweiten Falle dureh ein analytisches Triangelsystem, in
beiden Fillen konnen wir dabei die Eckenbedingung als erfillt ansehen,

Wir betrachten zunichst den Fall des lnearen Triangelsystems, das wir
uns beliebig gegeben denken. Denken wir uns siimtliche Triangeleckpunkte von
der Mannigfaltigkeit M ausgenommen, d. h., kénnen wir auch sagen, denken wir
uns die Mannigfaltigkeit M in den Triangeleckpunkten der endlichen Eckenzykeln



132 Paul Koebe.

punktiert, so entsteht ein Mannigfaltigkeit M’, deren einfach zusammenhingende
Uberlagerungsmannigfaltigkeit M'(*) durch relationenfreie ideale Zusammenfiigung
der Dreiecksfliichen, deren jedes dabei in unendlich vielen Exemplaren verfiigbar
zu denken ist, konstruiert werden kann. Diese Mannigfaltigkeit M'(®) ist, da alle
Bezugssubstitutionen linear, mithin ausfiihrbar sind, unmittelbar als gewohnliche Rie-
mannsche Fliche darstellbar. Diese Riemannsche Fliche isteinfach zusammenhiingend
und hat iibrigens keine inneren Windungspunkte. Wir sind daher in der Lage,
diese Fliche nach den Entwicklungen des vorigen Teils eineindeutig konform auf
die Fliche eines Grundbereichs, im allgemeinen des Einheitskreises abzubilden.
Die Abbildungsfunktion ist eine Grosse, die wir gemiss friiher gebrauchten Be-
zeichnungen zweckmiissig als die Funktion f; bezeichnen. Der Ubergang von der
Grosse £, zur eigentlich zu bestimmenden Grésse { vollzieht sich wieder nach der
Methode der unendlichen Produkte nach Analogie fritherer Entwicklungen.

Als Anwendung der vorhergehenden Entwicklung finden wir den Satz, dass
jedes geschlossene zweiseitige ebenflichige oder kugelfidchige Polyeder eineindeutig
konform auf eine geschlossene Riemannsche Fliche abgebildet werden kann.
Insbesondere ergibt sich fiir ein einfach zusammenhéngendes geschlossenes Polyeder
der Satz, dass ein solches eineindeutig konform auf die volle Oberfliche einer
Kugel abgebildet werden kann.

35. Beweis des Fundamentaltheorems fiir beliebig gegebene Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten. Nunmehr legen wir eine beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeit
M in Gestalt eines analytischen Triangelsystems mit nur endlichen Eckenzykeln
und durchweg erfiillter Eckenbedingung (allgemeine triangulierte ideale Riemann-
sche Fliche) zugrunde. Wir konnen das analytische Triangelsystem auf mannig-
faltige Weise durch ein anderes solches System ersetzen. Insbesondere kénnen
wir durch Neuparzellierung und geniigend weit getriebene Unterteilung erreichen,
dass die einzelnen Dreiecke, die wir selbstverstindlich ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit der Untersuchung alle im Endlichen liegend annehmen diirfen, von
gewohnlichen reguliren analytischen Linienstiicken begrenzt sind, die noch in
ihren Endpunkten regulir sind, die ferner die Eigenschaft haben, dass der Uber-
gang von einem solchen Linienstiick A zu einer Strecke i, der Achse des Reellen
durch eine einzige fiir das ganze Linienstiick A giiltige Potenzreihe bewirkt werden
kann. Die Strecke i, kénnen wir ausserdem so wihlen, dass sie einschliesslich
ihrer Endpunkte auf der positiven Hilfte der Achse des Reellen liegt. Bezeichnen

wir die A in 2, iiberfithrende Transformation mit z,(z), so konnen wir nunmehr
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offenbar eine Potenz 2% = 2, mit ganzzahligem Exponenten bilden, durch die be-
wirkt wird, dass einer gewissen schmalen Umgebung U des Linienstiickes 1, der
in 2z, eine Umgebung U, des Linienstiickes 4, entspricht, in z, eine Umgebung
U, von A, entspricht, welche die Kreisfliche mit 4, als Durchmesser enthélt. Den
Umgebungen U, U,, U, entspricht vermdge der zu 4 gehorenden Bezugssubstitution
2 (¢) eine Umgebung U’ des zugeordneten reguliren Linienstiickes 2. Wir be-
merken, da jetzt die Ubergiinge von 2 zu 2,, von 2, zu 2, von 2, zu 2’ alle durch
je eine gewohnliche Potenzreihe bewirkt werden, dass jetzt die Funktion 2’ (2) in
. einer geniigend schmal definierten Umgebung U von 4 mit beliebiger Genauigkeit
gleichmissiec durch ganze rationale Niherungsfunktionen, die sich aus der Zu-
sammensetzung ergeben, approximiert werden kann.

Nunmehr nehmen wir aus M die Eckpunkte der Dreiecke aus, wodurch aus
M eine Mannigfaltigkeit M’ entsteht, die wir ohne weiteres als eine ideale Rie-
mannsche Fliche ansprechen diirfen, Die zu M’ gehorende Uniformisierende ohne
Relativverzweigung werde mit §, bezeichnet. Auf Grund wiederholt angewandter
Beweisprinzipien geniigt es, diese Grosse §; zu konstruieren, da der Ubergang
von §, zur unverzweigten Variabeln { der Mannigfaltigkeit M vermittelst unend-
licher Produkte wie friiher geleistet werden kann. Die Grosse {, bildet die ein-
fach zusammenhingende Uberlagerungsmannigfaltigkeit M), die uns an Hand des
gegebenen Triangelsystems unmittelbar als ideale Riemannsche Fliiche mitgegeben
ist, auf die schlichte einfach zusammenhingende Kinheitskreisfiiche ab. Es ist
jetzt offenbar nicht méoglich, die Mannigfaltigkeit M) wie im linearen Falle,
direkt durch eine gewGhnliche Riemannsche Fliche zu reprisentieren, weil die
analytischen Bezugssubstitutionen nicht in dem Umfange ausfithrbar sind, wie
das zur sukzessiven effektiven Nebeneinanderlagerung der Dreiecksflichen erfor-
derlich ist.

Die eineindeutige Abbildung der M'®) auf eine schlichte Kreisfliche ist
jedoch auf Grund uns geliufig gewordener Konvergenzbeweisprinzipien dann als
moglich erwiesen, wenn es gelingt, einen beliebig umfassenden einfach-zusammen-
hingenden Teilbereich der M'(*) auf ein schlichtes einfach zusammenhingendes
Gebiet abzubilden. Einen solchen Teilbereich definieren wir nun folgendermassen:
Wir schneiden aus den Dreiecken des M definierenden Triangelsystems die Ecken-
zipfel in der Weise aus, dass die abtrennenden Linien sich auf der Mannigfaltig-
keit M entsprechend den Eckenzykeln zu geschlossenen Linienzykeln vereinigen.
Die Dreiecksflichen werden dadurch zu Sechseckflichen, die immer von sechs
reguliiren analytischen Linienstiicken begrenzt sind. Denken wir uns jetzt eine



134 Paul Koebe.

endliche Anzahl auf der M'(®) miteinander zusammenhingender solcher Sechseck-
flichen gewihlt, so haben wir offenbar einen N#herungsbereich, wie wir ihn
brauchen. Dieser Niherungsbereich bildet auf der M’} ein von endlich vielen
reguliren Linienteilen begrenztes Polygon, das in ebenfalls von reguliren Linien
begrenzte Sechseckflichen zerlegt erscheint. Nimmt man an, dass fiir ein solches
Polygon eine mit EHinschluss des Randes regulire eineindeutige Abbildung auf
ein schlichtes Polygon gelungen sei, wie das fiir das einzelne Sechseck unmittelbar
der Fall ist, so wird man vor die Frage gestellt, ob es moglich ist, den durch
Anschluss eines weiteren Sechsecks erweiterten idealen Polygonbereich ebenfalls
auf ein schlichtes Gebiet abzubilden. Das bedeutet, dass man folgende Aufgabe
zu losen hat.

Aufgabe: Gegeben ist ein schlichter von regulidren Linienstiicken begrenzter
Polygonbereich P’, ferner ein ebensolcher zweiter Polygonbereich P (z. B. ein
Sechseck). Durch eine regulire Potenzreihe ist eine Seite 4 von P auf eine A’
von P’ bezogen unter Beachtung der Orientierungsbedingung. Es soll in P und
in P’ je eine mit Einschluss des Randes regulire Funktion konstruiert werden,
so dass die beiden Funktionen in korrespondierenden Randpunkten dieselben
Werte annehmen und dass die beiden Polygone durch die beiden Funktionen auf
zwei ebene schlichte Polygonflichen abgebildet werden, die zusammen einen ein-
zigen schlichten Polygonbereich bilden.

Wir fassen zwecks Losung dieser Aufgabe die Bereiche P und P’ als innere
Teile von einfach zusammenhiingenden Gebieten B und B’ auf, deren Begrenzungs-
linien L und L’ genannt sein. Die Linien L und L" mégen die bezogenen Linien
A und 2’ unter Winkeln treffen, die von einem rechten verschieden sind. Ferner
mogen die Linien L und L’ auf der den Bereichen P und P’ abgewandten Seite
der Linien A bzw. X" in hinreichender Nihe der Linien A bzw. 4" verlaufen, indem
sie auf dieser Seite nur spitze Winkel mit A bzw. /' bilden. Ersetzen wir nun-
mehr die Bezugssubstitution duorch eine aus der definierenden Potenzreihe zu
entnehmende ganze rationale Niherungssubstitution, so konnen wir mit Hilfe
dieser den Bereich B als Ganzes iibertragen. In der Ubertragung ergibt sich
als Bild von B ein Bereich B”, der mit B’ eine Zweieckfliche gemeinschaftlich
hat, in der wir uns die Flichen B’ und B’ zusammenhiingend denken konnen.
Die Vereinigung der Flichen B’ und B” liefert uns eine Fliche B, die ein ge-
wohnliches einfach zusammenhingendes Riemannsches Flichenstiick ist, das jedoch
im allgemeinen nicht schlicht zu sein braucht. Dieses Flichenstiick konnen wir

- aber, weil es ein gewoéhnliches Riemannsches Flichenstiick ist, einer schlichten
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Abbildung unterwerfen. Insbesondere konnen wir eine solche Abbildungsfunktion

definieren, die in einem festen Punkte O’ (¢'=¢,") des Bereichs B’ unendlich wird wie

?I;—, + ((0)). Die Funktion, soweit sie in B’ erklirt ist, werde mit ¢ (¢'), soweit
7o

sie in B” erklirt ist, mit v (¢') bezeichnet. Letztere liefert in der Ubertragung
auf B eine Funktion y (z).

Die Funktionen ¢, 1, 3 hingen von der Wahl der ganzen rationalen Nihe-
rungssubstitution ab. Alle diese Funktionen sind, nachdem man den Punkt O’
mit einer kleinen etwa kreisformigen Umgebung ausgenommen hat, beschrinkt.
(Hilfssatz VI.) Demnach kann man eine immer genauere Niherungssubstitutionen
beniitzende gleichmissig konvergente Folge zunichst der ¢ auswiihlen. Die ent-
sprechende Folge der x ist dann offenbar in einem zweidimensionalen Stiick
des Bereichs B, daher innerhalb B iiberhaupt gleichmiissig konvergent.

Die Grenzfunktionen der ¢ und der y haben nun offenbar die verlangten
Eigenschaften mit der unwesentlichen Abweichung, dass eine der Funktionen eine
Unendlichkeitsstelle erster Ordnung hat. Der Umstand, dass das erwihnte ge-
meinschaftliche Zweieck der Bereiche B’ und B” mit der Wahl der Niherungs-
substitutionen sich #ndert, ist offenbar fir unsre Beweisfithrung nicht hinderlich.

Man kann somit auch die ganze M'(*) auf einen schlichten einfach-zusam-
menhiingenden Bereich, also auch auf einen Grundbereich abbilden. Dieser Grund-
bereich kann nur die Fliche des Einheitskreises sein, weil M’ offenbar unendlich
hohe Zusammenhangsordnung hat.

Der Nachweis des Fundamentalsatzes der Theorie der Riemannschen Mannig-
faltigkeiten nahm seinen Durchgang durch den Beweis eines Satzes, den wir als
den allgemeinen Fundamentalsatz der konformen Abbildung bezeichnen, nimlich
den Satz, dass man jede einfach zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit
eineindeutig konform entweder auf die Vollebene oder auf die punktierte Ebene
oder auf eine gewoOhnliche Kreisfliche abbilden kann, eine Abbildung, die in jedemn
Falle bis auf eine lineare Transformation vollig bestimmt ist.

Hat man eine zweifach zusammenhdingende Riemannsche Mannigfaltigkett, so
ergibt sich zuniichst eine Beziehung derselben auf eine Fundamentalmannigfaltig-
keit, deren. Gruppe nur von einer Erzeugenden gebildet wird. D. h., die Mannig-
faltigkeit ist eineindeutig beziehbar entweder auf den Parallelstreifen mit para-
bolischer = Ridnderbezichung. oder auf den Halbstreifen mit parabolischer Rinder-
beziehung oder auf einen Halbring mit hyperbolischer Riinderbeziehung. Von

diesen: Bereichen aus gelangt man durch Anwendung einer Exponentialfunktion,



136 Paul Koebe.

bzw. einer Potenz mit rein imaginirem Exponenten, je nachdem zur doppelt punk-
tierten Ebene oder einfach punktierten Kreisfliche oder Kreisringfliche als den
eineindeutigen Bildern der gegebenen zweifach zusammenhingenden Mannig-
faltigkeit.

36.  Analytisch begrenzte Polyeder wund Eckenbedingung bei analytischen Tri-
angelsystemen. Wir haben in Nr. 31 bereits solche Polyeder erwihnt, die von
lauter reguliren analytischen Flichenstiicken gebildet werden. Betrachten wir
jetzt, um die Vorstellung zu fixieren, insbesondere ein geschlossenes zweiseitiges
Polyeder, das von endlich vielen solchen Flichenstiicken gebildet wird. Die
Kanten eines solchen Polyeders werden, sofern sich die Flichen immer unter von
0 und = verschiedenen Winkeln treffen, regulidre analytische Linien auf den regu-
liren Seitenfliichen der Polyeder sein, wobei die Regularitit auch noch in den
Eckpunkten des Polyeders besteht. Wenn jedoch zwei der Seitenfiichen eine
Kante bildend sich berithren, so kénnen auch solche Punkte vorkommen, wo die
Kante eine Kurve wird, die in einzelnen Punkten, insbesondere in den Eckpunkten
nur den allgemeineren Charakter einer algebraischen Kurve besitzt. Ks kann
ferner die besonders zu erwihnende Moglichkeit vorliegen, dass die in einem Eck-
punkte des betr. Polyeders gebildete korperliche Ecke den Charakter einer Spitze
darbietet.

Nimmt man nun alle kritischen Punkte von der Polyederfliche zunichst aus,
was im Ganzen nur endlich viele Punkte sind, so ergibt sich eine Fliche mit
euklidischen Punktierungen, die als solche eine unsern Methoden ohne weiteres
zugingliche Riemannsche Mannigfaltigkeit darstellt, wenn der euklidische Winkel-
begriff auf der Fliche fir den Konformititsbegriff der Mannigfaltigkeit zugrunde
gelegt wird. Die Hauptfrage, die zu erledigen bleibt, ist nur die, ob die Um-
gebung jedes kritischen Punktes eineindeutig konform auf die schlichte Umgebung
eines Punktes O der z-Ebene abgebildet werden kann. Dies ist in der Tat immer
der Fall.

Wir kénnen die Heke, fiir welche wir die Untersuchung machen wollen,
lings einer ihrer Kanten vom Eckpunkte her aufgeschnitten denken. Durch re-
gulire Ubertragung der einzelnen Seitenflichen auf die z-Ebene sind wir offenbar
in der Lage, die aufgeschnittene FEcke auf eine von zwei Kurvenstiicken alge-
braischen Charakters im Punkte O gebildete ebene Ecke abzubilden, wobei sich
eine Rinderzuordnung z'(z) von algebraischem Charakter im Punkte O ergibt.
Sind nun zunichst die Kantenwinkel in den einzelnen Flichen der kérperlichen
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Ecke nicht siimtlich o, so ergibt sich in der z-Ebene eine Ecke mit einem eben-
falls von o verschiedenen Winkel, der gleich der Winkelsumme jener Kanten-
winkel ist. Ferner bemerkt man sofort, dass die in der Ebene sich einstellende
Bezugssubstitution eine solehe ist, deren Entwicklung nach Potenzen einer Wurzel-
grosse fortschreitet und in der Gestalt

4

Zd=az(1+¢)

geschrieben werden kann, wobei |e¢|=1 ist, d. h. ¢=cosi+¢ sini, wihrend &
eine bei Anniherung an den Eckpunkt selbst unendlich klein werdende Grosse
bezeichnet. Haben andrerseits die an einer Hcke beteiligten oben erwihnten
Kantenwinkel simtlich die Offnung o, so hat auch der Winkel der ebenen Ecke
die Offnung o, Man kann dann um den riumlichen Eckpunkt als Mittelpunkt
eine Kugelfliiche von beliebig kleinem Radius beschreiben, die auf der Oberfliche
des Polyeders eine geschlossene Linie ausschneidet, welche die Kanten unter Winkeln
der Gestalt /2 (1 +¢") schneide, wobei ¢ eine Grosse bezeichnet, die unter jede
Grenze herabsinkt, wenn man den erwihnten Kugelradius unendlich klein werden
lisst. Hieraus ergibt sich nun, dass in der ebenen Ecke, die jetzt die Gestalt
einer Spitze hat, die geradlinigen Verbindungsstrecken zugeordneter Punkte die
Tangenten der ebenen Ecke unter Winkeln von der Grosse 7/z({1+¢&") treffen.
Dies bedeutet, dass die Bezugssubstitution die Form hat

d=z+82*(1+((0))),
wobei insbesondere

arg B=(1—k) goo—k;—r (mod. )

ist; vgl. No. 31,

In allen Fillen ordnen sich die von den Polyedern her in der geschilderten
Weise gewonnenen ebenen Ecken den allgemeineren rinderbezognen Ecken unter,
die wir in Nr. 31 definiert haben. Letztere sind insofern allgemeiner, als einer-
seits im Falle eines von o verschiedenen Eckenwinkels der Koeffizient ¢ nur von o
verschieden angenommen wird, also nicht notwendig den absoluten Betrag 1 zu
haben braucht, andrerseits im Falle der Spitze (Eckenwinkel o) die Rénderzu-
ordnung fiir den Koeffizienten 8 einen weiteren Spielraum lidsst. Die geometrische
Bedeutung der fiir § in Nr. 31 angegebenen Bedingung ist, dass die Verbindungs-
strecke zugeordneter Randpunkte eine Richtung hat, die in der Grenze, wenn

niimlich die zugeordneten Punkte an den Eckpunkt selbst heranriicken, von der
18 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 11 juin 1927.
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Tangentenrichtung der Spitze im Eckpunkte und ihrer Gegenrichtung verschie-
den ist.

Um nun fiir die betrachteten allgemeinen ebenen Ecken den Nachweis zu
fithren, dass die betreffenden Flichenzipfel auf die Umgebung eines Punktes ein-
eindeutig konform iibertragen werden konnen, treffen wir fir den Fall, dass der

Eckenwinkel =:/2 ist, eine Vorbereitung mittels einer ]n/-Transformation der
Ecke. Indem man nidmlich den Exponenten n dieser Transformation geniigend
gross ganzzahh'g wihlt, erreicht man, dass die neue Ecke eine solche ist, deren
Winkelsumme < 7z/2 ist.

Wir verbinden nun zugeordnete Randpunkte der Ecke durch eine gradlinige
Strecke s, die offenbar durch den Zipfel der Ecke hindurchgeht. Ferner ziehen
wir zwei weitere Strecken s, und s, zwischen Paaren zugeordneter Punkte
zur einen und andern Seite der Strecke s. Wir treffen die Wahl der Strecken
8; und s, genauer so, dass die Anfangspunkte der Strecken s; und s, von dem
Anfangspunkte der Strecke s einen zur Linge der Strecke s in festem Verhiltnis
stehenden Abstand haben, wenn wir uns im folgenden vorstellen, dass die Strecke
s unendlich viele verschiedene Lagen annimmt, bei denen sie sich dem Eckpunkte
O unbegrenzt nihert.

Auf das zwischen s, und s, liegende Stiick S des Eckenzipfels konnen wir
die Bezugstransformation der Ecke zur Anwendung bringen und ihre Inverse.
Dadurch werden dem Flichenstiick S zwei weitere Flichenstiicke S" und S, schlicht
nebengelagert, jedenfalls sofern wir uns in geniigender Nihe des Punktes O be-
finden. Nunmehr bemerke man, dass die von drei Vierecken S, S, S, gebildete
Figur einschliesslich der fiir zwei gegeniiberliegende Seiten von S bestehenden
Bezugstransformation gestaltlich in eine ganz bestimmte Grenzfigur iibergeht.
Dies ist genauer so zu verstehen: Wir denken uns die erwihnte Figur fiir jede
Lage von S so vergrossert, dass der Strecke s eine feste endliche Strecke s* der
Ebene entspricht. Dann findet sich als Grenzfigur im Falle eines von o verschie-
denen Eckenwinkels eine von drei Paralleltrapezen 7', T, T, gebildete Grenzfigur,
wobei 7' und T, aus T bei zweckmissiger Wahl der Strecke s* durch die Ahn-

lichkeitstransformationen z'=«a z und z':(z; entstehen. Im Falle eines Eckenwin-

kels der Offnung o andrerseits ergibt sich in der Grenze eine von drei Paral-
lelogrammen P, P, P, gebildete Figur, wobei P’ und P, aus P durch Parallel-

verschiebungen &=z + 2 v entstehen.
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Der zu untersuchende Eckenzipfel ist nach Ausnahme des Eckpunktes selbst
ein zweifach zusammenhingender Bereich, der somit eineindeutig konform auf
die Fliche eines allgemeinen Kreisringes bezogen werden kann. Zu beweisen ist,
dass der dem Eckpunkte zugewandte Teil des Zipfels sich dabei auf die Umge-
bung eines Punktes abbilden muss, also nicht auf die Umgebung eines wirklichen
Kreises K.

Nehmen wir an, dass wir die Umgebung eines Kreises K bekimen, so kdnnen
wir in folgender Weise einen Widerspruch herleiten. Wir wiihlen eine Folge
von Linien s, die gegen den Punkt O konvergiert. All diesen Linien entsprechen
in der Kreisringebene geschlossene Linien, die die Kreislinie K einfach um-
schlingen. Betrachten wir nun die fiir die Fliche S+ 8"+ 8, erklirte Abbildungs-
funktion in Abhingigkeit von der durch die oben geschilderte Vergrosserung ge-
wonnenen Variablen, so tritt an Stelle der einen Abbildungsfunktion zwischen
Heke und Kreisring nunmehr eine unendliche Folge von Abbildungsfunktionen.
Diese Folge ist jedoch beschrinkt, und folglich kann man eine gleichmissig kon-
vergente Folge auswihlen.

Die Grenzfunktion dieser Folge miisste nun offenbar eine Abbildung der
Grenzfigur auf ein (Gebiet leisten, das die Kreislinie K umschlingt. Aus diesem
Grunde kann die Grenzfunktion keine Konstante sein. Andrerseits konnen .die
Werte, welche die Grenzfunktion in der Grenzfigur annimmt, nur solche von einem
festen absoluten Betrage sein, weil ndmlich ihre reprétsentiérenden Bildpunkte
notwendig in unendlicher Nihe, mithin auf dém Kreise K selbst liegen miissten.
Das ist ein Widerspruch.

Damit ist der verlangte Nachweis der Eckenabbildung und zugleich der
Nachweis der Abbildung beliebiger von endlich vielen reguliren analytischen
Flichen gebildeter geschlossener zweiseitiger Polyeder auf eine geschlossene Rie-
mannsche Fliache erbracht.

37. Besondere Betrachtungen betreffend die offenen hyperbolischen Riemannschen
Mannigfaltigheiten endlichen Zusammenhanges und die zugehirenden hyperbolischen
Fundamentalgruppen. Ist eine offene hyperbolische Riemannsche Mannigfaltigkeit
endlichen Zusammenhanges! gegeben, so kénnen die einzelnen »Offnungsstiicke>
(s. pag. 97) dieser Mannigfaltigkeit entweder auf die schlichte Umgebung eines

! Es gibt nur zwei offene nichthyperbolische, nimlich parabolische Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten, deren eine durch den »bezogenen Parallelstreifen» bzw. die zweifach punktierte Kugel
reprisentiert wird, wihrend die andere durch die einfach punktierte Kugel dargestellt wird.
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Punktes O oder auf die schlichte iussere Umgebung des FEinheitskreises K
abgebildet werden. Im ersten Falle reden wir von einer parabolischen Offnung,
im zweiten Falle von einer hyperbolischen Offnung der Mannigfaltigkeit. Eine und
dieselbe Mannigfaltigkeit kann natiirlich Offnungen beiderlei Art darbieten. Bei
einer parabolischen Offnung kénnen wir nunmehr offenbar die betreffende durch
Abbildung gewonnene Umgebung des Punktes O durch den Punkt O selbst ab-
schliessen. Wir denken uns dies fiir alle einzelnen parabolischen Offnungen aus-
gefiihrt. Andrerseits konnen wir einer hyperbolischen Offnung entsprechend je-
desmal die Kreislinie K hinzunehmen. Dementsprechend kénnen wir zunichst
eine Neutriangulation der so erweiterten Mannigfaltigkeit ausfithren, die den
Punkt O jedesmal als inneren Punkt erscheinen lisst und die ferner unmittelbar
mit endlich vielen Triangeln jedesmal die dussere Umgebung des Kreises K und
diesen selbst unter Ausschluss seiner inneren Punkte erfasst.

Die Punkte des Kreises K sind dadurch allerdings noch nicht innere Punkte
der neuen Mannigfaltigkeit geworden. Sie werden es aber, wenn man nunmehr
das gewonnene die Mannigfaltigkeit definierende Triangelsystem mit seinen Sub-
stitutionen in Bezug auf die Kreislinie K symmetrisch reproduziert. Dadurch ist
offenbar eine in symmetrischer Weise triangulierte symmetrische geschlossene
Riemannsche Mannigfaltigkeit entstanden, die durch die Symmetrielinien K in
zwei voneinander in der Idee getrennte Mannigfaltigkeitshilften zerlegt erscheint
(orthosymmetrische Mannigfaltigheit).

Hat nun die urspriingliche Mannigfaltigkeit nur parabolische Offnungen, so
kann sie nach dem Vorstehenden als Punktierungsresultat einer geschlossenen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit angesehen werden. Darnach ist sie einer punktierten
Riemannschen Fliche dquivalent oder, wenn wir wollen, einem punktierten alge-
braischen Gebilde.

Besitzt zweitens die Mannigfaltigkeit nur hyperbolische Offnungen, so er-
scheint sie nach Vorstehendem als die eine Hiilfte einer symmetrischen geschlosse-
nen Riemannschen Mannigfaltigkeit. Diese symmetrische Riemannsche Mannig-
faltigkeit kann zuniichst auf eine geschlossene Riemannsche Fliche eineindeutig
abgebildet werden. Der zu dieser Fliche gehérende Funktionenkorper gestattet
dann auf Grund der bestehenden Symmetrie eine Funktion » des Korpers aus-
zuwithlen, die auf den Symmetrielinien reell ist und daher eine Abbildung der
Mannigfaltigkeit auf eine in Bezug auf die Achse des Reellen symmetrische
(orthosymmetrische) Riemannsche Fliche F; bewirkt, deren der betrachteten Sym-
metrie entsprechende Symmetrielinien geschlossene iiber der Achse des Reellen



Allgemeine Theorie der Riemannschen Mannigfaltigkeiten. 141

verlaufende Ziige sind. Diese Ziige zerlegen die F; in zwei zueinander symme-
trische getrennte Hilften, deren eine, f;, bei Ausschluss ihrer Berandung das
eineindeutige Abbild der betrachteten Riemannschen Mannigfaltigkeit mit lauter
hyperbolischen Offnungen ist.

Man kann aber weiter zu der betrachteten reellen Funktion « eine zweite
Funktion v aus dem Funktionenkérper leicht entnehmen, die auf den betrachteten
Symmetrielinien ebenfalls reell ist, und die mit % zusammen eine reelle algebra-
ische Kurve (u, v) liefert die, komplex verstanden, durch ihre reellen Ziige in zwei
zueinander symmetrische Hilften zerlegt wird, deren eine das eineindeutige Bild
der zugrunde gelegten Mannigfaltigkeit ist.

Haben wir drittens eine Mannigfaltigkeit endlichen Zusammenhanges, die
sowohl hyperbolische wie parabolische Offnungen besitzt, so ergibt sich ebenfalls
sofort die Ubertragung auf die eine Hilfte einer orthosymmetrischen Riemann-
schen Fliche Iy bzw. die eine Hilfte einer in ihrer komplexen Ausdehnung ge-
nommenen reellen algebraischen Kurve. Aber jetzt ist die F, bzw. die komplexe
Kurve mit symmetrisch angeordneten Punktierungen versehen zu denken, von
denen die der einen Hilfte des Gebildes angehorenden den parabolischen Off-
nungen der Mannigfaltigkeit direkt entsprechen.

Je nachdem eine hyperbolische Mannigfaltigkeit endlichen Zusammenhanges
nur parabolische Offnungen oder auch hyperbolische Offnungen besitzt, nennen
wir die Mannigfaltigkeit eine hyperbolische Mannigfaltigkeit des zwezten oder dritien
Typus. (Als hyperbolische Mannigfaltigkeiten des ersten Typus bezeichnen wir
die geschlossenen hyperbolischen Mannigfaltigkeiten, d. s. die geschlossenen Man-
nigfaltigkeiten vom Geschlecht p=2; s. auch No. 38.)

Es ist wichtig, sich klar zu machen, wie der Typus sich in der zur Mannig-
faltigkeit gehdrenden Pundamentalgruppe -ausprigt.

Eine beliebige hyperbolische Fundamentalgruppe kann auf dem Einheitskreis
entweder eigentlich diskontinuierlich sein oder uneigentlich diskontinuierlich. Sie
wird auf dem Einhettskreis eigentlich diskontinuierlich genannt, wenn es auf diesem
Kreise ein Intervall gibt, dessen unendlich viele vermoge der Fundamentalgruppe
mit ihm #dquivalente Bildintervalle von einander getrennt liegen. Ist ein solches
Intervall nicht vorhanden, so heisst die Gruppe auf ‘dem Einheitskreis unetgentlich
diskontinuzerlich. Diese Bezeichnung schliesst sich der fiir alle hyperbolischen
Fundamentalgruppen iblichen Bezeichnung als schlechthin eigentlich diskonti-
nuierlicher Gruppen an, worunter niamlich nur verstanden wird, dass es innerhalb
des Einheitskreises eine Kreisfliche gibt, deren simtliche vermoge der Fundamen-
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talgruppe mit ihr #quivalente Bildkreisflichen voneinander getrennt liegen. Man
bemerkt in der Tat sofort auf Grund fritherer Darlegungen, dass jede das In-
nere des Kinheitskreises in sich transformierende Gruppe von Substitutionen, die
keine infinitesimalen Substitutionen zulidsst, die erwihnte Eigenschaft der Diskon-
tinuitdt besitzt und umgekehrt. In der Folge gebrauchen wir noch eine andere
Bezeichnung. Wir nennen nimlich eine auf dem Einheitskreise noch eigentlich
diskontinuierliche hyperbolische Fundamentalgruppe eine solche des dritten Typus,
hingegen eine auf dem Einheitskreise nicht mehr eigentlich diskontinuierliche
hyperbolische Fundamentalgruppe eine solche des ersten oder zweiten Typus, jenachdem
die durch sie definierte Fundamentalmannigfaltigkeit geschlossen oder offen ist.

Hiernach konnen wir den Safz aufstellen, dass eine hyperbolische Mannig-
faltigkeit endlichen Zusammenhanges eine Fundamentalgruppe des ersten, zweiten
oder dritten Typus liefert, je nachdem die Mannigfaltigkeit selbst vom ersten,
zweiten oder dritten Typus ist.

Zur Begriindung betrachten wir, unter Ubergehung des unmittelbar klar lie-
genden ersten Falles, zuniichst eine Mannigfaltigkeit des zweiten Typus, d. i. eine
solche mit nur parabolischen Offnungen. Wir stellen sie uns in der Form einer
mit endlich vielen Punktierungen versehenen geschlossenen Riemannschen Fliche
vor. Diese punktierte Riemannsche Fliche heisse }". Sie werde durch die erfor-
derliche Anzahl getrennter Querschnitte von Punktierung zu Punktierung in eine
einfach zusammenhiingende Fliche I, verwandelt. Das Bild der Fliche F in
der {-Ebene ist ein Bereich @, mit unendlich vielen mit ihm vermoge der Funda-
mentalgruppe iquivalenten Bildern. Das einzelne solche Bild hat einen euklidi-
schen Maximaldurchmesser. Dieser euklidische Maximaldurchmesser liegt aber
nur fiir endlich viele der Bilder oberhalb einer von o verschiedenen Grosse ¢, die
man sich beliebig klein vorgeben kann. Dies wird durch die analoge Betrachtung
pag. 71 u. 72 sofort deutlich. Da nun die @, Bilder das ganze Innere des {-Ein-
heitskreises ausfiillen, so ist es nicht moglich, dass auf dem Einheitskreise ein
Intervall liegt, dessen simtliche mit ihm Hquivalente Bilder von ihm getrennt
liegen. Denn das Vorhandensein eines solchen Intervalls bedingt, dass auch die
ganze Fliche eines das Intervall orthogonal schneidenden kleinen Kreises nur
Bilder liefert, die ausserhalb dieses Kreises liegen. In dieser Kreisfliche miissten
sich aber offenbar unendlich viele @, Bilder befinden wegen der schliesslich unend-
lich klein werdenden Ausdehnung dieser @y -Bilder. Das wiirde bedeuten, dass
in dieser Kreisfliche unendlich viele miteinander dquivalente Punkte liegen, im

Widerspruch mit einer unmittelbar vorher gemachten Bemerkung.
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Wir betrachten nunmehr eine hyperbolische Mannigfaltigkeit endlichen Zu-
sammenhanges des dretten Typus. Wir denken sie uns in der Gestalt der einen
Hilfte f; einer orthosymmetrischen Riémannschen Fliche Fy, die ev. mit Punktie-
rungen versehen ist, vorliegend.

Zuvorderst moge der Fall betrachtet werden, wo keine Punktierungen vor-
kommen. Alsdann denken wir uns die betrachtete Hilfte f; der Fliche F; durch
getrennte Querschnitte von Rand zu Rand zu einer Fliche fi, aufgeschnitten.
Aus dieser entsteht, durch relationenfreie Zusammenfiigung unendlich vieler Exem-
plare von ihr selbst lings der Querschnittseiten, die einfach zusammenhiingende
Uberlagerungsfliche “f,(*), die durch die Grosse { eineindeutig konform auf das
Innere des {-Einheitskreises tbertragen wird.

Wir liaben nun zunéchst die Regularitidt der Grisse { auf den Randlinien
der f;, d. i. auf den Symmetrielinien der F; darzutun.

Dazu denken wir uns die Fliche F; uniformisiert, was nach unserer Theorie
des zweiten Teiles moglich ist. Die einfach zusammenhiingende Uberlagerungs-
fliche F{*) kann ihrerseits aus unendlich vielen Exemplaren f{*) und ¢:*
zusammengesetzt werden, wobei mit ¢, die zweite Hilfte der F; bezeichnet ist.
Der Zusammenfiigungsprozess ist dabei auch ein relationenfreier in dem Sinne,
dass Verknipfungen immer nur lings eines fi{®) bzw. @S begrenzenden
Liniengewindes stattfinden und im Verlauf der gesamten Zusammenfigung
keine Riickverkniipfungen vorkommen. Wir bemerken, dass die erwihnten
Liniengewinde Symmeétrielinien der Fliche F,*) sind, denen daher Ortho-
gonalkreisbogen innerbalb des Einheitskreises eineindeutig entsprechen. So er-
kennen wir, dass die Hauptuniformisierende der F, ein Bild der f; entwirft, das
sich als ein von unendlich vielen getrennten Orthogonalkreisbogen begrenztes
einfach zusammenbingendes Polygon innerhalb des Einheitskreises darstellt.

Von diesem Polygon koénnen wir nun nach der von uns in Nr. 24, 25 ange-
wandten Methode der unendlichen Produktbildung einen Ubergang zur Fliche des
Binheitskreises selbst vornehmen. Dieser Ubergang ist lings den begrenzenden
Orthogonalkreishdgen des Polygons, wie wir gesehen haben, regulir. Das Er-
gebnis dieser Abbildung ist aber die Gewinnung der Hauptuniformisierenden der
Fliche f;, von der somit bewiesen ist, dass sie auf den Begrenzungslinien der
Js sich reguldr verhilt.

Die den Orthogonalkreisbdgen des Polygons entsprechenden Peripherieinter-
valle erfiillen ihrerseits jetzt die ganze Peripherie des Einheitskreises mit Auslassung
lediglich unendlich vieler diskreter Punkte. Wir begriinden dies folgendermassen.
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Das Bild von f;, wird ein von endlich vielen paarweise linear aufeinander
bezogenen Querschnitten begrenzter Bereich @, innerhalb des {-Einheitskreises.
Bei Ausiibung der durch die Randsubstitutionen erzeugten Fundamentalgruppe
ergibt sich eine Nebeneinanderlagerung von @,-Bildern, fur welche die Swumme
der Maximaldurchmesser konvergiert, um nicht von der Summe der Umfinge zu
reden. Dies folgt so.

Der Bereich @, reicht mit endlich vielen breiten Zipfeln an die Peripherie
des Einheitskreises heran, wobei wir annehmen diirfen, dass er in den Eckpunkten,
die offenbar sidmtlich auf der Peripherie liegen, lauter rechte Winkel bildet.
Durch die beiden Eckpunkte jeder als Peripherieintervall sich darbietenden ein-
zelnen Randseite des Bereichs legen wir eine Kreislinie, die mit dem Einheitskreis
einen hinreichend kleinen spitzen Winkel bildet, welcher fiir alle dquivalenten
Kreislinien derselbe ist. Wir konnen es so einrichten, dass diese endlich vielen
Grundkreise in ibrer Gesamtheit den ganzen Bereich ®, enthalten. Die Grund-
kreise haben aber mit ihren iiquivalenten zusammen eine konvergente Summe
ihrer Umfinge wegen der bewiesenen eigentlichen Diskontinuitit der Fundamen-
talgruppe auf dem Einheitskreis. Eine unmittelbare Folge ist, dass die Summe
der Maximaldurchmesser aller 9, Bilder konvergiert. Eine Folge davon wiederum
ist, dass man soviel @, Bilder nebeneinander lagern kann, dass der so entstehende
Gesamtbereich aus der Binheitskreisfliche durch endlich viele Querschnitte aus-
geschnitten erscheint, fiir welche die Summe der Maximaldurchmesser so klein
ist, wie man will. Dies bedeutet, dass die Menge der Grenzpunkte der Funda-
mentalgruppe, in denen nimlich die Gruppe aufhort, auf dem Einheitskreise
eigentlich diskontinuierlich zu sein, nicht nur eine diskrete Punktmenge ist,
sondern eine solche vom linearen Inhalt o, gemessen auf dem Einheitskreis. Von
einem Peripheriepunkte sagen wir dabei, dass in ihm die eigentliche Diskonti-
nuitdt aufhort, wenn man kein noch so kleines ihn enthaltendes Peripherieinter-
vall angeben kann, dessen sdmtliche mit ihm dquivalente Intervalle von ihm und
daher auch untereinander verschieden sind.

Betrachten wir nunmehr eine hyperbolische Mannigfaltigkeit endlicher Zu-
sammenhangsordnung vom dritten Typus, die auch parabolische Offnungen hat.
Eine solche denken wir uns durch eine punkiierte f;, als solche bezeichnet mit
Ji, repriisentiert. Die Aufschneidung der f; zur fi, erfolgt jetzt, abgesehen von
den von Rand zu Rand laufenden Querschnitten, durch Hinzunahme von Ein-
schnitten, deren einzelner stets eine Punktierung mit einem Randpunkte von fi
verbindet. Der Nachweis der Regularitit der zu f;' gehorenden Hauptuniformi-
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sierenden gestaltet sich im wesentlichen wie oben. In den Punktierungspunkten
tritt logarithmisches Verhalten der Funktion ein, was ganz nach dem Muster
des entsprechenden Beweises der Nr. 9 gezeigt wird. Im (-Einheitskreis findet
sich jetzt als Bild von f; ein Bereich @, und unendlich viele mit ihm #quiva-
lente Bereiche. Der Bereich @, wird von lauter auf den Einheitskreis senkrecht
auftreffenden paarweise linear bezogenen Querschnitten begrenzt. Von den Punktie-
rungen insbesondere rithren jetzt parabolische Zipfel her, die durch Bahnkreise
abgetrennt werden kdnnen. Nach so erfolgter Abtrennung der Zipfel bleibt ein
Restbereich, fiir welchen wie vorhin gezeigt werden kann, dass die Summe der
Maximaldurchmesser aller #quivalenten Bilder konvergiert. Andererseits ergibt
die Argumentation, dass die Summe der Umfinge aller dquivalenten Bahnkreise
(jeder nur einmal gerechnet) konvergiert. Diese Summe kann ausserdem beliebig
klein gemacht werden, indem man nur die urspriinglichen Bahnkreise geniigend
klein wihlt.

Da das einzelne @, Bild niemals zwei parabolische Zipfel in denselben Bahn-
kreis hinein entsendet, bemerken wir schon jetzt den Satz, dass die Maximal-
durchmesser der @,-Bilder allmihlich unendlich klein werden, d. h. dass es nur
endlich viele solcher Bilder gibt, deren Maximaldurchmesser oberhalb einer belie-
big klein vorgegebenen Grosse liegen. Aber weiter kénnen wir folgendes ent-
nehmen.

Wenn man, ausgehend von @,, eine geniigend grosse Anzahl von @,Bildern
zusammenhiingend neben einander lagert, so gilt fiir den erweiterten Bereich, dass
er niemals zwei parabolische Zipfel in denselben Bahnkreis hinein entsenden kann.
Daraus schliessen wir, dass der erweiterte Bereich nur endlich viele Peripherie-
intervalle von beliebeg kleiner Gesamtlinge freilisst. Nicht jedoch kann behauptet
werden, dass die Summe der Maximaldurchmesser wie vorher im Falle des Fehlens
parabolischer Zipfel konvergiert.

38.  Allgemeine Durchfiihrung der Typenunterscheidung ber den hyperbolischen
Fundamentalgruppen. Wir nennen eine hyperbolische Fundamentalgruppe in einem
Punkte des (-Einheitskreises eigentlich diskontinuierlich, wenn man um diesen
Punkt eine zum Einheitskreise zweckmiissig symmetrisch zu denkende kreisférmige
Umgebung angeben kann, welche die FHigenschaft hat, von allen vermége der
Fundamentalgruppe mit ihr #quivalenten Kreisflichen getrennt zu sein. Alle
diese Kreisfliichen sind dann auch unter einander getrennt.

Aus dieser Definition ergibt sich ohne weiteres, dass die Fundamentalgruppe
19 — 26404, Acta mathematica. 50. Imprimé le 11 juin 1927.
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in den auf dem Einheitskreise liegenden Fixpunkten der Substitutionen der
Gruppe, gleichgiiltig, ob diese zu hyperbolischen oder parabolischen Substitutio-
nen gehoren, niemals eigentlich diskontinuierlich ist. Die Definition ordnet sich
der entsprechenden Definition der eigentlichen Diskontinuitidt fiir innere Punkte
des Einheitskreises sinngemiiss unter. Unserer allgemeinen Definition entsprechend
unterscheiden wir bei einer Fundamentalgruppe zwischen Diskontinuititspunkten
und Indiskontinuititspunkten, welch letztere wir auch als Grenzpunkte bezeichnen.
Ubertragen wir die Definition schliesslich auch auf die dusseren Punkte des Ein-
heitskreises, so ist nunmehr folgendes klar. Zu jedem Diskontinuititspunkte ge-
hort eine kreisformig wihlbare Umgebung von Punkten, die ebenfalls simtlich
Diskontinuititspunkte sind.

Je nachdem nun auf dem Einheitskreise ein Diskontinuititspunkt und folg-
lich ein ganzes Diskontinuititsintervall vorbanden ist oder nicht, sprechen wir
von einer hyperbolischen Fundamentalgruppe des dretten Typus oder des ersten
beziw. zweiten Typus (siehe weiter unten). Wir behaupten nun, dass die Gesamt-
heit aller Diskontinuititspunkte einer Fundamentalgruppe des dritten Typus die
ganze Ebene erfilllt mit Auslassung lediglich einer diskreten, d. h. nirgends ein
ganzes Intervall bildenden Punktmenge auf dem Einheitskreise. Wiire es nimlich
anders, so wiirde auf dem KEinheitskreise ein ganzes Indiskontinuititsintervall
vorhanden sein, das wir uns nach beiden Seiten soweit wie mdglich ausgedehnt
denken. Nunmehr wiirde dieses vervollstindigte Intervall durch die einzelnen
Operationen der Gruppe entweder in sich selbst oder in ein von ihm selbst vollig
getrennt liegendes ebenfalls vollstindiges Indiskontinuititsintervall transformiert
werden. Die verschiedenen solcherweise entstehenden Indiskontinuititsintervalle
kénnten sich untereinander offenbar niemals teilweise itberdecken. Diejenigen
Operationen der Gruppe aber, welche ein einzelnes Intervall dieser Intervall-
menge in sich selbst transformieren, kénnen nur hyperbolische Substitutionen mit
den Endpunkten des betreffenden Intervalls als Fixpunkten sein.! Die Gesamt-
heit der eines dieser Intervalle erhaltenden Substitutionen der Gruppe miisste nun
wegen der eigentlichen Diskontinuitit der Gruppe (Fehlen infinitesimaler Sub-

! Ausgenommen sind nur die Fille, wo die Gruppe allein von der identischen Substitution
gebildet wird oder von einer einzigen parabolischen Erzeugenden erzeugt wird. Eine gewisse Son-
derstellung nimmt noch der Fall der Gruppe ein, die von nur einer hyperbolischen Erzeugenden
erzeugt wird. Im ersten Falle ist der volle Einheitskreis einziges Diskontinuititsintervall, im zwei-
ten Falle der ganze Kreis excl. eines Punktes einziges Diskontinuitiitsintervall. Im dritten Falle
haben wir zwei getrennte Diskontinuitdtsintervalle, die durch die beiden hyperbolischen Fixpunkte
von einander geschieden sind.
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stitutionen) durch die Potenzen einer einzigen hyperbolischen Erzeugenden mit
positiven und negativen Kxponenten darstellbar sein. Daraus wiirde sich eine
Unterteilung des Intervalls und entsprechend aller dquivalenten ergeben. Die
Teilintervalle wiirden nunmehr Diskontinuitétscharakter haben, und folglich wiirden
die auf ihr liegenden Punkte Diskontinuititspunkte sein; wihrend doch das
angenommene Indiskontinuititsintervall vollstindig aus Indiskontinuititspunkten
bestehend gedacht wurde. Es gibt somit kein Indiskontinuititsintervall bei einer
hyperbolischen Fundamentalgruppe des dritten Typus.

Man wird nun zu einer Neutrzangulation des gesamten Diskontinuititsgebietes
einer Fundamentalgruppe des dritten Typus iibergehen konnen, die in Bezug auf
den FEinheitskreis symmetrisch ausfillt und an der der Einheitskreis selbst mit
seinen simtlichen Diskontinuititsintervallen, die Endpunkte derselben ausge-
schlossen, teilnimmt. Man gelangt zu dieser Triangulation, wenn man, anstelle
der frither gewiihlten im Nullpunkt zentrierten Kreisflichen K™ mit wachsenden
Radien (vgl. Nr. 32), mehrfach zusammenhiingende Kreisbereiche K" wiihlt, die
man erhilt, indem man die Punktmenge der Grenzpunkte in endlich viele Peri-
pherieintervalle beliebig kleiner Maximallinge einschliesst, deren Endpunkte Dis-
kontinuitdtspunkte sind, und sodann zu diesen Intervallen die zugehérenden Or-
thogonalkreise des Finheitskreises konstruiert, die durch die Intervallendpunkte
hindurchgehen. Die Zusammenhangsordnung der Bereiche K™ wird dabei mit
unbegrenzt wachsendem Index » ihrerseits unbegrenzt wachsen. Die mit K
dquivalenten Kreisbereiche haben wegen der angenommenen eigentlichen Dis-
kontinuitit der Gruppe eine endliche Summe der Umfinge aller Begrenzungskreise.
Desgleichen haben die in den siémtlichen Bildkreisbereichen liegenden sich zum
Teil gegenseitig iiberdeckenden Peripherieintervalle eine endliche Gesamtsumme.
Daraus folgt, dass die Bildkreisbereiche allmihlich unendlich kleine Maximal-
durchmesser bekommen, und weiter folgt aus der eigentlichen Diskontinuitit, dass
die Bildkreisbereiche sich nur gegen die Grenzpunkte der Gruppe hiéufen. Der
Bereich K™ wird demnach nur von endlich vielen seiner Bilder getroffen, und
wir bemerken, dass wir ganz in Analogie mit den Betrachtungen der Nr. 32
auf der Basis der Bereiche K" und ihrer iquivalenten eine Parzellierung und
Triangulation des gesamten Diskontinuititsgebietes der Fundamentalgruppe er-
halten, wie wir winschen. Damit ist wieder ein System von Grundparzellen ge-
wonnen, das nunmehr die Diskontinuititsintervalle der Peripherie automatisch
einbezieht. — Frickr erreicht die Einbeziehung der Diskontinuititsintervalle

durch die »Normalpolygone»; s. unsere Anmerkung pag. 126.
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Beachtet man, dass die auf dem Einheitskreise liegende Grenzpunktmenge
einer Fundamentalgruppe durch diese in sich selbst transformiert wird, so findet
man ohne weiteres, dass die Anzahl der Grenzpunkte nur gleich o, 1, 2 oder
sein kann. In der Tat ist die Anzahl der Substitutionen einer hyperbolischen
Fundamentalgruppe, von der Einheitsgruppe abgesehen, stets unendlich. Ein Sy-
stem endlich vieler Punkte gestattet unendlich viele Substitutionen aber nur dann,
wenn es lediglich aus einem oder hochstens aus zwei Punkten besteht. Es sind
dies die in der Fussnote schon erwihnten Sonderfiille.

Durchgreifend unterscheiden wir jetzt drei Typen hyperbolescher Fundamen-
talgruppen.

Lrster Typus: Die hyperbolischen Fundamentalgruppen mit geschlossenem
Mannigfaltigkeitstypus der zugehérenden Fundamentalmannigfaltigkeiten. Sie sind
durch die BEigenschaft charakterisierbar, dass es eine mit dem Einheitskreis kon-
zentrische kleinere Kreisfliche gibt, die zu jedem Punkte innerhalb des Einheits-
kreises mindestens einen #quivalenten aufweist. Da in diesem Falle, wie wir
sahen, ein Fundamentalbereich angegeben werden kann, der ebenfalls ganz in
einer Kreislinie [{|<g<1 enthalten ist, so ergibt sich sofort folgendes: Die Maxi-
maldurchmesser der mit dem Kreise |{|=g¢ #dquivalenten Kreise werden allmih-
lich unendlich klein, mithin auch die Maximaldurchmesser der Bilder des einfach
zusammenhiingenden Fundamentalbereichs. Das Diskontinuititsnetz, bestimmt
durch die Gesamtheit der Bilder des Fundamentalbereichs, zeigt daher gegen die
Peripherie hin eine immer feinere Struktur und ldsst so ohne weiteres erkennen,
dass auf der Peripherie des Einheitskreises selbst keine eigentliche Diskontinuitit
mehr besteht. Die Peripherie besteht vielmehr nur aus Grenzpunkten. Weiter
kann man behaupten, dass die Menge der Fixpunkte der Substitutionen die Peri-
pherie des Einheitskreises allenthalben bedeckt, sodass kein noch so kleines Peri-
pherieintervall frei bleibt. Im anderen Falle wiirde man nimlich nach einem
oben angewandten Schlussverfahren (pag. 146) ein Teilintervall eines von Fix-
punkten frei gebliebenen Intervalls haben, auf dem die Gruppe eigentlich dis-
kontinuierlich sein muss.

Zweiter Typus: Die hyperbolischen Fundamentalgruppen mit offenem Mannig-
Jaltigkettstypus der zugehorenden Fundamentalmannigfaltigkeit, die auf der Pers-
pherie des Einheitskreises nicht eigentlich diskontinuzerlich sind. Fiir sie besteht
der Satz, dass die Menge der Fixpunkte, wie beim ersten Typus, auf der Peri-
pherie iiberall verteilt ist. Diese Gruppen lassen sich stets aus unabhingigen
Erzeugenden aufbauen, deren Anzahl endlich oder unendlich gross ist, entspre-
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chend dem Umstande, dass die zugehérende Fundamentalmannigfaltigkeit durch
endlich oder unendlich viele getrennte Querschnitte zu einer einfach zusammen-
hingenden Mannigfaltigkeit aufgeschnitten werden kann.

Dretter Typus: Die hyperbolischen Fundamentalgruppen mit offenem Mannig-
Jaltigkeitstypus der zugehdrenden Fundamentalmannigfaltigkeit, die auf der Peri-
pherie des Finheitskreises eigentlich diskontinuierlich sind. Ihre Grenzpunktmenge
ist, wie wir sahen, im allgemeinen (nimlich mit Ausnahme von den drei
erwihnten niederen Fillen) eine unendliche Menge diskreter Punkte auf der Peri-
pherie des Einheitskreises, die im Falle endlichen Zusammenhanges der Funda-
mentalmannigfaltigkeit, d. i. im Falle der Erzeugungsmoglichkeit der Gruppen
aus endlich vielen Erzeugenden, stets in endlich viele Intervalle mit beliebig
kleiner Gesamtlinge eingeschlossen werden kann, im Falle unendlich hohen Zu-
sammenhanges, d. h. bei unendlich vielen Erzeugenden jedenfalls in endlich viele
Intervalle eingeschlossen werden kann, deren Maximallinge einen beliebig klein
vorgegebenen Kleinheitsgrad hat. Diese Gruppen konnen ebenfalls stets aus
unabhingigen Erzeugenden in endlicher oder wunendlich hoher Zahl aufgebaut
werden, je nachdem n#mlich die zugehdrende Fundamentalmannigfaltigkeit end-
liche oder unendlich hohe Zusammenhangsordnung besitzt.

39. Ndhere Detrachtung der dre: Typen bei den allgemeinen hyperbolischen
Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Beziehung der Mannigfaltigkeiten des dritten
Typus zu den vollkommenen orthosymmetrischen Riemannschen Flichen und zu den
vollkommenen reellen analytischen Kuwrven. Der Unterscheidung der drei Typen bei
den hyperbolischen Fundamentalgruppen entspricht eine Typenunterscheidung der
hyperbolischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Wir umfassen mit den Ent-
wicklungen dieser Nummer die Mannigfaltigkeiten endlichen wie unendlich hohen
Zusammenhanges, sowie wir mit den Entwicklungen der vorigen Nummer die
hyperbolischen Fundamentalgruppen mit endlich vielen und mit unendlich vielen
Erzeugenden umfassten.

Eine hyperbolische Mannigfaltigkeit werden wir als eine solche vom ersten
Typus zu bezeichnen haben, wenn sie geschlossen ist. Eine solche ist, wie wir
gesehen haben, einer geschlossenen Riemannschen Fliche bzw. einer algebraischen
Kurve #quivalent, deren Geschlecht p = 2 ist. Letztere Bedingung ist eine
notwendige und hinreichende Bedingung, damit es sich um eine hyperbolische ge-
schlossene Mannigfaltigkeit handelt.

Die ungeschlossenen hyperbolischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, die
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wir auch als offene Riemannsche Mannigfaltigkeiten bezeichnen, zerfallen in solche
des zweiten und des dritten Typus. Eine offene hyperbolische Mannigfaltigkeit
gehort dem zweiten Typus an, wenn ihre Fundamentalgruppe eine solche des
zwerten Typus ist. Wir bezeichnen sie dann auch als eine uneigentlich offene
hyperbolische Mannzgfaltighest. Eine offene hyperbolische Mannigfaltigkeit gehort
dem dritten Typus an, wenn ihre Fundamentalgruppe dem dritten Typus angehort. Wir
bezeichnen sie dann auch als eine eigentlich offene hyperbolische Mannigfaltigkedt.

Jede wuneigentlich offene hyperbolische Riemannsche Mannigfaltigheit ist einer
uneigentlich offenen hyperbolischen Riemannschen Fliche, bzw. einem uneigent-
lich offenen hyperbolischen analytischen Gebilde #quivalent. Beziiglich der
Reprisentation einer solchen Mannigfaltigkeit durch eine Riemannsche Fliche
konnen wir jetzt behaupten, dass eine solche Riemannsche Fliche niemals ein
Jretes analytisches Randstiick besitzen kann. Nehmen wir ndmlich eine Riemannsche
Fliche mit freiem analytischem Randstiick gegeben an, so konnen wir diese
durch Hinzunahme der zu ihr in Bezug auf die Achse des Reellen symmetrischen
Riemannschen Fliche, unter Zuordnung symmetrisch gelegener Punkte des be-
trachteten analytischen Randteils und seines Spiegelbildes, zu einer umfassenderen,
jetzt idealen Riemannschen Fliche vervollstindigen, bei deren Uniformisierung
die urspriinglich betrachtete Riemannsche Fliche in ein Orthogonalkreispolygon
mit, allgemein zu reden, unendlich vielen begrenzenden Orthogonalkreisbogen
iibergeht, ein Polygon, von dem wir durch Produktbildung zur Uniformisierenden
der urspriinglichen Riemannschen Fliiche gelangen. Das zeigt uns aber, dass diese Uni-
formisierende auf dem analytischen Randstiick regulir ist, sodass diesem Randstiick
auf der Peripherie des Einheitskreises, allgemein zu reden, unendlich viele Peri-
pherieintervalle entsprechen werden, die durch die Substitutionen der Fundamen-
talgruppe aus einem derselben hervorgehen. Das bedeutet, dass wir es mit
einer Gruppe des dritten Typus zu tun haben. Das ist ein Widerspruch gegen
die Annahme, die analytisch berandete Riemannsche Fliche sei vom zweiten Typus.

Wir formulieren das eben gewonnene Ergebnis als einen besonderen Satz.
Die Uniformisierende einer mit freier analytischer Berandung versehenen Rie-
mannschen Fliche verhilt sich auf der freien reguldren Berandung dieser Fliche
stets regulir. Eine solche Fliche reprisentiert daher stets eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit des dritten Typus.

Nun zu den hyperbolischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten des dritten
Typus. Liegt eine solche Mannigfaltigkeit vor, so liefert uns ihre Uniformisie-
rende nach der Definition eine Fundamentalgruppe des dritten Typus. Denken
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wir nun an Stelle des Einheitskreises durch lineare Transformation die obere
Halbebene gesetzt, sodass die transformierte Fundamentalgruppe aus lauter reellen
Substitutionen mit positiver Koeffizientendeterminante besteht, die keine Halbe-
benenvertauschung bewirken; setzen wir ferner diesen Ubergang zweckmiissig so
vorgenommen voraus, dass der unendlich ferne Punkt Diskontinuitdtspunkt der
transformierten Fundamentalgruppe wird, so konnen wir durch Ansatz des Quo-
tienten zweier Poincaréscher Thetarethen gleicher Dimension mit reeller rationaler
Grundfunktion sofort den Ubergang von der Fundamentalgruppe zu einer ortho-
symmetmischen Riemannschen Fliche Fy vollziehen, deren eine Hilfte f; excl. der
Symmetrielinien selbst mit der gegebenen Mannigfaltigkeit des dritten Typus
dquivalent ist. Das vollstindige System der Symmetrielinien repriisentiert uns
lauter freie Berandung der f;. Dieser freien Berandung entspricht in der {-Ebene
dass vollstindige System der Diskontinuititsintervalle. Hierin liegt schon, dass
Js ausser dem System der Symmetrielinien von Fs keine weitere freie analytische
Berandung aufweisen kann. Denn einem weiteren freien Rande miissten nach
dem vorhin erwihnten Satze bestimmte Diskontinuititsintervalle oder Teile sol-
cher auf dem {-Einheitskreise entsprechen; aber alle Diskontinuitiitsintervalle
sind bereits fiir die Symmetrielinien von F; verbraucht.

Die einzelne Symmetrielinie von F; ist ihrerseits entweder eine beiderseits
offene Linie oder eine geschlossene Linie. Die geschlossenen entsprechen offen-
bar den hyperbolischen Offnungen der Mannigfaltigkeit. Jede solche Linie wird
als unendliches Liniengewinde eineindeutig auf ein vollstindiges Diskontinuitits-
intervall iibertragen, wenn man, von einem einzelnen Zweige der Uniformisie-
renden ausgehend, die Abbildung lings der Symmetrielinie hin verfolgt. Die
offenen Symmetrielinien hingegen werden durch den einzelnen Zweig unmittelbar
eineindeutig auf ein vollstindiges Diskontinuititsintervall iibertragen.

Denkt man sich nun umgekehrt eine beliebige orthosymmetrische Riemannsche
Fliche F; gegeben' und sei f; die eine Hiilfte derselben, so gilt im allgemeinen
nicht ohne weiteres der Satz, dass dem Symmetrieliniensystem der F, das voll-
stiindige System der Diskontinuititsintervalle der zu f; gehorenden Fundamental-
gruppe entspricht, vielmehr ergibt sich, dass im Falle endlicher Zusammenhangs-
ordnung der F; die weitere Bedingung erfiillt sein muss, dass F, keine hyper-

! Eine beliebige symmetrische Riemannsche Fliche nenne ich orthosymmetrisch, wenn sie
durch das System ihrer Symmetrielinien in zwei getrennte Hilften zerlegt wird. KLEIN hat frither
diese Bezeichnung fiir geschlossene Riemannsche Flichen angewandt. Vgl. Bemerkungen, die ich
iiber allgemeine symmetrische Riemannsche Flichen in Journ. f. Math. Bd. I 39, S. 266—267 mache.
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bolischen Offnungen besitzt. Ist aber die Zusammenhangsordnung von F, unendlich
gross, so muss der Bedingung geniigt sein, dass I’y eine Riemannsche Fliche des
zweiten Typus ist, d. h. uneigentlich offen ist.

Wihrend die Richtigkeit der vorstehenden Behauptung fiir Flichen end-
licher Zusammenhangsordnung sofort ersichtlich sein diirfte, ist der Satz fiir die
unendliche Zusammenhangsordnung etwas niiher zu begriinden. In der Tat wiirde
die Annahme, die Fliche F; mit unendlich hohem Zusammenhange sei vom dritten
Typus, zur Folge haben, dass man von dieser F; durch Vermittlung ihrer Haupt-
uniformisierenden zu einer neuen symmetrischen Riemannschen Fliche @, iiber-
gehen kinnte, deren eine Hiilfte 1, ein eineindeutiges Abbild der ganzen F; wiire.
Die Fliche 1y, wiirde nun auch die Bilder der Symmetrielinien von F; auf sich
enthalten, und es wiirde sich als Bild von f; eine Teilfliche v innerhalb 1,
ergeben mit analytischen Randlinien, von denen nur ein Teil in eineindeutiger
Punktbeziehung zum vollstindigen System der Symmetrielinien von f; steht. Die
Uniformisierung von '’ wiirde daher ergeben, dass die Bilder dieses Teiles das
System der zur Fundamentalgruppe von f; (f; ist #quivalent y') gehorenden
Diskontinuititsintervalle des Einheitskreises nicht ausschopfen wiirden. Das ist
ein Widerspruch.

Nennen wir eine orthosymmetrische Fliche F; wvollkommen, wenn sie als
solche entweder geschlossen oder uneigentlich offen ist, d. h. entweder dem ersten
oder dem zweiten Typus angehort, so erkennen wir jetzt den Satz, dass jede
offene Riemannsche Mannigfaltigkeit des dritten Typus der einen Hdlfte einer voll-
kommenen orthosymmetrischen Riemannschen Fliche dquivalent ist.

Nach dem Vorstehenden kann jede Riemannsche Mannigfaltigkeit des dritten
Typus durch eine Riemannsche Fliche mit freier regulirer’ analytischer Beran-
dung reprisentiert werden. Eine solche Fliche ist z. B. die pag. 151 gewonnene
Fliche fi. Umgekehrt gehort jede Riemannsche Fliche mit einem freien analy-
tischen Randstiick dem dritten Mannigfaltigkeitstypus an. Hiernach kénnen wir
die Riemannschen Mannigfaltigkeiten des dritten Typus auch definieren als die-
jenigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, welche einer Riemannschen Fliche

mit mindestens einem freien analytischen Randstiick dquivalent sind.

! Der Begriff der Regularitit einer analytischen Linie in einem Punkte ist hier in einem
allgemeineren, organisch begriindeten Sinne gebraucht. Ein solches Linienstiick nennen wir nim-
lich in einem Punkte, den es durchliuft, mit Bezaug auf einen angrenzenden Flichenteil, der von
dem Linienstiick berandet wird, auch dann »regulir», wenn dieser Flichenteil durch eine im
betrachteten Punkte verzweigte Wurzeltransformation mit passendem ganzzahligen Wurzelexpo-
nenten in einen in gewdhnlichem Sinne reguliir begrenzten schlichten Flichenteil iibergeht.
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Eine beliebig gegebene Riemannsche Fliche F mit freien analytischen Rand-
teilen reprisentiert jedoch durch ihre im ganzen vorhandene freie »reguliire» Beran-
dung im allgemeinen die »wahre ideale Berandung der Mannigfaltigkest>» nur unvoll-
stindig. Den vorhandenen reguliren Randteilen entsprechen bei der Uniformi-
sierung jedenfalls Diskontinuititsintervalle auf der Peripherie des Einheitskreises,
wobei aber diese Diskontinuitdtsintervalle im allgemeinen nur unvollstindig aus-
geschopft werden. Durch Vermittlung der Uniformisierungsgrosse erkennt man
jedoch den Satz, dass die eineindeutige Beziehung, welche zwischen der Fliche /' und
ihrer Reprisentation durch die eine Hilfte einer mit ihr dquivalenten vollkommenen
orthosymmetrischen Fliche besteht, ihrerseits auch auf dem vorhandenen freien
reguliiren analytischen Rande der gegebenen Riemannschen Fliche »regulir»'
sein muss. Denkt man sich andererseits die Riemannsche Fliche F' irgendwie
in eine Riemannsche Fliche mit freier analytischer Berandung zunichst nur unter
Beachtung der inneren Punkte transformiert, so wird diese Beziehung im allge-
meinen nicht auf die analytische Berandung der beiden Flichen ausgedehnt wer-
den konnen, vielmehr wird einem freien analytischen Randstiick der einen Fliche
im allgemeinen bei der andern kein freies Randstiick entsprechen, sondern es
wird die Abbildungsfunktion lings eines solchen Randstiickes ein unbestimmtes
Verhalten haben. Hat man jedoch eine endlich-vielfach zusammenhingende end-
lich-vielblittrige gewéhnliche Riemannsche Fliche, deren vollstindige Begrenzung
von endlich vielen geschlossenen regulidren Linien gebildet wird, abgesehen von
endlich vielen noch hinzukommenden Punktierungspunkten, und hat man eine
Abbildung einer solchen Fliche auf eine andere ebenso beschaffene, so iibertriigh
sich die Abbildungsbeziehung ohne weiteres in »regulirer» Weise auch auf die
volle Berandung, incl. sogar der Punktierungsstellen.

Der Beziehung der Mannigfaltigkeiten des dritten Typus zu den vollkom-
menen orthosymmetrischen Flichen liuft parallel eine Bezichung dieser Mannig-
faltigkeiten zu den wvollkommenen orthosymmetrischen reellen analytischen Kurven.
Wir nennen eine reelle orthosymmetrische analytische Kurve vollkommen, wenn
sie, komplex verstanden, eine Mannigfaltigkeit des dritten Typus darstellt. Um
von der Mannigfaltigkeit zu einer mit ihr dquivalenten vollkommenen orthosym-
metrischen reellen Kurve zu gelangen, bilden wir auf der pag. 151 gewonnenen Fj
(w-Ebene) wieder mittels Poincaréscher Reihen eine zu dieser Fliche eigentlich
gehérende analytische Funktion unter passender Wahl der Pole. Bilden wir zu

! D. h. eventuell nach Heranziehung der in letzter Fussnote erwihnten Wurzeltransformationen.

20—26404. Acta mathematice. 50. Tmprimé le 26 juillet 1927,
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dieser die konjugierte Funktion des konjugierten Arguments und addieren beide,
so finden wir eine Funktion v, die auf den Symmetrielinien von F; reell ist.
Offenbar konnen wir iiber die Pole so disponieren, dass (u,v) eine mit Fj #dqui-
valente Kurve wird. Diese reelle Kurve ist dann zugleich auch vollkommen, weil
F; vollkommen war. TIhre reellen Ziige entsprechen eineindeutig den betrachteten
Symmetrielinien der Fj.

Die Definition der vollkommenen orthosymmetrischen reellen analytischen
Kurve konnen wir auch wie folgt geben: Eine reelle analytische Kurve heisst
vollkommen, wenn es nicht moglich ist, sie (komplex verstanden) durch eine auf
den reellen Ziigen der Kurve reelle, biuniforme ev. birationale Transformation
auf einen Teil einer anderen reellen Kurve (auch diese komplex verstanden) zu
transformieren. Ein solcher Teil wird auch dann als vorliegend erachtet, wenn
die Bildkurve erst nach Weglassung eines oder mehrerer reeller Ziige oder von
Teilen oder Punkten derselben in das Gebilde verwandelt wird, das mit der ge-
gebenen Kurve in eineindeutiger Aquivalenzbeziehung steht. Eine orthosymme-
trische reelle algebraische Kurve ist nach unserer Definition stets vollkommen.

Wir haben bei den vorhergehenden allgemeinen Betrachtungen dieser Num-
mer auf die etwa vorhandenen parabolischen Offnungen der Mannigfaltigkeit
keine besondere Riicksicht genommen, bemerken zum Schluss nur, dass es nach
einem frither (Nr. 37) angewandten Verfahren offenbar immer mdoglich ist, zu
erreichen, dass diese Offnungen in der Reprisentation durch vollkommene Flichen
oder Kurven sich als Punktierungen dieser Flichen bzw. Kurven darbieten. Eine
Kurve »punktieren» bedeutet dabei die Herausnahme eines Punktes aus der Ge-
samtheit der Punkte der komplex verstandenen Kurve.

40. Hyperbolische Mannigfaltigheiten mit parabolischen Substitutionen in der
Fundamentalgruppe. Wihrend die Fundamentalgruppe einer geschlossenen Man-
nigfaltigkeit vom Geschlechte 1 nur von parabolischen Substitutionen gebildet
wird, besteht fiir die geschlossenen hyperbolischen Mannigfaltigkeiten, d. i. fiir die
geschlossenen Mannigfaltigkeiten vom Geschlecht p=2 der Satz, dass die Funda-
mentalgruppe iiberhaupt keine parabolischen Substitutionen enthilt. (PoINCARE.)

Zum Beweise nehmen wir an, eine geschlossene hyperbolische Mannigfaltig-
keit liefere eine parabolische Substitution der zugehorenden Fundamentalgruppe.

! Die Resultate dieser Nummer lassen sich auch mit Hilfe von FRICKES Begriff des »Normal-
polygons» gewinnen; s. den Satz in Bd. I, pag. 114—115, der »Vorlesungen iiber die Theorie der
automorphen Funktionen».
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Denken wir uns die Gruppe als reelle Substitutionsgruppe in einer Variabeln ('
dargestellt, sodass die betreffende parabolische Substitution die Form einer Pa-
rallelverschiebung parallel der Achse des Reellen hat, deren Grosse 27 sei, so
bemerken wir, dass es in der [-Ebene diquivalente Punkte der Form + 7+ ¢ gibt,
unter ¢ eine beliebig grosse positive Grosse verstanden. Diese beiden Punkte
erscheinen vom Nullpunkte aus unter einem beliebig kleinen Winkel 24. Wir
legen durch die beiden zugeordneten Punkte jetzt einen Kreis & hindurch, der
die Schenkel des erwihnten Winkels in den genannten beiden Punkten beriihrt.
Der erwiithnte scheinbare Winkel ist dann zugleich die Winkelinvariante des er-
wihnten Kreises. Wegen der Geschlossenheit der Fundamentalmannigfaltigkeit
haben wir einen Fundamentalbereich im [-Einheitkreis, der ganz enthalten ist in
einem konzentrischen Kreise |{|<¢<1. Denken wir uns den idealen Mittelpunkt
des Kreises k (dieser wird auf der Achse des Imaginiren von dem durch die
zugeordneten Punkte hindurchgehenden Kreise mit dem Nullpunkte {'=o0 als
Mittelpunkt ausgeschnitten) durch Vermittlung einer Substitution der Fundamen-
talgruppe in einen Punkt des erwihnten Fundamentalbereichs transformiert, so
bemerken wir sofort, dass in Anbetracht der Kleinheit der Winkelinvariante des
Kreises & die parabolische Substitution in eine Substitution transformiert wird,
die zwei beliebig nahe benachbarte Punkte in der Weise ineinander iberfiihrt,
dass auch zugeordnete Richtungselemente beliebig wenig voneinander abweichen.
Das bedeutet aber, dass wir eine infinitesimale Substitution der Gruppe gewinnen
wiirden. Solche konnen jedoch in der Fundamentalgruppe nicht vorkommen.
Fiir offene Mannigfaltigkeiten ergibt sich, wie wir wissen, bei Umlaufung
einer einzelnen parabolischen Offnung der Mannigfaltigkeit, stets eine parabolische
Substitution. Hier gilt nun der folgende Satz, der sowohl fiir Mannigfaltigkeiten
endlichen wie wunendlich hohen Zusammenhangs besteht, dass die simtlichen para-
bolischen Substitutionen der Gruppe ausschliesslich! von parabolischen Offnungen
herrithren, priziser: Die offene Mannigfaltigkeit M werde durch Querschnitte in
eine einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit M, verwandelt gedacht. Es ist
dann nach unsrer Konstruktion der Aufschneidung klar, dass in einer Offnung
immer nur endlich viele dieser Querschnitte endigen kénnen. Die Substitutionen
der Fundamentalgruppe andrerseits entstehen aus den endlich und unendlich vielen
unabhiingigen Erzeugenden, die ein in M, isoliert gedachter Zweig der Uniformi-
sierenden { lings den Querschnitten aufweist. Den einfachen Umlaufungen der

! Ein einziger Ausnahmefall besteht, der unten genannt wird.
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einzelnen parabolischen Offnungen entsprechen nun gewisse endliche Kombina-
tionen der Fundamentalsubstitutionen, die man sich ohne weiteres bilden kann,
wenn M, gewonnen ist. Diese Kombinationen, deren positive und negative Po-
tenzen, sowie schliesslich die vermdége irgend einer Gruppensubstitution gebildeten
Transformierten der Kombinationen und ihrer positiven und negativen Potenzen,
bilden das vollstindige System aller parabolischen Substitutionen der Fundamen-
talgruppe. Parabolische Substitutionen kommen also in der Fundamentalgruppe
einer hyperbolischen Mannigfaltigkeit dann und nur dann vor, wenn die Mannig-
faltigkeit offen ist und parabolische Offnungen hat.

Zum Beweise unserer Behauptungen iiber offene Mannigfaltigkeiten lenken
wir wieder unsere Aufmerksamkeit auf die schon betrachtete {-Figur. Wir denken
uns die beiden zugeordneten Punkte durch eine gradlinige Strecke ! miteinander
verbunden. Nunmehr denken wir uns diese Strecke vertikal ins Unendliche ver-
schoben. Dann lehrt die Betrachtung von vorhin (pag. 155), dass die geschlossene
Bildlinie L der Strecke ! innerhalb der Mannigfaltigkeit einer stetigen Verschiebung
unterworfen wird, bei der sie schliesslich jeden Hauptnidberungsbereich der zu-
grundegelegten .Hauptdarstellung verlisst. Wir konnen deswegen einen Haupt-
schnitt der Hauptdarstellung passend auswihlen und bei geniigend hoher Lage
der Strecke ! bebaupten, dass das Bild des oberhalb der Strecke [ liegenden
Parallelstreifens — v < R({)=< + = ganz auf der einen Seite des Hauptschnittes
bleibt.

Denken wir eine bestimmte Lage fiziert, so konnen wir einen zweiten Haupt-
schnitt bestimmen, sodass die Bildlinie zwischen dem ersten und dem zweiten
Hauptschnitt enthalten ist und dass es ferner einen Punkt P, innerhalb des
erwihnten Halbstreifens gibt, dessen Bild ausserhalb des zweiten Hauptschnittes
liegt. Das an letzteren Hauptschnitt anschliessende Reststiick der Riemannschen
Mannigfaltigkeit erscheint durch das Querschnittsystem in » einfach zusammen-
hingende Stiicke zerlegt, wenn » die Anzahl derjenigen M, begrenzenden Quer-
schnitte ist, die den zweiten Hauptschnitt kreuzen. Entfernen wir »—1 dieser
Querschnitte, so ist das Restflichenstiick selbst einfach zusammenhingend auf-
geschnitten. Lassen wir nun P von P, aus in dem Restflichenstiick variieren,
so wird P die Linie L niemals treffen, und folglich bewegt sich {’ ganz oberhalb
der Geraden, die die Verlingerung der Strecke s ist. Dabei erleidet aber
wenigstens soviele unabhiingige Substitutionen, als noch Querschnitte durch das
Restflichenstiick hindurchgehen. Diese Substitutionen konnen ihre Fixpunkte

auch nur im Unendlichen haben, sind also auch nur parabolische Substitutionen,
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die Verschiebungen parallel der Achse des Reellen bedeuten. Und da kanu es
nur eine unabhingige FErzeugende geben wegen der eigentlichen Diskonti-
nuitit der Fundamentalgruppe. Das bedeutet, dass das Restflichenstiick ein Off-
nungsstiick der Mannigfaltigkeit ist, welche Offnung nun ihrerseits nur eine para-
bolische Offnung sein kann. Der geschilderte Deformationsprozess verschiebt also
die Linie L in eine parabolische Offnung der Mannigfaltigkeit. Die parabolische
Substitution entspricht folglich einer einfachen oder mehrfachen Umlaufung dieser
parabolischen Offnung im einen oder anderen Sinne.

Durch die vorstehende Entwicklung wird die Moglichkeit, dass der Umlaufung
einer hyperbolischen Offnung eine parabolische Substitution entspricht, nicht aus-
geschlossen. Tritt dies ein, so muss sich der im allgemeinen ideale Rand der
Offnung, der durch Ubergang zu einer Riemannschen Fliche in eine geschlossene
sreguldre» Linie verwandelt werden kann, auf ein Diskontinuititsintervall auf
dem {-Einheitskreise abbilden, dessen beide Endpunkte in dem Fixpunkt der para-
bolischen Substitution zusammenfallen, der nun als einziger Grenzpunkt der
Fundamentalgruppe erscheint. Das bedeutet, dass die betrachtete Mannigfaltigkeit
eine zweifach zusammenhingende Mannigfaltigkeit mit einer hyperbolischen und
einer parabolischen Offnung ist.

Das Urmanuseript der vorliegenden Abhandlung sowie die ganze Korrespondenz dartiber be-
finden sich im Mathematischen Institut Mittag-Leffler zu Djursholm. Dieses Manuscript wurde im
Oktober 1917 (verschobener Termin) zur Bewerbung um den 1913 zur internationalen Ausschreibung
gelangten Preis S. M. des Konigs Gustav V. an den Hauptredakteur der Acta mathematica eingereicht.



