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DEUX THI~ORI~MES D'ABEL SUR LA CONVERGENCE DES SERIES 

PAR 

M. ttADAMAt~D 
~ i~ AI~I S. 

On sait comment ABEL a fair entrer l'dtude de la convergence des 
s6ries dans une vole nouvelle en montrant 1 l'impossibilit6 d'obtenir, par 
une r~gle unique, une condition n6cessaire et suffisante de convergence. 

Le rdsultat qu'il a 6tabli pent s'dnoncer ainsi: 
I. Etant  donn6e la sdrie 

( I )  U 0 " - ~  U 1 + . . .  + U n + . . .  

termes positifs et divergentee, on peut toujours trouver une suite de 
hombres positifs 

(2) 5 ,  ~1, . . . ,  ~ , ,  . . .  

tendant vers zdro, par lesquels on peut multiplier respectivement les termes 
de cette sdrie, sans que la nouvelle sdrie ainsi obtenue 

(i') ~oU0 + ~lu~ + . . .  + ~.u.  + . . .  

soit eonvergente. 
Inversement, d'ailleurs, 
II .  Etant  donnde une sdrie convergente h termes positifs, on peut 

toujours trouver une suite de hombres positifs inddfiniment croissants par 
lesquels on peut multiplier respeetivement les termes de cette s6rie sans la 
rendre divergente. 

1 Note sur le mgmoire n o 4 du second tome du journal de M. Crelle, ayant pour 

tilre >)Remarques sur les sdries infinies et leur convergence>).-  Oeuvres, tome I, pp. 
I I I - -  I 13 de la premiere 6dition. 

Aeta mathema~ea. 27, Imprim~ lo 7 janvier 1903. ~3 
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E t  ees deux proposi t ions  admef t en t  h leur four  la rdciproque c o m m u n e  
I I I .  A route  suite 

(2) . . . ,  C , . . .  

de nombres  positifs qui  croisscnt inddf in iment ,  on peu t  faire eorrespondre une 

suite de nombres  positifs uo, u~, . . . ,  u,,, . . . ,  tels que la sdrie Uo + ux + . . .  

+ u,  "4- . . .  soft convergente  et 1.~ sdrie ~,dr,, "4- ~,~t~ + . . .  -4- ~,,u, "-t- . . .  
divcrgente.  

I1 est d'ailleurs clair que eeci resterai t  vrai lors mSme qu 'une  part ie  

seulement  de ~ irMt en croissant inddf in iment ,  les autres res tant - f in is .  

Je  me suis oecup6 p rdeddemmen t  I de gdndraliser ees rdsultats h l 'aide 

de ceux qu'a  obtenus  Do BOIS-RFx.~myD; et l 'on sail que, depuis,  M. BoaEI, 

a repris avec succSs cet ordre de recherches3 Je  ne sais s'il a dt6 remarqu6 

que la quest ion peu t  recevoir une extension de na ture  diffdrente.  Si, en 

effet, on remarque  que la convergence absolue de la sdrie 

(,) U o + U , +  ... + u . +  . . .  

entrMne celle de la s6rie (I') lorsque les ~ sont  finis, on volt  que la pro- 

posi t ion I I I  peu t  s 'dnoneer ainsi: 

L a  condition n~cessaire et suffisante que doivent remplir les hombres 

~o, ~ ,  . . . ,  ~, ,  ~ . . .  pour que la convergence absolue de la s~rie (i) entraine 

ndcessairement celle de la s~rie (i '),  est que tous ces ~ombres ~,, soient in- 

fdrieurs en valeur absolue it une limile fixe. 

Cette propos i t ion  condui t  d~s lots h poser la quest ion suivante:  

Comment doit ~tre choisie la suite 

(2) 
~I) �9 �9 ") ~n) �9 �9 �9 

pour que toute s4rie (i)  converqente (absolument  ou non) donne, lorsqu'on 

multiplie ses termes respeetivement par ~o, ~ ,  ~ . . . ,  ,,,x . . .  une s~rie (l ')  

~galement convergente? 

1 Acta  M a t h e m a t i c a ,  tome I8; I894. 
t Ind6pendamment des r6sultats que M. BOREL avait obtenus dans ses travaux 

pr6c6dents, ses r;~centes Le(~ons sur les sdries ~i termes positif~ c.ntiennent un ensemble 
de wles nouvelles ot importantes snr ees qm~.~ti(ms. 
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Or un autre thdor~me bien eonnu d'AB,sL, le thdor~me I I I  de sos 

t~echerches sur la s&ie I q- ~-x q- ~,(m - -  I)x= + ,,(m --  ~)(m-- e)xa q_ . . .  1 
I I . 2  I . 2  " 3  

montre imm6diatement la cat6gorie des suites (2) qui jouissent de la pro- 
pl-i6tg en question eomme bien plus 6tendue qu'on n'aurait p u l e  supposer 
au premier abord. I1 fair voir, en effet, que la convergence est toujours 
conserv6e si les multiplieateurs (2) sent des nombres positifs d&roissants; 
et la m~me transformation qui conduit A~eL a c e  r6sultat montre 2 que 
eette propri6t6 subsis{e d~s que la s6rie 

(3) + + + . . .  + + . . .  

est absolument eonvergente. 
An reste, il faut remarquer que ce r~sultat n'est pas essentiellement 

distinct de eelui d'ABEL; ear si la s&ie (3) es~ absolument eonvergente, la 
quantit6 $~ (supposde r6elle) peut se mettre sous la forme 

(4) ~. = A q- r - -  ~'.' 

off ~'. d'une part, ~'.' de l'autre, ddsignent des nombres positifs dderoissants 
pendant que A est une eonstante. 

Je dis que la conditior~ ainsi trouvde comme suffisa,ete est er~ mdme temps 

~&essaire. 

Supposons, en effet, qu'elle ne soit pas remplie et que la s4rie (3) ne 
soit pas absolumen~ eonvergente. Nous pouvons, ndanmoins, admetfre que 
$,, reste fini (sans quoi nous savons que la suite (2) ne poss[derait pas la 
propridtd qui nous int6resse, mdme pour les sdries g termes positifs). Alors, 
si nous dgsignons par i, d'une mani~re gdndrale, les valeurs de n pour 

lesquel les  ~ . + ~ -  ~. est positif, et par k eelles pour lesquelles cette m~me 
quantitd est ndgative, la sdrie ~ fermes posi~ifs 

- -  

et la sdrie g termes ndgatifs 

1 Oeuvres, tome I, page 59 de la premiere 5dition; page 222 de l'~dition SYLow 
et LI~. 

DI~ICHL~'r-DF, I)EKIND, Vorlesungen tiber Zahlen~heorie, 3 e ~dition, suppl. 
IX, w 143. - -  Voir PRI~GSH~I~, Encyclop~tdie der Mathem. Wissensehaften,  
I A3, p. 94. 
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seront divergentes. D'aprbs le th6orbme I, nous pourrons, sans les rendre 
convergentes, multiplier les termes de la premibre par des quantitds posi- 
tives /~ qui tendent vers zdro, et les termes de la seconde par des quantitds 
n6gatives /z~ qui tendent dgalement vers z6ro. I)ans ces conditions, la 
so lnnle  

augmentera inddfiniment avec n. 
Or par la transformation d'ABFL, cette somme s'dcrit 

~ r  o -{- r o - -  t~) -{- ~2(t~ t:) -{- + r  + r . 

et l'on peut y faire abstraction du premier terme ainsi que du dernier, 
puisque $~ est fini e t t , ,  infiniment petit. I1 apparalt alors que la suite 
(2) ne rSpond pas h la question, puisque la sdrie ~_,(t,_i--tn)est con- 
vergente et la s~rie ~:~,(t,,_ 1 ---t,,) divergente. 

Done la co~'tdition ndcessaire et suffisante cherclge est que la s~rie (3) 
soit absol~onent convergenle. 

~Rien n'cst d'ailleurs chang6 h eet~ conclusion si l'on suppose $~ 
imaginaire, soit 

D'une part, en effet, la convergence absolue de la sdrie ~ ($ , ,+1~$ , )  en- 
tralne celle des sdries E(~,,+:--72,),  Z(r D'autre pal~, lorsqu'on 
suppose les u r6els, la convergence de la sdrie ~,$,u, ,  exige celle des sdries 
~],,,~t,,, Z~..~C, de sorte que la suite des 72,, et celle des r doivent satis- 
faire sd, pardmcnt h la condition qui vient d'etre trouvde. 

En demandant que la convergence de la s6rie (:) entralne celle de la 
s6rie (i') on peut aussi demander, en outre, que, rdciproquement, la con- 
vergence de celle-ci entralne celle de la sdrie (I). Alors, h la condition 
que la s6rie (3) soit absolument convergente, il faudra 6videmment ajouter 
celle que sa somme soit diffdrente de zgro. La double condition ainsi ob- 
tenue est d'ailleurs suffisante, car, si lim $. =~ o,  la convergence absolue 
de la s6rie (3) entralne la convergence absolue de la sdrie 
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(D'une manibre g6n6rale, si la fonction ~($, ~y, () admet des d6riv6es finies, 

la convergence absolue des s6ries ~ ($,+1 - -  ~,), Z (72,,+, - -  ~2,), ~ (~'n+, - -  ~,,) 
entralne, en vertu de la formule des accroissements finis, celle de la sSrie 

E [ ~ ( ~ + l ,  ~n+,, C,+,)--~(~,, ,  ~, ,  r 
Considdrons, par exomple, la sgrie qu'a formde ABEL dans son Mdmoire 

sur les fonctions gd~dratrices et leurs dgterminantes' et qui a dtd 5tudi6e 

par HALrU~N dans le tome I8 du Bulletin de la Socidtd 211athdmatique de 
France. ~ 

HALen~N constate (au n ~ 3 de son Mdmoire) que le terme g6n6ml de 

cette s~rie est de la forme A + B + - ~  u, oh A est ind~pendan~ de n 
n 

et oh b~ reste fini, les hombres A et B 6tant d'ailleurs fonctions de la 

variable x; et il en ddduit que la s6rie ~ u ~  est ndcessairement convergente 

si la sdrie d'ABEL converge pour deux valeurs de x qui donnent au rapport 
B 

des valeurs diffdrentes. 

2qous voyons qu'une telle restriction est inutile. La s6rie 

6tant absolument convergente, la convergence de la sdrie donnde ne pourra 
avoir lieu pour aucune valeur de x n 'annulant pas A (c'est h dire, ici, 

pour aucune valeur de x diffdrente de zdro), si la sdrie ~,u. n'est pas con- 

vergente. Comme la particularit6 A = o qui se prdsente pour x = o est 

due h ce que t o u s l e s  termes de  la sdrie d'ABEL (h 1'exception du premier) 
contiennent x en facteur, si nous supprimons ce facteur, nous voyons que 

la sdrie converge alors pour routes les valeurs donndes h x ou ne converge 
pour aucune. 

Nous sommes d'ailleurs '~ m~me d'indiquer t o u s l e s  cas oh la sdrie 
de polynbmes 

n = l  

(dans laquelle les P~ sent des polyn6mes ddterminds et les an des con- 
stantes arbitraires) poss~de cette propridt6 de la s6rie d'AB~L: je veux dire 

' Oeuvres, tome II, p. 82 de la I e 6dition; p. 75 de la 2 e, 
p. 57 et suiv.; x882. 
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oh, pour tout choix des a,, il y a ndccssairemcnt, soit convergence pour 
route valeur de x, soit divergence pour toute valeur de x. C'est cc qui 
aura lieu lorsque la sdrie dont le terme gdndral cst 

p,,+~ (.~') p,(z') 
(4) P,,+,(x) ~P,,(x) 

sera absolument convcrgente, quels que soient x ct z'. l l  cst dvidcmmcnt 
n6cessaire, pour cela, que P , (x)  puisse se mettre sous la formc 

P.(x) = Ep (z), 
k = l  

los tt,, 5tant des constantcs quelconqucs ct 

pL(,x) + p (x) + . . .  + + . . .  

unc sdric de polynSmes absolument convergcntc dans tout lc plan ct dont la 
somme nc s'annulle jamais. Cette condition est, d'aillcurs, suffisante. Car, 
d'aprSs une rcmarque faite plus haut, la convergence absolue des s6ries 
~_.[P~+~(x)--P,,(x)], ~ ,[P.+~(x ' ) - -Pn(x ' )]  (les sommes de ces s~ries dtant 
diffdrentes de zSro) entralne la convergence abso]ue de la s6rie (4). 

Quoiqu'il soit, comme on le volt, bien ais6 d'obtenir la forme gdndralc 
des polynbmes Pn, ccux-ci pr6senteraient peut-dtre quelqucs propridt6s in- 

P.(x') 
tdrcssantes" le fair que t'~(x) a unc limite semblc, par exemplc, montrer 

que leurs zdros vont, en gdndral, cn augmcniant tous inddfiniment, ainsi 
qu'il arrive pour la sdrie d'ABEL. 

On peut remarquer que, si les quantit~s r6elles ~,, tcndcnt vcrs une 
limite ~, on peut toujours les ranger dans un ordre tel que la s6rie X(~n+l - -  ~,) 
soit absolument convergente. Cela est ~vident si les ~n tendent vers ~ par 
valeurs routes infdrieures ou routes sup~rieures; dans le cas contraire, il 
suffira (~ dtant suppos6 ~gal h z6ro pour simplifier lc langage) de ranger 
par ordre de grandeur d~eroissante lcs termes positifs, par ordre de grandeur 
croissante les.termes n6gatifs et de ne passer de l 'un des groupes h l 'autre 
qu'h des intervalles assez ~loign6s pour que la s~rie formde par les termes 
de passage soit absolument convergente. 

I1 en est tout autrement dans le domaine complexe. Soient, par 
exemple, E~, E2, . . . ,  E p , . . .  les termes (eonstamment ddcroissants) d'une 
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sgrie divergente 5 termes positifs. I)6erivons, d 'un m4me point eomme 
centre, des cercles C1, C~, . . . ,  C~,.. .  de rayons respectifs E l ,  E : ,  . . . , /~p , . . . ,  
et, dans lc cercle Cp, inscrivons un polygone rdgulier d 'un hombre de ebt6s 
assez grand pour que chaque cbtd soit infgrieur h la plus petite des diffdrences 
E p _ , - - E ~ ,  Ep- -K~+: .  Alors, si nous ddsignons par $0, $ , , . . . ,  $ .v , . . .  
les sommets de ces cliff,rents polygones, rang6s dans un ordre queleonque, 
route ligne bris6e assujettie h la condition de passer pat" tous ees points 
dcvra avoir une longueur sup6rieure h la somme des p~rim~tres des polygones, 
laquelle crolt ind~finiment. 

Par contre, il peut se faire que, pour n'importe quel ordre assign6 
a ux }, la s6rie (3) soit absolument eonvergente. C'est ee qui aura lieu 
6videmmcnt si la s:rie ~ (} - -  $,~) converge absolument, et dans ee e~s seulement. 


