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Einleitung. 

Wir haben in einer friiheren Arbeit 1 gezeigt, wie bei denjenigen fuchsschen 

Gruppen vom Geschlecht Null, deren Fundamentalbereich lauter verschwlndende 

Winkel besitzt, die automorphen Funktionen direkt durch bedingt konvergente 

Reihen und Produkte dargestellt werden kSnnen, welche yon den Elementen der 

Funl~ti0n i n  einfachster Weise abh~ngen und welche zugleich eine formale In- 

varianz den Substitutionen der Gruppe gegeniiber aufweisen. Zweck der folgen- 

den Betrachtungen ist, unsere Methode auf Gruppen hSheren Geschlechtes zu 

iibertragen. Wir werden der K i i r z e  halber uns haupts~chlich auf die Gruppe 

der ttauptuniformisierenden der hyperelliptischen Riemannschen Fl~che yore 

Geschlecht zwei 
6 

~ 1  

beschr~nken, unsere Ergebnisse kSnnen aber unge~ndert auf alle hyperelliptischen 

Riemannschen Fl~chen und in etwas modifizierter Form sogar auf alle algebrai- 

schen Riemannschen Fl~ichen iibertragen werden, wie im letzten Kapitel gezeigt 

wird. ~ 

Zur Herleitung der analytischen Ausdriicke fiir die betreffenden automor- 

phen Funktionen werden wir uns  zweier verschiedenen Methoden bedienen, welche 

zu einander jedoch in enger Beziehung stehen. 

Die erste ~[ethode, deren geometrisch-gruppentheoretische Grundlagen in 

den w167 I - -5  entwickelt werden, beruht auf einer Anwendung der Untergruppen 

und der zugehSrigen Transformationsgleichungen, d.h.  derjenigen Gleichungen, 

welche zwischen den automorphen Funk~ionen der verschiedenen Gruppen herr- 

schen. W~hrend aber bisher haupts~chlich nur Untergruppen yon endlichem 

Index und algebraische Transformationsgleichungen betrachtet worden sind, ha- 

ben wir in unseren Untersuchungen mit Untergruppen eines unendlichen Index 

z~ tun, deren Transformationsgleichungen somit transzendent sind. Den tTber- 

gang zu den fraglichen Untergruppen vermit te l t  ein elliptisches Integral tier Form 

i p. j. MYRBERG: ~b~r die analytische Darstellung der automorphen Funktionen d~rch 
bedingt konvergente Reihen und l~rodukte (Acta mathematica, Bd. 59 (I932)). 

Eine vorl~ufige l~Iitteilung der Resultate der vorliegenden Arbeit finder man in unserer 
Note: Sur une reprdsentation nouvelle des fonctions automorphes (Comptes rendus des s~ances de 
l'Acad~mie des Sciences, Paris, t. I97 (1933)). 
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d x  

u -~- ' ] / ( x  - -  e ,~)(x  - -  e # ) ( x  - -  e ~ ) ( x  - -  e~) '  

welches somit in unserer  gegenw~rtigen Arbeit dieselbe Rolle spielen wird, wie 

der Logarithmus bei den mit der Modulfunktion verwandten automorphen 

Funktionen. 

Wir  gehen zu diesem Zweck yon derjenigen Gruppe ir~ vom Geschlecht 

Null aus, welche der polymorphen Funktion z (x) der in den Punkten e, mar- 

kierten und mit der Verweigungszahl zwei versehenen sehlichten x-Ebene ent- 

sprieht. Offenbar  ist z (x) identisch mit der Hauptuniformisierenden yon R, und 

est ist sorer  jede relativ zur Fl~che R unverzweigte Funktion eine eindeutige 

Funktion yon z. Dies ist u.a.  mit jedem elliptischen Integral  u der Fall. Die- 

jenigen Substitutionen yon F:~, welche u unge~ndert lassen, bilden eine ausge- 

zeichnete Untergruppe 1:~, welche eine fuchsoide Gruppe vom Geschlecht Null 

ist. Sie besitzt in der Funktion u (z) eine Hauptfunktion, d .h.  eine aut0m0rphe 

Funktion, welche den Fundamentalbereich yon F~ schlicht abbildet. Es ist 

leicht, die Gruppe F~ durch Grenziibergang aus einer unendlichen Folge fuchs- 

scher Gruppen yore Geschlecht Null zu gewinnen. Diese Gruppen sind noch auf 

gewissen Teilen des Itauptkreises diskontinuierlich, woraus folgt, dass ihre Haupt- 

funktionen (lurch absolut konvergente Reihen und Produl~te der einfachen Form 

A, bzw. b" 
~ z - -  a, a, 

dargestellt werden kSnnen. Durch Grenziibergang gewinnt man hieraus fiir die 

Ha.uptfunk~ionen yon /~  Ausdriicke der nitmliehen Form, die abet  jetzt bedlngt 

konvergent sin& 

Die Transformationsgleichung fiir die Gruppen F~ und F~ wird jetzt yon 

der dureh Inversion des Integrals u erhaltenen doppeltperiodischen Funktion 

x = x ( u )  

dargestellt. Die automorphen Funktionen yon F~ kSnnen demnach aus doppelt- 

periodischen Funktionen yon u und der fuchsoiden Funktion u ( z ) z u s a m m e n -  

gesetzt werden. Um eine analoge Darstellung: fiir die automorphen F u n k -  

tionen der zu R gehSrigen Gruppe l"xy zu gewinnen, bedarf man noch:eines 

zweiten elliptischen Integrals der obigen Form, so dass alle Verzweigungspunkte 

yon R unter den Verzweigungspunkten der eUiptischen Integrale vorkommen 
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werden. Es wird n~mlich 

in der Form 

bewiesen, dass jede automorphe Funktion yon I~v 

F ( . )  = 

darstellbar ist, wo E eine eindeut ige Funktion ihrer Argumente bezeichnet, 

Durch Heranziehung bekannter Ausdriicke aus der Theorie der elliptischen Funk- 

tionen gewinnt man hieraus bemerkenswerte Darstellungen fiir die au~omorphen 

Funk~ionen yon  F~9. 

Iudem man z. B. die ffacobische eUiptische Thetafunktion H(u) einfiihrt, be- 

kommt man fiir die automorphen Funktionen den Ausdruck 

= A 
f(z) 

als Quotient  zweier ganzen, d. h. fiir ]z I < I reguliiren Funktionen, welche aus den 

oben genannten Thetafunktionen und den fuchsoiden Funktionen 

. ( z ) ,  v(z) 

zusammengesetzt sind und welche fiir eine willkiirliche Substitution S(z)yon 
ir~ v einer Gleichung der Form 

geniigen. 'Wir haben damit zu einer yon den Poincar6schen Thetafunktionen 

wesentlich verschiedenen Klasse automorpher Thetafunkt ionen gelangt, die als 

e ine  natiirliche Verallgemeinerung der elliptischen Thetafunktionen angesehen 

werden kSnnen. Es wird sich zeigen, dass Gleichungen der Form 

f(S(z)) = egsI~l f(z) 

unter sehr allgemeinen Voraussetzuagen betreffs der ganzen Funktionen gs(z) 
unsere Thetafunktionen vollkommen charakterisieren. 

Unsere Betrachtungen fiihren ferner zu einer direkten Produktdarstellung 

der Funkti0nen x(z)und y(z), welche yon den Nullpunkten :und Polen in' Sehr 

elnfacher Weise abh~ngt und welche zUgleich eine formale Invarianz den Sub- 

stitutionen d e r  Gruppe gegeniiber aufweist. 

Die zwei~e der oben erw~hn~en Methoden, die erst in 12 w angewandt wird, 

geht yon der iTatsache aus, dass es mSglich ist, eine unendliche Folge geschlos- 
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sener, ausserhalb einander liegender uud gegen den Hauptkreis konvergierender 

Kurven 
L1, L~, Ls . . . .  , L~ . . . .  

zu konstruieren, welehe die Eigenschaft haben, dass 

 ,mfl 
Ln 

Ist nun F ( z )  eine beliebige auf den: Polygonseiten besehrgnk~e Fnnktion, so er- 

gibt sich aus d e r  Cauchyschen Integralformel im Falle einfacher Pole eine 

Darstellung der Form 

C, 
- - ~  lira ~j~. 

n..-~Qo ~ z ~ a ~  
Ln 

Insbesondere gewinnt man daraus fiir die automorphen Funktionen yon l~y 

den kusdruck 

wo die Zusatzglieder 

F ( z ) =  lira ~ [  A, ] + a , )  , 

( , ,  = 
U (z) - -  U (a) 

2 ' - - a  

welche hier die ngmliche Rolle spielen wie die Polynome in der Mittag-Leffler- 

schen Darstellung, fiir ]z I < I, laJ < I  regulgre analytische Funktionen sind. 

Fiir die Funktion A, welche eine hyperabelsche Funktion der Variablen (z,a) 

ist, wird sich ein expliziter Ausdruck yon hSchst einfacher Form ergeben. 

Unsere zweite Me~hode wird in 14 w zur Herleitung expliziter Ausdriicke 

fiir die Integrale hyperelliptischer Riemannschen Fl~chen angewandt. 

Zum Absehluss wird im letzten Paragraphen gezeigt, wie unsere Betrach- 

tungen auf Riemannsche Fl~chen hSheren Geschlechtes iibertragen werden kSnnen. 

I ,  

A. G e o m e t r i s c h - g r u p p e n t h e o r e t i s c h e r  Tei l .  

Definition der Gruppe r~. 

Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildet die i n  den Punlrten 

e l ,  e~, e3, e4, es ,  e 6 ( I )  
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markierte komplexe x-Ebene (Fig. I). Es sei z(x) diejenige bis au f  eine lineare 

Transformation bes~imm~e polymorphe Funktion, welche in den PunkCen (i) 

Windungspunkte zweiter Ordnung besitzt. Die genannte Fuuktion is~ dann 

offenbar iden~isch mit der Hauptuniformisierenden der hyperelliptischen Rie- 

mannschen Fli~che 
6 

Y~ = I I  (~ - ~,), (~) 

also mit derjenigen FunkCion, welche die einfach zusammenh~ngende, rela~iv un- 

verzweigte t~berlagerungsfliiche yon (2) auf eine schlichte Kreisfl~tche, welche wir 

mi~ dem Inneren des Einheitskreises 

t e 5 

F i g .  x. 

I~l = I : H  

identifizieren wollen, konform abbildet. Die verschiedenen Zweige der Funk~ion 

z (x) h~ngen yon einander dutch lineare Subs~itutionen 

, =  ~z  + ~ ( ~ a -  fir = i) (3) z 7 z  +----~ 

~b, die eine fuchssehe Gruppe I'~ vom Geschlech~ Null bilden, fiir welche H 

ein Haupt- und Grenzkreis ist. 

Wir schneiden nun die x-Ebene l~ngs einer einfachen, durch die Punkte 

(I) gehenden Linie C. Die so geschnittene x-Ebene wird durch einen Zweig yon 

z(x) auf ein krummliniges (in Fig. ~ mit B o bezeichnetes)Polygon Bx abgebildet, 

welches einen Fundamentalbereieh fiir F~ bildet. Wir wollen, was stets mSglich ist, 

die Linie C so w~hlen, dass die Begrenzung yon B~ aus Kreisbogen besteht, welche 



Uber die analytische Darstellung der automorphen Funktionen. 201 

zum Hauptkreis  orthogonal sin& Ferner  

soll die Funkt ion e (x ) so  normiert  werden, 

dass der Nul lpunkt  0 zu B:r gehSren wird. 

Das Polygon B~ hat  insgesam?, Io Sei- 

ten, die paarweise 

(k, k + i ) - ~ ( ~ ' ,  k + ~') 

den beiden Uferct eines 

(k~- 1,2, 3 ,4 ,  5) 

Bogens (ek, ek+l) 

yon C entspreehen, und die durch die Er- 

zeugenden 

s~, &, &, &, & (4) 

�9 

H 

Fig. 2. 

yon /'z einander paarweise in der in Fig. 2 angegebenen Weise zugeordnet sin& 

Die Eckpunkte yon Bx bilden sechs Zyklen 

(I), (2, 2'), (3, 3'), (4, 4'), (5, 5'), (6) 

und sie sind Fixpunkte der involutorischen Substi tut ionen 

(s,), (s, sr ~, s~ sT,), (& s7 ~, 8~ sr~), (& sT', s~ st'), 

welche einem Umkreis um den betreffenden e,.-Punkt entsprechen. Die Er- 

zeugenden (4) geniigen somit den Relationen 

s~,=,, (s, s7~)~=,, (&sT')~=,, (s~)~-- , ,  (s, s7')~=,, s~=,. (4)' 

I n d e r  Funkt ion x(z)besi tz t  ,F~ eine H~uptfunktion,  welche jeden Wer t  in 

B.~ genau e inmal  annimmt. Diejenigen Substi tut ionen yon F.~, welche aueh .y(z) 
unge~ndert  lassen, bilden eine ausgezeichnete Untergruppe Fxy yon Fx, deren 

Index zwei ist. Man bekommt einea Fundamentalbereich yon F~y, wenn man 

zu B~ z. B. den Bildbereich Si(B~ ) hinfiigt. Der so  ents tandene Bereich B~y be- 

sitzt insgesamt i2 Seiten, welche durch die Substi tut ionen 

T I =  ~2, T2 ~---84, T3~--: 85 31' T~t :S3Sl ,  T5=S13-~1S1, T6 ~--~- 88-8 1Sl ,  (4)t' 

in der in Fig. 3 angegebenen Weise auf einander bezogen sind. 

die Substi tutionen (4)" aus (4)' gewonnenen Relationen 
21}--34686. Acta mathematiea. 65. Imprim6 lo 9 f4vrier 1935. 

Wegen der fiir 
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Ts= ~I T, T~, T6= TTl :T41'l 

kann man die beiden letzteren Substitutionen (4)" eliminieren, wodurch fiir die 

Gruppe F~u das System yon Erzeugenden 

r, ,  /2, rs, T, (4)"' 

erhalten wird, welches dem Schnittsystem der Fig. 4 auf der Riemannschen 

Fli~che (2) entsprieht. Wir nennen die Substitutionen (4)'" die kanonischen 

Erzeugenden yon Fxy. 

Fig. 3. 

e 4 

i 

Fig. 4. 

z. Aus der Definition der Hauptuniformisierenden geht hervor, dass jede 

relativ zur Fl~che (2) unverzweigte Funktion eine eindeutige Funl~ion yon z 

wird. Dies ist u .a .  mit jedem elliptischen Integral der Fall, welches irgend 

vier yon den Punkten (I) als Windungspunkte besitzt. Wir w~hlen im fol- 

genden stets e~ = ~ ,  wodurch die Gleichung (2) die Form 

y '  ~--- (X --  el)(x -- e~) (x - -  ea) (x -- es)(x --- er (5)  

und ein yon den zugeh6rigen elliptischen Integralen den Ausdruck 

u = V ( x  - e , ) ( x  - e ~ ) ( x  - e~) 
el 

annehmen wird. 

(6) 
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Das Verhalt,en der Funktion u (z) den Erzeugenden yon /'~ gegeniiber wlrd 

durch die Gleiehungen 

. (s , )  = .  (~) + ~ , ,  u (s~) = - .  (~) + o~,, 

. (s . )  = .  (z),  . (s~) = .  (z) 
(7) 

dargest,ellt,, wo co 1, r ein Syst,em primitiver Perioden yon (6) bezeichnet,.. Aus 

(7) folgt, fiir eine beliebige Subst,it,ut,ion yon K~ die Gleichung 

~(s(z)) = ( -  !)~.(~)+ ,~ ,  + ~ ,  (s) 

wo e - ~ o ,  I; # , ~ o ,  J: I, :t:2, _+_3,... 

Wir  wollen ~ die (zu u gehSrige) Charakteristik und /~, ~ den ersten bzw. 

zweiten Index yon S nennen. Die Gesamt,heit, tier Subs~it,ut,ionen der Cha- 

rakt,eris~ik und der Indizes Null, also f i i r  welche u(z) invariant, ist,, bildet, eine 

ausgezeichnete Unt,ergruppe I~ yon F~, deren Index unendlich ist,. Sie ist, 

offenbar eine fuehsoide Gruppe, also eine Gruppe mit. unendlich vielen Erzeu- 

genden, deren Fundament,albereich aus unendlich vielen Polygonen yon F~ zu- 

sammengeset,zt, werden kann. 

Die Subst,itut,ionen yon Fz kSnnen in wohlbekannter Weise in ein unend- 

liches Schema der Form 

S~ ~ .  

~1 $1 ~ s,~ �9 

�9 . . . ~ 

(9) 

geschrieben werden, deren erst,e Horizontalreihe (Zeile) die Subst,it,ut,ionen yon 

Fu ent,h~lt und deren erst,e Vertikalreihe (Kolonne) ein vollst,~ndiges Repriisen: 

t,ant,ensyst,em yon r~ (Fakt,orgruppe) bildet,, welches Syst,em mit, der Gruppe der 

Subst,it,ut,ionen 

u ' =  +__ u + ~o~1 + ~ (~, �9 ganz) (io) 

isomorph ist,. Aus 
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wO 
so= s,6 , 

geht hervor, dass die erste u aus den Substitutionen 

(I2) 

aufgebaur werden kann und dass somit jede Substitution S yon Fx in der Form 

s = , s 

,. 

6 

2" 

5 
" 6  

4 / 4 "  
5, Z 4 3 

5 
1 2 

Fig. 5. 

darstellbar ist, w o e  ihr Charakteristik, #,  v ihre Indizes sind und wo S e i n e  

Substitution yon F~ bezeichnet. 

2 w Konstrukt ion  des Fundamenta lbere ichs  yon r~ .  

3. D u r c h  einen Zweig der Fuuktion u (x) wird die geschnittene x-Ebene 

auf ein krummliniges Parallelogramm der u-Ebene abgebildet , welches mit einem 

Haken versehen ist, der dem Tell e~ese 6 yon C entsPricht ~ Die den verschiede- 

nen Zweigen yon u(x) entsprechenden u-Parallelogramme bedecken einfach und 

liickenlos die ganze u-Ebene, wobei die Haken sich paarweise in neue t takeu 

der in Fig. 5 angegebenen Form vereinigen. Wir haben in den Figuren s~mt- 

liche Randkurven der ParaUelogramme schematisch dutch Geraden ersetzt und 

wir werden im folgenden die entsprechende Terminologie anwenden. 
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W i r  be~rachten nun die polymorphe Funk t ion  z als Funk t ion  z = z(u) in 

der u-Ebene. ~) Offenbar ha t  sie in den Eckpunk~en 

. (,,) (i - -  s ,  6) ( i4 )  

l -  l "i" 

..../ . _ /  _ . /  _ /  _ /  _ /  _ i  _ t  
s t  s /  s :  s :  so = ~-. o 

s , s~s  J s, s = s#  s, sps2 '  s , s~ 's#  
_1"-- I "  ~ : F  F f - -  Z ; z: ._i I -  _ i  I ' -  _ / I - "  . . I  J . . /  _. /  

s=~ s ~  1 s~ "~ 

3"~3* 3 $1 ,~i St 31 $2 "t 3 1 S i  "~ 
lo r F P P F r P F t2 

- - I  _ i "  _ 1  . . . I  0.-1 - - /  ._1 _ 1  
s~sg ~ S~Sg 1 s ;  ~ S ~= 3 0~ 

& 3=" $~  Si $15o "1 3151-1Sd 1 3t S~33o ~ 
t_, F / - -  , F . J -  ~ F F F zg 

_W - / '  ,_/ ~ _ /  _ /  _ i  
f i 4 ~  1 ~21~0 "2 ~0 - I  ~ l ~  0"2 

SiS2 S ; ~ S~$=S; z SlS~3 ~ = 3~S ~ 3 ;  = 
y P F ~ F F r F l .: 

~='43o'3 $== $ j "  S; ~ ,~=-=S o -~ 

$t $~$g3 31Sl.~3 $13a'lSg 3 $1S {330"3 
t-3 ] "  P / "  ] -  / "  / -  ] -"  ] - -  ~.~ 

Fig. 6. Ha, i- 

der Haken  Windungspunkte  zweiter Ordnung,  ist aber sonst regular. Um die 

Zweige yon z (u) eindeutig zu machen,  ziehen wir yon jedem auf der vertikalen 

Geraden l -  l iegenden 4-Punkt  aus eine Halbgerade 7, nach links und  ferner  yon 

jedem auf  der vertikaten Geraden 1 + l iegenden solchen P u n k t  aus eine Halbge- 

r a d e  ~ nach rechts. Indem wir zu den Halb~geraden die Gesamthei t  der zu: 

gehSrigen Haken  hinzufiigen, bekommen wir zwei unendliche Schareu yon Linien 

l,, l~ oder kiirzer l~ ( e = o ; I )  ( v = o ,  ~ I ,  + 2 , . . , )  (I5) 

1) Der Punkt u =o  f~llt in Fig. 6 mit dem Mittelpunk~ der unteren Seite von i zusammen. 
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welche zusammen eine du reh  den unendlich fernen Punkt  unendlieh oft gehende 

geschlossene Linie bilden. Die l~ngs (I5) geschnittene u-Ebene /st ein einfach 

zusammenh~ngender Bereich, wo alle Zweige der Funktion z(u) eindeutig sin& 

(Fig. 5.) 

4. Um einen Zweig dieser Funktion zu fixieren, ordnen wit dem Anfangs- 

parallelogramm I den Fundamentalberelch B~ yon lr~ zu. Man finder leicht, 

dass dana den iibrigen u-Parallelogrammen diejenigen Polygone yon Fx zugeord- 

net werden, die den Substitutionen (I2) entsprechen. Die fraglichen Polygone 

bilden zusammen ein unendlichvielseitiges Polygon Bu, wo die Funktion u(z) 
jeden endlichen Wer~ genau einmal annimmt und welches offenbar ein Funda- 

mentalbereieh der fuchsoiden Gruppe r~ ist. Zweck der folgenden Betrach~ungen 

ist, das Polygon Bu ns zu untersuchen. 

Wit betrachten zu diesem Zweck das Bild 

k; (~---o, ~; ~ = o ,  + i ,  _+2,...) (~6) 

einer einzelnen Linie l~. Derselbe ist eine aus unendlich vielen zu H ortho- 

gonalen Kreisbogen zusammengesetzte Linie, deren beide Endpunkte auf H lie- 

gen. Im Sinne der nichteuklidischen (hyperbolischen) Geometrie, wo die Ortho- 

gonalkreise yon H die Rolle der Geraden spielen, sind die Linien (I6) konvexe 

Polygonziige und zwar in dem Sinne, dass sie ausserhalb jedes Orthogonalkreises 

yon H liegen, mit dem sie einen gemeinsamen Bogen besitzen. Diese Eigen- 

schaf~ kommt allen im folgenden Betrachteten konvexen Ziigen zu, wenn das 

Gegenteil nicht ausd~'iicklich hervorgeboben wird, was wit bier ein fiir allemal 

bemerken. 

Wit bemerken ferner, dass zwei benachbarte Ztige 

einen gemeinsamen Endpunkt P~ besitzen. In der Tat kSnnen die einander 

gegenfiberliegenden Ufer der entspreehenden Linlen l~, 1~+1 durch ein unend- 

liches System yon ~quidistanten und aus zwei vertikalen Seiten der u-Parallelo- 

gramme gebi ldeten Linien mit einander verbunden werden. Diesen Linien ent- 

spreehen aber im B e r e i e h  B~ gewisse die fraglichen Ziige verbindende zu H 

or~hogonale Kreisbogen, deren n.e.  L{~uge 1 beschr~nkt, n~mlich hSchstens gleich 

i d.h. im hype~bolischen Sinne gemessene L~nge. 
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dem doppel~en n. e. Diameter yon B~ ist, woraus folgt, dass ihre euklidische 

Lgnge den Grenzwert Null hat. In  gleicher Weise ist einzusehen, dass der 

gegenseitige Abstand der einander gegeniiberliegenden Ziige k~ und kr fiir 

v-* _+ oo gegen Null konvergiert, und dass somit die Ziige (I6)fiir  v ~  • oo resp. 

gegen zwei bestimmte Punkte  P~ und P-| yon H konvergieren, welche End- 

punkge des Bildes der Linie V sind. (Fig. 8.) 

Sgmtliche Seiten yon Bu liegen somit innerhalb H. Die Eckpunkte yon 

B~ sind dreierlei Art: I) Die unendlich vielen innerhalb H liegenden Eckpunkte 

der Ziige (16), 2) die unendlich vielen auf H liegenden Endpunkte der Ziige 

(I6), welche zugleich Hgufungspunkte fiir die Eckpunkte erster Art sind und 

E 3 

~3 

4 E2 ~ E~ 

H 
Fig. 7. 

3) die zwei H~ufungspunkte P| P_| 

Obigen geht hervor, dass die Funktion 

drifter Art  den Grenzwert o~ besitzt. 

der Eckpunkte zweiter Art. Aus dem 

u (z) in den Eckpunk~en zweiter und 

5. Urn die Erzeugenden yon F,~ zu bestimmen, betrachten wir etwas n~her 

einen einzeluen Zug (I6), z. B. ko. Die Reihe ihrer Eckpunkte hat  die unend- 

liche symmetrische Darstellung (Fig. 7) 

. . .  445654456545654456544 . . .  

Die zugehSrlgen unendlich vielen Seiten sind einander paarweise durch gewisse 

Substitutionen yon r~ zugeordnet, die wir in drei Typen zerlegen. 

Erster Typus: Substitutionen, die zwei benachbarte Seiten 56 und 65 ein- 

ander zuordnen. Jede derselben entspricht einem Umkreis u m  einen 6-Punkt 

eines zu 1 o gehSrigen Hakens. Die betreffenden Substitutionen, welche aus S 5 
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durch 

druck: 

>)Transformatiom> erhalten werden kSnnen, haben den aUgemeinen Aus- 

E1 (tt, o, o) = S~-~ $1 Ss $1 S~ bzw. 

EI(~, o, 1)-- s0sT.s, s~ ~ ~ 
(, > o). (, 8) 

Zweiter Typus: Substitutionen, welche zwei Seiten 45 und 54, die durch 

ein Seitenpaar 565 getrennt werden, einander zuordnen. Jede derselben ent- 

sprich~ einem geschlossenen Weg der u-Ebene, welcher die beiden Ufer eines 

Teiles 45 eines zu l o gehSrigen Hakens mit einander verbindet. Die betreffen- 

p~ 

p ~ P 3 '  , 
k 

P k ~ ~ P /  

P0 ik ' kl 

P 
~ o o  

Fig. 8. 

den Substitutionen, welche aus S 4 durch >)Transformation)) erhalten werden kSn- 

nen, haben den allgemeinen Ausdruck 

E~ (tt, o, o) = S-~ $1S4 S , S~ bzw. 

E,(,, o, ~)= ~ % S - : ~ S , S ~  1 
(, > o). (,8)' 

Dritter Typus: Subs~i~utionen, welche zwei in bezug auf den Mittelpunk~ 

4 yon (I7) symmetrisch liegende Seiten 44 ein~nder zuordnen. Jede derselben 

entspricht einem geschlossenen Weg der u-Ebene, welcher die beiden Ufer eines 

Teiles (44) der Linie 10 miteinander verbinde~: Der allgemeine Ausdruck der 

betreffenden Subs~itionen ist 
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"~8 (~, O) = S 0 S~-2/~ (S~-2Ss)" S o  I (~ > o).  (I 8) 't 

Zur Auffindung der zu den iibrigen Ziigen gehgrigen Substitutionen bemerken wir, 

dass allgemein der Zug k, aus k0 durch die Substitution S,~,, der Zug kS dureh 

die Substitution S~--So S~ S~ erhalten wird. Indem man die oben gefundenen 

Substitutionen den betreffenden ~)Transformationen~) unterwirft, bekommt man 

fiir die drei Typen yon Erzeugenden, welche irgend zwei zu k, bzw. k~ gehSrige 

Seiten paarweise aufeinander abbilden, die allgemeinen Ausdriieke 

und 

~ (~, ~, 7) = s:o ~ E~ (~, o, 7) s~o 

E ~, ( . ,  ~, n) = 871 E1 (., ~, 7) 

El  ( . ,  ~, 7) = ~ 7  ~ ~ (., ~, 7) g~ 

E~ (~, ~) = S7  ~ E~ (., ~) ~ .  

(19) 

In den Substitutionen (t9) fiir 

besitzt man offenbar ein vollst~indiges System yon Erzeugenden fiir unsere 

Gruppe F~. 

Wir bemerken noch, dass der Fundamentalbereich B~t keine Bogen yon H 

enhi~lt, woraus folgt, dass der Hauptkreis H fiir die fuchsoide Gruppe F~ zu- 

gleich Grenzkreis ist. 

3 w Approximation yon F~ dureh fuehssehe Gruppen. 

6. Well die einander konjugierten Seiten yon Bu stets einem und dem- 

selben Zug angehSren, kann die Gruppe Fu dureh Komposition aus den nnend- 

lieh vielen Gruppen 

G: (20) 

erhalten werden, wo G~ die yon den zu k~ geh5rigen Substitutionen (19) 

erzeugte Gruppe bezeiehnet. Jede unter den Gruppen (20) ist eine fuchsoide 
27--~4686. Acta matheana~ica. 65. lmprim4 le 9 f6v-tier 1955. 
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Gruppe yore Geschlecht Null, deren Fund~mentalbereich yon dem betreffenden 

Zug und dem gegeniiberliegenden Bogen yon H begrenzt ist. Der Fundamental- 

bereich B~, yon F~ kann durch Ineinanderschiebung der Fundamentalbereiche 

der Gruppen (2o) gewonnen werden. 

Wit  wollen jetzt die Gruppen (2o) durch Grenzfibergang aus einer unend- 

lichen Folge yon fuchsschen Gruppen herleiten. 

Wir unterwerfen zu diesem Zweck die Linien l~ einer Reduktion, indem 

wir von ihren Haken nur die m ersten behalten und die Linle selbst dann 

geradlinig fortsetzen. Dies bedeutet offenbar dass die unendliche Reihe (I7) 

durch die endIiche 

45654 . . .  45654 456545654 45654 . . .  45654 (2I) 

ersetzt wird, welche nur die mittleren 2 m symmetrisch liegenden Zahlengruppen 

enth~i.lt und dass somit der betreffende Zug k~ fiber die letzten 4-Punkte hinaus 

(im hyperbolischen Sinne) geradlinig bis zum Hauptkreis fortgesetzt wird. Der 

so erhaltene endlichvielseRige Zug soll im folgenden als der rood. m reduzierte 
Zug k~,m bezeichnet werden. Ihre Seiten sind paarweise durch die.ienigen unter 

den Subs~itutionen (I9) einander bezogen, die den Bedingungen 

~'=e, o < ~ < m  (22) 

genfigen. Diese Substitutionen erzeugen eine Untergruppe G~e,~ yon G~, welche 

eine fuchssche Gruppe yore Geschlecht Null ist, deren Fundamentalbereich yon 

k~,~ und dem gegeniiberliegenden Bogen yon H begrenzt ist. Die Gruppe G~ 

selbst kann aus Ge,~ durch den Grenziibergang m--* oo gewonnen werden. Wir 

komponieren jetzt eine endliche Anzahl der Gruppen G,,~, z. B. 

G~,, m (~---o,I; -~_-<*=<~) (23) 

und wir erhalten eine fuchssche Gruppe vom Geschlechr Null 

In, m, 

deren Fundamentalbereich B,,,,~ durch Ineinanderschiebung der Fundamental- 

bereiche der Gruppen (23) erhalten wird. Der ?Jbergang yon F,, zu F,,m hat 
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in der u-Ebene eine sehr anschauliche Deutung: Man hat nur die zum Parallelo- 

gramm 

,,1 11, :ar, ,n (24) 

g~nz oder teilweise gehSrigen Haken und Linien l: zu beriicksichtigen und fer- 

her die ausserhalb Hm,2~ liegenden Teile der Linien l~ (Jr I ~ n) durc5 Geraden zu 

ersetzen. Wir werden (24) das zu Fn,~ geh5rige II-Parallelogramm nennen. 

Jede yon unseren Gruppen Fn, m ist noch auf gewissen Teilen yon H dis- 

kontinuierlich. Durch den doppelten Grenziibergang m--* ~ ,  n-~  ~ gelangt man 

aus ihnen zu unserer Gruppe F~, fiir welche wie bemerkt der Hauptkreis  zu- 

gleieh Grenzkreis ist. 

4 .~. Aufbau und Abschiitzung des :Polygonnetzes yon F~,,~. 

7. Nach der Definition hat Fn, m a l s  Erzeugende diejenigen unter den 

Subs~itutionen (I9) , deren Indizes den Bedingungen 

o < ~ = < m ,  - n ~ v___<n (25) 

geniigen. Der Rand des Fundamentalbereichs Bn, m yon Fn, m besteht aus den 

4 n + 2 rood. m reduzierten Ziigen 

k:,,~ ( ,  = o ,  t ;  - .  < v ~ n) (26) 

u n d  den zwisehen denselben liegenden Bogen yon H. Um jeden Eckpunkt 6 

liegen zwei Polygone, um jeden Eckpunkt 5 vier Polygone, um jeden Eckpunkt 

4 ebenfalls vier Polygone, ausser wenn es sich um den :Mit~elpunkt 4 und die 

beiden benachbarten 4-Punkte handelt, indem dann nur drei Polygone vorliegen. 

Die betreffenden Polygone entspreehen der Iden t i t i t  und gewisse~l Substitu- 

tionen : 

(E)I, (27) 

die entweder Erzeugende oder Produkte zweier Erzeugenden sind. 

Wir werden den Polygonen (27) die Stufe Eins beilegen. Jedes Polygon 

erster Stufe hat  eine mit dem umschliessenden Zug iquivalente obere Rand- 
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kurve und endlich viele untere Randkurven, die wechselweise Bogen yon H 

und konvexe, gebrochene, mit den iibrigen Randzfigen von B~,~ ~quivalente Li- 

nien sind, Wir  werden diese Ziige erster Stufe nennen. An jedes Polygon erster 

Stufe schliessen sich endlich viele Polygone zweiter Stufe, deren untere, inner- 

halb H liegenden Randkurven Ziige zweiter Stufe gen~nnt werden, usw. All- 

gemein hat ein Polygon lo:ter Stufe die charakteristische Eigenschaft, dass p die 

kleinste &nzahl verschiedener Punkte angibt, wo das Polygonnetz yon F,~,m yon 

einer vom betreffenden Polygon zum Fundamentalbereich f/ihrenden Linie ge- 

schnitten wird. Der Rand eines Polygones :p:ter Stufe besteht aus einer oberen 

Randkurve C/~-~l, welche mit dem umschliessenden Zug ( p -  l):ter Stufe ent- 

weder eine gemeinsame Seite oder einen gemeinsamen Punkt  ha t '  und aus end- 

lich vielen unteren Randkurven, die wechselweise Bogen j/pl yon H (Bogen p:ter 
Stufe), teils konvexe gebrochene Linien k (pl (Ziige p:ter Stufe) sind. (Fig. IO). 

Aus dem Obigen folgt, dass jede Substitution yon F~,~ (Substitution p:ter 
Stufe), die B~.m auf ein Polygon p:ter Stufe abbildet, in der Form 

k = l  

geschrieben werden kann, wo die Faktoren Substitutionen (27) bezeichnen. 

8. Wir  beginnen jetzt die Absch~tzung des Polygonnetzes yon /'n,m, indem 

wir fiir die Li~nge der zu Bn, m gehSrigen Bogen yon H e i n e  untere Grenze be- 

stimmen. 

Iqach Nr. 6 gehSren die Bildpunkte der innerhalb H liegenden Ecken yon 

Bn.m zum Parallelogramm H,~+l,m. Diese Bildpunkte kSnnen offenbar mit dem 

Nullpunkt vermittels einer gebrochenen, die Linien (I5) vermeidenden Linie 

verbunden werden, welche hSchstens ~ + 2n + I  u-Parallelogramme durchschnei- 

de~. Die n, e. L~nge ihrer Bildlinie in der z-Ebene ist aber dann, wenigstens 

nach einer geeigneten Ab~nderung der Linie, hSchstens gleich 

(m + 2n + I)d,  (29) 

wo d den n.e. Diameter yon B~ bezeichnet. Somit gibt (29) eine obere Grenze 

1 Auch diese Linie ist n, e. konvex, ~ber nicht in dem in N:o 4 definierten Sinne, indem 
sie innerhalb des dutch die oberste Seite definierten Orthogonalkreises von g liegt, 
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fiir den n . e .  Abstand ~ der fraglichen Ecken yon B~,~ yore Iqullpunkt. Ftir 

den euldidischen Abstand a berechnet sich aus 

die Ungleichung 

i I + a  
a =: 2 log - - - -  I ~ a  

e 2 " d ~  I e 2(m+2n+l)d - -  I 
< (30) a -  e2, ~ + I e 2(m+2n+l)d + I 

Wir betrachten nun einen Randzug yon B~,~, z .B.  den aus ko durch 

Reduktion rood. m erhaltenen Zug ko,~. Es sei (Fig. 9) [ko,~] der gemeinsame 

, ~ [ k o , , , , ] ~  

Q, 
QQ, ,  ~ 

O, R 

Fig. 9. 

Teil yon ko und ko, ~ und 
! 

to , . ,  ro,,,, (3I) 

die beiden Teile des Restes k o -  [ko,~], ferner 

die beiden Teile des Restes ko, m -  [ko, m], also die beiden extremen Seiten yon 

ko,~. Dutch die Erzeugende Es(m,o ) yon Go,~, welche bo,~ ~uf b~,m abbildet,  

wircl ro,~ auf eine unterhalb ko,~ liegende Linie r ~  abgebildet, welche mi~ r~,~ 

zusammen eine konvexe gebrochene Linie 

= ro,~ +-ro, .  (32) 

bildet, deren Endpunkte  auf H liegen. Wir werden diese Linie und die andere 
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durch Vertauschung der 

mod. m genommenen Restziige yon 
Randzug 7c o dureh die Substitution 

erhalten, welche 

valent ist, der 

P. J. Myrberg. 

Rolle der Linien bo,,~, b~, m erhaltene Linie h' o, m die 

ko nennen. Sie werden offenbar aus dem 

S~ bzw. So -I  S~ So 

der Versehiebung V -  ~oJ~ der Linie /o, oder, was damit ~qui- 

Aussehneidung der m ersten Aste aus lo entsprechen. Solche 

Restziige, welehe fiir alle Randziige yon B,,,~ und allgemein fiir alle Randlilfien 

der Polygone yon Fn,~. konstruiert werden kSnnen, werden sparer eine wiehtige 

Rolle spielen. 

Wir  betrachten nun das Dreieck P'Q'Q der Fig. 9, dessert Seiten aus 

b~,m, der bis zu H verl~ngerten, auf P '  folgenden Seite yon k o und dem Bogen 

Q'Q yon H bestehen. Von den Winkeln des Dreiecks sind zwei rechte, wghrend 

der dritte Winkel P' gleich einem zu B,  gehSrigen Winkel ist. Dureh elne ele- 

mentare Betrachtung finder man, dass 

b' QQ' > o (33) 

wo c eine gewisse durch  den letztgenannten Winkel bestimmte positive Kon- 

stante ist. Aus dem benachbarten Dreieek P'QQ" ergibt sich eine ~hnliche Un- 

gleichung fiir den Bogen Q Q". Nun sind die Bogen Q Q' und Q Q" Teile der 

yon b' ' ' " o, m und ro, ~ bzw. bo, m und ro, ~ aus H geschnittenen Bogen QP1 und Q Q~, 

welche ihrerseits Teile des im Punkte Q beginnenden Randbogens z/ (Bogen 

nullter Stufe) yon Bn, m bzw. des angrenzenden Bogens Lr erster Stufe sind. 

Ferner ist nach (3o) 

. 2 > e-~~176 (34) bo,.~ ~ I --  [a[ > e2tm+2,~+l)a + i 

wo Zo eine endliche Konstan~e ist. Aus (33) und (34) folgt aber dann fiir die 

Bogen z/ und , / t  die Ungleichung 

2e 
j i  > e~(gu h +- i > e-~'("~+2n) (i = O, I)  (34)' 

wo X1 eine endliche Konstante ist. Well das Obige unver~ndert gilt, wenn k0,m 

durch einen beliebigen Randzug yon B~,m ersetzt wird, muss fiir alle Bogen 

nullter S~ufe und ftir die angrenzenden Bogen erster S~ufe eine Ungleichung 

der Form (34)' gelten, wo )~l eine durch Bz bestimmte endliche Konstante ist. 



9. Es sei jetzt  (Fig. Io) 

6 
Fig. Io. 

S = a z  §  (35) 
~ , z + d  

der gemeinsame Ausdruek fi ir  ein Polygon p:ter Stufe yon Fn, m und die ent- 

sprechende Substitution. Ferner sei C (p-l) die obere Randkurve yon S und d(p) 

ein zu S gehSriger Bogen H (Bogen p:ter Stufe). Durch die inverse Substitu- 

tion S -1 wird S au~ B,~, ~, ferner C (~-1/ auf einen Randzug k~, ,~ und d(p/ uuf 

~ber die analytische Darstellung der automorphen Funktionen. 215 

einen zu Bn, m gehSrigen Bogen z/ yon H abgebildet. Wir betrachten nun neben 

k~,, m den zugehSrigen geschlossenen Z u g  

i o = ~  -~ 
, , ~  , , ~  + k~,m, (36) 

weleher aus k * ~,~ und dem beziiglich H genommenen Spiegelbild ~' ,,, m besteht. 

Wir werden hinsichtlich der Lage des Poles 

S-- t (~)  ~ - - -  : ~ (37) 
7 

der Funktion (35) zwisehen folgenden Fi~llen unterscheiden. 

Ers t e r  Fall;  Der Punkt  z liegt ausserhulb des gesehlossenen Zuges (36) 

und somit innerhalb eines davon verschiedenen geschlossenen Randzuges yon 

Bn, m. Wir  fiihren eine lineare Transformation aus, wodurch der Itauptkreis auf 

die reelle hchse der neuen z'-Ebene abgebildet wird. Dann ist der kiirzeste 

Abstand zweier Randziige yon Bn,~ mihdestens gleich dem kiirzesten Randbogen 

yon Bn, m, fiir dessert Li~nge eine Ungleichung der Form (34)' gilt. Durch Zuriiek- 
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gang zur z-Ebene gewinnt man wegen tier beschr~nkten Verzerrung der linearen 

Transformat ion  fiir den kfirzesten Abstand des Punktes z yon k ~ wieder eine q~m 

Ungleichung der Form (34)', wo Z 1 einen etwas grSsseren Wer t  Jt~ hat. 

Zweiter Fall. Der P u n k t  rc liegt innerhalb (36), zugleich aber ausserhalb 

der dort liegenden geschlossenen Ziige erster Stufe. Jetzt  hat das Polygon S -~ 

mit Bn, m wenigstens einen gemeinsamen Punkt  und es ist somit mSglich, den 

im Polygon S -~ liegenden bezfiglich H genommenen Spiegelbild S --1 (o) yon 

mit o durch eine Linie zu verbinden, die hSchstens 2 ( m + 2 n +  t ) P o l y g o n e  

yon I'a., durchschneidet. Fiir den Abstand des Punktes S -1 (o) yon H und somit 

a fortiori fiir den Abstand des Punktes z yon k ~,,~ gilt somit wegen (34) die 

Ungleichung 

t > 2 > e_2~(m+2n) " 
8 4~(m+2n+l)d "q- I 

Dritter Fall. Der Punkt  z liegt innerhalb (36) und zugleich innerhalb 

eines gewissen dort liegenden geschlossenen Zuges erster Stufe. Wir  machen 

.~etzt Gebrauch yon der Fig. 9, w o k o  m durch k ~ t , ,,,~ zu ersetzen ist und wo k~,m 

den betrefFenden, den Punkt  z enthaltenden geschlossenen Zug erster Stufe re- 

pr~sentiert. Weil die Punkte yon [k0,~] mit o durch eine hSchstens m + 2n + I 

Polygone yon r~ durchschneidenden Linie verbunden werden kSnnen, geniigt 

der Abstand jener Punkte yon H und somit a fortiori yon z der Ungleichung 

(34). Betrachten wir nun die Punkte  der Reste, z. B. yon b~,m. Durch t~ber- 

gang zur z'-Ebene werden b~,m und (36 ) in zwei Linien fiberfiihrt, deren 

kiirzeste Entfernung voneinander durch die L~nge der transformierten Strecke 

(dR oder P ' R  gegeben wird. Nun ist die L~nge der ersten Strecke wenigstens 

gleich dem Bild des in Q beginnenden Bogens erster Stufe, deren L~inge der 

(34)' entsprechenden Ungleiehung geniigt. Ferner geniigt der kiirzeste Abstand 

des Punktes 19' yon H und somit auch yon R in der z-Ebene der Ungleichung 

(34)- Aus dem Obigen folgt wieder wegen der beschr~nkten Verzerrung der 

linearen Transformation fiir den Abstand des Punktes ~ yon k~,~ im vorliegen- 

den Falle die Ungleichung 
t ~ e--2B(m+2n)~ 

wo 28 die grSssere der Konstanten 2o und 2~ bezeichnet. 

Mithin gilt in jedem Fal le  die Ungleichung 

t > e-~,(~+2") = e~,~,  (38) 
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wo ~a eine endliche Konstante ,  n~mlich gleieh der grSsseren Kons tan ten  it s und  

~a is~. 

I o. Wi r  lassen nun zl den Zug k~ ,, m u n d  z~ den Bogen J durehlaufen.  

lgach (3 8) ist 

Z~ + ~ >Qn, m. 

Well  ferner die Punkte  -- gegen H konvergieren, ha t  d e r  Ausdruck 
7 

ffir die yon 

Maximum M. 

der Ident i t i i t  verschiedenen Subs~i~utionen yon Fn, m ein endliches 

Wegen  

ergibt sich aus dem Obigen die Ungleiehung 

C(p_l) > ~ - -  'l)Tm 
(39) 

wo also CI~-I/ die L~nge des oberen Randes des wilikfirlichen Polygones (35) 

und jcp) die L~nge irgend eines zu demselben gehSrigen Bogens yon H bezeich- 

net. Wegen der K o n v e x i ~ t  des Zuges k ~ �9 , ~n ist 

k~ ,, ~ < 2 z ~ ,  ( 4 0 )  

wo ~ eine numerische GrSsse bezeichnet. Hieraus und aus der fiir d ge l tenden  

Ungleichung (34)' folgt  

,~r I 
. . . .  C ( ~ - ~ / >  2 ~ 3 / ~  e-(~"+~' )~ '~+~)  = g; ' '~"  (4I )  

Wir  leigen nun aus (4I) dureh Summierung fiber die 4n + 2 zu (35) ge- 

hSrigen Bogen yon H die Ungleichung 
28~34686. Acta ~na~hematr 65. Imprim~ le 9 fdvrier 1935. 
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Z j~ )  
!(:,(~--~) . . . . .  

C(p_1-y > (4n + 2) ~o,,,m ---~ 0-,~ (42) 

her. Wir  schreiben ferner diese Ungleichung fiir alle diejenigen endlich vielen 

Polygone p:ter Stufe, die mi~ S unterhalb eines und desselben konvexen rood. m 

reduzierten Zuges (p-- I ) : ter  Stufe k(p-~) liegen. ~ Weil k (7~-~) einen Tell des 

oberen Randes der fraglichen Polygone bildet, so ergibt sich aus den zugehS- 

rigen Ungleichungen (42) die neue Ungleichung 

Z j(p) 

. . . .  > 
k(p--1) (43) 

wo die Summierung jetzt fiber s~mtliehe unterhalb k (p''I) liegenden Bogen p:ter 

Stufe zu erstrecken ist. 

11. Es ist ferner zweekmiissig, jedem Zug p:ter Stufe k (p) denjenigen Bo- 

gen d (p) yon H zuzuordnen, dessen Endpunkte mit denjenigen yon k (p) zusam- 

menfallen (Fig. IO). Einen solchen Bogen, dem wir die ni~mliche Stufe wie dem 

en~sprechenden Zug zuordnen, wollen wir kurz einen &Bogen nennen, zum Unter- 

sehied yon den frfiheren Bogen, fiir welche wir beil~ufig die Benennung J-Bogen 
anwenden werden. Aus der Definition der beiden Bogenarten geht hervor, dass 

allgemein jeder d-Bogen ( p -  I):ter Stufe aus der Summe yon endlich vielen d- 

und J-Bogen p:ter Stufe besteht, also 

~(p--1) _~ ~c$(P) + :~J(P). (44) 

Nun gilt wegen der Konvexit~t yon k (p-l) die Ungleichung 

T1 (~(p--1) < It(p--l) < T(~(p--1) 

wo ~1 eine positive numerische Konstante ist. Aus (43) und (45) folgt 

( 4 5 )  

und dann aus (44) 

Z d(p) 

(k(p--1)) > I e,'im, 

1 Wit haben hier und im folgenden die Indizes e,/~, ~ aus den Ziigen, welche zum Poly- 
gonnetz yon -Pn, m geh6rige rood. m reduzierte Zfige sind, der Kiirze halber fortgelassen. 
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Z ~(p) 

{~{p--~}} I ppp 

d {p-~) vl 
(46) 

wo die Summierung sich fiber s~tmtliche auf d(p,1) liegenden &Bogen p:ter Stufe 

erstreckt, t t ier  ist 

7g T T1 ]1/1 -~ 

< I -- e --z(m+'~), (47) 

wo 2' eine endliehe Konstante ist. Dureh Summierung der fiir s~mtliehe &Bogen 

(p - - l ) : t e r  Stufe geschriebenen Ungleichungen (46) gelangt mun zur Ungleichung 

. . . . . .  < O~n, m ~ 

wo die Summierung im Zghler fiber alle &Bogen lo:ter Stufe und im Nenner fiber 

alle d-Bogen (p--I):~er Stufe zu erstreeken ist. Wegen 

~d (~ < 2~r 

folgt hieraus 

und dann, wegen (45), die fundamentale Ungleichung 

~k{~) < z z~oJ~, ~ (48)' 

fiir die Summe s~mtlieher zum Polygonnetz yon r~, m gehSriger mod. m redu- 

zierten Zfige p:ter Stufe. 

Fiir die Summe der zugehSrigen gesehlossenen Zfige p:ter Stufe ergibt sich 

hieraus unmittelbar 
t p 

Zfc(P) < 2z~ co,~,m, (48)" 

wo v' eine endliche 

gleichung 

numerische GrSsse ist. Schliesslich folgt aus (44) die Un- 

ffir die Smnme siimtlicher zu Fn,~ gehSrigen L/-Bogen der Stufe _--< p. 

P 

- -  co,,, m) ( 4 9 )  
q ~ O  
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Wegen 

ergibt sich aus (49) fiir p--~ ar 

lira w~, ,, = o 

Z J ( q )  ~ - - -  2 z .  
q=O 

Die komplementare  Menge der Summe der J -Bogen,  welche mit  der Menge der 

singulgren Punkte  yon l"n,m, d .h .  der Hgufungspunkte  ihrer Polygone identisch 

ist, ha t  somi~ das lineare Mass Null  - -  ein Satz, der  fiir alle fuchssche Gruppen 

ohne Grenzkreis rich~ig ist. 

5 w Darstellung der Gruppe F~ dureh (Irenzlibergang ans Fn. 

I2. W i r  wiihlen fiir die Anwendungen m =  ~t, wodurch die fuchsoide 

Gruppe F~ aus den fuchsschen Gruppen 

I:,,, ,, --- Fn 

durch den einfachen Grenziibergang n - - * ~  erhal ten wird. Indem wir iiberall 

die doppelten Indizes (n, n) zu n vereinfachen, kSnnen wir (47) dutch  

,,,. < i - e - ~ "  (Z = 3Z') (5o) 
ersetzen. 

W i r  gehen nun  yon einer beIiebigen monotonen,  gegen Null  konvergie- 

renden Folge positiver GrSssen 

~,, <,, ~ , . . .  (S I) 

aus und  wir bestimmen fiir jedes n die kleinste der Ungleichung 

01; In <: '~n (52) 

geniigende ganze Zahl q~. Offenbar ist 

q,, < eZ'~l log e,~ ] + I .  (s3)  

W i r  best immen ferner fiir jedes n die Gesam~heit der endlich vielen Substitu- 

t ionen yon E,, der Stufe ~ q,,  also die Gesamthei t  

(~),, (54) 
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tier in der Form 
~',,:.E,,... ~:,.~ (~ =< k ~ q,O (55) 

darstellbaren Substitutionen, wo die Faktoren  Ei, yon einander unabhiingig sgmt, 

liche den Bedingungen 

o < t t  < n ,  - -  n _--< v ~ n 

gentigenden Substitutionen (27) durchlaufen. Offenbar ist allgemein (S)~ eine 

Teilmenge yon (S)~+I und ferner gehSrt jede Substitution yon F,, fiir hinreichend 

grosse n zu (S)n. Indem wir Differenzen 

= S 

der Mengen (54) einfiihren, kSnnen wir somit die Gesamtheit  der Substi tut ionen 

yon F,, in die unendliche Folge 

[S-]o ~ , ,  IS], ,  [S-]~, .. . . . .  (56) 

ordnen, wo jede Klammer eine Menge von endlieh vielen Substi tut ionen dar- 

stellt. Naeh dem Obigen hs  die Folge (56) yon der Zahlenfolge (5 I )ab .  
Von besonderer Wichtigkeit  fiir die Anwendungen ist diejenige spezielle Folge 

I 
(56), die der Annahme e, = -  entsprieht. Die Folgen (56) dienen als Grund- 

n 

lage fiir die funktionentheoret ischen Betraehtungen der w167 7--9,  indem sie die 

Reihenfolge der Glieder der betreffenden bedingt  konvergenten Reihen und Pro- 

duk~e repr~sentieren. 

6 w Konstruktion der geschlossenen Linien  L,~. 

13. Wir  werden in diesem. w die Existenz einer unendlichen Folge ein- 

ander umsehliessender und gegen H konvergierender, geschlossener Linien 

L,, (n = :  ~ ,  2; 3, . . . )  (57) 

naehweisen, fiir welehe bei beliebigem Werte  tier Konstanten a die Gleiehung 

lira f Idzl  (58) 
n--= j ]U(Z) - - u ( . ) l  - o 

L n 

gleichm~ssig in jedem Bereich innerhalb H gilt. 



222 P . J .  Myrberg. 

Wir  gehen zu diesem Zweck wieder, yon der Folge (5I) aus und be- 

stimmen die ganze Zahl qn aus (52). Indem wir auf den Fundamentalbereich 

Bn yon Fn die Gesamtheit der Substitutionen (54), also die Substitutionen der 

S~ufe ~ qn yon Fn anwenden, bekommen wir einen Bereich A~, dessen Rand 

aus der Gesam~heit der mod. n reduzier~en Ziige qn:ter Stufe yon I'n und der J -  

Bogen der Stufe ~ qn bes~eht. Wir  ersetzen ferner jedes in A~ enthaltene Poly- 

gon yon inn durch das entsprechende Polygon yon 1~, indem wir alle rood. n 

reduzier~en Ziige durch die zugehSrigen nichtreduzierten Ziige ersetzen und fer- 

her die Bildkurven der bei Bn fehlenden Ziige 

I > n (59) 

einfiihren. Dadurch geh~ A~ in einen Teilbereich An iiber, der identisch mit 

der Summe der aus dem Fundamentalbereich Bu yon Fu dutch die Substit, u- 

r (54) erhaltenen Polygone is~. Dem Bereich An entspricht in der u-Ebene 

eine endlich vielbli~ttrige, berandete Riemannsche Fl~che / ~ ,  deren Bli~tter den 

verschiedenen zu An gehSrigen Polygonen yon /',, entsprechen und mit der ge- 

schnittenen u-Ebene identisch sind. Die fraglichen B l~ te r  sind mit einander 

l~ngs den zu /In gehSrigen Teilen der Linien 

l: (I v I ----< n) (59)' 

zusammengeheftet, wobei wie in Nr. 6 die obersten und die untersten Haken, 

die nut  teilweise innerhalb /-/n liegen, als Ganzes mitzunehmen sind. 

Der Rand yon / ~  und An bestehg aus dreierlei Linien: 

I) Die SehnRge 

z: (I I > (59)" 

gehSren in jedem Blatt von / ~  zum Rand. Ihnen entspreehen die Ziige (59) 

und ihre Transformierten vermittels der Subs~itutionen (54). 

2) Die Ufer der zu //n nichtgehSrigen Schnitte (59)' bilden je zwei eine in 

zwei verschiedenen Bl~gtern laufende Linie. Diesen Linien entsprechen kon- 

vexe, in zwei benaehbar~en Polygonen verlaufende Linien, fiir welche wir schon 

friiher (Nr. 8) die Benennung rood. n genommener I:testzug angewandt haben. Sie 

werden aus den in Nr. 8 betrachtegen Res~ziigen durch die verschiedenen Sub- 

sti~utionen yon (54) erhalten. 

3) Die freien Ufer der ganzen Schnitge (59)' in den am tiefsten liegenden 

Blg~ger der Flgche R~ gehgren als Ganzes zum Rand yon R~'~. Ihnen entsprechen 
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diejenigen nichtreduzierten Ziige q,~:ter Stufe, welche den unteren Rand der zu 

An gehSrigen innersten Polygone, der Polygone qn:ter Stufe, ausmachen. 

Die Linien der obigen drei Arten bilden zusammen eine den Nullpunkt ent- 

haltende konvexe, geschlossene Linie L~, deren L~nge somit beschriinl~, n~mlich 

< 2 ~  ist. 

Wir bemerken ferner, dass nur die Linien der dritten Art  solche Seiten des 

Polygonnetzes yon F~ enthalten, deren Bild in der u-Ebene zum Inneren y o n / / n  ge- 

hSrt. Die betreffenden endlich vlelen Seiten gehSren ot~enbar schon zum Rand 

yon A~, n~mlich zu den rood. n reduzierten Ziigen q~:ter Stufe, deren Gesamt- 

l~nge der Ungleichung (48)' mit p ~ ~/~ geniigt. Aus (52) folgt, dass die L~nge 

des betreffenden Teiles L'~ yon Ln der Ungleichung 

L~ < 2 7K'fEn 

geniigt. Der komplementare, der Hauptteil  L~ des Raudes besteht somit aus 

Seiten, deren Bild in  der u-Ebene zu Hn nicht gehSrt. 

14. Der Bereich An besteht offenbar aus unendlich vielen Polygonen yon 

/~. Wir wollen jetz~ An dutch einen Teilbereich Dn ersetzen, der aus endlich 

vielen Fx-Polygonen zusammengesetzt ist und dessen Rand alle obigen Eigen- 

schaften hat. 

Wit  wollen zuerst die H~ufungsecken hSherer Art  ausschneiden, die Trans- 

formierten der H~ufungspunkte P+_~ der Ecken P~ sind. Wir  ziehen zu diesem 

Zweck in jedem zu An gehSrigen Polygon von F,  diejenige konvexe Linie, deren 

Bild in der u-Ebene entweder aus den unteren Ufern der Linien ln, l~ und dem 

ihre Endpunkte verbindenden Teil der oberen Seite yon Ha, oder aus den oberen 

Ufern der Linien 1--~, 1L~ und dem ihre Endpunkte verbindenden Tell der un- 

teren SeRe yon /In besteht. Die betreffenden Linien bestehen offenbar aus den 

Transformierten der aus den halben Ziigen kn, k~ bzw. k-~, kLn nnd dem ihre 

Mittelpunkte verbindenden zu H orthogonalen Kreisbogen. Nach dieser Opera- 

tion, welche die Konvexit~t unserer Linie Ln nicht zerstSrt, wird diese Linie nur 

endlich viele auf H liegende Ecken besitzen. 

Es sei Q eine solche Ecke. Sie ist der gemeinsame Endpunkt fiir zwei 

Restziige, die Bilder der gegenfiberliegenden Ufer zweier benachbarter Linien 

l~, l~+1 sind. Wir schneiden nun die fragliche Ecke l~ngs diejenige Polygon- 

seite yon F~ aus, deren Bild in der u-Ebene aus der zwischen den obigen 

/-Linien begrenzten Teil der vertikalen SeRe yon Hn besteht. Indem man in 
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dieser Weise mit s~mtliehen Ecken Q verf~hrt, geht Ln in eine gesehlossene, kon- 

vexe und aus endlich vielen Polygonseiten yon F~ zusammengesetzte und als 

Ganzes innerhalb H liegende Linie L~ fiber, welche folgende Eigenschaften besitzt: 

I) Der Haupttei l  L~ der Linie L,  besteht aus Seiten, deren Gesamtl~nge 

wie der ganzen Linle beschr~nkt: 

L~ < 2 z~ (60) 

ist und deren Bildlinien in der u-Ebene auf dem Rand des Parallelogrammes Hn 

liegen. Auf ihnen ist somit 

]u] > cn (c = eine endliehe Konstant;e). (6I) 

2) Der fibrige Teil L:~ = L;,~ yon L ,  besteht aus Sei~en, deren Gesamtl~nge 

L ~  < 2 ~ , ~ n  

ist und deren Bildlinien in der u-Ebene mit den innerhalb / / ,  liegenden Teilen 

tier Linien (59)' zusammenfallen. 

Aus der Konstruktion der Linien Ln geht hervor, dass allgemein L ,  ganz 

innerhalb Ln+I liegt und ferner, dass Ln ffir n - *  oo gegen die Peripherie des 

Hauptkreises konvergiert, d .h .  jedes Polygon yon F~ liegt yon einer gewissen 

Stelle ab innerhalb der Linien (57). 

Um das obige Resultat in einer fiir Anwendungen geeigneten Form aus- 

zudrfieken, bilden wit das Integral 

f Idol f ..... ]d~ f .... Idol ........ 
[i-~(z;--u~i[ ~- J [u(z)-u(a)[ + J [u(z)-u(a)[ 

L n  Tp vt 
~ L n 

(62) 

Wegen (6I) ist fiir hlnreichend grosses n 

f 
L n 

Ist  ferner m das 

gramme, so ist 

Minimum yon l u ( z ) -  u(a)[ auf den Seiten der u-Parallelo- 

f [dt[ 2 ~ n  l u(~) - u(a) l < - - ~ n  (62)" 
pv 

L ~  
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I 
Aus (62), (62)' und (62)': folgt fiir e, ~---- 

f [dzl 
L n 

(63) 

wo Za eine endliche Konstante ist, wenn m > o, also wenn der Punkt  u(a) zu 

keiner Seite der u-Parallelogramme gehSrt. Is t  diese Bedingung nicht erfiillt, 

so muss man die Linie Ln vermittels ~quivalenter Schnitte ab~ndern. Fiir 

n--* ~ ergibt sich aus (63) die Gleichung 

f I dzl 
.-lim~ d l u ( z ) _  __ u(a) I -~- o .  (63)' 

Ln 

I5. Die Zusammensetzung des von L .  begrenzten Bereichs D~ hat eine 

sehr anschauliche Deugung in der u-Ebene: wenn man aus jedem Blatt der 

Riemannschen Fl~che R~ das ganze ~ussere des Parallelogrammes Hn ausschnei- 

det, bekommt man eine neue berandete Riemannsche Fl~che Rn, die gerade mit 

dem Bild des Bereichs Dn identisch ist. Wir  erhalten somit eine unendliche 

Folge Riemannscher Fl~chen 

R n  (n = I,  2, 3 . . . .  ) ,  

wobei allgemein alle inneren und Randpunkte yon Rn innere Punkte  y o n  • n + l  

sind und ferner Rn fiir n - -*~  in die tlberlagerungsfliiche der Funktion z(u) 

fibergeht. Zugleich ist es mSglich, unmRtelbar die GesamtheR der zu D ,  ge- 

h5rigen Polygone yon F~ zu bestimmen. Bemerkt man, dass nach Nr. 2 das 

zum Fundamentalbereich B~ gehSrige Blatt  aus denjenigen u-Polygonen zusam- 

mengesetzt ist, die nach (I2) den Substitutionen 

~,,, ~ S [  S f  S~, e = o ,  ~ ; 
~ n +  I - - e ~ v ~ n - - e  

entsprechen, so sieht man, dass die fraglichen Polygone aus 

(2~)n (S)n (64)' 

bestehen, wo (2)n die Substitutionen (64) und (S)n die Substitutionen (54) durch- 

l~uft. 
29--34686. Ac ta  mathemat iea .  65. Imprim6 le l l  f6vrier 1935. 
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Wit  schreiben nun das Schema (9) in der Form 

[Z]o [Z]o [~]~ [z]0 [s-]~ 

[~]1 [~]1 [S]l [~]J_ [s]2 �9 

[z]8 [z]3 [S]l [zig IS-J2 . 

(65) 

indem wir die Elemente durch Mengen ersetzen, die endlich viele Elemente ent- 

halten, wobei [:~]~ die Differenz 

[ z ] ,  = ( z ) , ,  - ( z ) , _ ~  

bezeichnet. Dann werden die zum Inneren yon Ln gehSrigen F~-Polygone often- 

bar durch die Menge (S)n derjenigen Substitutionen yon F~ dargestellt, die den 
n ersten Zeilen und Kolonnen yon (65) angehSren. 

Indem wir Differenzen 

[Sin : (S) , , -  (S)~-1 

einfiihren, welche die Gesamtheit der zur n:ten Zeile und n:ten Kolonne ge- 

hSrigen Substitutionen repr~sentieren, kSnnen wir die Gesamthelt der Substitu- 

tionen der Gruppe F.~ in die unendliche Folge 

[~]o, IS]l, IS]2, [S]3, �9 (66) 

I 
schreiben. Wir  w~hlen gewShnlich ~. ~ - ,  wodurch eine ganz bestimmte Folge 

n 

(66) erhalten wird. Die fundamentale Bedeutung der Folgen (65) besteht darin, 

dass sie die Reihenfolge der Glieder der bedingt konvergenten Reihen der I2- -  

I4 w167 ausdriicken. 

B. F u n k t i o n e n t h e o r e t i s e h e r  T e i l .  

7 w Darstel lung der Hauptfunktionen yon I'~ durch unendliche Reihen. 

I6. Wir  gehen yon der in 5 w gegebenen Darstellung unserer fuchsschen 

Gruppe F~ durch Grenziibergang aus den fuchsschen Gruppen 
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_r'~ (n -~ I, 2, 3, . . -)  (67) 

aus, welehe Untergruppen yon F~ sind und alle das Gesehleeht Null haben. 

Nach der allgemeinen Theorie besitzt .~ede Gruppe Fn eine bis auf eine lineare 

Transformation bestimmte Hauptfunktion. Zweck der folgenden Betrachtungen 

ist, die gen~nnten Hauptfunktionen analytisch darzustellen, urn daraus durch 

Grenziibergang einen Ausdruck fiir die Hauptfunk~ionen yon F~ zu gewinnen. 

Well jede Gruppe (67) noch auf gewissen Teilen des /Elauptkreises dis- 

kontinuirlieh ist, wollen wir stats des Inneren des Itauptkreises die ganze 

z-Ebene in Betracht ziehen. Als Fundamentalbereich yon F~ kann dann das- 

jenige Polygon 

~ . = B .  + B,, 

angewandt werden, welches erhalten wird, wenn dem Polygon B~ sein bezfig- 

lich H genommenes Spiegelbild nddiert wird. 

Es sei nun 

g.(z) = g .  (.,  ~) (68) 

diejenige 

VOU Fn 

wicklung 

Hauptfunktion, also im Bereieh / ~  einwer~ige automorphe Funktion 

die ihren in B,~ gelegenen Pol im Punl~e z-~ a yon B~ mit der Ent- 

g,~(z, a) . . . .  ! + e~l(z  - a) + e ~ O ( z -  a) ~ + . . .  (69) 
g - - a  

besitzt. Dann ist das zum Pol 

gehSrige Residuum gleich 

. ~ = S ~ ( . )  (70) 

A,~ : Si.(a). (7 ]) 

Wir wenden nun die Cauehysche Integralformel auf die Funktion (68) in dem- 

jenigen Bereich Dn (p) an, der yon der Gesamtheit der zu F,~ geh5rigen geschlossenen 

Ziige p:ter Stufe begrenzt ist. Wir bekommen 

ss ~ f 

n 

!_C) d~, (72) 

wo die Summierung also fiber die Gesamtheit der Substitutionen yon F~ der 
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Stufe ~ p  zu erstrecken ist. 

erstreckten Integrals bemerken wit, dass nach (48)" 

t p 

P. J, Myrberg. 

Zur Absch~tzung des fiber den Rand d(~ ) yon D~) 

(73) 

Nach (52) ist speziell ffir p >= q,, 

-~'$P p 

I~;~I < ~ -  ,,,~. 

M T  p 
I~,'~1 < ~ ~,~. (77)' 

Man kann durch eine er laubte  Ab/ inderung von Bz stets  erreichen, dass a i m  I nne r n  von 

Bz liegen wird. 

w o  

ist. Wir konstruieren ferner im Innern ~ yon Bx den Kreis 

I~ - a l -  ~, (74) 

dessen Innere durch d~e Funktion (68)yon n unabh~tngig schlicht abgebildet wird, 

weil Bx ein Teilbereich yon D(~P) ist. Nach einem bekannten Satz yon KO~BE 

ist auf der Kreislinie (74) und somit auch auf dem Rand yon ~ 1  

I ~(~)I < M, (75) 

wo M eine endliche, yon n unabh~.ngige Konstante ist. Somit gilt in jedem 

innerhalb d~, p) liegenden Bereich gleichm~ssig die Ungleichung 

I I d'g,~(~)dz[< M d(p) M~' ~, : ~ i  j ~ 2-~ < - ~ -  ~n, (76) 

wo d die kfirzeste Entfernung des Randes des genannten Bereiches und dl~ ) be- 

zeichnet. Aus (72) and (76) folgt 

Z S'k(a) + ~,,, (77) gn(g) ~-- gn( O0 ) -]- ) Z - -  Sk(a) ' 
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Dutch  Grenziibergang p--* ~ ergibt sieh aus (77) wegen (77)' fiir die Funkt ion  

(68) die Reihe 1 

S (a) 
gn(z, a ) - ~ g n ( c r  a ) +  ~ z-----Sk(a) ' (78) 

ru 

welche in jedem Bereich der z-Ebene, der keine singul~ren Punkte  der Gruppe 

I~  enth~lt,  wenigstens nach Fortlassen einer endlichen Anzahl  yon Gliedern gleieh- 

mitssig konvergiert .  

Die rechts in (78) auf t re tende Reihe ist  in ihrer  Abh~ngigkei t  yon a eine 

Poincardsche Reihe ( - -2) : ter  Dimension, die bekanntl ich sogar absolut konver- 

gent  ist. 

I7. Wir  bilden jetzt  die Funkt ion  

r  
g(Z, a ) =  g(z) -~ u(z) - u(a) 4- ~ ,  (79) 

welche die~enige 

Entwicklung 

Haupt funkt ion  yon F,~ ist, die im Punlrt  a einen Pol mi t  der 

g(z, a) -~ - ! H- e l ( z - - a ) +  c2(z - -  a) 2 +  . "  (80) 
Z ' ~ a  

besitzt. Es soll die Abh~ngigkei t  der Funkt ionen  

U ,  ~ g,(z ,  a), U ~ g(z, a) (81) 

voneinander untersucht  werden. 

Weft (79) au tomorph  beziiglich jede Gruppe Fn ist, indem diese Gruppen 

Untergruppen" yon F,, sind, so ist 

U = V (U,) (82) 

eine fiir alle Werte  yon Un eindeutige Funkt ion.  Betrachten wir je tzt  die in- 

verse Funkt ion  
= u , , (u ) .  

Diese Funkt ion  kann offenbar nur  in den Windungspunk ten  von z(u), also ifi 

den Punkten  

i Wegen eines Versehens fehlt alas koustante Glied gn(r a) in der Formel (I2), S. 366 und 
den daraus ~bgeleiteten Formeln in unserer S. !96 zitierten Arbeit ~, was doeh auf die Schlussformel 
(22) keinen Einfluss hat. 
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W O  

U =  
u"(.) 

"'(") + ~ ,  (84) 

~, V = O ,  +___ I, +___ 2 , . . . ,  e i = z ( e i )  (i = 5, 6), 

Windungspunkte besitzen und auch in diesen nur, wenn es sich um den Bild- 

punkt eines zu H~ nichtgehSrigen Punktes handelt. 

Nach dem Obigen bildet die Funktion (83) das _~ussere eines Kreises 

Q = endliehe Konstante~ 
I V - -  C[ = Q- / ~  u"(a) (85) ! 

auf einen sehliehten unendliehen Bereieh V derart ab, dass im Unendlichen eine 

Entwieklung der Form 

[5~-=: U + -~- + ~ i  + . . .  (86) 

gilt. Naeh KOEBE gilt dann iiberall ausserhalb (85) die Ungleichung 

(:l f 
[ U,,,-- U[ < -  (Q'= endliche Konstante). (87) 

,n 

Der Rand yon V liegt somit ganz innerhalb des Kreises 

Iu~ c] e+e' - = (88 )  
n 

Es sei nun W e i n  beMebiger innerhalb H liegender Bereich und m das 

leieht zu besgimmende positive Minimum yon I U - - C I  in W. Wir w~hlen 

n > g und haben in W 
m 

I u - c I  > - e  
n 

Mithin gilt in W gleiehmi~ssig 

Q! 
I a . ( z )  - g ( z )  l < - .  ( 8 9 )  

T~ 

lim gn(z)= g(g). (9 o) 

und somit, nach (87) 
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Wei l  nach dem Obigen der Bildbereich yon W in der U=-Ebene das 

ganze Xussere yon (88) enth~s und weil ferner  die Wer t e  der Punk$ionen gn(Z) 

ausserhalb H yon ihrea Wer ten  innerhalb H verschieden sind, so muss der Bild- 

bereich des Xusseren des Hauptkre ises  vermSge Un = g n ( Z ) g a n z  i nne rha lb  des 

Kreises (88) liegen. Mithin ist fiir I z ] >  I gleichm~ssig 

und also 

] g , , ( z ) -  (7] < ~---+r (9I) 

lim gn(z) = (/. 

Speziell fiir z = r162 ergibt  sich hieraus 

Ig.(~) e l <  Q + ~' - -  - - - - ,  l im  g n ( o r  C. (92) 
n n ~  c~ 

Nun folg~ aus (79), (89) uncl (92) gleichmgssig in W 

I u'(~) [ c' u(z) - u(a) [g,,(z, a ) -  g,,( or a)] <--,n (93) 

wo c' ~ 2 e' + e. Fiir n--* oo ergibt  sich hieraus  

u'(.) 
-- lira [g,~(z, a ) -  gn(~, a)]. (94) 

! 

W i r  wghlen nun in der Folge (SX): ~ , ~ = -  und wi t  bes t immen dann die ganze 
n 

Zahl qn aus (52). Nach (77), (77)' und (93) ist dann im Bereich W 

I u'(a) Si(a) I c u(z) - -  u(a) , ~  z -  &(a) < n - '  (95) 
<q.) 

i T .  t 
wo c == c' + - ~ - "  Es gilt mithin in jedem innerhulb des Hauptkre ises  l iegenden 

Bereich gleichm~ssig die Dars te l lung 

"'(~) - l i r a  ~ s;(~) (96) 
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wo die Summierung  sich auf  d ie  Gesamthei t  der Subst i tu t ionen yon F~i in der 

I 
durch  (56) dargestel l ten,  der Annahme  e,, = - entspreehende Reihenfolge  bezieht. 

W i t  schreiben (96) kurz 

u ' (a )  S '  
u ( z )  u ( a )  - -  ~ (a) (97) 

- z -  S ( a ) "  

Wegen  der Iden t i t~ t  

S'(a) 
z - S ( a )  

S ' ( a )  _ I i (97)' 
Zo - -  S ( a )  S - l ( z )  - -  a S - l ( Z o )  - -  a 

ergibt  sieh hieraus fiir z o = or 

u( z )  - -  u ( a )  S (~ )  ~ S ( ~  ) - -  a (97)" 
ru 

und fiir allgemeines Zo der Ausdruek 1 

/ u'(a) Z S'(a) , (97)'" l ;; (a ) -  z • S-(a)~- S ( z i -  a 
Z 0 Z 0 Zo 

ffir diejenige Haupf funk t ion  von F , ,  die im Punk te  z ~ a einen Pol  mi t  dem 

Residuum I und im Punk te  z ~ z 0 eine Nullstelle besitzt. 

W i t  bemerken noeh, dass die Reihe (97) in ihrer  Abh~ngigkei t  yore Para-  

meter  a eine Poincar6sche Reihe ( - - 2 ) : t e r  Dimension ist, die n icht  mehr  absolut 

konvergier t .  

W i r  haben in (97) und  (97)" fiir d ie  betreffende H a u p t f u n k t i o n  Ausdrficke 

e infachs ter  Form, welehe die Pole  der Funkt ion  mi t  den Residuen in Evidenz 

br ingen nnd  eine formale  [nvar ianz  den Subst i tu t ionen der Gruppe  F~, gegen- 

fiber aufweisen. 

8 w Produktdarstellung der Hauptfunktionen yon F,. 

I8. Durch  In t eg ra t i on  der beiden Seiten yon (97) in bezug auf  den Para-  

mete r  a zwischen den i rgendwie innerhalb H gew~hlten Grenzen a und b ergibt  

sich zun~chst  

u ( z )  - -  u (a )  Z l o g  z - -  S ( a )  
log u ( z )  - -  u (b)  - -  z - -  S (b )  

r~ 

Zu bemerken  ist,  dass m i t  S aueh S --1 zu [Sin geh6rt .  
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und hieraus, durch t~bergung zur Exponentialfunktion 

u(z) - -  u(a) z - -  S(a) 
.(~) - . ( b )  -- 1I  ~ - s ( b )  ( 9 s )  

r,, 

Hieraus ergibt sich der Ausdruck 

fiir diejenige Huuptfunktion yon F~, welche in den resp. mit 

(99} 

z =  a, zo, b 

~quivulenter~ SteUen Null, Eins und unendlich wird. 

h~tltnisse geltenden Identitgt 

Wegen der fiir Doppelver- 

z - -  S ( a ) .  Zo - -  S ( a )  _~ S - - ~ ( z )  - -  a .  S - l ( Z o )  - -  a 

- -  S(b)'Zo - -  S(b) S - ' ( z ) -  b" S - ' ( * o ) -  b 

kann (99) uuch in der Form 

{99)' 

u ( z ) - - u ( a )  U(Zo)--u(a) ~vu [ S ( z ) ~ a  S ( zO) - -b]  
u(z) - -  u(b)" u(zo) --  u(b) -~ IS(z) -- b: S(zo) - -  

(100) 

geschrieben werden, woraus die formule Invuriunz unseres Ausdruckes besser 

hervorgeht. 

9 w Direkte Darstellung der Funktion u(z). 

I9. Unsere Darstellung (97) verliert ihre Giiltigkeit, wenn es 

Huuptfunktion der Form 

um eine 

handelk die innerhalb des J=Iauptkreises iiberull regular is~. Um eine fiir diesen 

speziellen Full giiltige Reihe zu gewinnen, gehen wir yon derjenigen l=laupt- 

funktion 

,a~(*, ~)  (,o~) 

yon F~ aus, welche im Unendlichen einen Pol mit einer Entwicklung der Form 
30--34686. Aeta mathematica, 65. Imprim~ le l [  f~vrier I935. 
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g~(z, ~ ) = z  + cl + c2 
7 -~ + ' (~o~) 

besitzt. Weil allgemeln das Residuum im Pole z . . . .  yon (35)gleich - - ~  ist, 
Z- 

so gilt nach (78) fiir (IOn) die absolu~ konvergente Reihe 

I = = ~  + ~ '  ( s ( ~ ) -  s(oo)). (~o3) 
rn z +  rn 

Wie friiher beweist man, dass die Funktionen (xoI) fiir ~ -~  ~ in jedem ausser- 

halb des ttauptkreises liegenden Bereich gleichm~ssig gegen diejenige Haupt- 

funktion g(z, ~ )  yon F,~ konvergiert, die im Unendlichen einen Pol mit einer Ent- 

wicklung der Form (Io2) besitzt. Daraus ergibt sich fiir die fragliche Funktion 

ausserhalb H die bedingt konvergente Darstellung 

g(z, ~ ) - ~ - z  + Z ' ( S ( z ) -  S(~r (Io4) 
r ,  

Dagegen reduziert sich die Grenzfunktion innerhalb des Hauptkreises auf eine 

Konstante. (Vgl. N:o I7). 

Wi t  bilden nun aus (IO3) die neue Hauptfunk~ion der Form (97) 

.q.(~, ~)-q.(o, ~' 

welche in z ~ o einen einfachen Pol mi~ dem Residuum I besitzt und welche fiir 

z---- ~ verschwindet. Aus (94) ergibt sich gleiehm~ssig in jedem Bereich inner- 

halb H 

u'(o) g~(o, ~ )  (Io5) 
u(z) - -  u(o) - -  lira| g.(z,  ~r ) -- g.(o, ~ ) '  

woraus fiir u ( o ) ~  o, u ' ( o ) ~  I der Ausdruck 

u(~) = lira y"(~' ~ )  --  .q.(o, ~ )  
. _ ~  g;(o, ~ )  

(io6) 

erhalten wird, wobei die Schnelligkeit der Konvergenz in der in ~:o 17 ange- 

gebenen Weiseabgesch~i~zt werden kann. 5Tach dem Obigen sind die Grenz- 

werte des Z~hlers und Nenners fiir sich gleich Null. Aus (IO3) folgt 
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und somit 

g~(~, ~ )  - g,,(o, ~ ) = ~ ,  (s(~) - S(o)],  

g;(o,  ~ ) =  Z S'(o) ,  
-'n 

~, [s(z)- S(o)] 

u(z) = lira r~ 
~-~ ~ ~'(o) 

rn 

007) 

(~o8) 

wo die Reihenfolge der Glieder wieder durch (56) gegeben is~. 

In gleicher Weise erh~tR man husdriicke fiir die anderen automorphen Funk- 

tionen yon F,~. Wir  schreiben bier nut  den Ausdruck 

[s(~) ~ -  s(o)~l 

u~(z) = L lira m. , (io9) 
,~-~ ~, S(o)~'(o) 

rn 

yon dem wir sp~t, er Gebrauch m~ohen werden. 

Io w Darstellung der automorphen Funktionen yon F~y durch elliptische 
Thetafunktionen. 

20. Wi t  beginnen mi~ einer Hauptfunkt ion  unserer Gruppe F~, mit der auto- 

morphen Funktion x(z), welohe aus den Funktionen 

- e(~),  ~ = ~(~) (i ~o) 

also der Weierstrassischen p-Funktion und der fuchsoiden Funk~ion u(z) zusam- 

mengesetzt werden kann, vorausgese~zt, dass die untere Grenze des Integrals (6) 

durch e~-~ 0r ersetzt wird. Hieraus folgt, dass in den Gleichungen (7) $1 und 

$8 miteinander vertauscht werden und e% in --r iibergeht. 

Wir  driicken zuersg die ~-Funktionen vermitr der bekannten Formel 

~(u)  - -  $)(uo) : C H ( u  § u o ) H ( u  - -  Uo) 
I-P(u) 

dutch die Jacobische Thetafunktion 

(I I I) 
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H(~) I I2)  

H ( u  + O),) = - -  H(u),  H ( u  + O)~) = - -  eeU+~H(u), 

2z~i, fl = __ z~io~] (II3) 
H ( - -  u ) =  - -  H(u);  e - -  wq 

geniigt. 

Wi r  fiihren start  u die neue Variable 2~z~u ein, wodurch die Perioden 
O)I 

oJ1, o)~ in 2 z i  und ~ =  w 2 2 z i  iibergehen und q, f l d i e W e r t e  0 = - - I ,  f l - -  z 
O) 1 2 

besitzen werden. Dutch  Einfi ihrung der fuchsoiden Funkt ion  u(z) in (I 12) bekommt 

man fiir die Funkt ion  ( I I I )  den Ausdruck 

x(z) - -  X(Zo) = C 9(z '  zo), (Uo = U(Zo)) (I I4) ~(z, o) 
W0 

q~(z, Zo)= H(u(z)  + U(Zo))" H ( u ( z ) -  u(zo)); 9(z, o ) =  H~(u(z)) (I I5) 

ganze, d. h. fiir I z[ < I reguli~re Funkt ionen  sind, deren Verhal ten den Erzeugen- 

den yon Fz gegeniiber dutch  

~0(82) = ~0(~8) = ~0(~a) = ~ (S5 )  = ~0(g), ~0(Sl) = e -2ucz)-v ~(g) (I I6)  

dargestel l t  

Gleichung 

wird. Hieraus  folgt  fiir eine willkiirliche Subst i tu t ion von 1'~ die 

(s) - e~ ~ ~ (~)-~J'~ ~ (~), (i i 7) 

wo g und g' ganze Zahlen sin& 

Wei l  jede  automorphe Funkt ion  yon 1~ eine rat ionale Funkt ion  yon x ist, 

kann man eine solche Funkt ion  in der Form 

darstellen, wo 

N 

I I  ~(~, b,,/ 
�9 = 1  - -  K 9 b  (z )  F(~) = K ~ ~ a ~  

IF[ ~(~, a~) 

(I I8)  

z = b ~ ,  z=-a~  ( v =  I, 2, . . . ,  N) 
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ihre 

fiir die ganzen Funktionen 

2V 2V 

~(~1 = I I  ~(~, b,), ~o(~1 = I I  ~(~, ~) 

lauten: 
9 a ( S , )  = ~9a(S$) = ~0a(S4) ~--- fa(Ss) = ~0a(Z), 

in Bx liegenden lqullpunk*e bzw. Pole bezeichnen. Die Gleiehungen (II6) 

~0a(S1) ~--- e - 2 N u ( z ) - N *  ~9a(Z). 

(II9) 

( I  20 )  

Fiir eine wiUkiirliche Substitution von F~ folgt aus ihnen wieder eine 

Gleichung der Form (I 17), wo g und g' resp. durch Ng und .Ng '  zu ersetzen sind. 

2I. Indem wir jetzt zur Herleitung des entsprechenden Ausdruekes fiir 

die Funktion y ( z )  iibergehen, fiihren wir neben u das neue elliptische Integral  

v=If (x 
ov 

d x  

- -  e s ) ( x  - -  e ~ ) ( x  - -  e~)  
(i2i) 

ein, das wir mittels eines konstanten 

seine Perioden die Form F 

Fak*ors derar~ normieren wollen, dass 

t p 

annehmen werden. Wit  schreiben nun 

und setzen, 

einfiihren, 

indem wir 

3 0 

v = l I  V ; -  e, I I  V ;  - ~, 
i=l .i~5 

die entsprechende zu v gehSrige Thetafunk*ion H ( v )  

H ( u  - -  at) V x  e~ z j  H ( v  - -  aj) V - x -  et .~- xt  , - -  ~ - -  , H(,,) H(V) 
wodureh y den Ausdruek 

3 6 

Y = x t = I  j=5_ ( 1 2 2 )  

annehmen wird. Dureh Einfiihrung der Funk*ion v ( z ) ,  welehe eine Hauptfunk- 

tion einer gewissen fuehsoiden Gruppe F~ ist, ergibt sich aus (122) fiir unsere 

Funk*ion y ( z )  der kusdruek 
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WO 

~(~)  
s(~) = ~ ~ ,  

3 6 
~)1 (2 ' )=  H H ( U ( Z ) -  0fi) H H ( v  ( z ) -  ofj), ~0 (z) ---- H a (u (z)) H ~ (v (z)) 

122)' 

(123 )  

ganze Funktionen sin& Nun is~ 

und 

v (S , )  = v(S~) = v(~), , ( & )  = - -  ~(~), 

t 
v ( S , )  = v(~)  + ~ ,  , v (8~)  = - v(~)  - ~ 

g ( v  + , , , ' , )= - -  H ( v ) ,  

B ( - -  v) = - -  ~(v) ,  [ d  = -- 2~ 

- -  r 
H ( v  + ,~,)  = - ~-~'~+~' H ( , , ) ,  

- - - - I ,  f l ' =  - -  z i - - r  = - -  �9 
1 0)[ 

(124) 

( I 2 5 )  

Hieraus und aus den entsprechenden Gleichungen fiir u, ni~mlich (7) und (II3) 

finder man fiir die Funktionen (123) die Gleichungen 

und 
~ ( s ~ )  = - e ~ ( z ) ,  ~ ( 8 ~ )  = ~v~(z) 

~.)1($1) = ~1($4) = ~ffl(~'), ~)1(82) = - -  ~.)I(Z'), 

V l ( S 1 ) = ( ? , - - 3 ( u ( z ) - F 2 ) ~ ) I ( Z ) ,  V ( S s ) = - - e  Vl(~') �9 

(I26) 

(I27) 

Fiir eine willkiirliehe 

und ~p~(z) die Gleichung 

WO 

Substitugion yon l'~ ergibg sich aus ihnen fiir y/(z) 

~ (  8)  = e a~(~) + ~ ( ~ )  + ~ ~ , ( z ) ,  

t t l 
a s = 3 g l ,  b s = 2 g ~ ,  cs - - - - -~gxz  + g ~ ;  + g z i ,  

p 
(g~, g~, gx, g~, g ganze Zahlen). 

( i 2 8 )  

22. Es sei je~z~ F ( z )  eine beliebige automorphe Funk~ion yon F,y. Wir 

driicken dieselbe als rationale Funktion 

-~(Z) ------ ~[~1(X) "~- .~ f~(X)y  (I 29) 
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yon x und y aus und setzen in (I29) die: Ausdrficke (II4) und 

Funk~ionen x(z) und y(z) ein. 
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(122)' der 

Wir erhalten dadurch 

F(z) = C qg,~(z)~p(z) + qD#(z)~l(z) C~,(z) (I3O) ~(~),(~) a - ~ '  
wo die Koeffizienten 

~o(~), ~(z), ~,(z) (~3i) 

dureh Produkte der Form (II9) darstellbare Funk~ionen sind, die yon einer und 

derselben Ordnung  N sind. Dabei sind 

ganze Funk$ionen, deren Verhalten den kanonischen Erzeugenden yon I~.v gegen- 

fiber durch die Gleiehungen 

~(T1) = -- ,~(z), a(T,) = a(z), (I33) 

a(  To) = - e 

wo 1'o = Ta TT ~, dargestellt wird. Ffir eine willkfirliehe Substitution yon F~ v 

ergibt sieh hieraus ffir ~ und 

a ( s )  = A ~ / ~  + , ~  § % ~(~), (~ 34) 
w o  

A =  •  3), B=22, C=g~+g~r,+gsi~ 
(gl, g~, g3 ganz). 

Die Funktionen (I32) haben insgesamt 2N + 5 bezfiglieh F.~y nieht iquivalen~e 

Nullstellen. Auf der Riemannschen Flitehe (5) fallen yon den Nullstellen yon 8(z) 

N mit den Polen yon F(z), ferner N andere mit den entspreehenden Punkten 

des zweiSen Blattes zusammen, wozu tier Punkt  ~c = ~ noch eine fiinffache Null- 

s~elle is~. Von den Nulls~ellen yon @l(z) fallen N mit den Nullstellen yon F(z) 
und die iibrigen mi~ denjenigen Nulls~ellen des Nenners zusammen, die keine 

Pole yon F(z) sin& 

23. Wir wollen zum ibschluss  zeigen, dass es mSglich ist, die Darstellung 

(I3O) derar~ zu ~ modifizieren, dass die Exponenten der Gleiehungen (I34) linear 

durch eine einzige Funktion ausgedrfickt werden kSnnen. 
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Wir  bilden zu diesem Zweck die Funktion 

(~) = H ( u ( z ) )  
H(,(~)) (~35) 

welche eine ganze, nichtversehwindende Funktion ist, weil der Z~hler und Nen- 

ner in genau denselben Punkten, n~mlich in 

= S(o) ( s =  r~), 

und dazu einfach, verschwifiden. Durch MuRiplikation des Z/ihlers und Nenners 

yon (I3o) mit ~2(z) gelangt man zum Ausdruck 

WO 

= f - ~ '  

Z(z)  = al(~)~'(~),  f ( z ) =  a(~)~'(z) = ~.:(~)H~(u(z)) (~37) 

(136) 

wieder ganze Funktionen sind, deren Nullstellen resp. mit denjenigen yon (132) 

zusammenfallen, wozu die letztere Funktion eine elliptische Thetafunktion yon u 

ist. Das Verhalten der Funktionen (I37) den kanonischen Erzeugenden yon F~.~ 

gegeniiber wird jetzt dutch die Gleichungen 

-(,N+5)(~ +~) 
f ( T ~ ) = f ( T o ) = f ( z ) ,  f ( T 1 ) = - - f ( z ) ,  f ( T 7 1 ) = e  f (z)  (i38) 

dargestellt, woraus fiir eine willkfirliche Substitution yon F~+., die Gleichung 

WO 

f ( S )  = e A's~'(") + B'Sf(z), ( i 39) 

A 's = +_ ( 2 N + 5), B's --- g'~ + g i T~ 
2 

0' ,  g ganz) 

erhalten wird. 

Damit ist gezeigt wordea, dass jede automorphe Funktion yon F~y als Quotient 

zweier ganzer Funktionen dargestellt werden kann, die aus elliptischen Thetafunk- 

tionen und ganzen fuchsoiden Funktionen zusammengesetzt werden kSnnen und deren 

Verhalten den Substitutionen der Gruppe gegeniiber durch die bei den elliptischen 

Thetafunktionen geltenden Gleichungen dargestellt wird. 
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Ii w Charakterisierung der Thetafunktionen durch ihre Eigenschaften. 

24. Die im Nenner von (I36) stehende ganze Funktioa f ( z )  hat die Eigen- 

schaft, fiir jede Substitution der Gruppe F~ einer Gleichung der Form 

f ( S ( z ) )  = e :'s (~) f ( z )  (I4o) 

zu genfigen, wo die gxponenten v o n d e r  ganzen Funktion g ( z ) =  u(z) linear ab- 

h~ngige Funktionen 

gs(z) = azg(z) + fls (14I) 

sind. Es soll im folgenden untersucht werden, in welchem Masse unsere Funk- 

tion f ( z )  durch die genannte Eigenschaft bestimmt ist und zu diesem Zweck sol[ 

die fo|gende Mlgemeinere Aufgube gelSst werden: 

Alle ganzen Funktionen f ( z )  zu finden, die f i ir  jede Substitution von I:~ einer 

Gleichu~g der Form (I4o) geniigen, wo die Exponenten gs(z) ganze I funktionen irge~d 

ei~wr linearen Schaar (I4I) siud. 

Wir kSnnen annehmen, dass nicht Mle Koeffizienten as verschwinden, weil 

dann die Funktion f ( z )  sich auf eine Konstante reduzie~, wie leicht bewiesen 

werden kann. 

Es seien nun S, S' zwei beliebige Substitutionen yon F~.. Aus den Gleichungen 

(I 40) und 

f ( S '  (z)) = e "s' (~)f(z) 

folgt zun~chst 

Weil anderseits 

so erhitlt man 

f ( S S ' )  -= e ~s' (s) f ( S )  -= e 'qs' (s) e.~S (~) f ( z ) .  

f (  s s ' )  = e f ( ,e) ,  

gss'(z) = gs'(S) + gs(Z) § ks" 2 ~ i ,  

wo ks eine ganze Zahl ist. Mithin ist wegen (I4I) 

( i42)  

Wit wi~hlen nun S' so, dass as' ~ o and erhalten uus (I42) fiir die willkiirlich 

gewiihlte Substitution S yon I~ eine Gleichung der Form 

= asg( ) + bs. 
31--34686. Acta mathematiea. 65. Imprim~ le 19 f6vrier 1935. 

(I43) 
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Es seien nun 

g(S~(.z)) = a,,g(z) + b,, (v = I, 2, 3, 4, 5) 

Aus die den Erzeugenden yon F:,, entsprechenden Gleichungen (I43). 

a, (a, .q(z) + b,) -+.. b, ~ g(z) 

a'[= I, (a~ + I)b~--o. 

ergibt sich dann 

und hieraus 

( ~ - 1 S 4 ) ' 2 =  i , ~-9~ --- I 

In gieicher Weise bekomm~ man aus  

( S ~ l '  S2)  2 = I ,  (~,S'~ "-1 ,~8) 2 = | ,  

die iibrigen yon den Gleichungen 

(I44) 

a~,-- I, (a,,+ l ) b , = o  ( ~ =  I, 2, 3,4, 5). (I45) 

Mithin hat jede der Gleichungen (I44) die Form 

g(s , . (~.))  = .q(~), one1: :~(s,(~,))  . . . .  .q(~) + 1,,., 

woraus die Gleichung 

g(S(z) ) -= + g(z) + bs (I46) 

flit eine willkiirliche Substitution yon F~: erhalten wird. 

25. Betrachten wir jetzt  die Funktion g(z) in ihrer Abh~ngigkeit yon x: 

g(z(x)) = ~l(x). (I47) 

Bei einem gesehlossenen Umlauf in der x-Ebene geht z(x) in S(z) fiber und (I47) 

transformiert sich somit gem~ss der Gleichung 

g(x')-~ :]= g(x) + b. (I4S) 

Es ist Somit das Quadrat ihrer Ableitung ~g'~(x) eindeutig und zwar eine rationale 

Funktion yon x 
g'~(x) : r(x), (x49) 

weft (I47) als regul~re Funktion yon z in tier x-Ebene nur algebraisehe Singu- 

laritY.ten aufweisen kann. Ferner kann (I47) offenbar im Endlichen Windungs- 

punkte nut  in den Punkten e~ besitzen, woraus fiir r(x) der Ausdruck 
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erhalten wird, wo 
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(i 5o) 

und wo der Grad p des Polynomes P,, der Ungleichung 

2 p +  3 ~ * ~  5 

geniigen muss, damit 047) auch im Unendlichen endlich bleibe, 

(iS1) 

Hieraus folgt 

111 den Fi~llen 

ergibt sich aus (I5 I) 

im Falle 

0 ~ 1  ~_.~ I ,  3__--<~,Z~___--< 5. 

p~-~o, 

~ = 5 

p = 0 o ~ e r  _p = I .  

In den ersten Fgllen ist g(x) bis auf einen konstanten Faktor  gleieh einem 

elliptischen Integral, welches wie 

vier von den Punkten e~ als Windungspunkte hat, im zweiten Falle gleieh einem 

hyperelliptischen Integral erster Gattung 

(cox + cl)dx 
f l f ( x  - e,)(x ~ - e ~  : e ~  -- es)(x -~ e~ 

y o n  (S). 

26. Indem wir den zweiten Fall beiseite lassen, betrachten wir im ersten 

Falle die Funktion f (z)  als Funktion yon x: 

deren Zweige yon einander gemgss der Gleichung 

f (x ')  "-- e '~u + ~ f (x)  
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Hie raus fo lg t ,  dass die Funktion 

d' log f(x) 

eine eindeutige und zwar offenbar eine rationale Funktion von x ist, weil f(z) 
als ganze Funktion yon z in der x-Ebene iiberall einen algebraischen Charak- 

ter hat. Es ist somit q~(x) eine doppeltperiodische Funktion yon u mi t  den 

Perioden (co 1, ta2) und dazu eine gerade Funktion: 

Ferner ist 

(~) - -  E(u) .  

f (:,:(u)) == ej'd~J "~<''1 '~''. (I 5 2) 

Es sei nun u - - a  ein Pol n:ter Ordnung yon E(u). Damit (15 2) fiir u =  a end- 

lieh bleibe, muss offenbar n - - 2  sein und ferner soil die zugeh5rige Entwiek- 

lung yon  E(u) die Form 

k 
l , : (u) = - i - - :  ~)~ + ~o + ~,(.  - a) + . . . .  

haben, w o k  eine positive ganze Zahl ist. Die einfachste Funktion fraglicher 

Art ist 

E(u)  = - - [ ~ ( u  a) + ~ ( .  + a)} 
und es ist dann 

f ( x ( u ) )  = ~ ( .  - ~)~(~ + ~,), 

woraus durch Multiplikation mit einem Faktor der Form e ~'~+~ unsere Funktion 

H(u(z)) erhalten wird. 

Die allgemeinste Funkt ion  der gesuchten Art  wird durch Multiplikation 

aus den speziellen Funktionen erhalten. 

Wir haben damit die in der Darstellung (I36) auftretenden ganzen Funk- 

tionen (137) durch die allgemeinen Gleichungen (I4O)vollkommen charakterisiert. 

Sie k5nuen ats kua[ogoa der etliptisehen Funktionen dritter Art angesehen werden. 

I2 w Darste l lung der Funkt ionen x(z) und y(z) durch unendliche Produkte.  

27. Wir  gehen yon der bekannten Darstellung der ~o-Funktion durch die 

~-Funk~ion 
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~(u) - ~ ( ~ ) =  C(u + v) + C(u - v ) -  2C(u) 
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(~53) 

nus, und erhalten durch Anwendung der ~-Reihe 

die Dars te l lung 

"---- Z ' [ U  I ~ ]  i + ~.._ + _ +  

( o  

~o' (~) p' (.) 
~o (.) - ~(,~) ~(.o) - ~(,~) 

--- "~I- yt /ur"  I I I /- [ Jl (I53)' 
--(::t" ~( .0  U 4--a" - -  CO S g O - - ~ - -  OJ UO "4- a ~( .0  

fiir die links stehende Funkt ion ,  welche mit  der Ableitung u'(a) der Funk t ion  

a-~  u(a) multipliziert  in die Funkt ion  

x'(a) x'(a) 
x(z) -- x(a) X(Zo) -- x(a) '  (154) 

also diejenige Huupt funkt ion  der Gruppe F~ iibergeht, die im Punk t  z ~ a einen 

einfachen Pol mit  dem Residuum I und  im Punk t  z0 eine Nullstelle besitzt. 

Betrachten wir nun 

entha l tenen Ausdruck 

Es sei 

den im allgemeinen Glied der muitiplizierten Reihe (I53)' 

u'(a) u'(a) 
(~55) 

w == tteol + vtoe 

die Darstel lung yon ~o dutch  die primitiven Perioden. I s t  dann 2E~ bzw. ~'~ die 

zur ersten Kolonne yon (9) gehSrige Subst i tut ion mit  der Charakter is t ik  ~-~ o 

bzw. I u n d  den Indizes tt und v, so ist 

u(a) + ~ = uCZ~(a))= u(,~), --  u(,)  + ~ = u (Z~(a ) )=  u(a:o). 

Well  ferner 
t p ! 1 1 ! 

so kann (t53)' auch in der Form 
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, , u ' ( a o , )  + ~ , , ,  , u ' ( a ~ , )  (~55)' 

geschrieben werden. 

Man kann nun auf den Ausdruck (I55)', deren Bestandteile die Form (97) 

besitzen, die Entwieklung (97) anwenden, wodurch unsere Funktion (I54) in eine 

Reihe derselben Form entwickelt wird. Die Absch~Ltzung des Restgliedes der 

betreffenden Reihe geschieht am einfachsten durch Anwendung der Ergebnisse 

des 6 w 

28. Wegen der Automorphie der Funktion (I54) kann man ohne Ein- 

sch'ri~nkung annehmen, dass der Punkt  z = a im Fundamentalbereich Bz yon 1'~:, 

und somit u(z) im Anfangsparallelogramm I liegt. Wenn in der Reihe (I53)' 

nur diejenigen Glieder beriicksichtig~ werden, die den Bedingungen 

I~l=<_m, I~l=<m 

geniigen, ist der Fehler absolut kleiner als 

C o 

m 
(% = endliche Konstante). 

Wir ziehen nun eine geschlossene Linie L,, fiir weiche n >_--2m und be- 

trachten das VerhaRen der Funktion 

u ( . )  - ~ ( ~ , ~ )  - u ( z )  - .(~o,) (t 56) 

in dem yon L ,  begrenzten Bereich /),. Nach 5 w besteht der Bereich D,, aus 

endlich vielen beziiglich F~ iiquivalenten Teilen, die Bildbereiche des Parallelo- 

grammes H~ sind und die aus dem zum Fundamentalbereich yon I~ gehSrigen 

Teilbereich durch die Substitutionen (54): 

erhalten werden. In jedem solchen Teilbereich besitzt die Funktion (I56) einen 

einzigen Pol, niimlich im Punkte 

= s (a~) = s (4) 
mit dem Residuum 

~',Po (a) S '  (aw) ~-- S '  (6~), (I 57) 
WO 
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s = zo, s (~ 58) 

die zu den n ersten Zeilen und Kolonnen von (65) geh5rigen Substitutionen der 

Charakteristik e = o  yon F~ zu durchlaufen hat. Durch Anwendung der Cauchy- 

schen Integralformel im Bereich Dn uuf die Funktion (I56) ergibt sich 

.'(ao,) - - Z  s,(a} _,i (_  u'(< ur 
'"ta~.(~-,,(o,,,) ~ - s ( ~ )  + 2 ~ i  d u(~)-.(., , ,) ~ - ~  

D n 
L n  

(~59) 

Well nun offenbar auf dem Haupttei l  (vgl. Nr. I3) der Linie L~ 

]u(z)  - -  u(a~,) I > c ' n  (c'----eine endliche Konstante) (16o) 

und weil ferner der Integrand in (I59) wenigstens nach Ausfiihrung einer er- 

laubten Abgnderung auf der ganzen Linie L,~ beschrgnkt bleibt, so ist nach 

Nr. I4 in dem innerhMb H beliebig gewghlten Bereich 

2 ~ i J . ( ~ ) - -  ,.(a,,,) ~ ,~ ,~ ' 
L ,  n 

(161) 

wo c eine endliche Konstante ist. 

Die entsprechende Entwicklung des zweiten Teiles yon (I55)' lautet 

z(,, ( ~ ) u ( ~ ( < ) -  ~ - ~ [ ~ )  + 2 - ~  j . ( ~ ) -  . ( < )  ~ -  ~' 
' L r t  

( ' 59)' 

wo S a l i e  betreffenden Substitutionen der Charak~eristik e =  ~ durchl~uft. 

Durch Addition der zu den verschiedenen in (I 53)' mitgenommenen Gliedern 

geh5rigen Entwicklungen (I59) und (I59)' gelangt man zur Gleichung 

U - -  Ct - -  (.0 U + Cg - -  ( 9  * g O - - -  Cg - -  O)  U O  "a- ~ - -  ~0 

[ :] , 
= :5" }. - S(a) ~o -- S(~)I + ~ '  

D n 

wo das Restglied e~ fiir m > o der Ungleichung 
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9 c ~  2 
t ' 1  ~m ~-- 

geniig~. 

29. 

wodurch 

Wir  w~thlen nun 

n ~ ~n3~ 

t 

wird. Aus (I53)' und (I62) folgt dana 

WO 

x'(a) x'(a) x~ [ S'(a) 

I~;;I  < C ~  = Co +. 9 c .  
m V~ 

s ' ( a )  ] " ( , ~ )  

,~o : : : % , U  + ~~ 

Nach dem Obigen bezieht sich die Summierung in (I62) auf die Gesamtheit der 

SubstRutionen 8 yon F~, die den m a ersten Zeilen und m a ersten Kolonnen des 

Schemas (65) angehSren. Durch den Grenziibergang m--~ or gewinnt man hier- 

aus fiir die Funktion (154) die Darstellung 

~'(~) ~'(a) [ s'(~) __s_'(~) 1 
x(z) x(a) X(Zo) x(a) = lira ~ - - , . . . .  ~ - s ( a )  ~ o -  s ( a ) ]  

die wir kurz 

/ x '(a) _ ~ /  s'(a) 
x(z) - X(~o) ~: -- s(a) 

Zo Z o 

(~63) 

schreiben wollen, wo die Reihenfolge der Glieder durch (66) gegeben ist. In 

ihrer Abh~ngigkeit vom Parameter a ist die rechte Seite yon (I63) eine Poin- 

car6sche Reihe (--2):ter Dimension. Wegen der Idenfitiit (97)' kann sie auch 

x ' @  _ I 

~0 

geschrieben werden. 

Speziell ffir Zo=O, X(Zo)=~ ergibt sieh hieraus 

(163)' 
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x' (a) I I 

3 o. Durch Differentiation yon (i63)' in bezug auf den Parameter a erhfilt 

man Reihen fiir automorphe Funktionen, die in den mit z~--a ~quivalenten Punk- 

ten Pole h5herer Ordnung besitzen. Wird ferner start (153) die Funktion 

(u) - go (%) 

in obiger Weise behandelt, so gelangt man zu einem Ausdruck der Funktion 

x(z)--X(Zo). Indem man so erhaltene Reihen mit einander linear zusammensetzt, 

erh~lt man fiir eine willkiirliehe automorphe Funktion yon F~ eine Reihe, welche  

dieselbe im ganzen Existenzbereich darstellt, .woraus die Pole mit den zugehSri- 

gen Entwicklungen unmittelbar hervorgehen und welche eine formale Invarianz 

den Substitutionen der Gruppe gegeniiber aufweist. 

Durch Integration in bezug auf den Parameter nnd durch 13bergang zur 

Exponentiulfunktion erh~lt man den &usdruck 

~:(~1 -- x(t,lx(,%) - ~ ( t )  = ,~V,) .~0 - s ( ~ ]  ,. 
(I64) 

fiir diejenige Hauptfunktion yon F~:, deren Nullpunkte, Pole und Eins-Punkte 

resp. mit den gquivalenten Punkten von z-=a, b und z 0 zusammenfallen. Wegen 

der Identiti~t (99)' kann (I64) auch 

x(~) - x (1 , l x (~o ) -  x(1,) bs(z)  - b S ( Z o ) -  b l  
(~6s) 

gesehrieben werden, woraus das Verhalten yon (I65) in bezug auf F~ besser ein- 

zusehen ist. Speziell fiir b----o, x(b)~:~ ergibt sieh aus (I55) 

x ( z ) -  x!a) = n [ S ( ~ ) = -  a S(~o) - a ]  (~65)' 

Dureh Multiplikation der obigen Ausdriicke gewinnt man fiir eine willkiirliche 

automorphe Funktion yon F,  eine Produktdarstellung mit Hilfe ihrer Nullstellen 

und Pole. 

Wir wollen hier noch ausdriicklich hervorheben, dass in den verschiedenen 

oben gegebenen Darstellungen der automo~Then Funktionen yon F~ die Reihenfolge 
32--34686.  Acta mathematica. 65. lmprim~ le 19 f~vrler 1935. 
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tier Glieder yon der Funhtion, selbst unabhdngig ist, indem man sich in jedem Falle 

der Reihenfolge (66) bedieuen kann. 

3~. Wir gehen hiernaeh auf die Darstellung der Funktion y(z)iiber. Wir 

fiihren zu diesem Zweck zuerst in 

3 6 

: / =  H V ~ :  :: i;~ H v , ~ :  ,~ 
i=1 j=5 

die a.Funktionen 

V -  .... : e ,~" a ( ~  - ~)  V :~: - ci = e ' ~ '  ~ ( q j  - v) 

ein, wodurch 

(t66) 

(~67) 

(I68) 

erhMten wird. Aus der Produktdarstellung 

( u) (.,) = n i l '  ~ - ' .... ~ .... 

der a-Funktion folgt ~ 

O ' ( g i -  U) 0(1~i--- UO) [ U - -  [ ~ i -  (O U o - -  ( ~ i - -  (D 1 - - - - ( u - - ~ )  
. . . . . . . . . . .  . e ~  ( I 6 9 )  ~(.1 ~(,,o) H t . - ,o % - o~ 

1o 

Durch Einfiihrung der Ausdriicke (99) fiir die Faktoren bekommt man 

WO 

at 
~ ( ~ , -  ~) ~ ( ~ -  %) [ s ( , ~ . ) -  ~ s(~.o) - - , ~  . . . .  ( ,70) 
�9 . ( u ) -  - .(%1 I I  [s(.~) ~,: x(%) - ~,1 ~ r~: (u 

S = ~ S  

in der beziiglich F~ aormierten Reihenfolge (66) Mle Substitutionen yon F~ der 

Charakterist ik 8=o  durehli~uft, welche Substitutionen eine ausgezeichnete Unter- 

gruppe yon I% des Index zwei bilden. In gleicher Weise bekommt man fiir die 

zwei letz~eren Funktionen (I67) den Ausdruck 

Fiir e ) = o  ist der Exponent ia l faktor  = I zu setzen. 
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~(v) " ~(,~o) - I I  t s ( ~ ) - ~ "  s(,~o) _ ~ J  ~ , ( i 7 o ;  
.% (v) 

wo die Reihenfolge der Substitutionen in entspreehender Weise in bezug auf 15, 

normiert ist. Dutch Multiplikation erh~lt m~n ~us (I7O) und (I7O)' ftir die Funk- 

tion y(z) eine Produktdarstellung, die wir in leicht verst~indlicher Weise kurz 

y (z) = I I  s(k)(z) S(k) (z) _- a~bk e~t(~'k)~(z)+~k) ~ (~)+ c'(sk) (171 ) 

schreiben kSnnen. 

Durch Aufstellung der Ausdriieke (~65) und (I7I) haben wir die Uniformi- 

sierung der gegebenen hypereiliptischen I~iem~nnschen Fl~che (5) in einfuchster 

Weise geleistet. 

Es eriibrigt noch, ~lle zu Fzu gehSrigen ~utomorphen Funktionen und hyper- 

eUiptischen Integrale durch die uniformisierende Variable z direkt darzustellen. 

13 ~. Reihendars te l lung der  a u t o m o r p h e n  Funkt ionen yon F~.y. 

32, Wir betrachten zuerst eine automorphe Funktion 

F(z), 

deren sgmtliehe Pole einfaeh sind. Es seien 

al, a2, , . . ,  ap 

diejenigen yon den Polen, welche im FundamentMbereich liegen, und 

die zugehSrigen Residuen. 

gk) = s~ (~,) 

erh~iten, wo Sk die Substitutionen voI1 F~ v ztl durchl~ufen hat. 

im Pole (i73) h a r d e n  Ausdruck 

A?~ = A , s ' ~ ( a , ) .  

Wit bilden jetzt die Funktion 

(172) 

At, A2, . . . ,  Ap 

Dann wird die Gesamtheit der Pole yon F(z) aus 

(~73) 

Das Residuum 

(i 74) 
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�9 ' (z)  - s (e) 
U(Z) -- u(e) (I75) 

indem wit  annehmen,  dass die Funkt ion  l"(z) in einem der Punkte  (I), z = c, 

endlich ist. Dann bleibt die Funkt ion  (175) in den Nullstellen des Nenners end- 

lich und ihre Pole fallen somit mit  denjenigen yon F(z) zusammen. 

Man kann ferner dutch  eine Abgnderung der Polygonsei ten erreichen, dass 

die Funkt ion  (175) auf denselben endlich bleibt: 

U (Z) - -  t* (e) < M ,  (I 76) 

W i t  wenden nun die Cauchysche Integral formel  auf  die Funkt ion  (I75) im 

Bereiche D,, an und bekommen 

1Y' (,~) - -  1 Y' ((:.) __ ~ A ~k) I 

. (~) - ,.(,,)- - ~ i ~ ( , C ) *  - ,q )  
- H 

w o  , ~ ( z )  - -  . ( z )  - " ( d .  

( F(C)-- F(c) dr 
+ j . . . . .  ' 077) 2~i u(C)-u(e) ~ - z  

Ln 

Die den verschiedenen zu D, gehSrigen Polen (I73) yon (175) entsprechen- 

den Substi tut ionen Sk sind hier offenbar identisch mit  den in (54) enthMtenen 

Subst i tut ionen yon 1":,.,. 

Nun ist auf  dem Haupt te i l  L', des Randes L,,. yon D,~ 

lu(z)  - -  u(e) l > cn,  (178) 

wghrend auf der ganzen Linie L,~ die Ungleichungen (176), (I78) gelten. SomiL 

ist ill einem innerhalb D,, l iegenden Bereich 

[ I i" F(~) " F(e) d~ l e 
~- .~ i J  u(C)--.i*(e) ~" - ,~ < -',~ 

wo 5 eine endliche Konstan~e isL 

Dureh Grenziibergang n--+ ~ ergibt sieh somit aus (I77) 

1,'(z) . F(e)  , . . ~ ,  d l  .~') I 

was wir kurz 
I ~ ' ( Z ) -  ~ ( e )  ,~x A~ k) I 

Fa.g ~ i / . ' -  i 
(179} 
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schreiben wollen. Unsere Reihe konvergier~ offenbar gleichmi~ssig in jedem in- 

nerhalb des  Hauptkreises liegenden Bereich, wenn die zu den dor~ liegenden 

endlich Vielen Polen zugeh5rigen Glieder fortgelassen werden. 

33. Wir multiplizieren nun (I79) mi~ ~(z) und bekommen fiir unsere Funk- 

tion F(z) den Ausdruck 

A?) i 
F(Z)  - -  ~'(e) = ~ (g)/'~xy ~ ( ~ ) )  2' - - a ~  k) (I~O) 

als Produk~ der ganzen Funktion ~(z) und der meromorphen Funktion (I79). 

Wird ferner allgemein 

,~(z) = '~('~7') + ('*(2,) - '* (~?))) 

gesetzL so ergibt sich hieraus der Ausdruck 

wo 

2t i 

J (g, a) = ?' (z) - -  U (a). (182) z - - a  

Wir haben hier ein Analogon der Mittag-Lefflerschen Partialbruchreihe mit 

dem Unterschied, dass die Konvergenzerzeugenden Polynome durch gewisse aus 

(I82) abgeleitete ganze Funktionen ersetzt worden sind. 

Unsere Funktion (182) isg eine symmetrische Funk~ion yon z und a, die ftir 

1 2 , 1 < , ,  l a l < I  

regular ist, und die fiir jede Substitution (35) yon I'~u tier Gleichung 

~(s(2,), S ( a ) ) =  z(2,, a)Cr~ + o)/r~, + ~) (I83) 

geniigt. Aus (Io8) ergib~ sich fiir dieselbe wegen 

z ( ~ ) -  s(~,) = ~ _ _ _  

z - - a  7 z + 6  
I 

7 a + 6  
die Darstellung 
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I I 

~/(z, a) = lira r,~ = lira /'~ . . . . .  
" - ~  y,  s'  (o) ' . . . .  ~ s'  (o) 

G, r~, 

(~s4) 

Die Funktion d(z ,  a) kann hiernach a!s eine automorphe Funktion der aus 

den Substitutionen (S(z), S(a)) tier Variablen z und a gebildeten hyperabelschen 

Gruppe angesehen werden. 

Wir haben oben den Fall ausgeschlossen, dass F(z) in allen Punkten (I) 

unendlich wird. Man gelangt aber in jedem Falle zum Ziel durch Anwendung 

der Cauchyschen Integralformel auf die Funktion 

1,'(z) 

. (.~) - u (Zo)' 

wo z o so gewi~hlt wird, dass der Nenner in den Polen des Zi~hlers nicht ver- 

schwindet. Nan  bekommt dann wieder einen Ausdruck tier Form (I80,  der 

aber jetzt noch auf die scheinbaren Pole z-= S(zo) bezogene d-Glieder enthiilt. 

Wir betrachten hiernach den allgemeinen Fall, dass F(z) auch mehrfache 

Pole enthalten kann. Es sei allgemein z ~ a ein Pol mit der Entwicklung 

A, + (z A,, 
Z ~ a - -  a)  '2 

Ap 
+ .. .  + ( ~ - - ~ ) , ; '  

Durch Anwendung der obigen Methode gelangt man zu einem Ausdruck, der 

sich yon (18I) nur dadurch unterscheidet, dass allgemein 

und 

z ----a~ ) durch Z ( z  ~ a(e)V " 

P 

d (z, a) durch Z Ca d;, (e, a) 

ersetzt worden sind, wo C~, C~, . . ,  @ Konstanten und 

"(~'-~)(~) (~ - ~); . -~ 

d~(z, a) . . . . . . . . .  (~ - ~)~ ( , 8 5 )  

f~lr  I z I <  I, l a I <  I reguliire Funktionen von z, a s i n d .  
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~4 w Darstel lung der hyperel l ip t ischen Integrale .  

34. Wir  werden in diesem Kapitel die obige Methode zur anMytischen 

Darstellung der zu (2) gehgrigen Integrale anwenden, wodurch zugleich eine neue 

Darstellung der uutomorphen Funktionen yon F~..v gewonnen wird. 

Wir schreiben das betreffende Integral in der Form 

I = f ~ (., v) g*,  (~ 86) 

wo R (x, y) eine rationale Funktion von x und y bezeichnet. Als Funktion yon z: 

R(.(~), v(z)) = F(~) 

ist /? eine automorphe Funktion yon Fa.v. Wir setzen 

F(. - ) . ' ( . )  = B(~) 

und kSnnen (I86) als Funktion yon z in der Form 

I = J" B (z) u'(z) d z (I87) 

darstellen. Die Funktion B(z), welche eine automorphe Funktion derjenigen 

Untergruppe des Index zwei yon F+:~ ist, die yon der Gesamtheit der Substitu- 

tionen der Charakteristik Null gebildet ist, wird im ~llgemeinen unendlich nicht 

nur in den Polen yon F(z),  sondern auch in denjenigen yon x'(u), d. h. fiir u = o ,  

also in den mit dem Nullpunkt beziiglich F~ i~quivMenten Punkten. 

Wie friiher zeigt man, dass 

f B(C) d; - -o ,  (~s8) lira u (C) -  .(Zo) ~ - - z  
n ~ a o  

Ln  

wenigstens nachdem die Polygonseiten geeignet ~bgeiindert worden sind. Wir  

betrachten hier der Kiirze hMber nur den Fall, wo si~mtliche Pole einfach sind 

und erh~lten aus der Cauchyschen Integr~lformel 

B(z) __ Bk 
u(z) --  u(zo) ~--lim~ Z z -- bk' (I89) 

D n 
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wo unter  den Polen yon (I89) neben den Polen yon B(z) auch die Nullstellen 

S(zo) (S~ Fu) des Nenners auf t re ten k5nnen. Wir  setzen je tz t  

und  

t I d U  2 

und k5nnen (I87) kurz in der Form 

] I = ~ , ~ "  1,k + 1~. A (.~., b~,) ,t.~ (~ 90) 
l'a~y 

schreiben, wo B'k fiir die aus den Nullstellen des Nenners  yon (I89) herriihren- 

den Polen ~ - o  ist, und wo 

A(z, b ) =  w(~) --w(b) 
z - -b  

eine fiir I zl < I, ]b I< ~ reguF, tre, symmetrische Funkt ion  der Variablen z und 

b ist. Fiir diese Funkt ion,  deren Integral  hier die nitmliche Rolle spielt, wie die 

Funkt ion  (182) im vorigen w bekommt man aus (IO9) den Ausdruck 

y,  IS (~) s'  (~) s (b) s'(b)] 

- z - ~, .~2.. ,Z s (o) s '  (o) 
f n  

(I9I) 

tung. 

35. Als Anwendung betrachten wir etwas nis die Integrale  erster Gat- 

W i t  gehen yon den Integra len 

f dx ~o = ( ~ ~ = ~ '  - j u  
aus und setzen 

B, (z) -- x'(u) _ 2 B~(z) x(u) x'(u) 2 x 
Y Y~ Y Y~ 

l,V O 

x'(u) =p ' (u )  = ~ V(x - el)(X ~ e~)(x -e~),  y.~ = V(~ -~i~;(/; : - i ,~,  

(I92) 

wodurch wir erhalten 
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f d u  ; x d u  I 1 =  2 - - ,  I ~ =  2 
Y~ J Y~ 

Weil die Funk t ionen  (192) in den Eeken a = z(e6), e-~  z(e6) yon Bz und den 

damit  i iquivalenten P u n k t e n  

ak = S~(a), e~ = Sk(e) (I93) 

unendl ich werden, muss man sieh der abge~inderten Linien L,~ bedienen. 

I 
In  den Nullstel len yon u wird x und somit  auch y~ unendl ieh w i e -  wor- 

aus  folgt, dass die Funk t ion  B~(z) dor t  endlich bleibt. Diese Funk t ion  ha t  so- 

mit  Pole  ers ter  Ordnung  in den Punk ten  (I93). Weil 

~(~) = w(0~) = o,  

so  ha t  man fiir 11 nach (19o) den Ausdruck 

L 
wo h die ganze Funkt ion  

bezeiehnet.  

= F ,  [,4k h(~, ~ )  + c~ h (~, c~)], 

f .(~) 
h (e, b) = z - - g  d u 

Die Koeffizienten sind dabei 

Ak ~-- A S'k (a) _ A S'k(a) 

c~  = c ,  s '~ (c )  = c = .............. 8 '~(c)  

(I94) 

aus, welehe nu t  in den P u n k t e n  (I93) einfach unendl ich wird. 

d a n n  

3 3 - 3 4 6 8 6 .  Acta  mathematica, 65. Imprim~ le 19 f6vrier 1935, 

W i r  bekommen 

wo ~ die Charakter is t ik  der Subst i tu t ion  Sk und #, v ihre Indizes sind. 

Um einen analogeu Ausdruck fi ir  das In t eg ra l  I s zu gewinnen,  gehen wir 

yon der Funkt ion  

B~(~) x (3) = o 
(z) - u (3) 
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I, = y,  [2,h~(~, ~) + ~h~(~, ~)], 

wo h 1 die aus ~ (z )~  u ( z ) ~  u(z) gebildete ganze Funkgion 

(I95) 

. ] z  - -  b d u  

bezeichnet und die Koeffizienten die allgemeinen Ausdriicke 

,%(a)  Si(c) 
Ak = :~ :~ ( s / ( . ) i  ' (:k = c '~  (,%(e)) 

besitzen. 

Betreffs der Reihenfolge der Glieder bei den bedingt konvergenten Reihen 

dieses und des vorigen Paragraphen bemerken wir noch folgendes. Wenn man 

yon den zu den scheinbaren Po len  gehSrigen Gliedern absieht, wird die Reihen- 

folge der Substitutionen in jedem Falle und yon der darzustellenden Funktion 

unabh~ngig durch (66) gegeben, wobei hier natiirlich nur die zur Gruppe F~, 

gehSrigen Substitutionen beriicksichtigt werden. Die Folge (66) ist aber in hohem 

Grade willkiirlich. Denn erstens kann die Normierung in bezug auf ein belie- 

biges yon den I5 zu (2) gehSrigen ellip~ischen Integralen geschehen. Ferner 

ist die Folge (66) dureh die GrSssenfolge (5~) bestimmt, welche eine beliebige 

gegen Null konvergierende monotone Folge sein kann. Und schliesslich kann 

man die zu einer gegebenen Folge (5 I) gehSrige Substitutionenfolge (66) noch in 

h ohem Grade variieren, well die ganzen .Zahlen q,, welche die kleinsten LSsungen 

der Ungleichungen (52) waren, beliebig vergrSssert werden kSnnen. 

i5 w u 

36. Wie schon in der Einleitung erw~hnt, kSnnen alle vorhergehenden 

Resultate unmittelbar auf die hyperelliptischen Fl~chen beliebigen Geschlechtes 

iibertragen werden. Es sei n~imlich 
2 p + 2  

Y* -~ 1-[ (x -- e~) (I 96) 
~ 1  

die Gleichung einer solchen Flitche vom Geschlechtp.  Wir fiihren die N ~  It; + i ]  

elliptisehen Integrale 
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f d x ('97) 

ein, wo die Indizes a,.fl, 7, ~ aus I, 2 . . . .  , 2 2 + z so gewfihlt werden kSnnen, 

dass jeder Windungspunkt 

el~ e2~ � 9  e2p+2 

yon ('96) wenigstens in einem yon den Integra.len ('97) vorkommt. Wit  fiihren 

die Hauptuniformisierende z yon (,96) ein und besitzen dann in jeder Funktion 

~tk(Z) ( k =  I ,  2 : . . . ,  2u (198)  

eine eindeutige Funktion, welche eine Hauptfunktion ffir eine gewisse fuchsoide 

Gruppe I~ k vom Geschlecht Null is~. Nun ist j edes  yon den Radikalen 

V x - e ,  ( v = i ,  e . . . .  , z p + z )  

wie x eine eindeutige Funktion des zugehSrigen elliptisehen Integrales, Somit 

kann aueh das Produkt 
2p+2 

'J' = 1 

eindeutig durch die Funktionen (,9 8) dargestellt werden. Wir  haben damit die 

Funktionen 
(~) und  ~(~) 

aus gewissen elliptischen Funktionen und fuchsoiden Funktionen zusammenge- 

setzt, fiir welche Funktionen Reihen- und Produktentwicklungen der friiher be- 

trachteten Art ohue weiteres aufgestellt werden kSnnen. Spezieli fiihren die 

Betrachtungen des ,o w zur Darstellung jeder automorphen Funktion der zu 

(,9 6) gehSrigen Gruppe F~. u als Quotient zweier ganzen Funktionen 

z,'(,) = f '  (~) 
f ( z ) '  ('99) 

welche aus Jacobischen elliptischen Thetafunktionen und den fuchsoiden Funk- 

tionen (I98) zusammengesetzt werden kSnnen, und welche fiir eine willkiirliche 

Substitution yon F~.~ einer Gleichung der Form 

f ( S (z) ) - -  e Z (% (s) % <~)+~,(s)l f (z) 
genfigen. 
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37. Gehen wir. hiernach zur Betrachtung einer beliebigen algebraischen 

Riemannschen FF, iehe 
p (x, o (200) 

vom Geschlecht p iiber! Um die friihere Methode anwenden zu kSnnen, miissen 

wir hier polymorphe Funktionen einfiihren, die im aUgemeinen relativ zur FF~tche 

(zoo) verzweigt sind. 

Wir denken also die endlich viele Windungspunkte yon (20o) auf die Punkte 

el, . . . . .  (20,) 

der x.Ebene projiziert. Wi t  fiihren dann diejenige polyInorphe Funktion z(x) 
ein, welche in den Punkten (2oi) Windungspunkte zweiter Ordnung besitzt. 

Wenn nun die Windungspunkte yon (2oo) einfach sind - -  und dies kann man 

bekanntlieh stets durch eine birationale Transformation erreichen - - ,  so sind x 

und y eindeutige Funktionen yon z. Sie sind automorph fiir eine Untergruppe 

der zu z(x) gehSrigen Gruppe F~. 

Wir  betraehten nun ein zu (2oi) gehSriges elliptisches Integral, z.B. 

Dasselbe ist eine eindeutige Funktion yon z und automorph in bezug auf eine 

gewisse fuchsoide Gruppe vom Geschlecht Null, die eine Untergruppe yon F:~ 

ist. Wie friiher kann die Existenz einer unendlichen Folge yon gesehlossenen 

Linien L~ bewiesen werden derart, dass 

lira l u(a) l -  o. 
n ~  oo 

Ln 

Durch Anwendung der Cauehysehen Integralformel kann man hieraus wieder 

Reihen der in den I3 und I4 w167 gegebenen Form fiir die automorl0hen Funk- 

tionen und kbelschen Integrale herleiten. 

3 8. Wir bilden ferner mit der elliptischen Thetafunktion H(u) die ganze 

Funktion H(u(z)). Es seien a ,  a2, . . . ,  aq die im Fundamentalbereiche yon I'~ 

liegenden Pole der automorphen Funktion ~'(z). Die Funktion 

WO 
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q 

G(~) = H [H(u (~)) - U ( u  (~))1, 

ist dann eine ganze Funktion und wir haben somit in 

F(z)  - G, (z) (202) 
V (~) 

fiir unsere ~'utomorphe Funktion eine D~rstellung als Quotient zweier ganzen 

Funktionen, die bei Ausfiihrung einer willkiirlichen Substitution der zu (2oo) 

gehSrigen Gruppe F einer Gleiehung der Form (I39) geniigen. Leider kSnnen 

wir die Funktion Gl(z) im allgemeinen durch keinen einfachen Ausdruck dar- 

stellen. 

Zu einer mehr befriedigenden Darstellung gelangt man durch Einffihrung 

der allgemeinen Jacobischen Thetafunktion 

# ( u .  u ~ , . . . ,  up) 

start der elliptischen. Wir  bilden hieraus die Funktion 

WO 

ein System yon Abelschen Normalintegralen erster Gattung sind, die wir durch 

die uniformisierende Variable z ausgedriickt haben. Wenn die Konstanten C, 

spezielle Wertsysteme vermeiden, ist (2o3) eine nicht identisch verschwindende 

gauze Funktiou, welche im Fundamentalbereich yon I" genau p Nullpunkte be- 

sitzt, die willkiirlich gewi~hlt werden kSnnen. Sie transformiert  sich ferner fiir 

eine willkiirliche Substitution yon F gemiiss der Gleichung 

( S  (Z)) = e a l u ( z ) + a ~ u ~ ( z )  + . . . + a p U p ( Z )  ~.~ ( Z ) .  

Durch Multiplikation solcher &-Funktionen kann man zwei neue &-Fnnktionen 

bilden, die resp. in den NuUpunkten und Polen der darzustellenden automorphen 

Funktion verschwinden, wozu sie im allgemeinen noch gewisse gemeinsame Null- 

punkte besitzen kSnnen. Wegen der bekannten aus dem Abelschen Satz folgen- 

den Relationen fiir die Nullstellen und Pole muss aber der Quotient beider 

Thetafunktionen bis auf einen konstanten Faktor mit der gegebenen automorphen 

Funktion zusammenfallen. 


