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Einleitung.

Wir haben in einer fritheren Arbeit' gezeigt, wie bei denjenigen fuchsschen
Gruppen vom Geschlecht Null, deren Fundamentalbereich lauter verschwindende
Winkel besitzt, die automorphen Funktionen direkt durch bedingt konvergente
Reihen und Produkte dargestellt werden kénnen, welche von den Elementen der
Funktion in einfachster Weise abhiingen und welche zugleich eine formale In-
varianz den Substitutionen der Gruppe gegeniiber aufweisen. Zweck der folgen-
den Betrachtungen ist, unsere Methode auf Gruppen hoheren Geschlechtes zu
ibertragen. Wir werden der Kiirze halber uns hauptsichlich auf die Gruppe
der Hauptuniformisierenden der hyperelliptischen Riemannschen Fliche vom
Geschlecht zwei

y2=fI(ac—-ew) i

v=1

beschriinken, unsere Ergebnisse konnen aber ungeiindert auf alle hyperelliptischen
Riemannschen Flichen und in etwas modifizierter Form sogar auf alle algebrai-
schen Riemannschen Flichen iibertragen werden, wie im letzten Kapitel gezeigt
wird. ?

Zur Herleitung der analytischen Ausdriicke fir die betreffenden automor-
phen Funktionen werden wir uns. zweier verschiedenen Methoden bedienen, welche
zu einander jedoch in enger Beziehung stehen.

Die erste Methode, deren geometrisch-gruppentheoretische Grundlagen in
den 8§ 1—35 entwickelt werden, beruht auf einer Anwendung der Untergruppen
und der zugehorigen Transformationsgleichungen, d.h. derjenigen Gleichungen,
welche zwischen den automorphen Funktionen der verschiedenen Gruppen herr-
schen. Wihrend aber hisher -hauptsichlich nur Untergruppen von endlichem
Index und algebraische Transformationsgleichungen betrachtet worden sind, ha-
ben wir in unseren Uhtei'suchungen mit Untergruppen eines unendlichen Index
zn_tun, deren Transformationsgleichungen somit transzendent sind. Den Uber-
gang zu den. fraglichen Untergruppen vermittelt ein elliptisches Integral der Form

! P. J. MyrBERG: Uber die analytische Darstellung -der aulomorphen  Funktionen durch
bedingt konvergente Reihen und Produkte (Acta mathematica, Bd. 59 .(1932)).

* Eine vorliufige Mitteilang der Resultate der vorliegenden Arbeit findet man in unserer
Note: Sur wune représentation nouvelle des fonctions automorphes (Comptes rendus des séances de
I'Académie des Sciences, Paris, t. 197 (1933)).
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welches somit in unserer gegenwirtigen Arbéit dieselbe Rolle spielen wird, wie
der Logarithmus bei den mit der Modulfunktion verwandten automorphen
Funktionen.

Wir gehen zu diesem Zweck von derjenigen Gruppe I'; vom Geschlecht
Null aus, welche der polymorphen Funktion z(z) der in den Punkten e, mar-
kierten und mit der Verweigungszahl zwei versehenen schlichten x-Ebene ent-
spricht. Offenbar ist z(x) identisch mit der Hauptuniformisierenden von R, und
est ist somit jede relativ zur Fliche R unverzweigte Funktion eine eindeutige
Funktion von z. Dies ist u.a. mit jedem elliptischen Integral # der Fall. Die-
jenigen Substitutionen von Iy, welche u ungeiindert lassen, bilden eine ausge-
zeichnete Untergruppe Iy, welche eine fuchsoide Gruppe vom Geschlecht Null
ist. Sie besitzt in der Funktion u(z) eine Hauptfunktion, d.h. eine antomorphe
Funktion, welche den Fundamentalbereich von I, schlicht abbildet. Bs ist
leicht, die Gruppe Iy durch Grenziibergang aus einer unendlichen Folge fuchs-
scher Gruppen vom Geschlecht Null zu gewinnen. Diese Gruppen sind noch auf
gewissen Teilen des Hauptkreises diskontinuierlich, woraus folgt, dass ihre Haupt-
funktionen durch absolut konvergente Reihen und Produkte der einfachen Form

A, 2—b,
Zz—a; baw. Hz-—a,,

dargestellt werden konnen. Durch Grenziibergang gewinnt man hieraus fiir die

Hauptfunktionen von I, Ausdriicke der néamlichen Form, die aber jetzt bedingt
konvergent sind.

Die Transformationsgleichung fir die Gruppen Iy und I'; wird jetzt von
der durch Inversion des Integrals w erhaltenen doppeltperiodischen Funktion

x = 2(u)

dargestellt. Die automorphen Funktionen von I'; kénnen demnach aus doppelt-
periodischen Funktionen von u und der fuchsoiden Funktion u(z) zusammen-
gesetzt werden. Um eine analoge Darstellung fiir die automorphen " Funk-
tionen der zu R gehorigen Gruppe. I%, 2zu gewinnen, bedarf man noch eines
zweiten elliptischen Integrals der obigen Form, so dass alle Verzweigungspunkte
von R unter den Verzweigungspunkten der elliptischen Integrale vorkommen
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werden. Hs wird niimlich bewiesen, dass jede automorphe Funktion von Iy

in der Form

darstellbar ist, wo K eine eindeutige Funktion ihrer Argumente bezeichnet.
Durch Heranziehung bekannter Ausdriicke aus der Theorie der elliptischen Funk-
tionen gewinnt man hieraus bemerkenswerte Darstellungen fiir die automorphen
Funktionen von Iy.

Indem man z. B. die Jacobische elliptische Thetafunktion H (u) einfiihrt, be-
kommt man fiir die automorphen Funktionen den Ausdruck

_Ale)
e =70

als rQuotient‘zweier ganzen, d. h. fiir |2] < 1 reguliren Funktionen, welche aus den
oben genannten Thetafunktionen und den fuchsoiden Funktionen

zusammengesetzt sind und welche fiir eine willkiirliche Substitution S(2) von
Iy einer Gleichung der Form

f(8(e)) = emsv@+Ps flz)

geniigen. Wir haben damit zu einer von den Poincaréschen Thetafunktionen
wesentlich verschiedenen Klasse automorpher Thetafunktionen gelangt, die als
eine' natiirliche Verallgemeinerung der elliptischen. Thetafunktionen angesehen
werden konnen. Es wird sich zeigen, dass Gleichungen der Form

S(8(2)) = 5% fle)

unter sehr allgemeinen Voraussetzungen betreffs der ganzen Funktionen gg(z)
unsere Thetafunktionen vollkommen charakterisieren.

Unsere Betrachtungen fithren ferner zu einer direkten Produktdarstellung
der Funktionen z(z) und y(2), welche von den Nullpunkten und Polen in'sehr
einfacher Weise abhingt und welche zugleich eine formale Invarianz den Sub-
stitutionen der Gruppe gegeniiber aufweist.

Die zweite der oben erwihnten Methoden, die erst in 12 § angewandt wird,
geht von der Tatsache aus, dass es moglich ist, eine unendliche Folge geschlos-
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gener, ausserhalb einander liegender und gegen den Hauptkreis konvergierender

Kurven
L,, L,, Ly, ..., Ly,.

zu konstruieren, welche die Eigenschaft haben, dass

im 122 ] =
n—w | |u(e)|

In

Ist nun F(z) eine beliebige auf den Polygonseiten beschrinkte Funktion, so er-
gibt sich aus der Cauchyschen Integralformel im Falle einfacher Pole eine
Darstellung der Form

Fl) . C,
uwle) lim 23"_‘“'».

T — D

L

Insbesondere gewinnt man daraus fiir die automorphen Funktionen von Iy
den Awusdruck

A,
=t 32+ 0.ate, ]
wo die Zusatzglieder
(e, a) = M) —ula),
z—a

welche hier die nidmliche Rolle spielen wie die Polynome in der Mittag-Leffler-
schen Darstellung, fiir J2] <1, Ja] < 1 regulire analytische Funktionen sind.
Fiir die Funktion o, welche eine hyperabelsche Funktion der Variablen (2, a)
ist, wird sich ein expliziter Ausdruck von hochst einfacher Form ergeben.

Unsere zweite Methode wird in 14 § zur Herleitung expliziter Ausdriicke
fiir die Integrale hyperelliptischer Riemannschen Flichen angewandt.

Zum Abschluss wird im letzten Paragraphen gezeigt, wie unsere Betrach-
tungen auf Riemannsche Flichen héheren Geschlechtes iibertragen werden kénnen.

A. Geometrisch-gruppentheoretischer Teil.
Definition der Gruppe I',.
1. Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildet die in.den Punkten

€1, €3, €3, €4, €, € (1)
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markierte komplexe z-Ebene (Fig. 1). Es sei z(x) diejenige bis auf eine lineare
Transformation bestimmte polymorphe Funktion, welche in den Punkten (1)
Windungspunkte zweiter Ordnung besitzt. Die genannte Funktion ist dann
offenbar identisch mit der Hauptuniformisierenden der hyperelliptischen Rie-
mannschen Fliche

.7/2 = H (x - ev)a (2)

also mit derjenigen Funktion, welche die einfach zusammenhingende, relativ un-
verzweigte Uberlagerungsfliche von (2) auf eine schlichte Kreisfliche, welche wir
mit dem Inneren des Einheitskreises

Fig. 1.

lzl =1 H

identifizieren wollen, konform abbildet. Die verschiedenen Zweige der Funktion
z(x) hiingen von einander durch lineare Substitutionen

y az+ g
g =
ye + 4

(@d —By=1) (3)

ab, die eine fuchssche Gruppe I vom Geschlecht Null bilden, fiir welche H
ein Haupt- und Grenzkreis ist.

Wir schneiden nun die x-Ebene lings einer einfachen, durch die Punkte
(1) gehenden Linie C. Die so geschnittene z-Ebene wird durch einen Zweig von
z(x) auf ein krummliniges (in Fig. 2 mit B, bezeichnetes) Polygon B, abgebildet,
welches einen Fundamentalbereich fiir I', bildet. Wir wollen, was stets méglich ist,
die Linie € so wihlen, dass die Begrenzung von B, aus Kreisbogen besteht, welche
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zum Hauptkreis orthogonal sind. Ferner
soll die Funkiion ‘z(x) s0 normiert werden,
dass der Nullpunkt O zu B, gehdren wird.

Das Polygon B, hat insgesamt 10 Sei-
ten, die paarweise

k, E+ 1) FE, E+ 1)) k=1, 2,3, 4, 5)

den beiden Ufern eines Bogens (ex, €x41)
von C entsprechen, und die durch die Er-
zeugenden

Sl1 S2’ S31 84’ SE (4)

Fig. 2.

von I'; einander paarweise in der in Fig. 2 angegebenen Weise zugeordnet sind.
Die Eckpunkte von B bilden sechs Zyklen

(1), (22), (3,3) (4,4), (55, (6)

und sie sind Fixpunkte der involutorischen Substitutionen

(Sl)v (Sl S;-l: S2 Sl_l)a (SQ 83_17 Ss Sn_l)a (Ss S:—l) S4 S; 1)7
(S4 Sb—lr 85 S:_l)a (S5))

welche einem Umkreis um den betreffenden e,-Punkt entsprechen. Die Er-
zeugenden (4) gentigen somit den Relationen

St=1, 88 =1 (S5 =1, (&8 =1, (§8)=1, Si=1 (4

In der Funktion x(z) besitzt .I'; eine Hauptfunktion, welche jeden Wert in
B, genau einmal annimmt. Diejenigen Substitutionen von I':, welche auch .y(z)
ungeiindert lassen, bilden eine ausgezeichnete Untergruppe I, von I%, deren
Index zwei ist. Man bekommt einen Fundamentalbereich von I'z,, wenn man
zu B; z. B. den Bildbereich S;(B.) hinfiigt. Der so entstandene Bereich B, be-
sitzt insgesamt 12 Seiten, welche durch die Substitutionen

T1=S2y T2=S4a T3=S5SI> T4=S3S,, T5=5’13T151, T6=Ss_181: (4)"

in der in Fig. 3 angegebenen Weise auf einander bezogen sind. Wegen der fiir

die Substitutionen (4) aus (4) gewonnenen Relationen
26—34686. Acta mathematica. 65. Imprimé le 9 février 1935.
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Ty=T7'1T,1,, To=T7'T,T,
kann man die beiden letzteren Substitutionen (4)”’ eliminieren, wodurch fiir die
Gruppe I,y das System von Erzeugenden
T, 1, T,, T, (@)

erhalten wird, welches dem Schnittsystem der Fig. 4 auf der Riemannschen
Fliche (2) entspricht. Wir nennen die Substitutionen (4)"’ die kanonischen
Erzeugenden von I3,.

3
Fig. 3. Fig. 4.

2. Aus der Definition der Hauptuniformisierenden geht hervor, dass jede
relativ zur Fliche (2) unverzweigte Funktion eine eindeutige Funktion von 2
wird. Dies ist u. a. mit jedem elliptischen Integral der Fall, welches irgend
vier von den Punkten (1) als Windungspunkte besitzt. Wir wihlen im fol-
genden stets e, = o, wodurch die Gleichung (2) die Form

Y=z —e)(x — &) (x — ) (x — ) (x — &) (s)
und ein von den zugehdrigen elliptischen Integralen den Ausdruck

_ I . dx
""sz(x—eo(w—eg)(x—es) 2

annehmen wird.
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Das Verhalten der Funktion #(z) den Erzeugenden von I, gegeniiber wird
durch die Gleichungen

u(S))=—ul), w(S)=ul)+ o, u(S)=—ul)+ v, )
7
u(Sy) = ulz), u(S;) = u ()

dargestellt, wo w,, w; ein System primitiver Perioden von (6) bezeichnet. = Aus
(7) folgt fiir eine beliebige Substitution von I'; die Gleichung

u(8(2)) = (— 1) ule) + poy + vo,, (8)

wo €=0,1; ur=o0, 1, £2, £3,...

Wir wollen & die (zu u gehorige) Charakteristsk und u, v den ersten bzw.
zwesten Index von § nennen. Die Gesamtheit der Substitutionen der Cha-
rakteristik und der Indizes Null, also fiir welche u(2) invariant ist, bildet eine
ausgezeichnete Untergruppe I'y von I, deren Index unendlich ist. Sie ist
offenbar eine fuchsoide Gruppe, also eine Gruppe mit unendlich vielen Erzeu-
genden, deren Fundamentalbereich aus unendlich vielen Polygonen von I, zu-
sammengesetzt werden kann.

Die Substitutionen von I'; konnen in wohlbekannter Weise in ein unend-
liches Schema der Form

S 8 8. .
58, 38 3.

_ o (9)
28 38 %S .

geschriehen werden, deren erste Horizontalreihe (Zeile) die Substitutionen von
I, enthilt und deren erste Vertikalreihe (Kolonne) ein vollstindiges Repriisen-
tantensystem von I'; (Faktorgruppe) bildet, welches System mit der Gruppe der
Substitutionen

W=t u+pw +rvu, (u, v ganz) (10)

isomorph ist. Awus

w(S) = — ule), u(Sy)=ule)+ a,, u(S,)=1ulz)+ w,, (11)
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wo
So = Sl Szn

geht hervor, dass die erste Vertikalreihe aus den Substitutionen

5, =3 = 8¢ kS (Ezo’l
uw, v T Sw T Ny Ma My u, v ganz (12)

aufgebaut werden kann und dass somit jede Substitution S von I in der Form

§=3:,8 (13)
5 6
5/
4 4’
37 4/ 4 3
5/
6
5
2’ 1 2
Fig. 5.

darstellbar ist, wo & ihr Charakteristik, u, » ihre Indizes sind und wo S eine
Substitution von I', bezeichnet.

2 8. Konstruktion des Fundamentalbereichs von I',.

3. Durch einen Zweig der Funktion u(x) wird die geschnittene x-Ebene
auf ein krummliniges Parallelogramm der #-HEbene abgebildet, welches mit einem
Haken versehen ist, der dem Teil ¢,e;¢; von O entspricht. Die den verschiede-
nen Zweigen von u(x) entsprechenden u-Parallelogramme bedecken einfach und
liickenlos die ganze d-Ebene, wobei die Haken sich paarweise in neue Haken
der in Fig. 5 angegebenen Form vereinigen. Wir haben in den Figuren simt-
liche Randkurven der Parallelogramme schematisch durch Geraden ersetzt und

wir werden im folgenden die entsprechende Terminologie anwenden.
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Wir betrachten nun die polymorphe Funktion z als Funktion 2z = 2(u) in
Offenbar hat sie in den Eckpunkten

w(e:) (=13, 6) (14)
1= oy 1t
- £ L £ L g
] 7 — 7 —7 —7
S8 St Ssé So* 5282
S,S5°8 4 $,525¢ §,S¢'S¢t 5,855 2
e P / S /T Pl Y anill PR
- - - | v v _/2 1 </
53%8q S350 So Ss So
5158, S, 5250 S$:S0 | 5:5:718, 5155356
s s - L £ W o
—7 —7 —7 7 - 7 7, -
N Py 1 s
515;3 5131 51 5‘32-1 5152.3
/— st /~ Y el P / pan il Py
g — v - -7 o &
Sa'ss’ Sa*ss’ s¢’ $:284°
5152° S, 55286 554757 585385
/ /T /- /= / /[ yaslpy.
— —7 — 7 7 - | 7
sstsq? §2°S5*? s¢* S5*S¢2
$;152°55* 515255 51827%s? 51542852
_ /= /- P s S/ / el N
7 7 7 1 7 7 7 | 7
Sa4s47? 52567 s 55283
5,8454° 51525¢° 5.5¢'Sq? 515573857
/— o ya - o e /[ yaull P
4 v 7 -/ e 7 7/ 4
Fig. 6. II; ,.
der Haken Windungspunkte zweiter Ordnung, ist aber sonst regulir. Um die

Zweige von z(u) eindeutig zu machen, ziehen wir von jedem auf der vertikalen
Geraden I~ liegenden 4-Punkt aus eine Halbgerade I, nach links und ferner von
jedem auf der vertikalen Geraden It liegenden solchen Punkt aus eine Halbge-
rade T nach rechts. Indem wir zu den Halbgeraden die Gesamtheit der zu-
gehorigen Haken hinzufiigen, bekommen wir zwei unendliche Scharen von Linien

I, b,

oder kiirzer

I (e =0;.1)

(v=o,

T, £2,

)

(15)

1) Der Punkt u =o fillt in Fig. 6 mit dem Mittelpunkt der unteren Seite von I zusammen.



206 P. J. Myrberg.

welche zusammen eine durch den unendlich fernen Punkt unendlich oft gehende
geschlossene Linie bilden. Die lings (15) geschnittene w-Ebene ist ein einfach
zusammenhiingender Bereich, wo alle Zweige der Funktion z(«) eindeutig sind.
(Fig. 6.)

4. Um einen Zweig dieser Fuanktion zu fixieren, ordnen wir dem Anfangs-
parallelogramm 1 den Fundamentalbereich B, von Iy zu. Man findet leicht,
dass dann den iibrigen u-Parallelogrammen diejenigen Polygone von I'; zugeord-
net werden, die den Substitutionen (12) entsprechen. Die fraglichen Polygone
bilden zusammen ein unendlichvielseitiges Polygon B,, wo die Funktion u(z)
jeden endlichen Wert genau einmal annimmt und welches offenbar ein Funda-
mentalbereich der fuchsoiden Gruppe I'y ist. Zweck der folgenden Betrachtungen
ist, das Polygon B, niher zu untersuchen.

Wir betrachten zu diesem Zweck das Bild
ke (=o0,1;v=0, t1, *2,...) (16)

v

einer einzelnen Linie I,. Derselbe ist eine aus unendlich vielen zu H ortho-
gonalen Kreisbogen zusammengesetzte Linie, deren beide Endpunkte auf H lie-
gen. Im Sinne der nichteuklidischen (hyperbolischen) Geometrie, wo die Ortho-
gonalkreise von H die Rolle der Geraden spielen, sind die Linien (16) konvexe
Polygonziige und zwar in dem Sinne, dass sie ausserhald jedes Orthogonalkreises
von H liegen, mit dem sie einen gemeinsamen Bogen besitzen. Diese Eigen-
schaft kommt allen im folgenden Betrachteten konvexen Ziigen zu, wenn das
Gegenteil nicht ausdriicklich  hervorgeboben wird, was wir hier ein fiir allemal
bemerken.
Wir bemerken ferner, dass zwei benachbarte Ziige

5 £
kv, kv+l

einen gemeinsamen Endpunkt P; besitzen. In der Tat kénnen die einander
gegeniiberliegenden Ufer der entsprechenden Linien [;, l,4+; durch ein unend-
liches System von dquidistanten und aus zwei vertikalen Seiten der u-Parallelo-
gramme gebildeten Linien mit einander verbunden werden. Diesen Linien ent-
sprechen aber im Bereich B, gewisse die fraglichen Ziige verbindende zu H
orthogonale Kreishogen, deren n.e. Linge' beschrinkt, niimlich hochstens gleich

! d.h. im hyperbolischen Sinne gemessene Linge.
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dem doppelten n. e. Diameter von B, ist, woraus folgt, dass ihre euklidische
Linge den Grenzwert Null hat. In gleicher Weise ist einzusehen, dass der
gegenseitige Abstand der einander gegeniiberliegenden Ziige %, und %, fiir
y— + oo gegen Null konvergiert, und dass somit die Ziige (16) fiir v — + o resp.
gegen zwei bestimmte Punkte P. und P—. von H konvergieren; welche End-
punkte des Bildes der Linie % sind. (Fig. 8.)

Samtliche Seiten von B, liegen somit innerhalb H. Die Eckpunkte von
B, sind dreierlei Art: 1) Die unendlich vielen innerhalb H liegenden Eckpunkte
der Ziige (16), 2) die unendlich vielen auf H liegenden Endpunkte der Ziige
(16), welche zugleich Hiufungspunkte fiir die Eckpunkte erster Art sind und

Fig. 7.

3) die zwei Hiufungspunkte P., P_. der Eckpunkte zweiter Art. Aus dem
Obigen geht hervor, dass die Funktion u(z) in den Eckpunkten zweiter und
dritter Art den Grenzwert oo besitzt.

5. Um die Erzeugenden von Iy zu bestimmen, betrachten wir etwas niher
einen einzelnen Zug (16), z. B. k.. Die Reihe ihrer Eckpunkte hat die unend-
liche symmetrische Darstellung (Fig. 7)

... 445654456545654456544 . .. (17)

Die zugehdrigen unendlich vielen Seiten sind einander paarweise durch gewisse
Substitutionen von I', zugeordnet, die wir in drei Typen zerlegen.

Erster Typus: Substitutionen, die zwei benachbarte Seiten 56 und 65 ein-
ander zuordnen. Jede derselben entspricht einem Umkreis um einen 6-Punkt
eines zu [, gehorigen Hakens. Die betreffenden Substitutionen, welche aus S;
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durch »Transformation» erhalten werden konnen, haben den allgemeinen Aus-
druck:
El (Au’a o, O) = Sz_”' Sl 85 Sl SI'; bzw.

> 0). 18
El(;uy o, I)=SOS;-MS5S‘;S<>_1 e ) (18)

Zwerter Typus: Substitutionen, welche zwei Seiten 45 und 54, die durch
ein Seitenpaar 565 getrennt werden, einander zuordnen. Jede derselben ent-
gpricht einem geschlossenen Weg der wu-Ebene, welcher die beiden Ufer eines
Teiles 45 eines zu [, gehorigen Hakens mit einander verbindet. Die betreffen-

den Substitutionen, welche aus S, durch »Transformation» erhalten werden kon-

nen, haben den allgemeinen Ausdruck

Ey(u, 0,0)=8;+8,8,8, 8 bzw.

> 0). ’
E,(u, 0, 1)= 8,87+ 8, S¢ 8§51 (u > o) (18)

Dritter Typus: Substitutionen, welche zwei in bezug auf den Mittelpunkt
4 von (17) symmetrisch liegende Seiten 44 einander zuordnen. Jede derselben
entspricht einem géschlossenen Weg der #-Ebene, welcher die beiden Ufer eines
Teiles (44) der Linie I, miteinander verbindet. Der allgemeine Ausdruck der
betreffenden Substitionen ist
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Ey(n, 0) = 8, 877 (87728, 577 (w>0). (18)"

Zur Auffindung der zu den iibrigen Zigen gehorigen Substitutionen bemerken wir,
dass allgemein der Zug k, aus k, durch die Substitution S, der Zug %, durch
die Substitution S,=8!— 8, S, erhalten wird. Indem man die oben gefundenen
Substitutionen den betreffenden »Transformationen>» ﬁnterwirft, bekommt man
fiir die drei Typen von Erzeugenden, welche irgend zwei zu k, bzw. %, gehorige
Seiten paarweise aufeinander abbilden, die allgemeinen Awusdriicke

El.(”'a v, 77) = 87 E; (Au'7 0o, 77) S,
E2(é“’> ¥, ??) = So—yEz(.u’ o, ??) Sy

Ey(p,v) =87 E4(u,0)S;
Ei(u,v, )= 8" E,(u,» 1)8.

Ey(u, v, )= 8" E(u,» 1) S,
Eiu,v) =8 Ey(u, 8.
In den Substitutionen (19) fiir
n=0,1; u>o0, =0

besitzt man offenbar ein vollstindiges System von Erzeugenden fiir unsere
Gruppe I'.

Wir bemerken noch, dass der Pundamentalbereich B, keine Bogen von H
enhilt, woraus folgt, dass der Hauptkreis H fir die fuchsoide Gruppe I, zu-
gleich Grenzkreis ist.

3 § Approximation von I, durch fuchssche Grauppen.

6. Weil die einander konjugierten Seiten von B, stets einem und dem-
selben Zug angehdren, kann die Gruppe I', durch Komposition aus den unend-
lich vielen Gruppen

G (20)

erhalten werden, wo @, die von den zu %5 gehérigen Substitutionen (19)

erzeugte Gruppe bezeichnet. Jede unter den Gruppen (20) ist eine fuchsoide
27—34686. Acto mathemotica. 65. Imprimé le 9 février 1935,
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Gruppe vom Geschlecht Null, deren Fundamentalbereich von dem betreffenden
Zug und dem gegeniiberliegenden Bogen von H begrenzt ist. Der Fundamental-
bereich B, von Iy kann durch Ineinanderschiebung der Fundamentalbereiche
der Gruppen (20) gewonnen werden.

Wir wollen jetzt die Gruppen (20) durch Grenziibergang aus einer unend-
lichen Folge von fuchsschen Gruppen herleiten.

Wir unterwerfen zu diesem Zweck die Linien l; einer Reduktion, indem
wir von ihren Haken nur die m ersten behalten und die Linie selbst dann
geradlinig fortsetzen. Dies bedeutet offenbar dass die unendliche Reihe (17)
durch die endliche

—m —2 —1 1 2 m

vy —_—— m——— ——
45654 . .. 45654 456545654 45654 ... 45654 (21)
ersetzt wird, welche nur die mittleren 2m symmetrisch liegenden Zahlengruppen

enthilt und dass somit der betreffende Zug %, iiber die letzten 4-Punkte hinaus
(im hyperbolischen Sinne) geradlinig bis zum Hauptkreis fortgesetzt wird. Der
so erhaltene endlichvielseitige Zug soll im folgenden als der mod. m reduzierte
Zug ko, m bezeichnet werden. Ihre Seiten sind paarweise durch diejenigen unter
den Substitutionen (19) einander 'bezogen, die den Bedingungen

y=9, O<u=m (22)

geniigen. Diese Substitutionen erzeugen eine Untergruppe Go,m von G, welche
eine fuchssche Gruppe vom Geschlecht Null ist, deren Fundamentalbereich von
kp,m und dem gegeniiberliegenden Bogen von H begrenzt ist. Die Gruppe G,

selbst kann aus G, durch den Grenziibergang m —  gewonnen werden. Wir
komponieren jetzt eine endliche Anzahl der Gruppen G m, z. B.

Grom (e=o0,1; —n=v=mn) (23)
und wir erhalten eine fuchssche Gruppe vom Geschlecht Null

~
ln,m,

deren Fundamentalbereich B, , durch Ineinanderschiebung der Fundamental-
bereiche der Gruppen (23) erhalten wird. Der Ubergang von I', zu I'n, n hat
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in der #-Ebene eine sehr anschauliche Deutung: Man hat nur die zum Parallelo-

gramm
&l = mlwd,  |nl = nlow) T (24)

ganz oder teilweise gehorigen Haken und Linien I/, zu beriicksichtigen und fer-
ner die ausserhalb ITn . liegenden Teile der Linien I (|v| = ) durch Geraden zu
ersetzen. Wir werden (24) das zu I, gehorige IT-Parallelogramm nennen.

Jede von unseren Gruppen I,y ist noch auf gewissen Teilen von H dis-
kontinuierlich. Durch den doppelten Grenziibergang m— «, n— . gelangt man
aus ihnen zu unserer Gruppe I, fiir welche wie bemerkt der Hauptkreis zu-
gleich Grenzkreis ist.

4 8§ Aufban und Abschétzung des Polygonnetzes von I, ..

7. Nach der Definition hat I, » als Erzeugende diejenigen unter den
Substitutionen (19), deren Indizes den Bedingungen

o<u=Em, —n=v=n (25)

geniigen. Der Rand des Fundamentalbereichs Bp u von I'nm besteht aus den
47+ 2 mod. m reduzierten Ziigen

ks m (=0, 1; —n=v=n) (26)

und - den zwischen denselben liegenden Bogen von H. Um jeden Eckpunkt 6
liegen zwei Polygone, um jeden Eckpunkt 5 vier Polygone, um jeden Eckpunkt
4 ebenfalls vier Polygone, ausser wenn es sich um den Mittelpunkt 4 und die
beiden benachbarten 4-Punkte handelt, indem dann nur drei Polygone vorliegen.
Die betreffenden Polygone entsprechen der Identitéit und gewissen Substitu-

tionen:

(E),, (27)

die entweder Erzeugende oder Produkte zweier Erzeugenden sind.
Wir werden den Polygonen (27) die Stufe Eins beilegen. Jedes Polygon
erster Stufe hat eine mit dem umschliessenden Zug #quivalente obere Rand-
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kurve und endlich viele untere Randkurven, die wechselweise Bogen von H
und konvexe, gebrochene, mit den iibrigen Randziigen von B, , dquivalente Li-
nien sind. Wir werden diese Ziige erster Stufe nennen. An jedes Polygon erster
Stufe schliessen sich endlich viele Polygone zweiter Stufe, deren untere, inner-
halb H liegenden Randkurven Ziige zweiter Stufe genannt werden, usw. All-
gemein hat ein Polygbn pter Stufe die charakteristische Eigenschaft, dass p die
kleinste Anzahl verschiedener Punkte angibt, wo das Polygonnetz von I'y, ., von
einer vom betreffenden Polygon zum Fundamentalbereich fithrenden Linie ge-
schnitten wird. Der Rand eines Polygones p:ter Stufe besteht aus einer oberen
Randkurve C%Y, welche mit dem umschliessenden Zug (p — 1):ter Stufe ent-
weder eine gemeinsame Seite oder einen gemeinsamen Punkt hat! und aus end-
lich vielen unteren Randkurven, die wechselweise Bogen 4% von H (Bogen p:ter
Stufe), teils konvexe gebrochene Linien k" (Ziige p:ter Stufe) sind. (Fig. 10).

Aus dem Obigen folgt, dass jede Substitution von IT, n (Substitution p:ter
Stufe), die Bn m auf ein Polygon p:ter Stufe abbildet, in der Form

f[Efk (28)

k=1

geschrieben werden kann, wo die Faktoren Substitutionen (27) bezeichnen.

8. Wir beginnen jetzt die Abschidtzung des Polygonnetzes von Iy, n, indem
wir fiir die Linge der zu By . gehorigen Bogen von H eine untere Grenze be-
stimmen.

Nach Nr. 6 gehoren die Bildpunkte der innerhalb H liegenden Ecken von
By m zum Parallelogramm IT,.,». Diese Bildpunkte konnen offenbar mit dem
Nullpunkt vermittels einer gebrochenen, die Linien (15) vermeidenden Linie
verbunden werden, welche hochstens m + 2xn + 1 w-Parallelogramme durchschnei-
det. Die n.e. Linge ihrer Bildlinie in der z-Ebene ist aber dann, wenigstens
nach einer geeigneten Abidnderung der Linie, hochstens gleich

(m+2n+ 1)d, (29)

wo d den n.e. Diameter von B, bezeichnet. Somit gibt (29) eine obere Grenze

! Auch diese Linie ist n.e. konvex, aber nicht in dem in N:o 4 definierten Sinne, indem
sie innerhalb des durch die oberste Seite definierten Orthogonalkreises von H liegt,
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fir den n.e. Abstand & der fraglichen Ecken von Bn n vom Nullpunkt. Fir
den euklidischen Abstand @ berechnet sich aus

die Ungleichung

628 —_— 2mtentlld _ g

a= 24 41 < Qlmrontd ¢ 1 (30)

Wir betrachten nun einen Randzug von B, n, z B. den aus £, durch
Reduktion mod. m erhaltenen Zug kon. Es sei (Fig. 9) |ko,m] der gemeinsame

Teil von %k und %, » und

7‘O,ma 7'(’),m (31)
die beiden Teile des Restes &k, — [ko,m), ferner

bO,’Vny b:),m (3I)I
die beiden Teile des Restes %y wm — [ko,m], also die beiden extremen Seiten von
ko,m. Durch die Erzeugende E,(m,0) von Go m, welche bom auf bo,m abbildet,
wird 7o, auf eine unterhalb ko, liegende Linie 77, abgebildet, welche mit 7y, m

zusammen eine konvexe gebrochene Linie

ko,m = 9'(),m + ’9‘;),,m (32)

bildet, deren Endpunkte auf H liegen. Wir werden diese Linie und die andere
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durch Vertauschung der Rolle der Linien b m, bo,m erhaltene Linie hg m die
mod. m genommenen Restziige von k, nennen. Sie werden offenbar aus dem
Randzug %, durch die Substitution

8™ bzw. S;T8TS,

erhalten, welche der Verschiebung 7 — mw, der Linie /,, oder, was damit dqui-
valent ist, der Ausschneidung der m ersten Aste aus /, entsprechen. Solche
Restziige, welche fiir alle Randziige von B, » und allgemein fiir alle Randlinien
der Polygone von I'n » konstruiert werden konnen, werden spiiter eine wichtige
Rolle spielen.

Wir betrachten nun das Dreieck P'Q'Q der Fig. 9, dessen Seiten aus
bo,m, der bis zu H verlingerten, auf P’ folgenden Seite von %, und dem Bogen
@' @ von H bestehen. Von den Winkeln des Dreiecks sind zwei rechte, wilhrend
der dritte Winkel P’ gleich einem zu B, gehérigen Winkel ist. Durch eine ele-
mentare Betrachtung findet man, dass

—

QY > cbom (33)

wo ¢ eine gewisse durch den letztgenannten Winkel bestimmte positive Kon-
stante ist. Aus dem benachbarten Dreieck P’'Q Q" ergibt sich eine dhnliche Un-
gleichung fiir den Bogen @¢”. Nun sind die Bogen @@  und @ Q" Teile der
von Do m und 7o, m bzw. bo,m und 79 » aus H geschnittenen Bogen @ P, und Q¢,,
welche ihrerseits Teile des im Punkte ¢ beginnenden Randbogens o« (Bogen
nullter Stufe) von B, n bzw. des angrenzenden Bogens ' erster Stufe sind.
Ferner ist nach (30)

2
’ > _— _ e ——
bo,m =1 |(l| > e2(m+2n+1)d -+

o> e—ho(m+2n) (34)
wo A, eine endliche Konstante ist. Aus (33) und (34) folgt aber dann fiir die
Bogen o und 4! die Ungleichung

4 > 20 > g—hmim) G=o0,1) (34)

g2mt2ntijd 4y
wo A, eine endliche Konstante ist. Weil das Obige unverindert gilt, wenn ko m
durch einen beliebigen Randzug von B m ersetzt wird, muss fiir alle Bogen
nullter Stufe und fiir die angrenzenden Bogen erster Stufe eine Ungleichung
der Form (34) gelten, wo A, eine durch B, bestimmte endliche Konstante ist.
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9. Es sei jetzt (Fig. 10)

§=——" (35)

der gemeinsame Ausdruck fiir ein Polygon p:ter Stufe von I'n,» und die ent-
sprechende Substitution. Ferner sei €V die obere Randkurve von S und 4@
ein zu S gehoriger Bogen H (Bogen p:ter Stufe). Durch die inverse Substitu-
tion S wird S auf Bum, ferner C® Y auf einen Randzug k; , und 4% auf

k(}l- 1).

einen zu B, » gehorigen Bogen A/ von H abgebildet. Wir betrachten nun neben
k» m den zugehorigen geschlossenen Zug

Foom="lom+ Fom, (36)

welcher aus %, » und dem beziiglich H genommenen Spiegelbild %; » besteht.
Wir werden hinsichtlich der Lage des Poles

S—I(w)____.._

R (@

c o (37)

der Funktion (35) zwischen folgenden Fillen unterscheiden.

Erster Fall. Der Punkt n liegt ausserhalb des geschlossenen Zuges (36)
und somit innerhalb eines davon verschiedenen geschlossenen Randzuges von
By, m. Wir filhren eine lineare Transformation aus, wodurch der Hauptkreis auf
die reelle Achse der neuen 2z-Ebene abgebildet wird. Dann ist der kiirzeste
Abstand zweier Randziige von By » mihdestens gleich dem kiirzesten Randbogen
von Bn,m, fiir dessen Linge eine Ungleichung der Form (34) gilt. Durch Zuriick-



216 P. J. Myrberg.

gang zur ¢-Ebene gewinnt man wegen der beschrinkten Verzerrung der linearen
Transformation - fiir den kiirzesten Abstand des Punktes = von %, , wieder eine
Ungleichung der Form (34), wo 1, einen etwas grosseren Wert A; hat.

Zweiter Fall. Der Punkt n liegt innerhalb (36), zugleich aber ausserhalb
der dort liegenden geschlossenen Zige erster Stufe. Jetzt hat das Polygon S—1
mit Bp . Wwenigstens einen gemeinsamen Punkt und es ist somit moglich, den
im Polygon S—! liegenden beziiglich H genommenen Spiegelbild S~1(0) von =
mit o durch eine Linie zu verbinden, die hichstens 2(m + 2n + 1) Polygone
von Iy durchschneidet. Fiir den Abstand des Punktes S—!(0) von H und somit
a fortiori fiir den Abstand des Punktes = von %, » gilt somit wegen (34) die
Ungleichung

2
Amtintl)d o 1 > e—ls (m+211,)‘
€ + 1

>

Dritter Fall. Der Punkt = liegt innerhalb (36) und zugleich innerhalb
eines gewissen dort liegenden geschlossenen Zuges erster Stufe. Wir machen
jetzt Gebrauch von der Fig. 9, wo %o, m durch %, n zu ersetzen ist und wo ki m
den betreffenden, den Punkt s enthaltenden geschlossenen Zug erster Stufe re-
prisentiert. Weil die Punkte von [kom] mit 0 durch eine hichstens m + 2% + 1
Polygone von Iy durchschneidenden Linie verbunden werden konnen, geniigt
der Abstand jener Punkte von H und somit a fortiori von = der Ungleichung
(34). Betrachten wir nun die Punkte der Reste, z. B. von b, . Durch Uber-
gang zur 2-Ebene werden &) » und (36) in zwei Linien iiberfiihrt, deren
kiirzeste Entfernung voneinander durch die Linge der transformierten Strecke
QR oder P'R gegeben wird. Nun ist die Linge der ersten Strecke wenigstens
gleich dem Bild des in ¢ beginnenden Bogens erster Stufe, deren Liinge der
{34) entsprechenden Ungleichung geniigt. Ferner geniigt der kiirzeste Abstand
des Punktes P’ von H und somit auch von R in der z-Ebene der Ungleichung
(34). Aus dem Obigen folgt wieder wegen der beschriinkten Verzerrung der
linearen Transformation fiir den Abstand des Punktes = von % , im vorliegen-

den Falle die Ungleichung
t > ¢~ halmtan)

wo A, die grossere der Konstanten A, und A bezeichnet.
Mithin gilt in jedem Falle die Ungleichung

t> 6—14(m+2n) — Q;z,'nh (38)
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wo A, eine endliche Konstante, nimlich gleich der grosseren Konstanten 1, und
Ay ist.

10. Wir lagssen nun 2, den Zug %, » und z, den Bogen 4 durchlaufen.
Nach (38) ist

é ,
21 + }—}' > Q/n,,m.

‘Weil ferner die Punkte ——i gegen H konvergieren, hat der Ausdruck

|
&g + -
oy

fiir die von der Identitdt verschiedenen Substitutionen von I, n ein endliches
Maximum M. Wegen

(39)

wo also C»—V die Linge des oberen Randes des willkiirlichen Polygones (35)
und ) die Linge irgend eines zu demselben gehorigen Bogens von H bezeich-
net. Wegen der Konvexitit des Zuges %, , ist

kvm < 2mr, (40)

wo T eine numerische Grosse bezeichnet. Hieraus und aus der fir o geltenden.
Ungleichung (34) folgt

J(P) 1
=~ 3o M

e—().1+2}.4)('m+2n) — Q;:,m (41)

Wir leiten nun aus (41) durch Summierung iiber die 4% + 2 zu (35) ge-
hoérigen Bogen von H die Ungleichung
28—-34686. Acta mathematica. 65. TImprimé le 9 février 1935.
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Z AW

(et
o1

4

~>(4n + 2)en,m = Onm (42)

her. Wir schreiben ferner diese Ungleichung fiir alle diejenigen endlich vielen
Polygone p:ter Stufe, die mit S unterhalb eines und desselben konvexen mod. m
reduzierten Zuges (p — 1):ter Stufe Z®—V liegen.! Weil %»— einen Teil des
oberen Randes der fraglichen Polygone bildet, so ergibt sich aus den zugeho-
rigen Ungleichungen (42) die neue Ungleichung

D a4

(k(p—l)) rot
Fr=TRE LY (43)

wo die Summierung jetzt iiber siimtliche unterhalb %P~ liegenden Bogen p:ter
Stufe zu erstrecken ist.

11. Es ist ferner zweckmiissig, jedem Zug p:ter Stufe k?) denjenigen Bo-
gen 6® von H zuzuordnen, dessen Endpunkte mit denjenigen von A zusam-
menfallen (Fig. 10). Einen solchen Bogen, dem wir die nimliche Stufe wie dem
entsprechenden Zug zuordnen, wollen wir kurz einen d-Bogen nennen, zum Unter-
schied von den fritheren Bogen, fiir welche wir beildufig die Benennung 4-Bogen
anwenden werden. Aus der Definition der beiden Bogenarten geht hervor, dass
allgemein jeder d-Bogen (p — 1):ter Stufe aus der Summe von endlich vielen ¢-
und A-Bogen p:ter Stufe besteht, also

g1 = 36) 4 S 40, (44)
Nun gilt wegen der Konvexitit von k?~? die Ungleichung
(A 6(1’"1) < ]c(p—l) < ¢[6(]1'"1) (45)

wo 7, eine positive numerische Konstante ist. Aus (43) und (45) folgt

Z A

(k(p_l)) |

6(1z—i) ';1 On, m»

und dann aus (44)

!"'Wir haben hier und im folgenden die Indizes &, w, » aus den Ziigen, welche zum Poly-
gonnetz von I'n m gehdrige mod. m reduzierte Ziige sind, der Kiirze halber fortgelassen.
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2 Jw

!d’(p'_l)) I

e <1— a(‘n,m:: Wn, m, (46)

wo die Summierung sich iiber simtliche auf 0?—1) liegenden d-Bogen p:ter Stufe
erstreckt. Hier ist

2n + 1
Oy =1 — o~ (a+2ds) (mt2m)
e T, M*?
< ] — e——l’(m+2'n)’ (47)

wo A eine endliche Konstante ist. Durch Summierung der fiir siimtliche d-Bogen
{p — 1):ter Stufe geschriebenen Ungleichungen {46} gelangt man zur Ungleichung

b1
S < Wa,my

31
wo die Summierung im Zihler itber alle d-Bogen p:ter Stufe und im Nenner iiber
alle d-Bogen (p—1):ter Stufe zu erstrecken ist. Wegen

Sd0 < 2m
folgt hieraus
S8 < 2 wh n (48)

und dann, wegen (45), die fundamentale Ungleichung
SEY < 2mrahm (48)

fir die Summe simtlicher zum Polygonnetz von I, » gehoriger mod. m redu-
zierten Ziige p:ter Stufe.
Fir die Summe der zugehorigen geschlossenen Ziige p:ter Stufe ergibt sich

hieraus unmittelbar

SEP < 27 b m, (48)”

wo 7 eine endliche numerische Grosse ist. Schliesslich folgt aus (44) die Un-

gleichung
b

249> 27 (1 — b, ) (49)

q==0

fiir die Summe simtlicher zu Iy » gehdrigen +-Bogen der Stufe =< p.
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Wegen

lim wh, » =0

pr>

ergibt sich aus (49) fir p — o

Die komplementare Menge der Summe der +#-Bogen, welche mit der Menge der
singuliren Punkte von I 5, d.h. der Hidufungspunkte ihrer Polygone identisch
ist, hat somit das lineare Mass Null — ein Satz, der fiir alle fuchssche Gruppen

ohne Grenzkreis richtig ist.

5 & Darstellung der Gruppe I, durch Grenziibergang aus I',.

12. Wir wihlen fir die Anwendungen m =#, wodurch die fuchsoide
Gruppe I, aus den fuchsschen Gruppen

I"n,n = Iy

durch den einfachen Grenziilbergang # — « erhalten wird. Indem wir iiberall
die doppelten Indizes (n,#) zu n vereinfachen, kénnen wir (47) durch

Wy < 1 — e 4n (A=34) (s0)
ersetzen.
Wir gehen nun von einer beliebigen monotonen, gegen Null konvergie-
renden Folge positiver Grossen

&1y &3, &4y .. (51)
aus und wir bestimmen fiir jedes » die kleinste der Ungleichung
wn'™ < & (52)
gentigende ganze Zahl ¢,. Offenbar ist
fn < € |logen| + 1. (53)

Wir bestimmen ferner fiir jedes » die Gesamtheit der endlich vielen Substitu-

tionen von I, der Stufe = ¢, also die Gesamtheit

(S (54)
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der in der Form
ELE;, ... Ey t=k=g) (55)

darstellbaren Substitutionen, wo die Faktoren FE; von einander unabhingig simt-
liche den Bedingungen
o< u=En, —nEv=E=n

geniigenden - Substitutionen (27) durchlauten. Offenbar ist allgemein (S}, eine

Teilmenge von (S),+1 und ferner gehirt jede Substitution von I fiir hinreichend
grosse n zu (S),. Indem wir Differenzen

{Sln == (S)n, - (S)n—l

der Mengen (54) einfithren, konnen wir somit die Gesamtheit der Substitutionen

von I in die unendliche Folge

[8ly=1, [8];, [8ly, .- (56)

ordnen, wo jede Klammer eine Menge von endlich vielen Substitutionen dar-
stellt. Nach dem Obigen hiingt die Folge (56) von der Zahlenfolge (51) ab.
Von besonderer Wichtigkeit fiir die Anwendungen ist diejenige spezielle Folge

{(36), die der Annahme an-———i entspricht. Die Folgen (56) dienen als Grund-

lage fiir die funktionentheoretischen Betrachtungen der §§ 7—o, indem sie die
Reihenfolge der Glieder der betreffenden bedingt konvergenten Reihen und Pro-
dukte reprisentieren.

6 §. Konstruktion der gesehlossenen Linien L,.

13. Wir werden in diesem.§ die Existenz einer unendlichen Folge ein-
ander umschliessender und gegen H konvergierender, geschlossener Linien

L, ( ::17253;---) (57)
nachweisen, fiir welche bei beliebigem Werte der Konstanten a die Gleichung
S St S 8
31“?of [ule) = wla)] — ° 69)
Ln

gleichmissig in jedem Bereich innerhalb H gilt.
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Wir gehen zu diesem Zweck wieder. von der Folge (51) aus und be-
stimmen die ganze Zahl ¢, aus (52). Indem wir auf den Fundamentalbereich
B, von I, die Gesamtheit der Substitutionen (34), also die Substitutionen der
Stufe < ¢, von I, anwenden, bekommen wir einen Bereich A,, dessen Rand
aus der Gesamtheit der mod. » reduzierten Ziige gn:ter Stufe von I', und der o-
Bogen der Stufe = ¢, besteht. Wir ersetzen ferner jedes in A; enthaltene Poly-
gon von I, durch das entsprechende Polygon von I';, indem wir alle mod. »
reduzierten Ziige durch die zugehirigen nichtreduzierten Ziige ersetzen und fer-
ner die Bildkurven der bei B, fehlenden Ziige

k. frl>% (59

einfiihren. Dadurch geht A, in einen Teilbereich 4, iiber, der identisch mit
der Summe der aus dem Fundamentalbereich B, von I, durch die Substitu-
tionen (54) erhaltenen Polygone ist. Dem Bereich A, entspricht in der u-Ebene
eine endlich vielblittrige, berandete Riemannsche Fliche R;, deren Blitter den
verschiedenen zu A, gehorigen Polygonen von I', entsprechen und mit der ge-
schnittenen w-Ebene identisch sind. Die fraglichen Blitter sind mit einander
lings den zu IT, gehorigen Teilen der Linien

L (Ivl=%  (59)

zusammengeheftet, wobei wie in Nr. 6 die obersten und die untersten Haken,
die nur teilweise innerhalb II, liegen, als Ganzes mitzunehmen sind.

Der Rand von R, und 4. besteht aus dreierlei Linien:

1) Die Schnitte

b (IvI>%) (59"

gehdren in jedem Blatt von R, zum Rand. Thnen entsprechen die Ziige (50)
und ihre Transformierten vermittels der Substitutionen (54).

2) Die Ufer der zu II, nichtgehorigen Schnitte (59)° bilden je zwei eine in
zwei verschiedenen Blittern laufende Linie. Diesen Linien entsprechen kon-
vexe, in zwei benachbarten Polygonen verlaufende Linien, fiir welche wir schon
frither (Nr. 8) die Benennung mod. » genommener Restzug angewandt haben. Sie
werden aus den in Nr. 8 betrachteten Restziigen durch die verschiedenen Sub-
stitutionen von (54) erhalten.

3) Die freien Ufer der ganzen Schnitte (59) in den am tiefsten liegenden
Blitter der Fliche R, gehéren als Ganzes zum Rand von R;. Ihnen entsprechen
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diejenigen nichtreduzierten Ziige gu:ter Stufe, welche den unteren Rand der zu
A, gehorigen innersten Polygone, der Polygone gn:ter Stufe, ausmachen.

Die Linien der obigen drei Arten bilden zusammen eine den Nullpunkt ent-
haltende ‘konvexe, geschlossene Linie Ly, deren Liinge somit beschrinkt, nimlich
<277 ist.

Wir bemerken ferner, dass nur die Linien der dritten Art solche Seiten des
Polygonnetzes von I';, enthalten, deren Bild in der u-KEbene zum Inneren von I1, ge-
hort. Die betreffenden endlich vielen Seiten gehdren offenbar schon zum Rand
von Ay, nimlich zu den mod. » reduzierten Ziigen gn:ter Stufe, deren Gesamt-
linge der Ungleichung (48)" mit p = ¢, geniigt. Aus (52) folgt, dass die Linge
des betreffenden Teiles Ly von L, der Ungleichung

Ln < 27wten

geniigt. Der komplementare, der Hauptteil L, des Raudes besteht somit aus
Seiten, deren Bild in der u-Ebene zu II, nicht gehért.

14. Der Bereich A, besteht offenbar aus unendlich vielen Polygonen von
I':. Wir wollen jetzt A4, durch einen Teilbereich D, ersetzen, der aus endlich
vielen Iy-Polygonen zusammengesetzt ist und dessen Rand alle obigen Eigen-
schaften hat.

Wir wollen zuerst die Hiufungsecken hoherer Art ausschneiden, die Trans-
formierten der Hiufungspunkte Pi. der Ecken P, sind. Wir ziehen zu diesem
Zweck in jedem zu A, geharigen Polygon von I, diejenige konvexe Linie, deren
Bild in der u-Ebene entweder aus den unteren Ufern der Linien [,, I, und dem
ihre Endpunkte verbindenden Teil der oberen Seite von II,, oder aus den oberen
Ufern der Linien /—,, !~, und dem ihre Endpunkte verbindenden Teil der un-
teren Seite von II, besteht. Die betreffenden Linien bestehen offenbar aus den
Transformierten der aus den halben Ziigen k., k;, bzw, k—y, k-, und dem ihre
Mittelpunkte verbindenden zu H orthogonalen Kreisbogen. Nach dieser Opera-
tion, welche die Konvexitit unserer Linie L, nicht zerstort, wird diese Linie nur
endlich viele auf H liegende Ecken besitzen.

Es sei @ eine solche Ecke. Sie ist der gemeinsame Endpunkt fir zwei
Restziige, die Bilder der gegeniiberliegenden Ufer zweier benachbarter Linien
I, 41 sind. Wir schneiden nun die fragliche Ecke lings diejenige Polygon-
seite von I, aus, deren Bild in der «Ebene aus der zwischen den obigen
I-Linien begrenzten Teil der vertikalen Seite von IT, besteht. Indem man in
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dieser Weise mit simtlichen Ecken ¢ verfihrt, geht L, in eine geschlossene, kon-
vexe und aus endlich vielen Polygonseiten von I, zusammengesetzte und als
Ganzes innerhalb H liegende Linie L, iiber, welche folgende Eigenschaften besitzt:

1) Der Hauptteil L, der Linie L, besteht aus Seiten, deren Gesamtlinge
wie der ganzen Linie beschrinkt:

L, <2at (60)

ist und deren Bildlinien in der #-Ebene auf dem Rand des Parallelogrammes IT,
liegen. Anuf ihnen ist somit
|#] > en (c= eine endliche Konstante). (61)

2) Der tibrige Teil L = I von L, besteht aus Seiten, deren Gesamtlinge

L, < 27tén

ist und deren Bildlinien in der #-Ebene mit den innerhalb II, liegenden Teilen
der Linien (59)" zusammenfallen.

Aus der Konstruktion der Linien L, geht hervor, dass allgemein L, ganz
innerhalb L,4; liegt und ferner, dass L, fiir » — o gegen die Peripherie des
Hauptkreises konvergiert, d.h. jedes Polygon von I, liegt von einer gewissen
Stelle ab innerhalb der Linien (57).

Um das obige Resultat in einer fiir Anwendungen geeigneten Form aus-
zudriicken, bilden wir das Integral

ftu e fl o Lfl‘"('T"m 02

Wegen (61) ist fiir hinreichend grosses #

|u(z) —u(a@)] > c'n, fmgl)—%im < 277, (62)

(37’&

Ist ferner m das Minimum von |u(z) — u(a)| auf den Seiten der w-Parallelo-

fl jde| _ 27Ten (62)"

gramme, 80 ist
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Aus (62), (62) und (62)" folgt fiir &, =7I?

del 2
qu n’ (63)

wo A, eine endliche Konstante ist, wenn m > 0, also wenn der Punkt u(a) zu
keiner Seite der wu-Parallelogramme gehort. Ist diese Bedingung nicht erfiillt,
so muss man die Linie L, vermittels Hquivalenter Schnitte abdndern. Fiir
n—cc ergibt sich aus (63) die Gleichung

. |dz| . ,
A f [ule)— wlal| ~ 03]

15. Die Zusammensetzung des von L, begrenzten Bereichs D), hat eine
sehr anschauliche Deutung in der u-Ebene: wenn man aus jedem Blatt der
Riemannschen Fliche R, das ganze Aussere des Parallelograinmes IT,, ausschnei-
det, bekommt man eine neue berandete Riemannsche Fliche R,, die gerade mit
dem Bild des Bereichs D, identisch ist. Wir erhalten somit eine unendliche
Folge Riemannscher Flichen

R, n=1,23,...),

wobei allgemein alle inneren und Randpunkte von R, innere Punkte von R,i;
sind und ferner R, fiir n— in die Uberlagerungsfliche der Funktion z(u)
tibergeht. Zugleich ist es moglich, unmittelbar die Gesamtheit der zu D, ge-
horigen Polygone von I, zu bestimmen. Bemerkt man, dass nach Nr. 2 das
zum Fundamentalbereich B, gehorige Blatt aus denjenigen u-Polygonen zusam-
mengesetzt ist, die nach (12) den Substitutionen

& - < é
35, =S 888, e=0,1; mea=n (64)
—ntl1—e=Zrv=n—e¢

entsprechen, so sieht man, dass die fraglichen Polygone aus
(2 (S)n (64)

bestehen, wo (3), die Substitutionen (64) und (8), die Substitutionen (54) durch-
lduft.

29—34686. Actn mathematica. 65. Imprimé le 11 février 1935.
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Wir schreiben nun das Schema (9) in der Form

=, (=Sl (=Sl -

12 [2]1[§]1 {Eh[_]z : 65)
(=, (208 (38 -

2y [Z(Sh (=58

indem wir die Elemente durch Mengen ersetzen, die endlich viele Elemente ent-
halten, wobei [3}, die Differenz

[2]11 = (E)n - (2)7'—1
bezeichnet. Dann werden die zum Inneren von L, gehorigen I'-Polygone offen-
bar durch die Menge (S), derjenigen Substitutionen von I'. dargestellt, die den
n ersten Zeilen und Kolonnen von (65) angehoren.

Indem wir Differenzen
[S]n == (S)n - (S)n—l

einfithren, welche die Gesamtheit der zur n:ten Zeile und n:ten Kolonne ge-
horigen Substitutionen repriisentieren, konnen wir die Gesamtheit der Substitu-
tionen der Gruppe I: in die unendliche Folge

[S]Ov {8]17 [S}m [8]37 (66)

schreiben. Wir wihlen gewohnlich &, = o wodurch eine ganz bestimmte Folge

(66) erhalten wird. Die fundamentale Bedeutung der Folgen (66) besteht darin,
dass sie die Reihenfolge der Glieder der bedingt konvergenten Reihen der 12—
14 8§ ausdriicken.

B. Funktionentheoretischer Teil.

7 & Darstellung der Hauptfunktionen von I, durch unendliche Reihen.

16. Wir gehen von der in § § gegebenen Darstellung unserer fuchsschen
Gruppe I, durch Grenziibergang aus den fuchsschen Gruppen
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Iy ( =Ia2»37'-~) (67)

aus, welche Untergruppen von Iy sind und alle das Geschlecht Null haben.
Nach der allgemeinen Theorie besitzt jede Gruppe I’y eine bis auf eine lineare
Transformation bestimmte Hauptfunktion. Zweck der folgenden Betrachtungen
ist, die genannten Hauptfunktionen analytisch darzustellen, um daraus durch
Girenzitbergang einen Ausdruck fiir die Hauptfunktionen von I'y zu gewinnen.

Weil jede Gruppe (67) noch auf gewissen Teilen des Hauptkreises dis-
kontinuirlich ist, wollen wir statt des Inneren des Hauptkreises die ganze
z-Ebene in Betracht ziehen. Als Fundamentalbereich von I, kann dann das-
jenige Polygon

B.=B.+ B,

angewandt werden, welches erhalten wird, wenn dem Polygon B, sein beziig-
lich H genommenes Spiegelbild addiert wird.
HBs sei nun

9n(2) = gulz, @) (68)

diejenige Hauptfunktion, also im Bereich B, einwertige automorphe Funktion
von I, die ihren in B, gelegenen Pol im Punkte 2=« von B, mit der Ent-

wicklung

gale, @) = »Z-i + ez —a) + (e —a) + - (69)
besitzt. Dann ist das zum Pol
ar = Sk(a) (70)
gehirige Residuum gleich
A, = Si(a). (71)

Wir wenden nun die Cauchysche Integralformel auf die Funktion (68) in dem-
jenigen Bereich D an, der von der Gesamtheit der zu I, gehérigen geschlossenen
Ziige p:ter Stufe begrenzt ist. Wir bekommen

CRUCEDF 2 e ()C—'—ﬁ%dc, (72
n d\p

wo die Summierung also iber die Gesamtheit der Substitutionen von I', der



228 P. J. Myrberg.

Stufe =< p zu erstrecken ist. Zur Abschitzung des tiber den Rand d? von DP
erstreckten Integrals bemerken wir, dass nach (48)"

AP < 277 w? (73)
ist. Wir konstruieren ferner im Innern! von B, den Kreis
lz—al=p, (74)

dessen Innere durch die Funktion (68) von % unabhiingig schlicht abgebildet wird,
weil B, ein Teilbereich von D¥ ist. Nach einem bekannten Satz von Korsk
ist auf der Kreislinie (74) und somit auch auf dem Rand von DY

|9 (O] < M, (75)

wo M eine endliche, von #» unabhiingige Konstante ist. Somit gilt in jedem
innerhalb 4% liegenden Bereich gleichmiissig die Ungleichung

vI ' ,L(C) M (p) Md P
2nz’]§—zd5|<2ndd" =T (76)
(»)

wo d die kiirzeste Entfernung des Randes des genannten Bereiches und d¥ be-
zeichnet. Aus (72) und (76) folgt

Si(a) ,
nlg) = gn 0} 4 SIS + 8717
e = oale) + 212G (77)
wo
len| < Ikz” o
Nach (52) ist speziell fiir p = ¢,
’ ‘Zk[‘t, ’
|£n|<7‘ én. (77)

! Man kann durch eine erlaubte Abénderung von By stets erreichen, dass ¢ im Innern von
By liegen wird.
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Durch Grenziibergang p — « ergibt sich aus (77) wegen (77) fiir die Funktion
(68) die Reihe’

e & = galeo, a) + 3 D 78)

welche in jedem Bereich der z-Ebene, der keine singuliren Punkte der Gruppe
I, enthilt, wenigstens nach Fortlassen einer endlichen Anzahl von Gliedern gleich-
missig- konvergiert.

Die rechts in (78) auftretende Reihe ist in ihrer Abhingigkeit von a eine
Poincarésche Reihe (— 2):ter Dimension, die bekanntlich sogar absolut konver-

gent ist.

17. Wir bilden jetzt die Funktion

w'(a) w’(a)
w@) —ula)  2d(a)

9(z, a) = gle) = (79)
welche diejenige Hauptfunktion von I', ist, die im Punkt & einen Pol mit der
Entwicklung

gea=_" tele—a)+al—a+ - (80)

besitzt. Es soll die Abhingigkeit der Funktionen
Up=gnlz,a), U=ylz, a (81)

voneinander untersucht werden.
Weil (79) automorph beziiglich jede Gruppe I', ist, indem diese Gruppen
Untergruppen- von I'y sind, so ist

U= U(U,) (82)

eine fiir alle Werte von U, eindeutige Funktion. Betrachten wir jetzt die in-

verse Funktion

Diese Funktion kann offenbar nur in den Windungspunkten von z(u), also in
den Punkten

! Wegen eines Versehens fehlt das konstante Glied g, (o0, @) in der Formel (12), 8. 366 und

den daraus abgeleiteten Formeln in unserer 8. 196 zitierten Arbeit', was doch auf die Schlussformel
(22) keinen Einfluss hat.
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wlo) R
wle) —ula) + po, +vwy 24 (@)

U=

wo
My"’ZO,iI, i2a~"a Ci=Z(ei) (Z=576)$

Windungspunkte besitzen und auch in diesen nur, wenn es sich um den Bild-
punkt eines zu II, nichtgehorigen Punktes handelt.
Nach dem Obigen bildet die Funktion (83) das Aussere eines Kreises

0 ¢ = endliche Konstante
U-0l= |, _ (85)
24 (a)

auf einen schlichten unendlichen Bereich V derart ab, dass im Unendlichen eine

Entwicklung der Form
—_—— c: _c.;A e
Upy=U+ Tt + (86)

gilt. Nach Koese gilt dann iiberall ausserhalb (85) die Ungleichung

|U. — Ul < % (¢’ = endliche Konstante). (87)

Der Rand von V liegt somit ganz innerhalb des Kreises

n

(88)

Es sei nun W ein beliebiger innerhalb H liegender Bereich und m das
leicht zu bestimmende positive Minimum von |U — C| in W. Wir wihlen

n > ;ng— und haben in W

|U—C| > 14
n
und somit, nach (87)
lgnle) — gle)| < % (89)
Mithin gilt in W gleichmissig
lim g(2) = g(e). (90)

Ppm—— 0O
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Weil nach dem Obigen der Bildbereich von W in der Up,-Ebene das
ganze Aussere von (88) enthilt und weil ferner die Werte der Funktionen g,(2)
ausserhalb H von ihren Werten innerhalb H verschieden sind, so muss der Bild-
bereich des Ausseren des Hauptkreises vermoge U, = gn(¢) ganz innerhalb des
Kreises (88) liegen. Mithin ist fiir |2] > 1 gleichmiissig

+ ’
Ign (Z) - CI < ,91;9 (91)

und also
lim g¢,(2) = C.

Nem—-D

Speziell fiir # = o ergibt sich hieraus

4

+ .
|gn(oo)——(}|<g~n9 » lim ga(0) = C. (92)

Nun folgt aus (79), (89) und (92) gleichmissig in W

i = e ) = (e, | < £ (03)

wo ¢ =20 + 0. Fiir n > % ergibt sich hieraus

u'(a)

wfe) — ula) — p2m lonler @) = a(c0, . (04)

Wir wiihlen nun in der Folge (51): £n=:; und wir bestimmen dann die ganze

Zahl ¢, aus (52). Nach (77), (77) und (93) ist dann im Bereich W

' (a) Sia) ¢
u(z) — ula) —AZ);_—ICSk(a) <’ (95)
Dyn

wo c=¢ + Es gilt mithin in jedem innerhalb des Hauptkreises liegenden

d
Bereich gleichmiissig die Darstellung

o Sila)
w(z) — ula) “nlll.liﬁ(qn)z — Sk(a) (06)
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wo die Summierung sich auf ‘die Gesamtheit der Substitutionen von I, in der

durch (56) dargestellten, der Annahme &, = % entsprechende Reihenfolge bezieht.
Wir schreiben (96) kurz

wia) _ < _Sla)
u(z) —ula) ;z~— S(a) fo7)
Wegen der ldentitit
8@ S 1 . 1 o)
z—8(@) z—8@) Se)—a S'Ue)—a 97
ergibt sich hieraus fiir z, =
wla) 1 1 .
ulz) — ula) FZ(S(Z)——a S(oo)—a) (97)

und fiir allgemeines 2z, der Ausdruck’

e o] S@ < 1
/ ,T(ZT_;;@‘—FZ/ é—S(a)—;/ SP—a (97)

~0

fir diejenige Hauptfunktion von I',, die im Punkte z=a einen Pol mit dem
Residuum 1 und im Punkte 2 = 2z, eine Nullstelle besitzt.

Wir bemerken noch, dass die Reihe (97) in ihrer Abhiingigkeit vom Para-
meter @ eine Poincarésche Reihe (— 2):ter Dimension ist, die nicht mehr absolut
konvergiert.

Wir haben in (97) und (97)” fiir die betreffende Hauptfunktion Ausdriicke
einfachster Form, welche die Pole der Funktion mit den Residuen in Evidenz
bringen und eine formale Invarianz den Substitutionen der Gruppe I'. gegen-

itber aufweisen.

8 §. Produktdarstellung der Hauptfunktionen von I,.

18. Durch Integration der beiden Seiten von (97) in bezug auf den Para-
meter a zwischen den irgendwie innerhalb H gewihlten Grenzen a und b ergibt
sich zunichst

ulz) — ula) z —
log W) = ud) PZlog ~— 50

—

('3

! Zu bemerken ist, dass mit S auch S—1 zu [5]” gehort.
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und hierans, durch Ubergang zur Exponentialfunktion

ule) —u(a) 1y 2— Sla)
ule) —ud) 11} z— S(b) (98)
Hieraus ergibt sich der Ausdruck
ulz) — ula) ule,) —ula) z— 8{a) 2,— S(a)
ule) = ul®) " wleg) — u®) H[, —50) 2 - s<b>J 09)

fiir diejenige Hauptfunktion von I',, welche in den resp. mit
z=a, 2, b

dquivalenten Stellen Null, Eins und unendlich wird. Wegen der fiir Doppelver-
hiltnisse geltenden ILdentitit

z—8(a) z,—8a) _ S7e)—a 87 e)—a (99
z— S(b) 2o — S(B) SHe)—b Sle) — b

kann (99) auch in der Form

(100)

geschrieben werden, woraus die formale Invarianz unseres Ausdruckes besser
hervorgeht.

9 § Direkte Darstellung der Funktion «(z).

19. Unsere Darstellung (97) verliert ihre Giiltigkeit, wenn es um eine
Hauptfunktion der Form
Aule) + B

handelt, die innerhalb des Hauptkreises iiberall regulidr ist. Um eine fiir diesen
speziellen Fall giiltige Reihe zu gewinnen, gehen wir von derjenigen Haupt-
funktion

gnlz, ®) (101)

von I, aus, welche im Unendlichen einen Pol mit einer Entwicklung der Form
30—34686. Acta mathematica. 65. Imprimé le 11 février 1935,
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6
gnl2, °°)=z+71.+z—22+ (102)

begitzt. Weil allgemein das Residuum im Pole z == ——g von (35) gleich — 7;,- ist,

so gilt nach (78) fiir (101) die absolut konvergente Reihe

le, @) =2+ 3 — -—‘—6—) =z + DV (8(e) ~ §(o)). (103)

Wie frither beweist man, dass die Funktionen (101) fiir 2 — o in jedem ausser-
halb des Hauptkreises liegenden Bereich gleichmissig gegen diejenige Haupt-
funktion g(z, ) von I, konvergiert, die im Unendlichen einen Pol mit einer Ent-
wicklung der Form (102) besitzt. Daraus ergibt sich fiir die fragliche Funktion
ausserhalb H die bedingt konvergente Darstellung

gle, =) =2+ X (8(e) ~ 8(=)). (104)

I',"

Dagegen reduziert sich die Grenzfunktion innerhalb des Hauptkreises auf eine

Konstante. (Vgl. N:o 17).
Wir bilden nun aus (103) die neue Hauptfunktion der Form (97)

gnlo, =Y
gnlz, ©) — gal0, o)

welche in z =0 einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 besitzt und welche fiir
z= oo verschwindet. Aus (94) ergibt sich gleichmiissig in jedem Bereich inner-
halb H

_wl) galo, =)
ule) — u(0) ~ w guler o) — galo; )’ (105)
woraus fiir %(0) =0, #'(0) =1 der Ausdruck
. yn(Z, °°) - gn(O, W)
(2) =1 ; 6
u(e) nl—r-[; gnlo, =) (106)

erhalten wird, wobei die Schnelligkeit der Konvergenz in der in N:o 17 ange-
gebenen Weise abgeschiitzt werden kann. Nach dem Obigen sind die Grenz-
werte des Zihlers und Nenners fiir sich gleich Null. Aus (103) folgt
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gn(z) oo) '_'g"l(07 Oo): Z [S(Z) - S(O)] ’

" (107)
gnlo, w0 )= D §(0),
und somit '
) [8(2) ~ S(o)]
u(e) = lim fn ey (108)

S Z S (05 )

wo die Reihenfolge der Glieder wieder durch (56) gegeben ist.
In gleicher Weise erhilt man Ausdriicke fiir die anderen automorphen Funk-
tionen von I',. Wir schreiben bhier nur den Ausdruck

3 86}~ (o)

I'n
TP (109

3 S(0)8(0)

I ..
we) = lim

von dem wir gpiter Gebrauch machen werden.

10 § Darstellung der automorphen Funktionen von I, durch elliptische
Thetafunktionen.

20. Wir beginnen mit einer Hauptfunktion unserer Gruppe I'., mit der auto-
morphen Funktion z(z), welche ans den Funktionen

x=pu), u=uz) (110)

also der Weierstrassischen p-Funktion und der fuchsoiden Funktion u(z) zusam-
mengesetzt werden kann, vorausgesetzt, dass die untere Grenze des Integrals (6)
durch ¢, ersetzt wird. Hieraus folgt, dass in den Gleichungen (7) S, und
S; miteinander vertauscht werden und w, in —w, iibergeht.

Wir driicken zuerst die @-Funktionen vermittels der bekannten Formel

() — plup) = C'H(u ha ;‘}Lg)(u ) (111)

durch die Jacobische Thetafunktion
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Hu) (112)
aus, die den Gleichungen

Hu + w)=—Hwu), Hu+ w,)= —e"+f H(u),

v g [ 2w, (113)
H(— u) = — H(u); [g o g = nzwl]
geniigt. )
Wir fithren statt « die neue Variable ?Lc:ﬂ ein, wodurch die Perioden
1
Wy, wy in 277 und 7z = %Z”i iibergehen und g, 8 die Werte p= — 1, = ——Z
1

besitzen werden. Durch Einfiihrung der fuchsoiden Funktion u(2) in (112) bekommt
man fiir die Funktion (111) den Ausdruck

2(e) — wleo) = c%‘(;?)) o=ules)  (114)
WO
9le, 20) = Hiule) + uley) - Hule) — uleo); gle, o) = Hiule)  (115)

ganze, d. h. fiir |2| < 1 regulire Funktionen sind, deren Verhalten den Erzeugen-
den von I gegeniiber durch

P(8y) = p(8) = @(S) = @(85) = @le), @(8,) =2~ p(2) (116)

dargestellt wird. Hieraus folgt fiir eine willkiirliche Substitution von I, die

Gleichung
@(8) = e2uli—"7p(2), (117)

wo g und ¢’ ganze Zahlen sind.
Weil jede automorphe Funktion von I eine rationale Funktion von x ist,

kann man eine solche Funktion in der Form

Il #(& b))
Fle)= K2 _x 2!

N
Pale
]:[ 9’(3, a’”)
r=1

£

| —

(118)

darstellen, wo
g=0b,, z=ada, (v=1,2,...,N)
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ihre in B, liegenden Nullpunkte bzw. Pole bezeichnen. Die Gleichungen (116)

fiir die ganzen Funktionen

po(e) = [ ple. ), @ale) = ][ (e, @) (119)

lauten:

<Pa(Se) = @a(Sy) = gva(S4) = @a(S5) = §0a(3)7
@a(81) — e«‘zNu(z)—-—Nt Wa(z)-

(120)

Fiir eine willkiirliche Substitution von I folgt aus ibhnen wieder eine
(leichung der Form (117), wo g und ¢’ resp. durch Ng und Ng' zu ersetzen sind.

21. Indem wir jetzt zur Herleitung des entsprechenden Ausdruckes fiir
die Funktion y(z) iibergehen, fithren wir neben u das neue elliptische Integral

! d dx
vzng(w—es)(x—e4)(x~e5j (121)

ein, das wir mittels eines konstanten Faktors derart normieren wollen, dass

seine Perioden die Form ,
r . ’
=27, W,=71

annehmen werden. Wir schreiben nun

3 6
y=HVx—ei Ve—e

i=1 j=5

und setzen, indem wir die entsprechende zu v gehérige Thetafunktion H (v)

einfithren, _
— H(u — o) Hv— o)
Vx——,i= T ) V$—€'=Z'“:——J—v
“T R T H ) T T W)
wodurch y den Ausdruck
3 6
HH(u — &) ][ Hlv — )
=1 J=5
= = — 122
y= ) F(0) (s22)

annehmen wird. Durch Einfiihrung der Funktion v(z), welche eine Hauptfunk-
tion einer gewissen fuchsoiden Gruppe I, ist, ergibt sich aus (122) fiir unsere
Funktion y(¢) der Ausdruck
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wo
)= [[Hue) — o) [[ Hol) = o), i) — Bue)P0l)  (23)

ganze Funktionen sind. Nun ist

(8 = v(Sy) = v(e), v(Sy) = — (),

(124)
v(8) =vle) + @i, (8= —v(e) — w,
und
Hv+ w)=—H@), H({y+ )= —e¢*+6 H{),
= = e w, T (123)
H(—v)= — H(v), [g'=-—2w,l =, ﬂ'=—-ni—w—,?=_;].

Hieraus und aus den entsprechenden Gleichungen fiir #, nimlich (7) und (113)
findet man fiir die Funktionen (123) die Gleichungen

' (126)
p(s) =~ ) g, wisg =) gy
und
P,(8y) = W1(S4) = wl(Z), wl(sz) = — Y,(2),
. , (127)
s =, gy =00y

Fiir eine willkiirliche Substitution von I', ergibt sich aus ihnen fiir y(2)
und Y,(¢) die Gleichung

w(S) — eaSu(z)+bSv(z)+csw(Z), (128)
wo
as=3g;, bs=2g,, cs=%gl'v + 9,7 + gmi,

(91, 9> 9%, 9., 9 ganze Zahlen).

22. Bs sei jetzt F(z) eine beliebige automorphe Funktion von I3,. Wir
driicken dieselbe als rationale Funktion

F(e)= Ry(z) + Rs(x)y (129)
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von x und y aus und setzen in (129) die Ausdriicke (114) und {(122) der
Funktionen z(¢) und y(2) ein. Wir erhalten dadurch

_ o pa(e)(e) + @ale)yn(z) ()
Fle)=¢ Py(2)Y(2) =0 9(z)’ (130)

wo die Koeffizienten

ma(‘z)a 119(3(5), ¢7<z) (131)
durch Produkte der Form (119) darstellbare Funktionen sind, die von einer und
derselben Ordnung N sind. Dabei sind

F1(e) = @a(e)W (&) + pale)Yn (), 9(e) = gy(e)le) (132)

ganze Funktionen, deren Verhalten den kanonischen Erzeugenden von I, gegen-
itber durch die Gleichungen

'9'(T1): “‘0(5)’ ‘9'(112):3(5)’ (133)
A ) 3(2),

T — S0V (u(m 5) 26)

wo Ty= T, T7!, dargestellt wird. Fir eine willkiirliche Substitution von Iy
ergibt sich hieraus fir 9, und 9

3(8) = snI T BT s g ), (134)
WO

A=+ (2N+3), B=+ 2, 0=glg+ggfv+g3in
(91, 92> 95 ganz).

Die Funktionen (132) haben insgesamt 2N + 3 beziiglich I'y, nicht iquivalente
Nullstellen. Auf der Riemannschen Fliche (5) fallen von den Nullstellen von &(z)
N mit den Polen von F(2), ferner N andere mit den entsprechenden Punkten
des zweiten Blattes zusammen, wozu der Punkt 2 = o noch eine fiinffache Null-
stelle ist. Von den Nullstellen von J,(z) fallen N mit den Nullstellen von F(z)
und die ibrigen mit denjenigen Nullstellen des Nenners zusammen, die keine
Pole von F(z) sind.

23. Wir wollen zum Abschluss zeigen, dass es mdglich ist, die Darstellung
(130) derart zu modifizieren, dass die Exponenten der Gleichungen (134) linear
durch eine einzige Funktion ausgedriickt werden konnen.
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Wir bilden zu diesem Zweck die Funktion

Hio(2) (135)

welche eine ganze, nichtverschwindende Funktion ist, weil der Zihler und Nen-
ner in genau denselben Punkten, nimlich in

z = 8(0) (Se= 1),

und dazu einfach, verschwinden. Durch Multiplikation des Zihlers und Nenners
von (130) mit &*(¢) gelangt man zum Ausdruck

F(e)= ;}((-3 , (136)
WO
f1(2) = 3,(2)e%(2), f(2) = F(e)e*(e) = o, (2) H*(ul2)) (137)

wieder ganze Funktionen sind, deren Nullstellen resp. mit denjenigen von (132)
zusammenfallen, wozu die letztere Funktion eine elliptische Thetafunktion von u
ist. Das Verhalten der Funktionen (137) den kanonischen Erzeugenden von I3,
gegeniiber wird jetzt durch die Gleichungen

AT =Ff(T)=fle), f(T)=—Sflo), fITT)=¢

—(2N+5)(u,+£

2)f(Z) {138)

dargestellt, woraus fiir eine willkiirliche Substitution von I, die Gleichung

F(8) = s @ Fsf) (139)

wo
, , g .
As= * (2N + 3), Bs=—2 + gim

(9, 9 ganz)
erhalten wird.

Damit ist gezeigt worden, dass jede automorphe Funktion von I'yy als Quotient
zweier ganzer Funktionen dargestellt werden kann, die aus elliptischen Thetafunk-
tionen und ganzen fuchsoiden Funktionen zusammengesetzt werden kinnen und deren
Verhalten den Substitutionen der Gruppe gegewiiber durch die bei den elliptischen
Thetafunktionen geltenden Gleichungen dargestellt wird.
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11 § Charakterisierung der Thetafunktionen durch ihre Eigenschaften.

24. Die im Nenner von (136) stehende ganze Funktion f(¢) hat die Bigen-
schaft, fiir jede Substitution der Gruppe I: einer Gleichung der Form

F(8() = e 1) (140)

zu geniigen, wo die Exponenten von der ganzen Funktion g¢{(z) = u(z) linear ab-
hingige Funktionen

gslz) = asg(2) + Bs (141)

sind. Es soll im folgenden untersucht werden, in welchem Masse unsere Funk-
tion f(z) durch die genannte Bigenschaft bestimmt ist und zu diesem Zweck soll
die folgende allgemeinere Aufgabe gelost werden:

Alle ganzen Funktionen f(2) zu finden, die fiir jede Substitution von Iy einer
Gleichung der Form (140) gewiigen, wo die Exponenten gs(z) ganze Funktionen trgend
ciner linearen Schaar (141) sind.

Wir kénnen annehmen, dass nicht alle Koeffizienten es verschwinden, weil
dann die Funktion f(z) sich auf eine Konstante reduziert, wie leicht bewiesen
werden kann.

Es seien nun 8, S’ zwei beliebige Substitutionen von I';. Aus den Gleichungen
(140) und

F(8' ) = fe)
folgt zuniichst
f(SS') = Y (S)f(S) = ¥ () eﬂs(z)f(z).
Weil anderseits
J(88)= "0 fa),
so erhilt man
gss(2) = g5 (8) + gsle) + ks - 274,

wo ks eine ganze Zahl ist. Mithin ist wegen (147)
asyglz) + Bss = asgg(S) + By + asgle) + Bs + ks - 2701, (142)

Wir wihlen nun S so, dass ag 0 und erhalten aus (142) fiir die willkiirlich
gewihlte Substitution § von I'; eine Gleichung der Form

9(8(e)) = asg(2) + bs. (143)
31—34686. Acta mathematica. 656. Tmprimé le 19 février 1935.
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Es geien nun
9(S,(2) = argl2) + by v=1,23,4,5  (144)
die den Erzeugenden von I, entsprechenden Gleichungen (143). Aus
SP=1
ergibt sich dann
a{a, g(z) + b)) + b =9(2)

und hieraus
ai=1, (e + )b, =o0.

In gleicher Weise bekommt man aus
(S8 =1, (S7'8)' =1, (S7'S) =1, S8 =1
die iibrigen von den Gleichungen
a =1, (a,+ 1)by=0 r=1,2,3475). (148
Mithin hat jede der Gleichungen (144) die Form

9(8:(2) = g(2), oder ¢(S.(2)) = —g(2) + b,

woraus die Gleichung
9(S(2) = £ g(e) + by (146)

fiir eine willkiirliche Substitution von I, erhalten wird.

25. Betrachten wir jetzt die Funktion ¢(z) in ihrer Abhingigkeit von x:

gle{x) = glw). (147)

Bei einem geschlossenen Umlauf in der x-Ebene geht z(x) in S(2) iiber und (147)
transformiert sich somit gemiss der Gleichung

g@)= + glx) + b. (148)

Es ist somit das Quadrat ihrer Ableitung ¢'2(x) eindeutig und zwar eine rationale

Fﬁnktion von x ’
9" () = r(x), {(149)

weil (147) als regulire Funktion von z in der z-Ebene nur algebraische Singu-
lirititen aufweisen kann. Ferner kann (147) offenbar im Endlichen Windungs-
punkte nur in den Punkten e, besitzen, woraus fiir »(x) der Ausdruck
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7 @) = _“(_- (1 50)

erhalten wird, wo

und wo der Grad p des Polynomes P, der Ungleichung
2p+3=Zh =3 (151)

geniigen muss, damit (147) auch im Unendlichen endlich bleibe. Hieraus folgt

In den Fillen
2l =3 und 24, =4
ergibt sich aus (151)
p=0,
im Falle
Sih=175

p=o0 oder p==1.

In den ersten Fillen ist g(x) bis auf einen konstanten Faktor gleich einem
elliptischen Integral, welches wie

_f da
l/x—elx——eg)(x ey)

vier von den Punkten e, als Windungspunkte hat, im zweiten Falle gleich einem
hyperelliptischen Integral erster Gattung

f (cox + ¢))dzx o
V@i‘ e)(x — &) (x — e)(x — &) — ¢)

von (5).

26. Indem wir den zweiten Fall beiseite lassen, betrachten wir im ersten
Falle die Funktion f(z) als Funktion von ux:

Sle(@) = fl=),

deren Zweige von einander gemiss der Gleichung

&) = e=et  f(a)
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abhingen. Hieraus folgt, dass die Funktion

plx) = fl,l%t{ ()

eine eindeutige und zwar offenbar eine rationale Funktion von x ist, weil f(2)
als ganze Funktion von z in der x-Ebene iiberall einen algebraischen Charak-
ter hat. Es ist somit ¢(x) eine doppeltperiodische Funktion von # mit den
Perioden (w,, w,) und dazu eine gerade Funktion:

Ferner ist

Flotu) = el el r0e (152)

Es sei nun = a ein Pol n:iter Ordnung von E(x). Damit (152) fiir v = a end-
lich bleibe, muss offenbar % ==2 sein und ferner soll die zugehorige Entwick-
lung von E(u) die Form
) —

Fu) = (= o + ¢y + ¢lu —a) +
haben, wo £ eine positive ganze Zahl ist. Die einfachste Funktion fraglicher
Art ist

Ew) = — [plu —a) + plu + a)]
und es ist dann
S&W) = alu — a)olu + a),

woraus durch Multiplikation mit einem Faktor der Form ¢4“* # unsere Funktion
H (u(z)) erhalten wird.

Die allgemeinste Funktion der gesuchten Art wird durch Multiplikation
aus den speziellen Funktionen erhalten.

Wir haben damit die in der Darstellung (136) auftretenden ganzen Funk-
tionen (137) durch die allgemeinen Gleichungen (140) vollkommen charakterisiert.
Sie konnen als Analogon der elliptischen Funktionen dritter Art angesehen werden.

12 § Darstellung der Funktionen z(z) und y(z) durech unendliche Produkte.

27. Wir gehen von der bekannten Darstellung der p-Funktion durch die
{-Funktion
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p(f%@ﬂ(u +0) + Slu— ) — 2L(w) (153)

aus, und erhalten durch Anwendung der {-Reihe

U

Lo Lo, %
C(M)‘"ETZ [u——w+ ) +a)2]
die Darstellung

P (alA o \fp'ia) _
plu) —ple) plug) — p(e)
I 1 1 I ,
“w[Mf?;;—u¥{La“;ﬁ3i@ﬁyg;;:?](wﬁ

fir die links stehende Funktion, welche mit der Ableitung #'(a) der Funktion
o = u{a) multipliziert in die Funktion

a)’ (154)

also diejenige Hauptfunktion der Gruppe I': iibergeht, die im Punkt 2 = g einen
einfachen Pol mit dem Residuum 1 und im Punkt z, eine Nullstelle besitzt.
Betrachten wir nun den im allgemeinen Glied der multiplizierten Reihe (153)
enthaltenen Ausdruck
1) R ) N
w(g) —ula) — o ulz) + uld — e

(155)
Es sei

W= puw; + vw,

die Darstellung von w durch die primitiven Perioden. Ist dann I, bzw. 2, die
zur ersten Kolonne von (9) gehorige Substitution mit der Charakteristik & = o
bzw. 1 und den Indizes g und », so ist

u(a) + 0 = u(Sula)) = ulay), — ula) + 0 =u(Z,(a)) = ulas).
Weil ferner

w' (@) = u'(aw) Zula), — u'(a)==u'(a\)3(a),

so kann (153) auch in der Form
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u' (aw) + () ' (ag)

u(z) —ulan) =" ule) — ulas) (155)

Si(a)
geschrieben werden.

Man kann nun auf den Ausdruck (155), deren Bestandteile die Form (g97)
besitzen, die Entwicklung (97) anwenden, wodurch unsere Funktion (134) in eine
Reihe derselben Form entwickelt wird. Die Abschiitzung des Restgliedes der
betreffenden Reihe geschieht am einfachsten durch Anwendung der Ergebnisse

des 6 §.

28. Wegen der Automorphie der Funktion (1§4) kann man ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass der Punkt z = ¢ im Fundamentalbereich B, von I,
und somit u(2) im Anfangsparallelogramm 1 liegt. Wenn in der Reihe (153)
nur diejenigen Glieder beriicksichtigt werden, die den Bedingungen

lel=m, |v|=m
geniigen, ist der Fehler absolut kleiner als

bo (¢, = endliche Konstante).

Wir ziehen nun eine geschlossene Linie L,, fiir welche n = 2m und be-

trachten das Verhalten der Funktion

s (q)— Wlaw)  wla)

=3 )u(2)~u((zw) u(2) — u(ay) (156)
in dem von L, begrenzten Bereich D,. Nach 6 § besteht der Bereich D, aus
endlich vielen beziiglich I', dquivalenten Teilen, die Bildbereiche des Parallelo-
grammes II, sind und die aus dem zum Fundamentalbereich von I', gehdrigen
Teilbereich durch die Substitutionen (54):

(8)a

erbalten werden. In jedem solchen Teilbereich besitzt die Funktion (156) einen
einzigen Pol, nimlich im Punkte

z =8 (a,) = S(a)
mit dem Residuum B
36 (a) 8" (aw) = S’ (a), (157)

wo
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S=3,8 (138)

die zu den # ersten Zeilen und Kolonnen von (65) gehorigen Substitutionen der
Charakteristik e==0 von I zu durchlaufen hat. Durch Anwendung der Cauchy-
schen Integralformel im Bereich D, auf die Funktion (156) ergibt sich

, wl(aw) Sa) 1 (_ ula _dl
S, (a) u(z)—u(aw) %g-S(a) + 27m‘fu('g)——~u(am) {—= (159)

Z n

Weil nun offenbar auf dem Hauptteil (vgl. Nr. 13) der Linie L,
| u(z) — ulaw)] > ¢ n (' =eine endliche Konstante) (160)

und weil ferner der Integrand in (159) wenigstens nach Ausfithrung einer er-
laubten Abidnderung auf der ganzen Linie L, beschrinkt bleibt, so ist nach
Nr. 14 in dem innerhalb H beliebig gewidhlten Bereich

1wl 4l | _¢
2 ”’5fu(§) — u(@n) §— 2 <’ (161)
Lﬂ

wo ¢ eine endliche Konstante ist.
Die entsprechende Entwicklung des zweiten Teiles von (155) lautet

1

s M 5 Sl [ _ vl L gy

ule) —ulas) &~ Sla " 2w J ull) —wlal) L—¢

Ly

wo S alle betreffenden Substitutionen der Charakteristik e=1 durchliuft.
Durch Addition der zu den verschiedenen in (153)" mitgenommenen Gliedern
gehorigen Entwicklungen (159) und (159)" gelangt man zur Gleichung

, 1 i 1 1
g . I N T —

U—e—w Ute—w U —a—©0 YU +a—w
Jul 1ri=m)

wo das Restglied e, fiir m > o der Ungleichung
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2
cm
fem| < 2
n
geniigt.
29. Wir wihlen nun
n=m?,
wodurch
¢
|| < 2€
m

wird. Aus (153) und (162) folgt dann

w(z) — x(a) wl(z)) — z(a) z—8la) z,— S(a)] + e,

n

2@ 7 e) = = (162)

D,

wo
lei] < ?q,_“,;_gf? - %_;/*_9_0
Van
Nach dem Obigen bezieht sich die Summierung in (162) auf die Gesamtheit der
Substitutionen § von I'., die den m® ersten Zeilen und m® ersten Kolonnen des
Schemas (65) angehéren. Durch den Grenziibergang m —  gewinnt man hier-
aus fiir die Funktion (154) die Darstellung

g  &a) im S'a)  Sla) ’
x(e) —x{a)  x(z) — x(a) 7,1_.00 IZ),, [; — 8(a) 2z,— S(a)]

die wir kurz

«'(a) _ N\ / ' (a)
/x(z)—x(?o)_% /'? S(a) (163)

%

schreiben wollen, wo die Reihenfolge der Glieder durch (66) gegeben ist. In
ihrer Abhingigkeit vom Parameter « ist die rechte Seite von (163) eine Poin-
carésche Reihe (—2):ter Dimension. Wegen der Identitit (97) kann sie auch

[ 2 (a) 1 ,
/ 2@~ ala) 2 [ 56— a (163

geschrieben werden.

Speziell fiir 2,=0, x(z,)== ergibt sich hieraus
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AR NS S S
w(e) — wla) "Z [S(z) ~a” Slo)—- ]

30. Durch Differentiation von (163)" in bezug auf den Parameter a erhiilt
man Reihen fiir automorphe Funktionen, die in den mit z=¢ fiquivalenten Punk-
ten Pole héherer Ordnung besitzen. Wird ferner statt (153) die Funktion

P () — o (uo)

in obiger Weise behandelt, so gelangt man zu einem Ausdruck der Funktion
x(#)—x(2,). Indem man so erhaltene Reihen mit einander linear zusammensetut,
erhilt man fiir eine willkiirliche automorphe Funktion von I'; eine Reihe, welche .
dieselbe im ganzen Existenzbereich darstellt, woraus die Pole mit den zugehori-
gen Entwicklungen unmittelbar hervorgehen und welche eine formale Invarianz
den Substitutionen der Gruppe gegeniiber aufweist.

Durch Integration in bezug auf den Parameter und durch Ubergang zur
Exponentialfunktion erhiilt man den Ausdruck

x(z) — z(b) x(z,) — x(b)

x(2) —xz(a) x(z,) — z(a) z — S(a) 2, — S{a)
— ()’ =11 [?i S0) 2, —T(T,] (164)

fir diejenige Hauptfunktion von I, deren Nullpunkte, Pole und Eins-Punkte
resp. mit den #quivalenten Punkten von g=a, b und gz, zusammenfallen. Wegen
der Identitit (99)" kann (164) auch

h) xley) — x(b)

x(;/) - 7'(“) R -’13(50) — x(a) N S(Z) —a, S_,(_‘ZQ),,T a
z(e) — =)’ =11 [S(z) — b 8(z) — bJ (165)

kd

geschrieben werden, woraus das Verhalten von (165) in bezug auf I'. besser ein-
zusehen ist. Speziell fiir b=o0, x(b)=1 ergibt sich aus (163)

ale) —ela) _ gy [S (z) — a Sz :“]- (165)

Qc(z(,) -~ z(h)

Ste) 7 Slz)

r, -

Durch Multiplikation der obigen Ausdriicke gewinnt man fiir eine willkiirliche
automorphe Funktion von I, eine Produktdarstellung mit Hilfe ihrer Nullstellen
und Pole.

Wir wollen hier noch ausdriicklich hervorheben, dass in den verschiedenen

oben gegebenen Darstellungen der automorphen Funktionen von Iy die Rethenfolge
32—34686. Acta mathematica. 65. Imprimé le 19 février 1935.
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der Glieder von der Funktion selbst unabhdngeg ist, indem man sich in jedem Falle
der Rethenfolge (66) bedienen kann.

31. Wir gehen hiernach auf die Darstellung der Funktion y(2) iiber. Wir

fithren zu diesem Zweck zuerst in

3 6
g/:HVx——»- (f,-HV.%'-—ej (166)
i=1 j=3

die ¢ -Funktionen

74 1 ey - M Gl — o
et o(e; - 71{)7 Vi—o— el” ola; — v)

(_;(?;)W o(u) Ty e et (167)

Va—e == ola;)  olv)

ein, wodurch

y = euutprEy ole;, —~ u)ole, — “).q(as - “) ola; — v) olag — v) (168)

erhalten wird. Aus der Produktdarstellung

u 1 o

W) == ) ! __L!/. ,(xi+2(r)'2
ol =ul] (1 w)(

der o-Funktion folgt®

olo ) olot ) _pp[u e o - o] - S (60)

alu) () uU— w Uy — @

Durch Einfiihrung der Ausdriicke (9g) fiir die Faktoren bekommt man

ola; — u) olar — u,) [S (z) — a; S{zo) — a,-] = ey 2o
S e e = —_— = —_— e e e I) A& s I O
o(u) olu,) P!_«([H ) S(z) — b S(zo) — bs ¢ (170)
wo
§=3,8

in der beziiglich I', normierten Reihenfolge (66) alle Substitutionen von I': der
Charakteristik. e=0 durchliduft, welche Substitutionen eine ausgezeichnete Unter-
gruppe von I', des Index zwei bilden. In gleicher Weise bekommt man fiir die
zwei letzteren Funktionen (167) den Ausdruck

! Fiir @ = o ist der Exponentialfaktor = 1 zu setzen.
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o

Q(ij -,—Q . ole; — Vo) _ H [S(Z) — a;. S(Zo)—ﬂ] ()——;f@ (v(z}—v (%))

olv) Gy

S(z) — by Slzg) — b ) (170

Iy (v)

wo die Reihenfolge der Substitutionen in entsprechender Weise in bezug auf I,
normiert ist. Durch Multiplikation erhilt man aus (170) und (170)" fiir die Funk-
tion y(2) eine Produktdarstellung, die wir in leicht verstindlicher Weise kurz

k) — Bz &) iz «(k
v =Tl —ge (171
schreiben konnen. ’

Durch Aufstellung der Ausdriicke (165) und (171) haben wir die Uniformi-
sierung der gegebenen hyperelliptischen Riemannschen Fliche (5) in einfachster
‘Weise geleistet.

Bs eriibrigt noch, alle zu I'y, gehorigen automorphen Funktionen und hyper-
elliptischen Integrale durch die uniformisierende Variable z direkt darzustellen.

13 §. Reihendarstellung der automorphen Funktionen von I,.
32. Wir betrachten zuerst eine automorphe Funktion
F(2),
deren simtliche Pole einfach sind. Ts seien
ay, Agy . - - Gp (172)
diejenigen von den Polen, welche im Fundamentalbereich liegen, und
Ay, 4g, ... 4y
die zugehorigen Residuen. Dann wird die Gesamtheit der Pole von F(z) aus
afl = S (a,) (173)

erhalten, wo S; die Substitutionen von I, zu durchlaufen hat. Das Residuum
im Pole (173) hat den Ausdruck

AP = 4,8, (a). (174)

Wir bilden jetzt die Funktion
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I'(e) — I (e)

u(z)—u(e)— (175)

indem wir annehmen, dass die Funktion I'(z) in einem der Punkte (1), z=r¢,
endlich ist. Dann bleibt die Funktion (175) in den Nullstellen des Nenners end-
lich und ihre Pole fallen somit mit denjenigen von F(z) zusammen.

Man kann ferner durch eine Abiinderung der Polygonseiten erreichen, dass
die Funktion (175) auf denselben endlich bleibt:

< M. (176)

Wir wenden nun die Cauchysche Integralformel auf die Funktion (175) im
Bereiche D, an und bekommen

B (z) = F(e) AP : flf(é)—l«() dg
we)—ule) ~ D) —ap T omi) wQ—ul) g—2 7

e
wo it(2) == ule) — ule).

Die den verschiedenen zu D), gehérigen Polen (173) von (175) entsprechen-
den Substitutionen §; sind hier offenbar identisch mit den in (54) enthaltenen
Substitutionen von I3,

Nun ist auf dem Hauptteil L, des Randes L, von D),

| u(z) — ule)| > ¢n, (178)
withrend auf der ganzen Linie L, die Ungleichungen {176), (178) gelten. Somit
ist in einem innerhalb D, liegenden Bereich

C(FQ-F0 A |_ ¢
z‘mf Q- ul)) L—2| T

Lll

wo ¢ eine endliche Konstante ist.

Durch Grenziibergang # — < ergibt sich somit aus (177)

was wir kurz

( ’;":u”(”j =2 a(a) » — alt (179)
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schreiben wollen. Unsere Reihe konvergiert offenbar gleichmissig in jedem in-
nerhalb des Hauptkreises liegenden Bereich, wenn die zu den dort liegenden
endlich vielen Polen zugehérigen Glieder fortgelassen werden.

33. Wir multiplizieren nun (179) mit (z) und bekommen fiir unsere Funk-
tion I'(z) den Ausdruck

F(Z) hand F(e) == ﬁ(.?) Z ’L:t@:‘(?)j m) (180)

Iy

als Produkt der ganzen Funktion (z) und der meromorphen Funktion (179).
Wird ferner allgemein

AR AR
Fle)—Fle)= [z;/a(k" + a( A"(f,;,)rjd (2, ag."))] , (181)
11:”/ - i 7
wo
PR "

Wir haben hier ein Analogon der Mittag-Lefflerschen Partialbruchreihe mit
dem Unterschied, dass die Konvergenzerzeugenden Polynome durch gewisse aus
(182) abgeleitete ganze Funktionen ersetzt worden sind.

Unsere Funktion (182) ist eine symmetrische Funktion von z und a, die fiir

|z} < 1, |a] <1
regulir ist, und die fiir jede Substitution (35) von Iy, der Gleichung
A(8(2), S(a)) = Az, a)(yz + d)(ya + d) (183)
geniigt. Aus (108) ergibt sich fiir dieselbe wegen

S =8 _ x ‘

Z—a yz+6 ya+d

die Darstellung
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NI I TN
2‘77+6 ya + 0 V86§ )
Az, a)=lim '™ oo—-=lim .1,1 B (184)
I — 2 S (O) T Z
rn I’Il

Die Funktion 7(z, @) kann hiernach als eine automorphe Funktion der aus
den Substitutionen (S(2), S(a)) der Variablen z und @ gebildeten hyperabelschen
Gruppe angesehen werden.

Wir haben oben den Fall ausgeschlossen, dass F'(z) in allen Punkten (1)
unendlich wird. Man gelangt aber in jedem Falle zum Ziel durch Anwendung
der Cauchyschen Integralformel auf die Funktion

rE)
u(e) = ulz)

wo 2, so gewdhlt wird, dass der Nenner in den Polen des Zihlers nicht ver-
schwindet. Man bekommt dann wieder einen Ausdruck der Form (181), der
aber jetzt noch auf die scheinbaren Pole z = S(z,) bezogene A-Glieder enthiilt.
Wir betrachten hiernach den allgemeinen Fall, dass F'(¢) auch mehrfache
Pole enthalten kann. Es sei allgemein z = a ein Pol mit der Entwicklung

Durch Anwendung der obigen Methode gelangt man zu einem Ausdruck, der
sich von (181) nur dadurch unterscheidet, dass allgemein

AP AP,
> at , durch Z(z B a(’"
und
P
A4 (z, a) durch Z Ci 42, a)
i=1
ersetzt worden sind, wo G, (3, ..., O, Konstanten und
’ a —
w(z) — u(a) — u'(a) (2 — a) — (l__g)?z—a)’ 1
dile, a) = : C—a) (183)

fiir |z] < 1, |a| < 1 regulire Funktionen von z, a sind.
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14 8. Darstellung der hyperelliptischen Integrale.

34. Wir werden in diesem Kapitel die obige Methode zur analytischen
Darstellung der zu (2) gehorigen Integrale anwenden, wodurch zugleich eine neue
Darstellung der automorphen Funktionen von I':, gewonnen wird.

Wir schreiben das betreffende Integral in der Form

I=fR(:)c, y)dzx, (186)

wo R(z, y) eine rationale Funktion von z und y bezeichnet. Als Funktion von 2:
R(z(2), yle)) = F(e)
ist R eine automorphe Funktion von I'y,. Wir setzen
F(2) ' (u) = Ble)

und kénnen (186) als Funktion von #z in der Form
I:j B(2)u'(2)dz (187)

darstellen. Die Funktion B(z), welche eine automorphe Funktion derjenigen
Untergruppe des Index zwei von Iy, ist, die von der Gesamtheit der Substitu-
tionen der Charakteristik Null gebildet ist, wird im allgemeinen unendlich nicht
nur in den Polen von F(z), sondern auch in denjenigen von z’(u), d. h. fiir u=o0,
also in den mit dem Nullpunkt beziiglich I'; diquivalenten Punkten.

Wie frither zeigt man, dass

. B({) ar
lim f T ) Fs = O (188)

n—m® —ulg) -2
Ty

wenigstens nachdem die Polygonseiten geeignet abgeindert worden sind. Wir
betrachten hier der Kiirze halber nur den Fall, wo sdmtliche Pole einfach sind
und erhalten aus der Cauchyschen Integralformel

. B;
— 7 = hm 2 ;"_izk ) (189)

wl(z) — ulzy)  n—w '
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wo unter den Polen von (189) neben den Polen von B(z) auch die Nullstellen
S(z,) (S<= I'y) des Nenners auftreten kénnen. Wir setzen jetzt

und

und konnen (187) kurz in der Form

— B > )
I= IZ f[Z - b + .Bl.-//(.:, bx)] dz (190)

xy

schreiben, wo B} fiir die aus den Nullstellen des Nenners von (189) herriihren-
den Polen =0 ist, und wo
w(z) — w(b)
/’ 2 o z o
(o9 == ") 1
eine fiir |z| < 1, |b] < 1 reguliire, symmetrische Funktion der Variablen 2z und
b ist. Fiir diese Funktion, deren Integral hier die nimliche Rolle spielt, wie die
Funktion (182) im vorigen §, bekommt man aus (109) den Ausdruck

D [S(2) 8 () — S(8) §'(B)]
A V)=, Zy lim 2 5(0) 8’ (0)

I

(r91)

35. Als Anwendung betrachten wir etwas niher die Integrale erster Gat-
tung. Wir gehen von den Integralen

I]:fd_x, IQ: g@
Y Y

aus und setzen
o) (W) _ 2x

B =P _2 gy oW _ 2w
1(2) v o 2(2) y ’s

(192)

WO

x (u) =p'(u) = 2 V(-” —e)(x - 62).@ - (-’3)1 Yo = lf(x:;’o) (95 ~ ),

wodurch wir erhalten
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I, =2 d_u7 I2=2fxdu-
Ys Ys

Weil die Funktionen (192) in den Ecken a = z({¢;), ¢ = z(e;) von B, und den
damit dquivalenten Punkten

ar = Si(a), cr = Sele) (193)
unendlich werden, muss man sich der abgeiinderten Linien L, bedienen.

In den Nullstellen von # wird 2 und somit auch y, unendlich wie i,,vwor-
aus folgt, dass die Funktion ]igu—(é) dort endlich bleibt. Diese Funktion hat so-
mit Pole erster Ordnung in den Punkten (193). Weil

w(ar) = wier) = o,
50 hat man fiir 7, nach (190) den Ausdruck

I = X\ [Axhle, ai) + Cih(z, e, (194)

wo h die ganze Funktion

hiz, b)r—f‘}f)—bdu

bezeichnet. Die Koeffizienten sind dabei

_ g Skla _ o Sile
A=A @) = A= @) + po, £ voy’

a8 Sk
Co= OB~ CT= 1 uld) + now, + vey’

wo ¢ die Charakteristik der Substitution St und g, » ihre Indizes sind.

Um einen analogen Ausdruck fiir das Integral I, zu gewinnen, gehen wir
von der Funktion

By(2) o
u(z)——u(?) x(’L')-——O

aus, welche nur in den Punkten (193) einfach unendlich wird. Wir bekommen
dann

33—-34686. Acta mathematica. 66. Imprimé le 19 février 1935.
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I = D [Axhy(z, ar) + Crhyle, e, (195)

wo h, die aus ii(z) = u(2) — u(r) gebildete ganze Funktion

hi(z, b)= [—Z—M-—_(Z—)b du

bezeichnet und die Koeffizienten die allgemeinen Ausdriicke

= Skla - ., Skle
A=A = s
besitzen.

Betreffs der Reihenfolge der Glieder bei den bedingt konvergenten Reihen
dieses und des vorigen Paragraphen bemerken wir noch folgendes. Wenn man
von den zu den scheinbaren Polen gehorigen Gliedern absieht, wird die Reihen-
folge der Substitutionen in jedem Falle und von der darzustellenden Funktion
unabhiingig durch (66) gegeben, wobei hier natiirlich nur die zur Gruppe I
gehorigen Substitutionen beriicksichtigt werden. Die Folge (66) ist aber in hohem
Grade willkiirlich. Denn erstens kann die Normierung in bezug auf ein belie-
biges von den 15 zu (2) gehorigen elliptischen Integralen geschehen. Ferner
ist die Folge (66) durch die Grossenfolge (51) bestimmt, welche eine beliebige
gegen Null konvergierende monotone Folge sein kann. Und schliesslich kann
man die zu einer gegebenen Folge (51) gehorige Substitutionenfolge (66) noch in
hohem Grade varileren, weil die ganzen Zahlen ¢,, welche die kleinsten Losungen

der Ungleichungen (52) waren, beliebig vergrossert werden konnen.

15 § Verallgemeinerungen.

36. Wie schon in der Einleitung erwihnt, konnen alle vorhergehenden
Resultate unmittelbar auf die hyperelliptischen Flichen beliebigen Geschlechtes

iibertragen werden. Es sei ndmlich
2p+2

=z —e) (196)
r=1
die Gleichung einer solchen Fliche vom Geschlecht p. Wir fithren die N = [‘2 + 1]

elliptischen Integrale
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w= [y (197)
Viw— ) (o — eg) (@ — ¢)) (x — ed)

ein, wo die Indizes «, 8, y, 0 aus 1, 2, ..., 2p + 2 so gewihlt werden konnen,
dass jeder Windungspunkt

€y €3y - o .y E2pi2

von (196) wenigstens in einem von den Integralen (197) vorkommt. Wir fithren
die Hauptuniformisierende z von (196) ein und besitzen dann in jeder Funktion

wr (2) k=1, 2, ..., N) (198)

eine eindeutige Funktion, welche eine Hauptfunktion fiir eine gewisse fuchsoide
Gruppe I'y, vom Geschlecht Null ist. Nun ist jedes von den Radikalen

Vz—e, p=1,2, ..., 2p+2)

wie x eine eindeutige Funktion des zugehorigen elliptischen Integrales. Somit
kann auch das Produkt

2p+2

Y= H Vz—e,
v=1

eindeutig durch die Funktionen (198) dargestellt werden. Wir haben damit die
Funktionen
z(2) und yl(e)

aus gewissen elliptischen Funktionen und fuchsoiden Funktionen zusammenge-
setzt, fiir welche Funktionen Reihen- und Produktentwicklungen der friither be-
trachteten Art ohne weiteres aufgestellt werden konnen. Speziell fithren die
Betrachtungen des 10 § zur Darstelluang jeder automorphen Funktion der zu
(196) gehorigen Gruppe Ik, als Quotient zweier ganzen Funktionen

F@:ég, (199)

welche aus Jacobischen elliptischen Thetafunktionen und den fuchsoiden Funk-
tionen (198) zusammengesetzt werden konnen, und welche fiir eine willkiirliche

Substitution von Iy, einer Gleichung der Form

F(8(2)) = €& (aSuy @40, (8) £ (2)
geniigen.
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37. Gehen wir- hiernach zur Betrachtung einer beliebigen algebraischen
Riemannschen Fliche
P(x,y)=o0 (200)

vom Geschlecht p iiber! Um die frithere Methode anwenden zu kénnen, miissen
wir hier polymorphe Funktionen einfiithren, die im allgemeinen relativ zur Fliche
(200) verzweigt sind.

Wir denken also die endlich viele Windungspunkte von (200) auf die Punkte

€1, gy ..y EN (201)

der z-Ebene projiziert. Wir filhren dann diejenige polymorphe Funktion z(x)
ein, welche in den Punkten (201)' Windungspunkte zweiter Ordnung besitzt.
Wenn nun die Windungspunkte von (200) einfach sind — und dies kann man
bekanntlich stets durch eine birationale Transformation erreichen —, so sind
und y eindeutige Funktionen von z. Sie sind automorph fiir eine Untergruppe
der zu z(x) gehorigen Gruppe I%.

Wir betrachten nun ein zu (201) gehoriges elliptisches Integral, z. B.

‘T f Viz —e)(x— ) (@ — e) (z — €,)

Dasselbe ist eine eindeutige Funktion von ¢ und automorph in bezug auf eine
gewisse fuchsoide Gruppe vom Geschlecht Null, die eine Untergruppe von I
ist. Wie frither kann die Existenz einer unendlichen Folge von geschlossenen
Linien L, bewiesen werden derart, dass

lim '“‘—“ﬁ’* =0
Ty=—r O | u(Z) - u(a)l
L’ﬂ

Durch Anwendung der Cauchyschen Integralformel kann man hieraus wieder
Reihen der in den 13 und 14 §§ gegebenen Form fiir die automorphen Funk-
tionen und Abelschen Integrale herleiten.

38. Wir bilden ferner mit der elliptischen Thetafunktion H (u) die ganze
Funktion H(u(¢)). BEs seien a,, a,, ... aq die im Fundamerntalbereiche von I
liegenden Pole der automorphen Funktion F'(2). Die Funktion

G (2) = F(2) G (2),

wo
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61e) = T 1H () — H(u (@),

r=1
ist dann eine ganze Funktion und wir haben somit in

F (z)=%(%) (202)
fiir unsere automorphe Funktion eine Darstellung als Quotient zweier ganzen
Funktionen, die bei Ausfilhrung einer willkiirlichen Substitution der zu {200)
gehorigen Gruppe I' einer Gleichung der Form (139) geniigen. Leider kinnen
wir die Funktion @G,(¢) im allgemeinen durch keinen einfachen Ausdruck dar-
stellen.

Zu einer mehr befriedigenden Darstellung gelangt man durch Einfithrung

der allgemeinen Jacobischen Thetafunktion

G (ugy wgy - . ., Up)
statt der elliptischen. Wir bilden hieraus die Funktion

I2)=9 (”1 (Z) — C,, u, (&) — Gy, - up (&) — Cp) (203)
wo
Upy Ugy « - .y Uy

ein System von Abelschen Normalintegralen erster Gattung sind, die wir durch
die uniformisierende Variable 2z ausgedriickt haben. Wenn die Konstanten C,
spezielle Wertsysteme vermeiden, ist (203) eine nicht identisch verschwindende
ganze F\inktibn, welche im Fundamentalbereich von I' genau p Nullpunkte be-
sitzt, die willkiirlich gewihlt werden konnen. Sie transformiert sich ferner fiir
eine willkiirliche Substitution von I" gemdss der Gleichung

9 (S(Z)) — ea,u(z)+a2u2(z)+~ . -+apup(z) K (Z)

Durch Multiplikation solcher -Funktionen kann man zwei neue J-Funktionen
bilden, die resp. in den Nullpunkten und Polen der darzustellenden automorphen
Funktion verschwinden, wozu sie im allgemeinen noch gewisse gemeinsame Null-
punkte besitzen konnen. Wegen der bekannten aus dem Abelschen Satz folgen-
den Relationen fiir die Nullstellen und Pole muss aber der Quotient beider
Thetafunktionen bis auf einen konstanten Faktor mit der gegebenen antomorphen

Funktion zusammenfallen.



