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Einleitung. 

Die vorliegende Arbeit hat ihren Ursprung in einem u die wich- 

tigsten Ergebnisse der Theorie der meromorphen Funktionen auf geometrischem 

Wege zu gewinnen. Es ging in diesem Zusammenhang hervor, dass die Haupt- 

s~tze yon R. BTEVA~LIN~A, und damit auch fast alle klassischen Resultate, nur 

zu einem gewissen, leicht abgrenzbaren Tell yore analytischen Charakter der  

Abbildung abhiingen, wiihrend die ganze Struktur dieser Siitze lediglich ausden 

metrischeu und topologischen Eigenschaften der Riemannschen Fl~che bestimmt 

wird, auf welche die komplexe Ebene abgebildet wird. Diese Fl~che hat man 

sich dabei fiber die Riemannsche Kugel ausgebreitet zu deuken, d. h. sie erscheint 

als ~berlagerungsfl~che einer geschlossenen Grundfl~che. 

In der Topologie werden meistens nur solche l~berlagerungsfl~chen behan- 

delt, welche in Bezug auf die Grundfl~che relativ unberandet sind. Das hat 

seinen Gmmd darin, dass man nur fiir unberandete tTberlagerungsfl~chen all- 

gemeingiiRige, rein-topologische Beziehungen aufstellen k~nn. Wenn wir in die- 

ser Arbeit eine Theorie entwickeln wollen, die auch ffir berandete ~berlagerungs- 

fl~chen gfiltig sein soll, so sind wir also gezwungen eine Metrik einzuffihren. 

Es wird dann mSglich topologisch-metrisch e Beziehungen aufzustellen, die als 

VeraUgemeinerungen der bekannten topologischen Eigenschaften der unberande- 

ten (J-berlagerungsfl~tchen anzusehen sind. 

In diesem Sinne wird diejenige Ungleichung, aus welcher bei konfo~mer 

Abbildung der zweite Hauptsatz yon NEVA~LI~X hervorgeht, als Erweiterung 
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der bekannten HURWlTZ-RIE~ANNschen Relation erseheinen. Hierdurch erh~lt 

die zwischen dem zweiten Hauptsatz und der RXEMANNschen Relation bestehende 

Analogie ihre endgiiltige Erkl~rung. 

I. Endl i che  Uberlagerungsf l~ ichen.  

w i. Die Metrik der Grundflitehe. 

I. Die Definition einer Fls wird beim Leser als bekannt vorausgesetzt, 

ebenso was unter der Umgebung eines Fl~chenpunktes zu verstehen ist. 1 Durch 

den Umgebungsbegriff sind auch die Definitionen einer einfachen Kurve, eines 

Gebiets, einer abgeschlosseuen Punktmenge usw. gegeben. Die Definition der 

F1/iche setzt die MSglichkeit einer Dreiecksteilung voraus. Wir betrachten zu- 

n~chst nur solche Fl~ichen, bei welchen die Anzahl der Dreiecke endlich ist. 

Eine derartige endliche Fls heisst geschlossen, wenn s~mtliche Dreieckskanten 

zu zwei verschiedenen Dreiecken gehSren~ sie ist berandet, wenn wenigstens eine 

Kante zu einem einzigen Dreieck gehSrt. 

Die Fl~che ist mit einer Met~ik versehen, wenn jeder einfachen Kurve eine 

positive, endliche oder unendliche L~nge zukommt, und wenn jedes Gebiet, das 

yon einer einfachen Kurve mit endlicher Ls begrenzt wird , einen positiven, 

endlichen Fl~icheninhalt besitzt. Sowohl die L~nge als der Fl~icheninhalt sollen 

additiv sein. Die untere Grenze der L~ngen aller Kurven, welche zwei gegebene 

Punkte verbinden, heisst der Abstand dieser Punkte. In jeder brauchbaren Metrik 

muss dieser Abstandsbegriff folgende Eigenschaften haben: I ~ Der Abstand zwi- 

schen zwei verschiedenen Punkten ist immer positiv und endlich; 2 ~ Zu jedem 

Punkte P und jeder positiven Zahl e gehSrt eine Umgebung, deren Punkte einen 

Abstand kleiner als ~ yon P haben. Es folgt dann z. B., dass zwei abgesehlos- 

sene, fremde Punktmengen einen bestimmten, positiven kiirzesten Abstand haben. 

Wir betrachten zuns eine geschlossene Fliiche Wound  setzen voraus, 

dass ihre Metrik ausser den oben angegebenen allgemeinen Bedingungen noch 

einer besonderen Regularit~tsbedingung geniigt. Gemiiss dieser Bedingung soll 

zu jedem Punkte P auf Wo eine Umgebnng U1, gehSren, innerhalb deren jede 

gesehlossene Kurve yon der L~nge L ein Gebiet vom Inhal t  I < k L  begrenzt, 

1 Wir verweisen den Leser auf die DarstelIung bei K~R~KZ~R~:6: Vorl. iiber Topologie, 
S. 13~--I63. 
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wobei k nur yon der Umgebung abh~ngt. 1 Man erkean~ leicht, (lass diese Vor- 

aussetzung ~usserst allgemein ist. 

Es sei 6 der kiirzes~e Abstand yon P zum Rande der Umgebung U~, und 

U~ eine Umgebung, deren Punkte einen Abstand kleiner als ~ - yon P haben. 
2 

Nach einem bekannten Satz kann man d ie  ganze Fl~che Wo mit endlich vielen 

Umgebungen U~ iiberdecken. Wir  setzen d gleich der kleinsten der zugehSrigen 

Zahlen 3 und sehen sofort, dass jede Kurve, deren Liinge kleiner als d is~, ganz 
2 

in einer der endlich vielen Umgebungen Up liegt, die den ausgew~ihlten Um- 

gebungen U~ entsprechen. Wean  noch die gn'Ssste tier zu denselben Umgebungen 

Up geh5rigen Konstanten wieder  mit k bezeichnet wird, so kSnnen wir also 

schliessen, dass jede gesehlossene Kurve yon der L~nge L ~ d ein Gebiet yore 

Inhal t  I < k L begrenz~. 

2. Aus dem letzten Resultat leitet man sofort folgende Eigenschaf~ im 

Grossen ab: 

Hilfssatz 1. - -  Die FlSche Wo sei durch eine oder mehrere geschlossene Kur- 

yen yon der GesamtlSnge L in zwei Teile zerlegt, so dass jeder Tell aus endlich 

vielen Gebieten besteht. Wenn die F15che~inhalte dieser Teile mit  I '  und I "  be- 

zeichuet werden, so gilt 

(~) m n  (I', 1") < k L ,  

w o k  nut  von der F15che W o abhh'ngt. 

Zuerst wird angenommen, dass die Lfinge L(') jeder einzelnen Kurve klei- 

ner als d ist. Jede Kurve begrenzt dann ein Gebiet yore Inhal t  I ( ' ) ~  kL('). 

Die Punkte der Fl~che, welche in keinem dieser Gebiete liegen, gehSren alle zu 

demselben der zwei Teile, in welche Wo zerlegt wurde. Hieraus folgt I dass der 

andere Tell einen InhM~ kleiner oder gleich ~1 I~) ~ k ~ L  I') ~ - k L  hat. 

Wenn andererseits Z ~  d, so is~ der Satz trivial. W~hlt man n~mlich 

]~:= Io /2d  , wo Io den Inhal t  der ganzen Fl~che Wo bezeichnet, so folg~ (I) so- 

fort aus Min (I', I" )  ~ Io/2. 

3. Wir  betrachten jetzt auf Wo: eine geschlossene oder offene Kurve y. 

In einer der  Umgebungen Up sei eine geschlossene Kurve yon der LEnge L 

i Wit machen darauf aufmerksam, dass wir in der ganzen Arbeit mit k oder k' eine kon- 
stante GrSsse bezeichnen, aber nicht notwendig immer dieselbe. 
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gezogen. Wenn das yon dieser Kurve eingeschlossene, in Up gelegene Gebiet 

einen Bogen der Kurve 7 enthiilt, so sei ~ die L~nge dieses Bogens. Wi t  neh- 

men an, dass die Kurve 7 einer Regularit~tsbedingung geniigt, welche durch eine 

Ungleichung der florin ~ < k 'L ausgedriickt wird, wobei k' wieder nur yon der 

Umgebung U~ abhiing~. 

Man kann hieraus einen zweiten Hilfssatz herleiten: 

Hilfssatz 2. - -  Wenn die Fliiche Wo wieder in derselben Weise in zwei 

Teile zerlegt wird, und ~', ~" die Lh'ngen der zu den beiden Teilen geh6rigen Stiicke 

der Kurve ~, bezeichnen, so gilt 

l~in (~t', ~") < k'L, 

w o k '  nur von Wo und 7 abhdngt. 

Der Beweis ist na~iirlich ganz analog zu dem vorigen. 

4. Der Fall einer berandeten Fl~che kann leicht auf den bereits erledigten 

Fall zuriickgefiihrt werden. Man braucht n~mlich nur  zwei Exemplare der be- 

randeten Fl~che Wo zu nehmen und ihre Randkurven punktweise zu identifi- 

zieren, um eine geschlossene Fl~iche zu erhal~en, deren :~[etrik durch die :~Ietrik 

der urspriinglich vorgelegten Fl~che gegeben ist. Es wird vorausgesetzt, dass 

die neue Fl~che den n5tigen Regularit~tsbedingungen geniigt. 

Durch die Verdopplung werden alle Querschnitte yon Wo geschlossen. Hier- 

aus geht hervor, dass die beiden Hilfss~tze ihre Giiltigkeit behalten, wenn die 

Zerlegung mit Hilfe yon geschlossenen Kurven und Querschnitten, also durch 

relativ z,u W o geschlossene Kurven geschieh~. 

Im zweiten Hilfssatz kann man besonders fiir y die Randkurve C yon 15~o 

w~hlen, vorausgesetzt dass sie der Regularit~tsbedlngung geniigt. Das hierdurch 

gewonnene Ergebnis mSge noch besonders formuliert werden: 

Wenn eine berandete F15che W o durch endlich viele Querschnitte yon der 

Gesamtld~ge L in zwei Teile zerlegt wird, so zerfgllt der Rand in Teile, deren 

Lh'ngen ~' und ~" der Bedingung 

Min (~', ~") ~ k' L 

geniigen. 
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w 2. Metrische Eigenschaften der ~berlagerungsfl~che. 

5. Eine endliche Fl~che W ist iiber die Grundfl~iche Wo ausgebreitet oder 

bildet eine UberlagerungsflSche derselben, wenn es eine Dreiecl~steilung der bei- 

den Fl~ichen gibt, die eine Zuordnung der folgenden Art  gestattet: 

Jedem Dreieck D yon W ist ein bestimmtes Dreieck D o yon W o als Spur- 

dreieck zugeordnet. Zu zwei Dreiecken mit einer gemeinsamen Kante oder Ecke 

sollen zwei Spurdreiecke gehSren, die ebenfalls eine Kante oder Ecke gemeinsam 

haben. Sind schliesslich D~ 1) und D~ ~/ zwei benachbarte Dreiecke auf Wo, und 

bezeichnet D/l/ ein beliebiges Dreieck auf W, dessen Spurdreieck D~/ ist, so soll 

es hSehstens ein Dreieck D (2} mit dem Spurdreieck D!~I geben, das mit DIll eine 

gemeinsame Kante hat. 

Durch topologische Abbildung der Dreiecke D auf ihre Spurdreiecke wird 

jedem Punkt  der Fl~che W ein bestimmter Spurpunkt auf Wo zugeordnet. Die 

Abbildung kann so eingerichtet werden, dass die Eckpunkte und Kantenpunkte 

eines Dreiecks den Eckpunkten bzw. Kantenpunkten des Spurdreiecks entspre- 

chen, wobei die gemeinsamen Randpunkte benachbarter Dreiecke gemeinsame 

Spurpunkte haben sollen. Wenn Po der Spurpunkt yon P is~, so sagen wir auch 

der Punkt  P liege fiber Po. 

Der relative Rand yon W in Bezug a u f  Wo besteht aus den Randpunkten 

yon W, die fiber einem inneren Punkt  der Grundfl~che liegen. Ein relativer 

Rand entsteht nur dann, wenn es auf Wo ein Paar  yon benachbarten Dreiecken 

D(o 1/ und D~ 1 gibt, sodass ein gewisses fiber D(o ~} gelegenes Dreieck D (1/mit keinem 

fiber D~ 21 gelegenen Dreieck eine Kante gemeinsam hat. Eiae ~berlagerungs- 

fl~che ohne relativen Rand heisst relativ unbera~det oder u~begrenzt. 
Ein innerer Eckpunkt /)  auf W geh5rt zu einem Zyklus yon Dreiecken D, 

deren Spurdreiecke D o zykliszh um den Spurpunkt P0 angeordnet sind. Uber 

jedem der Dreiecke D o liegt dieselbe Anzahl h yon Dreiecken D in jenem 

Zyklus. Ist h ~ I, so heisst P ein Verzweigungspu~kt der Fl~iche W; h heisst 

die Vielfachheit des Punktes P,  h - -  I die Verzweigungsordnung. 

Die Metrik der Grundfl~iche iibertriigt sich unmittelbar auf die 0berlage- 

rungsfliiche. Um die Liinge einer Kurve zu bestimmen, zerlegen wir sie in die 

Teile, die in den verschiedenen Dreiecken D liegen. Jedem Teil geben wir die 

Li~nge se iner  Spurkurve und e rha l ten  durch Addition die Lfinge der gegebenen 

Kurve. Ganz ~hnlich wird der Inhalt  eiues beliebigen Gebiets bestimmt. 

21~34686. Acta mathematica. 65. Imprim6 lo 8 f6vrier 1935. 
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6. Man erh~lt eine fibersichtliche Darstellung der ~berdeckungseigensehaf- 

ten der Fl{tehe W dureh folgende Betrachtung. In der Folge W1, W~i . . . ,  Wn, . . .  

sei Wn die ]Ylenge derjenigen Punkte auf Wo, fiber welehen wenigstens n innere 

Punkte der  Fl~tehe W liegen, wobei die Verzweigungspunkte mit der entspre- 

ehenden Vielfachheit gez~hlt werden sollen. Die ~ e n g e  Wn besteht aus end- 

lich vielen Gebieten und wird als das rote Blatt der Fli~ehe W bezeiehnet. Aus 

der Definition folgt, dass die Mengenfolge abnehmend ist, d. h. jede Menge W, 

enth~lt alle folgenden. Der grSsste Index n, ffir welchen Wn nicht leer ist, 

heisst die maximale Bliitteranzahl der ~berlagerungsfl~iche und soll mit N be- 

zeiehnet werden. 

In  13berdeckungshinsicht ist die Fliiche W iiquivalent mit der Bli~tterfolge 

W1, W~, . . . ,  W2v. In der Tat, wenn ein Punkt  Po zu den genau n o ersten BlOt- 

tern IV,, gehSrt, so wird er yon genau n o inneren Punkten der Fliiche W fiber- 

deckr Hieraus folgt aueh, dass man den Inhalt  I der ganzen Fliiche W erhiilt, 

wenn man die Inhalte In der Bli~tter ~Vn addiert: 

(2) 

Der relative Rand yon W entspricht in i~hnlicher Weise den relativen 

R~ndern der versehiedenen Bl~it~er. Eine innere Dreieckskante auf Wo, welche 

selbst nicht zu Wn gehSrt, soll  einfach zum relativen Rande yon Wn geziihlt 

werden, wenn sie Kante eines zu Wn gehSrigen Dreiecks ist; sie wird doppelt 

geziihlt, wenn sie die gemeinsame Kante yon zwei solchen-Dreiecken ist. Wenn 

mit dieser Festsetzung die Summe der Vielfaehheiten einer Kante in Bezug auf 

alle Bli~tter gleich no ist, so liegen fiber dieser Kante genau n o Kanten, die zum 

relativen Rande yon W gehSren. Wenn L und Ln die L~ngen der relativen 

R~nder yon W und W~ bezeiehnen, so gilt 

L---- LL + L~ + ... + L2r 

wobei die Liinge einer doppelr Kante zweifach zu z~hlen ist. 

7. Wenn der Inhalt  I durch den Inhalt  I o der Grundfl~ehe Wo dividier~ 

wird, so erh~lt man eine Zahl S, die wir als die mittlere Bldtteranzahl yon W 

bezeichnen. Nach (2) gilt 

wo Sn die mittlere Bli~tteranzahl yon l ~  ist. 
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Be~rachten wit ein Teilgebiet J yon Wo, so kSnnen wir die mittlere Bli~tter- 

anzahl fiber J durch die Zahl S(J )  ausdriicken, die man erhi~lL wenn man den 

Inhalt  si~mtlicher fiber z/ gelegener Teile yon W durch den Inhalt  (~ des Gebiets 

J dividiert. Man hat in leicht verst~ndlicher Bezeichnung 

und folgiich 

s (~ )  = s~(A) + s~(d) + + s~-(d) 

s - s ( ~ )  = ~ )  (s~ - s ~ ( J ) ) .  
1 

Hieraus ergibt 

Differenz [ S - -  S(J)] .  

Teils yon W~ hSehstens gleich 

sieh dureh eine leichte IJberlegung eine Abschi~tzung der 

Wenn man ausdriickt, dass der Inhal t  des in z /gelegenen 

dem ganzen Inhalt  yon W~ ist, so erhiilt man 

s . ( z )  __< 

Ersetz~ man Wn durch die Komplementi~rmenge W 0 --W,~, so folgt in dersel- 

ben Weise 

Man h a t  nun einerseits 

und undererseits 

Diese Ungleiehungen kann man in die e ine  Ungleichung 

] 3 ~  - -  Sn (J)]  ~< ~ 2~Iin (Sn ,  I - -  Sn) 
0 

zusammenfassen. Wenn jetzt die Metrik yon W o den frfiher aufgestellten Be- 

dingungen genfigL so gilt der ers~e Hilfssa~z, und  wir finden 

k 
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woraus dureh Addition 

k ~" k 
I S - -  S(~)l=< ? ~,  L n : ~ L .  

1 

Hiermib ist der erste Teil des ffir die ganze Theorie grundlegenden Uber- 

deckungssatzes bewiesen: 

~berdeckungssatz  1. - -  Die mittlere BlSiteranzahl iiber der ganzen Grund- 

fla'che Wo unterscheidet sich yon der mittleren Blh'tteranzahl iiber ei~em Teilgebiet J 

um eiue GrSsse, die durch die Lh'nge L des relativeu Randes majoriert wird, d. h. 

es gilt eine Uugleichung der Form 

(i. i) I,~'- s(J) l  _-< kL. 

Das Wesentliche in diesem Satze ist nagfirlich, dass die Absch~tzung gleich- 

m~tssig ftir alle tJberlagerungsfl~tchen gilt, indem die Konstante k nur yon W o 

und d abh~ngt, dagegen weder yon der t3berlagerungsfl~che W noch yon der zu 

ihrer Definition verwendeten Dreiecksteilung. Ist  L = o so wird S-~ S ( J )  fiir 

jedes Gebiet J ,  d. h. die Bl~tteranzahl einer relativ unberandeten t3berlagerungs- 

fl~che ist konstant. 

8. Wir  gehen dann zur Untersuchung der linearen t~berdeckung fiber. 

Auf Wo betrachten wir eine Kurve 7 yon der Liinge 40, welche der in 3. ein- 

geffihr~en Regularit~tsbedingung geniigt. Die mittlere Blgtteranzahl fiber 7 wird 

mit s (y) bezeichnet, und ist gleich der dutch ~o dividierten Linge simtlicher fiber 

7 gelegener Kurven auf W. Auch ffir s(~,) gilt die Zerlegung 

,~(r) = ~l(r) + ~(r )  + + ~ ( r ) .  

Wenn 7' einen Teilbogen yon 7 bezeichne~, so kann man ganz wie in der 

vorigen Nummer die Differenz I s(~,)-  s (~')1 abschiitzen. Man erhglt unter  An- 

wendung des zweiten HilfssaSzes 

k' I~(~)-~(r')l--< ~L,  

wo Z' die Li~nge v0n j bedeutet. Hieraus schliesst man, dass die Differenz 

zwischen den mittleren BliitteranZahlen fiber zwei verschiedenen Kurven dutch 

L majorlert wird, denn sle kSnnen a l s  Teilbogen derselben Kurve aufgefasst 

werden. 
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Wir  wollen noch zeigen, dass auch s (7) und S sich nur um eine durch L 

major ier te  GrSsse unterscheiden. W i r  w~hlen fiir ~ eine Kurve,  welche die Fl~che 

Wo zerlegh Es sei z/ das ldeinere der yon 7 begrenzten Teilgebiete. 

Wenn  man den ersten Hilfssatz  auf  den Durchschni t t  yon W~ und J an- 

wendet,  so erh~lt man 

S~ (J)  < k (Ao s~ (7) + L~). = ~  

Ebenso gilt fiir den Durchschni t t  yon Wo--Wn und  z/ 

O 

Hieraus  folgt, wenn man die aus dem ersten Hilfssatz  folgende Ungleichung 

~ k ~o l~eachtet, einerseits 

I S~ (~/) --  s~(7) I --<-- Max (5~(d),  s.(7)) ~ ~ (s + L.) 

und  andererseits  
]c 

I Sn (J) -- s. (7) I ~ Max (, --  Sn (A), I -- sn (~')) ~ ~ (~o (' -- sn (~')) § Ln). 

W e n n  jetzt  noch der zweite Hilfssatz  angewandt  wird, so ergibt  sich endlich 

, S .  (d) _ s. (7) , < k (  ) k _-- ~ Xo Min (s. (7), I --  s~ (r)) + L .  ~ ~ (it 0 k' + I ) L n  -~- ~ L..  

Durch  Addit ion erh~lt man dann 

und mit  Hi l fe  yon (I. I) 
I S (J) - -  s (7) 1 ----< ~ L, 

I S - -  ~ (r) l _--< (k + ~ )L .  

Die neue Kons tan te  kSanen wir wieder mit  k bezeichnen und  finden so den 

zweiten Tell des t~berdeckungssatzes: 

~berdeckungssatz 2. - - D e r  Unterschied zwischen den mittleren Bl~tter- 
anzahlen iiber der ganzen Fldche Wo und iiber einer Ku~ve ~ geniigt ein~" Un- 
gleichung der Form 

(I. 2) i s -  ~(~)l <= ~ L. 

Wenn  Wo berandet  ist, so k a n n  man fiir 7 besonders e inen  Teilbogen des 

Randes  w~hlen. Diese Ar t  der Anwendung  wird i r a  folgenden sehr wichtig. 
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w 3. Die Charakteristik. 

9. In' diesem Abschnitt ist W eine beliebige endliche Fliiche, auf der eine 

Dreiecksteilung gegeben ist. Die Ecken der Dreiecke sind entweder innere Ecken, 

d. h. inhere Punkte der Fl~che W, oder sie liegen auf dem Rand yon W. Ebenso 

unterscheidet man zwischen inneren: Kanten und zum Rande gehSrigen Kanten. 

Wir woUen mit E die Anzahl der inneren Ecken, mit K die Anzahl der inneren 

Kanten und schliesslich mit P d i e  Anzahl der Dreiecke (Polygone)auf der Fliiche 

W bezeichnen, hus diesen Anzahlen bildet man die GrSsse 

q------E+ K - - P ,  

die als Charakteristik der Fl~che W in der vorgegebenen Dreieckstoilung be- 

zeichnet wird. 

Wenn wit eine Anzahl der inneren Kanten und Ecken unterdriicken, so 

erhalten wir eine polygonale Zerlegung, welche die gegebene Dreiecksteilung als 

Unterteilung besitzt. Die erhaltenen Teilgebiete bezeichnen wir mit Y~, die aus 

den iibriggebliebenen inneren Kanten gebildeten Kurven mi ta .  Die Charak- 

teristik eines Gebiets ~ in der gegebenen Dreiecksteilung sei Q (~). Wenn ~' 

und ~ ' d i e  "Anzahlen der iibriggebliebenen Dreiecksteile sind, so wird offenbar 

(3) - E + K .  

Wir wollen als bewiesen voraussetzen, dass die Charakteristik eines Dreiecks 

in jeder Unterteilung gleich - - I  ist. Dann erkennt man leicht, dass die Charak- 

teristik auch im allgemeinen Falle yon der Dreiecksteilung unabhiingig isr und 

folglich eine topologische Invariaate darstellt. Es geniigt n~imlich zu zeigen, 

dass eine Teilung und ihre Unterteilung dieselbe Charakterlstik ergeben, und 

die~ses geht  durch Anwendung der Formel  (3) hervor: In der Tat, jedes q(~) 

ist gleich -- I, und wenn E, K, P die zur Oberteilung gehSrigen Anzahlen sind; 

so  ertg41t maza fiir die Charakgeristik der Unterteilung den Ausdruck - - ~  + K--  _P. 

Die Bede~ung des G l i e d e s - - E +  K in der Gleichung (3) soll n~her unter- 

suchg werden. Eine einfache geschlossene Kurve enth~lt ebensoviele Kanten wie 

Ecken und gibt also keinen Beitxag zum genann~en Glied, wiihrend ein Quer- 

schnitt eine Kante mehr enth~lt und f01glich den Beitrag I liefert. Wenn nun 

~ie .Zerlegung der Fl~che W in die Gebiete ~ durch lauter punl~fremde Riick- 

kehrSdlml~te und QUerschnitte erfolgt, so finder man also 
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(4) = 

w o n  (a) die Anzahl der Quersehnitte bezeiehnet. D i e  F0rmel (4); die wir als die 

allgemeine Zerlegungsformel bezeichnen w011en, wird uns in den Anwenahngen 0f~ 

begegnen. 

Wir: verwenden sie zunEchst u m  die Charakteristiken der vers6hiedenen 

topologischen Typen zu ermitteln. Eine schlichtartige Fl~che m i t q  Konturen 

kann durch q -- I Querschnitte in eine Fl~iche verwandelt werden, die topologisch 

~quivalent mit einem Dreieck ist; die Charakteristik wird fo!glich gleich q -  2. 

Eine orientierbare ~Fl~che mit q Konturen und q' nieht zerlegenden Riiekkehr- 

schnit~en wird durch diese Riickkehrschnitte in eine schliehtar~ige Fl~iche mit 

q + 2q'  Konturen verwandelt. Sie erh~lt �9 die Charakteristik q H- 2~/' -- 2. 

Auoh die Charakter{s~ik einer nicht, orientierbaren F1Kche liesse sich leieht be- 

rechnen, hat abet in dieser Arbeit keine Bedeutung. 

Die gesehlossene Fl~che yore Geschlecht Null besitzt mit Q = - - 2  die kleinste 

Charakteristik. Fiir berandete Fl~chen ist die kleinste Charakteristik g l e i c h -  t; 

sie kommt allen einfach zusammenh~ngenden Fl~ichen zu. Wenn man yon dieser 

Bemerkung Gebrauch macht, so bekommt man aus (4) eine wichtige Ungleichung. 

Es wird n~mlieh, wenn 1V(~2) die Anzahl der Gebiete $2 angibt, 

und das Gleiehheitszeichen gilt nut, wenn s~mtliche Teilgebiete einfach zu- 

sammenh~ngend sind. Etwas genauer gilt sogar 

(5') e > = n  (,,) - N ,  (n) ,  

wo Nt($2 ) die Anzahl der einfach zusammenh~ngenden Gebiete ~2 ist 

IO. Wenn W als ttberlagerungsfl~che Von:Wo gegeben ist, so besteh~ eine 

der Hauptaufgaben dieser Arbeit in der Aufstellung der Beziehungen'zwisChen 

den Charakteristiken yon W und W0. Als Vorbereitung wo]len wir  in dieser 

Nummer den Zusammenhang zwischen der Charakteristik ~ o n W  .nnd den topo- 

logischen Eigenschaften der zugehSrigen BlOtter W,~ untersuchen. 

Der Betrachtung wircl die~enige Dreiecksteilung der Fl~che Wo zugrunde 

gelegt, mit deren I-lilfe die Uberlagerungsfl~iche definiert wird. Wenn : E , : / ~  

und P~ die zu W~ gehSrigen Anzahlen sind; so ist ~n ~---En+Kn--.~n die Smnin6 

der Charakterlstiken der.ienigen Gebiete, aus denen  Wn besteht. Ffii" die::Teilung 
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der Fliiche W gilt, wie man sofort besti~tigt, P = - ~ ,  P~ und K = ~, K~. Dage- 

gen ist im allgemeinen E ~  ~ E~, denn bei der Bereehnung yon E wird die Viel- 

fachheit der Ecken nicht beriicksichtigt. Die genaue Relation lautet E = ~ E~ --  w, 

wo w die sog. Verzweigungszahl der Fliiche W bezeichnet, d. h. die Summe der 

0rdnungen si~mflicher Verzweigungspunkte. Aus den gefundenen Gleichungen 

ergibt sich unmittelbar 

(6) = Z + 

Die Charakteristik einer ~erlagerungsfldche ist gleich der Summe der Cha- 

rakteristiken der Gebiete, aus welchen die einzelnen Bldtter bestehen, vermehrt um 

die Verzweigungszahl der Fldche. 

Dieser Satz bildet eine direkte ger~llgemeinerung der bekannten HuRwlTzschen 

Relation fiir unberandete l~berlagerungsfliichen. Wenn W keinen relativen Rand 

besitzt, so sind nile Q~ gleich der Charakteristik Q0 der Grundfl~iche. Men erhiilt 

dann Q ---- hrQo + w, wo N die Bliitteranzahl bezeichnet. Diese Gleiehung ist mit 

der tIurwitzsehen Relation identisch. 

w 4. Der metrisch-topologische Hauptsatz. 

i i. Die im letzten Abschnitt  gefundene Gleichung (6)bi ldet  eine rein 

topologisehe Yerallgemeinerung tier tturwitzschen Relation. Sie hat  den wesent- 

lichen Nachteil, class man fiir ihre Verwertung die Gr~ssen Qn kennen muss, die 

in komplizierter Weise yon den {)berdeckungs-und Zusammenhangseigenschaften 

der Uberlagerungsfl~iche abh~ngen. 

Es liegt nahe nach einer metrisch-topologischen Verallgemeinerung der 

Hurwitzschen Relation zu suchen, welche die frfiher eingefiihrte mittlerr Bliitter- 

anzahl benutzt. Eine solche Verallgemeinerung wird durch den folgenden Satz 

gegeben, dessen zentrale Stellung in unserer Theorie die Bezeiehnung Hauptsatz 

rechtfertigt: 

Metrisch-topologischer Hauptsatz. - -  Es sei Wo eine geschloa~ene oder be- 

randete Grundfldche mit der Charakteristik Q0, W eine Uberlagerungsfldche derselben. 
+ 

Wenn ~ die Charakteristik von W bedeutet, so sei ~ die grb'ssere der Zahlen Q und o. 

Dann gilt die Ungleichung 

(II. I) + Q ~ Q o S - - k L ,  

wo S die mittlere Bldtteranzahl, L die Ld~ge des relativen Bandes bezelchnet. 
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Es Soil zun~ichst kurz erkl~rt werden, wie man zu dieser Formulierung 

kommt. A u s  der Hurwitzsehen Relation Q ~ hrQo + w folgt die weniger genaue 

Ungleichung Q ~ N Q o .  Um diese Ungleichung auf den Fall einer berandeten 

~berlagerungsfl~che zu verallgemeinern ersetzen wir N durch die mittlere Bl~tter- 

zahl S und fiigen rechts ein Restglied hinzu. Die Ungleichung (II. I) besagt 

im Falle Q > o, dass ffir dieses Restglied eine ~ihnliche Absch~itzung gil~ wie in 

(I. I) Und (I. 2). Wenn Q-~--  i ist, so ist es klar dass man auf der linken Seite 

Null schreiben muss, denn S und L kSnnen beliebig klein sein. 

Wir  bemerken schliesslich, dass der Satz trivial ist fiir Qo ~ o. Wir  brauchen 

also nut  solche Grundfl~chen zu betrachten, deren Charakteristik Qo posit ivist .  

I2. Wir beginnen unseren Beweis mit dem Fall einer schliehtartigen Grund- 

fl~ehe. W0 besitze q > 2 geschlossene Konturen, die sieh eventuell auf Punkte 

reduzieren kSnnen; dann gilt Q0-~q- -2 .  Dureh q punktfremde Querschnitte 

71 . . . .  , 7q mit endlicher L~nge zerlegt man die Grundfl{iche in zwei einfach zu- 

sammenh~ngende Teile J '  und J " .  Die Wahl  dieser Querschnitte soll natfirlich 

ein ffir aUe Mal festgelegt werden, und darf nicht yon der (~berlagerungsfl{iche 

W abh{ingen. 

Die t~berlagerungsfl~iehe W ist definiert mit Hilfe einer gewissen Dreiecks- 

teilung der Grundfl~che. Wit nehmen an, dass es eine gewisse Unterteilung 

dieser Teilung gibt, in welcher die Quersehnitte 7 1 , . . . ,  7q aus lauter Kanten 

bestehen. Ferner w i r d  vorausgesetzt, dass W keine fiber diesen Querschnitten 

gelegenen Verzweigungspunkte besitzt. Diese Annahmen bedeuten keine Ein- 

schr~nkung, denn jede Fl~ehe kann dutch eine beliebig kleine Deformation, 

welehe den Zusammenhang unver~indert l{isst und eine beliebig kleine ~nderung 

yon S und L verursaeht, in eine Fl{~che verwandelt werden, die diesen Vor- 

aussetzungen geniigt. 

Die fo|genden Betrachtungen beziehen sich auf die oben eingeffihrte Unter- 

teilung und die ihr entsprechende Dreieeksteilung der Fl~che W. Auf W ziehen 

wir s~tmtliche Kantenziige, die fiber den Querschnitten 7 liegen. Sie bilden ein 

System yon punktfremden Querschnitten a der Fl~che W, welche diese Fl~che in 

endlich viele Gebiete ~ zerlegen. Ffir diese Zerlegung gilt die im vorigen Ab- 

sehnitt bewiesene topologische Ungleichung 

(5)  q ( . )  - 

22--34686. Acta mathematica. 65. Imprim~ le 8 f~vrier 1935. 
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Aus dieser Ungleichung soll die gewiinschte Relation (II. ~)hergelei tet  

werden. Dazu wird zun~chst eine Klasseneinteilung der Querschni~te a und der 

Gebiete ~ eingeffihrt, welche den Weg zum Beweis bereitet. 

I 3. Wir  beginnen mi~ der Absonderung einer Folge yon Gebietsklassen 

(~) , . . . ,  (~,) und eatsprechenden Querschnittsklassen (al) , . . . ,  (op), die in folgender 

Weise definiert werden: 

Zu der ersten Klasse (~1) gehSren s~mtliche Gebiete s die yon genau einem 

Querschnitt a begrenzt werden. Diese Querschnitte bilden die erste Querschnitts- 

klasse (al). Zur Klasse ( ~ )  z~hlen wir diejenigen Gebiete ~, deren I~and einen 

einzigen, nicht zur Klasse (al) geh5rigen Querschnit~ umfass~, und zur Klasse (~) 

diese Querschnitte. Allgemein sei (~n) die Klasse derjenigen Gebiete ~, die yon 

genau einem neuen, d. h. zu keiner der Klassen (al), . . . ,  (an-l) gehSrigen Quer- 

schnit~ begrenzt werden, und (an)die Klasse dieser neuen Querschnitte. Das 

Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis s~mtliche Gebiete ~ erschSpft sind, oder 

bis s~mtliche iibriggebliebene Gebiete entweder yon gar keinem oder yon wenig- 

stens zwei neuen Querschnitten begrenzt werden. 

Aus der Definition folgt, dass jedes Gebie~ ~ ,  yon einem Querschnitt a,~ 

begrenzt wird. Umgekehrr wollen wit zeigen, dass jeder Querschnitt an im all- 

gemeinen nut  ein einziges Gebiet ~n begrenzen kann. Wir beweisen zuerst fol- 

gende Eigenschaf~: ]eder Querschnitt ~n zerlegt die Fla'che W in zwei Teile, u~d 

alle Querschnitte a, die in demselben Teilgebiet liegen wie ein yon an begreuztes ~, ,  

gehb)~en zu den Klassen (a~),..., (an-l). 

Fiir n ~ I is~ der Satz unmittelbar klar. Wir nehmen an dass er bewiesen 

is~ fiir alle Indi~.es, die kleiner als das gegebene n sin& Das Gebier ~n wird 

ausser yon a~ noch yon gewissen Querschnitten niedrigerer Klasse begrenzt. 

Diese Querschnitte bestimmen nach der InduktionsvorausseSzung je ein Teilgebiet 

you W, da.s nut  Qtlerschnitte yon noch niedrigerer Ordnung enth~it. Die :Menge 

Mler Punkte, welche ohne l~berschreitung yon a~ mit dem Innern yon ~n ver- 

bunden werden kSnnen, wird aus ~n and  den genann~en Teilgebieten gebildet. 

t t ieraus fo]gt, dass s~mtliche in dieser Menge enthaltene Querschnitte a zu den 

Kl~ssen (a~), . . . ,  (a~-~) gehSren, und unser S~tz ist bewiesen. 

Wenn es vorkommt, dass ein Querschnitt an gleichzeitig zwei Gebiete ~ ,  

begrenzt, so folgt aus dem soeben bewiesenen sofort, dass alle anderen Quer- 

schnit~e yon niedrigerer Klasse sin& Dieser Fall kann also nur eintreten, wenn 

s~mtliche Querschnitte a zu den abgesonderten Klassen gehSren, und auch dann 
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uur ffir den einzigen Querschnitt der hSchsten Klasse. Von diesem Ausnahme. 

fall abgesehen entsprechen sich die abgesonderten Gebiete und Querschnitte 

umkehrbar eindeutig. 

Die fibriggebliebenen Gebiete ~ werden, wie schon bemerkt wurde, entweder 

nur yon abgesonderten Querschnitten oder yon wenigstens zwei nicht abgeson- 

der~en Querschnitten begrenzt. Wir  behaupten, dass der erste Fall nur aus- 

nahmsweise vorkommt. In  der Tat, wenn ein Gebiet s yon lauter abgesonder~en 

Querschnitten begrenzt wird, so bestimmen diese Querschnitte Teilgebiete, in 

deren Inneren nur abgesonderte Querschnitte liegen, und zwar keine v o n d e r  

hSchsten Klasse. Hieraus schliesst man, dass alle Querschnitte abgesondert sind, 

und dass es hSchstens ein Gebiet s yon der betrachteten Art geben kann. Die 

Charakter eines Ausnahmefalls ist damit nachgewiesen. 

I4. Wir  wollen jetzt voraussetzen, dass nicht si~mtliche Querschnitte a ab- 

gesondert sind, und fiir diesen Fall die Klasseneinteilung weiterffihren. Jedes s 

das zu keiner der Klassen (s gehSrt, wird nach dem vorhergehenden yon we- 

nigstens zwei nicht abgesonderten Querschnitten begrenzk Jenachdem die Anzahl 

dieser Querschnitte kleiner als q oder wenigstens gleich q ist, ziihlen wir f2 zur 

Klasse (s (s 

Die entsprechenden Querschnitte werden am besten in drei Klassen ein- 

geteilt: Die Querschnitte der Klasse (o*)begrenzen zwei Gebiete s die der 

Klasse (a') begrenzen ein s und ein s und die der Klasse (a") begrenzen zwei 

Gebiete s 

Damit ist die ganze Klasseneinteilung vollzogen. Zur besseren Orientierung 

geben wir  noeh eine l~bersicht fiber die eingefiihrten Klassen und wiederholen 

die wichtigsten Beziehungen. Die Klassen sind 

( s  (s (s (s 

uud es gilt: 

i ~ Die s und a,~ entsprechen sich ein-eindeutig. 

2 ~ Jedes  s wird yon wenigstens zwei, aber hSchstens q -  I Querschnitten 

a' oder a" begrenzt. 

3 ~ Jedes ~* wird yon wenigstens q Querschnitten a', a" oder a* begrenzt. 

Die obige Einteilung bezieht sich auf den Fall, dass nicht Si~mtliche a (lurch 

die Klassen (a~)erschSpft  werden. Auch im entgegengesetzten Falle-geniigen 
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die durchgefiihrten Untersuchungen um die Struktur der Fl/iche festzustellen. 

Wir brauchen aber, aus einem Grunde, der sofort klar werden wird, auf diesen 

Fall nicht n~her einzugehen. 

x4. Wir kehren zur Ungleichung (5) zurfick und betrachten die auf der 

rechten Seite stehende Differenz n (a) --  N(~). Wenn wir voraussetzen, dass nicht 

alle Querschnitte abgesondert sind, so heben sich die Anzahlen der zu den 

Klassen (~,,) und (an) gehSrigen Gebiete und Querschnitte auf und brauchen bei 

de r  Berechnung der Differenz nicht beriicksichtig~ zu werden. Durch eine den 

Klassen (~') und (~*) entsprechende Aufspaltung erhalten wir, in unmittelbar 

verst~ndlicher Bezeichnung, 

[ I ] [ I n ( ap )_~ (~ , ) ]  " 
(7) e => ,~ (,,") + ~ .  (,,') - N(~') + ~ (,,*) + 

Wenn man ausdrfickt, dass alle Gebiete ~ '  yon wenigstens zwei 

Quersehnit~en a' oder a" begrenzt werden, so finder man die Ungleichung 

n (a') + 2 n (a") -->__ 2 2Y (~'), d. h. der erste Klammer in (7) ist sicher nicht negativ. In 

gleicher Weise folgt aus der Definition der Gebiete ~*, dass n (a')+ 2 n (a*)>qN(~*). 

Diese Ungleichung kSnnen wir zur Elimination yon N(~*)  benutzen, und erhal- 

ten aus (7) 

(S) e > q - 2 (  In ) q - z  = - ,~ (~* )+  (~') _-__ , (~*) .  
q 2 q 

Es gilt jetzt die Anzahl n(a*) nach unten abzusehis Jeder  Quer- 

schnitt a liegt fiber einer der Kurven 7~; A(a) bezeichne die L~nge des Quer- 

schnitts dividiert durch die Lii.Dge dieser Kurve. Ferner setzen wir ~* ~-~t (a*) ,  

streckt 
. (.,) > 

q 
s (7,) = ~* + ~' + ~" + ~ta. Nach dem ~dberdeckungssatz ist andererseits 

1 
q 

~_~s(~) > q S -  k L  und wir erhalten aus (8) 
1 

# > ( q - - 2 ) S - - k L - - ( Z '  + Z" + ~). 

(a'), ~ " = ~ ( a " )  und endlich ha gleieh der entsprechenden Summe er- 

fiber aUe Querschnitte der abgesonderten Klassen (an). Es ist zuniichst 

~*, denn jedes ~ (a) ist hSchstens gleich I. Welter gilt definitionsgem~ss 

Um d e n  Beweis zu vollenden brauchen wir nur noch zu zeigen, dass 

Z' + ~" + ~a kle iner  ist als L multipliziert mit einer yon W unabh~ngigen Kon- 
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stante. Dieses geniigt auch in dem Falle, wo die Klassen,(a ,)s~mtl iche Quer- 

schnit~e umfassen. Man schliesst n~mlich dann mit Itilfe des 1Uberdeckungs- 

sa~zes, dass S selbst kleiner als eine Konstante real L wird, und die Ungleichung 

(II. I) ist erffillt fiir einen gewissen w e f t  der Konstante k. 

15. Die Zuendeffihrung des Beweises gesehieht durch eine neue Anwendung 

des Uberdeckungssutzes. Wir  betrachten uls Grundfl~chen die yon den Kurven 

7- begrenzten Teilgebiete J '  und J" ,  und bestimmen eine feste Zahl k mit fol- 

gender Eigenschaf~: Wenn ~ eine beliebige Uberlugerungsflfiche yon J '  oder J "  

ist und s(7, ) ihre mittlere Bliitteranzahl fiber 7~,, so soll fiir iedes Kurvenpuar 

7.-, 7~ die Ungleichung 

I s (Tu) - -  s (7,) I ~ q -- 2 k L (~) q - - I  

erffillt sein, wobei L(~)  die L~nge des relutiven Randes von ~ i n  Bezug uuf 

J '  bzw. ~"  bezeichne~. 

Fiir ~ wi~hlen wir eines der Gebiete ~ , .  Der entsprechende Querschnitt 

an liege z. B. fiber 7~. Dann gilt ffir v-~ 2 , . . . ,  q 

z (~n) < . ,  (7i) --< s (z.) + 
q - - 2  

L (~n). 
q - - I  

Diese Ungleichungen rechnen wir zusammen und addieren noch beidersei~s ~ (a,). 

Es wird dann 

q z(~.)=< ~ z ( o )  + (q - 2 ) k L  ( ~ ) ,  
~n 

wo die Summe fiber s~mtliche ~ ,  begrenzende Quersehnitte erstreckt werden 

soll. Wir  addieren noch einmal fiber s~mtliche Gebiete der abgesonderten 

Klassen (~ )  . . . .  , (~p). Auf der linken Seite erhalten wir q),a, falls die abgeson- 

derten Quersehnitte und Gebiete sieh ein-eindeutig entspreehen, oder ausnahms- 

weise eine grSssere Summe, wenn ein an gleichzei~ig zu zwei ~n gehSrt .  Das 

rechtsstehende Hauptglied gibt bei der Addition eine Summe, die hSchstens gleich 

2 ~a ist, denn .ieder Querschnitt begrenzt hSchstens zwei Gebiete ~. Schliesslich 

wird die Summe der  Restglieder kleiner oder gleich (q - -2 )k  L. Wir  finden also 

die Ungleichung 

q ]~a < 2,,~a + (q - -  2)kL, 

woraus sofort ha --<_ kL folg~. 
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Die GrSssen 2/ und A" sind jetzt leieht abzusch~tzen. Es gibt zu jedem 

~'  eine Kurve 7,, die yon keinem zu gehSrigen Querschnitt  a' oder a" iiber- 

deckt wird. Fiir diesen Index # gilt 

Z (a') + ~, Z (a") ~ ~ s (7,) ~ (q -- ' )s  (Tg) + (q -- 2) kL  (~').~ 

Wenn wir diese Ungleichungen addieren, so erhalten wir links die Summe 

,~' + 2 ~,". Rechts hat man zu beachten, dass die s (7,) nur yon deu abgesonderten 

Quersehnitten herriihren kSnnen, und dass jeder Querschnitt am hSchstens ein ~ '  

begrenzt. Man findet dann 

)~' q- 2 ~  t '  ~ (q - -  I ) Z a  ~t- ( q - - 2 ) k L  ~ ( 2 q  - -3 )kL .  

t t iermit  ist der t iauptsatz bewiesen fiir den Fall einer schlichtartigen 

Grundfl•che. 

I6. Eine nicht schlichtartige Fl~tche We kann durch ein System yon Riick- 

kehrschnitten p in eine schlichtartige Fl~iche W0 mit derselben Charakteristik #o 

verwandelt werden. Auf der t3berlagerungsfl~iche W ziehen wir s~mtlJche Kurven 

a, die fiber den Riickkehrschnitten gelegen sind. Diese sind teils Querschnitte, 

tells Riickkehrschnitte auf W, und zerlegen die Fl~che W in Teilfl~chen W, die 

als t~berlagerungsfl~chen yon l ~  0 aufgefasst werden kSnnen. Es gilt nach dem 

Zerlegungsgesetz (4) 

(9) Q = e ( w )  + 

we n (a) die Anzahl der unter  den Kurven ~ vorkommenden Quersehnitte bezeichnet. 

Wenn wir bemerken, dass jedes negative #(W) gleich - - I  is~, so kSnnen wit (9) 

auch in der Form 

e =  

schreiben, wobei N1 die Zahl der einfach zusammenh~ngenden Teilfl~chen angibt: 

Naeh einem grundlegenden Satz der Topologie wird eine zasammenli~ngende 

Fl~che durch einen Querschnitt in hSchstens zwei Teile zerlegt, und belde Teile 

sind eiufach.zusammenhfingend nur wenn dieses yon der urspriinglichen Fl~che 

gilt. Wendet  man diesen Satz wiederholt an, so w man class in jeder Zer- 

legung durch lauter Querschnitte die Anzahl der Teilgebiete hSchstens um:Eins  

grSsser ist als die Anzahl der Querschnitte. Wenn die gegebene Fl~che mehr- 

1 Die l i n k s s t e h e n d e n  S u m m e n  werden  fiber s~mt l iche  ~ '  begrenzende  a '  bzw.  a rt erstreckr 
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fach zusammenh~ngend ist, so ist ausserdem die Anzahl der einfach zusammen- 

h~ngeDden Teilgebiete hSchstens gleich der Anzahl der Querschnitte. Dieses 

Resultat wenden wir auf die obige Zerlegung an. Wenn die Zerlegung nur  durch 

Querschnitte erfolgen wiirde, so h~tte man, vorausgesetzt dass Q ~ o, ~rj ~ ~ (~). 

Durch Hinzuftigung der Rfickkehrschnitte werden keine neuen einfach zusammen- 

h~ngenden Gebiete erhalten, denn .~edes Teilgebie~, das yon einem Riickkerschnitt 

begrenz~ wird, besitzt ausserdem wenigstens eine andere Kontur und ist folglich 

mehrfach zusammenh~ngend. Es gilt also ta~s~chlich N~ ~ n (~), wenn nur  Q >= o 

ist, und wir finden 
+ + 

Wenn andererseits Q ~ -- I, so haben wir N 1 -< n (~) + I, u n d e s  foigt dass 

kein ~ (W) posRiv ist. Wir  schliessen hieraus, dass die Ungleichung 

in jedem Falle erftilR ist. 

Die GrSssen Q(W) werden jetzt mit Hilfe des schon bewiesenen Teils des 

Hauptsatzes nach unten abgesch~tzt. Wit  erhalten dann nichts anderes als die 

Ungleichung (II. I), denn S ist die Summe tier mittleren Bl~tteranzahlen der 

Teilfl~cheu W, und  L is~ bes~immt nicht~ grSsser als die Summe der L~ngen 

ihrer relativen R~nder. 

w 5. Die Umkehrung. 

17. Die Hurwitzsche Relation fiir eine unverzweigte und relativ unberan- 

dete ~berlagerungsfl~che lautet Q ~  N#o, oder wenn wir dieselbe Gleichung 

metrisch-topologisch schreiben, Q = SQ0. Man stellt sich die Frage, welche Be- 

dingungen eine unverzweigte ~berlagerungsfl~che W erfiillen muss, damit die 

Ungleichung (II. I) durch eine entsprechende Gleichung ersetzt werden kSnne. 

Es liegt uns nich~ daran, die allgemeinsten derartigen Bedingungen aufzustellen, 

sondern wir wollen nur einen Fall behandeln, wo die betrachtete Ungleichung 

sich sofort umkehren l~sst. 

Die Fl~che W sei in einer endlich vielbl~trigen, unverzweigten und 

relativ unberandeten ~berlagerungsfl~che yon Wo enthalten, die wir mit F 

bezeichnen wollen und deren Bl~tteranzahl gleich N sei. Das Komplement  yon 
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W in Bezug auf 2' zerf~illt in Gebiete W', und man erh~tlt, wenn man die 

Charakteristik yon F einmal nach der Hurwitzschen Relation, einmal na~h dem 

Zerlegungsgesetz (4) berechnet, 

NQ0 = + e (W' )  + n ( r ) ,  

wo n (F) die Anzahl der Querschnitte yon F bezeichnet, die der relative Rand 

F yon W enth~lt. 

Setzen wir hrt gleich der Anzahl der einfach zusammenh~tngenden Gebiete 

IV', so wird 

N o=e + +,(r) 

Auf die Gebiete W '  wenden wir die Ungleichung (IL I) an, und bemerken dass 

die Summe ihrer mit~leren Bl~tteranzahlen gleich N -  S is~. Wir  erhalten also 

Nq0 > Q + (N- -  S) Qo-- NI + n(F) -- k L  
oder 

q <= SQo + N1- -  n (F)  + k L .  

Wenn der ganze Rand F aus lauter QuerschniSten besteht, so zerfiillr 2, 

in hSchstens n (F) + I Teilgebiete, wovon eines mit W identisch ist. In diesem 

Falle ist also N~ ~ n (F). Fiir jeden Riickkehrschnitt kann die Anzahl N1 hSchstens 

um eine Einheit zunehmen. Wenn die Anzahl der zu F gehSrigen geschlossenen 

Konturen m i t a  bezeichnet wird, so erhalten wit folgllch N~ < n ( F ) +  a, woraus 

q <  SQo + k L  + a. 

Diese Ungleichung stellen wir mit (II. I) zusammen, und bemerken gleieh- 
+ 

zeitig dass q _--> Q -  I. Wir erhalten dann folgende 

Metrisch-topologische Doppelungleichung. - -  Ids sei bekan~t, dass die .b'lgehe 

W als Teil einer iiber Wo ausgebreiteten, relativ zu Wo unbera~deten und unver- 

zweigten Uberlagerungsflgche aufgefasst werden kann. Wenn der relative l~and 

yon W h6chstens a geschlossene Konturen urnfasst, so gilt  die Doppelungleichung 

(II. 2) SQo --  k L - -  ~ < q < SQo + k L  + a. 

Is t  e0 > o, so gilt etwas einfacher 
+ 

(IL ~') Sr - - k L  < e < Sr + k L  + a, 

denn die zweite Hi~lfte dieser Ungleichung ist trivial ffir Q-------I. 
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II. Offene tJberlagerungsflilchen. 

18. Eine endliehe 13berlagerungsfliiche ist Teil einer anderen oder ist in 

ihr en~halten, wenn es eine topologische Abbildung der ersten auf einen Tell 

tier zweiten gibt, bei welcher entsprechende Punkte denselben Spurpunkt haben. 

Eine abz~hlbare Folge yon endlichen ~Jberlagerungsfli~chen W definiert eine un- 

endliche oder offene 13berlagerungsfl~Lche W*, wenn jede Fli~che Tell der fol- 

genden ist. Zwei Folgen definieren dieselbe offene ?3berlagerungsfliiehe, wenn 

jede Fliiche der einen Folge in allen bis auf endlich vielen Fli~chen der anderen 

Folge enthalten ist und umgekehrt. 

Eine Folge yon endlichen Fl~chen, welche die offene Fl~ehe W* definiert, 

heisst auch eine AussehSpfung der Fl~che W*. Eine offene Fl~ehe zu unter- 

suchen bedeutet nichts anderes als die Eigensehaften tier ausschSpfenden Folgen 

zu betrachten. Wenn wir die vorhergehende Theorie auf die Fl~chen W einer 

solchen Folge anwenden, so kommt etwas neues heraus, nur wenn wit das asymp- 

totische Verhalten der Restgl ieder  in (I) und (II) kennen. Diesem Umstande 

tr~gt die Einfiihrung des folgenden Begriffs Rechnung: Eine Aussch6pfung der 

offenen F15che W* dutch eine Foige von endlichen Fllichen W heisst regulSr, wenn 

das VerMiltnis zwischen der Lh'~ge des relativen Randes und der mittleren Bl~tter- 
L 

anzahl gegen Null strebt, d. h. wenn l i m ~  ~ o. 

In  den folgenden Untersuchungen spiel~ die Frage nach der Existenz einer 

regul~ren AussehSpfung eine hervorragende RoUe. 

I91 Wenn z/ ein beliebiges Teilgebiet yon Wo ist, so gilt nach dem I3ber- 

deckungssatz 

IS-- S(~)l _--< kL,  

gleichmi~ssig fiir alle Fli~chen W einer ausschSpfenden Folge. Wir  wollen die 

GTSsse S(J)  etwas niiher untersuchen. Der fiber J gelegene Teil elner Fli~ehe W 

zerfis in zusammenh~ngende Fli~chenteile ~ yon zwei verschiedenen Arten. 

Entweder ist eiu Fli~chens~iick ~2 relativ unberandet in bezug auf J ;  dann wird 

eine >>Insel>> genaunt. Oder ~ besitzt einen relativen Rand, der dann natiir- 

lich Tell des relativen Randes yon W ist; in diesem Falle heisst ~ eine >>Zunge>>. 

Der yon einer Insel herriihrende Tell yon S(J )  ist ganzzahlig und gleich der 

Bli~tteranzahl der Insel.. Wir  nennen diese Zahl die Multipliziti~t der betref- 
23--34686. Acta mathematica. 65. Imprim6 le 8 f6vrier 1935. 
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fendeu Insel. Rechuet man die Multiplizit~ten aller Inseln zusammen, so erh~lt 

man eine Zahl n(d) welche angibt, wie oft J sozusagen vollst~ndig iiberdeckt wird. 

Den yon den Zungen herrfihrenden Tell yon S(~/) bezeichnen wir mit/~(J). 

Den ~berdeckungssatz kSnnen wir dann in der Form der 

Gleichung (A) 
+ = s + O(C) 

schreiben. Die Landausche Bezeichuungsweise gibt an, dass das letzte Glied 

dem absoluten Betrag nach kleiner ist als L multipliziert mit einer Konstante. 

Diese AbschEtzung wird besonders bedeutungsvoll, wenn wir die Gleichung (A) 

auf eine regular ausschSpfende Folge anwenden. Ffir eine derartige AusschSp- 

lung folgt z. B. 

lim n(J) < I 
S = " 

Wenn man das Gebiet z/ dutch ein Teilgebiet ersetzt, so wird n(J) unver- 

iindert oder gr5sser. L~sst man J sich auf einen Punkt a zusammenziehen, so 

wird n(J) schliesslich gleich tier Anzahl n(a) der fiber a gelegenen inneren 

Punkte yon W, vorausgesetzt dass die Verzweigungspunkte bei der Berechnung 

dieser Anzahl mit ihren ~Iultiplizit~ten gez~hlt werden. Man muss aber beach- 

ten, dass die Gleichung (A) bei diesem Grenziibergang ihre Geltung verliert, 

denn die Konstante k kann fiber alle Grenzen wachsen. 

2o. Wir wollen jetzt die bisherige AUgemeinheit verlassen, indem wit 

einen besonders wichtigen Spezialfall ins Auge fassen. Die Betrachtungen sind 

jedoch die ganze Zei~ solcher Art, dass sie ohne Miihe auch in allgemeineren :F~llen 

durchgefiihr~ werden kSnnen. 

Als Grundfl~che W o w~hlen wir eine geschlossene Fl~che yore Geschlecht 

Null; es ist keine Einschr~inkung, wenn wir fiir Wo z. B. eine Kugel nehmen. 

Weiter setzen wit v0raus, dass die fiber Wo ausgebreitete offene Uberlagerungs- 

fl~che W* elnfach zusammenhi~ngend ist, d: h. es soll eine AusschSpfung durch 

lauter einfach zusammenh~tngende Fl~chen W geben. A u f  W o betrachten wir 

eine Anzahl yon q ~ 2 ausserha[b einander liegenden, einfach zusammenh~n- 

genden Gebieten J 1 , . . . ,  Jq. Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf 

die ~berdeckung dieser Gebiete. 

Ausser. der oben eingefiihrten, gewShnlichen Multiplizit~t einer Insel, die 

einem Oebiet J entspricht, w011en wir noch eine z.weite Multiplizit~t definieren, 
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die wir als einfache Multiplizit~t der Insel bezeichnen. Diese einfache Multi.- 

plizit~t soll gleich der mit umgekehrtem Vorzeichen genommenen Charakteristik 

der betreffenden ~nsel Sein. Also is t  die einfache ~/Iultiplizit~t hSchstens gleich I, 

sie kann aber aueh Null oder negativ sein. Sie ist I bei .~eder einfach zusam- 

menh~ngendeu Insel, und diesen Fall kSnnen wir als den normalen betrach~en, 

vorausgesetzt dass wir die einfachen ~ultiplizit~ten nur fiir einfach zusammen- 

h~ngende Gebiete J bilden. 

Die Summe aller einfachen !VIuitiplizit~ten, die zu den fiber einem Gebiet 

J gelegene n Inseln gehSren, bezeichnen wit mit p(~/). Sie ist hSchstens gleich 

der Anzahl der Inseln, und also sicher kleiner oder gleich n(J).  Wit bilden 

die GrSssen p(L/~) fiir eine Fl~che W der W* ausschSpfenden Folge und bezeich- 
q 

hen die Summe ~ p ( J , )  kurz mit 1o. Eine obere Schranke fiir p ist durch 
1 

qS + kL gegeben. Es handeR sich darum, auch eine untere Absch~tzung ffir 

dieselbe Summe zu finden. 

Wir betrachten s~mtliche fiber den Gebieten J 1 , - . . ,  z/~ gelegene Fl~ichen- 

stficke ~,  bezeichnen die Inseln mit ~2~ und die Zungen mit ~z. Aus W ent- 

fernen wit zun~chst alle ~ ;  dadurch zerf~llt W in lauter einfach zusammen- 

hEngende Restgebiete W'. Aus den Gebieten W' entfernen wir jetzt noch alle 

[nseln ~2~. Dann kSnnen die iibriggebliebenen Gebiete W als (~berlagerungs- 

flfichen des q-fach zusammenhi~ngenden Komplement~irgebie~s Wo der Gebiete , / ,  

aufgefasst werden. Die Gebiete W sind yon zwei wesentlich verschiedenen 

Arten: die Gebiete der ersten Art sind relativ unberandet in bezug auf Wo, 

w~hrend die Gebiete der zweiten Art einen relativen Rand besitzen, x Die 

Gebiete ]~ sind sicher mehrfach zusammenh~ngend, denn sie besitzen naeh der 

Iturwitzschen Relation eine Charakteristik, die wenigstens gleich einem Viel- 

fachen yon q--2  ist und folglieh nieht negativ seiu kann. 

Die Zerlegung der Gebiete W' in die Teile ~t und W erfolgt mit Hilfe 

yon lauter Riickkehrsehnitten. Es gilt folglich ~ Q(W) + ~,  @(~,)-~ ~ @(W'), 

woraus p : -- ~, @ (~)-~ ~ @(W=) + N(W'), w~nn N(W') die Anzahl der Gebiete 

W' bezeichnet. Setzen wir hr:(l~) gleieh der Anzahl der einfach zusammen- 

h~ngenden W, so erhalten wir noch 10= ~ @ ( l ~ )  + ~V(W')-- N:(W). Naeh 

dem was oben gezeigt wurde, sind die einfach zusammenh~ngenden W yon 

der zweiten Art und offenbar mit einem W' identisch, Hieraus folgt dass 

1 Die Gebiete der ersten Ar~ kSnnten zweckmiissig als ))Binnenseem, bezeichnet werden. 
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fl ~ N ( W ' )  --  NI(W) die Anzahl derjenigen unter den Gebieten W' angibt, welche 

wenigstens eine Insel enthalten. 

Wir  wenden jetzt den metrisch-topologischen Hauptsatz auf s~mtliche FI~- 

chen W an. Ihre mittlere Bl~tteranzahlen ergeben zusammen den Wef t  S(l~r0) 

und die relativen R~nder haben eine Gesamtl~nge ~ L. Es folgt also 

p -- ~ ~  (VW') + f l~ (q- -2)S( i~ /o)  + fl-- kL .  

Durch Heranziehung des t?berdeckungssatzes kSnnen wir noch S(Wo) durch S 

ersetzen und finden dann 

( m )  p - -  ~ __> (q - -  2) 8 - - / ~ L .  

Die nieht-negative Anzahl fl wollen wir in diesem Zusammenhang einfach 

weglassen und erhalten so die wichtige 

Ungleichung (B) 
q 

p = F~p(~.) ->- ( q -  2 ) ~ ' -  kL, 
1 

giiltig fiir q ~ 2. 

Wenn q ~ - 2  ist, 

ein, dass sogar p ~ o gilt. 

also erst mit q = 3  an. 

so sieht man durch eine rein topologische Betrachtung 

Die eigentliche Bedeutung unserer Ungleiehung f~ngt 

2I. Wenn m~n auf alle Inseln, die einem einfach zusammenh~ngenden 

Gebiet J entsprechen, die Hurwitzsche Relation anwendet, so  ergibt sich 

p (~) = . ( ~ )  - w(~) ,  

wo w(z/) die Summe der Verzweigungsordnungen der zu den Inseln gehSrigen 

Verzweigungspunkte bedeuter Die Ungleichung (B) erh~ilt die Form 

q q 

n(J+) -- ~,  w(J . )  ~ (q -- 2) S -- k L 
1 1 

oder 
q q 

F , ( s -  ~(d~)) + Z w ( ~ . )  =< 2 ~  + kL.  
1 1 
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Anwendung der Gleichung (A) ergibt sich noch die besonders einfache 

q q 

(B') + F, w(a,)  __< S + k L 
1 1 

Wenn es eine regul~re AusschSpfung existiert, so liegt es nahe folgende 

Begriffe einzufiihren: Unter  dem Defekt ~(z/) und dem Verzweigungsi~dex e(J) 

eines Gebiets z/ verstehen 

AussehSpfung existier~ mit 

und 

wir die kleinsten Zahlen, ffir welche eine regul~re 

lim i t ( J ) - -  (~(z/) 
S 

lim w (,/) _ r ( j ) .  
S 

5Taeh dieser Definition liegt der Defekt zwisehen o und I oder f~illt mit einer 

dieser Grenzen zusammen, und der Verzweigungsindex ist jedenfalls grSsser oder 

gleich Null. Aus (B') folgt die 

Defektrelation. - -  F~r  eine beliebige Anzahl von ausserhalb einander gele- 

genen, einfach zusammenhdngenden Gebieten zt gilt 

d.h. die Summe sa'mtlicher Defekte und Yerzweigungsindizes ist hb'chstens gleich 2. 

Wir e r inne rn  daran, dass der ganze Defektbegriff und folglich auch die 

Gfiltigkeit der Defektrela.tion wesentlieh auf der Annahme beruht, dass eine 

regulate AusschSpfung existiert. 

Schliesslich wollen wit noch diejenige Ungleichung aufstellen, die aus (B) 

entsteht, wenn s~mtliche Gebiete J ,  sich auf Punkte  reduzieren. Wir  betrachten 

q Punkte a 1 . . . .  , aq und w~thlen die Gebiete z/, so, dass sie je einen Punkt  a~ 

enthalten. Es sei p(a,) die mit einfaehen Multiplizit~ten gez~hl~e Anzahl der 

fiber a, gelegenen inneren Punkte yon W. Dann ist offenbar p(a~)~p(J~)  und 

wit finden 
q 

(B1) ~p(a~)  ~ (q -- 2)S --  k L .  
1 
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22. Wir  werden jetzt zeigen dass es mSglich ist, aus der Ungleichung (B) 

eine notwendige Bedingung ffir die Existenz einer regul~ren AusschSpfung ab- 

zulesen. 
Wir  betrachten die Gebie~e J1,  . . . ,  Z/q und nehmen an, es gehSre zu jedem 

Gebie~ z/i eine ganze positive Zahl /~ mit  folgender Eigensehaft:  Ffir eine be- 

liebige Fl~che W der aussehSpfenden Folge ist die gewShnliehe ]~Iultiplizit~t yon 

jeder I n s e l ,  die fiber dem Gebiet J~ liege, wenigstens ~rmal  so gross wie die 

einfache M u l t i p l i z i ~  der Insel. Wenn  die Insel mehr fach  zusammenh~ngend 

is~, so ist die Bedingung immer erffillt. Ffir eine einfach zusammenh~ngende 

Insel besagt sie, dass die Insel wenigstens /~t-bl~ttrig sein soll. 

Unter  dieser Voraussetzung gilt ffir jedes Gebiet z/~ die Ungleichung 

S(~/~) >_-- ,(J~.) _-----/~p(J~), woraus folg~ p(J~) ~ s S + kL.  Wenn wir dieses in 

(B) einsetzen, so wird 

e - -  ~ ~ / S N k L  

mit einem neuen Wer t  yon k. Wenn  nun der linksstehende Koeffizient positiv 

ist, so kSnnen wit schliessen, dass bei jeder Aussch5pfung S kleiner als L mul- 

tlplizier~ mit  einer festen Konstante bleibt. Das heisst aber nichts anderes als 

dass es keine regul~re AusschSpfung gibt. 

Die Flh'che W* sei so beschaffen, dass jede iiber dem Gebiet zl~ gelegene, ein- 

fach zusammenhh'ngende Insel wenigstens ~i-blSttrig ist, wobei die Zahlen p~ der 

Bedingung 

y ,  i -  > 2 
"7  

geniigen. Dann gibt es keine regulSre Ausschb'pfung von W*. 

Es gibt  ffinf verschiedene Sys teme yon mSglichs~ kleinen Zahien ~ i ,  die 

der Cngleichung (I I) genfigen. Sie sind folgende: (2, 2, 2, 2, 2), (2, 2,2, 3), (2, 3' 7), 

(2,4,5) und (3, 3,4), In  den drei letzten F~llen is~ derjenige Sonderfall ent- 

halten, w o e s  drei Gebiete z/l, J2,  z/8 gibtl fiber denen gar keine Inseln liegen. 

Der soeben bewiesene Satz bleibt wie die Ungleichung (B)giil t ig,  wenn 

man die Gebiete J t  durch Punkte  a~ ersetzt.: Wir : formul ieren nur  das folgende, 

besonders anschauliche Resultat:  Eine iiber die Kugel ausgebreitete, ei~fach zu- 
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sammenhiingende Flh'che, welche drei Punkte nicht iiberdeekt, gestattet keine regu- 

li~'e Ausschb'pfung. 

In  diesem Zusammenhang woUen wir noch ein ~hnliches Resultat  erw~h- 

nen, das unmittelbar aus der Ungleichung (I[, I) folgt. Eine offene, einfach 

zusammenh~ingende Fl~che W* sei fiber eine geschlossene Fl~iche yore Geschlecht 

grSsser als Eins, d .h .  mit positiver Charakteristik Q0, ausgebreitet. Dann gilt 

ffir jede Fl~che einer ausschSpfenden Folge qoS < k L ,  woraus man schliesst, dass 

keine regul~re AussehSpfung existier~. 

Ei~e einfach zusamme~hSngende l~'lSche, die iiber eine 9esehlossene Gru~d- 

flSche yore Geschlecht grSsser als Eins ausgebreitet ist, kann nicht regulh'r ausge- 

schb'pft werden. 

2 3. Wir  bet raehten jetzt eine besonders einfaehe Ar~ yon offenen Fl~ehen 

W r die wir als unverzweigt und relativ unbegrenzt fiber W o bezeichnen. 1 Die- 

selbe Eigensehaft wird ausgedriickt, wenn wir die Fl~ehe Wo aureh q Quer- 

schnitte 7 in zwei einfach zusammenh~ngende Teilgebie~e J '  and J "  zerlegen, 

und dann verlangen, dass W* aus lauter einbl~ttrigen Inseln fiber J '  und J "  

bestehen soil. 

Um diese Bedingung klarzumachen, definieren wir einen Punkt  auf W* als 

den Inbegriff aller Punkte der aussehSpfenden Fl~chen W, die sich bei der ~opo- 

logisehen Abbildung einer Fl~che auf ein Teilgebiet der Folgenden entsprechen. 

Alsdann wird gefordert,  dass jeder Punkr dessen Spur im Innern yon Wo liegt, 

schliesslieh ~ d. h. auf einer genfigend umfassenden Fl~iche W ~ 7.u einer Insel 

iiber J '  oder J "  gehSrt, eventueU als Randpunkt  derselben, und dass diese Insel 

einbl~ttrig ist. 

Wenu diese Bedingung erfiillt ist, so kSnnen wit jedes fiber Wo gelegene 

Teilgebiet W yon W* in eine endliche, unverzweigte und relativ unberandete 

(~berlagerungsfi~ehe 2' yon Wo einsehliessen. Eine solehe Fl~che F wird kon- 

struiert, indem man zuni~ehs~ so viele Inseln auf W* auswi~hl~, dass sie zusam- 

men das Gebiet W enthalten, und die aus ihnen gebildete Fl~iche durch sym- 

metrische Wiederholung abschliesst. ~ 

Wir nehmen eine Fl~che W der ausschSpfenden Folge und betrachten wie 

Wo ist das Komplement~rgebiet der Gebiete z1~. 
Um diesen bekannten Prozess genau zu erkl~ren miisste man eigentlich den Begriff des 

topologischen B~ums einfiihren. Wir verweisen den Leser auf die eingehende Behandlung dieser 
Frage in der neulich erschienenen Arbeit G. ELFVIi~G: ~rber eine Klassevon Riemannschen _Fldchen 
und ihre Uniformisier~g (kLct~ Soe. Seient. Fenn., Nov. Set. A. t. I! No. 3.). 
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ter den 

Kon~ur 

folglich 

in Nr. 20 ihre iiber W0 gelegenen Teile W. Es gilt wie dam~ls p-~ ~ q(W)+fl, 

und die ~ (W) k6nnen mit Hilfe yon (II, 2') nach oben abgesch~tzt werden. Un- 

relativen R~ndern der Fl~chen W komint hSchstens eine geschlossene 

vor (wegen des einfachen Zusammenhangs yon W), und wir erhalten 

p - - ~ ( q - - 2 )  S + # L +  I. 

Wird diese Ungleichung mit (Io) verbunden, so folgt: 

Wenn die einfach zusammenhlingende, offene FlSche W* ausserhalb der (~e- 

bietc J1, . . . ,  Ztq (q ~ 2) unverzweigt und unbegrenzt ist, so gilt 

(C) IP -- f l - -  (q -- z) Sl---<-#L+ I. 

Wenn man den Beweis durchgeht, so sieht man dass der Satz seine Rich- 

tigkeit beh~lt, wenn die Gebiete , / ,  sieh auf Punkte a, reduzieren. In  diesem 

Falle isr fl ~ i ,  und man finder: 

Wenn sdmtliche Verzweiguugs- und Grenzpunkte iiber den endlich vielen 

Punkten a l , . . .  , •q (q ~ 2) liegen, so gilt die Beziehung 

q 

(C') I Z p (a,,) --  (q -- 2)S I ~ kL + 2. 
[ i 

1 

Ist a ein yon allen a, verschiedener Wert,  so kSnnen wit (C ' )auf  die 

Werte a l , . . . ,  aq und a anwenden. Es folgt 

q ! ! 

In(a) 4- Z p ( a ,  ) - - ( q - -  I )S  I ~ kL + 2~ 
I I 

1 

und wenn man diese Ungleichung mit (C') vergleieht 

s l  _-< 2 k L  + 4. 

Die 0berdeekung der a-Stellen ist also mSglichst regelm~ssig. 

die 

II1. Die Abbi ldung e iner  offenen Fl~iche. 

24. Eine offene, einfach zusammenh~nge Fl~che W* kann topologisch auf 

komplexe z-Ebene abgebildet werden, wobei die ausschSpfenden Fl~chen W 
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in eine Folge yon Gebieten G iibergehen, welche schliesslich jeden endlichen 

Punkt  der Ebene enthalten. Umgekehrt  erhiilt man aus jeder AusschSpfungder  

Ebene durch einfach zusammenhiingende Gebiete G eine entsprechende Aus- 

schSpfung der Fl~tche W*. 

Es gebe eine Abbildung, bei welcher die Metrik der Fl~iche W* durch eine 

positiv definite Differentialform 

ds~=E(z)dx ~ + 2F(z)dxdy § G(z)dy ~ (z - x + iy) 

bestimmt wird, d. h. die L~nge einer Kurve und der Inhalt  eines Gebiets auf W* 

sollen dureh die lntegrale f VE-d-xV+ 2 Fdxdy+ G dy2 und f f l / ~  dxdy, 

erstreck~ fiber die Bildkurve bzw. das Bildgebiet in der z-Ebene, gegeben sein. 

Es wird vorausgesetzt, dass die Koeffizienten E, F und G gewissen Regularit~ts- 

bedingungen geniigen; sie seien z. B. stiickweise analytische Funktionen der Argu- 

mente x und y. 

Die Abbildung heisst quasikonform, wenn es eine Konstante K gibt, sodass 

die Ungleichung 

(I2) E + G ~ 2 KV-EG ~ F ~ 

Es sei 

spricht, I(r)  

setzung ist 

in jedem Punkte z erfiillt ist. Es ist notwendigerweise K ~  I, und K =  I be- 

dingt F - ~  o, E : G. Die Abbildung ist in diesem Falle konform. 
Wr diejenige endliche Fl~ehe, welehe dem Kreis Gr (Izl ~ r) ent- 

ihr Inhalt  und L ( r ) d i e  L{tnge ihrer Randkurve. Nach Voraus- 

und 

L(d-- / WEdy  § 2 Fdxdy § G d y  ~ 

Iz l=r  

I(r)= f f v ~ - - F ~ d x d y .  
Izl~r 

Aus der letzten Gleichung folgt durch Differentiation 

25.-34686. Acta mathematica. 

I' (r) = ]/EG -- F ~ I dz I. 
Izl=r 

65. Imprim~ le 8 f~vrier 1935. 
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Unte r  

schi~zung 

Anwendung  der Schwarzsehen Ungle iehung erhgl t  m a n  die Ab- 

L ( r ) *  <= 2 f Edx* + 2 F d x d y  + Gdy~- jdz]"  
d x  ~ + d y  ~ 

Dureh  eine wohlbekannte  Rechnung  kann man besti~tigen, dass die Ungleichung 

d x  ~ + d y  e --  2 \ ! 

d y  
fiir ieden W e f t  des Verhi~ltnisses ~x  erfiillt  ist. Der  rechtss tehende k u s d r u c k  

ist naeh  (I 2) hSchstens gleich (K + V ~  - -  i) V E G --/r < 2 K I /E-G - - / ~ .  Diese 

Sehranke in (13) eingesetzt  gibt  

L (r) ~ < 4 z K r  I '  (r) 

oder, als Different ia lungle ichung gesehrieben, 

_ _  d I ( r )  (i4) d r  < 4 z~K  �9 
r L (r) ~ 

Diese Ungle iehung 1 enthiil t  eine mSgliehst  seharfe Aussage fiber das gegen- 

seitige Verhal~en tier Funk t ionen  I ( r )  und L( r ) .  Durch  In tegra t ion  kSnnen ver- 

schiedene Folgerungen  gezogen werden. 

I ~ Die In teg ra t ion  zwischen den Grenzen ro und r ergibt  

__ / d I ( r )  
log r < 4 ~ K  

r0 L (r) ~ 
ro 

Li~sst man  r gegen Unendl ich  wachsen, so schliesst man, dass das In t eg ra l  

far(,.) (is) 
divergieren muss. 

r 

2 ~ Es s e i  O ( t ) e i n e  Funkt ion ,  fiir welche das In tegra l  f konvergiert .  

1 Im Falle einer konformen Abbildung erhiflt man die Ungleichung 
d r < d I(r) ~- = 2 ~ ,  

dessen Beweis sich noch einfacher als der obige gestaltet. 
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Die Ungleiehung L ( r ) ~  lf~-(I(r)) mSge innerhalb einer gewissen Intervallfolge 

(~r erfiillt sein. Dureh Integration yon (I4) fiber diese Intervallfolge erh~lt man 
oo 

log r < 4 ~ K  q~(i(r)~<4=K < ~ ,  
8r 8 r 

d.h.  es gilt L (r)< V q)(I(r)) ausser fiir die Werte einer Intervallfolge yon end- 

licher logarRhmischer Gesamtl~nge. Am einfachsten w~hl~ man $ ( t ) ~  t 1+2' und 
1 

erh~lt L ( r ) <  I(r) -~ +~ ausserhalb der Ausnahmein~ervalle. 

3 ~ Die Differen~ialungleichung (I4) gilt unvergnder~, wenn die Abbildung 

nieht auf die ganze Ebene sondern auf elnen endlichen Kreis [z[ < R gesehieht. 

Es gel~e eine Ungleichung der Form I(r)=< kL(r)  in einem Intervall r0 < r <  R.  

Man berechne~ dann 

log rR <4zk~ K f dI(r)~(r) ~ -< 4zk~ 

r 
oder 

I(r) < 4 z k ~ K  4 z k ~ ' K R  
< n & - , . -  " 

log -- 
iv, 

Man findet~ also die Absehg~zung I ( r ) =  ~ �9 

2 5. Der Zusammenhang dieser Ergebnisse mit der Frage nach der regu- 

lgren AussehSpfbarkeit der Flfiche W* wird unmit~elbar klar, wenn man bedenkt, 

dass die mittlere Bl~tteranzahl yon Wr einfach durch Multiplika{ion des Inhalts 

I(r) mit einer Konstante erhalten wird. Dann folgt als einfaches Korollar zu 

dem soeben Bewiesenen der folgende 

Abbildungssatz. - -  Wenn es vine konforme oder quasikonforme Abbildung der 
Fldche W* auf die ganze Ebene gibt, dann gibt es auch eine regulfre Ausseh6pfung 
YOn W *. 

Allgemeiner gibt es sogar eine Aussehb'pfung, bei welcher L < l f~ (S)  gilt, 

vorausgesetzt dass das Integral f ~)(t)dt konvergiert. 

Die Existenz einer reguliiren Ausseh619fung ist dargelegt auch wenn man weiss, 
dass die Flh'che W* auf einen endliehen Kreis ]z I < R konform oder quasikonform 
abgebildet werden kann, und dass dabei lira ( R -  r ) I ( r ) ~  ~ gilt. 
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Mit Hilfe dieses Satzes kSnnen die Resultate des vorigen Abschni~ts un- 

mi~telbar fiir die Abbildungstheorie verwerte~ werden. 

Wir  wollen noch einige Worte fiber den Zusammenhang der obigen Er- 

gebnisse mR dem sog. Typenproblem hinzuffigen. Man weiss, dass eine offene, 

einfach zusammenh~ngende Riemannsche Fl~ehe W* konform entweder auf die 

ganze im Unendlichen punktierte Ebene oder auf einen endiichen Kreis abge- 

bildet werden kann. Das Typenproblem besteht in der Aufstellung yon Be- 

dingungen fiir das Eintre~en des einen oder des anderen Falles, wobei es zu 

bemerken ist, dass man bei der Formulierung dieser Bedingungen nur yon den 

inneren Eigenschaften der F1Kche W* Gebrauch machen darf, dagegen nicht yon 

solchen Eigenschaften, d i e  erst durch die Abbildung bestimmt sind. 

Der Abbildungssa~z zeig~, dass ein Znsammenhang zwischen dem Typen- 

problem und den isoperimeb'ischen Eigenschaften einer Riemannschen Fliiche 

existiert. Wir  verstehen allgemein unter  einer isoperimetrischen Eigenschaft eine 

Ungleichung der Form L ~ P(I ) ,  welche fiir jedes einfach zusammenh~ngende 

Teilgebiet der Fl~che erfiillt is$, wenn L die Liinge seines relativen Randes und 

I seinen Inhalt  bezeichnen. Aus dem Abbildungssatz wird folgendes Kriterium 

erhalten: 

A u f  der Fla'che W* gelte die isoperimetrische Ungleichung L > P(I / ,  wobei 
O0 

P ( / )  eine Funktion sein soll, 3~r welehe das Integral ~]--d~(t) ~ konvergiert. Es ist 

dann unm~glich, die Fl[iche W* konform auf die ganze endliche Ebene abzu- 
bilden. 

IV. A n w e n d u n g  auf  die Theorie  der m e r o m o r p h e n  Funkt ionen.  

25. In diesem Abschnitt werden wir alles zusammenstellen, was unsere 

Theorie ffir die meromorphen Funktionen liefert. Erst d~durch erhalten die 

vorigen Ergebnisse ihren richtigen Hintergrund, denn so wie die reine Topologie 

ursprfinglich gesehaffen wurde, um der Theorie tier analytischen Funktionen zu 

dienen, so slnd auch unsere me~risch-topologischen Betraeh~ungen aus dem Wunsche 

entstanden, die Wer~ver~eihngs~heorie auf neuer Grundlage aufzubauen. 

Die Funk~ion w =f ( z )  sei meromorph ffir ] z [ <  R, wobei R endlieh oder 

unendlich sein kann. Durch Vermittlung yon f(z),  verbunden mit einer stereo- 

graphischen Projek~ion, wird der Kreis I z [ < = r < R  auf eine endliche l~ber- 
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lagerungsfl~che Wr der R iemannschen  Kuge l  konform abgebildet.  1 Als Grund-  

fl~che W0 be t rachten  wir also die Kugel  yore Durchmesser  'I, welche die w-Ebene 

im Ursprung  berfihrt;  die ])Ietrik der Grundfl~che ist die nati ir l iche ~e~r ik  der 

Kugel.  L~sst man r eine gegen R s t rebende Wer~folge durchlaufen,  so definieren 

die Fl~chen Wr eine offene Fl~che W, die dem ganzen Kreis  [z[ < R ent- 

spricht.  

Die mi~tiere Bl~t teranzahl  der Fl~ehe W~ l~sst sich unmi t te lbar  berechnen.  

Man erh~lt  fiir sie die explizite Dars te l lung 

r 2 ~  

S(r)--g (~ + if(z)]~)~rdrd ~, 
o 0 

und ffir die L~nge der Randkurve  en~sprechend 

2 ~  

f ] f ' (z ) ]  r d r  L ( r ) • .  I + [ f ( z ) [ *  
0 

W~hlen wir je tz t  auf  der Riemannschen  Kugel  ein beliebiges Gebiet  J ,  so 

k5nnen wir die Gleichung (A) aufstel len und  in der Form 

(a) n (r, A) §  (r, J )  ~-~ S (r) -F 0 (L (r)) 

schreiben, wo die Bezeichnung kaum eine Erkl~irung benS~igt. Fiir das Restgl ied 

verfiig~ man fiber alle Absch~tzungen,  die in l~r. 24 erhal ten  wurden.  

Ebenso erhal ten  wir fiir ein System yon q ausserhalb e inander  gelegenen,  

einfach zusammenh~ngenden Gebie ten  A 1 . . . .  , J q  aus (B) die Ungle ichung  

q 

(b) p (r) ~- Z p  (r, J , )  :> (q - -  2) S(r) - -  ]r (r), 
1 

und aus (B1) die en tsprechende  Ungle ichung 

q 
(b,) Z p  (% a~) ~ (q - -  2)S(r)  - -  kL(r ) .  

1 

Um~ Wr als UberlagerungsflRche der Kugel zu erkennen, miissen wir eine Dreiecksteilung 
der beiden Fl~chen angeben, bei welcher jedem Dreieck auf Wr ein bestimmtes Spurdreieck ent- 
spricht. Wir ziehen auf der Kugel die Bildkurve des Kreises [z[ = r. Diese Kurve zerlegt die 
Kugel in endlich viele Oebiete; wenn man diese Gebiete in Dreiecke teilt und dafiir sorgt, dass 
die fiir ]z[ < r mehrfach angenommenen Werte unter den Eekpunkten vorkommen, so erh~ilt man 
eine Dreieeksteilung der verlangten Art. 
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Wir betrachten schliesslich den Fall, wo die Funktion f ( z )  keinen ausser- 

halb der Gebiete J ,  gelegenen Wert  mehffach annimmt un4 auch nicht als 

asymptotischen Wert  besitzt. Dann sieht man leichL dass die entsprechende 

Riemannsche Fl~che W* unverzweigt und unbegrenzt fiber das Komplementar- 

gebiet der Gebie~e A, ist. Wir  kSnnen also die Ungleichung (C) anwenden und 

erhalten 

(c) p ( r ) -  fl(r)-~ ( q -  2)S( r )+  O(L(r)  + I). 

Wenn alle mehrfach angenommenen und asymptotischen Werte zu den 

endlich vielen Werten a 1 . . . .  , aq gehSren, so gilt nach (C') 

q 

(r 
1 

= ( q -  2 )S( r )+  O ( L ( r ) +  1). 

Diese Beziehung ist vollst~ndig neu und zeigt das ausserordentlich regul~re 

Verhalten der Funk~ionen der betrachteten Funktionsklasse. 

27. Aus der in Nr. 22 aufgestell~en Bedingung ffir die Nicht-Existenz einer 

regul~ren AusschSpfung folgt unmittelbar der sogenannte 

S c h e i b e n s a t z .  L - -  Wenn alle iiber den Gebieten J i  (i = i . . . .  , q) gelegenen, 

einfach zusammenhdngenden Inseln der Fldche W* wenigstens ~-bldttrig sind, und 

weun die Zahlen ~ der Bedingung 

I 

geniigen, so ist  notwendig R < ~ uncles gilt  s'ogar S(r) = 0 ~-~_~. �9 

In diesem Resul~at sind si~mt~liehe bisher bekannten S~tze enthalten, die 

aus den inneren Eigensehaften einer Riemannsehen Fliiehe auf die UnmSgliehkeit 

einer konformen Abbildung auf die ganze Ebene zu sehliessen gestatten. 

Es lohn~ sieh einige Spezialfiille des Seheibensatzes besonders hervorzaheben. 

Der erst~e Fall ist~ eine direkte gerallgemeinerung des Pieardsehen Satzes, und 

wurde yon uns frfiher mi~ I-Iilfe einer anderen Me~;hode bewiesen~: 

Die Bezeiehnung ~Scheibensatz~> verdanke ich Herrn E. ULLRICH. 
Sur le8 domaines dans lesquels une fonction meromor~he ~rend des valeurs appartenant 

h une rdgion donnde, Acts Soc. Scient. Fenn., Nov. Ser. A, t. II, No. 2, Helsingfors (I933). 
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Auf  der Riemannschen Kugel seien drei ausserhalb einander gelegene, einfach 

zusammenhdngendc Gebiete gegeben. Wenn die Riema~nsche Fldche W* zu einer 

in der ga~zen Ebene meromo~hen Funktion geh6rt, so enthglt sie eine I~sel, die 

iiber ei~em der drei Gebiete liegt. 

Ein zweiter Fall, wo die Bedeutung des Scheibensatzes auch sehr anschaulieh 

ist, ist der folgende: 

Wenn f i inf  ausserhalb einander liegende, einfach zusammenhdngende Gebiete 

gegeben sind, so enthdlt die zu einer in der ganzen Ebene meromorphen Funktion 

gehSrige Riemannsehe Flh'che eine einbldttrige Insel, die iiber einem dieser Ge- 

biete liegt. 

Ist  die Funktion ganz, so gilt derselbe Satz sehon ffir drei im Endlichen 

gelegene Gebiete. tIieraus folgt z. B. der VALIRONsche Satz, dass die fiber die 

Ebene ausgebreitete Fl~ehe einer ganzen Funktion beliebig grosse sehlichte Kreise 

enthi~lt. 

28. Verwandt mit dem Scheibensatz ist ein klassischer Satz, der auf PICARD 

zurfiekgeht. Es sei q)(u, v ) =  o eine algebraische Gleichung und W0 die fiber 

die u-Kugel ausgebreitete Riemannsehe F1Rche, auf welcher die Funktion v-~v(u) 

eindeutig wird. Wenn die Charakteristik der Fls Wo positiv ist, d. h. 

wenn das Geschlecht der Fl~ehe gr5sser als Eins ist, so behaupten wir, dass 

zwei in der ganzen Ebene meromorphe Funktionen f(z) und g (z) die Relation 

O(f(z), g (z))= o nieht identisch befriedigen kSnnen. 

Es sei W* die fiber die u-Kugel ausgebreitete offene Fl~che, auf welche die 

z-Ebene dutch Vermittlung der Funktion u=f(z )abgebi lde t  wird. Zu jedem 

Punkte P auf der Fl~che l~ ~ gehSrt ein bestimmter Bildpunkt z in der z-Ebene. 

Wenn nun die Gleiehung q)(f(z), g(z))~ o identisch erfiillt ist, so wird durch 

diesen Bildpunkt nicht nur  ein Wertpaar  u = f ( z ) ,  v =  g(z)mit  ~(u,  v ) = o ,  

sondern auch der zugehSrige Zweig der algebraischen Funktion v (u) eindeutig 

festgelegt. Der Punkt  P hat  mit anderen Worten auf W0 einen wohlbestimmten 

Spurpunkt Po, der fiber demselben Punkt  der u-Kugel liegt wie P. Ferner sieht 

man, dass der Punkt  Po sieh stetig mit P s Hieraus folgt, dass die Fl{iche 

W* als l~berlagerungsfl~che yon Wo betrachtet werden kann. Auch die Metriken 

der beiden Fl~ehen entsprechen sich in der richtigen Weise, vorausgesetzt dass 

man beide mit ttilfe der Kugelmetrik definiert. 

Wir sind hierclurch zu einem Widersprueh geffihrt, denn einerseits haben 
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wir  bewiesen, dass eine einfach zusammenhiingende ~3berlagerungsfli~che einer 

geschlossenen Fl~Lche vom Geschlecht grSsser als Eins nicht reguli~r ausgeschSpft 

werden kann, und andererseits wissen wir, dass eine reguliire AusschSpfung yon 

W* existiert. Wir  haben also gefunden: 

Zwei in der ganzen JF, bene meromorphe Funktionen k6nnen keine algebraisehe 

Gleichung vom Geschlecht grSsser als Fins erfiillen. Dasselbe gilt vo~f zwei in einem 

endlichen Kreis meromorphen Funktionen, wenn die eine Funktion def" Bedif,gung 

lim S (r) (R --  r) = r162 geniigt. 

28. Es ist angebracht, dass wir zum Schluss einen Vergleich zwischen 

der hier entwickelten Theorie und der NEVANLINNAschen Wertverteilungstheorie 

ansteUen. 

Man betrachtet in dieser Theorie die  logarithmisch integrierten Anzahl- 

funk~ionen 
r 

o) __ f ,  (,. d,-r 
0 

die Schmiegungsfunktionen 

bzw. 

2:g 

I ( + I 
(r, ~) = ~ J log [j(~) : :  ~ d~ 

0 

m(r, **)= 2~ log If(z)ldf, 
0 

und schliesslich die charak~eris~ische Funktion 

I(r) = _~(r, ~) + ~(r, ~). 

Der erste Hauptsatz yon NEVANLINNA wird aus der JENSEI~schen Formel 

gewonnen und lautet 

(I6) N(r,  a) + re(r, a)~--- T(r) + h(r, a), 

wo das Restglied h (r, a) der Bedingung 

Fiir a : f ( o )  wird diese Definition in bek~nnter Weise a, bgeiindert. 
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+ 

[h(r, ")1 = 1  log I f ( o )  - .11 + log a + log 2 

genfigt. 

Wir  betrachten in ( I 6 ) a  als Ver~nderliche und iniegrieren fiber die ganze 

Riemannsche Kugel. Sowohl  m(r, a) als h(r, a) ergeben bei der Integration be- 

sehri~nkte Restglieder. Bei der Integration von N(r,  a) kann man die Reihen- 

vertauschen, und kommt so zu der v0n ~ SHIMlzu her- folge der Integra~ionen 

rfihrenden Beziehung 

T(r) ----/S(r) d,~'r + O(I), 
o 

wo S(r) dieselbe Bedeutung wie vorhin hat. 

Integriert  man start fiber die ganze Kugel nur fiber ein Teilgebiet d ,  so 

erh~lt matt in ganz derselben Weise 

Setzt man mm 

r ( r )  = f S ( r ,  ~ ) ~ "  + 0(I).  
o 

s (i.) -- s (1-, ~) = .(1-), 

so ergibt sieh durch Vergleich 

j ~ (t") dr 
r 

0 

wiihrend wir frfiher die Relation 

- - . o ( 0 ,  

I~(,')l ~ kL(r) 

Diese beiden Resultate, das aus der N~.VANLISNxschen Theorie 

das aus unseren Betrachtungen hervorgehende , komplettieren 

eine nicht aus dem anderen hergeleitet werden kann. Wenn  

bewiesen haben. 

gewonnene und 

sich, indem das 

man auf L(r) die auf S. !87 gefundene Abschiitzung anwendet, so folgt aus der 

letzten Ungleichung 
1 

ausserhalb der Ausnahmeintervalle, eine Absch~tzung, die gleichfalls keine F01ge 

des ersten Hauptsatzes ist. 
2 5 - - 3 4 6 8 6 .  A c t a  mathemat ica .  65. I m p r i m $  le 9 f~vrier  1935. 
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Ganz iihnlich steht es mit dem zweiten Hauptsa~z yon NEVANLINNA. Nach 

diesem Satze gilt die Ungleichung 

(I7) 
q 

~ N ( r ,  . . ) -  lv~ 09 ->- (q - 2)r{r)  - o (log ~ + log r(~)), 
1 

wo ~V l (r) die aus den mehrfachen Stellen herriihrende Anzahlfunk~ion bedeutet, 

ausser wenn r zu gewissen Ausnahmeintervallen gehSrt. E~was ungenauer is~ die 

Formulierung 
q 

{~7') y ,  lv(,., a~) >-__ (q - 2) TCr) - 0 ( log  ," + log r ( r ) ) ,  
1 

in welcher N(r, a,) diejenige Anzahlfunktion bezeiehne~, die man erhiilt, wenn 

man die a,-S~ellen mit einfacher ]YIultiplizit~t z~hlt. Es gilt mit anderen Worten 

r 

)V(r, a,) = ; p (r, a) d r ,  
J r 

9 

woraus folgt dass (I7') nut eine integrierte Form yon (ba) (S. ~89) darstellt. 

Wenn wir 
q 

] ~ p  (,-, ~ . ) =  (q - 2 ) s ( , - ) -  ~(,-) 
1 

sehreiben, so gil~ nach NEVANLINN/L 
}. 

f ~  dr  < O(log r + logT(r)), 
(") T-  

o 

uud naeh unserer Theorie 

(r) _--< k L(r) < S (,,)1+ ~, 

aUes mit gewissen Ausnahmeintervallen. Zufolge der Mittelbildung ist die N~.- 
VA~LI~NAsche Absch~tzung sch~rfer, aber sie gibt andererseits keine Auskunft 

fiber das unintegrierte Restglied 1(r). 
Das Ergebnis unseres Vergleichs ist also, dass die hier entwickelte, auf 

geome~rischer Grundlage fussende Theorie zwar nicht die originalen Formeln 
yon NEVA~LI~NA liefer~, aber ans~elle dieselben in wichfiger Weise komplettiert. 


