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Einleitung.

Die vorliegende Arbeit hat ihren Ursprung in einem Versuch die wich-
tigsten Ergebnisse der Theorie der meromorphen Funktionen auf geometrischem
Wege zu gewinnen. Es ging in diesem Zusammenhang hervor, dass die Haupt-
sitze von R. Nevanrinna, und damit auch fast alle klassischen Resultate, nur
zu einem gewissen, leicht abgrenzbaren Teil vom analytischen Charakter der
Abbildung abhingen, wihrend die ganze Struktur dieser Sitze lediglich aus den
metrischen und topologischen Eigenschaften der Riemannschen Fliche bestimmt
wird, auf welche die komplexe Ebene abgebildet wird. Diese Fliche hat man
sich dabei iiber die Riemannsche Kugel ausgebreitet zu denken, d. h. sie erscheint
als Uberlagerungsfliche einer geschlossenen Grundfiiche.

In der Topologie werden meistens nur solche Uberlagerungsflichen behan-
delt, welche in Bezug auf die Grundfliche relativ unberandet sind. Das hat
seinen Grund darin, dass man nur fiir unberandete Uberlagerungsflichen all-
gemeingiiltige, rein-topologische Beziehungen aufstellen kann. Wenn wir in die-
ser Arbeit eine Theorie entwickeln wollen, die auch fiir berandete Uberlagerungs-
flichen giiltig sein soll, so sind wir also gezwungen eine Metrik einzufithren.
Es wird dann moglich topologisch-metrische Beziehungen aufzustellen, die als
Verallgemeinerungen der bekannten topologischen Eigenschaften der unberande-
ten Uberlagerungsfiichen anzusehen sind.

In diesem Sinne wird diejenige Ungleichung, aus welcher bei konformer
Abbildung der zweite Hauptsatz von Nevanrivwa hervorgeht, als Erweiterung
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der bekannten Hurwirz-Riemannschen Relation erscheinen. Hierdurch erhilt
die zwischen dem zweiten Hauptsatz und der Riemannschen Relation bestehende

Analogie ihre endgiiltige Erkldrung.

I. Endliche Uberlagerungsflichen.

§ 1. Die Metrik der Grundfliche,

1. Die Definition einer Fliche wird beim Leser als bekannt vorausgesetzt,
ebenso was unter der Umgebung eines Flichenpunktes zu verstehen ist.! Durch
den Umgebungsbegriff sind auch die Definitionen einer einfachen Kurve, eines
Gebiets, einer abgeschlossenen Punktmenge usw. gegeben. Die Definition der
Fliche setzt die Moglichkeit einer Dreiecksteilung voraus. Wir betrachten zu-
ndchst nur solche Flichen, bei welchen die Anzahl der Dreiecke endlich ist.
Eine derartige endliche Fliche heisst geschlossen, wenn simtliche Dreieckskanten
zu zwei verschiedenen Dreiecken gehoren, sie ist berandef, wenn wenigstens eine
Kante zu einem einzigen Dreieck gehort.

Die Fliche ist mit einer Metrsk versehen, wenn jeder einfachen Kurve eine
positive, endliche oder unendliche Linge zukommt, und wenn jedes Gebiet, das
von einer einfachen Kurve mit endlicher Lidnge begrenzt wird, einen positiven,
endlichen Flicheninhalt besitzt. Sowohl die Linge als der Flicheninhalt sollen
additiv sein. Die untere Grenze der Lingen aller Kurven, welche zwei gegebene
Punkte verbinden, heisst der Abstand dieser Punkte. In jeder brauchbaren Metrik
muss dieser Abstandsbegriff folgende Eigenschaften haben: 1° Der Abstand zwi-
schen zwei verschiedenen Punkten ist immer positiv und endlich; 2° Zu jedem
Punkte P und jeder positiven Zahl ¢ gehort eine Umgebung, deren Punkte einen
Abstand kleiner als ¢ von P haben. Es folgt dann z. B., dass zwei abgeschlos-
sene,- fremde Punktmengen einen bestimmten, positiven kiirzesten Abstand haben.

Wir betrachten zuniichst eine geschlossene Fliche W, und setzen voraus,
dass ihre Metrik ausser den oben angegebenen allgemeinen Bedingungen noch
einer besonderen Regularititsbedingung geniigt. Gemiss dieser Bedingung soll
zu jedem Punkte P auf W, eine Umgebung Up gehéren, innerhalb deren jede
geschlossene Kurve von der Linge L ein Gebiet vom Inhalt I < kL begrenzt,

! Wir verweisen den Leser auf die Darstellung hei KEREKIARTG: Vorl. iber Topsiogie,
S. 131—163.
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wobei % nur von der Umgebung abhiingt.! Man erkennt leicht, dass diese Vor-
aussetzung #usserst allgemein ist.
Es sei d der kiirzeste Abstand von P zam Rande der Umgebung Up, und

Up eine Umgebung, deren Punkte einen Abstand kleiner als g von P haben.

Nach einem bekannten Satz kann man die ganze Fliche W, mit endlich vielen
Umgebungen Up iiberdecken. Wir setzen d gleich der kleinsten der zugehorigen

Zahlen g und sehen sofort, dass jede Kurve, deren Linge kleiner als d ist, ganz

in einer der endlich vielen Umgebungen Up liegt, die den ausgewiblten Um-
gebungen Up entsprechen. Wenn noch die griosste der zu denselben Umgebungen
Up gehirigen Konstanten wieder’ mit % bezeichnet wird, so konnen wir also
schliessen, dass jede geschlossene Kurve von der Linge L < d ein Gebiet vom
Inhalt 7 < kL begrenzt.

2. Aus dem letzten Resultat leitet man sofort folgende Eigenschaft im
Grossen ab:

Hilfssatz 1. — Die Fliche W, sei durch eine oder mehrere geschlossene Kur-
ven wvon der Gesamtlinge L in zwer Teile zerlegt, so dass jeder Teil aus endlich
vielen Gebieten besteht. Wenn die Flicheninhalte dieser Teile mit I' und I” be-
zeichnet werden, so gilt

(1) Min (I, 1"y =< kL,
wo & nur von der Fliche W, abhdngt.

Zuerst wird angenommen, dass die Linge L® jeder einzelnen Kurve klei-
ner als d ist. Jede Kurve begrenzt dann ein Gebiet vom Inbalt I® < kL.
Die Punkte der Fliche, welche in keinem dieser Giebiete liegen, gehoren alle zu
demselben der zwei Teile, in welche W, zerlegt wurde. Hieraus folgt, dass der
andere Teil einen Inhalt kleiner oder gleich 31" < kSL" = kL hat.

Wenn andererseits L= d, so ist der Satz trivial. Wihlt man ndmlich
k==1I,/2d, wo I, den Inhalt der ganzen Fliche W, bezeichnet, so folgt (1) so-
fort aus Min (I, I") < I,/ 2.

3. Wir betrachten jetzt auf W, eine geschlossene oder offene Kurve y.
In einer der Umgebungen Upr sei eine geschlossene Kurve von der Linge L

! Wir machen darauf anfmerksam, dass wir in der ganzen Arbeit mit k oder % eine kon-
stante Grosse bezeichnen, aber nicht notwendig immer dieselbe.
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gezogen. Wenn das von dieser Kurve eingeschlossene, in Up gelegene Gebiet
einen Bogen der Kurve ¢ enthilt, so sei 4 die Linge dieses Bogens. Wir neh-
men an, dass die Kurve y einer Regularititsbedingung geniigt, welche durch eine
Ungleichung der Form A < %'L ausgedriickt wird, wobei % wieder nur von der
Umgebung Up abhingt.

Man kann hieraus einen zweiten Hilfssatz herleiten:

Hilfssatz 2. — Wenn die Fliche W, wieder in derselben Weise in zwer
Teile zerlegt wird, und A, die Léingen der zu den beiden Teilen gehirigen Sticke
der Kurve y bezeichnen, so gilt

Min (', )< ¥ L,
wo & nur von Wy und y abhdingt.

Der Beweis ist natiirlich ganz analog zu dem vorigen.

4. Der Fall einer berandeten Fliche kann leicht auf den bereits erledigten
Fall zuriickgefithrt werden. Man braucht ndmlich nur zwei Exemplare der be-
randeten Fliche W, zu nehmen und ihre Randkurven punktweise zu identifi-
zieren, um eine geschlossene Fliche zu erhalten, deren Metrik durch die Metrik
der urspriinglich vorgelegten Fliche gegeben ist. Es wird vorausgesetzt, dass
die neue Fliche den nétigen Regularitiitsbedingungen geniigt.

Durch die Verdopplung werden alle Querschnitte von W, geschlossen. Hier-
aus geht hervor, dass die beiden Hilfssitze ihre Giiltigkeit behalten, wenn die
Zerlegung mit Hilfe von geschlossenen Kurven und Querschnitten, also durch
relativ zu W, geschlossene Kurven geschieht.

Im zweiten Hilfssatz kann man besonders fiir ¥ die Randkurve C von W,
wihlen, vorausgesetzt dass sie der Regularititsbedingung geniigt. Das hierdurch
gewonnene Ergebnis mége noch besonders formuliert werden:

Wenn eine berandete Flache W, durch endlich viele Querschnitte von der
Gesamtlinge L in zwei Teile zerlegt wird, so zerfillt der Rand in Teile, deren
Léngen A’ und X' der Bedingung

Min (M, ") < ¥ L
gentigen.
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§ 2. Metrische Eigenschaften der Uberlagerungsfliche.

5. Eine endliche Fliche W ist iiber die Grundfliche W, ausgebreitet oder
bildet eine Uberlagerungsfiiche derselben, wenn es eine Dreiecksteilung der.bei-
den Flichen gibt, die eine Zuordnung der folgervldenk Art gestattet:

Jedem Dreieck D von W ist ein bestimmtes Dreieck D, von W, als Spur-
dreieck zugeordnet. Zu zwei Dreiecken mit einer gemeinsamen Kante oder Ecke
sollen zwei Spurdreiecke gehoren, die ebenfalls eine Kante oder Ecke gemeinsam
haben. Sind schliesslich D\ und DY zwei benachbarte Dreiecke auf W,, und
bezeichnet D ein beliebiges Dreieck auf W, dessen Spurdreieck DY ist, so soll
es héchstens ein Dreieck D® mit dem Spurdreieck D@ geben, das mit D eine
gemeinsame Kante hat.

Durch topologische Abbildung der Dreiecke D auf ihre Spurdreiecke wird
jedem Punkt der Fliche W ein bestimmter Spurpunkt auf W, zugeordnet. Die
Abbildung kann so eingerichtet werden, dass die Eckpunkte und Kantenpunkte
eines Dreiecks den Eckpunkten bzw. Kantenpunkten des Spurdreiecks entspre-
chen, wobei die gemeinsamen Randpunkte benachbarter Dreiecke gemeinsame
Spurpunkte haben sollen. Wenn P, der Spurpunkt von P ist, so sagen wir auch
der Punkt P liege iiber P,.

Der relative Rand von W in Bezug auf W, besteht aus den Randpunkten
von W, die iiber einem inneren Punkt der Grundfliche liegen. Ein relativer
Rand entsteht nur d&ano, wenn es auf W, ein Paar von benachbarten Dreiecken
D® und DY gibt, sodass ein gewisses iiber D! gelegenes Dreieck D) mit keinem
fiber D gelegenen Dreieck eine Kante gemeinsam hat. Eine Uberlagerungs-
fliche ohne relativen Rand heisst relativ unberandet oder unbegrenzt.

Ein innerer Eckpunkt P auf W gehdrt zu einem Zyklus von Dreiecken D,
deren Spurdreiecke D, zyklisch um den Spurpunkt P, angeordnet sind. Uber
jedem der Dreiecke D, liegt dieselbe Anzahl h von Dreiecken D in jenem
Zyklus. Ist 2> 1, 80 heisst P ein Verzweigungspunkt der Fliche W; h heisst
die Vielfachheit des Punktes P, h — 1 die Verzweigungsordnung.

Die Metrik der Grundfiiiche iibertriigt sich unmittelbar auf die Uberlage-
rangsfliche. Um die Linge einer Kurve zu bestimmen, zerlegen wir sie in die
Teile, die in den verschiedenen Dreiecken D liegen. Jedem Teil geben wir die
Linge seiner Spurkurve und erhalten durch Addition die Linge der gegebenen
Kurve. Ganz dhnlich wird der Inhalt eines beliebigen Gebiets bestimmt.

21—34686. Acta mathematica. 65. Lmprimé le 8 février 1935.
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6. Man erhilt eine iibersichtliche Darstellung der Uberdeckungseigenschaf-
ten der Fliche W durch folgende Betrachtung. In der Folge W,, Wy, ..., W, ...
sei W, die Menge derjenigen Punkte auf W, iiber welchen wenigstens # innere
Punkte der Fliche W liegen, wobei die Verzweigungspunkte mit der entspre-
chenden Vielfachheit geziihlt werden sollen. Die Menge W, besteht aus end-
lich vielen Gebieten und wird als das n:te Blatt der Fliche W bezeichnet. Aus
der Definition folgt, dass die Mengenfolge abnehmke_nd ist, d. h. jede Menge W,
enthdlt alle folgenden. Der grosste Index », fiir welchen W, nicht leer ist,
heisst die maximale Blitteranzahl der Uberlagerungsfliche und soll mit N be-
zeichnet werden.

In Uberdeckungshinsicht ist die Fliche W #quivalent mit der Bliitterfolge
Wy, Wy,..., Wx. In der Tat, wenn ein Punkt P, zu den genau #, ersten Blit-
tern W, gehort, so wird er von genau 7, inneren Punkten der Fliche W iiber-
deckt. Hieraus folgt auch, dass man den Inbalt T der ganzen Fliche W erhiilt,
wenn man die Inhalte I, der Blitter T, addiert:

(2) I=1+1L+ -+ Iy.

Der relative Rand von W entspricht in #hnlicher Weise den relativen
Rindern der verschiedenen Blitter. Eine innere Dreieckskante auf W,, welche
selbst nicht zu W, gehort, soll-einfach zum relativen Rande von W, gezihlt
werden, wenn sie Kante eines zn W, gehorigen Dreiecks ist; sie wird doppelt
gezithlt, wenn sie die gemeinsame Kante von zwei solchen Dreiecken ist. Wenn
mit dieser Festsetzung die Summe der Vielfachheiten einer Kante in Bezug auf
alle Blitter gleich #, ist, so liegen iiber dieser Kante genau n, Kanten, die zum
relativen Rande von W gehdren. Wenn L und L, die Liingen der relativen
Réinder von W und W, bezeichnen, so gilt

L=Ll +L2++LN,
wobei die Linge einer doppelten Kante zweifach zu zdblen ist.

7. Wenn der Inhalt I durch den Inhalt I, der Grundfliche W, dividiert
wird, so erhilt man eine Zahl 8, die wir als die mittlere Bldtteranzahl von W
bezeichnen. Nach (2) gilt

=8+ 8+ + Sy,

wo S, die mittlere Blitteranzahl von W, ist.
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Betrachten wir ein Teilgebiet o von W, so konnen wir die mittlere Blitter-
anzahl iiber o durch die Zahl S(o) ausdriicken, die man erhiilt, wenn man den
Inhalt siimtlicher iiber o gelegener Teile von W durch den Inhalt § des Gebiets
A dividiert. Man hat in leicht verstdndlicher Bezeichnung

S(d) = 8,(d) + Sy{d) + - + Sx(a)
und folglich

Hieraus ergibt sich durch eine leichte Uberlegung eine Abschiitzung der
Differenz | §— S{«#)|. Wenn man ausdriickt, dass der Inhalt des in o gelegenen
Teils von W, héchstens gleich dem ganzen Inhalt von W, ist, so erhilt man

Mmg%&.

Ersetzt man W, durch die Komplementirmenge W, — W,, so folgt in dersel-

ben Weise

1 — Sp(d) = %9 (1 — Sh).

Man hat nun einerseits
|80 = Su(4)| = Max (S, Sa() = 2 5,
und andererseits
| 8- Sulf)| = (1 — &) — (i — Su(#))| = Max (1 — Sa, 1 — Su(4)) =
Diese Ungleichungen kann man in die eine. Ungleichung

| 80— Su ()] g{;ﬂMin (S, 1 — S)

zusammenfassen. Wenn jetzt die Metrik von W, den frither aufgestellten Be-
dingungen geniigt, so gilt der erste Hilfssatz, und wir finden

k
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woraus durch Addition

|$ =8| =

QN

N
1

Hiermit ist der erste Teil des fiir die ganze Theorie grundlegenden Uber-
deckungssatzes bewiesen:

Uberdeckungssatz 1. — Die mittlere Blilteranzahl iiber der ganzen Grund-
Adche W, unterscheidet sich von der mittleren Blitteranzahl iber einem Teilgebiet 4
um eine Grosse, die durch die Linge L des relativen Randes majoriert werd, d. h.
es gilt ezne Ungleichung der Form

(I 1) |S— 8()|< kL.

Das Wesentliche in diesem Satze ist natiirlich, dass die Abschitzung gleich-
missig fiir alle Uberlagerungsflichen gilt, indem die Konstante % nur von W,
und 4 abhingt, dagegen weder von der Uberlagerungsfliche W noch von der zu
ihrer Definition verwendeten Dreiecksteilung. Ist L =0 so wird = S(4) fiir
jedes ‘Gebiet , d. h. die Blitteranzahl einer relativ unberandeten Uberlagerungs-
fliche ist konstant.

8. Wir gehen dann zur Untersuchung der linearen Uberdeckung iiber.
Auf W, betrachten wir eine Kurve y von der Linge 4, welche der in 3. ein-
gefiihrten Regularititsbedingung geniigt. Die mittlere Blitteranzahl iiber y wird
mit s(y) bezeichnet, und ist gleich der durch 4, dividierten Liinge simtlicher tiber
y gelegener Kurven auf W. Auch fiir s(y) gilt die Zerlegung

s(y) =s,(y) + sy} + - + SN(7)~

Wenn y einen Teilbogen von y bezeichnet, so kann man ganz wie in der
vorigen Nummer die Differenz |s(y) — s(y’)| abschitzen. Man erhilt unter An-
wendung des zweiten Hilfssatzes

=

}

ls()—s0)| =% L,

~

wo A’ die Linge von y bedeutet. Hieraus schliesst man, dass die Differenz
zwischen den mittleren Blitteranzahlen iiber zwei verschiedenen Kurven durch
L majoriert wird, denn sie konnen als Teilbogen derselben Kurve aufgefasst

werden.
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Wir wollen noch zeigen, dass auch s(y) und S sich nur um eine durch L
majorierte Grosse unterscheiden. Wir wihlen fiir y eine Kurve, welche die Fliche
W, zerlegt. Es sei + das kleinere der von y begrenzten Teilgebiete.

Wenn man den ersten Hilfssatz auf den Durchschnitt von W, und # an-
wendet, so erhilt man

Sn () = S (Ao 8n ) + Ly).

Qo XN

Ebenso gilt fiir den Durchschnitt von Wy— W, und o4
k
1— Su(d) = 5(}“0(1 ~ sn(y)) + Ln).

Hieraus folgt, wenn man die aus dem ersten Hilfssatz folgende Ungleichung
0 =k, beachtet, einerseits

|8 () — s (y)| = Max (Sa(4), s (7)) =

L2

()vo Sn (?’) + Ln)

Q| &

und andererseits
k
ISn(d) - Sn(?’)l = Max (1 — SH(J)» I - Sn(?’)) = 5(10(1 _Sn(?')) + Ly).

Wenn jetzt noch der zweite Hilfssatz angewandt wird, so ergibt sich endlich

|S"(J) - Sn(}’)l = ]56(}“" Min (371(7), I— Sn(?’)) + Ln) = g(}-o £+ I) L,= kLn

Durch Addition erhiilt man dann

|S(4)—s) =KL,
und mit Hilfe von (L. 1)
|1S—s()|=&+ k) L.

Die neue Konstante kénnen wir wieder mit % bezeichnen und finden so den
zweiten Teil des Uberdeckungssatzes:

Uberdeckungssatz 2. — Der Unterschied zwischen den wmittleren Blitter-
anzahlen dber der ganzen Fliche W, und iiber einer Kurve ¥ gentigt einer Un-
glezchung der Form

(L 2) |S—st)|= %L

Wenn W, berandet ist, so kann man fiir y besonders einen Teilbogen des
Randes wihlen. Diese Art der Anwendung wird im folgenden sehr wichtig.
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§ 3. Die Charakteristik.

9. In diesem Abschnitt ist W eine beliebige endliche Fliche, auf der eine
Dreiecksteilung gegeben ist. Die Ecken der Dreiecke sind entweder innere Ecken,
d. h. innere Punkte der Fliche W, oder sie liegen auf dem Rand von W. Ebenso
unterscheidet man zwischen inneren Kanten und zum Rande gehorigen Kanten.
Wir wollen mit E die Anzahl der inneren Eecken, mit K die Anzahl der inneren
Kanten und schliesslich mit P die Anzahl der Dreiecke (Polygone) auf der Fliche
W bezeichnen. Aus diesen Anzahlen bildet man die Grosse

——E+K—P,

die als Charakteristik der Fliche W in der vorgegebenen Dreiecksteilung be-
zeichnet wird.

Wenn wir eine Anzahl der inneren Kanten und Ecken unterdriicken, so
erhalten wir eine polygonale Zerlegung, welche die gegebene Dreiecksteilung als
Unterteilung besitzt. Die erha_ltenen Teilgebiete bezeichnen wir mit £, die aus
den iibriggebliebenen inneren Kanten gebildeten Kurven mit ¢. Die Charak-
teristik eines Gebiets 2 in der gegebenen Dreiecksteilung sei ¢ (£2). Wenn E
und K die Anzahlen der iibriggebliebenen Dreiecksteile sind, so wird offenbar

(3) e=De@—-E+ K.

Wir wollen als bewiesen voraussetzen, dass die Charakteristik eines Dreiecks
in jeder Unterteilung gleich — 1 ist. Dann erkennt man leicht, dass die Charak-
teristik auch im allgemeinen Falle von der Dreiecksteilung unabhiingig ist und
folglich eine topologische Invariante: ‘darstellt. Bs geniigt nimlich zu zeigen,
dass eine Teilung und ihre Unterteilung dieselbe Charakteristik ergeben, und
dieses ‘geht durch Anwendung der Formel (3) hervor. In der Tat, jedes ¢(2)
ist gleich — 1, und wenn E, K, P die zur Oberteilung gehorigen Anzahlen sind,
so:erhilt man fir die Charakteristik der Unterteilung den Ausdruck —~E+K—P.

Die Bedenfung des Gliedes — E + K in der Gleichung (3) soll niher -unter-
sucht werden. Eine einfache geschlossene Kurve enthiilt ebensoviele Kanten wie
Ecken' und gibt also keinen Beitrag zum genannten Glied, wiihrend ein Quer-
schnitt eine Kante mehr enthilt und folglich den Beitrag 1 liefert. Wenn nun
die Zerlegung der Fliche W in die Gebiete 2 durch lauter punktfremde Riick-
kehrschnitte und Querschnitte erfolgt, so findet man also
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(4) ¢ = D e(2)+ nlo

wo 7 (o) die Anzahl der Querschnitte bezeichnet. Die Formel (4), die wir als die
allgemeine Zerlegungsformel bezeichnen wollen, wird uns in den Anweha'ungen oft
begegnen.

Wir verwenden sie gunichst um die Charakteristiken der verschiedenen
topologischen Typen zu ermitteln. REine schlichtartige Fliche mit ¢ Konturen
kann durch ¢ —1 Querschnitte in eine Fliche verwandelt werden, die topologiscﬁ.
dquivalent mit einem Dreieck ist; die Charakteristik wird folglich gleich ¢ — 2.
Bine orientierbare Fliche mit ¢ Konturen und ¢’ nicht zerlegenden Riickkehr-
schnitten wird durch diese Riickkehrschnitte in eine schhchtartlge Flache mlt
q + 24 XKonturen verwandelt. Sie erhilt also die Charakteristik ¢ + 2g — 2.
Auch die Charakteristik einer nicht orientierbaren Fliche liesse ,_swh leicht be-
rechnen, hat aber in dieser Arbeit keine Bedeutung.

Die gesehlossene Fliche vom Geschlecht Null besitzt mit ¢ =— 2 die kleinste
Charakteristik. Fiir berandete Flichen ist die kleinste Charakteristik gleich —1;
sie kommt allen einfach zusammenhiingenden Flichen zu. Wenn man von dieser
Bemerkung Gebrauch macht, so bekommt man aus (4) eine wichtige Ungleichung.
Es wird ndmlich, wenn N(£) die Anzahl der Gebiete 2 angiBt,

{5) o= nlo) — N(Q),

und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn simtliche Teilgebiété einfach zu-
sammenhingend sind. Etwas genauer gilt sogar

(s) e = n(o)— N (9),

wo N, () die Anzahl der einfach zusammenhiingenden Gebiete R ist.

10. Wenn W als Uberlagerungsfliche von W, gegeben ist, so besteht eine
der Hauptaufgaben dieser Arbeit in der Aufstellung der Beziehungen zwischen
den Charakteristiken von W und W,  Als. Vorbereitung wollen 'wir in-dieser
Nummer den Zusammenhang zwischen der Charakteristik von W wund -den topo-
logischen Eigenschaften der zugehérigen Blitter W, untersuchen.

Der Betrachtung wird diejenige Dreiecksteilung der Fliche W, zugrunde
gelegt, mit deren Hilfe die Uberlagerungsfliche definiert wird. Wenn E,, K,
und P, die zu W, gehorigen Anzahlen sind; 80 ist on = —Ep+ K,— P, die Stuminé
der Charakteristiken derjenigen Gebiete. aus denen W, besteht. Fir die:Teilung
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der Fliche W gilt, wie man sofort bestitigt, P= > P, und K = D K, Dage-
gen ist im allgemeinen £ = Z E,, denn bei der Berechnung von E wird die Viel-
fachheit der Ecke_n nicht berticksichtigt. Die genaue Relation lautet £ = Z E,—w,
wo w die sog. Verzweigungszahl der Fliche W bezeichnet, d. h. die Summe der
Ordnungen simtlicher Verzweigungspunkte. Aus den gefundenen Gleichungen
ergibt sich unmittelbar

(6) Q=Zgn+w.

Die Charakteristik einer Uberlagerungsfliche ist gleich der Summe der Cha-
rakteristtken der Gebiete, aus welchen die einzelnen Blétter bestehen, vermehrt um
die Verzweigungszahl der Fldche.

Dieser Satz bildet eine direkte Verallgemeinerung der bekannten Hurwirzschen
Relation fiir unberandete Uberlagerungsflichen. Wenn W keinen relativen Rand
besitzt, so sind alle g, gleich der Charakteristik g, der Grundfiiche. Man erhilt
dann ¢ = Ng, + w, wo N die Blitteranzahl bezeichnet. Diese Gleichung ist mit
der Hurwitzschen Relation identisch.

§ 4. Der metrisch-topologische Hauptsatz.

11. Die im letasten Abschnitt gefundene Gleichung (6) bildet eine rein
topologische Verallgemeinerung der Hurwitzschen Relation. Sie hat den wesent-
lichen Nachteil, dass man fiir ihre Verwertung die Grossen g, kennen muss, die
in komplizierter Weise von den Uberdeckungs- und Zusammenhangseigenschaften
der Uberlagerungsfliche abhingen.

Es liegt nabe nach einer metrisch-topologischen Verallgemeinerung der
Hurwitzschen Relation zu suchen, welche die friiher eingefiihrte mittlere Blitter-
anzahl benutzt. Eine solche Verallgemeinerung wird durch den folgenden Satz
gegeben, dessen zentrale Stellung in unserer Theorie die Bezeichnung Hauptsatz
rechtfertigt:

Metrisch-topologischer Hauptsatz. — Es ses W, eine geschlossene oder be-
randete Grundfiiche mit der Charakteristik oo, W eine Uberlagerungsfliiche derselben.

Wenn ¢ die Charakteristik von W bedeutet, so sei 3 die grossere der Zahlen o und o.
Dann gilt die Ungleichung

(1L 1) 0=0,8—kL,

wo S die mittlere Blitteranzahl, L die Linge des relativen Randes bezeichnet.
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Es soll zuniichst kurz erklirt werden, wie man zu dieser Formulierung
kommt. -Aus der Hurwitzschen Relation ¢ = Ng, + w folgt die weniger genaue
Ungleichung ¢= Ng,. Um diese Ungleichung auf den Fall einer berandeten
Uberlagerungsfliche zu verallgemeinern ersetzen wir N durch die mittlere Blitter-
zahl § und fiigen rechts ein Restglied hinzu. Die Ungleichung (II. 1) besagt
im Falle ¢ > o, dass fiir dieses Restglied eine ihnliche Abschitzung gilt wie in
(I.1) und (I.2). Wenn ¢g=—1 ist, so ist es klar dass man auf der linken Seite
Null schreiben muss, denn 8§ und L konnen beliebig klein sein.

Wir bemerken schliesslich, dass der Satz trivial ist fiir ¢, = 0. Wir brauchen
also nur solche Grundflichen zu betrachten, deren Charakteristik g, positiv ist.

12. Wir beginnen unseren Beweis mit dem Fall einer schlichtartigen Grund-
fliche. W, besitze ¢ > 2 geschlossene Konturen, die sich eventuell auf Punkte
reduzieren konnen; dann gilt ¢y, =¢ — 2. Durch ¢ punktfremde Querschnitte
Y1y - - - 7 mit endlicher Linge zerlegt man die Grundfliche in zwei einfach zu-
sammenhiingende Teile 4/ und #”. Die Wahl dieser Querschnitte soll natiirlich
ein fiir alle Mal festgelegt werden, und darf nicht von der Uberlagerungsfliiche
W abhidngen.

Die Uberlagerungsfliche W ist definiert mit Hilfe einer gewissen Dreiecks-
teilung der Grundfliche. Wir nehmen an, dass es eine gewisse Unterteilung
dieser Teilung gibt, in welcher die Querschnitte y,, ..., y; aus lauter Kanten
bestehen. Ferner wird vorausgesetzt, dass W keine iiber diesen Querschnitten
gelegenen Verzweigungspunkte besitzt. Diese Annahmen bedeuten keine Ein-
schrinkung, denn jede Fliche kann durch eine beliebig kleine Deformation,
welche den Zusammenhang unveriindert lisst und eine beliebig kleine Anderung
von S und L verursacht, in eine Fliche verwandelt werden, die diesen Vor-
aussetzungen geniigt.

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf die oben eingefiihrte Unter-
teilung und die ihr entsprechende Dreiecksteilung der Fliche W. Auf W ziehen
wir simtliche Kantenziige, die iiber den Querschnitten y liegen. Sie bilden ein
System von punktfremden Querschnitten o der Fliche W, welche diese Fliche in
endlich viele Gebiete 2 zerlegen. Fiir diese Zerlegung gilt die im vorigen Ab-
schnitt bewiesene topologische Ungleichung

(5) e=n(o)— N(9Q).

22—34686. Acta mathematica. 63. Imprimé le 8 février 1935.
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Aus dieser Ungleichung soll die gewiinschte Relation (II.1) hergeleitet
werden. Dazu wird zuniichst eine Klasseneinteilung der Querschnitte ¢ und der
Gebiete @ eingefiihrt, welche den Weg zum Beweis bereitet.

13. Wir beginnen mit der Absonderung einer Folge von Gebietsklassen
(Q,), . . ., (2,) und entsprechenden Querschnittsklassen (g,), . . ., (6,), die in folgender
Weise definiert werden:

Zu der ersten Klasse (£,) gehoren simtliche Gebiete 2, die von genau einem
Querschnitt ¢ begrenzt werden. Diese Querschnitte bilden die erste Querschnitts-
klasse (,). Zur Klasse (2,) zilhlen wir diejenigen Gebiete 2, deren Rand einen
einzigen, nicht zur Klasse (0,) gehorigen Querschnitt umfasst, und zur Klasse (o,)
diese Querschnitte. Allgemein sei (2.) die Klasse derjenigen Gebiete 2, die von
genau einem neuen, d. h. zu keiner der Klassen (g,), . .., (6s—1) gehorigen Quer-
schnitt begrenzt werden, und (o,) die Klasse dieser neuen Querschnitte. Das
Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis simtliche Gebiete 2 erschépft sind, oder
bis simtliche iibriggebliebene Gebiete entweder von gar keinem oder von wenig-
stens zwei neuen Querschnitten begrenzt werden.

Aus der Definition folgt, dass jedes Gebiet £, von einem Querschnitt o,
begrenzt wird. Umgekehrt wollen wir zeigen, dass jeder Querschnitt ¢, im all-
gemeinen nur ein einziges Gebiet 2, begrenzen kann. Wir beweisen zuerst fol-
gende Eigenschaft: Jeder Querschnitt o, zerlegt die Fliche W in zwei Teile, und
alle Querschnitte o, die in demselben Teilgebiet liegen wie ein von 6. begrenztes S,
gehiren zu den Klassen (6}, . . ., (On—1).

Fir n=1 ist der Satz unmittelbar klar. Wir nehmen an dass er bewiesen
ist fiir alle Indizes, die kleiner als das gegebene 7 sind. Das Gebiet 2, wird
ausser von o0, noch von gewissen Querschnitten niedrigerer Klasse begrenzt.
Diese Querschnitte bestimmen nach der Induktionsvoraussetzung je ein Teilgebiet
von W, das nur Querschnitte von noch niedrigerer Ordnung enthilt. Die Menge
aller Punkte, welche ohne Uberschreitung von o, mit dem Innern von £, ver-
bunden werden konnen, wird aus £, und den genannten Teilgebieten gebildet.
Hieraus folgt, dass simtliche in dieser Menge enthaltene Querschnitte ¢ zu den
Klassen {5)), .. ., (0.—1) gehdren, und unser Satz ist bewiesen.

Wenn es vorkommt, dass ein Querschnitt ¢, gleichzeitig zwei Gebiete 2,
begrenzt, so folgt aus dem soeben bewiesenen sofort, dass alle anderen Quer-
schnitte von niedrigerer Klasse sind. Dieser Fall kann also nur eintreten, wenn
simtliche Querschnitte ¢ zu den abgesonderten Klassen gehoren, und auch dann
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nur fiir den einzigen Querschnitt der hochsten Klasse. Von diesem Ausnahme-
fall abgesehen entsprechen sich die. abgesonderten. Gebiete und Querschnitte
umkehrbar eindeutig.

Die iubriggebliebenen Gebiete 2 werden, wie schon bemerkt wurde, entweder
nur von abgesonderten Querschnitten oder von wenigstens zwei nicht abgeson-
derten Querschnitten begrenzt. Wir behaupten, dass der erste Fall nur aus-
nahmsweise vorkommt. In der Tat, wenn ein Gebiet 2 von lauter abgesonderten
Querschnitten begrenzt wird, so bestimmen diese Querschnitte Teilgebiete, in
deren Inneren nur abgesonderte Querschnitte liegen, und zwar keine von der
hochsten Klasse. Hieraus schliesst man, dass alle Querschnitte abgesondert sind,
und dass es hochstens ein Gebiet £ von der betrachteten Art geben kann. Die
Charakter eines Ausnahmefalls ist damit nachgewiesen.

14. Wir wollen jetzt voraussetzen, dass nicht simtliche Querschnitte ¢ ab-
gesondert sind, und fiir diesen Fall die Klasseneinteilung weiterfithren. Jedes £,
das zu keiner der Klassen (£,) gehort, wird nach dem vorhergehenden von we-
nigstens zwei nicht abgesonderten Querschnitten begrenzt. Jenachdem die ‘Anzahl
dieser Querschnitﬁe kleiner als ¢ oder wenigstens gleich ¢ ist, zihlen wir £ zur
Klasse (') oder (Q%).

Die entsprechenden Querschnitte werden am besten in drei Klassen ein-
geteilt: Die Querschnitte der Klasse (6%) begrenzen zwei Gebiete Q% die der
Klasse (¢') begrenzen ein Q% und ein Q' und die der Klasse (o”) begrenzen zwei
Gebiete Q'

Damit ist die ganze Klasseneinteilung vollzogen. Zur besseren Orientierung
geben wir noch eine Ubersicht iiber die eingefiihrten Klassen und wiederholen
die wichtigsten Beziéhungen. Die Klassen sind

Q) ... () (@) (2*)
(@) .. o) (0) (&) (%)
und es gilt:
1° Die £, und 0, entsprechen sich ein-eindeutig.
2° Jedes @ wird von wenigstens zwei, aber hochstens ¢ — 1 Querschnitten
¢’ oder ¢’ begrenzt.
3° Jedes Q* wird von wenigstens q Querschnitten o', 6" oder ¢* begrenzt.
Die obige Einteilung bezieht sich auf den Fall, dass nicht simtliche ¢ durch
die Klassen (g,) erschopft werden. Auch im entgegengesetzten Falle geniigen
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die durchgefiibrten Untersuchungen um die Struktur der Fliche festzustellen.
Wir brauchen aber, aus einem Grunde, der sofort klar werden wird, auf diesen
Fall nicht niiher einzugehen.

14. Wir kehren zur Ungleichung (5) zuriick und betrachten die auf der
rechten Seite stehende Differenz 7 (s) — N(2). Wenn wir voraussetzen, dass nicht
alle Querschnitte abgesondert sind, so heben sich die Anzahlen der zu den
Klassen' (£2,) und (0.) gehorigen Gebiete und Querschnitte auf und brauchen bei
der Berechnung der Differenz nicht beriicksichtigt zu werden. Durch eine den
Klassen (2) und (Q*) entsprechende Aufspaltung erhalten wir, in unmittelbar
verstindlicher Bezeichnung,

0 ez [n@)+ L) = ¥ @]+ |nie + S nie) - wian].

Wenn man ausdriickt, dass alle Gebiete £ von wenigstens zwei
Querschnitten o’ oder o begrenzt werden, so findet man die Ungleichung
n(d)+2n(d’) = 2 N(2), d. h. der erste Klammer in (7) ist sicher nicht negativ. In
gleicher Weise folgt aus der Definition der Gebiete Q*, dass n (d')+ 2% (6%)= q N(2%).
Diese Ungleichung konnen wir zur Elimination von N (2%*) benutzen, und erhal-
ten aus (7)

2 (’ﬂ (%) + ;—n(a')) =1 —q— 2 0 (o%).

(8) o=1

Es gilt jetzt die Anzahl #(¢*) nach unten abzuschiitzen. Jeder Quer-
schnitt ¢ liegt iiber einer der Kurven 7,; 4(6) bezeichne die Linge des Quer-
schnitts dividiert durch die Linge dieser Kurve. Ferner setzen wir 4* = 31(0%),
' =32c), " =34(c") und endlich i, gleich der entsprechenden Summe er-
streckt iiber alle Querschnitte der abgesonderten Klassen (g,). Es ist zuniichst
n (6*) = A*, denn jedes (o) ist hochstens gleich 1. Weiter gilt definitionsgemiiss

q
Z s(py=4* + ¥ + 2" + A4. Nach dem Uberdeckungssatz ist andererseits

() = ¢S — kL und wir erhalten aus (8)

HMQ .

0=(g—2)8S—kL—4 + 1" + 4).

Um den Beweis zu vollenden brauchen wir nur noch zu zeigen, dass
A 4+ A 4 lo Kleiner ist als L multipliziert mit einer von W unabhiingigen Kon-
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stante. Dieses geniigt auch in dem Falle, wo die Klassen (o,) sdmtliche Quer-
schnitte umfassen. Man schliesst nimlich dann mit Hilfe des Uberdeckungs-
satzes, dass § selbst kleiner als eine Konstante mal L wird, und die Ungleichung
(IL. 1) ist erfiillt fiir einen gewissen Wert der Konstante k.

15. Die Zuendefithrung des Beweises geschieht durch eine neue Anwendung
des Uberdeckungssatzes. Wir betrachten als Grundfiiichen die von den Kurven
7» begrenzten Teilgebiete <" und 4”7, und bestimmen eine feste Zahl % mit fol-
gender Eigenschaft: Wenn £ eine beliebige Uberlagerungsfliche von .7 oder ./’
ist und s(y») ihre mittlere Blidtteranzahl tiber y,, so soll fiir jedes Kurvenpaar
vu, ¥» die Ungleichung

ls () — s () | = L= % L (9)

L]

erfiilllt sein, wobei L(2) die Linge des relativen Randes von £ in Bezug auf
A" baw. 4" bezeichnet.

Fir  wihlen wir eines der Gebiete £,. Der entsprechende Querschnitt
o, liege z. B, iiber y,. Dann gilt fir v=12,..., ¢

Aon) S sly) S slp) + Z - ka(.Q,,).

Diese Ungleichungen rechnen wir zusammen und addieren noch beiderseits 4 (on).
BEs wird dann

gi(on) = Nalo) + (g — 2) kL (i),

wo die Summe iber siimtliche 2, begrenzende Querschnitte erstreckt werden
soll. Wir addieren noch einmal iiber simtliche Gebiete der abgesonderten
Klassen (), ..., (£2,). Auf der linken Seite erhalten wir gi,, falls die abgeson-
derten Querschnitte und Gebiete sich ein-eindeutig entsprechen, oder ausnahms-
weise eine grossere Summe, wenn ein ¢, gleichzeitig zu zwei £, gehort.” Das
rechtsstehende Hauptglied gibt bei der Addition eine Summe, die hochstens gleich
2 A ist, denn jeder Querschnitt begrenzt hochstens zwei Gebiete Q. Schliesslich
wird die Summe der Restglieder kleiner oder gleich (g —2)%k L. Wir finden also
die Ungleichung
qha =24 + (g — 2)kL,

woraus sofort A, = £ L folgt.
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Die Grossen 4’ und A” sind jetzt leicht abzuschitzen. Es gibt zu jedem
' eine Kurve y,, die von keinem zu Q' gehorigen Querschnitt ¢’ oder o iiber-
deckt wird. Fiir diesen Index u gilt

S0 + ) S Dol = (g—1)sly) + g—2)RL(KQ).?

o @ —

Wenn wir diese Ungleichungen addieren, so erhalten wir links die Sumime
A+ 22”. Rechts hat man zu beachten, dass die s(y.) nur von den abgesonderten
Querschnitten herrithren konnen, und dass jeder Querschnitt o, hiochstens ein £’
begrenzt. Man findet dann

V42V s(@—1)ie+ (@g—2)kL=(2g —3)kL.

Hiermit ist der Hauptsatz bewiesen fiir den Fall einer schlichtartigen
Grundfliche.

16. Eine nicht schlichtartize Fliche W, kann durch ein System von Riick-
kehrschnitten 7 in eine schlichtartige Flédche W, mit derselben Charakteristik g,
verwandelt werden. Auf der Uberlagerungsfliche W ziehen wir simtliche Kurven
¢, die iiber den Riickkehrschnitten gelegen sind. Diese sind teils Querschnitte,
teils Riickkehrschnitte auf W, und zerlegen die Fliche W in Teilflichen W, die
als Uberlagerungsflichen von W, aufgefasst werden konnen. Es gilt nach dem
Zerlegungsgesetz {(4)

(9) o= Ne(W) + nfo),

wo 7 (o) die Anzahl der unter den Kurven ¢ vorkommenden Querschnitte bezeichnet.

Wenn wir bemerken, dass jedes negative ¢ (W) gleich — 1 ist, so kénnen wir (9)
auch in der Form

o= Do (W)= N, +no)

schreiben, wobei N; die Zahl der einfach zusammenhingenden Teilflichen angibt.

Nach einem grundlegenden Satz der Topologie wird eine zasammenhéingende
Fliche durch einen Querschnitt in hochstens zwei Teile zerlegt, und beide Teile
sind einfach . zusammenhiingend nur wenn dieses von der urspriinglichen Fliche
gilt. Wendet man diesen Satz wiederholt an, so sieht man dass in jeder Zer-
legung durch lauter Querschnitte die Anzahl der Teilgebiete hochstens um’ Eins
grosser ist als die Anzahl der Querschnitte. Wenn die gegebene Fliche mehr-

! Die linksstehenden Summen werden iber simtliche Q' begrenzende ¢’ bzw. ¢’ erstreckt.
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fach zusammenhingend ist, so ist ausserdem die Anzahl der einfach zusammen-
hingenden Teilgebiete hochstens gleich der Anzahl der Querschnitte. Dieses
Resultat wenden wir auf die obige Zerlegung an. Wenn die Zerlegung nur durch
Querschnitte erfolgen wiirde, so hiitte man, vorausgesetzt dass ¢ =0, N, = x (o).
Durch Hinzufiigung der Riickkehrschnitte werden keine neuen einfach zusammen-
hiingenden Gebiete erhaiten, denn jedes Teilgebiet, das von einem Riickkerschnitt
o begrenzt wird, besitzt ausserdem wenigstens eine andere Kontur und ist folglich
mehrfach zZusammenhingend. Es gilt also tatsichlich N, < #(0), wenn nur ¢ = 0
ist, und wir finden

ez 3o (W),

Wenn andererseits ¢ = — I, so haben wir N, =< (o) + 1, und es folgt dass

kein Z(V—V) positiv ist. Wir schliessen hieraus, dass die Ungleichung

Sel

3|

v

p )

in jedem Falle erfiillt ist.

Die Grossen z(VT’) werden jetzt mit Hilfe des schon bewiesenen Teils des
Hauptsatzes nach unten abgeschiitzt. Wir erhalten dann nichts anderes als die
Ungleichung (IL. 1), denn S ist die Summe der mittleren Blitteranzahlen der

Teilfliichen W, und L ist bestimmt nicht grosser als die Summe der Lingen
ihrer relativen Rinder.

§ 5. Die Umkehrung.

17. Die Hurwitzsche Relation fiir eine unverzweigte und relativ unberan-
dete Uberlagerungsfliche lautet ¢ = N g,, oder wenn wir dieselbe Gleichung
metrisch-topologisch schreiben, ¢ = 8§ 96. Man stellt sich die Frage, welche Be-
dingungen eine unverzweigte Uberlagerungsfliche W erfilllen muss, damit die
Ungleichung (II. 1) durch eine entsprechende Gleichung ersetzt werden kénne.
Es liegt uns nicht daran, die allgemeinsten derartigen Bedingungen aufzustellen,
sondern wir wollen nur einen ¥all behandeln, wo die betrachtete Ungleichung
sich sofort umkehren lisst.

Die Fliche W sei in einer endlich vielblidttrigen, unverzweigten und
relativ unberandeten Uberlagerungsfliche von W, enthalten, die wir mit F
bezeichnen wollen und deren Blidtteranzahl gleich N sei. Das Komplement von
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W in Bezug auf F zerfdllt in Gebiete W', und man erhilt, wenn man die
Charakteristik von F einmal nach der Hurwitzschen Relation, einmal nach dem

Zerlegungsgesetz (4) berechnet,
Ney=¢+ De(W')+n(),

wo n(I') die Anzahl der Querschnitte von I bezeichnet, die der relative Rand

I’ von W enthiilt.
Setzen wir N, gleich der Anzahl der einfach zusammenhingenden Gebiete

W', so wird
+ , ;
N@0:9+29(W)—N1+"(1)-

Auf die Gebiete W’ wenden wir die Ungleichung (IL. 1) an, und bemerken dass
die Summe ihrer mittleren Blitteranzahlen gleich N — 8 ist. Wir erhalten also

Nogp=¢+ (N-—-8)g,— N, +n(I')—kL
oder
0= 8¢ + N,—n(I')+kL.

Wenn der ganze Rand I' aus lauter Querschnitten besteht, so zerfillt F'
in héchstens % (I') + 1 Teilgebiete, wovon eines mit W identisch ist. In diesem
Falle ist also N, = »(I'). Fiir jeden Riickkehrschnitt kann die Anzahl N, héchstens
um eine Einheit zunehmen. Wenn die Anzahl der zu I' gehorigen geschlossenen
Konturen mit « bezeichnet wird, so erhalten wir folglich N, < #(I') + @, woraus

90=8¢,+ kL + «.
Diese Ungleichung stellen wir mit (II. 1) zusammen, und bemerken gleich-

zeitig dass ¢ = Z — 1. Wir erhalten dann folgende

Metrisch-topologische Doppelungleichung. — Es sei bekannt, dass die Fldche
W als Teil einer idiber W, ausgebreiteten, relativ zu W, unberandeten und unver-
zweigten Uberlagerungsfidche aufgefasst werden kann. Wenn der relative Rand
von W héchstens a geschlossene Konturen umfasst, so gilt die Doppelungleichung

(IT. 2) Sgp—kL—1=0=8¢ + kL + «.
Ist g, = 0, so gilt etwas einfacher
+
(1. 2) Soy—kL=e¢ =8¢+ %L+ a,

denn die zweite Hilfte dieser Ungleichung ist trivial fiir o= —1.
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II. Offene Uberlagerungsfliichen.

18. REine endliche Uberlagerungsfiiche ist Teil einer anderen oder ist in
ihr enthalten, wenn es eine topologische Abbildung der ersten auf einen Teil
der zweiten gibt, bel welcher entsprechende Punkte denselben Spurpunkt haben.
Bine abzihlbare Folge von endlichen Uberlagerungsflichen W definiert eine un-
endliche oder offene Uberlagerungsfiiche W# wenn jede Fliche Teil der fol-
genden ist. Zwei Folgen definieren dieselbe offene Uberlagerungsfliche, wenn
jede Fliche der einen Folge in allen bis auf endlich vielen Flichen der anderen
Folge enthalten ist und umgekehrt.

Eine Folge von endlichen Flichen, welche die offene Fliche W* definiert,
heisst auch eine Ausschopfung der Fliche W#*. Eine offene Fliche zu unter-
suchen bedeutet nichts anderes als die Eigenschaften der ausschépfenden Folgen
zu betrachten. Wenn wir die vorhergehende Theorie auf die Flichen W einer
solchen Folge anwenden, so kommt etwas neues heraus, nur wenn wir das asymp-
totische Verhalten der Restglieder in (I) und (II) kennen. Diesem Umstande
trigt die Binfithrung des folgenden Begriffs Rechnung: FEine Ausschopfung der
offenen Fliche W* durch eine Folge von endlichen Fldchen W heisst reguldr, wenn
das Verhiltnis zwischen der Ldnge des relativen Randes wnd der mittleren Bldtter-

anzahl gegen Null strebt, d. h. wenn lim —g = 0.

In den folgenden Untersuchungen spielt die Frage nach der Existenz einer
reguliiren Ausschépfung eine hervorragende Rolle.

19. Wenn A ein beliebiges Teilgebiet von W, ist, so gilt nach dem Uber-

deckungssatz
|S— S| =kL,

gleichmiissig fir alle Flichen W' einer ausschoépfenden Folge. Wir wollen die
OGrosse S(o) etwas niher untersuchen. Der iiber o gelegene Teil einer Fliche W
zerfillt in zusammenhiingende Flichenteile 2 von zwei verschiedenen Arten.
Entweder ist ein Flichenstick £ relativ unberandet in bezug auf #; dann wird
2 eine »Insel> genannt. Oder 2 besitzt einen relativen Rand, der dann natiir-
lich Teil des relativen Randes von W ist; in diesem Falle heisst 2 eine » Zunge>.
Der von einer Insel herriihrende Teil von S(4) ist ganzzahlig und gleich der
Blitteranzahl der Insel. Wir mnennen diese Zahl die Multiplizitit der betref-
23--34686. Acta mathematica. 65. Tmprimé le 8 février 1935.
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fenden Insel. Rechnet man die Multiplizititen aller Inseln zusammen, so erhilt
man eine Zahl n(4) welche angibt, wie oft  sozusagen vollstindig iiberdeckt wird.

Den von den Zungen herrithrenden Teil von S(4) bezeichnen wir mit u(4).
Den Uberdeckungssatz konnen wir dann in der Form der

Gleichung (A)
n(d) + u(d) =S + O(L)

schreiben. Die Landausche Bezeichnungsweise gibt an, dass das letzte Glied
dem absoluten Betrag nach kleiner ist als L multipliziert mit einer Konstante.
Diese Abschitzung wird besonders bedeutungsvoll, wenn wir die Gleichung (A)
auf eine regulir ausschopfende Folge anwenden. Fiir eine derartige Ausschép-

fung folgt z. B.
FYIN n(d)

lim —(— = 1.

Wenn man das Gebiet o durch ein Teilgebiet ersetzt, so wird #(4) unver-
indert oder grosser. Liisst man A sich auf einen Punkt ¢ zusammenziehen, so
wird #(4) schliesslich gleich- der Anzahl n(a) der tber a gelegenen inneren
Punkte von W, vorausgesetzt dass die Verzweigungspunkte bei der Berechnung
dieser Anzahl mit ihren Multiplizititen gezihlt werden. Man muss aber beach-
ten, dass die Gleichung (A) bei diesem Grenziibergang ihre Geltung verliert,
denn die Konstante & kann iiber alle Grenzen wachsen.

20. Wir wollen jetzt die bisherige Allgemeinheit verlassen, indem wir
einen besonders wichtigen Spezialfall ins Auge fassen. Die Betrachtungen sind
jedoch die ganze Zeit solcher Art, dass sie ohne Miihe auch in allgemeineren Fillen
durchgefithrt werden konnen.

Als Grundfliche W, wihlen wir eine geschlossene Fliche vom Geschlecht
Null; es ist keine Einschrinkung, wenn wir fiir W, z. B. eine Kugel nehmen.
Weiter setzen wir voraus, dass die iiber W, ausgebreitete offene Uberlagerungs-
fliche W* einfach zusammenhingend ist, d. h. es soll eine Ausschopfung durch
lauter einfach zusammenhiingende Flichen W geben. Auf W, betrachten wir
eine Anzahl von ¢ =2 ausserhalb einander liegenden, einfach zusammenhiin-
genden Gebieten 4, ..., 4,. Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf
die Uberdeckung dieser Gebiete.

Ausser der oben eingefiihrten, gewohnlichen Multiplizitit einer Insel, die
einem Gebiet o entspricht, wollen wir noch eine zweite Multiplizitit definieren,
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die wir als einfache Multiplizitit- der Insel bezeichnen. Diese einfache Multi-
plizitit soll gleich der mit umgekehrtem Vorzeichen genommenen Charakteristik
der betreffenden Insel sein. Also ist die einfache Multiplizitit hochstens gleich 1,
sie kann aber auch Null oder negativ sein. Sie ist 1 bei jeder einfach zusam-
menhingenden Insel, und diesen Fall kénnen wir als den normalen betrachten,
vorausgesetzt dass wir die einfachen Multiplizititen nur fiir einfach zusammen-
hiingende Gebiete  bilden.

Die Summe aller einfachen Multiplizititen, die zu den iiber einem Gebiet
4 gelegenen Inseln gehoren, bezeichnen wir mit p(«). Sie ist hochstens gleich
der Anzahl der Imseln, und also sicher kleiner oder gleich n(«4). Wir bilden
die Grossen p(,) fir eine Fliche W der W* ausschopfenden Folge und bezeich-

g
nen die Summe 2 p(4,) kurz mit p. Eine obere Schranke fiir p ist durch
1

gS + kL gegeben. Es handelt sich darum, auch eine untere Abschitzung fiir
dieselbe Summe zu finden.

Wir betrachten simtliche iiber den Gebieten 4,, ..., 4, gelegene Flichen-
stiicke £, bezeichnen die Inseln mit £; und die Zungen mit £.. Aus W ent-
fernen wir zuniichst alle £.; dadurch zerfillt W in lauter einfach zusammen-
hingende Restgebiete W’. Aus den Gebieten W' entfernen wir jetzt noch alle
Inseln £;. Dann konnen die iibriggebliebenen Gebiete W als Uberlagerungs-
flichen des g-fach zusammenhiingenden Komplementirgebiets W, der Gebiete o,
aufgefasst werden. Die Gebiete W sind von zwei wesentlich verschiedenen .
Arten: die Gebiete der ersten Art sind relativ unberandet in bezug auf W,
wihrend die Gebiete der zweiten Art einen relativen Rand besitzen.? Die
Gebiete W sind sicher mehrfach zusammenhéngend, denn sie besitzen nach der
Hurwitzschen Relation eine Charakteristik, die wenigstens gleich einem Viel-
fachen von ¢—2 ist und folglich nicht negativ sein kann.

Die Zerlegung der Gebiete W’ in die Teile £; und W erfolgt mit Hilfe
von lauter Riickkehrschnitten. Es gilt folglich | e(W) + D el) =D (W),
woraus p = — >, 0(2)= D e(W) + N(W’), wenn N(W’) die ‘Anzahl der Gebiete
W' bezeichnet. Setzen wir N,(W) gleich der Angahl der einfach zusammen-
hingenden W, so erhalten wir noch p=zz; (W) + N(W’)— N,(W). Nach
dem was oben gezeigt wurde, sind die einfach zusammenhingenden W von
der zweiten Art und offenbar mit einem W’ identisch. Hieraus folgt dass

! Die Gebiete der ersten Art kénnten zweckmissig als »Binpenseen» bezeichnet werden.
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= N(W')— N,(W) die Anzahl derjenigen unter den Gebieten W' angibt, welche
wenigstens eine Insel enthalten.

Wir wenden jetzt den metrisch-topologischen Hauptsatz auf simtliche Fli-
chen W an. Ihre mittlere Blitteranzahlen ergeben zusammen den Wert S(W,)
und die relativen Rinder haben eine Gesamtlinge = L. Es folgt also

p= e (W) +pg=(g—2)8(W,) + 8~ kL.

Durch Heranziehung des Uberdeckungssatzes kénnen wir noch S(W,) durch §
ersetzen und finden dann

(10) p—B=(q—2)S—EL.

Die nicht-negative Anzahl § wollen wir in diesem Zusammenhang einfach
weglassen und erhalten so die wichtige

Ungleichung (B)
g
p=p4)=(q—2)8—kL,
1
giiltig fir ¢ = 2.
Wenn ¢ =2 ist, so sieht man durch eine vein topologische Betrachtung
ein, dass sogar p = o gilt. Die eigentliche Bedeutung unserer Ungleichung fingt

also erst mit ¢ = 3 an.

21. Wenn man auf alle Inseln, die einem einfach zusammenhingenden
Gebiet o entsprechen, die Hurwitzsche Relation anwendet, so ergibt sich

p(d) = n(d) — w(4),

wo w(d) die Summe der Verzweigungsordnungen der zu den Inseln gehorigen
Verzweigungspunkte bedeutet. Die Ungleichung (B) erhilt die Form

Zq‘;'n(dv) - qu(dv) =(q—2)S— kL
oder
é(S — n(d)) + Zq,w(m) <28+ kL.

1
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Durch Anwendung der Gleichung (A) ergibt sich noch die besonders einfache

Form
(B) Zq}u(m) + qu(m) <28+ kL.

Wenn es eine reguliire Ausschopfung existiert, so liegt es nahe folgende
Begriffe einzufiihren: Unter dem Defekt 8(4) und dem Verzweigungsindex &(A)
eines Gebiets o/ verstehen wir die kleinsten Zahlen, fiir welche eine reguliire
Ausschopfung existiert mit

. puld)
lim ”T = §(a)
und
. w(a)
lim g = e(d).

Nach dieser Definition liegt der Defekt zwischen o und 1 oder fillt mit einer
dieser Grenzen zusammen, und der Verzweigungsindex ist jedenfalls grosser oder
gleich Null. Aus (B') folgt die

Defektrelation. — Fiir eine belicbige Anzahl von ausserhalb exnander gele-
genen, einfach zusammenhdingenden Gebieten 4 gilt

84+ Dela) =z,

d. h. die Summe simtlicher Defekte und Verzweigungsindizes ist hochstens gleich 2.

Wir erinnern daran, dass der ganze Defektbegriff und folglich auch die
Giiltigkeit der Defektrelation wesentlich auf der Annahme beruht, dass eine
regulire Ausschopfung existiert.

Schliesslich wollen wir noch diejenige Ungleichung aufstellen, die aus (B)
entsteht, wenn simtliche Gebiete 7, sich auf Punkte reduzieren. Wir betrachten
g Punkte a,, ..., ag und wihlen die Gebiete 4, 80, dass sie je einen Punkt a.,
enthalten. HBs sei p(a,) die mit einfachen Multiplizititen gezihlte Anzahl der
iiber a, gelegenen inneren Punkte von W. Dann ist offenbar p(a.,) = p(o.) und

wir finden
q

(B) Zp(aw) =(qg—2)S—kL.

1
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22. Wir werden jetzt zeigen dass es moglich ist, aus der Ungleichung (B)
eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer reguliren Ausschépfung ab-
zulesen.

Wir betrachten die Gebiete A, ..., #, und nehmen an, es gehore zu jedem
Gebiet 4; eine ganze positive Zahl u; mit folgender Eigenschaft: Fiir eine be-
liebige Flache W der ausschopfenden Folge ist die gewdhnliche Multiplizitit von
jeder Insel, die ither dem Gebiet A; liegt, wenigstens u;mal so gross wie die
einfache Multiplizitit der Insel. Wenu die Insel mehrfach zusammenhingend
ist, so ist die Bedingung immer erfiillt. Fiir eine einfach zusammenhingende
Insel besagt sie, dass die Insel wenigstens u;-blittrig sein soll.

Unter dieser Voraussetzung gilt fiir jedes Gebiet o; die Ungleichung

S(4:) = n(4) = wip(4:), woraus folgt p(s) = -:: S+ kL. Wenn wir dieses in
;

(B) einsetzen, so wird

q
(q-—z——Zi)SékL

1

mit einem neuen Wert von k. Wenn nun der linksstehende Koeffizient positiv
ist, so kdnnen wir schliessen, dass bei jeder Ausschopfung S kleiner als L mul-
tipliziert mit einer festen Konstante bleibt. Das heisst aber nichts anderes als
dass es keine regulire Ausschipfung gibt.

Die Fliche W* sei so beschajfen, dass jede iiber dem Gebiet A; gelegene, ein-
Jach zusammenhingende Insel wenigstens u:-bléttrig ist, wober die Zahlen u; der
Bedingung

(r1) Zq(l_i.)>2

geniigen. Dann gibt es keine regulire Ausschopfung von W*

Es gibt fiinf verschiedene Systeme von moglichst kleinen Zahlen u;, die
der Ungleichung (11) geniigen. Sie sind folgende: (2, 2, 2, 2, 2), (2, 2, 2, 3), (2, 3, 7),
(2,4,5) und (3,3,4). In den drei letzten Fillen ist derjenige Sonderfall ent-
halten, wo es drei Gebiete 4, 4, 4, gibt, iiber denen gar keine Inseln liegen.

Der soeben bewiesene Satz bleibt wie die Ungleichung (B) giiltig, wenn
man die Gebiete ; durch Punkte a; ersetzt., Wir formulieren nur das folgende,
besonders anschauliche Resultat: FEine 4iber die Kugel ausgebrestete, einfach zu-
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sammenhingende Fldche, welche drez Punkte nicht vberdeckt, gestattet keine regu-
ldire Ausschipfung.

In diesem Zusammenhang wollen wir noch ein &hnliches Resultat erwih-
nen, das unmittelbar aus der Ungleiéhung (IL, 1) folgt. Eine offene, einfach
zusammenhiingende Fliche W#* sei iiber eine geschlossene Fliche vom Geschlecht
grosser als Eins, d.h. mit positiver Charakteristik g,, ausgebreitet. Dann gilt
fiir jede Fliche einer ausschopfenden Folge ¢,S = kL, woraus man schliesst, dass
keine regulire Ausschopfung existiert.

Eine einfach zusammenhingende Fliche, die iiber eine geschlossene Grund-
fléche wvom Geschlecht. grisser als Fins ausgebreitet ist, kann nicht reguldr ausge-
schipft werden.

23. Wir betrachten jetzt eine besonders einfache Art von offenen Flichen
W*, die wir als unverzweigt und relativ unbegrenzt iiber Wo bezeichnen.! Die-
selbe 'Eigenschaft wird ausgédriiékt, wenn wir die Fliche W, durch ¢ Quer-
schnitte y in zwei einfach zusammenhingende Teilgebiete /' und 4" zerlegen,
und dann verlangen, dass W* aus lauter einbliittrigen Inseln iiber &' und 4"
bestehen soll.

Um diese Bedingung klarzumachen, definieren wir einen Punkt auf W* als
den Inbegriff aller Punkte der ausschopfenden Flichen W, die sich bei der topo-
logischen Abbildung einer Fliche auf ein Teilgebiet der Folgenden entsprechen.
Alsdann wird gefordert, dass jeder Punkt, dessen Spur im Innern von W, liegt,
schliesslich — d. h. auf einer geniigend umfassenden Fliche W — zu einer Insel
iiber o' oder 4" gehort, eventuell als Randpunkt derselben, und dass diese Insel
einblittrig ist.

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so konnen wir jedes iiber W, gelegene
Teilgebiet W von W* in eine endliche, unverzweigte und relativ unberandete
Uberlagerungsfliche F von Wo einschliessen. Eine solche Fliche F wird kon-
struiert, indem man zunichst so viele Inseln anf W* auswihlt, dass sie zusam-
men das Gebiet W enthalten, und die aus ihnen gebildete Fliche durch sym-
metrische Wiederholung abschliesst.?

Wir nehmen eine Fliche W der ausschopfenden Folge und betrachten wie

! W, ist das Komplementiirgebiet der Gebiete Ay.

* Um diesen bekannten Prozess geﬁau zu erkléren miisste man eigentlich den Begriff des
topologischen. Baums einfilhren, Wir verweisen den Leser auf die eingehende Behandlung dieser
Frage in der neulich erschienenen Arbeit G. ELFVING: Uber eine Klasse von Riemannschen Flichen
wnd ihre Uniformisierung (Acta Soc. Scient. Fenn., Nov. Ser. A, t. II No. 3.).
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in Nr. 20 ihre iiber W, gelegenen Teile W. Es gilt wie damals p= 2 Z;(W)+ﬁ,

und die $(W) konnen mit Hilfe von (LI, 2") nach oben abgeschiitzt werden. Un-
ter den relativen Rindern der Flichen W kommt hichstens eine geschlossene
Kontur vor (wegen des einfachen Zusammenhangs von W), und wir erhalten

folglich
p—B=(g—2)S+kL+ 1.

Wird diese Ungleichung mit (10) verbunden, so folgt:

Wenn die einfach zusammenhingende, offene Fliche W* ausserhalb der (le-
biete A,, ..., 4, (¢ = 2) unverzweigt und unbegrenzt ist, so gilt

(©) lp—8—(@g—2)S|<kL + 1.

Wenn man den Beweis durchgeht, so sieht man dass der Satz seine Rich-
tigkeit behilt, wenn die Gebiete A, sich auf Punkte a, reduzieréen. In diesem
Falle ist 8 < 1, und man findet:

Wenn sdmtliche Verzweigungs- und Grenzpunkte iiber den endlich vielen
Punkten a, ..., aq (g = 2) liegen, so gilt die Beziehung

(©) Iqu(a,,)—(q-—z)SlékL+2.

Ist ¢ ein von allen a, verschiedener Wert, so kénnen wir (C') auf die
Werte a,, ..., a; und a anwenden. Es folgt
g
|n(a) + Dpla) —(@—1)S[ = kL + 2,

1
und wenn man diese Ungleichung mit (C") vergleicht

|n(a)— S| < 2kL + 4.

Die Uberdeckung der a-Stellen ist also moglichst regelmiissig.

I11. Die Abbildung einer offenen Fliche.

24. Eine offene, einfach zusammenhinge Fliche W* kann topologisch auf
die komplexe z-Ebene abgebildet werden, wobei die ausschdopfenden Flichen W
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in eine Folge von Gebieten G iibergehen, welche schliesslich jeden endlichen
Punkt der Ebene enthalten. Umgekehrt erhilt man aus jeder Ausschépfung der
Ebene durch einfach zusammenhiingende Gebiete G eine entsprechende Aus-
schopfung der Fliche W*.

Hs gebe eine Abbildung, bei welcher die Metrik der Fliche W* durch eine
positiv definite Differentialform

ds*=E(z)dx* + 2 F(2)dxdy + G () dy® (2= + 1y)

bestimmt wird, d. h. die Liinge einer Kurve und der Inhalt eines Gebiets auf W#*

sollen durch die Integrale fVdez—f—denc dy+ G dy® und ffVEG———F2 dxdy,

erstreckt iiber die Bildkurve bzw. das Bildgebiet in der z-Ebene, gegeben sein.
Es wird vorausgesetzt, dass die Koeffizienten £, F und G gewissen Regularitits-
bedingungen geniigen; sie seien z. B. stiickweise analytische Funktionen der Argu-
mente z und y.

Die Abbildung heisst quasikonform, wenn es eine Konstante K gibt, sodass
die Ungleichung

(12) E+G=2KVEG—-F*

in jedem Punkte ¢ erfiillt ist. Es ist notwendigerweise K = 1, und K =1 be-
dingt I'=0, E = G. Die Abbildung ist in diesem Falle Zonform.

BEs sei W, diejenige endliche Fliche, welche dem Kreis G, (|z] =<7) ent-
spricht, I(») ihr Inhalt und L(r) die Liinge ihrer Randkurve. Nach Voraus-
setzung ist

L) szEdy” +2Fdzdy + Gdy*
|2]="r

und
I0) = f f VEG=Fidzdy.

lzl=r

Aus der letzten Gleichung folgt durch Differentiation

jz]=r

24—34686. Acta mathematica. 65. Imprimé le 8 février 1935.
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Unter Anwendung der Schwarzschen Ungleichung erhiilt man die Ab-
schitzung

(13) LrP=zm

tzl=r

(Eda* + 2 Fdzdy + G dy*
da? + dy?

|dz].

Durch eine wohlbekannte Rechnung kann man bestidtigen, dass die Ungleichung
Edx*+ 2Fdxdy+ Gdy® _ 1 T ~~~—~)
- . = = - T g L r — 2
I+ Ay =2(E+ G+V(E+ QP —4(EG— F?

fir jeden Wert des Verhilltnisses Z_Z erfiillt ist. Der rechtsstehende Ausdruck

Schranke in (13) eingesetzt gibt
L <q4nKrI(r)

oder, als Differentialungleichung geschrieben,

(14) JADH

Diese Ungleichung' enthilt eine moglichst scharfe Aussage iiber das gegen-
seitige Verhalten der Funktionen I(r) und L(r). Durch Integration kdnnen ver-
schiedene Folgerungen gezogen werden.

1° Die Integration zwischen den Grenzen 7, und 7 ergibt

r TdI(r)
1og70 <4anL(r)2-

Lisst man r gegen Unendlich wachsen, so schliesst man, dass das Integral

@

(15) f%%

drvergieren muss.

w

2° Es sei @(t) eine Funktion, fiir welche das Integral f L;l—(i) konvergiert.

! Im Falle einer konformen Abbildung erhilt man die Ungleichung
dr aI(r)
—_—= s
P (r?

dessen Beweis sich noch einfacher als der obige gestaltet.
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Die Ungleichung L(r) = V @ (I(r)) moge innerhalb einer gewissen Intervallfolge
d, erfilllt sein. Durch Integration von (14) tiber diese Intervallfolge erhilt man

' ‘ dIfr) " at

jd log 1 <4an(D(I(r))<4”K] _FLD(t)< o,

&, &,

d.h. es gilt L(r) <V @(I(r) ausser fir die Werte einer Intervallfolge von end-

licher logarithmischer Gesamtlinge. Am einfachsten wihlt man @ (f) = #'+2¢ und

1
tha

erhilt L (r) < I(r) * ausserhalb der Ausnahmeintervalle.

3° Die Differentialungleichung (14) gilt unveriindert, wenn die Abbildung
nicht auf die ganze Ebene sondern auf einen endlichen Kreis |2]| < R geschieht.
Es gelte eine Ungleichung der Form I(r) < kL(r) in einem Intervall »,<r< R.

Man berechnet dann

R
B al(r wk*K
log " <4nk2KfI(r()2)§4I(r)

oder \ \
\_4nk’K _4nk Kﬁ
1)< < B,
log7

Man findet also die Abschitzung I(r)= 0 ( 2 17) :

25. Der Zusammenhang dieser Ergebnisse mit der Frage nach der regu-
liren Awusschopfbarkeit der Fliche W* wird unmittelbar klar, wenn man bedenkt,
dass die wmittlere Blitteranzahl von W, einfach durch Multiplikation des Inhalts
I(r) mit einer Konstante erhalten wird. Dann folgt als einfaches Korollar zu
dem soeben Bewiesenen der folgende

Abbildungssatz. — Wenn es eine konforme oder quasikonforme Abbildung der
Fliche W#* auf die ganze Ebene gibt, dann gibt es auch eine requlire Ausschopfung
von W*.

Allgemeiner gibt es sogar eine Ausschipfung, bei welcher L <V @(8S) gilt,

(1)
Die Existenz esner reguldren Ausschopfung ist dargelegt auch wenn man wetss,
dass die Fliche W* auf einen endlichen Kreis |z| < R konform oder quasikonform
abgebildet werden kann, und dass dabe; lim (R — ¢) I (#) = o gilt.

vorausgesetzt dass das Integral f a4t konvergiert.
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Mit Hilfe dieses Satzes kOnnen die Resultate des vorigen Abschnitts un-
mittelbar fiir die Abbildungstheorie verwertet werden.

Wir wollen noch éinige Worte iiber den Zusammenhang der obigen Er-
gebnisse mit dem sog. Typenproblem hinzufiigen. Man weiss, dass eine offene,
einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche W* konform entweder auf die
ganze im Unendlichen punktierte Ebene oder auf einen endlichen Kreis abge-
bildet werden kann. Das Typenproblem besteht in der Aufstellung von Be-
dingungen fiir das Bintreten des einen oder des anderen Falles, wobei es zu
bemerken ist, dass man bei der Formulierung dieser Bedingungen nur von den
inneren Eigenschaften der Fliche W* Gebrauch machen darf, dagegen nicht von
solchen Eigenschaften,'die erst durch die Abbildung bestimmt sind.

Der Abbildungssatz zeigt, dass ein Zusammenhang zwischen dem Typen-
problem und den ¢soperimetrischen Eigenschaften einer Riemannschen Fliche
existiert. Wir verstehen allgemein unter einer isoperimetrischen Eigenschaft eine
Ungleichung der Form L = P{I), welche fiir jedes einfach zusammenhingende
Teilgebiet der Fliche erfiillt ist, wenn L die Liinge seines relativen Randes und
I seinen Inhalt bezeichnen. Aus dem Abbildungssatz wird folgendes Kriterium
erhalten:

Auf der Flache W* gelte die isoperimetrische Ungleichung L > P(I), wobet

@

P(I) eine Funktion sein soll; fiir welche das Integral f Pi(i)i konvergiert. Es ist

dann unmiglich, die Fliche W* konform auf die ganze endliche Ebene abzu-
belden.

IV. Anwendung auf die Theorie der meromorphen Funktionen.

26. In diesem Abschnitt werden wir alles zusammenstellen, was unsere
Theorie fiir die meromorphen Funktionen liefert. Brst dadurch erhalten die
vorigen Ergebnisse ihren richtigen Hintergrund, denn so wie die reine Topologie
urspriinglich geschaffen wurde, um der Theorie der analytischen Funktionen zu
dienen, o sind auch unsere metrisch-topologischen Betrachtungen aus dem Wunsche
entstanden, die Wertverteilungstheorie auf nener Grundlage aufzubauen.

Die Funktion w = f(z) sei meromorph fiir [2] < R, wobei R endlich oder
unendlich sein kann. Durch Vermittlung von-f(z), verbunden mit einer stereo-
graphischen Projektion, wird der Kreis |z] <» < R auf eine endliche Uber-
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lagerungsfliche W, der Riemannschen Kugel konform abgebildet.! Als Grund-
fliche W, betrachten wir also die Kugel vom Durchniesser’l, welche die «w-Ebene
im Ursprung beriihrt; die Metrik der Grundfliche ist die natiirliche Metrik der
Kugel. Lisst man r eine gegen R strebende Wertfolge durchlaufen, so definieren
die Flichen W, eine offene Fliche W, die dem ganzen Kreis |z| < R ent-
spricht.

Die mittlere Blitteranzahl der Fliche W, lidsst sich unmittelbar berechnen.
Man erhiilt fiir sie die explizite Darstellung

ff I+|f 27drdgp,

und fiir die Linge der Randkurve entsprechend

_(Irel
L(V)—[I+|f(3|2'd¢

Wihlen wir jetzt auf der Riemannschen Kugel ein beliebiges Gebiet o, so
konnen wir die Gleichung (A) aufstellen und in der Form

(a) n(r, d) + plr, 4) = 8@r) + O(L ()

schreiben, wo die Bezeichnung kaum eine Erklirung bendtigt. Fiir das Restglied
verfiigt man iiber alle Abschitzungen, die in Nr. 24 erhalten wurden.

Ebenso erhalten wir fiir ein System von ¢ ausserhalb einander gelegenen,
einfach zusammenhingenden Gebieten Ay, ..., 4, aus (B) die Ungleichung

(b) pr)=plr, 4)=(g—2)S{r) — kL),

und aus (B,) die entsprechende Ungleichung

(b) Sl @) = (g — 2) S) — kL.

1

! Um W;r als UUberlagerungsfliche der Kugel zu erkennen, miissen wir eine Dreiecksteilung
der beiden Flichen angeben, bei welcher jedem Dreieck auf Wr ein bestimmtes Spurdreieck ent-
spricht. Wir ziehen auf der Kugel die Bildkurve des Kreises |z] =, Diese Kurve zerlegt die
Kugel in endlich viele Gebiete; wenn man diese Gebiete in Dreiecke teilt und dafiir sorgt, dass
die fiir |z| < » mehrfach angenommenen Werte unter den Eckpunkten vorkommen, so erhilt man
eine Dreiecksteilung der verlangten Art.
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Wir betrachten schliesslich den Fall, wo die Funktion f(z) keinen ausser-
halb der Gebiete 7, gelegenen Wert mehrfach annimmt und auch nicht als
asymptotischen Wert besitzt. Dann sieht man leicht, dass die entsprechende
Riemannsche Fliche W* unverzweigt und unbegrenzt iiber das Komplementar-
gebiet der Gebiete 4, ist. Wir kénnen also die Ungleichung (C) anwenden und
erhalten

(e) pr)—B80)=(g—2)8() + O(L{r) + 1).

Wenn alle mehrfach angenommenen und asymptotischen Werte zu den
endlich vielen Werten ay, ..., a, gehéren, so gilt nach (')

) Spa) =g —2)S6) + 0L + 1),

1

Diese Beziehung ist vollstindig neu und zeigt das ausserordentlich regulire
Verhalten der Funktionen der betrachteten Funktionsklasse.

27. Aus der in Nr. 22 aufgestellten Bedingung fiir die Nicht-Existenz einer
reguliren Ausschépfung folgt unmittelbar der sogenannte

Scheibensatz.! — Wenn alle siber den Gebieten 4; i =1, ..., q) gelegenen,
einfach zusammenhingenden Inseln der Fldche W¥* wenigstens us-bldttrig sind, und
wenn die Zahlen u; der Bedingung

36-2)-

geniigen, so st notwendig R < oo und es gilt sogar S(r)= 0 ( 7 I_r) .

In diesem Resultat sind sdmtliche bisher bekannten Sitze enthalten, die
aus den inneren Eigenschaften einer Riemannschen Fliche auf die Unméglichkeit
einer konformen Abbildung auf die ganze Ebene zu schliessen gestatten.

Es lohnt sich einige Spezialfiille des Scheibensatzes besonders hervorzuheben.
Der erste Fall ist eine direkte Verallgemeinerung des Picardschen Satzes, und
wurde von uns frither mit Hilfe einer anderen Methode bewiesen?®:

! Die Bezeichnung »Scheibensatz> verdanke ich Herrn E. ULLRICH.
* Sur les domaines dams lesquels une fonction méromorphe prend des valeurs appartenant
@& une région donnée, Acta Soc. Scient. Fenn,, Nov. Ser. A, t. II, No, 2, Helsingfors (1933).
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Auf der Riemannschen Kugel seien drei ausserhalb einander gelegene, einfach
zusammenhdngendc Gebiete gegeben. Wenn die Riemannsche Fliche W* zu einer
i der ganzen Ebene wmeromorphen Funktion gehort, so enthdlt sie eine Insel, die
tiber einem der drer Gebiete liegt.

Bin zweiter Fall, wo die Bedeutung des Scheibensatzes auch sehr anschaulich

ist, ist der folgende:

Wenn finf ausserhalb eimander liegende, einfach zusammenhdngende Gebiete
gegeben sind, so enthdlt die zu eimer in der ganzen Ebene meromorphen Funktion
gehorige Riemannsche Fliche eine einblittrige Insel, die iber einem dieser Ge-
biete liegt.

Ist die Funktion ganz, so gilt derselbe Satz schon fiir drez im Endlichen
gelegene Gebiete. Hieraus folgt z. B. der Varironsche Satz, dass die iiber die
Ebene ausgebreitete Fliche einer ganzen Funktion beliebig grosse schlichte Kreise
enthilt,

28. Verwandt mit dem Scheibensatz ist ein klassischer Satz, der auf Picarp
zuriickgeht. Es sei @(u, v) =0 eine algebraische Gleichung und W, die iiber
die u-Kugel ausgebreitete Riemannsche Fliche, auf welcher die Funktion v=uv(u)
eindeutig wird. Wenn die Charakteristik der Fliche W, positiv ist, d. h.
wenn das Geschlecht der Fliche grosser als Eins ist, so behaupten wir, dass
zwei in der ganzen FEbene meromorphe Funktionen f(z) und g(z) die Relation
®@(f(2), g(2)) = o nicht identisch befriedigen kénnen.

Es sei W* die iiber die u#-Kugel ausgebreitete offene Fliche, auf welche die
z-Ebene durch Vermittlung der Funktion u = f(z) abgebildet wird. Zu jedem
Punkte P auf der Fliche W™ gehort ein bestimmter Bildpunkt z in der z-Ebene.
Wenn nun die Gleichung ®@(f(2), g(2)) = o identisch erfiillt ist, so wird durch
diesen Bildpunkt nicht nur ein Wertpaar u=f(¢), v=g(2) mit @ (u, v)=o0,
sondern auch der zugehorige Zweig der algebraischen Funktion v(u) eindeutig
festgelegt. Der Punkt P hat mit anderen Worten auf W, einen wohlbestimmten
Spurpunkt P;, der iiber demselben Punkt der u-Kugel liegt wie P. Ferner sieht
man, dass der Punkt P, sich stetig mit P éindert. Hieraus folgt, dass die Fliche
W* als Uberlagerungsfiiche von W, betrachtet werden kann. Auch die Metriken
der beiden Flichen entsprechen sich in der richtigen Weise, vorausgesetzt dass
man beide mit Hilfe der Kugelmetrik definiert.

Wir sind hierdurch zu einem Widerspruch gefiihrt, denn einerseits haben
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wir bewiesen, dass eine einfach zusammenhiingende Uberlagerungsfliche einer
geschlossenen Fliche vom Geschlecht grosser als Eins nicht regulir ausgeschopft
werden kann, und andererseits wissen wir, dass eine regulidre Ausschopfung von
W#* existiert. Wir haben also gefunden:

Zwer in der ganzen Ebene meromorphe Funktionen kinnen keine algebraische
Gleichung vom Geschlecht grisser als Eins erfiillen. Dasselbe gilt von zwei in einem
endlichen Kreis meromorphen Funktionen, wenn die etne Funktion der Bedingung
lim S(r) (R — 7) = o gewniigt.

28. BEs ist angebracht, dass wir zum Schluss einen Vergleich zwischen
der hier entwickelten Theorie und der Nevanuinnaschen Wertverteilungstheorie
anstellen.

Man betrachtet in dieser Theorie die logarithmisch integrierten Amnzahl-

funktionen
N, @)= fn(v, L
1]
die Schmiegungsfunktionen
27
m(r,a}=—!—fl§g —-—---L--—dgp (@ % )
27 |fle) — e
0
bzw.
P¥:4

mir, )= 5 [10g 1@ ap,

0
und schliesslich die charakteristische Funktion
T(r)= N(r, )+ m(r, ).

Der erste Hauptsatz von NevanvLinva wird aus der JeEnsenNschen Formel

gewonnen und lautet
(16) N(r,a) + m(r,a)=T ) + h{r, a),

wo das Restglied A(r, a) der Bedingung

! Fiir @ = f(0) wird diese Definition in bekannter Weise abgeiindert.
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|h(r, @)l = | log |£(0) — all + log a + log 2
geniigt.

Wir betrachten in (16) @ als Veriinderliche und integrieren iiber die ganze
Riemannsche Kugel. ‘Sowohl m (r, a) als h(r, a) ergeben bei der Integration be-
schriinkte Restglieder. Bei der Integration von N(r, a) kann man die Reihen-
folge der Integrationen vertauschen, und kommt so zu der ven Suimizu her-

rithrenden Beziehung

T@:fsm%+om

0

wo S(r) dieselbe Bedeutung wie vorhin hat.
Integriert man statt iiber die ganze Kugel nur iiber ein Teilgebiet 4, so
erhilt man in ganz derselben Weise

Setzt man nun

wihrend wir frither die Relation
[x()] < &L(»)

bewiesen haben. Diese beiden Resultate, das aus der NEvanvinNaschen Theorie
gewonnene und das aus unseren Betrachtungen hervorgehende, komplettieren
sich, indem das eine nicht aus dem anderen hergeleitet werden kann. Wenn
man auf L(r) die auf S.187 gefundene Abschitzung anwendet, so folgt aus der

letzten Ungleichung
1

() <s6P
ausserhalb der Ausnahmeintervalle, eine Abschitzung, die gleichfalls keine Folge

des ersten Hauptsatzes ist.
25—34686. Acta mathematica. 65. Imprimé le 9 février 1935.
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Ganz #hnlich steht es mit dem zweiten Hauptsatz von Nevanrinna. Nach

diesem Satze gilt die Ungleichung

g
(17) NN, a)— Ny (r) = (@ — 2) T (r) — O(log » + log T'(r)),

1
wo N,(r) die aus den mehrfachen Stellen herrithrende Anzahlfunktion bedeutet,
ausser wenn 7 zu gewissen Ausnahmeintervallen gehort. Etwas ungenauer ist die
Formulierung

(17") é:ﬁ(r, a) = (g —2)T(r) — Olog » + log T'(+)),

in welcher N (r, a») diejenige Anzahlfunktion bezeichnet, die man erhilt, wenn
man die a,-Stellen mit einfacher Multiplizitit zihlt. Es gilt mit anderen Worten
2-\;(7') av)=fp(r, a)dT,r’

0

woraus folgt dass (17) nur eine integrierte Form von (b,) (8. 189) darstellt.
Wenn wir

S 00, @) = (g — 2) () — 40)

schreiben, so gilt nach NEVANLINNA
. dr
f A{r) - < Oflog r + log T'(r)),
[t}

und nach unserer Theorie
1
AN = ELO) < SE)E

alles mit gewissen Ausnahmeintervallen, Zufolge der Mittelbildung ist die Ne-
vanniNNasche Abschidtzung schiirfer, aber sie gibt andererseits keine Auskunft
iiber das unintegrierte Restglied A (r).

Das Ergebnis unseres Vergleichs ist also, dass die hier entwickelte, aunf
geometrischer Grundlage fussende Theorie zwar nicht die originalen Formeln
von NevaniLinNa liefert, aber anstelle dieselben in wichtiger Weise komplettiert.

_— e—.———



