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SUR LES RACINES D'UNE ~0UATION FONDAMENTALE. 

(W.xtrait d ' u n e  let t re  de M. A. H i r s ch  h M. I. Bendixson.)  

La lecture de. votre intdressant mdmoire Sur les racines 
d'une d~uatiort fondamentale ~ m'a conduit ~ une gdndralisation h peu pros 
imm6diate des propositions que vous avez 6tablies. Qu'il me soit permis 
dans les lignes qui suivent de vous communiquer les rdsultats auxquels 
je suis parvenu. 

Ceux-ei se rapportent h l'dquation dgj~ trait6e par vous 

(i) 
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oh maintenan~ les 616ments a~, d6signent des quantitds complexes quel- 
conques; ils donnent d'une mani~re analogue ~ la  votre, dans laquelle vous 
avez suppos6 les a~ rgels, une limite pour les racines de (i). 

a dtant une quantitd complexe quelconque, je ddsigne par 5 sa quan- 
tit6 conjugude; en ouh'e a----a-l--fli~tant racine de (i), soit R(a) sa pattie 
r6elle, I(a) sa partie imaginaire: a =  R(a) ,  f l =  I(a). 

On peu* alors, se pla~ant ~ votre point de. rue, ~noneer les proposi- 
tions suivantes: 

1 ( ) f v e r s i g t  af K o n g l .  V e t e n s k a p s - A k a d e m i e n s  F S r h a n d l i n g a r  I9OO. 

N:o 9. Stockholm. (R6imprim6 A c t a  m a t h e m a t i c a ,  t. 25, p. 359.) 
Aeta math~mat~ea. 2 5 .  I m p r i m ~  l e  5 f d v r i e r  1 9 0 2 .  
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Th6or~me I. En  d~signant par A la plus grande d'entre les quantit~s 

la~l,  par B la plus grande d'entre les "1( a~'q" a'~.)let par C la plus grande 
2 
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( : )  IR( , , ) I<~ .B,  

I~( , , )1  < , ~ .  e .  

1)ans le eas o~ les ~ldments az, sont tels que chacune des quantit~s (a~ q-a,~) 
soit rdeUe, la derni~re de ces indgalitds peut $tre remplacge par une autre plus 
restreinte, par 

(3) 

Th4ori!me /I. Soient M la plus grande et m la plus petite des racines 
toutes r~elles, comme on salt, de l'dquation 

(761| -I" /7bll S a l g  Ji- a21 (~la -I- ~bsl a l  u dr. a n  1 

2 : 2 - - 8 7  2 ~ " ' ' ~  2 

a,1 q- al~ a,s q- a~ a~3 q- as~ a,~ q- a,~ 
2 ~ 2 ~ ..2 ~ " ' ' ~  2 

= 0 7 

on a toujours 

(5) 

Une m6thode tr~s semblable h celle utilis6e par vous conduit ~ la 
d6monsh~tion de la premiere de ces deux propositions. 

a grant racine de l'dquation (i), il existe un syst~me de qu.antitds 
non ~outes nulles xl,  ~2, . . . ,  x, satisfaisant aax n gquafions lin6aires: 

(6) ~z~ -- Z ~,x~. (~_~,, ..... ,) 
Y=I 



Sur les raclnes d'une 6ciuation fondamentale. 

Par multiplication respective de ehacune d'entre 
addition membre ~t membre on obtient la relation 

n 

qui par changement de ( +  i) en ( ~ i )  se transforme en 

l-t=l p., v=  1 

De (7) et (8) par addition et soustraetion l'on d6duit: 

- • ) 

(~o) _ ~ = ~i 

Ceei dit,, partant de (7), on peut 6crire: 

~ / ~ ~; 

et comme l'inggalitg si 61ggumment employge par vous: 

. . .  k ' m [ k ~ + k ~ + . . . + k ~ ]  (,_~) [k, + k~ + + ~] < 

nou8 d o n n e  
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elles par x~,, puis par 

En  supposant maintenant que les sommes (az~ -{- a,~) sont routes rdelles, 
l'~ga]it6 (I o) peut ~tre raise sous la forme: 

tt~v=l p.<t, 
.4r m ~ n a t i ~ a .  25. Impr im$ le 19 avrll 1902. 42  

nous avons imm6diatement 

L'applicafion ~t (9) et (~o) de ce r~sultat conduit alors aux deux autres 
in~galit~s: 

I=I<~.B, I f l l < n . e .  c . q . f . a .  
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d'ofi rSsulte: 

Or, les quantit6s 

grant routes rgelles, l'in6galit6 (I2) peat gtre appliqu6e comme suit: 

et par consgquence de (I3) r~sulte l'in6gMit6 (3) 

indiqu~e plus haut. 
La d6monstration de 

cause de (9) a se trouve 
des valeurs que prend le quotient des formes quadratiques 

la proposition I I  s'obtient en remarquant qu'h 
compris entre la plus petite et la plus grande 

lorsque les xs varient d'une facon inddpendante. 
Or, ces valeurs extremes sont, comme on le voit aisdment, raeines de 

l'dqnation (4); par suite a se trouve n~cessairement dans l'intervalle compris 
entre m er M, la plus petite et la plus grande des racines de (4)- 

c. q. f. d. 


