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SUR LES RACINES D'UNE I~QUATION FONDANIENTALE i 

PAR 

IVAR B E N D I X S O N  
~, ST  0 t~ KFf O'r 

I)ans diverse.~ recherches d'analyse on est conduit ~ l '6tude de l'6qua- 
tion suivante 

(i) 

~1t - -8  ~ a12  ~ . . . ~ a l n  

a~2 ~ a 2 2 - - s  , . . . .  , a2n  
~ O  

a n x  , an~  , �9 � 9  a n n - - 8  

ou routes les quantit~s a~,, sont des quantit~s r~elles. 
Dans le cas off 

(2) a~,~- a,~ ~=1 ...... 

on suit que routes les racines de l'dquation (I) sont rdelles, mais on n'a 
pus jusqu'~ pr6sent donn6 de th6or~me sur lu nature des racines duns le 

cas off les dquutions (2) ne sour pus sa~isfaites. 
On obtient pour tan t  atxssi duns le cas ~gndrul des rdsultats dignes 

d'intdr~t. 

Dgsignons par Sl, s2, . . .  , s~ les rucines de rdquation (I) et par R(s~) 
et l(s~) la pal~ie r6elle et la par~ie imuginaire de s~, on aura toujours les 

deux th~or~mes suivants. 

Soit g la plus grande des quantitds [ a ~ -  a~z[ on aura 
2 

1 I ( s , ) l  a - 
- -  2 "  

Th6or~me I. 

toujours 

1 Les th~or~mes I e t  II de la pr~sente note ont 6t~ d~j~ publi~s dans un m~moire 
portant ce m~me titre et communiqu~ ~ l'acad~mie des sciences ~ Stockholm le 14 nov. xgoo. 

Ae~a m a t ~ t 4 z a .  25. Imprim4 le 5 f4vrier 1902. 
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T h ~ o r ~ m e  I I .  

de l'~quation 
Soient M la plus grande et m la plus petite des rac~nes 

a l l - -  t ~ a ~  + a~ l  {~1~ "}" an t  
2 ~ " "  "~ 2 

a~ + a~ a~ ~ t a~ + a~ 
2 ~ ~ ' ' ' ~  2 

2 ~ 2 ~ " ' ' ~  
a~ M t 

----- O~ 

on aura toujours 
~__< ~(s~)<~. 

&fin d'&ablir nos thdor~mes nous envisageons le sysr d'gquations 

(~) 

( a ~ , -  S~)~  1 + a 1 2 ~  2 --{-- , . ,  --~ a l . Z  n ~--- o ,  

�9 . . . . . . . .  . * . . . . . . . . .  

a.~x, + a.~x~ + . . .  + (a.. - s~)x. ----- o, 

s~ d6signan~ une racine quelconque de l 'dquation (I). On sa.it que ce 
syst~me admet toujours des soh~ions x l , . . . ,  ~, non nulles. 

~ e ~ o n s  

En sdparant la partie rdelle de la. pattie imagina.ire, les gqua.~ions (3) 
peuvent s'dcrire 

(4) a~,~l + a~#2 + . . .  + a~,#. -~ (a#z --flT]~) (~-1 ...... ) 

(5)  a~1711 + a~722 + . . .  + a~,~], = (a~ + /9$~). (~=1 ..... ) 

Multiplions la. premiere de ces gqua~ions par ~ ~;, et la. seeonde par #z, 
e~ ajoutons; nous aurons 

= p [ , ~  + ~ ] .  (~=, ..... .) 



Sur les racines d 'une  6quatlon fondamenSale. 

En sommau~ par rappor~ ~ ~ on aura, en d6signant par 

matlon ~tendue ~ routes les combinaisons d~ren~es (~, v), 

(~-,0 

ce qui nous donne 

o u  

Or on sai~ que 

[~, + ~ + . . .  + k,]' < ~V[~ + k; + . . .  + k~], 

k~, k~ , . . .  ,k~ dgsig~an~ des quantit6s rgelles queleonques. 

done 

On aura par eons6quent 

(;t,O 

Or les idenfit6s bien connues 

donnen~ imm6dia~ement; 

( x ~  + x.~) '  > 4 N(, . .~.--t  ' 

de sorte qu'on obtien~ enfin 

2 I)g~ 

OU 

IzJ__< % 

Aria r  25. Imprimd le 5 fdvrier 1902. 
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3 6 2  I v a r  B e n d i x s o u .  

La d6monstration du thdorbme I I  n'off-re pas plus de di~cultd. 
En effet, on fire des dquations (4) et; (5) l'dquation suivante 

$~[qn~ "4" a~,$~ "t- . . .  "-F- a~$,] "4- ~]~[a~v]~ "4-... "l- a~,,~,,] - -  a[~ "4- :q~] ----- o. 
(~=1,...,~) 

En ~aisant la sommation de ces dquations on aura 

(6) + + = o 

Envisageons maintenant la forme quadratique 

(7) E~E,a~(x~x~ + y~y~)~ sE~(x~ + y~), 

off s ddsigne une quan~itd rdelle arbitraire. 
Pour des valeurs suffisamment grandes de s on salt que cede expres- 

sion est une forme ddfinie, et un thdorbme bien connu sur les formes 
xquadratiques ~ nous apprend qu'elle no cesse d'6tre une forme ddfinie que 

quand s est situd entre la plus grande et la plus petite des racines de 
l'6quabion 

a l ~  ~" %1 a l n  -{- an1 

a l s  "[" a a l  a~u ~- an2 
2 ~ ~ 8  ~ . . . ~ O O 

2 ~ ~ ~ " ' ' ~  

I 

a l#  -~- an l  ag~t -J~ an2 

0 ~ 0 ~ . . . ~  0 

0 ~ 0 ~ . . . ~  

o 

0 

�9 vb l~ '~ -  a~l aln "~" an1 
0 ~ 0 ~ . . . ~  0 ~ a ] 1 ~ 8  ~ - 2 ~ . . . 7  2 

aln Jr- anl a~a "~- an2 

-~-~O 

1 V o i r  W ~ Z ~ S r R A S S :  Uber ein die homogenen Funvt ionen  %weiten Gradesbetreffen. 
des Theorem, W e r k e  B d .  I ,  p a g e s  2 4 2  , 2 4 3 .  



S u r  les  r a c i n e s  d ' u n e  6cluation f o n d a m e n t a l e .  

laquelle peut s'derire d'une manibre plus simple ainsi: 

3 6 3  

a l l - -  8 ~ ~ . . . ,  2 2 

a~n 7 u an~ 

2 

a12 -4- (~21 

a l n  "4" an1 a s ,  -Jr" an~ 
2 ' 2 , . . . ,  a n n - - 8  

~ O .  

Or l'dquation (6) met en ~videnee que l'expression (7) n'est pus une 
forme d~finie pour s = a, ce qui nous donne 

m < a < M .  
e. q. f. d. 

Dans le eas off a~ q-a,~ = o; % = o, l'~quation (I) est de la forme 

8 : ax~ ~ q13 ~ - - - ~  a ln  

( 8 )  ~ a12 ' S , au~ , . . . r  a~n = o 

et on peat  affirmer que routes les raeines de eette 6quation sont telles que 

R ( s . )  = o .  

En partieulier on eonclut que s -  o es~ une racine de l'dquation (8), 
quand n est un hombre impair, rdsultat bien eonnu. 

La mgme m~thode s'applique 6videmment ~ une elasse d'dquations un 
peu plus g~n~rales. 

Soit en effet 

~b~xzz~ 
).,y 

une forme quadratique d~finie et positive oh 
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et soit p la plus petite des raeines de l '6quation 

b n ~ p ,  bL: , . . . ,  b,~ 

�9 . . . . . . . . . . . . . . .  �9 

bn~ , b~ , . . . ,  b ~ - - p  

~ O  

lesquelles sont routes des quantit6s positives. 
Envisageons l 'dquation 

(I ') 

a l l  ~ 8511 ~ a l :  - -  8b12 ~ �9 �9 � 9  aln - -  sbln 

a ~  ~ sb2~ , a ~  - -  sb~:  , . . . ,  a,~n - -  sb2n 

�9 ~ �9 . . . . . . . . . . . . . . . . .  , 

anx ~ sbnl , an~ ~ sbn: , �9 � 9  a n ~ - -  sbnn 

~ O  

oh les quantitds a~ sont des quantitds rdelles quelconques. Dgsignons par 
s~, s ~ , . . . ,  sn les racines de l'6quation (I') e* pax R(sk)  et J ( s k ) l a  pattie 
r6elle et la pattie imaginaire de sk, les deux ~h6or~mes suivaI~tS auront lieu�9 

Th6or~me I'�9 

toujours 

Th6ori!me Ir .  
cines de l'dquation 

S o i t g l a p l u s g r a n d e d e s q u a n t i t d s [ a ~ - - a ~ x  I 2 , on aura 

2 p 

Soient M la p lus  grande et m la plus petite des ra- 

an - -  3118 , 

2 

a n t  + a l ~  b n l s  
2 

al~ + a , ,  b l ~ s  a ~ .  + ant bl~S 
2 ~ " ' ' ~  2 

a~n + an, b2ns a 2 2 - -  b2~s ' " ' "  2 

a~ + a~ b~:S a ~ - - b ~ s  

~ 0  

on aura toujours 
m < R(s ) < 



Sur  los rac ines  d ' u n e  6quat ion fondamenta le .  365  

La d6monstrat ion du th6or~me 11' se fair exaetement  de la m~me ma- 

n i t re  que ci-dessus. 

Quant  au thdor~me I '  notre  mg~hode condui t  ~ l'in6galit6 

/~ < l~ll/..,. = I ) ~=1 v = l  

- -  "g" 2 2 b ~ .  22 b ~ , ~  
2.,~, ~.,~ 

et  un  thdor~me bien connu sur les formes quadrat iques nous apprend que 

~=~ < - > 
- . 

~.y ~.,~ 

Pour  le cas oh az,~ + a~ = o;  a~ = o l 'dquation (I') sera de la forme 

(8') 

' Sb~l , a12 + sb l~  , 

a12 -~- 861~ , 8b2~ , 

- -  a l~  -a t- s b l .  , a2~ + sb2. 

6t13 "]- 8613 , . . . ,  al= + sbl. 

a~3 + sb~s , . . . ,  a~. + sb2. 

- - a , ~  + sbs. , . . . ,  sb=. 

-----0 

e~ on peut  affirmer que routes les raeines de eette 6qua~ion sont telles q u e  

R(s ) = o .  


