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SUR LES RACINES D’UNE EQUATION FONDAMENTALE!

PAR

IVAR BENDIXSON

42 STOCKHOLM.

”

Dans diverses recherches d'analyse on est conduit & 1'étude de I'équa-
tion suivante

Gn—S8, &y , y O,
Aoy ) Agg =8 , ... ’ Aop
( I ) =0
Ay ) Qo ) y Gpp—38

ou toutes les quantités a,, sont des quantités réelles.
Dans le cas ou

(2) W, = a, ot
on sait que toutes les racines de I'équation (1) sont réelles, mais on n’a
pas jusqu'a présent domné de théordme sur la nature des racines dans le
cas ou les équations (2) ne sont pas satisfaites.

On obtient pourtant aussi dans le cas énéral des résultats dignes
d’intérét.

Désignons par s,,s,, ..., s, les racines de I'équation (1) et par R(s,)
et 1(s;) la partie réelle et la partie imaginaire de s,, on aura toujours les
deux théorémes suivants.

Théoréme 1. Soit g la plus grande des quantités W_}‘lgﬂ, on aura
toujours
‘ n(n — 1)

II(SA)iég >

! Les théorémes I et II de la présente note ont été déja publiés dans un mémoire
portant ce méme titre et communiqué & ’académie des sciences & Stockholm le 14 nov. 1g00.
Acta, mathematica. 25. Imprimé le 5 février 1902.
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Théoréme II. Soient M la plus grande et m la plus petite des racines
de Uéquation

¢ et l + a,, Ain + Ony
wll“~ ) 2 Ty e e ey —“‘——2
By + A Qgn -+ Qpg
S ay—t, ..., =0,
Qin + Any Can + Qpz
> s . g ey Opy—t
on aura toujours
MSR(S))SM.

Afin d’établir nos théorémes nous envisageons le systéme d’équations

(au — 8)%, + A%y + .. .+ 4,2, = O,

Ay Ty + (Gge —$1) %y + .. . + G5,%, = O,

(3)

A%y + @y + ... (@ — 8)2, = O,

5, désignant une racine quelconque de 1'équation (1). On sait que ce
systéme admet toujours des solutions #,, ..., %, non pulles.
Mettons ‘
si=a + fi

50,, = EV + ﬂvi. vel, ..., %

En séparant la partie réelle de la partie imaginaire, les équations (3)
peuvent s'écrire

(4) @&+ 2 + .+ 0,6 = (26 —‘ﬁm) (A1, .y n)
(5) @1 + Gy + -+ Q= (am + ,361) (A=1,..,n)

Multiplions la premiére de ces équations par —y, et la seconde par &,,
et ajoutons; nous aurons

g — &) + au[En—Eml + - o+ au[&7.— &7
= B[& + 7] @A=1,...,)
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Sur les racines d’une équation fondamentale.
En sommant par rapport & A on aura, en désignant par (12) une som-
. ¥,
mation étendue & toutes les combinaisons différentes (4, v),

)2 [“zy“~ uz]ffmu — fum] =f z(fﬁ -+ Wi),

(A,v)

ce qui nous donne

|ﬁ|zz(5§ + ﬂﬁ)é_ 29(§)|§z’7v—' evﬂll

ou
n 2 2
ﬁ*[gga + 77%)] gw"’[&l & — Evml] .
Or on sait que
itk + .. k) S NEA B+ ..+ k3,
ki, %y, ..., by désignant des quantités réelles quelconques.
On aura par conséquent
2 _an—1) 2
{(?v)l EA’?V - Eyﬂl l} .__<=_ 2 (%;)(Elﬂu - Evnl) 3
“done

F(E8+ L))’ < 2nln—1)g”. T (6, —Em)”

Or les identités bien connues

(Za+Z7) =428 L2+ (28—’
ZE% . z’ﬁ == (z Ezm)? +(g«;(§2m.__ Em)’

donnent immédiatement

(Za+Z) 24 ZEn—8m)",

de sorte qu'on obtient enfin
Cp2 B —1) o

B=—
ou
n(n — 1)
Iﬂli_\/“—z—*—y-

Acta mathematica. 25. Imprimé le 5 février 1902,

c. q. t. d.
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La démonstration du théoréme II n'offre pas plus de difficulté.
En effet, on fire des équations (4) et (5) I'équation suivante

Ez[auél + apé ..+ aluén] -+ 77/1[“11771 + ... 4 azn%z] — Q[EJZL + 77?«] = 0.

A=1,...,n)
En faisant ]la sommation de ces équations on aura

) ZiZy (6 + mp) — aZy(& + 7D = o.
Envisageons maintenant la forme quadiatique

(7) Z). zualu(w).xv + ylyv) - szl(xg + 3/%);

oli s désigne une quantité réelle arbitraire.

Pour des valeurs suffisamment grandes de s on sait que cette expres-
sion est une forme définie, et un théordme bien connu sur les formes
\quadratiques’ nous apprend qu'elle ne cesse d’étre une forme définie que
quand s est situé entre la plus grande et la plus petite des racines de
I'équation

a,, + (279 Q1 + Ony
011—8,———2———-—,...,'———?———, (o] s o] y ey o]
s + ay, Aon + Apg
—'?-”: Aog — S , .. » T 5 % ) o ’ ’ o
G1n F Ay Q2n + Ang
> , > gy rery Qpp— 8, (o} , (o} s ) (o}
=0
. a4+ a A + Cny
o o} o ay;— s, 2 2.
b) ’ b ’ 11 y 2 ’ ) 2
Ay + @y, Gsn + Gng
o ’ o ’ ’ o ) 2 ) a22 8) 2
Qin - Gny Qon + Oy
(o} , o s y (o]} s 2 s > y ooy Gy S

! Voir Weierstrass: Uber ein die homogenen Functionen mweiten Grades betrejfen-
des Theorem, Werke Bd. I, pages 242, 243.
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laquelle peut s'écrire d'une maniére plus simple ainsi:

QG + ay, Ain + Omy
a, — S, "——7—' 3y ey _7"—“
Ay + Ay a s (/793 + Gng
b 22 Y oty
2 2 = 0.

Gin + Apy Oan + Gpe
2 > 2 ) ot

Oy — S

Or l'équation (6) met en évidence que l'expression (7) n'est pas une
forme définie pour s = a, ce qui nous donne

m<La< M.
c. q. . d.

Dans le cas ou a;, + @, = 0; @, = 0, I'équation (1) est de la forme

S, By o, G, y G
— Gy, Sy Gy 5 ..y Oy
(8) =0
— Ry s —— Ay, — Gy, y S

'

et on peut affirmer que toutes les racines de cette équation sont telles que
R(s,) = o.

En particulier on conclut que s = 0 est une racine de '’équation (8),
quand # est un nombre impair, résultat bien connu.

La méme méthode s'applique évidemment & une classe d’équations un
peu plus générales.

Soit en effet

20,21,
Ay

une forme quadratique définie et positive o

blv = bvl;
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et soit p la plus petite des racines de 1'équation

bll ‘_"p 3 b12 3 oty bln
b?l ) b22_—10 sttt b?n
= O
bnl 3 bn? ] ’ bnn 4
lesquelles sont toutes des quantités positives.
Envisageons 1'équation
@y — by, @y —sby, ..., @, — sby,
, Qg — Sbyy , Qgg — Sbyy , ..., @y, — 8b,,
(I ) = O
Qyy — Sbnl') Qpg — Sbm y vy G Sbnn .

ol les quantités a,, sont des quantités réelles quelconques. Désignons par
81,8, --.,8, les racines de l'équation (1') et par R(s,) et J(s;) la partie
réelle et la partie imaginaire de s,, les deux théorémes suivants auront lieu.

Qpy — Qy),

Théoréme T'. Soit g la plus grande des quantités , OB aura

touyours

nn—-I)g |
el =y =55

Théoréme II'. Soient M la plus grande et m la plus petite des ra-
cines de Uéquation

G1n = Any

a4, + a '
a4y —bys A 2 —2 b8, ..., > —by,s
a, + a, Aon + Cng
— 6218 s Aoy — byss y ey T T b‘ms o
Apy 4 Cyn Qg + Qg
2 - bnls ] 2 - bn2s 3 vy Ay — bnns

on aura toujours
m < R(s,) < M.
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La démonstration du théoréme IT' se fait exactement de la méme ma-
niére que ci-dessus.

Quant au théoréme I' notre méthode conduit a l'inégalité

=D RGP
= 2 9 Zb Zb
& wEré . & bwmg,
et un théoréme bien connu sur les formes quadratiques nous apprend que

Z & Z 7

A=1 <I> A=1ﬂi

E &6 =P E ba /Ix/i .
Pour le cas ou @, + a,, = 0; a,, = o Véquation (1') sera de la forme

+ by, ’ @, + 8byy s + sbig, ..., @, + sby,

(8) — Oy + $b12 ) sb,, ) Qs + 8byg 5 ..., Gy, + Sby, — 0

—a1n+sbln) ~—Ta2n"l'sb2n; _a8n+sbsn7 RS Sbrm
et on peut affirmer que toutes les racines de cette équation sont telles que

R(s,) = o.




