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SUR LE DEGRI~ DE Gt~Nt~RALITt~ D ' U N ' S Y S T ] ~ M E  

3 I F F I ~ R E N T I E L  OUELCONOUE 

P/k i t  

Ctt. R I Q U I E R  
C&EN.  

I n t r o d u c t i o n .  

Etant  dorms un syst~me diff6rentiel compl~tement intggrable, on peut, 
comme j 'ai eu occasion de l'6fablir, I fixer, par la seule considdration de 
ses premiers membres, l'6conomie des conditions initiales qui dgterminent 
enti~rement u n  groupe d'intdgrales ordinaires du syst~me, et met~re en 
6vidence ]es fonctions (ou constantes) arbitraires, en hombre fini, dont 
(Mpend ]a solution g6ndrale. Cela dtant, nommons genre d'une fonction 
arbitraire le hombre de ses variables, d6signons par 2 le genre maximum 
des arbitraires ci-dessus sp6cifites, et appelons /~ le hombre des arbi~raires 
qui, parmi elles, sont de genre 2. On volt immddiatement que le hombre 
des arbitraires restantes pent ~tre augmentd au det~ de tou~e limite: si 
['on d~signe en effet par n un entier positif aussi grand qu'on le voudra, 
et par x 0 une valeur initiale de x choisie comme on voudra, route fonction 
arbitraire, (b(x, y,  z, . . . ,  t), des p variables x,  y ,  z , . . . ,  t peut ~ re  mise 

sous la forme 

Co(V, z,  . . . ,  t ) +  (x- -x0)r  ~ , . . . ,  t) + (x- -xo)~r  z, . . . ,  t) + . . .  

+ ( x - - x 0 ) ~ - ' r  z,  . . . ,  t) + (x- -xo)" ~ ( x ,  y,  z,  . . . ,  t), 

i Voir les Comptes-l~endus de l 'Acad~mie des Sciences (3I mai I898), 
et les Aeta mathematiea (k 23, p. 2I 5 et suiv.). 

Aeta matheanat~a. 25. Imprim4 le 30 ~anvier 1902. 
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o~ figurent, avee une arbitraire de genre p, 

(~) q~(x, y ,  z,  . . . ,  t) 

n arbitraires de genre p - - t ,  

(2) Co(y, ~, . . - ,  t ) ,  r z , . . . ,  i ) ,  r ~,, . . . ,  t ) ,  . . . ,  r z,  . . . ,  t); 

en consdquence, la donnge de la fonction arbitraire (l)(x,y,z, ..., t) 6quivaut 
visiblement '~ celle des fonctions arbitraires (I) et (2). 

Considgrons maintenant un syst~me diffdrentie[ quelconque, supposons-le 
rdduit, de diverses mani~res, h une forme compl~tement intdgrable, et com- 
parons, dans ces diverses formes, le nombre et la nature des 616ments ar- 
bitraires que l'6conomie des conditions initia]es met en dvidence" il est clair, 
d'apr~s ce qui prde~de, que les r6sultats intdressauts d'une sembluble com- 
paraison ne peuvent se rupporter qu'aux valeurs prises, duns les formes 
considSrdes, par les ent;,ers ~ et #.  Cela' 6tant, je me suis propos6 de 
rechercher s'il y avait effeetivement sur ce point quelque loi gdn~rale, et 
cette dtude m'a conduit ~ diverses propositions qui m'ont  sembl6 utiles i~ 
connMtre. L'une d'elles, notab]ement supgrieure aux autres enimportunee, 
a dtd, il y a quelques tools, communiqude ~ l ' A c a d d m i e  des Sc i ences ;  ~ 
elle peut se formuler ,~ peu pros comme il suit" 

Considdrons d'abord deux syst~mes compl~tement intggrables, S', S", 
ddsignons par 2', # '  et ~t", les .valeurs de ,~ # qui s 'y rapportent respee- I 

t !  

tivement, et convenons de dire que les {ormes compl~tement intggrables 
S',  S" ont un degrg de g~n~ralit~ ~gal, si les deux diffdrences 2'--~", p ' - - p "  
s 'annulent '~ la fois; convenons de dire, duns lecus contruire, que la forme 
S '  a u n  degrg de gdndralitd supdrieur ou infdrieur ~ eelui de S", suivant 
que, parmi ces deux diffgrences, la premiere qui ne s'annule pas est po- 
sitive ou n6gative. Cela pos6, e~ un syst~me diff~rentiel (compatible) ~tant 
donn6, si l 'on envisage darts leur ensemble routes les formes compl~tement 
int6grables que ce syst~me est :susceptible de prendre, certaines d'entre 

�9 , ~ p �9 

elles, dites mono~ues, ~ qui semblent en constituer l ' immense ma]orite, pro- 

i Comptes-Rendus du 22 janvier 19oo. 
Dans la com~iunication que j'ai faite ~ ce sujeC s l'Acad~mie des Sciences, 

j'avais employS, pour d~signer les formes en question, le mot isonome, auquel j'ai cru 
devoir renoncer poltr adopter le mot monoique. 
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sentent un degr6 de g6ndralit6 constant, qui se h'ouve 8tre, de plus, su- 
p6rieur ou 6g'al ~ celui de route auh'e. 

Cette propri6td, qui pourrait fournir une d6finition du degr6 de g6n6- 
ralit6 de tout syst~me diff6rentiel computible, se trouve, ainsi que les divers 
r6sultats de nature analogue auxque]s j 'ai  pu parvenir, expos6e en d6tail 
clans l e  prdsent M6moire: le ]ecteur pourra constater que la consid6ration 
des cotes, ~ laquelle je suis redevable de tous rues r6sultats ant6rieurs, m'a 
6t6, ici encore, d'une utilit6 capitale. ~ 

PREMIERE PARTIE. 

Syst~mes diff~!rentiels explicites, arithmoiques, monoiques. 

I. Je  dirai qu'un syst~me diff6rentiel est limitd ou illimitd, suivant 
qu'ii se compose d'un hombre limit6 ou illimit6 d'6quations, et je supposer~i 
express6ment, comme je l 'ai fair duns rues tr~vaux antdrieurs, que tout 
syst~me diff6rentiel directement donn6 est limit6- c'est toujours, en effet, 
h de pareils syst~mes que conduit la raise en 6quations des probl~mes de 
math6matiques appliqu6es. 

Etant  donng un syst~me diff6rentiel (limit6) impliquant les fonctions 
inconnues u, v, . . .  des variables indgpend~mtes x,  y ,  . . . ,  nous nommerons 
grou2e d'intdgrales du syst~me un groups de fonetions, 

v , . . . ) ,  y , . . . ) ,  , . . ,  

d6veloppables duns quelque domaine par la s~rie de TAYLO~, et qui, sub- 
stitu6es S u,  v , . . . ,  transforment en identitds ]es diverses 6quations pro- 
pos6es; souvent aussi, nous nommerons solution analytique du syst~me un 
pareil groupe de fonetions. Les intggrales seront dites ordinaires, s'il existe 
quelque domaine tel, que non seulement les int6grales dont il .s'agit y 
soient d6veloppables par la sgrie de TAYLOI~, mats que de plus leurs va- 

J Voir le n ~ 10 du prSsent ~r 
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burs, prises eonjointement avec celles de ]eurs ddrivdes et des variables 
ind~pendantes, restent toujours intdrieures h quelque domaine oh les pre- 
miers et les seconds membres du syst~me donnd soient ~ la lois dgvelop- 
pables. 

tqous nous bornerons jci ~ la considdration exclusive des solutions 
analytiques ordinaires, e~ nous dirons qu'un syst6me diffdrentiel (limitd) 
est analytiquement possible ou impossible, suivant qu'iI admet ou non quel- 
que solution de ceff~e esp~ce. 

Etant donn6s deux syst~mes diffdrentiels (limitds), si route solution 
analy~ique ordinaire du premier est en m~me temps une solution analytique 
ordinaire du second, nous dirons que le second est une consdquence analy- 
tique du premier i si chacun d'eux est une cons6quence analytique de l'autre, 
lee syst~mes seront dits analytiquement ~quivalents. 

2. - La substitution d'in~dgrales ordinaires connues darts les dquations 
d'un syst~me (limitd) donng en transforme les premiers et les seconds 
membres en des fonctions compos6es des variables, des intdgrales et de 
quelques-unes de burs ddrivdes. D'apr~s la ddfinition m6me des intdgrales 
ordinaires, et entre les limites assigndes par cetb ddfinition, les r~gles 
dtablies pour les fonctions compos~es sont appheables anx premiers et aux 
seconds membres dont il s'agit; d'ailleurs, les deux membres de chaque 
6quation dtant identiquement dgaux apr~s cetb substitution, burs ddrivdes 
semblables le sont aussi, et l'on peut, en eonsgquence,' diffdrentier indgfini- 
merit les relations du syst~me. Les relations ainsi obtenues peuvent ensuite 
gtre combin~es de mille mani~res entre elles et avee les proposdes, puts 
les r~sultats de ees combinaisons ~tre diffdrentids ~ bur  tour, et fournir 
les dldments de nouvelles combinaisons qui seront elles-m~mes diffgreatides; 
et ainsi de suite inddfiniment. On peut, en un mo~, ddduire du syst~me 
donng une foule de relations dont ehacune esf, identiquement satJsfaite par 
la substitution aux inconnues u, v , . . .  d'un groupe quelconque d'intdgrales 
ordinaires. 

3. Si aux dquafions qui composent un syst~me (limifd) donnd Z on 
adjoint ~outes celles qui s'en ddduisent par de simples diffdrentsiatsions, le 
groupe illimit~d rdsultant de cetb adjonetion s'appellera le systdme ~' pro- 
longd. 
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D'apr~s ce qui vient d'etre dit (2), un groupe quelconque d'int~grales 
ordinaires du syst6me 27 satisfait identiquement ~ routes les relations du 
syst~me Z prolongd d~s lors, si l'on convient de considdrer pour un instant 
les variables x , y , . . . ,  les fonctions inconnues u, v, . . .  et leurs ddrivdes 
de tous ordres comme autant de variables ind~pendanies distinctes, le sy- 
st~me 2' prolongd ne peut manquer d'etre numdriquement vdrifi~ par des 
valeurs pa14ieuli~res quelconques, x0, Y0, - . . ,  de x, y, . . . ,  prises conjointe- 
ment avee les valeurs correspondantes des int6grales eonsid6r6es et de leurs 
d~rivdes de tous ordres (cela, bien entendu, dans les limites assigndes par 
la ddfinition m~me des int6grales ordinaires). 

Inversement, supposons que, dans un domaine off les premiers et les 
seconds membres de Z soient ~ la lois ddveloppables, le syst~me Z pro- 
longd admette quelque solution numdrique; supposons en outre que, en dd- 
signant par xo, Y0,. . .  les valem's numdriques de x, y , . . . ,  les ddveloppe- 
ments, entiers en x - - x ~ ,  Y - - Y o , . . ,  qui ont pour coefficients, aux fac- 
teurs numdriques connus pros, les valeurs numdriques de u, v , . . .  et de 
leurs d6rivdes de tous ordres, soient convergents. Cela 6rant, les sommes 
des ddvelolopements dont il s'agit constituent un grou_pe d'intdgrales ordinaires 
du systdme Z. 

Ddsignons en effet par U, V , . . .  lea sommes de ces ddveloppements, 
et considdrons un domaine ~1 des valeurs x0, Yo, .... ,.dont les rayons soient 
suffisamment petits pour que les fonctions de x, y , . . .  en lesquelles se 
transforment, par la substitution de U, V, . . .  ~ u, v, . . . ,  les deux membres 
des diverses dquations ~:, soient toutes d~veloppables dans le domaine dont 
il s'agit. Par la mani~re m~me dont les ddveloppements U, V, . . .  ont 
dtg construits, les valeurs initiales de x , y , . . . ,  de U, V , . . .  et de leurs 
ddrivdes de tous ordres constituent la solution numdrique dont l'existence 
a gtd supposde dana le syst~me ~: prolongd. Donc lea fonetions de x , y , . . .  
qui, apr~s la substitution, figurent dans les deux membres d'une dquation 
quelconque du syst~me 2', sont 6gales, ainsi que leurs d~rivdes semblables 
de tous ordres, pour 

X - - X o ~ - y w y o = . . . - ~ - o ,  

et par suite sont identiquement 6gales entre elles darts route l'dtendue du 
domaine ~}. 
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4. Le thdor~me prdcddent montre quel int6r~t il peut y avoir, 6tant 
donn6 un syst~me diffdrentJel limit6, ?~ consid6rer, au point de rue des 
solutions numdriques, tel ou tel des syst~mes illimitds qui  s'en ddduisent. 
I1 convient de poser ~ cet dgard quelques dgfinitions. 

Considdrons d'abord un syst~me diffdrentiel, limitd ou illimit5, compos5 
de relations ayant routes la forme enti~re par rapport aux d~riv~es d'ordre 
suffisamment grand des inconnuesi ~ assimilons-y pour an instant les va- 
riables x ,  y ,  . . . ,  les inconnues u,  v, . . .  e t  leurs ddrivdes de tous ordres 

autant de variables ind6pendantes distinctes, et convenons expressdment 
de ne considdrer, parmi les solutions numdriques d'un pareil syst~me, que 
celles qui tombent duns quelque domaine oh les premiers et les seconds 
membres soient ~ la lois dgveloppables: cela grant, nous d_irons que le 
syst~me est num~riquement possible ou impossible, suivant qu'il admet ou 
non quelque solution de cette esp~ee. 

Considdrons maintenant, sous le b6ndfice des m6mes restrictions, non 
plus un, mais deux syst~mes diffgrentiels, limitds ou illimitds: si route so- 
lution numdrique du ~oremier es~ en m6me temps une solution numdrique 
du second, nous dirons que le second es~ une consdquence numdrique du 
premier; et si chaeun d'eux est une consdquenee numdrique de l'autre, les 
syst~mes seront dits num~ri~uement dquivalents. ~ 

5. E~ant donn6 un syst~me limit6 S, rdsolu par rapport h certaines 
des fonctions inconnues ou de leur's ddrivdes, nous dirons qu'une quantit6 
quelconque, prise duns l'ensemble illimit6 que formen~ les inconnues et 
leurs  ddriv6es de tous ordres, est, par rappol~ au syst~me considdr6 S, 
principale ou paramdtri~ue, suivant qu'elle coincide ou non, soit avec quel- 
qu'lm des premiers membres, soit avec quelqu'une de leurs ddrivdes: il est 
clair, d'apr~s cela, que route quantit6 principale figure au moins une fois 
(souvent m~me plusieurs) duns les premiers membres du syst~me S pro- 
long6, tandis que les quan~itds paramdtriques n 'y  figurent jamais. 

' Cette condition se trouve remplie d'elle m~me dans un syst~me limit~. 
La substitution des expressions consdquenee numdrique, dquivalence numdrique, 

etc., aux expressions g~n~ralement usit~es, consdquence algdbrique, dquivalence algdbrique, 
etc., me semble presenter, entre autres avantages, celui d'~viter route 4quivoque sur ]a 
signification du mot alg~bre. 
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Cela grant, supposons que les seconds membres du syst~me considdr4 
S, tous d6veloppables ~ l'int4rieur d'lm m~me domaine, ne contiennent 
effectivement aucune quantit4 principale; supposons en outre (circonstance 
qui est loin de se rdaliser toujours) que du syst~me S prolong4 on puisse 
ddduire un autre syst~me, num4riquement 4quivalent, fournissant% pour 
chacune des quantit4s principales d u syst~me S, une ou plusieurs expres- 
sions inddpendantes de toute quanti,4 principale: 1 nous dirons, en pareil 
cas, que le syst~me diff4rentiel dohn6:S est explicite;des relations du sy- 
st~me S prolong4 et celles du syst~me numgriquement 6quivalent qu'on en 
peut d4duire se nommeront respeetiven/ent relations primitives et relations 

ultimes du syst~me S; enfin les expressions respectivement fournies par ces 
deux sor~es de relations pour les diverses quantit4s principales seront affec- 
t4es des deux m~mes qualifications. 

6. Quand un "~stOme explicite possOde quelque groupe d'intdgrales or- 
dinaires, les d~veloppements de ces int~grales par la sdrie de Taylor, ~t partir 
des valeurs particuliOres xo , Yo , . . .  des variables ind~pendantes x ,  y ,  . . . ,  
peuvent dtre reconstruits, dos que l'on connait seulement les valeurs initiales 
de routes les quantitds paramdtriques. (On suppose, bien entendu, que les 
valeurs xo, Yo, �9 ". n'exc~dent pus les limites indiqudes par la d4fini%ion 
mSme des intggrales ordinaires.) 

Effectivement, si l'on donne aux variables x, y , . . .  leurs valeurs ini- 
tiales x0, Yo, �9 �9 �9 les int4grales dont il s'agit et leurs d4rivdes de t0us ordres 
prennent, elles aussi, leurs valeurs initiales; comme celles des diverses quan- 
tit4s param6triques-sont suppos4es eonnues, l'hypoth~se numdrique 

x - - x o  ~ Y - - Y o  ----..-----o 

transforme les seconds membres des relations ultimes en des quantit4s 
connues, et fair connMtre, par suite, les  valeurs initiales de leurs premiers 
membres, c'est s dire de toutes les quantitds principales. : 

On connalt done ainsi les valeurs initiales des intggrales qonsid6r6es 
e% de routes leurs ddrivdes sans distinction: or, ees ~aleurs inifiales ne sont 
auL-res, aux facteurs num4riques connus pros, que les coefficients des d4- 
veloppements eherch4s. 

1 I1 va sans dire que ce syst~me 6quivalent est suppos6 ne fournir, pour chacune 
des quantit6s principales,, qu'un nombre limit6 de semblables expressions. 
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7. Des int6grales ordinaires quelconques d'un syst6me expheite 6rant 
suppos6es ddveloppdes par la s6rie de TAYLOR "~ partir de valeurs initiales 
quelconques, xo, Yo, �9 . . ,  des variables ind6pendantes x ,  y ,  . . .  r les portions 
de ces dgveloppements formges par l'ensemble des termes qui, aux facteurs 
numdriques connus pr6s, ont pour coefficients tes valeurs initiales des quan- 
titds param6triques, se nommeront les d~terminations initiales, relatives "~ 
~o, Yo , . - . ,  des intggrales dont il s'agit. 

Cela pos6, le thdor~me du numdro prdcddent peut encore s'exprimer 
comme il suit: 

Quand un systdme explicite possdde quelque groupe d'intdgrales ordinaires, 
les d~veloppements de ces intdgrales par la sdrie de Taylor peuvent dtre re. 
construits, d~s que l'on connait seulement leurs ddterminations initiales. 

On peut d'ailleurs, eomme je l 'ai ~tabli, 1 fixer h l'aide des considdra- 
~ions les plus 616mentaires l'6conomie des fonctions (ou constantes), en 
hombre fini, dont la connaissanee 6quivaut ~ celle des d6terminations 
initiales. 

8. Inversement, cherchons si, clans un syst~me explicite, il existe quelque 
groupe d'int~grales ordinaires r~pondant d des conditions initiales donn~es. 
(On suppose, bien entendu, que les valeurs initiales des variables, prises 
conjointement avec eelles des quantit6s paramdtriques figurant duns los 
seconds membres du syst6me donnd, sont intdrieures '~ un domaine oh ces 
derniers soient d6veloppables.) 

I. Pour qu'un pareil groupe existe, il est tout d'abord ndcessaire que 
les relations ultimes s'accordent d fournir, pour chacune des quantit~s prin- 
cipaJes, une se~de et mdme vateur initiale. 

II .  Cette coneordance num~rique ~tant suppos~e avoir lieu, ta con- 
vergence des dgvetoppements des in, tdgrales hypothdtiques correspondant aux 
donndes initiates choisies est encore une condition ndcessaire ~ t'existence effec- 
tive de ces intdgrales. 

I1 suffit, pour s'en convaincre, de se reporter ~ la d6finition m4me 
des intdgrales analyt~iques (i). 

1 Voir les Comptes-Rendus de l'Acad4mie des Sciences (31 mai 1898), 
et les A~ta mathematlca (t. 23, p. 2x 5 et suiv.). 
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I I I .  Si, pour un choix d~termin~ des conditions initiales, les relations 
ultimes s'accordent num~riquement, et qu'en outre les d~veloppements des int~,. 
.qrales l~ypothdtiques ,~oient convergents, leurs sommes constituent des intdgrales 
ordinaire.~ du syst~me e~plicite donn& 

Car ]es valeurs initiales (donndes) de x,  y , . . .  et des quantitds para- 
mgtriques, et les valeurs initiales (calculdes ~ l'aide des relations ultimes) 
des q uantitds principales, constituent pore" les relations ultimes, et par suite 
pour les relations primitives , dont l'ensemble n'est autre chose que le sy- 
st~me explicite prolong6, une solution numgrique dormant lieu ~ des dd- 
veloppements eonvergent,s (3). 

IV.  II ne peut y avoir enfin plus d'un groupe d'intdgrales ordinaires 
rdpondant h des conditions initiales donndes. 

Car chaque relation ultime, grant du premier degr6, par rapport h, la 
quantitd principale qui figure dans son premier membre, ne fournit pour 
eette derni~re qu'une seule valeur initiale. 

9. Nous dirons qu'un syst~me explicite est passif, si la concordance 
num6rique des relations ultimes a lieu pour tout systbme de valeurs attri- 
buges .~ x,  y ,  . . .  et aux quantit6s param6triques, ou, ce qui revient au 
m~me, si, en consid6,rant pour an  instant x ,  y , . . .  et les quantit6s para- 
m6triques comme autant de variables indgpendantes distinctes, les diverses 
expressions ultimes d 'une mSme quantitg prineipale quelconque sont routes 
identiquement ggales entre elles. 

Duns un syst~me explicite, nous nommerons conditions brutes de pas- 
sivitg l 'ensemble de routes les relations obtenues en ggalant entre elles les 
diverses expressions ultimes d'une m~me quantit6 principale quelconque: 
pour que le syst~me soit passif, il faut et, fl suffit, d'apr~s ce qui precede, 
que routes les relations dont il s 'agit se r6duisent h des identit~s: ]1  
arrive fr6quemment d'ailleurs, comme nous le verrons plus loin, que la 
r6alisation de eette circonstance pour un groupe limit~ et nettement d6- 
fini, extrait de l'ensemble des conditions brutes, entra~ne, ~ titre de conse- 
quence nd, cessaire, sa r6alisation pour routes les conditions brutes sans 
exception: nous nommerons, en pareil cas, conditions sdlectives de joassivit~ 
les relations contenues duns ce groupe limit6. 

Aota mathemat~a. 25, Imprim~ le 29 janvie~ 190~, 39 
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Nous dirons q u ' u n  systbme explicite est compl~tement in, t~qrable, s'il 
adme~ un groupe (ndcessairement unique) d'intdgrales ordinaires rdpondanf, 
~ des donnges initiales arbitrairement choisies (il va sans dire que les dd- 
terminations initiales choisies pour les diverses inconnues doivent ~tre sup- 
posdes routes convergentes). 

Lorsqu'un systbme explicite est complbtement intdgrable, les diverses 
expressions ultimes d'une m~me quantit6 principale quelconque ne peuvent 
manquer d'etre routes identiquement 6gales entre elles: si 1'on ddsigne en 
effet par N l'ordre maximum des expressions ultimes de la quantitd prin- 
cipale considdrde, le systbme donnd, qui, par hypo~hbse, admet un groupe 
d'intdgrales ordinaires rdpondant ~ des ddterminations initiales convergentes 
arbitrairement choisies, admet, notamment, un groupe d'intdgrales tel, que, 
pour des valeurs arbitrairement choisies des variables, les quantitds para- 
mdtriques d'ordres o,  I ,, . . . ,  N prennent des valeurs arbitrairement choisies, 
tandis que les quantitds paramdtriques d'ordre supdrieur '~ N prennen~ 
routes la valeur zdro. Les expressions ultimes dont il s'agit sont done 
numdriquement dgales pour routes valeurs des quantitds qu'elles renferment, 
c'est ~ dire qu'elles sont iden~iquement dgales entre elles. 

D'aprbs cela, pour qu'un systbme explicite soit compl~tement intdgrable, 
il faut et il surf-it: I ~ qu'il soit passif; 2 ~ que la convergence des dd- 
terminations initiales arbitrairement choisies pour ses intdgrales hypothd- 
tiques entralne la convergence des portions restantes de leurs dgveloppe- 
men~. 

I o. Soien~ u, v, . . .  les fonetions inconnues engagdes clans un sys~me 
explieite; x,  y,  . . .  les variables indgpendautes; et 

(3) C v ~ C~, x ~ C , , V  ~ " " " 

des entiers arbitrairement choisis sous la seule condition que ceux d'entre 
eux qui ne se trouvent pas contenus dans la eolonne verticale de gauche 
du tableau (3), savoir 

Cu,  z ~ C u ,  y ~ �9 . . ) 

(4) c. , . ,  . . . .  

�9 �9 �9 , �9 �9 �9 
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soien{ {ous positifs, chacun des enfiers restants c~, c~,. . ,  pouvan~ ~tre 
volont~ positif, nul ou n~gatif. D~signant alors par w rune quelconque 
des inconnues u, v, . . . ,  e{ considdrant une ddrivde quelconque, d'ordre 
positif ou nul, de cette inconnue, par exemple 

~a+~+...~ 

~x ~ ~ y Z . . .  

nous nommerons arithme de la d6rivge en question l'entier 

+  co,. + flc ,  + . . . .  

I1 est clair qu'en dgsignant par F le plus petit (au point de vue 
alg5brique) des entiers c,,,o~,..., route dgriv6e d'ordre n (n>_~o)de u ,v , . . .  
a un arithme au moins ~gal ~ n + ~, puisque chacun des entiers (4) 
es{ positif et an moins 6gal h i. I1 r~sulte de lg: I ~ que l'arithme 
d'une dgriv4e queleonque (d'ordre positif ou nu l )de  u, v . . . .  ne gombe 
jamais au dessous de ~; 2 ~ qu'en dgsignant par C un entier d4termin6 
quelconque (au moins 6gal h ~), le nombre des dgrivges (d'ordre posilbif ou 
nul) de u, v , . . .  possgdant un arithme 4gal ~ C est essentiellemen{ limit4. 

lOu syst~me donng on peu{, comme nous l'avons expliqu6, dgduire par 
des diffgrentiations et combinaisons variges, une foule de relations don{ 
chacune est identiquement satisfaite par l a  substitution aux inconnues 
u, v , . . .  d'un groupe quelConque d'intggrales ordinaires. Parmi les re- 
lations auxquelles peuveng conduire des calculs de cette nature, nous di- 
stinguerons spgcialement celles qui, ayan{ pour premier membre quelque 
inconnue on d~riv6e d'inconnue, ne contiennent duns leur second membre 
aucune quantitg (inconnue ou dgrivge) don{ l'arithme surpasse cdui du 
premier membre; e{ nous dirons, pour abrdger, qu'une semblable relation 
est arithmo(que, comme aussi l'expression fournie par elle pour la quantitg 
qui figm'e duns son premier membre. Si, moyennant un choix convenable 
des entiers (3), les relations ultimes du systSme explicite donng sent, saul 
un nombre limit6 d'entre elles, routes arithmo/ques, nous dirons que le 
syst6me lui-m~me es{ arithmo:lque. 

Enfin, duns le cas, par{iculi~rement l'emarqual)le, oh les diverses dd- 
finitions qui prdc~den{ peuven{ ~tre satisfai{es moyennan{ l'attribution 
d'unc valeur commune (positive) aux cntiers (4) et de valeurs convenablcs 
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aux entiors restants c~, c~ , . . . ,  les relations) expressions et syst~mes arith- 
moiquos seront dits mono~ques. 

Los syst~mes que j 'ai nommds ortho~ques sont des syst~mos cxplicites 
arithmo~quos; ils comprcnnent comme oas particulicr los syst~mos orthonomes, 
qui son~ mono~ques. ~ 

Du type ortho~quo ct du type or~honomo on pout, comme nous allons 
lc voir, ddduire rospeotivomont un type arithmo~quc ct un type mono~que 
d'une gdndralitd plus grande. 

I I. Imaginons un syst~me S, form6 des groupcs successifs d'dquatsions 

auxquels correspondent~ les groupes successifs d'inconnues 

8 1  ) S 2 ) . . . ) 8 q  ) 

de la fagon suivante: 
I ~ La r~union de ces derniors roproduit une lois et une seule chacune 

des inconnuos du sysr proposd S. 
2 ~ Darts lo g'roupe des dquations Sk (k = I ,  2 , . . , ,  q) so tsrouvent 

cngagdos los soules inconnues 

8 k~ 8k+ 1 ~ . . . )  8q; 

co m~mc groupe S~, si l'on y consid~re pour un instant comme des fonc- 
tzions don_uSes los inconnues 

8 k +  1 ) . . . ) 8 q )  

es~ or~hoique par rappor~ aux inconnues s), sanf exception possible pore" 
lo groupe des dquations K.~I) qui peut,  ou bien 8tre orthoique par rapport 
aux inconnues sl, ou bion les exprimer directomont ~ l'aide des variables 
ind@endantes, dos inconnues suivantes s~ , . . . ,  sq, ot d.e quelques-unes do 
louts d6riv6es. 

3 ~ Los seconds mombres du syst~me S n e  congennent aucune dgriv6e 
principale des inconnues. 

1 Pour les propri6t4s des syst6mes ortho~ques et  or thonomes ,  voir le M6moire in_ 
titul6: S u r  une  ques t ion  fondamenta le  du  Caleul i n t @ r a l  (Acta m a t h e m a t i o a ,  t. 23). 
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Nous nommerons polyortho~ques les syst~mes, dvidemment explicites, 
qui remplissent ~ la lois routes ces conditions. 

On peut, relativement ~ leur passivit6, formuler l'gnoncd suivant: 

Pour qu'un systdme 2oolyortho~que soit passif, il faut et il suffit que les 
diverses expressions ultimes d'une mdme d&ivde cardinale quelconque des fonc- 
tions inconnues soient dgales identiquement (c'est d dire pour toutes valeurs 
attributes, et aux variables x ,  y , . . . ,  et aux quantitds paramdtri~tues qui y 
figurent). 

Cette proprigt6, d6jh 6tablie duns l'hypoth~se q ~ - I ,  ~ s'dtend de 
proche en proche, par des raisonnements tout semblables, '~ une wleur quel- 
conque de q. 

En eonsdquence, an syst~me orthoique ou polyor~hoYque 6rant donnd, 
nous nommerons conditions sdlectives de passivitd (9) le groupe limit6 et bien 
ddfini des relations obtenues en 6galunt entre elles les diverses expressions 
ultimes d'une m~me d6rivde cardinale quelconque. 

En rempla~ant, duns la ddfinition des syst~mes polyol~hoi'ques, le mot 
ortho~'que par le mot orthonome, on tombera sur le cas, particuli~rement re- 
marquable, des syst~mes polyorthonomes. 

Un syst~me orthonome, s'il es~ pussif, ne peut manquer d'etre com- 
pl~tement in~6grable: il est ais6 d'en conclure qu'un syst~me polyor~honome 
joui* de la m6me propri6t6. 

1 2. Tout syst~me polyortho~que 

$1,s2, . . . ,  

est arithmo~que. 

I. Rappelons tout d'abord que, dans un syst~me orthoique, les cotes 
premi&es des variables inddpendantes sont des cutlers tous positifs, celles 
des fonctions inconnues des cutlers quelconques, positifs, nuls ou ndgatifs, 
ef que la cote premi&e d'une d6rivde quelconque de telle ou telle inconnue 
s'obtient en ajoutant k la cote premiere de l'inconnue int6ress6e les cotes 
premieres de routes les variables de diffdrentiation, distinctes ou non. 

Cela posd, et un syst~me polyorthoique 

1 ~ g ~  " ' "  ~ q 

i Voir lo M6moire tit6 plus haut. 
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~tant donn~, nous choisirons comme arithmes des inconnues sk et de leurs 
ddrivdes (k ~ i ,  2, . . . ,  q) les cotes premieres que ces diverses quantitgs pos- 

sOdent dans le gro~tpe ortho~que Sk. 
II.  I1 rdsulte 6videmment de la nature orthoYque du groupe Sk par 

rapport aux inconnues sk que si une quantitd quelconque, appartenant '~ 
l'ensemble illimitg que forment ces ineonnues et leafs d6riv~es de tons 
ordres, figure effectivement dans un second membre de Sk, e11e poss~de un 
arithme infdrieur ou au plus 6gal ~ celui du premier membre correspondant. 
Mais il y a plus, et l'on peut toujours, en modifiant au besoin telles ou telles 
cotes premidres, supposer que le systdme polyortho~:que donnd vdrifie la double 
condition suivante: I ~ la cote premidre minima des variables inddpendantes 
x ,  y ,  . . .  dans le groupe Sk n'est pas infdrieure d leur cote premidre maxima 
dans l'un quelconque des" grouTes suivants Sk+.,, . . . ,  Sq; 2 ~ chacune des dqua- 
tions dont se compose le systdme polyortho~que donnd est arithmoique. 

Effectivement, le groupe Sk ne cesse pas de vdrifier, par rappor$ aux 
inconnues sk, la ddfinition de l'orthoXcitd, soit lorsqu'on ajoute un mgme 
entier arbitraire aux cotes premieres des inconnues sk, soit lorsqu'on mul- 
tiplie par un m~me entier positif arbitraire les cotes premieres des incon- 
nues sk e~ celles qui out dtd ath'ibudes, dans Sk, ~ x ,  y ,  . . . .  Cela dtant, 
je consid~re le groupe Sq_~, et j 'y  multiplie les cotes premieres des in- 
connues sq_~ et de x , y , . . ,  par un mSme entier positif de grandeur telle, 
que la cote premiere minima des variables x, y , . . .  dans le groupe Sq_~ 
ne soit pas infdrieure ~ lem" cote premiere maxima dans le groupe Sq; 
puis j'ajoute aux cotes premieres des inconnues sq_l un mgme entier de 
grandeur telle, que chaque premier membre de Sq_~ poss~de un arithme 
au moins dgal ~ ceux des quantitds paramdtriqne s du syst~me S~ qui fi- 
gurent duns le second membre corresloondant. Cela fair, je eonsid~re le 
groupe S~_:I et j 'y  multiplie les cotes premieres des inconnues s~_~ et de 
x, y , . . .  par un m~me entier positif de grandeur telle, que la cote pre- 
miere minima des variables x, y , . . .  dans le groupe S~_~ ne soit pas in- 
fdrieure h l e u r  cote premiere maxima dans le groupe Sq_~ ; pu i s  j'ajoute 
aux cotes premieres des inconnues s~_~ un m~me entier de grandeur telle, 
que chaque premier membre de Sq_.~ poss~de un arithme au moins dgal 
ceux des quantit6s paramdtriques du syst~me (Sq,~, Sq) qui figurent dans 
le second membre correspondant. Et ainsi de suite jusqu'au groupe S~. 

][II. ~ous dirons, pour abrdger, qu'une relation ddduite d'un syst~me 
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polyorthoique est rdyulidre, si d'une part elle est arithmoi'que, et si d'autre 
part, ayant pour premier membre une ddrivde (d'ordre positif ou  nul) de 
quelqu'une des inconnues sk, e l l e  ne contient effectivement dans son second 
membre aucune des inconnues s~, s s , . . . ,  s,_~ ni aucune de leurs ddrivdes. 
L'expression fournie par une semblable relation pour la quantit6 qui figure 
dans son premier membre, sera, elle aussi, qualifi6e de rggulidre. 

En se reportant h la d~finition des systgmes polyorthoiques (I I), et 
en supposant, comme il est permis de le faire, les cotes premieres fixges 
conformdment aux indications de l 'alinea pr6c6dent I I ,  on voit immddiate- 
ment que chacune des dquatiions qui composent un systgme polyor~hoique 
est rdguli~re. 

On pent d'ailleurs, comme nous allons l'6tablir, ex6euter sur route 
relation r~gnli~re d6duite du systgme certaines opdrations, de nature dd- 
terminde, qui laissent subsister cette propri6t~. 

Si sur une relation rdguli~re ddduite du syst~me on exdcute des diffd- 

rentiations quelconques~ en remplagant, avant ou ap@s quelques-unes de ces 

diffdre~#iations, telles ou telles des inconnues ou ddrivdes qui fi.qurent dans le 

second membre par des expressions rdgulidres des quantit~s en question, on 

tombe encore sur une relation rdguli~re. 

A .  Si sur une relation rgguliOre on exdcute des dif#rentiations quel- 

conques, on tombe sur une relation de mdme nature. 

Soit en effet 

(5) 3k = f ( x  , y , . . . ,  ~ ' ,  . . . )  

une relation rgguli~re dans laquelle 3~ d6signe une d6rivde (d,ordre positif 
ou nu]) des inconnues sk, et 3 ' , . . .  des quantit6s satisfaisant '~ la double 
condition: I ~ d'appartenir ~ l'ensemble illimitd que forment les inconnues 

(6) sk, sk+l, . . . ,  sq 

et leurs d~riv6es de tous ordres; 2 ~ d'avoir un arithme inf~rieur ou an 
plus 6gal ~ celui de d~. La relation d~duite de (5)par  une diff6rentiation 

relative ~ x a pour premier membre ~ - ,  et son second membre ne eontient, 

outre les variables ind6pendantes, clue 3', . . . e t  leurs d6riv6es premieres 
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relatives ~ z,  quantitds qui routes appartiennent '~ l'ensemb]e form6 par 
les inconnues (6) et leurs ddrivdes de tous ordres. D 'un  autre c(^)t6, si l 'on 
ddsigne par ck, c ' , . . ,  les arithmes respectifs de 3k, 3 ' , . . . ,  et par c~,~ la 
cote premiere attribude "~ x dans le groupe ortho~que S~, les relations 

~,~. - -  (~ :p_ O , . . . , 

vdxifi6es par hypoth~se, entra]nent 6videmment 

(7) (~. + ek,.~,) - -  p '  + <~k, ,,) _>_ o ,  . . .  , 

et ausgi, "~ cause de ck,~ > o, 

(s) (c,. + c , . = ) -  c ' >  o ,  . . . .  

Or, il r6sulte des relations (8) que les arithmes respectifs des quantitds 

3', . sont iufdrieurs ~ celui de v3k , . .. v~; d aflleurs, comme la cote premiere 

minima des variables x ,  y , . . .  dans le groupe S~ n[est pas infdrieure ~ lear 
cote premiere maxima dans les divers groupes suivants Sk+~, . . . ,  Sq, les 
entiers 

( ~  .3[_ C k , .  ~ ~ . . . 

sont au moins dgaux aux arithmes respectifs des quantit6s 

23' 
~ " ' ' ~  

et il rdsulte alors des relations (7) que les arRhmes dont il s'agit ne sur- 

passent pas celui de M~. 
0x 

Ainsi, les conditions formuldes dans la d~finition d'une relation rdguli~re 
ne cessent pas d'etre satisfaites apr~s une premiere diffdreutiation exgcutge 
sur la relation donnde. En  vertu du m~me raisonnement, appliqud h la 
relation rdsultante, elles ne cessent pas de l'~tre apr~s une deuxi~me, et 
ainsi de suite, quel que soit le nombre des diffdrentiations. 

B .  Si dans le second membre d'une relation r~guli~re on remplace 
telles ou telles quantitds (inconnues Ou d~riv~es) par des expressions rdguli~res 
des quantitds en question, On tombe encore sur une relation rdguli~re. 
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Considdrons une relation idguli~re dont le premie r membre ~ ap- 
partienne '~ l'ensemble form~ par les inconnues s~ et leurs ddrivdes de tous 
ordres, et ddsignons par 3' l'une des quantitds (ineonnues ou dgrivdes) fi- 
gurant au second membre; puis, considdran~ une expression l~guli~re de 3', 
nommons d" l'une des ineonnues ou ddriv6es qui y figurent. Comme 3' 
appartient, par hypoth~se, h l'ensemble form6 par les inconnues (6) e t  
leurs dgrivdes de tous ordres, il en sera de m~me, h plus forte raison, de 
d"; d'un autre c6t6, l'arithme de d" grant au plus 6gal ~ celui de ~', et 
ce dernier au plus 5gal h celui de 3, il es~ clair que l'arithme de 3" est 
an plus ggal h celui de 3. En consgquence, les substitutions opdrges duns 
le second membre de la relation donnde ne peuvent altgrer la nature rg- 
guli~re de eelle-ei. 

(~. Le simple rapprochement de A et B prouve clans route sa gdng- 
ralitd l'exactitude de l'~noncg formuld au ddbut de l'alinga I I I '  

IV. Tout syst~me polyortho~que est arithmo~ique. 

Les diverses dquations qui composent le. syst~me donn~ ~tant, comme 
nous l'avons fair remarquer, ~outes -> "" reguheres, il r6su]te de la proprigtd ci- 
dessus gtablie (I][I) que les rela~.ions primitives et ultimes le sont routes. 
Eu partieulier, les relations ul~imes son~ "~oUtes arithmo~ques, ce qui prouve 
la nature arithmo~que du syst~me. 

13. Tout systOme polyorthonome 

Sl, S,, 
est mono~que. 

I. Un syst~me orthonome n'est, comme nous l'avons dit ailleurs, 1 
qu'un syst~me orthoique oh les cotes premieres des variables indgpendantes 
sont routes ggales '~ un m~me entier (positif). 

Cela 6rant, et un sys't~me o~:thonome dtctnt donnd, il est toujours permis 
de supposer que la valeur commune (positive) des cotes premieres attribudes 
aux variables ind@endantes est dgale ~ i. 

Effectivement, soient 
x, y,  . . .  les variables ind~pendantes; 

Sur une question fondamental du Caleul intdgral. 1 
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u ,  v,  . . .  les fonctions inconnues;  

c' la cote premiere (positive) commune h routes les variables x , y ,  . . . ,  

et c:,, c',, . . .  les cotes premieres respectives des inconnues u ,  v , . . .  ; 
c'~', c ' v ' , . . .  , c ' j ,  c " , . . ,  les cotes secondes respectives de x, y,  ..., u,  v, ... ; 

etc. ; 
c~ ), c~ v), . . . ,  c~, ~), c~ p), . . .  les co~es pintoes respectives des m6mes quantit6s. 

Cela pos6, nous attribuerons,  comme il suit ,  '~ chacune des quantit6s 
x , y , . . . ,  u ,  v , . . .  une cote suppl6mentaire que nous consid6rerons comme 

an t6r i eure  ~ celles que poss~de d6j~ cette quanti t6:  nous affecterons d 'abord 
x , y , . . ,  des cotes respectives I ,  I ,  . . . .  ; ddsignant ensuite par  c~ le plus 

t 
Cu 

grand entier alg6brique qui ne surpasse pus ~ ,  par c~ le plus grand entier 
t 

alg6brique qui ne surpasse pus c_~ etc., nous affecterons les inconnues u, v, ... 

, !  t r des cotes respectives c=, c, ,  . . . .  Les entiers c., c~, c~ , , . . . ,  c , ,  G,  �9 �9 �9 sent  
6videmment  li6s par les relations 

! 

Ctt 
0 =<~7--C- < I, 

C~ 
0 .~< ~7--C~ < I, 

Pour  plus de nettet6, nous rdunirons duns le Tableau suivant les 

p + I cotes successives qui se t rouvent  actuel lement  attribudes h ehaeune 

des quantit6s x ,  y ,  . . . ,  u ,  v ,  . . .  

I , I , . . . ~ 6 u ~ C v ~ . . . ~ 

C p C' , , . . . ,  c "  , c'~ , . . . ,  

I I  I f  t l  
C x  ~ C v ~ . . . ~ C'u' ~ C~  ~ . . . ~  

cLp), . . . .  , c ? ) ,  c ? ) ,  . . . .  

E n  suppr imant  de ce Tableau la premiere ligne, 

I ~ I ~ . . . ,  Ou~ C~,  . . . ~  

on retombe,  naturel lement ,  sur l 'ancien syst~me de cotes. 
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Cela grant, il suffit, pour ~tablir le point que nous averts en rue, de 
considdrer deux quantitds quelconques appurtenant l 'une st l 'autre ~ Fen- 
semble que ferment les fonctions u ,  v , . . .  et leurs dgrivges de teas ordres, 
et de faire voir que si la seeonde est, darts l 'ancien syst~me de cotes, nor- 

male vis h vis de la premiere, ~ elle jouit de la m~me propridt6 clans le 
: i loaYeau.  

Ddsignons ~ eet effet par w 1 et w 2 deux quantitds (distinc~es ou non) 
prises  duns le groupe u, v , . . . ,  et soient 

(9) 

(io) ~maz ~y#~ . . . 

deux d@rivges (d'ordre positif ou nul) de ces quantitds respectives. 
tout d'abord qu'en supposant vdrifide la relation 

(I  I) [C:~ -~- (6t 1 -~- # l  -+" " . . )G ' ]  - -  [Cw. z -3 I- ((l 2 -~- #2 + . . . ) C ' ]  ~ O ,  

on a ndeessairgment aussi 

Je dis 

(~ 2) (% + ~ + #~ + . . . ) - - ( %  + ~, + #, + . . . ) > o .  

Effeetivement, la relation (I I) peut s'6crire 

)>o, 
d t \ 8' = 

OU 

r + ~, + #~ + �9 .)-(c,,., + ~ + A + .)>= (~'~ ~ �9 "" \~' \c '  "'/ 

Or, chacane des parentheses figurant au second membre de cette derni~re 
relat ion est une quantit6 non n6gative e~ moindre que I;  lear diffdrence 
est done aigdbriquemen~ supdriem'e h - -  I, st h plus forte raison le premier 
membre; finalement, ce premier membre, grant un Cntier, ne peat  ~tre que 
supdrieur ou dgal h zdro, ce qu'exprime justement la relation (12). 

Cela grant, supposons que, dans l 'ancien systgme de cotes, la citlantitg 

Ibid. 
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(~0) soit normale vis ~ vis de lu quuntit6 (9), ou, en d'autres termes, que 
les diff6rences 

(~)  It': + ~,c" + fl~c,' + . . . ]  - -  [C:o' + ~c'~' + fl~c;' + . . . ] ,  
�9 , �9 , , , , �9 , ~ ~ , ~ . . . .  . , 

ne soient pas routes nulles, et que lu premiere d'entre elles qui ne s'6vanouit 
pus soit positive. La relation (I I) se trouve alors ngcessuirement v6rifi6e, 
et par suite aussi la relation (12); il est ais6 d'en conclure que si, en t~te 
des diffgrences (i 3), on gcrit la diffdrence 

(co, + ~ + fl~ +. . . ) - - (co ,  + ~ + fl~ + . . . ) ,  

la suite ainsi obtenue jouira, elle aussi, de la propri6t6 que nous uvons, 
par hypoth~se, attribute ~ la suite (I 3)- En d'autres termes, la quantit~ 
(IO) sera, dans le nouveau syst~me de cotes, normale vis ~ vis de lu quan- 
tit6 (9), co qu'il s'agissait d'dtablir. 

II .  Un systOme polyorthonome dtant donnd, _~renons comme arithmes des 
inconnues s~ (k =. i ,  2 , . . . ,  q) et de leurs d~rivdes les cotes premiOres que 
ces diverses quantitds poss~dent clans le groupe orthonome Sk: cela dtant, on 
peut, dans chacUn des groupes orthonomes S t ,  S~, . . . ,  Sq, choisir pour les 
variables et les inconnues des cotes premieres telles, que chacune des gqua- 
tions done se compose le syst~me polyorthonome donn~ soit mono~que. 

I1 rdsulte en effet de l'alinda prdcd.dent I que l'on peut supposer 
routes dgules ~ I les cotes premieres attribudes aux variables x, y , . . .  
duns chucun des groupes orthonomes S 1 , S: ,  . . . ,  Sq. D'uilleurs le groupe 
S~ ne cesse pas de vdrifier, par rapport aux incolmues sk, ]~ d6fini~ion de 
l'orthonomie, lorsqu'on ajoute aux cotes premieres de ces inconnues un 
m~me entier arbi~uire. Cela dtant, je consid~re le groupe S~_1, et j'ajoute 
aux cotes premieres des inconnues sq_1 un m~me entier de grandeur te]le, 
que chaque premier membre de Sq_~ poss~de un arithme au moins 6gal 
ccux des quantit6s paramdtriques du syst~me Sg qui figuren~ duns le second 
membre correspondant. Puts je consid~re ]e groupe Sq_~, et j'ajoute aux 
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cotes premibres des inconnues sq_: un m6me entier de grandeur telle, que 
chaque premier membre de Sq_~ poss~de an arithme au moins dgal ~ ceux 
des quantitds paramdtriques du systbme (Sq_~, S~) qui figurent dans le second 
membre correspondant. Et ainsi de suite jusqu'au groupe $1. 

III .  Consid6rons un systbme polyorthonome, et supposons-y les cotes 
premieres fixdes conform~ment aux indications de l'alinda precedent II .  Cela 
6t~n t : 

Si sur une relation mono~que ddduite du syst~me on exdcute des diffd- 
rentiations quelconques, en remplacant, avant ou apr~s quelques-unes de ces 

diffdrentiations, telles ou telles des inconnues ou ddrivdes qui figurent dans 
le second membre par des expressions mono~ques des quantitds en question, 
on tombe encore sur une relation mono~ue. 

IV. Tout systOme polyorthonome est mono~que. 

Les diverses dquations qui composent le systbme dtant, comme il est 
permis de le supposer (II), routes mono~ques, il rdsulte immddiatement 
de l'alinda I I I  que les relations primitives et ultimes le sont routes aussi, 
ce qui ddmontre la proposition. 

DEUXI ME PARTIE. 

Rdduction d'un systbme diffdrentiel queleonque ~t une forme 
passive. 

14. Etant donnds deux syst~mes diffdrentiels (limitgs) S e t  S', oh 
se trouvent engagdes les m~mes variables inddpendantes x ,  y , . . .  et les 
m~mes fonctions inconnues u, v , . . . ,  si les systbmes 

S prolongd, S' prolongd 

sont num6riquement gquivalents, il est facile de voir que les systbmes S e t  
S' le sont analytiquement: 1 en effet, route solution analytique de S fournit 

1La r~bipr0que, qui nous est pour le moment inutile, sera d6montr6e plus loin. 



318 Ch. Riquier. 

une solution num4rique de S prolong4 dormant lieu s des d4veloppements 
convergents, par suite une solution numdrique de S' prolong6 jouissant de 
la m~me pl'opri4t4; elle est done aussi (3) une solution analytique de S'; 
d e  m~me, route solution analytique de S' est  aussi une solution analy- 
tique de S. 

Cela pos4, nous 4tablirons la proposition capi~le suivante: 

Etant donn~ un syst~me diff~rentiel (limitd) dont les seconds membres 
sont nuls et les premiers ddveloppables dans quelque domaine, on peut, clans 
les circonstances gdn~rales, et sauf la rencontre de relations non identiques 
entre les seules variables inddpendantes, en ddduire, sans changement de va- 
riables ni integration, un syst~me explicite passif tel, que ce dernier prolongd 
dquivaille numdriquement au premier prolongd; tel, par suite, que le deuxi~me 
syst~me dquivaille analytiquement au premier. 

Parmi les formes explicites passives auxquelles conduit une semblable r~- 
duction du syst~me donnd, il en est ~lui, de plus, sont mono~ques et compl~te- 
ment intdgrables. 

I. Quand deux syst~mes diffdrentiels (limitgs) S e t  S' song num~rique- 
ment dquivatents, les syst~mes 

(I4) S prolongS, S'  prolong6 

jouissent de la mdme pro pridt~. 

Tout d'abord, si les syst~mes S et S' sont numdriquement impossibles, 
il est clair que ces syst~mes prolongds le sont aussi, et par suite qu'ils 
sont numdriquement 6quivalents. 

Supposons que S et S' soient numdriquement possibles et dquivalents: 
je dis que chacun des systSmes (14) est une consdquence numdrique de 
l'autre, que le second, par exemple, est une consdquenee numdrique du 
premier. 

Effectivement, on peut p~rtager los dquations du systSme S e n  deux 
groupes, dont le premier, 

( I s )  . . . ,  

forme un syst6me rdduit, tandis que le second est une consdquence nu- 
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mgrique du premier. Toute dquation de S' est alors une consgquence nu- 
mdrique du groupe rdduit, et peut, d'apr~s cela, se mettre sous la forme 

r -I-- (~2"~2 --I- �9 �9 �9 "-I- ~)m~m ---- O, 

oh q~, r  r d&ignent certaines fonctions ddpendant des variables 
x , y ,  . . . ,  dos ineonnues u,  v, . . .  et de leurs dgrivdes. Cela grant, dd- 
signons par ~,, z, ... [F] un symbole indiquant qu'on a appliqu6 g F la r~gle 
de diffgrentiation des fonctions composges, suecessivement a lois par rapport 
'~ x, puis /~ lois par rapport ~ y, etc. Ii s'agit de faire voir que l'6quation 

r,p F . o 

est une consdquence numdrique du syst~me S prolong& Or, il est clair 
qu'en ddveloppant par la r~gle des fonctions compos6es le premier membre 
de la relation pr~c~dente, on tombe sur une somme de fermes dont ch~cun 
est de la forme 

:~r,,,,...lr X ~,o, iTS], 

avee les conditions 

r + ~ = a ,  3 + O = f l  , . . . ,  

et il suffit alors d'observer que la relation 

..[/5] = o  

appartient au syst~me (15) prolong6, par suite au syst~me S prolong& 

II .  J~orsque d u n  systOme diffgrentiel (limitd) S on adjoint un groupe 
(limitd) H, consdquence numdrique de quelque groupe (limit~) extrait du systOme 
S prolongd, les syst~mes 

S prolongS, (S, H) prolong6 

sont numdriquement dguivalents. 

Tout d'abord, si le syst~me S prolong6 est numgriquement impossible, 
il en est de m~me de (S, H) prolongS, et ces deux syst~mes sont numg- 
riquement ~quivalents. 

Supposons que S prolong6 soit num6riquement possible: comme il est 
dvidemment une consgquence numdrique de (S, H) prolongd, il nous suffit 
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d'@tablir que, r6eiproquement, (S, H) prolong@ est une cons6quence num6- 
rique de S prolong@. Or, ]es @quations H @taut des cons6quenees num@- 
riques de certaines 6quations, en hombre fini, du syst~me S prolong@, l'une 
quelconque des 6qua~ions H est de la forme 

(I6) AlL 1 + A2L ~ + . , .  + AgJSg ~ o, 

oh 

i I ---~ o, L~ ~ O, . . . , _Lg ~ o 

d@signent des @quations convenablemen~ choisies du syst~me S prolong@, et 
A~, A~, . . . ,  Ag des fonetions convenablement ehoisies. Si, sur l'@quation 
(I6), on effeetue, eonformdment ~ la rbgle des fonetions eompos@es, un 
nombre queleonque de diff6rentiations cons6cutives, il est visible, en vertu 
d'un raisonnement semblable ~ celui de l'alin6a I, que la relation r6sul- 
tante est une cons@quence num@rique du syst~me (17) prolong@, par suite 
une eonsdquence num@rique du syst~me S prolong@. Ainsi, H prolong@ 
est une consdquenee numdrique de S Wolong6; done (S, H)prolong6 jouit 
de la re@me propri@t@ ee qu'il s'agissait d'6tablir. 

I I I .  Considdrons un syst~me diffdrentiel (limit~) compos6 des deux groupes 
S ,  T, et soient Z un groupe (limit6) extrait de S prolongd, T' le group~ 
d6duit de I '  en y remplagant certaines des quantitds (inconnues ou d6rivdes) 
qui y figurent 2ar des expressions respectivement tir@es d'dquations qui soient 
des consdquences numdri~ues de X. Cela 6taut, les systOmes 

(S, T) prolong@, (S, :T') prolong@ 

sent num6riguement dquivalents. 

I1 est clair que lorsqu'une @quation est cons@quence num@rique d'un 
syst&me, elle l'est de tout syst&me comprenant les diverses relations du 
premier: il est done ~oujours permis de supposer que le groupe 27 eontient 
routes les @quations S, et qu'il est de ]a ~orme 

z = ( 8 ,  

Cela 6rant, il rdsulte @videmment de nos hypotheses que les syst~mes 

(z, r ) ,  (z, T'), 
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e'est h dire 
( S , a ,  T) , (S, a,  T') 

sont numdriquement 6quivalents; done, en verhl de I, les syst~mes 

(S, o., T) prolongg, (S, a, T') prolong6 

jouissent de la m~me propri~tg. D'ailleurs, puisque a fair pal~ie de S 
prolong6, il est clair que le syst~me (S, a) prolongd n'est~ autre que le 
syst~me S prolong6; done on peut dire que les syst~mes 

(S, T) prolong6, (S, T') prolongd 

sont numdriquement 6quivalents, co qu'il s'agissait d'gtablir. 

IV. Si, dans un syst~me diffdrentiel (limit~) S,  rdsolu par rap~vort d 
certaines d~rivges (d'ordre 19ositif ou nul) des inconnues, on attribue, confor- 
m~ment aux indications donndes clans un ~ldmoire antdrieur, ~ 19 cotes d cha- 
"cune des variables et des inconnues, et si chaque second membre ne contient, 
outre les variables indg2endantes , que des quantitds normales par rapport au 
premier membre corres~vondant, 2 on peut, sans changer les cotes, en ddduire 

un syst~me S', possddant h la fois les joropridtds suivantes: 
i ~ Les syst~mes S e t  S'  se composent d'un mdme nombre d'dquations, 

et ont respectivement les m$mes premiers membres. 
2 ~ Dans le syst~me S', chaque second membre n'est pas seulement, 

comme dans S, inddpendant de toute quantitd anormale, il l'est aussi de route 
quantitd principale. 

3% Les syst~mes 
S prolong6, S'  prolong6 

sont numdriquement ~quivalents. 

Dans le Mdmoire cit6 (n ~ 7 et 8), nous avons ddsign6 par u,  v , . . .  
diverses fonctions inconnues des variables inddpendantes x , y ,  . . . ;  puis, 
considgrant certains ensembles form6s avec des ddrivges de u,  v , . . . ,  nous 
avons suppos6 que ces derni~res 6taient routes d'ordre supgrieur h z6ro: 
mais les conclusions formulges dans le passage en question, auquel nous 

1 Sur une question fondamentale du Calcul intdgral, n ~ 6. 
Ibid. 

Aeta ma~hematiea. 25. Imprim~ lo 1 f4vrier 1902. 41 
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prions le leeteur de vouloir bien se reporter, resten~ applicables, alors m~me 
que les ensembles consid6rgs contiendraient quelque dgriv6e d'ordre nul. 

Cela 6tant, si le syst~me propos~ S a ses seconds membres indg- 
pendants de ~oute quantit6 prineipale, la proposition est vraie d'elle-m~me. 

En nous pla~ant maintenant dans l'hypoth~se contraire, eonsid6rons 
l'ensemble illimit6 que forment les quantit6s principales du syst~me S, et 
soit eo la  classe maxima des premiers membres de S. :De l'ensemble des 
relations d6duites de S par diff6rentiations, j'extrais un groupe Q choisi 
de telle sorte, que, dans le syst~me 

(S,  Q), 

chaeune des quantitds prineipales de classes I ,  2 , . . . ,  w - - I  figure comme 
premier membre une lois et une seule. Le syst~me ( S ,  Q) a donc pour 
premiers membres (tous distinets enh'e eux) les diverses quantit6s prinei- 
pales de classes I , 2, . . . ,  eo I du syst~me S, et en outre eertaines quan- 
tit~s principa|es de classe w du m~me syst~me. Dans le syst~me (S, Q), 
le groupe formd par les gquations qui ont pour premiers membres les quan- 
titds principales de elasse i du syst~me S, appar~ient tout entier h S: car 
autrement, quelqu'une des dquations de ce groupe se ddduirait par diffd- 
rentiation de quelqu'une des dquations de S, et par suite aurait son pre- 
mier membre de classe sup6rieure h la classe miuima, qui est I. Mats 
Ie groupe formd darts (S, Q) par les 6quations qui ont pour premiers 
membres les quantitds prineipales de classe k = 2 , 3 ,  . , . ,  ~ - -  r,  p e u t  con- 
tenir des 6quations extraites de S et d'autres extraites de Q. Cela ~" etant, 
je d~signerai par 

S~, S~, . . . ,  S~_~, S~ 

Ies groupes, extraits de S, dont les premiers membres sont de classes 
respeetives 

et, semblablemenf, je d6signerai par 

. . . ,  Qo_  

les groupes, extraits de Q, dont les premiers membres sont de classes 
respeefives 

2 ~  . . .  ~ 0 ) - -  I .  
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Puis, je partagerai le systgme (S, Q) en groupes successifs de la fagon 
suivante: 

S l  ' S2 ' Q2 ' S3 ' Q3 ' " " "  ' 'kVa~--l' q~-- l '  S~* 

tgien n'est plus facile que d'dliminer des seconds membres de ce syst~me 
routes les quantit~s principales: effec~ivement, duns (S~, Q~), on remplacera 
les quantitgs prineipales de premiere elasse par leurs valeurs tirges de $1, 
ce qui donnera (S', Q'2); puis, dans (S.a, Q~), les quantit~s prineipales des 
deux premieres classes par leurs valeurs tirges de (S~, S~, Q;), ee qui don- 
nera (S~, Q~); et ainsi de suite jusqu'h S~, qui sera remplae6 par un groupe 
S : .  On tombera finalement sur le syst~me 

' S '  ' S 2 .  81,S , Q;, . . . ,  

I1 est clair que le syst~me S', form~ par la r~uMon des groupes 

& ,  S ; ,  . . . , S ; ,  

satisfait aux conditions I ~ et 2 ~ de notre 6nonc6, et il s'agit d'dtablir qu'il 
satisfait aussi h la condition 3 ~ e'est-h-dire que le syst~me S' prolong6 
dquivau~ numdriquement au syst~me S prolong6, 

Observons tout d'abord que les relations Q2 proviennent ndcessaire- 
ment du prolongement de S,, les relations Oa du prolongement de (81, $2) , 
les relations Q~ du prolongement de (S~, S~, S,), etc., enfin les relations 
qo-1 du prolonge ent de (S,, . . . ,  So_,). 

Cela grant, et d'apr~s le calenl ci-dessus dgcrit, le systSme (5~, $2) 
dquivaut numgriquement au systSme ($1, S.~): done (Sa, $2) prolongd 6quivaut 
numgriquement h (S~, S~) prolong6 (I). 

Consid~rons le syst~me (S~, S~, S,). Si, duns les relations $3, on 
remplaee les quantitgs prineipales des deux premieres classes par leurs 
valeurs tir~es de (S~, S;, Q'~), qui gquivaut nnmgriquemen~ '~ ($1, S~, Q2), 
e~ qui par suite es~ une consequence num6rique de certaines 6quations du 
syst~me ($I, S~) prolong6, il r6sulte de I I I  que le syst~me 

(sl, s,,  s,) p olo g  

dquivaut numgriquement au syst~me 

(S,, S, ,  S;) prolong6. 
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D'ailleurs, puisque nous venons de ddmontrer que ($1, S~) prolong~ (~quivaut 
num~riquemen~ ~ (S~, S~) prolongd, il es~ clair que 

(Sl, S~, S~) prolong~ 

~quivaut num6riquemen~ 

(S~, 8~, S~') prolongS. 

On en d~duit, par comparaison, que (S~, S~, S~) prolong~ ~quivau~ num6- 
riquement '~ (S~ , S'~, S'~) prolong6. 

Considgrons maintenant le syst~me (S~, $2, $3, $4). Si, dans les re- 
lations $4, on remplace les quantit~s principales des trois premieres classes 
par leurs valeurs tirges de 

(S,, S;, ~;,S~, ~;), 

qui Squivau~ numgriquement 

(S , ,S . ,q . ,S . ,~ , ) ,  

e~ qui par suite es~ une cons6quence num6rique de cer~aines ~qua~ions du 
syst~me ($1, S~, S~) prolong6, il rdsulte de I I I  que 

(S~, $2, S~, S,) prolongg 

~quivaut num~riquement 

(S~, S~, S~, S~) prolongd. 

1%us venons de dgmontrcr d'aflleurs que 

(S,, S~, S~) prolong~ 

~quivau~ num~riquement 

(s~, s;, s;) vro~o.g~, 
e~ il en r~sul~e que 

(Sa, 8~, $8, S~) prolong~ 

~quivau$ num6riquemen~ 

(S~, S~, S~, S~) prolong6. 

])one, on d~fini~ivo, 
(s~, s~, s., s~) vrolo=g~ 
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dquivaut numdriquement E 

($1, S~, S; ,  S~) prolong& 
Et ainsi de suite. 
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u  Si i'or~ consid&e diverses fonctions 

U ~ V ,  . . . , W  

des variables inddpendantes 

x ~ y ,  . . . , Z ,  

et flue Yon forme successivement, avec des d&ivges de u ,  v ,  . . . ,  w,  divers 

ensembles (limitds). dont chacun ne contienne gue des d&iv&s paramdtriques 

relativement it t ou s l e s  precedents, le hombre de ces ensembles est forcdment 

limit& 

J 'ai  d6jg eu l'occasion, dans rues travaux unt6rieurs, d'6tablir cette 
proposition. ~ 

VI. E n  d&ignant par K un entier positi f  donnd, et par  u,  v ,  w , . . .  

diverses fonetions des variables ind@endantes x ,  y ,  z , . . . ,  on peut attribuer 

des cotes 

~,  V, W, . . . ,  X , y ,  Z, . . ,  

choisies 

d&iv&s de u , v ,  w , . . .  aient des cotes routes distinctes entre elles. 

I1 suffit pour ce la  que, lu derni~re des quantitds cx, c,~, c , , . . .  
suppos6e positive, on uit les relations 

Considdrons 

C u ~ C v ~ C w ~ . . . ~ C x ~ C y  ~ C z ~ . . . 

de telle fa~on, que, dam l'ensemble des ordres o ,  I ,  2,  . . . ,  K ,  les 

grant 

c~ > Kc v ,  cv > Kc, , . . . , 

c , , > c ~ + K c ~ ,  c o > c w + K c ~ ,  . . . .  

en effet deux d&i%es pour chacune desquelles l'ordre 
total, positif ou nul, soit uu plus 6gal ~ K, et supposons d'abord qu'elles 

1 Voir ~ ce sujet les A n n a l e s  de l ' E c o l e  N o r m a l e ,  juin I893, p. I71 et 
suivantes; ou les A c t a  m a t h e m ~ t i c a ,  t. 23, p. 289 et suivantes. 
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appartiennent h la m6me fonetion. En pareil eas, 1~ diffdrence de leurs 
cotes est visiblement 

(~8) (~,--~')~, + (fl--fl')~ + (r--r')~z + . . . ,  

oh a, fl, T, �9 �9 �9 , a', f l ' , / ,  . . .  dgsignent les ordres partiels respectifs en 
x ,  y ,  z , . . .  des deux d4rivges consid4rges; d'ailleurs les quantitds a- -a ' ,  
f l - - f l ' ,  T - - / , . . .  ne sont pas routes nulles, et l'on peut toujours sup- 
poser , en renversant, s ' il  le faut, le sens de la diffdrence (t 8), que la pre- 
miere d'entre elles qui ne s'annule pas est positive. Si 1'on a a - - a ' >  o, 
la quantit4 (I8) est au moths 4gale h 

s plus forte raison s 

i , - - ( ~ , c ~  + r'c, + . . . .  ), 

c , - - ( f l ,  + r' + . . . ) ~ , ~ ,  

diffdrence ngcessairement positive, puisque son terme additif est supdrieur 
~l Kcy, et son terme soustractif au plus 4gal s cette quantit4. Si l 'on a 
a -  a ' =  o, f l - - f l ' >  o, la quantit4 (~8) es~ au moins 4gale h 

~t plus forte raison s 

c ~ -  (r'c, + .  :.),  

c ~ - -  (r' + . . . ) c~ ,  

diffdrence encore positive, puisque son terme additif est sup6rieur s Kc~, 
et son terme soustractif au plus 4gal ~ cette quantit& Et  ainsi de suite. 

Supposons maintenant que les deux ddrivdes consid4rdes appartiennent 
h deux fonctions distinctes. En nommant c et c' les cotes respeetives, n 4 -  
cessairement indgales, de ees deux fonctions, et a ,  f l ,  T, . . . ,  a', fl', / ,  . . .  
les ordres partiels respectifs des deux ddrivdes par rapport s x ,  y ,  z ,  . . . ,  
les cotes de ces derni~res auront pour diffdrence 

c - -  c' + (~ - -  =')c~ + ( f l - -  f l ' )~ + (r - -  r')c, + . . . .  

Or, si l 'on suppose c -  c' > o, ce qui est 4videmment petrols, l'expression 
prdc4dente est au moins 4gale h 

(e - -  c') - -  (~'c, + ~'c, + r'c~ + . . . ) ,  
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h plus forte raison 

+ fl' + r' + . . . )c , ,  

difference n6cessairement positive, puisque son terme additif est sup~rieur 
'h Kcx, et son terme soustractif au plus 6gal ~ cette quantit& 

VII .  Supposons actuellement que les variables x ,  y ,  z ,  . . . et les 
fonctions u ,  v ,  w , . . .  aient 6t6 affectges chucune de p cotes, conformg- 
ment aux indications donndes duns un Mdmoire antdrieur; considdrons alors 
certaines ddriv6es, d'ordre positif ou nul, et en nombre limit6, de ces fonc- 
tions; partageons-les en groupes successifs d'apr~s les valeurs ddcroissantes 
de leur cotes premieres, puis les dgrivdes de chaque groupe en sous-groupes 
successifs d'aprbs les valeurs d~croissantes de leurs cotes secondes, puis h 
leur tour les dgrivdes de ehaque sous-groupe en sous-groupes partiels suc- 
cessifs d'apr~s les valeurs dgcroissantes de leurs cotes troisi~mes, et ainsi 
jusqu'~ ~puisement des p cotes. De cette opgration rdsultera finulement 
une suite de groupes. 

Cela ~tant, si quelqu'un des groupes d~finitifs ainsi obtenus contient 
plus d'un terme, on peut toujours, puisque l'ordre maximum des dgrivges 
considdrges est, d:aprSs notre hypoth~se m~me, essentiellement fini, attribuer 

chacune des variables et des inconnues une cote (p + I) ~m~ telle, que 
routes les ddrivdes considdrdes, et ~ plus forte raison eelles d'entre elles 
qui appartiennent ~ un m~me groape, aient des cotes (p + I) ~e~ routes 
distinctes entre elles (IV); on pourra alors, s a n s  modifier l'ordre relatif des 
groupes, fractionner chaeun d'eux d'apr~s les valeursddcroissantes des cotes 
(p -~ I) ~m~ de ses refines. Les dgriv6es consid6r6es (d'ordre positif ou nul) 
se trouveront done, en ddfinitive, rangdes duns un ordre tel, que chacune 
d'elles soit normale par rapport ~t routes les quantitds situdes 5 sa gauche: 
nous exprimerons cede derni~re propridtd en disant qu'elles sont normalement 
so lges. 

VII I .  Ces pr~liminaires pos~s, d~signons par A l e  syst~me diff~- 
rentiel donn6, que nous nous proposons de r~duire a. une forme explicite 
passive. 

~ous  commencerons par attribuer aux variables et aux inconnues qui 
s'y trouveut engagges des cotes premieres assujetties h la seule restriction 
que celles des variables indgpendantes soient routes positives, l~uis, dd- 
signant par i" la plus petite des cotes premieres attribudes aux inconnues, 
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et considgrant l'ensemble form6 par les ddrivges, d'ordres positifs ou nuls, 
de ces inconnues, nous supposerons ~crit, sur ~une ligne inddfinie allant de 
droite h gauche, d'abord l'ensemble de routes les dgrivges (d'ordre 6videm- 
ment dgal h zgro) dont la cote premiere est T, puis ~ gauche de celui-ci 
l'ensemble de routes les ddrivdes de cote premiere [ + I, puis h gauche 
de ce dernier l'ensemble de routes les ddriv6es de cote premiere ~- + 2, 
et ainsi de suite indgfiniment. Cela pos6, soit /~ la cote premiere maxima 
des ddriv6es (d'ordre positif ou nul) qui figurent effectivement duns A, et 
[I ' ]  la portion de la suite prdedden~e formde par les diverses ddrivdes dont 
la cote premiere ne surpasse pus I ' :  en attribuant, s'il le taut, aux va- 
riables et uux inconnues des cotes secondes convenablement choisies, nous 
isolerons normalement, sans modifier l'ordre relatif des groupes composunts 
(VII), les termes de la suite limitde [F]; nous chercherons alors quel est, 
duns cette suite, le terme le plus dloign6 (vers lu gauche) qui figure effec. 
tivement duns les 6quutions du systSme, puis, rdsolvant par rapport au terme 
dont il s'agit l'unc des dquations off il figure, nous en porterons la valeur 
duns les 5quations restuntes: nous aurons ainsi, outre la formule de rd- 
solution, un nouveau syst~me, B, contenant une gquation de moins que le 
propos6, et off ne figure plus la quantit6 dliminde, ni aucune des quantitds 
situges ~ sa gauche duns la suite [F] .  Nous considdrerons, parmi les quan- 
titds res~antes de cette suite, la plus 61oignde (vers la gauche)de celles qui 
figurent effective~nent duns B, nous rgsoudrons par rapport h e11e l'une des 
dquutions de B off elle figure, et nous en porterons la valeur duns les 
~quations restuntes, ce qui nous donnera, outre les dcux formules succes- 
sires de rgsolution, un troisiSme syst~me contenant deux dquutions de moins 
que le propos6. Et ainsi de suite. Si ce calcul de r6solutions successives 
ne nous conduit pus ~ une relation non identique entre les seules variables 
indgpendantes, auquel cus le syst~me propos6 serait analytiquement impos- 
sible, il nous conduira h u n  syst~me ~ ,  composd de relations routes nor- 
males. 

Celu giant, le syst~me ~ sera, conform~ment h l'ulinda IV, remplac6 
par un systbme composd de relations en m~me nombre et ayant respective- 
ment les m~mes premiers membres, mais dont les seconds membres, ind6- 
pendants de route quantitd anormale, le soien~ aussi de route quantit6 
prineipate. Duns ce dernier syst~me, les inconnues pourront se partager en 
deux groupes, a ,  v, et les 6quations en trois groupes, ~, $ ,  ~, satisfaisant 
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aux conditions suivantes: le groupe ~ aura pour premiers membres les in- 
connues ~r, le groupe ~ certaines dgrivges, d'ordre positif, des m~mes in- 
connues ~r, et le groupe (orthoique) ~ eertalnes dgrivges, d'ordre positif, 
des ineonnues r; quant aux seconds membres de routes ces gquations, ils 
ne contiendront, avee les variables ind@endantes, que des dgrivges para- 
m6triques, d'ordre posiL-if ou nul, des inconnues r. On ~liminera alors du 
groupe ~, ~ l'aide des 6quations ~ diffgrentiges, los d6riv6es des inoonnues 
~r, puts du groupe r6sultant, ~ l'aide des gquations ~, les premiers membres 
de ees ~quations m~mes; le groupe ~ se trouvera ainsi transform6 en un 
groupe A1, indgpendant des inconnues a et de leurs d6rivges, et ne con- 
tenant, parrot les inconnues r et leurs d6riv6es, aucune quantitd dont la 
cote premibre surpasse /-', ni aucun des premiers membres de ~. Sur le 
syst~me A 1 on opdrera des rdsolutions successives, comme on l'a fair sur 
le syst~me A, et, sauf constatation dventuelle d'incompatibilit6, les fOrlnules 
de rdsolution successive seront adjointes ~t ~; de cette adjonetion rgsultera 
un syst~me ~1, composg de relations routes normales, et oh ne se trouvent 
engagdes que les inconnues v. 

Sur le syst~me ~l~ on op~rera comme on vient de le faire stir le 
syst~me ~t, et ainsi de suite. Finalement, et saul la renoonh'e d'une re- 
lation non identique entre les seules variables indgpendantes, le syst~me 
propos6 se ~rouvera remplaeg par une suite de groupes, dont le dernier 
sera ortho~que, tandis que tousles prgc6dents auront leurs premiers membres 
finis. Cet ensemble de formules, routes normales, fournira, moyennant 
application de l'alinda IV, un syst~me eompos6 de deux groupes, savoir: 
I ~ un groupe orthoique ~ ,  oh se trouven~ engagges certaines des ineon- 
nues du syst~me proposg; 2 ~ un groupe ~, expriman~ los inconnues restantes 
~l l'aide des variables indgpendantes, dos inconnues du groupe ~ ,  et des 
dgrivges param6triques de cellos-el. 

Si le groupe ol~ho~que ~ est passif, il est clair que le syst~me ([, ~), 
auquel on a rgduit le propos6, a u n e  forme explioite passive. Si le groupe 

n'est poin~ passif, on observera que ses conditions sdlec~ives de passivit6, 
jo, constituent autant de relations auxquelles les intdgrales du propos6 
doivent ndcessairement satrisfaire (9). Deux cas peuvent alors se prdsenter, 
suivant que la cote premiere maxima des quantitgs (ineonnues ou d6riv6es) 
figurant effectivement duns les relations P ne surpasse pas l'entier F, ou 
qu'elle le surpasse. Duns le premier cas, les quantitgs (inconnues ou dg- 

Aeta ~nathema~iea. 25, ~mprim4 le 3 f~vrier 1902. 42 
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riv6es) figuran~ effectivement duns le syst~me ([, ~ , / ) )  sont routes contenues 
duns la suite [F], don~ les termes se trouvent dgjh normalement isolgs '~ 
l'aide des cotes ant6rieurement attribuges aux variables et aux inconnues. 
Duns le second cas, en ddsignant par /~' un certain entier supgrieur ~ / ' ,  
ces m~mes quan~itgs son~ routes contenues, non plus duns la suite [I~], 
mais duns la suite analogue et plus gtendue [I"], et il 2eat arriver que, 
duns la portion de cette suite situge h gauche de IF], la considgration des 
cotes ant6rieures ne suffise pus h isoler normalemen~ ]es dgriv6es" mats 
alors, en adjoignant aux cotes antgrieures de chuque variable ou ineonnue 
une cote nouvelle convenablemen~ choisie, on pourra faire en sorte que 
l'isolement, d6j~ rgalis6 duns la portion [I~] de la suite IF'J, le soit en 
outre duns la portion restante. Quelle que soit done l'occurrence qui se 
prgsente, en dgsignant par F '  un certain entier supgrieur ou 6gal h F, et 
adjoignant au besoin des cotes supplgmentaires '~ celles qui existent d6j~L 
on pom'r~, sans dgranger l'ordre d6j'~ adopt6 pour les termes de [F], 6crire 
les ~ermes de la suite IF'l ,  qui comprend IF], dans un ordre tel, que 
chaeune des quantitds qu'elle contient soi~ normale par rapport h routes 
celles qui se trouvent s sa gauche. Cela pos6, on considgrera le syst~me 
(f, ~ ,  P), et on recommeneera sur lui la suite des opdrations prdc4demment 
exdcut6es sur le syst~me donn6 A, avec cette seule diffgrence que les rg- 
solutions successives du dgbut se trouveront simplifides, et que, par suite 
de la nature normale des relations [ et ~ ,  elles devront ~tre exgeutges 
seulemen% sur le groupe x p. Ce%te suite d'opdrations conduira, saul la 
rencontre d'une relation non identique enh'e les scales variables ind6- 
pendantes, h remplacer le syst~me ([, ~ ,  P) par un autre compos4 de deux 
groupes, savoir: I ~ un groupe ortho~que (~', off se %rouven% engagges cer- 
%nines des inconnues du syst~me g); 2 ~ un groupe [', expriman% les in- 
connues restantes du systbme ~ e t  les premiers membres de ~ h ]'aide des 
variables indgpendantes, des inconnues du groupe ~' ,  et des ddrivges para- 
mdt-riques de eelles-ci. Si le groupe orthoYque ~ '  es% passif, le syst~me 
(~', ~}'), auquel se %rouve ramen4 le propos6, a une forme explicite passive. 
Duns le cas con%raire, on opgrera sur h i  comme on l'a fair prdcddemment 
sur ([, (~). Et  ainsi de suite. 

Or, il est facile de voir que l'application d'un pareil mdcanisme con- 
dui~ forcgment: soit ~ une relation non Jdentique entre les seules variables 
ind6pendantes, indiquant l'impossibilitg analyticlue; soit 5 une forme ex- 
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plicite passive contenant, avec an groupe orthoique, des formules oh figurent, 
comme premiers membres, les inconnues non engagges duns le groupe'or- 
thoique. Effectivement, duns l'hypoth~se eontraire, la suite 

i f ,  0 ) ,  (r ,  . . .  

serait illimit~e, et les groupes orthoiqaes O,  (~ ' , . . .  rempliraient, it t~artir 
d'un rang suffisamment dloign~, la double condition suivante: I ~ ils impli- 
queraient t o a s l e s  m~mes fonctions inconnues; 2 ~ en consid~rant deux 
groupes orthoiqaes consecutifs, O (k), 0 (~§ les gquations du second, O('+~), 
seraient en nombre sup~rieur ~ celles du promier, 0 (k), et auraient pour 
premiers membres: d'ane part les premiers membres de 0(2), d'autre part 
certaines derivees parametriqaes de O ~). En vertu de u  routes les dd- 
riv~es d'ordre positi~ des inconnues impliquees clans les groupes ortho~ques 
finiraient done par devenir principales, et les conditions sglectives de pas- 
sivit6 ne fourniraient plus alors que des relations d'ordre zero; on serait 
done conduit, contrairement ~ ce qui prge~de, soit ~ une relation non 
identique entre les seules variables independa~tes, soit h une diminution 
du nombre des inconnues engagges duns les gr0upes orthoiques. 

Finalement done, et sauf le cas d'impossibilit~, le syst~me propos6 se 
trouve remplae6 par an syst~me explicite passif comp0s/ de deux groupes, 
savoir: I ~ un groupe ortho~que passif oh se trouvent engagees certaines des 
inconnues du syst~me proposd; 2 ~ un groupo do relations exprimant les in- 
connues restantes h l'aide des variables independantes, des ineonnues du 
premier groupe, et des deriv~es parametriques de celles-ei. D'ailleurs, ainsi 
qu'il rgsulte des alingas I, I I ,  H I  et IV, routes les opdrations successive- 
ment effectu~os sur le syst~me primitif sont de nature telte, que le syst~me 
final prolongd 6quivaut numdriq~ement au syst~me 2rimitif prolongd; et cette 
6quivalence numdrique entre les syst~mes prolonges entralne, comme nous 
l'avons fair observer,, l'~quivalence analytique entre les syst~mes eux-m~mes. 

Dans la rdduction prec6dente, les cotes premieres des variables ind6- 
pendantes ont 6t6 assuje~ies ~ la seule condition d'etre routes positives: 
si on les assajettit on oatro h la condition d'etre routes ggales, le groupe 
ortho~que qui entre duns la composition du syst~me final sera orthonome, 
et lo syst~me propose se trouvera rdduit ~ uno forme mono~que compl~te- 
ment intdgrable. 
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15. l~ous venons d'exposer, dans le num6ro pr~cgdent, un mode trSs- 
ggngral de rgduction ~ la forme expliciie passive:on peut aisdment, comme 
nous allons le volt, en imaginer un plus gdn~ral encore. 

I. Etant donnd un syst~me (limit~) Z tel, que Z prolongd soit num~- 
riquement possible, l'application au syst~me ,Y, de la mdthode expos~e au numdro 
prdcddent ne peut conduire & une relation non identique entre les seules va- 
riables x ,  y , . . . ,  et, par suite, si l'on attribue 5 celles-ci des cotes premieres 
routes dgales entre elles, conduit forcdment & quelque syst~me compl~tement 
int~grable. 

Effectivement, 1me semblable relation, 

( I9 )  v , . . . )  = o,  

oh le premier membre n'est pas identiquement nul, ferait partie d'un sy- 
st~me qr jouissant de cette proprigt6, que qr prolongg 6quivaudrait numd- 
riquement h Z prolong6, et, par suite, que qr prolong6 serait numdrique- 
ment possible. Or, si l'6quution (19) et routes celles qui s'en dgduisent 
par diff6rentiations 6taient numdriquement vdrifi6es par quelque syst~me de 
valeurs partieuli~res de x, y , . . . ,  la fonetion F(x ,  y , . . . )  serait identique- 
ment nulle, ce qui est contraire ~ l'hypoth~se. 

II. sz, ~par rapport it un systkme explicite passif S, on consid~re un 
ensemble limit~, A ,  de quantitds param~tri~ues, le syst~me S admet certaine- 
ment quelque solution analytique telle, que, pour des valeurs numgriques don- 
ndes des variables x ,  y ,  . . . ,  les quantitds dont il s'agit prennent des valeurs 
numdri~ues donndes. 

a 

Effectivement, puisque le systeme S es~ passif, le syst~me S prolongd 
admet quelque solution num6rique oh x , y , . . ,  et les quantit6s de Yen- 
semble A poss~dent les valeurs choisies. Si cette solution num6rique 
donne lieu h des ddveloppements tous convergents, la proposition est dg- 
montrde (3). I1 reste ~ examiner le cas oil la solution dont il s'agit 
donne l ieu  ~ des d6veloppements qui ne le sont pas tous. 

Observons ~ cet effet qu'en vertu de la possibilitg numgrique du sy- 
stbme S prolong6, l'applieation au syst~me S de ]a m6thode expos6e au 
num6ro pr~c6dent conduit forcdment, si l'on att~ibue aux diverses variables 
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inddpendantes des cotes premieres routes 6gales entre elles, h un systtme 
S" complttement intggrable, tel d'ailleurs, que S' prolongd 6quivaille nu- 
mtriquement '~ S prolong6 (I). Pour simplifier, nous supposerons que, duns 
la formation du syst~me S', les cotes premitres de routes les fonetions in- 
connues ont gt6 choisies aussi 6gales entre elles, cireonstance d'oh rtsulte, 
notamment, que chaque relation ultime de S' est, ~ cause de sa nature 
normale, d'ordre exactement dgal "h celui de son premier membre. 

Cela post, dtsignons par ]f  l'ordre maximum des quantitts paramg- 
triques figurant duns l'ensemble A,  et par ~ l'ensemble, essentiellement 
limitt, des relations ultimes d'ordre inftrieur ou 6gul ~ K du syst~me S'. 
La solution numtrique, ci-dessus consid6rge, du syst~me S prolongd vgrifie 
aussi le systtme S' prolongd, qui lui dquivaut numdriquement; elle v6rifie, 
par suite, les relations }~.  Considtrons maintenunt, duns S' prolonge, 
une solution numtrique auxiliaire d6terminte par les conditions suivuntes: 
I ~ que x,  y , . . .  et routes les quantitgs puramttriques de S' d'ordre in- 
fgrieur ou ggal ~ K y aient respeetivement les m4mes valeurs que duns la 
solution prdctdente; 2 ~ que les quantitds paramdtriques de S' d'ordre su- 
ptrieur ~ K, s'il en existe, aleut des valeurs routes nulles. En vertu des 
formules t~z, les quuntitgs principales de S' d'ordre inftrieur ou 6gal ~ K 
auront aussi, duns la solution numtrique auxiliaire, les mgmes valeurs que 
duns la premiere. Cela 6taut, puisque Ies quantitgs paramgtriques d'ordre 
inftrieur ou dgal ~ K sent en nombre essentiellement limitt, la solution 
numtrique auxiliaire donnera lieu, duns ]e syst~me S', ~ des d6terminations 
initiales convergentes, et par suite, puisque le syst~me S' est compt~tement 
inttgruble, ~ des dtveloppements tous convergents; elle v6rifie d'ailleurs, 
en vertu d e  l'6quivalence numgrique, le systtme S prolongt, et,  par suite, 
fournit une solution analytique du syst~me S. I~e systbme S admet done 
une solution analytique telle, que, pour les valeurs de x,  y , . . .  figurunt 
duns lu premiere solution numdrique, les fonctions inconnues et routes leurs 
dtrivges d'ordre inf6rieur ou 6gal ~ If  prenuent les valeurs respectives 
figurant duns cette m4me solution; telle, par consgquent, que, pour les va- 
leurs donnges de x,  y , . . . ,  les quantitds de  l'ensemble A prennent respec- 
tivement les valeurs donn6es. 

I I I .  Considgrons un systtme diff6rentiel (S,/$2) , et~supposons: d'une 
part, que le groupe $2, oh se trouvent engagtes une partie seulement des 
inc0nnues , air une forme explicite; d'autre part, que le groupe S~, si l'on 
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y consid~re comme donn6es les inconnues dent il S'agit, air lui-m~me, par 
rapport aux inconnues restantes, une forme explicite. Soit s~ le groupe 
des inconnues engag6es duns $2; s 1 le groupe des inconnues restantes. 
Des seconds membres de S 1 dliminons, h l'aide des relations ultimes de S~, 
routes les quantitgs qui sont principales par rapport ~ $2, et d6signons par 
R 1 le groupe rgsultant. 

Cela ~tant, ~oour que le syst~me (R~, $2) , ~videmment explicite par ra T- 
port & l'ensemble de routes les inconnues sl, s.2, soit passif, il taut et il suffit: 
I ~ que le groupe S~ (aux seules inconnues s~) soit passif; 2 ~ que la sub- 
stitution aux inconnues s: d'intdgrales quelconques de S~ transforme le grou2e 
S, en un systgme passif $1 (aux seules inconnues sl). 

A.  En se reportant ~ ]a ddfinition de la passivi~6,, on peut dire 
d'une mani~re gdngrale que, pour qu'un syst~me explicite soit passif, il 
taut et il suffit que le sysf~me prolongd soit numdriquement possible, quel- 
ques valeurs que l'on uttribue, d'une part aux variables inddpendantes 
x , y , . . . ,  d'autre part aux quantitds paramgtriques du syst6me. 

�9 D'apr~s cela, pour ClUe (~1, S~) soit pussif, fi taut et il suffit q~e 
(El, $2) prolong6, ou, ce qui revient au m~me, que ($1, $2) prolong6 soit 
numdriquement possible duns les conditions ci-dessus indiqudes. 

Pour cette possibilit6 numgrique, il est d'ailleurs ndcessaire et suffisunt: 
I ~ que le syst6me S 2 soit passif; :~ que les conditions brutes de passivit6 
(9) du syst~me $1, considdr6 isoldment, soient consdquences numdriques des 
relations ultimes de S 2. On le volt immgdiatement en substituant au syst6me 
($1, $2) prolong6 le syst~me, numdriquement dquivalent, qui comprend, d'~mo 
part les relations ultimes de $2, d'autre part celles de S 1 considdr6 isoldment. 

B .  Pour former les conditions brutes de passivit6 du syst6me $1, 
ddduit, comme on suit, du syst6me S~ par la substitution aux inconnues s~ 
d'un groupe d'intdgrales du syst6me $2, on peut, comme nous allons le 
volt, former d'abord celles du syst6me S~, en 61iminer, ~ l'aide des rela- 
tions ultimes de S,~, routes les quantitgs qui sont principules par rapport 
au syst~me $2, et, finalement, substituer aux inconnues s.~ les intggrales 
dont il s'agit. 

On peut en effet, pour former les conditions brutes de passivit6 du 
syst~me $1, former d'abord celles de $1, et y substituer ensuite aux in- 
connues s~ les intdgrales considdrdes de $2; d'ailleurs, puisque ces derni~res 
vgrifient, quels que soient x,  y , . . . ,  routes les relations ultimes de S~, on 
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ne changera rien au rgsultat, st, pr~alablement ~ cette substitution, on 
remplace, duns les conditions brutes de passivit6 de 21, routes les quantit6s 
principales de 82 par des expressions tirdes de relations ultimes de S~. 

C. Revenons muintenant ~ l a  proposition dent l'6nonc6 figure en t4te 
du prdsent alin6a III .  

Si le systbme (R1,82) est passif, il rcSsulte de A:  I ~ que le syst~me 
S 2 poss~de lui-m4me cette propridtd; 2 ~ que st, dans les conditions brutes 
de passivit6 du syst~me 5'i, considdr6 isoldment, on remplace par 1ears ex- 
pressions tirdes des relations ultimes de S~ routes les quantitds qui sent 
principales par rapport h $2, on tombe sur des relations identiquement 
vdrifides. Donc les conditions brutes de passivitd du syst~me ~1, qui, en 
vertu de B ,  se ddduisent des relations prdcddentes par la substitution aux 
inconnues s 2 d'un groupe d'intggrales de S~, seront elles-m4mes identique- 
merit vdrifides. 

I1 en r6sulte que les conditions pos6es sent ngcessaires. 
Je dis qu'elles sent suffisantes, c'est ~ dire (A) que, si on les suppose 

satisfaites, le syst~me (31, 32) prolongd est numdriquement possible, quelques 
valeurs que 1'on uttribue, d'une part aux variables x , y , . . . ,  d'autre part 
aux quantitds paramdtriques du sys~me. An syst~me (81, S~)prolong6 
substituons en effet, comme l'6quivalenee numdrique nous en donne le droit, 
]e syst~me i11imitd comprenant: I ~ les relations ultimes de S~; 2 ~ celles du 
syst~me 81, considdr6 i,soldment. Les relations ultimes du syst~me passif 
S 2 sent numdriquement possibles pour les  valeurs denudes de x, y , . . .  et 
des quantitgs paramgtriques de ce m4me syst~me, et elles fournissent alors, 
pour les quantitgs prineipales, un syst~me ddtermin6 et unique de valeurs. 
Tout revient donch  prouver que les relations ultimes du syst6me S~ isol6 
sent num6riquement possibles, lorsqu'on y attribue: I ~ aux variables x, y , . . .  
et aux quantitds parumdtriques du syst~me S~ les valeurs donndes; 2 ~ uux 
quantitds principales du syst6me S 2 les valeurs ddduites des prgcddentes; 
~o a aux quantitgs paramdtriques du systhne $1, cvnsiddr6 par rapport aux 
seules inconnues sl, les valeurs donn6es. Et  pour cela, it suffit dvidemment 
d'dtablir que le groupe limit6 ~21, feting par les diverses relations ultimes de 
81 qui oat pour premier membre une m4me d4riv4e prineipale quelconque, 
est numgriquement possible darts les conditions que nous venous d'indiquer. 

A eet effet, ddsignons par K~ l'ordre maximum des relations ~1 re- 
lutivement h l'ensemble des inconnues sl,  s~, par ~ le groupe limit6 que 
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forment~, dans le syst~me S~, les relations ultimes ayant pour premiers 
membres les quantit6s principales d'ordres 0,  I , 2, . . . ,  K1, et enfin par K~ 
l'ordre maximum des relations qJ~ (K~ ~ K1). En vertu de l'alin6a II ,  le 
syst~me passif S~ admet quelque solution analytique, ~:,  telle, que pour 
les valeurs donn6es de x,  y , . . . ,  les quantit6s param6triques d'ordres o,  I, 
2 , . . . ,  t(~ de ce m~me syst~me prennent ]es valeurs donn6es. Cela grant, 
si, dans la syst~me $1, on substitue aux inconnues s 2 les intdgrales ~2, 
on tombe, en vertu m~me de nos hypothSses, s u r u n  syst~me passif ~1; 
et, pour la raison d6jh invoqude, ce dernier systSme admet quelque solution 
analytique, ~ ,  telle, que pour les valeurs donn6es de x , y , . . . ,  les quantitds 
param6triques d'ordres o, I, 2, ..., I(~ de ce m~me syst~me prennent~ les valeurs 
donn6es. En cons6quence, les formules ultimes du syst~me $2, et en particulier 
les relations du groupe limitg ~":, se trouvent num6riquement v6rifi6es, lors- 
que, attribuant h x , y , . . ,  les valeurs donn6es, on remplace les inconnues s 2 et 
leurs ddrivdes de tous ordres par les valeurs correspondantes des int6grales ~.~ 
et de leurs d6rivges semblables. De meme,~ les formules ultlmes du syst~me ~ 
se trouvent num6riquement v6rifides, ]orsque, attribuant ~ x , y , . . ,  les valeurs 
donnges, on remplace les ineonnues s~ et leurs ddriv6es de tous ordres par les 
valeurs correspondantes des int6grales ~1 et de leurs d6rivdes semblables; 
et il en r6sulte 6videmment que les ~ormules ultimes du syst~me S~, en 
particulier les relations du groupe limit6 t2~, se trouvent num6riquement 
v6rifiges, lorsque, attribuant ~ x ,  y , . . .  les valeurs donndes, on remplaee 
les inconnues sl, les inconnues s~, et leurs d6rivdes de tous ordres, par les 
valem's correspondantes des fonetions ~ ,  des ~onetions ~ ,  et de leurs dd- 
rivdes semblables. Si l'on observe maintenant que les relations qr~ sont 
d'ordre au plus 6gal ~ I{~, qu'elles ont pour premiers membres les diverses 
quantit6s principales d'ordres o,  I ,  2 , . . . ,  I(~ (K~ </{2)  du syst~me S.~, 
et que les relations 121 sont elles-m~mes d'ordre au plus 6gal h Ki; si 
d'un autre cStg on a 6gard aux conditions initiales successivement choisies 

p o u r  les intdgrales ~ et ~ : on se convaincra sans peine que les relations 
~ sont numdriquement possibles dans les conditions indiqu6es plus haut. 

IV. :Nous pouvons aborder mai~tenant le mode de rdducfion plus 
gdndraI auquel il a 6t6 fair allusion au ddbu~ du pr6sent numdro. 

Considdrons un s)'st~me diff6rentiel (limit6) queleonque 2 '(~), et parta- 
geons-y arbitrairement les inconnues en ensembles successifs 

81 ~ 82  ~ . . . ~ 3 g .  
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Dans le syst,~me 2? <~), ne prenons actuellement que les 6quations oh figurent 
effectivement les inconnues de l 'ensemble s I ou leurs d6riv6es, et t,rait,ons 
ce syst,~me partiel, ~1, comme si les settles inconnues y 6t,aient sl, en con- 

siddrant pour un instant  les inconnues des ensembles s 2 , . . .  , sg comme des 

fonctions donn~es. :En h i  appliquant, la m6t,hode expos6e au num6ro 1 4, 
on lui substituera (saul la rencont,re 6vent,uelle d'une relation non iden- 
tique ne conteuant aucune des ineonnues sl,  s 2 , . . .  , sg ni aucune de leurs 
d6riv6es, et, subsistant ent,re les seules variables ind6pendant,es x ,  y , . . . )  
an syst,~me explicit,e, S~, compos6 de deux groupes, savoir: I ~ un groupe 
orthoique, S'~', oh se ~rouvent engag6es ce~aines inconnues, s'~', de Fen- 
semble sl, et, dont les conditions s61ect,ives de passivit6 (i I) ne eontiennent 
aucune des inconnues s~ ni aucune de leurs dgriv6es; 2 ~ un groupe S' 1 de 
relations exprimant les inconnues restantes s~ de l'ensemble s I ~ l'aide des 
variables x ,  y , . . . ,  des inconnues s'~' et, de leurs d6riv6es param6triques 
(il va sans dire clue dans les seconds membres de S~ et, S'1' figurent, en 
out re les inconnues s ~ , . . . ,  se e~ leurs d6riv6es). 

Ou~re les 6quat,ions (P~, le syst,bme ~(~) en eont,enait d'aut,res oh ne 
se trouvaient pas engag6es les inconnues sl; ~ ces 6quations on adjoindra 
Ies condit,ions s61eet,ives de passivit6 du groupe orthoique S~', ainsi que 
t,outes les relations ind6pendant,es des inconnues s I que l 'on a pu ~tre 
conduit. ~ 6crire dans la phase prgc6dente du caleul. De cede adjonct,ion 
rgsult,e un syst~me ~:(~), oh se trouvent engag6es les seules ineonnues 

s~, . . . ,  s~. 

Dans le systbme ~(~), ne prenons act,uellement que les 6quatioas oh 
figurent effectivement les inconnues s~ ou leurs dgrivges, et, t,rait,ons ce sy- 
st~me partiel, ~ ,  comme si les seules inconnues y 6talent s~, en consid~rant 

pour un instant  les inconnues des ensembles s ~ , . . . ,  s~ comme des fonctions 

donndesl En lui appliquant lu m6t,hode exposge au n ~ I4, on lui subst,it,uera 
(sauf la rencontre 6ventuelle d'une relation non identique ne contenant 
aueune des ineonnues s~, s~, . . . ,  s~ ni aueune de leurs d6riv6es, et subsist,ant 
ent,re Ies seules variables ind6pendant,es x ,  y , . . . )  un syst,~me explicite, S~, 
Compos6 de deux groupes, savoir: x~ un groupe ort,hoique, S~', oh se 
~rouvent engag6es certaines inconnues, s~', de l'ensemble s~, et dont les 
conditions s61ectives de passivit,6 ne contiennent aucune des inconnues s~ 
ni aucune de leurs d6riv6es; 2 ~ un groupe S~ de relations exprimant, les 

Aota matlt~ma~@a. 25. Imp~m~f le 3 f~vrier 1902. 4 3  
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inconuues resCantes, s~, de l'ensemble s2, ~t l'aide des variables x,  y , . . . ,  
des inconnues s~' et de leers d6rivdes param~triques (il va sans dire que 
dens les seconds membres de S~ et ~ '  figurent en outre les inconnues 
s ~ , . . . ,  sg et leers ddrivges). 

Outre les dqaa~ions r le sys~me 2 (~') en con%halt d'antres oh ne 
se trouvaien~ pas engag6es les inconnues s~; h c e s  dquations on adjoindra 
les conditions sdlectives de passivit6 du groupe ortho~que 8~', ainsi que 
routes les relations inddpendantes des inconnues s 2 qe 'on a p e  ~tre con- 
duit 5 gcrire dens la phase prgc6dente de calcel. De cette adjonction r6- 
sulte an syst~me 2: (8), oh se trouvent engag6es les seules ineonnues 

S 3 ~ . . �9 ~ 3 g .  

Sur le syst~me 2 (3) on opdrera comme on l'a ddj~ fair sur 2: (~) et X ~ 
et ainsi de suite. 

Finalement, et saul la renconh'e dventuelle d'une relation non iden- 
tique entre les seules variables x,  y , . . . ,  le syst~me proposd se trouvera 
remplac6 par 

S~ S: 8g 

t t t  t p /  

Dens ce dernier syst~me, le groupe S~ ou (S~, S~.') 

(k = . . . ,  .q), 

o~! se trouven~ engag~es les seules inconnues 

8 k ~ 8 k +  1 ~ . . . ~ S g  

est explieite lorsqu'on l'envisage par rapport aux seules inconnues sk, et il 
est tel, en outre, que la simple substitution aux inconnues 

8 k +  1 ~ . . . ~ 8 g  

d'intggrales queleonques de syst~me 

. . . ,  

le transforme en un syst~me passif. En  partieulier, le dernier groupe 3g, 
oh se trouvent engagdes les seules inconnues s~, est exp]ieite et passif. 

:I)'aprSs cela, si l 'on 61imine successivement des seconds membres de 
Sq_, routes les quantit6s qui sont principales par rapport au groupe S~, 
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puis des seconds membres de Sq_~ routes celles qui sent principales par 
rapport uu groupe (Sg_~, Sg), etc., et finalement des seconds membres de 
z~ to.tes eelles q ~  sent principules par rupport uu groupe ( S . , . . . ,  S.), il 
r~sul~e de l'alindu pr4cgdent I I I  que l'on tombe s u r u n  syst~me explicite 
passif 

T, T. 
! T I# Ti,l"  T;,T;' T.,  . 

Duns ce syst~me, les gquutions T~, % ,  ..., T~ ont pour premiers membres 
les inconmles des ensembles respectifs .s~, s ~ , . . . ,  s~, et les 6quutions T;' ,  
% ' , . . . ,  T'g' sent enti~rement ind4pendantes des inconnues dent il s'agit 

t et de ieurs d6rivges: si done des 6quutions T'~, % , . . . ,  Tg on forme un 
groupe unique T', le syst~me 

T' T"  T"  T"  1 ~ 2 : *  " ' ' : ,  g ~ 

formd de g + i groupes suecessifs, sera polyorthoique et passif. 

15. ~ous terrainerons cette deuxi~me Pattie pur i'expos4 des deux 
propri4t4s g4ngrales suivuntes: 

I. Pour qu'un syst~me diff&entiel (limitd) Z soit analytiquement possible, 
il faut et il suffit que le syst~me 2,' lorolongd soit q~umdriquement possible. 

De ce que nous avons dit au n ~ 3, il rgsulte d6jh que lu condition 
est n4cessaire. 

Elle est d'uiIleurs suffisan%e: car , an lu supposant remplie, l'applicuiion 
uu syst~me 2' de la mdthode exposde au n ~ I4 conduit forc4ment, si l 'on 
afh'ibue aux variables inddpendantes des cotes premieres ~outes 4gales entre 
clles, h un systSme compl~tement int4grable (I5, I) et analytiquement 
4quivalent h 2: (I 4). 

1I. .Pour que, deux syst~mes diff&entiels (limitds), T,, ~,', soient ana- 
lytiquement dquivalents , il faut et il suffit que les deux syst~mes 

~' prolong4, I:' prolongr 

soient num&iquement ~quivalents. 

Nous avons ddj~ vu, uu ddbut du n ~ I4, que la condition est suffisante. 
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Elle est d'ailleurs n6cessaire. 
Effectivement, si Z et 2'  sont analytiquement impossibles, Z prolong4 

et Z' prolong4 sont num4riquement impossibles (I), et par suite num4rique- 
ment 4quivalents. 

Supposons Z et Z' analytiquement possibles et 4quivalents: je dis que 
route solution num4rique de 2~ prolong4 est aussi une solution num4rique 
de Z' prolong4. Appliquons en effet au syst~me 2: la m4thode expos4e 
au n ~ I4, en ai~ribuan~ aux diverses variables ind4pendantes des cotes pre- 
mitres toutes 4gales entre elles, et en m~me ~emps, pour simpli.fier, aux 
diverses fonctions inconnues des cotes premieres %outes 4gales entre elles: 
nous tomberons ainsi sur un syst~me compl~tement int4grable, S, oh route 
relation ulti~e sera, ~ cause de sa nature normale, d'ordre exactement 4gal 

celui de son premier membre; les trois syst~mes Z ,  2", S seront analy- 
tiquement 4quivalents, les syst~mes 

2: prolong4, S prolong4 

num4riquement 4quivalents (I4), et, en consgquence, il nous suffira d'dtablir 
que route solution num4rique de S prolong4 est 4galement une solution 
num4rique de 2 '  prolong4. Prenons donc dans 2:' prolong6 une relation 
quelconque ' �9 a ,  d4signons par m son ordre, puis, h la solution num4rique 
consid4rde de S prolong4 substituons celle oh les variables x, y , . . .  et les 
quantitgs param4triques d'ordres o ,  i ,  2, . . . ,  m du system e S ont respec- 
tivement Ies mgmes valeurs, tandis que les quantitgs paramd~riques des 
ordres sup4rieurs s m ont pour valeur commune z4ro: les quantites prin- 
cipales d'ordres o ,  i ,  2 . . . .  , m du systbme S conservent alors, elles aussi, 
en vertu des relations ultimes, les mSmes valeurs numdriques, en sorte que 
la solution num4rique primi~ivement considdr4e de S prolong4 se trouve 

% 

remplacge par une autre qui jouit des deux propri4t4s suivantes" I ~ les 
variables x, y , . . .  et routes les quantit4s, prineipales et param4triques, des 
ordres o ,  I ,  2 , . . . ,  m ont conserv4 respectivement les m~mes valeurs nu- 
m4riques; 2 ~ la nouvelle solution numgrique de S~prolong4 donne certaine- 
ment lieu s des d4veloppements eonvergents, et fournit par suite une solu- 
tion analytique de S. Cela 4rant, puisqu'elle fournit une solution analy- 
tique de S, elle en fournit une de 2:', analytiquement 4quivalent s S, 
donc elle v4rifie num4riquement X' prolong4; il en r4sulte que la solution 
num4rique primitive vdrifie, parmi les relations de 2:' prolong6, celles au 
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moins dont l'ordre ne ddpasse par m, et en partieulier la relation a', ar- 
bitrairement ehoisie clans ~ '  prolongd. 

Ainsi, nous avons prouvd que route solution numdrique de Z prolongd 
est en m~me temps une solution num6rique de ~:' prolong6; on prouverait 
de m~me la rdciproque. 

TROISIEME PARTIE. 

Propositions relatives au degrd de gdndralitd d'un systbme 
diffdrentiel quelconque. 

1 7. Nous nommerons arbitraire de genre h route fonction arbitraire 
de h variables; les constantes arbitraires sont, d'aprbs cette ddfinition, des 
arbitraires de genre z6ro. 

Etant  clonnd un systbme explicite S, reprgsentons schdmatiquement, 
'~ l'aide des lettres x o , Y0, - . . ,  les valeurs initiales choisies pour les variables 
~nddpendantes x ,  y,  . . . ,  et, dans les ddterminations initiales, relatives h 
xo, Y o , . ' . ,  des intdgrales hypothgtiques du syst~me, consid6rons tous les 
coefficients comme arbitraires: cela dtant, la seule connaissance des premiers 
membres de S permet, eomme je l 'ai dtabli, ~ de reprdsenter ces ddtermina- 
tions initiales sehdmatiques par des sommes de termes, en nombre limitd, 
dont ehaeun s'obtient en multipliant une fonetion arbitraire de quelques- 
unes des variables x , y , . . ,  par un certain monome entier en x - - x 0 ,  
Y - - Y o ,  . . . .  :Pour un m~me syst~me explieite S, il existe presque toujours 
diverses mani~res de reprdsenter, ~ l'aide de pareilles sommes, l 'ensemble 
des ddterminations initiales: considdrant l 'une queleonque des reprdsentations 
dont il s'agit, nous ddsignerons d'une manibre gdndrale par Ale genre ma- 
ximum des arbitraires qui y figurent, et par /~ le hombre de celles dont 

le genre est 2. 

I Voir les Comptes-Rendus de l 'Acad6mie des Sciences (3! mai I898), 
e~ les Acta mathematica (t. 23, p. 2I 5 et suiv.). 
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Cela pos6, il es~ facile de se eonvainere que, pour un mdme syslOme 
explicile S, les nombres ~ et /.t gardent des valeztrs constantes, quelquc choix 
que l'on fasse parmi les reprdsentalions diverses dont nous venons de parler. 

Effeetivement, dans l'une queleonque de ees repr6sentations, la rid- 
termination initiale d'une ineonnue queleonque, w, se trouve figurde, con- 
formdment h ce qui pr6e~de, par la somme d'un nombre limit6 de termes 
dont chacun a la fot~ae 

(X--Zo)~176 F, 

a,  b , . . .  6tant des entiers positifs ou nuls, et F une fonetion arbitraire 
de eertaines des variablesl Si l'on ddsigne par 9 la somme a -t- b + . . . ,  
par k un entier positif queleonque, et qu'on suppose l'arbitraire F dg- 
veloppge, h partir des valeurs initiales des variables dont elle d@end, en 
une sgrie enti~re par rapport ~ leurs accroissements, les seuls termes du 
ddveloppement en question auxquels cm•esponde une quantit6 param6trique 
d'ordre infdrieur ou 6gal h k sont gvidemment ceux qui prgsentent, par 
rappol~ h l'ensemble des accroissements, un degr6 inf~rieur ou 6gal h k - - g .  
D'aprbs eela, pour obtenir le hombre 1~ des ddrivdes param~triques du 
syst~me S dont l'ordre (positif ou nul) ne surpasse pas k, on 6valuera, 
dans /~ ddvelopp6, l e  hombre des termes dont le degr6 ne surpasse pas 
k -  g, ee qui donne, ~ en ddsignant par r le genre de l'arbitraire _~', 

(2i) (k- -g  + ~)(k--g + 2 ) . . . ( k - - g  + r) .  
I . 2 . . . r  

on rdpStera, pour ehaeun des termes dont la somme reprdsenfe seMmatique- 
ment la dgterminafion initiale de w, le ealeul auquel donne lieu l'expres- 
sion (20), on op6rera pour ehaeune des ineonnues eomme il vient d'etre 
dit pour w, et , l 'on ajoutera finalement tous les  r6sultats obtenus. I1 est 
essentiel de remarquer iei que l'expression (2 I) est un polynome entier en 

k, 
k ayant pour terme de degrg maximum 

I . 2 . . . ~ ' "  

1 On salt que le hombre des termes d'un polynome complet de degr6 y $ h va- 
riables est donn6 par la formule 

(q + x)(q+ 2 ) . . . (q  + h) 
I . 2 . . . h  
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CeI~ posd, consid6rons, duns le syst~me S, deux reprgsenfations de 
l'ensemble des ddterminations initiales schdmutiques, et ddsignons par 2', #' 
et k", p" les valeurs de 2, # qui s'y ruppOl%nt respectivement. On a n6- 
cessairement 2' = 2": car autrement le hombre P, Sel-ait, quelque grand 
que soi~ k, indiff6l'emment exprim6 par deux polynomes entiers en k de 
degrds diffdrents. Et, cela 6tant, on ne petit manquer d'avoir aussi # '~/Y' :  
cur autremen~ le nombre t)k serait, que]que grand que soit k, indiffgrem- 
men~ exprim6 par deux polynomes entiers en k de m~me degr6, oh les 
termes de degr6 maximum uuraient des coefficients cliff,rents. 

18. Si l'on rdduit .~i une forme mono~que passive (io) (avec ou sans 
changement des variables et des inconnues) un syst~me diffdrentiel donnd quel- 
conque non impossible, les hombres X et p, ddfinis au numdro prdc~dent, ont 
des valeurs inddloendantes du mode de rdduction adoptd. 

Si, 2~lus gdndralement~ on rdcluit ce mdme syst~me d une forme explicite 
passive, et qu'on d~si.qne -par L ,  M les valeurs constantes s-pdcifides duns la 
premiere partie de l'dnoncd, on a n~cessairement, ou bien 

ou bien 

ou bien enfin 

L - - 2 > o ,  

L ~ 2  ~ o, M - - / l  > o, 

L - - ~  ----- o, M - - #  = o .  

I. On peut, sans restreindre Za g~ndralitd de  la ddfinition des syst~mes 
mono~ques, su_pposer que les entiers positifs (4), assujettis par cette d~finition 
d dtre tous ~gaux, out pour vaZeur commune l'unitd. 

Considdrant en effet un syst~me mono~que quelconque, ddsignons, 
comme au n ~ I% par c~, c ~ , . . ,  les en%iers (posi~ifs, nuls ou ndgatifs) 
contenus duns la colonne verticale de gauche du tableau (3), et soient 

c la valem- commune (positive) des entiers restan~s, c'est h dire des 

entiers (4); 

c" le plus grand entier algdbrique qui ne surpasse pus c,_,; c 

c" le plus grund entier alg5brique qui ne surpasse pas c,. 

e t a  . . . . .  
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(,22) 

les entiers respectifs 

(~3) 

le syst~me propos~ 

Ch. Ricla/er. 

ge dis qu'en substituant aux entiers 

C ~ , ~  C , ~  , . . ~ C 

c" ' 

ne cesse pas de satisfaire h la d$finition des syst~mes 
monoiques. Pour l'6tablir, je consid6rerai deux quantitds queleonques ap- 
partenant l 'une et l 'autre h l 'ensemble que forment les inconnues u,  v , . . .  
e~ leurs ddrivdes de tous ordres, et je ferai voir que si l 'arithme ancien 
de la deuxi~me quantit6 ne surpasse pas l 'arithme ancien de la premiere, 
la m6me chose a lieu pour les arithmes nouveaux. 

Nous avons en effet, entre les entiers (22) et (23), les relations 

- ~  . <  I, O <  c~ ' 

D4signons maintenant par w 1 et w 2 deux quantit6s 
prises dans le groupe u ,  v , . . . ,  et soient 

(distinctes ou non) 

deux ddrivges (d'ordre positif ou nul) de ces quantitds respectives. I1 s'agit 
de faire voir qu'en supposant vgrifide la relation 

(24) [c~, + (:i + fl, + . . . )c]  - -  [% + (: ,  + A + . . . )c]  > o, 

on a n~cessairement aussi 

(~ 5) (c;, + ~ + B~ + . . - ) -  (c:~ + ~,.~ + fl~ + ...) > o. 

Or, la relation (24) peut s'~crire 

o u  

( c ; , + ~ l + f l l +  . . . .  ) - - ( c ; ~ . + ~ 2 + A  . . )  > - - c "  - -  - -  ~ , .  

Chacune des parenthbses qui figurent au second membre de cette dernibre 
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relation grant non-nggative et moindre que I, leur diff6rence est alggbrique- 
meat supdrieure ~ - -  I, et ~t plus forte raison le premier membre; d'ailleurs 
ce premier membre, grant un entier, ne peut ~tre que sup6rieur ou ggal 
h z6ro, ce qu'exprime justement la relation (25). 

I1 est done permis, dans un syst~me mono~que, de supposer tous dgaux 
I les entiers (4): c'est ce que nous ferons toujours dans la ddmonstration 

ci-apr~s. 
II .  Consid~rons un syst~me diffgrentiel explicite S, off se trouvent 

engagges certaines fonctions inconnues u,  v , . . .  des variables ind6pendantes 
x, y , . . . , ,  et que nous supposerons d'aiUeurs de nature quelconque (mo- 
noique ou non, arithmoique ou non). Dgsignons, eomme au n ~ I o, par 
c,, c~ , . . ,  les entiers (positifs, nuls ou n~gatifs) contenus dans la eolonne 
verticale de gauche du tableau (3), et attribuons aux entiers restants, e'est 

dire aux entiers (4), l a  valeur commune I. Parmi les quantitgs (in- 
connues ou dgrivges) dont l'arithme ne surpasse pas un entier donni C, 
les unes sont prineipales, les autres param6~riques, relativement au syst~me 
S: cela ~tant, proposons-nous d'gvaher le nombre de eelles qui sont para- 
mgtriques. 

En d6signant par w l'une quelconque des ineonnues u,  v , . . . ,  la d~- 
termination initiale schgmatique de w dans le systbme Speu t ,  comme on 
sait, se reprgsenter par la somme d'un nombre limit6 de termes dont ehacun 
a la forme 

(x  - -  Xo)~ - -  s ,  

a, b , . . .  6rant des entiers positifs ou nuls, et F une fonction arbitraire 
de certaines des variables. Si l'on d~signe par .q la somme a -k b ze . . . ,  
et qu'on suppose l'arbitraire F dgveloppge, ~ par~ir des valeurs initiales 
des variables dont elle dgpend, en une s~rie enti~re par rapport ~ leurs 
accroissements, les seuls termes du dgveloppement en question auxquels 
corresponde une quantitg paramgtrique d'arithme inf~rieur ou 6gal ~ C 
sont gvidemment ceux qui prdsentent, par rapport ~ l'ensemble des accroisse- 
meats, un degrd inf~rieur oh 6gal h C - - c ~ m g .  D'apr~ cela, pour ob- 
tenir, le hombre cherehg, on gvaluera, dans F d6velopp6, le nombre des 
termes don~ le degrg ne surpasse pas C - - c ~ - - g ,  ce qui donne, en d~ 
signant par r le genre de l'arbitraire F ,  

Acta math~matica. 25. Imprim~ le 3 f6vrier 1902, 4A~ 
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( 27 )  I 2 .  
. . , 

( C - - c . - - g +  i)(C--c~--g+ 2)...(C,--%--g+r). 

on r6p~tera, pore" chaeun des termes dent la somme reprgsente seh6ma- 
tiquement la d~brmination initiale de w, le calcul auquel donne lieu l'ex- 
pression (26), on op6rera pour ehacune des inconnues eomme il vient d'etre 
dit pour w, et l 'on ajou~era finalement tons les r~sultats obtenus. 

0bservons que l'expression (27) est un polynome entier en C ayant 
~r 

pour terme de degrg maximum 
I . 2 . . . T "  

III .  Supposons maintenant qu'un syst~rae diffgrentiel queleonque (non 
impossible) air 6t6 mis, sans ehangement des variables et des inconnues, 
d'abord sons nne forme monoique ~assive S', puis sons une forme explieite 
passive S";  et~ soient 2 ' , /s  et ~", #" les valeurs de 2,/~ qui correspondent 
respectivement 5 ces deux formes. Je dis qu'on a nicessairement, ou bien 

ou bien 

ou bien en/in 

, ~ ' ~  ,~" > o, 

2 ' ~  2" = o, f ~ ' ~  if '  > o, 

~ ' - - ~ "  = o, la' ~ # "  = o. 

Convenons en effet, soi~ qu'il s'agisse de S', soit qu'il s'agisse de S", 
d'gvaluer l'arithme d'une quantit6 queleonque (ineonnue ou d6riv6e) con- 
formgment aux m~mes conventions que duns le syst~me mono~qlle S' (I). 
Soient en entre: 

C un entier donng; 
~ '  le groupe illimit6 form6 par les relations ultimes de S'; 
N~ ]e hombre des quantit6s prineipales de S' dent l'arithme ne sat- 

passe pas C, e~ ~[~ le groupe des relations ultimes de S' ayant pour pre- 
miers membres les quantitgs dent il s'agit; 

P b  le hombre des quantitgs param6triques de S' dent l'arithme ne sat- 
passe pus C; 

~ " ,  N~,  ~ ,  P~ les objets analogues pour S". 
Le syst~me S' 6taut monoique, ses relations ul{imes, g part un hombre 

limit6 d'entre elles, le sent routes, et d~s lors, h partir d'une valeur suffi- 
samment grande de C, le groupc, ~ ,  ne eontient effectivement I entre les 
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variables ind@endantes, que des quantitgs (ineonnues ou ddrivdes)dont 
l'arithme ne surpasse pus C. D'aillem's, tjl' et ~[" sont numdriquement 
dquivalents (5) (i6, II);  il en r6sulte que g~ esf une eonsdquenee nu- 
mdrique de g",  e~, par suite, que les relations ~ t )se  transforment en 
identitds quand on y tient eompte des relatiens g c .  Les systgmes ~c,  
~|~ grant rdduits, le hombre des relations ~|~ est done au plus 6gal ~ eelui 
des relations g~,  et l 'on a, h partir de C suffisamment grand, 

eomme on a d'ailleurs 

5r < 5r ; 

N'  P' N "  P" c +  c =  c +  c, 

il en rgsulte 6videmment 
p,  > p , ,  

C ~  6'' 

Cela 6taut, on ne peut avoir ~ '<,~":  ear, s'il en 6tait ainsi, les 
hombres P'c et P~,  6valugs eonform6ment aux indications de l'alinda II ,  
seraient respeetivement exprim6s par deux polynomes entiers en C dont le 
premier serait de degr6 inf6rieur au second; ~ partir de C suffisamment 
grand, on aurait done, eontrairement h c e  qui pr6e~de, 

c ~  c. 

Jc dis de plus que, dans l'hypoth~se 2 ' =  2", on ne peut avoir # '<#":  
car, s'il en ~tait ainsi, les hombres P'c et P~ seraient respeetivement ex- 
prim~s par deux polynomes entiers de m~me degr~ en C, et le coefficient 
du terme de degr6 maximum serait plus petit pour le premier pelynome 
que pour le second, ee qui entralnerait encore, ~ partir de C suffisam- 
ment grand, 

p, /),, 
c <  c. 

IV. Les nombres 2 et # gardent des valeurs constantes dans routes les 
formes qnonoiques passives auxquelles on t)eut, sans changement des variables 
et des inconnues, r~duire le syst@me diffgrentiel donn& 

Effectivement, supposons que les syst~mes S' et S", considdrds g l'alinda 
prgegdent, soient Fun et l'autre meneiques. Comme nous venons de le 
voir, on a ndcessairement: 
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ou bien 2 ' ~ 2 " > o ;  

ou bien 2 ' ~ 2 " = o ,  

ou bien 2 ' ~ 2 " = o ,  

,u' ~ , a "  > o; 

, a ' ~  ,a" ~ o. 

En vertu du m~me raisonnemen~, fair en sens inverse, on a ngcessaire- 
ment aussi: 

ou bien 2 " - - 2 ' > o ;  

ou b i e n  2 " - - 2 '  = o, t t " - - t t '  > o; 

ou bien 2 " - - 2 '  ~ o ,  t t " - - # '  = o .  

Or, ces deux conclusions ne sont conciliables que si l 'on a 

2' - -  2" = o, #' - - # "  = o. 

V. Xes valeurs constantes que gardent les hombres 2 et # dans les 
circonstances sp~cifi~es ~t l'alinda lordcgdent IV,  sont, en outre, inddpendantes 
du chan qement des variables st des inconnues, ce qui ach~ve notre d6mon- 
stration. 

Ainsi que nous l 'avons d6jh fair observer (I6,  II),  il existe toujours, 
pour un syst~me diff~rentiel donn~ (non impossible), quelque forme mo- 
no~que compl&tement intggrable, impliquant les m~mes variables et incon- 
nues, et telle, que chaque relation ul~ime y soit d'ordre exactement 6gal "~ 
celui de son premier membre. Cela pos6, considgrons deux sys~&mes diffg- 
reniiels d~duits Fun de l 'autre par un changement quelconque des va- 
riables et des inconnues, et mettons ehacun d'eux, comme il vient d'etre 
dit, sous une forme monoique compl~tement intggrable qui satisfasse ~t ces 
conditions. Je dis que les valeurs de 2 et tt relatives h ces deux formes 
sont respectivement les m~mes. 

Soient en effet: 
S' et S" les deux formes dont il s 'agit; 
2', #' et 2", #" les valeurs de 2,  # qui s 'y rapportent respectivement; 

los formules de transformation; 
k un en~ier positif quelconque; 
N~. le nombre des quantitds principales de S' dont l 'ordre ne surpasse 

pas k, et ~ le groupe des relations ultimes de S' ayant pour premiers 
membres les quan~itds dont il s 'agit; 

P~ le nombre des quantit6s param~triques de S' dont l'ordre ne sur- 
passe pas k; 
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N'~', ~'k', P'~' les objets analogues pour S". 
I i  est clair que, duns ehacun des groupes t ~ ,  ~ ' ,  tes relations sont 

d'ordre au plus 4gal s k. 

Si l'on transforme maintenant l'une quelconque des relations ~;  s 
l'aide des formnles ~, la relation r6saltante, v4rifi4e p~r routes les int4- 

tl " grales du syst~me S", est une cons4quenee num4rique de ~{k , puisque les 
quantit4s param6triques des ordres o,  I ,  e , . . . ,  k du syst~me compl~te- 
ment int4grable S" sont susceptibles de prendre, avec x, y , . . . ,  duns une 
solution analy~ique convenablement ehoisie de S", des valeurs num4riques 
donn4es d'avance. Le groupe (~),  transform4 de ~ ,  est donc une con- 
s4quence num4rique de ~,kt~"', et, comme ces groupes sont r4duits, on a 
n4cessairement 

< lvT; 

comme on a d'ai.lleurs 

il an r6sulte 6videmment 

t N~ +/-" ,  = N~' + l,, '  

-P'k > t~" 

:En vertu du m~me raisonnement, fair en sens inverse, on tmra d'autre part 

Ii  cn rgsulte, quel que soit k, 

P~ = PT. 

On a n6cessairement, d~s lors, 2' ~----: 2": car autrem:ent la valeur com- 
mune des entiers P~, P~', calcul4e conform4ment aux indications d u n  ~ 17, 
serait, quelque grand que soit k, indiff4remment exprim4e par deux po- 
lynomes entiers en k de degrgs diff4rents. Et, cela 4rant, on ne peat 
manquer d'avoir aussi # ' ~  #": car autrement, cette m~me valeur serait, 
quelque grand que soit k, indiff4remment exprim4e par deux polynomes 

? "  entiers en k de m~me d%rc, oh les terraes de degr4 maximum auraient 
des coefficients diff4rents. 

I9. Eta nt donn4s detnx systSmes explici~es passifs, ,S', S", dgsignons 
par A',/~' et 2",/~" les valeurs de A, # qui s'y rapportent respectivement, 
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et convenons de dire que les formes passives S', S" ont un degrd de ydmd- 
ralitd dgal, si les deux diff4rences 

2 ' - -  2" , # ' - - # "  

s'annulent h la fois; convenons de dire, dans le cas contraire, que la forme 
S' a un degrd de gdn~ralitd supdrieur ou infgrieur ~ celui de S", suivant 
que la premiere de ces deux diffdrenees qui ne s'annule pas est positive 
ou nggative. 

I1 rdsulte immgdiatement de cette convention que si l 'on consid~re 
trois syst~mes passifs S', S", S,', dont le premier soit plus gdngral que le 
second et le second plus gdngral que le troisi~me, le premier ne peut 
manquer d'etre plus gdndral que le ~roisi~me. Ddsignons en effet par 

2', #' ; 2", #" ; ,~'", #'" 

les valeurs de 2,1~ qui "se rapportent respectivement aux trois syst~mes, 
et 6crivons en un tableau rectangulaire les diffgrences 

2 ' - - 2 "  , p ' - - [ ~ " ,  

) J , _ _  )~',, , # " ~ # " ' ,  

~' - - 2 ' " ,  #' ~ # " ' ;  

dans ce tableau, le dernier hombre de chaque colonne vertieale cst la 
somme des deux hombres plaegs au dessus de lui; en consgquence, si cha- 
cune des deux premieres lignes horizontales poss~de la double proprigt6: 

I ~ que les deux differences qu'elle contient ne s 'annulent pas ~ la lois, 
2 ~ que la premiere d'entre elles non 6gale h zgro soit positive, 
la troisi~me ligne horizontale ne pourra manquer d'en jouir aussi. 
Cela ~tant, la proposigon du num6ro pr6c6dent peut s'exprimer plus 

bri~vement en disant que, parmi toutes les formes explieites passives sous 
lesquelles on peut mettre un syst~me diff~rentiel donn~ (non impossible), les 
formes mono~ques passives p~'dsentent un degrd de gdndralitd consgant, qui se 
trouve ~t're, de plus, supdrieur ou dgal d celui de toute autre. 

20. Tout syst~me explieite oft les dgterminations initiales scMma- 
tiques des intggrales hypoth6tiques ne contiennent qu'un hombre limit~ 
d'arbitraires de genre z6ro, sans aueune arbitraire de genre sup6rieur, est 
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forc4ment monoYque. En effet, le nombre des quantit4s param4triques y 
4rant essentiellement limitd, il est clair qu's partir de k suffisamment grand, 
route expression ultime d'une d4riv4e principale d'ordre k ne contient, avec 
les variables x, y , . . . ,  que des dgriv4es param4triques dont l'ordre (positif 
ou nul) tombe au dessous de k; il suffit d~s ]ors, pour se eonvaincre que 
la ddfinition des syst~mes monoiques est satisfaite, d'attribuer aux entiers 
c,~, c~ , . . . ,  contenus duns la colonne vertieale de gauche du tableau (3), 
la valeur commune z4ro, et aux entiers restants du mgme tableau la va- 
leur commune I. 

Tout syst~me explicite passif  ne dd~vendant que d'un ~ombre limitd de 
constantes arbitraires est compl~tement intdgrable: car, le nombre des quan- 
tit4s param4triques y ~tant essentiellement limit4, le syst~me adme~ forc4- 
meat, en vertu d'une proposition antgrieurement ddmontr4e (,5, II), une 
solution analytique telle, que, pour des valeurs numgriques donn4es des 
variables x, y , . . . ,  les quantit4s dont il s'agit prennent des valeurs nu- 
m4riques donn4es. 

2 i. Si un syst~me diffdrentiel donnd peut, de quelque mani~re, $tre 
rdduit ~ une [orme explicite passive ne ddpendant que d'un hombre fini de 
constantes arbitraires, toutes les formes explicites passives du systOme en question 
sont mono~ques et ddpendent du m~me nombre de constantes. 

Soient S' et S" deux formes explieites passives du syst~me donn6; 
~' et 2" les valeurs de 2 qui s'y rapportent respectivement. Comme d'une 
part la nullit4 de 2 duns une forme explicite entra~ne la nature mono~que 
de eette forme (2o), comme d'autre part routes les formes monoYques pas- 
sives d'un syst~me donn4 poss~dent le m6me degr4 de ggndralit4 (I9), 
notre proposition revient h d4montrer que l'hypoth~se 2'----o entralne, de 
route n4cessit4, 2 " =  o. 

I. Supposons en premier lieu qu'en passant de S' h S" on conserve 
les m6mes variables et inconnues, et soient" 

~t' le gronpe illimit4 des relations ultimes de S'; 
k un entier positif quelconque; 
~V~. le hombre des quantit4s prineipales de S' dont l'ordre ne surpasse 

pus k, et }[~ le groupe des relations ultimes de S' ayant pour premiers 
membres les quantit4s dont il s'agit; 
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P~ le hombre des quantitds paramdtriques de S' dont l'ordre ne sur- 
passe pas k; 

~[", N'k', ~[~', P~' les objets analogues pour S" .  
Puisque, en ver/su de l'hypoth~se 2'----o, les quan/sitgs paramgtriques 

son/s, dans S', en nombre essen/siellemen/s limi/s6, le groupe ~[~)ne con/sien/s, 
h partir de k suffisammen/s grand, que les variables inddpendantes e/s des 
quan/sit(~s (inconnues ou dgrivdes) don/s l'ordre ne surpasse pas k. D'ailleurs 
~ '  et ~|" sont numdriquement 6quivalen/ss (5) ( i6,  II). I1 en rdsulte que 
}l~. es/s une eonsdquenee numdrique de ~[", et, par sui/se, que les rela/sions 
}[~ se rdduisent h des iden/si/sds quand on y tient compte des relations ~[~'. 
Comme les groupes t ~ ,  ~[~' son~ l 'un e/s l 'autre rdduits, le hombre des re- 
lations ~:[~ es/s donc au plus 6gal h celui des rela/sions ~ ' ,  et l 'on a, h 
par/sir de k suffisammen/s grand, 

comme on a d'ailleurs 

il en rdsulte 6videmment 

N'~ < N " "  

! ! ~ P! I . . )  ~! 

zi>i%'. 

Cela dtan/s, puisque P~ garde, h par/sir de k suffisammen/s grand, une 
valeur cons/sante, il en es/s de m~me de P~'; donc 2"----o. 

I I .  Supposons en second lieu que le passage de S' h S" ndcessi/se le 
changement des variables et des ineonnues. Considdrons alors successive- 
men/s chacun de ces syst~mes, e/s, conservan/s les variables et inconnues qui 
s'y ~rouven/s engagdes, mettons-le sous une forme monoYque complS/semen/s 
intggrable, telle, en outre, que chaque relation ultime y soi/s d'ordre exacte- 
men/s ggal h celui de son premier membre (voir I6, I I ) ;  nommons enfin 
S~ e/s S'~' les sys/s~mes ainsi obtenus, ),~ e/s ,t'~' les valeurs de ). qui s'y rap- 
pol~en/s respeetivemen/s. Comme nous l'avons 6/sabli plus haut (I8, V), les 
formes S'~, S~' on/s le m6me degr6 de gdndralitd, d'oh rdsulte ~'~ ~ 2~'. 
])'ailleurs, en vertu de l'alinga prgcdden/s I, l'hypo/sh~se 2'----o entraine 
2'~-----o, par suite 2'~'--~ o; e/s, pour la m~me raison, la relation ,~'~'----o 
en/sralne h son /sour ,~"-----o, ce qu'il s'agissai/s d'd~ablir. 

,,2. Si  l'on r(~duit it une for me arithmo'~que passive un systkme d, iffi,~- 
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rentiel donn6 que!conque (non impossible), le hombre ~ y a toujours ta m~me 
valeur que dans le cas ~vlus particulier d'une forme mono~que passive (I8); 
mais il n'en est pas n6cessairement de m~me du nombre /~, dont la valeur est, 
tant6t infdrieure, tantOt dgale, de celle qu'il 19oss~de dans le cas dont il s'agit. 

:[. Consid6rons la relation 

a l x  1 -1-- a~:~: "4" . . .  -t- ahxh ~ m ,  

off al ,  a 2 , . . .  , ah dgsignent des entiers donn6s, tous positifs, m un entier 
donn6, positif ou nul, Xl, x 2 \ . . . ,  xh des entiers inconnus assujetfis ~ gtre 
tous positifs bu nuls; et proposons-nous de reehercher une limite sup6rieure 
et une limite infdrieure du hombre des solutions qu'elle admet. 

i ~ Supposons d'abord que les en~ders a~, %, . . . ,  aa soient tous 6gaux 
I. En pareil cas, on a facilement la valeur exacte du hombre des so- 

lutions dont il s'agit. Ce hombre est 6gal' en effet, ~ celui des termes 
d'un polynome entier de degrg m ~ h variables, e'est-~-dire 

(~ + ~)(~ + 2 ) . . .  (~ + h) 
1 . 2 . . . h  

2% Supposons que les entiers a~, a 2 , . . .  , a~ aient pour valeur com- 
mune a; la relation (28) peat alors s'$erire: 

(29) x~ + x~ + . . .  + x~ < m .  

Si l'on d6signe par e la partie enti~re du quotient de m par a, et que 
l'on considbre les deux relations 

(30) x 1 + x, + . . .  + x~ < e, 

(3~) zl + x ~ + . . .  + x ~ e +  ~, 

il est clair que route solution de (30) est une solution de (29), et que 
route solution de (29) est une solution de (3I). D'apr~s cela, on aura 
gvidemment pour limite infgrieure 

(e + I)(e + 2 ) . . . ( e  + h) 
I .2 . . . h ,  

Ac~a math~matica. 25. Iml~rlm4 le 5 f4vrier 1902. 45 
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et pour l/mite sup6rieure 

(e+ 2)(e+ 3 ) . . . ( e + h +  I 
I . 2 . . . h  

A plus forte raison, ~ cause de la double relation 

on aura pour l/mite infdrieure 

o(~+ 0...(~+,~_ _ o 

I . 2 . . . h  

et pour l/mite sup6rieure 

0. 

\ ,) 
) 

I . 2 . . . h  

Examinons maintenant le eas g6n6ra]. 
D6signons. par b le plus pe~t des enfiers a 1, a 2 , . . . . ,  ah, par B le 

plus grand d'entre eux; puis, consid~rons, en m~me texnps que la relation 
(28), les deux relations 

(32) b(xl + x~ + . . .  + x h ) < m ,  

(33) B(z, + x~ + . .  + zh) < m. 

Toute solution de (33) est une solution de (28), et route solution de (28) 
est une solution de (82). I~e hombre des solutions de (28) a donc pour 
l/mite infdrieure celui  des solutions de (33), et pour l/mite sup~rieure eelui 
des solutions de (32) :, ~ plus forte raison, il a pour l/mite infgrieure 

I . 2 . . . h  

et pour limite sup~rieure 

(~ § + ~)... (~ + ~+ ~) 
I . 2 . . . .  ~b 

expressions qui routes deux son~ des polynomes entiers en m de degrd h. 
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II .  Soit S u n  syst~me diffrrentiel explicib, oh se trouven~ engag~es 
eertaines fonetions inconnues u,  v , . . .  des variables ind~pendantes x , y ,  . . . ,  

et que nous supposerons d'aillenrs de nature queleonque. Les m~mes no- 
rations 6tan~ adopt~es et les m~mes conventions grant posdes qu'au drbut 
d u n  ~ IO, d~signons par  C un entier queleouque, et eonsiddrons l'ensemble 
de routes les quantitgs (ineonnues ou dgriv~es) don~ l'arithme ne surpasse 
pas C; parmi ces derni~res, les unes son~ prineipales, et les autres para- 
mg~a4ques, relativement au syst~me 8: proposons,nous actuellement d'~valuer 
une l imib supSrienre et une l imib inf~ri6nre du nombre de eelles qui son~ 
param~riques. 

En drsignun$ par w l'une queleonque des ineonnues ~t, v , . . . ,  la dr- 
termination initiale sch~matique de w dans le i syst~me B peut, eomme On 
sait, se reprSsenter par la somme d'un nombre limit6 de termes dont ehaeun 
a la forme 

(3r 
a, b , . . .  grunt des entiers posit-i.fs ou nuls, et /~ une fonction arbibaire 
de eertaines des variables. Si l'on drsigne par i ia somme 

c~ + ac~,~ + ~c,~,~ + . . . ,  

et qu'on suppose l'arbi~raire F d@elopp6e, ~ pargr des valeurs initiales des 
variables dont elle drpend, en une srrie enti~re par rapport ~ leurs aeeroisse- 
meats, les seals termes du drveloppement en question auxquels corresponde 
une quantit6 paramrbique d'arithme infdrieur ou dgal ~ C son~ gvidemment 
ceux oh, en multiphun~ les exposants de x ~ xo, y ~ Y0, - '" par les entiers 
respeetifs c~,~, c~,,, ... et ajoutun~ les produits, on obtient un rrsultat inf6rieur 
ou 6gal h C - - i .  Evaluons done, duns /e  drveloppr, une l imib sup~rieure 
et une l imib infdrieure du hombre des brines dont il s'agit: en d~signant 
par T le plus petif des entiers positifs %,~, c ~ . ~ , . . . ,  par F le plus grand, 
et par r le genre de l'arbi~raire F ,  nous avons (I) comme hmib  sup6rieure 

T - +  "" T 
I . . 2  . . . , r  

et eomme limite inf~rieure 

/~ + . . .  + r  

I . 2 . . . ~ "  
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Pour ehacun des termes dont la somme repr6sente sch6matiquement 
la d6termination initiale de w, on rdp~tera le ealeul auquel donne lieu 
l'expression (34); on op6rera pour ehacune des ineonnues u,  v,  . comme 
il vient d'gtre dit pour w; finalement, on ajoutera routes les limites su- 
pgrieures trouv6es, et de mgme ~outes les limites infgrieures. 

I I I .  Supposons maintenant qu'un systbme diffgrentiel (non impossible) 
air 6t6 mis sous une forme arithmoique passive 2'. Consid6rant alors le 
syst~me S', mettons-le, sans changement des variables et des inconnues, 
sous une forme monoique passive S", et soient 2', # '  et 2", ~t" les valeurs 
de 2, p clui correspondent respectivement ~ ees deux formes. 11 s 'agit de 
d6montrer: I ~ que 2 ' =  2"; 2 ~ que #'  ne peut snrpasser It", et peut  dans 
certains eas lui gtre inf6rieur. 

Du n ~ I8 il r6sulte d6jg qu'on ne peut avoir 2 " <  2'. 
En  d6signant maintenant  par C un entier queleonque, par P~ le 

nombre des quantit6s param6{riques de 2' don~ l 'arithme ne surpasse pas 
C, et par P'o' le hombre analogue clans S", un raisonnement tout  semblable 

celui de l'alin6a H I  du n ~ I8 prouve que l 'on a, ~ partir de C suffi- 
samment grand, 

/ ' ~ >  F '  

D'ailleurs, le nombre / ~  a pour limite sup6rieure un certain polynome 
entier en C de degr6 2', et le nombre /~c' a pour limite infgrieure un 
certain polynome enfier en C de degr6 2"; en d6signant par 'F(C) et "F(C) 
ces deux polynomes, on a done, ~ plus forte raison, 

,F(c) > 

et il est impossible, d~s lors, que l'on air 2 ' <  Z', car, s'il en 6fair ainsi, 
on aurait, ~t partir de C suffisamment grand, 

,.F(c) < ,,.F(c), 

ee qui est eontradietoire. 
Ainsi on a forcgment 2' ~--- 2" ,  d'ofl rds~lte, en vertu d u n  ~ 18, /2' </.t". 

Si S' est monoique, p'  est, comme nous l 'avons 6tabli (I 8), n6eessairement 
6gal h #";  reals, si S' est simplement arithmoique sans gtre monoique, #' 
peut, comme nous allons le voir, gtre inf6rieur ~ if". 
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Consid4rons en effet l '4quation 

357 

~a; --~ ~ Oy ' 

off u dgsigne une fonction inconnue des deux variables ind4pendantes x 
e% y; 4erite comme ci-dessus, elle constitue uu syst~me orthonome et passif, 
par suite monoique et passif, dont une int6grale se trouve enti~rement d4- 
termin4e par la double condition que l 'int4grale dont fl s 'agit et sa d4fiv4e 
premiere relative k x se r6duisent respectivement, pour une valeur donn4e 
de x, ~ deux fonctions donnges de y; 4erite au contraire sous la forme 

O~t �84 ~ t  

vy ~-~" 

eUe constit~e un syst~me ortho~'que et passif, par suite arithmoique et 
passif, dont une intggrale hypoth4tique se trouve enti~rement d4terminde 
par la condition de se r4duire, pour une valeur doun4e de y, s une fonction 

donnde de x. 


