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UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEN LINEAREN 

DIFFERENTIAL- UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

VON 

HJ. ]~IELLIN 
in HELSINGPOI~S. 

In zwei im 22. Bande dieser Zeitschrif~ verSffentlichten Arbeiten ~ 
habe ich nachgewiesen, dass die yon LAPLACE und EULEa herriihrenden, 
yon Anderen welter entwickelten )~ethoden zur Integration gewShlicher 
linearer Differentialgleichungen durch bestimmte Integrale nicht nur auf 
Systeme solcher Gleichungen sondern uuch auf partie]le lineare Differen~ial- 
gleichungen beliebiger Ordnung tibertragen werden kSnnen, wobei keine 
andere Voraussetzung hinsichtlich der Coefficien~en nSthig war als die, 
dass sie rationale Funktionen sind. Als Fundament der ganzen Unter- 
suchung diente die auf partielle lineare Differentialausdriicke ausgedehnte 
LAGRANGE'sche Beziehung zwischen adjungirten Differentialausdriicken, 
welche sich als die allgemeine Quelle der be~reffenden Methoden erwies. 
Die Benutztmg dieser Beziehung hat vor der Methode der purtiellen In- 
tegration, obwohl beide yon einander nicht wesentlich verschieden, jedoch 
und vor allem den Vortheil, dass die Darstellung des Gegens~andes unter 
Zuhiilfenahme der genannten Beziehung erheblich an (Tbersichtlichkeit ge- 
winnt. 

1 ~)ber die Integration partieller linearer Differenlialgleichungen durch vielfache Inte- 
grale. April I896. Uber die Integration simultaner linearer Differentialgleichungen durch 
bestimmte lntegrale, l~ai I896. 

Acta mathemat~a. 25. Imlorim~ le 26 juin 1901, 
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In dem vorliegenden Aufsatze beabsiehtige ieh, einen in den ge- 
nannten Arbeiten yon demselben Gesiehtspunkte aus ebenfalls beriihrten 
Gegenstand, den Zusammenhang zwisehen den linearen Differential- und 
Differenzengleiehungen, zu vervollsts 

Bevor ich hierzu iibergehe, benutze ich diese Gelegenheit, um hervor- 
zuheben, dass die LAPLACE'sche Methode schon friiher yon Herrn I~ 
auf gewisse loar~ielle Differentialgleiehungen zweiter Ordnung angewandt 
worden ist. In seiner Arbeit Sur une-classe d'dquations aux d~riv~es par- 
tielles du second ordre, ~ auf die ieh vom Herausgeber der Acta  mathe-  
ma t ica  kiirzlieh aufmerksam gemaeh~ worden bin, weisf n~mlieh Herr 
PICARD nach, dass diese Methode auf Gleichnngen der Form 

�9 2 

deren Coefficienten Polynome vom ersten Grade sind, iibertragen werden 
kann. Indem er 

= f f  eo+,~162 

setzt, finder er fiir r die Differentialgleichung 

deren Coefficienten Polynome yore zweiten Grade sind. Eine besondere 
Er6rterung wird sodann gpeciellen Gleichungen der obigen Form, in erster 
Linie der Gleiehung yon EULER und PoIsso~, gewidmet. 

Wir wollen zuns ganz allgemein nachweisen, dass jede homogene 
partielle lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten dutch eine 
geeignete Integralsubstitution in eine homogene partielle lineare Differenzen. 
gleichung mit einerlei Coefficienten formell transformb't werden kann, und dass 
auch das Umgekehrte mSglich ist. 

1 Rendiconti del Circolo matema~ieo di Palermo. T. 5, I89I- 
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Ffir gew6hnliche lineare Differential- und Differenzengleichungen hat 
bekann~lich LAPLACE ~ das erstere und ~er r  P~NCnm~Ln ~ das letztere gezeigt. 

Die Anzahl der unabhs Veriinderlichen wollen wir der kiirze 
halber gleich zwei annehmen. 

Will man den zwischen den genannten Gleiehungen bestehenden Zu- 
sammenhang in formaler tt insicht deutlieh iiberblicken, so ist die folgende, 
a. a. O. ebenfalls benutzte, symbolische Form zu beriicksichtigen, auf die 
jede partielle lineare 
bracht werden kann" 

Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten ge- 

m~n 

(~) ~ ~ Y ~ V ~ '  Y ~  ~ = o. 
//, v=O 

t t ier bezeichnen 
dass also 

die f(u, v) ganze rationale Funktionen yon u, v, so 

Bekanntlich ist 

(2) 

h, k h, k 

(' f x ~ ,  y x~y ~ = x~y ~f(u, v), 
y~ 

.x~v~...v~. 

(3) f x ~ , y ~ ) x y ~ - ~ x ~ y ' f  z + u , y ~ + v  ~, 

weft diese Formeln fiir die eiuzelnen Glieder yon f gelten. 
Die Transformation einer partiellen Differentialgleichung in die ent- 

sprechende Differenzengleichung gestaltet sich nun sehr iibersichtlich, wenn 
man sich der verallgemeinerten LAGRANOE'sehen Beziehung 3 in der folgen- 
den Form bedient: 

r$ 

#,v~O /4v=O 

= x ~ p(~,  ~) + v G Q(~, ~), 
Th~orie analytique des probabilitds. 
Sopra una trasforma%ione delle equaz, ione differen~iali" lineari in, equa%ioni alle 

difference, e viceversa. Nora le t ta  al I s t i tu to  Lombardo  nel l '  adunanza  del 
17 giugno I886. 

s Siehe meine oben citirto Arbei~ fiber partielle Differentialgleichungen. 
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wo P und Q in ~, r bilineare Differenfialausdriicke bezeichnen. 
seize ~ ~-x"y ~ und $ gleich einer LSsung der Gleichung 

Man 

(4) ~ t,,~ - - x ~ , - - v  ~"v �9 = o. 
/L, v = 0  

Bemltzt mun ztlgleich die Formel (2), multiplicir~ mi~ x-~y -1 und in~egrirt 
in der x-Ebene lgngs einer Linie (x), in der y-Ebene l~ngs einer Linie 
(y), so ergieb~ sich zungehs~: 

9"/*~ n 

Z t..(.,  )ff t~,y=0 ( ) (v) 

(*) (v) 

a-~Q &@. 

l~ieraas folgt sodann der schon a. a. O. erhaltene Satz" 

Bedeutet ~ eine L6sung der Differentialgleichung (4) und sind die In- 
tegrationswege (x) und (y) so gewdihlt, dass die Bedingung 

(~) (v) 

identisch erfiillt ist, so besitzen wir in 

(5) F(u, v) = f f r y)~"-'V'-'&dy 
(z) (v) 

eine LSsung der Differenzengleichung 

(6) 
/*, v = O  

~Tunmeln" wbllen wir zeigen, class auch umg&ehrt die Differenzen- 
gleiehung (6) durch die Formal 

(7) r  y) = y-~ ( 

in die Differenfialgleichung (4) trunsformirt werden kann. 
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Der Naehweis griinde~ sich auf die Yoraussetzung, dass die Integra- 
tionswege (u) nnd (v) ihrer ganzen Li~nge nach in der positiven oder ne- 
gativen Richiung der reellen Axe um gewisse Strecken verschoben werden 
kSnnen, ohne dass sich der Werth des Integrals dabei andert. Bleibt der 
Werth yon (7) bet Verschiebung der Integrationswege um die resp. S~recken 
# und ~ unge~ndert, so ist 

(')'ss x ~ Y ' ~ ( z ' Y ) =  ~ i  F ( u + # , v + v ) x - " y - ' d u d v .  
(u) (v) 

Dutch Differentiation folg~ 

h I l 

_ ' . . f + ., v 

woraus sieh die noch allgemeinere Formel sofor~ ergiebt: 

( (')'ss ~ \~2 " f (u ,  v)F(u + #,  v + v)x-"y- 'dudv.  

Is~ nun F(u,  v) eine LSsung der DifferenzengMchung (6) so giebt 
uns diese Formel unmi~telbar den Satz: 

Bedeutet F(u,  v) eine ZO'sung der Differenzengleichung (6), so besitzen 
wit in (7) eine yEdsung der Di#ferentialgleichung (4), wofern der Integrations- 
weg (u) um die Strecken . I , 2 , . . . ,  m u n d  der lntegrationsweg (v) um die 
Strecken i ,  2 , . . . ,  n in der (einen oder anderen) Bichtung der reellen Axe 
verschoben werden kSnnen, ohne dass sich der Werth des Integrals dabei 
#indert. 

Da jede homogene lineare ,Differen~ialgleichung mit rationalen Coeffi- 
cienten offenbar auf die Form (4) und jede homogene linem-e Differenzen- 
gleichung mit elnerlei Coefficienten auf die Form (6) gebracht werden kann, 
so finder man aus den obigen S~tzen, dass die Integration jeder solchen 
Differentialgleichung stets auf die Integration ether entspreehenden Di_ffe- 

, renzengleichung, und vice versa, formell zuriickfiihrbar ist. Sobald die eine 
dieser GMchungen gegeben ist, kann such die andere unmittelbar an- 
gegeben werden. 
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2. 

Es ergiebt sich zugleich ohne weiteres, dass die Ordnung der Diffe- 
rentialgleichung gleich ist der Gradzahl der Differenzengleichung in Bezug 
auf die unabh~ngigen Ver~nderlichen; die Ordnung der einen Gleichung 
bestimmt abet keineswegs die der anderen. Im :Naehfolgenden beabsieh- 
tigen wir nun, gewisse Systeme yon partiellen Differentialgleiehungen be- 
liebiger Ordnunq hervorzuheben, deren Integration mit Hiilfe yon L6sungen 
simultaner Differenzengleichungen erster Ordnung geleistet werden kann. 
Die ersteren Gleichungen kSnnen passend hypergeometrische Differential- 
gleiehungen .genannt werden, w~hrend die letzteren solehe Differenzengleich- 
ungen erster Ordnung sind, welche dutch Gammafunktionen befriedigt 
werden kSnnen. 

Setzt man 
n 

(s) e(~ ,  ~) = a~b~ ~) ~ r ( p ~ u  + q~v + c~), 

wo die p,  q positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, w~ihrend P 
eine Funktion mit den periodischen Eigenschaf~en /J(u + i ,  v) = 2(u, v), 
P(u,  v + ~) = P(u,  v) bezeichnet, so hat man einen ziemlich allgemeinen 
2~usdruck, weleher einem Systeme yon zwei simultanen Differenzengleich- 
ungen erster 0rdnung geniigt. Auf Grund der Funktionalgleichung yon 
/'(~) folgt in der That 

(v) 
G(u + i v) = t,(~. G(u, v), 

, g l ( u ,  

a(u v + ~) - t~{~ ,_ G(u v), 
' g ~ ( u ,  ' 

wo f~, gl,  f2, g~ gewisse ganze rationale Funktionen yon u, v bezeiehnen. 

Setzt man also 

(io} y} = f f v) -oy-'d dv, 
(~) (0 

so befriedigt q~ das folgende System 
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, , ~y] 

~orausgesetzt, dass die Integrationswege (u) und (v) um die Strecke ,Eins 
in der Richtung der reellen Axe versckoben werden k6nnen, ohne dass sich 
der Werth des Integrals dabei dndert. 

Die obigen Ausdriicke f ,  g sind gauze rationale Funktionen einer 
besonderen Besehaffenheit, indem sie n~mlich infolge ihrer Entstehung in 
lauter Faktoren der Form pu + qv A- c, unter p ,  q gauze Zahlen verstanden, 
zerlegt werden kSnnen. Ferner sind sie yon einander nich~ vSllig unab- 
h~ngig; denn aus den simultanen Gleichungen (9) folgt offenbar 

g~(u, v)g~(u + I , v) g~(u, ~)g~(u, v + 1) 

Diese Gleichung driiekt mithin eine allgemeine Bedingung aus, welche 
nothwendig erfiillt sein muss, damit die Gleichungen des Systems (9) mit 
einander vertr~glich seien. 

Versteht man allgemein under einer hypergeometrischen Funktion zweier 
Variabeln jede Funktion, welehe einem Systeme yon zwei partiellen Diffe- 
rentialgleiehungen der Form (, ,) geniigt, unter f (u ,  v) ,  g(u ,  v) gauze ra- 
tionale Funkfionen verstanden, deren irreduktible Faktoren alle die lineare 
Form pu -4- qv "4- c haben, so geh5ren zu solehen Funktionen, wie man sich 
leicht iiberzeugt, besonders aueh diejenigen, welehe Herr APeEL5 in seiner 
Arbeit Sur les fonctions hypergdomdtriques de deux variables ~ untersueht hat. 

Zum Ausgangspunkte seiner Untersuchungen nimmt Herr ArrELL 
vier Reihen F , ,  . . . ,  F~, yon denen beispielsweise die erste die Form hat 

wo (~,k) = 2(2 A- ~). . .  (2 A- k - -  ~) und die Indites it, ~ unabh~ngig yon 
einander alle positiven ganzzahligen Werthe ~ron der :Null an durchlaufen. 
Oiese Reihe befriedigt nach dem w 5 der genannten Arbeit das System 

' J o u r n a l  de m a ~ h 6 m a t i q u e s .  S. HI. T. 8. 
Avta mathemat~va. 25. Impri.m~i le 26 ~uln 1901. 19 
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, - -  ) ~  + v(, - -  x) ~--~y + [ r - - ( ~  + fl + ,)x] ~ ~ 

+ 2,02z , O~z Oz __tg, z a z  - -  a,8'Z -~- o .  

Man verificirt nun leieht, dass dieses System mi~ dem folgenden identisch ist: 

0 X9 9 

und uuf dieselbe Weise ergiebt sieh, dass unsere Behauptung auch fiir die 
iibrigen Reihen F richtig ist. 

Diesen Differentialgleiehungen entsprechen offenbar die folgenden 
Differenzengleichungen 

_-- ~ ( ~ + v - r + ~ )  , ) F ( u , v ) ,  

= ~!~' + ~ - r  + '> F ( ~ ,  v) [ ..-.-.~(g, V-~ I) ( V - - ~ + - I ~ + V ~  + 1) 

Die allgemeinste LSsung dieses Systems ist 

r ( ~ ) r ( f l - u ) . r ( ~ ) r ( # - ~ ) . r +  + ~ -  r-e , ) r ( ~ - - u - ~ ) .  ~ + ,  ,,), 

wo P eine willkSrliehe Funktion mit den Eigenschaften 

V(u + , ,  ~) = P(u,  v), P(u, ~, + ,) = r (u ,  v) 

bedeutet. Setzt man fiir G(u, v) in (IO) diesen Ausdruek ein, so stellt 
also 0 eine L6sung des obigen Systems yon Differentialgleiehungen dar, 
wofern zugleich die Integrationswege auf die im Satze angegebene Weise 
verschiebbar sind. 

Was endlich den n~herea Zusammenhang zwischen den LSsungen der 
beiden allgemeineren Systeme (9) und (I I) betrifft, so kann eine ziemlich 
zutreffende Andeutung davon gegeben werden, indem wir uns hier der 
Kiirze halber auf die Darlegung des Zusammenhanges zwischen den Gamma- 
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funktionen und den gewShnliehen hypergeometrischen Differentialgleichungen 
beschrSnken. Denn alles, was im Nachfolgenden yon den letzteren nach- 
gewiesen wird, l~sst sich fasF unver~ndert auf die ersteren Gleichungen 
(9) and (If)  tibertragen. Die folgenden Paragraphen enthalten zugleich die 
ttauptergebnisse einer friiheren, viel ausfiihrlicheren Arbeit des Verfassers 
tiber den be~reffenden Gegenstand. 

w  

Unter einer gewShnlichen hypergeometrischen Differentialgleiehung ver- 
stehen wir jede Gleichung der Form 

(a ~ _ b o z ) y  q_ (a 1 _ _  b lx )  x dy + + (a,~--bmx)3c "d'~y -- �9 . .  ~ $ m - - O .  

Mit Benutzung der symbolisehen Formeln 

d[y d d I ) y ,  - x . . .  ( x ~ z - - ,  + 
d 

~ ( ~  = ~ ( ~  + ')Y 

erh~lt sie die Gestalt 

(13) 

WO 

(i4) i), 
~ f ( - - ~ )  -~--- b 0 --}'- b l ( ~ ' ~ -  ]') "-~'- , . . "~  bm(~--')(i~'-- 2)...(~,--~J~). 

Offenbar ist f(--z) ~ o die zur singul~ren Stelle x =- o, und #(z-- i )  ~ o 
die zur Stelle x = axv geh6rige determinirende Gleichung der Differential- 
gleiehung. 

1 Siehe ~)ber die fandame~dale Wichtigkeit des Satzes von Cauchy fiir die Theorien 
der Gamma- und der hypergeometrischen Functionen. (Acta Soc ie ta t i s  Sc ien t i a rum 
•ennicae. Tom. 2I, I895. ) Der Zusammenhang zwischen den Gammafunktionen und 
den ioartiellen hypergeometrischen Differentialgleichungen ist in meiner Arbeit Zur 
Theorie ~weier allgemeinen Classen bestimmler fntegrale (Acta X~enn. Tom. 22.) n~her 
erSrtert worden, 
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Die Differenzengleichung, welche dieser Differentialgleichung entspricht, 
ist nach w i 

Wir  kSnnen unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, dass a., = I 
und b ~ - ~ - -  I, unter b,, die le~zfe yon den Gr6ssen bo, bl,  . . .  , b~ ver- 
stunden, welche yon Null  verschieden is~. Se~z~ man nun 

(I6) 

und 

[ r ( , )  = ( - -  ~)m (* - -  pO(z - -  p , )  . . . ( ,  - -  po),  

s(*) = ( - -  I)~ (*--~, , , ) ,  

( , 7 )  6 (z )  = v ( z - - p O . . . v ( z - - p ~ ) i , ( ,  + , ~ - - ~ ) . . . r ( i  + ~ o - - ~ ) ,  

so besitzen wit in P(z)O(z), wo P eine willkiirliche Funktion mit der 
Eigensch~ft P(z + I ) =  ( - -  i)m-l.P(z), die allgemeinste LSsung der GMch- 
ung (15). Fiir unseren Zweck ist es aber keineswegs nSthig, diese Funk- 
tion P a l s  eine vSllig unbestimmte periodische Funktion aufzufassen. Es 
geniigt schon, wenn wir P in der Form 

08) P(z,  m) = sin 7r(z-- c l ) . . ,  sin rr(z - -  e,,) sin ~(~ --  c~) 

annehmen, wo die C willkiirliche Constanten, wiihrend die c bestimmte 
Gr6ssen sind, unter denen keine zwei sich finden, deren Differenz gleich 
der Nul l  oder einer ganzen Zah]. 

Set~t man 

(~v) 

so gen~gt q) nach dem frt&er Dargelegten der obigen Differentialgleichung, 
falls der Integrationsweg (z) in der 2oositiven 'oder ne.qativen Richtung der 
reellen Axe um die Strecke Eins verschoben werden kann, ohne dass sich 
der Werth des Inteqrals dabei dndert. 

Unse~ 1Kauptzweck ist nun der Naehweis, class &s  alloemeine lnte- 
tlral der obigen Differentialgleichung ~ wenigstens bis auf eine additive, 
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aus Potenzen und Logarithmen zusammengesetzte, endliehe Summa - -  dutch 
diesen  usdruek bei geeigneter Wuhl des Integr~tionsweges (z) dar- 
gestellt werden kann, oder kfirzer, dass jcde hypergeometrische Di/fercntial- 
gleichung mit Hglfe der Gammafunktion vollstgndig intcgrirt werden kann. 
])ieser Satz lautet eigenthfimlich, Welln man ihn mit dem anderen zu- 
sammenstellt, dass (lie Gammafunktion selbst bekanntlich keiner algebraischen 
Dif/'erentialgleichung geniigen kann. 

w  

l:Iinsichtlich der ganzen Funktion P(z,  m) ist Folgendes zu beach~en. 
Bedeuten a~, . . . ,  % (# < m) beliebige Werthe, unter denen aueh gleiehe 
GrSssen sieh finden kSnnen, so ergiebt sieh auf Grund einer, ffir den Fall 
# ---- i anzustellenden, einfachen Rechnung, dass man fiber die unbestimmten 
Constanten C stets so verffigen kann, dass die Gleichung ents~eht: 

.P ( z ,  m) ---- sin ~ ( z  - -  % ) . . .  sin 7~(z - -  a t ) P  (z ,  m - - / ~ ) ,  

d. h. so, dass P(z,  m) an den Stellen a~, . . . ,  % versehwindet, w~hrend 
in P(z,  m - - I t  ) noch m - - i t  willkfirliche Cons~anten tibrig bleiben. 

Die Integrationswege, deren wir uns bedienen werden, sind aus drei, 
den Coordina~enaxen parallelen, dutch keinen Pol des In~egranden hin- 
durehgehenden, geraden Linien zusammengesetzt, and zwar soil unter ( - -  cxv) 
die gebrochene Linie 

- -  cx~ + ico I - -  eo + ioJ 1 - -  oJ + ioJ~ cxv + ie%, 

sowie unter ( +  o0) die gebrochene Linie 

+ oo + io~ - -  ro + io h - -  ~o + i% - -  + co + i~% 

verstanden werden. Ober die reellen GrSssen to, eo~, eo 2 soil weiterhin 
n~her verffigt werden. 

ku f  Grund der Funktionalgleiehung des Integranden und mit Be- 
nutzung eines aus der WJ~ml~sa'nAss'schen Arbeit fiber die analytischen 
Fakulthten leieht zu entnehmenden Satzes fiber das Verhultell des Produktes 

r ( z ) t ( ,  + ~) t(~ + ~) 
g(z)g(z +. J)'" "g(z +. k) 

bei wachsendem k ergiebt sieh zun~ehst Folgendes: 
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ISt m > n, so stellt unser Integral (I9) , fiber eine Linie ( - - o o )  er- 
streckt, in der ganzen x-Ebene eine monogene Funktion yon x dar, ffir 
welehe die Punkte x ----- o und x = oo die einzigen singul~ren Stellen sin& 
Dagegen hat es in diesem Falle keinen Sinn, das Integral  (I9) auf eine 
Linie ( +  c~) zu beziehen. 

Is t  m----n, so stellt unser Integral, fiber eine Linie (--o,~)ersh 'eckt ,  
ffir ] x ] < I  eine monogene Funktion yon x dur, ffir welche x ~ - o  im all- 
gemeinen eine singul~re Stelle ist. Ffir Ix] > I hat  es dagegen keinen 
Sinn. Erstreekt man es aber fiber eine Linie ( +  co), so stellt es fiir 
[x ] > I  eine monogene Funk~ion dar, hat  aber fiir Ix ] < I  keinen Sinn. 

Unter  Berficksichtigung des Umstandes, dass sieh der Integrand in 
jedem endlichen Bereiche der z-Ebene wie eine rationale Funktion verh~lt, 
kann der Satz des w 3 auf Grund des CAucHY'schen Theorems so aus- 
gesproehen werden : 

L~sst sieh der zur im~tgin~ren Axe parallele Theil des Integrations- 
weges (--cxv), resp. ( +  cxv), in der Richtung der reellen Axe um die 
Strecke .Eins verschieben, ohne dabei irgend einen Pol des Integranden zu 
passiren, so geniigt r der Differentialgleiehung (i 3). 

Liegt kein Pol innerhalb des yore Integrationswege eingesehlossenen 
Gebietes, so ist ~/~ identiseh gleieh der :Null. 

Jeder 1)ol des Integranden ist als Glied in irgend einer der m + n 
arithmetischen Reihen 

(20) p ~ , , p ~ , - - I ,  . . . , p f , - - v ,  . . .  p----- I ,  2 , . . . , m ,  

( 2 I )  a~.-[" I , O'v-]- 2 ,  . . . ,  0"~--~- i , . . .  ~ =  I ,  2 , . . . , n ,  

enthalten, und zwar ist der betreffende Pol, bei unbestimmten Werthen 
der Constanten C, ein p-facher, falls er p Reihen gemeinschaftlich ist. 

w  
Ein bemerkenswerter Fall, auf welchen wir alle fibrigen im folgenden 

Paragraphen zuriickffihren werden, tr i t t  nun dann ein, wenn eine reelle 
GrSsse w so angenommen werden kann, dass die GrSssen p and a die 
Bedingungen erffillen 

( 2 2 )  61-{ (/%) < tO < (.0 "l t- I < r -[- I ) ,  #=I,2 . . . . . . .  
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unter N(p) den reellen Theil yon p Verstanden. Der zur imaginiiren Axe 
parallele Theil der beiden Wege ( - - o  o) und ( +  co) kann in diesem Falle 
in der Riehtung der reellen Axe um die Strecke Eins versehoben werden, 
ohne dabei irgend einen Pol zu passiren. Also genfigt r der Gleiehung (~ 3). 

Wdhl~ man gberdies w~ und eo 2 so, dass der Weg (--cxv) die sdmmt- 
lichen Stellen (2o), der Weg (+  cxv) dagegen die sgimmtlichen Slellen (2i) 
einschliesst, so h~sst sich zeigen, dass der Ausdruck q~ in seinem jedesmal(qen 
Gi~It~qkeitsbereiche das allgemeine Integral der Differentialgleichu~g (i3) 
darstellt. 

Es genfigt, den Beweis fiir d e n  ]Pall zu ffihren, wo das Integral fiber 
eine Linie (--cxo) der soeben angegebenen Beschaffenheit erstreckt ist. 

In fiblicher Weise stellen wir uns vor, dass die Wurzeln --Px, "" ,  - -P , ,  
der zur singnlSren Stelle x = o gehSrigen determinirenden Gleichung 
f ( ~ p ) - =  o derar~ in Gruppen gesondert sind, dass die Wurzeln einer und 
derselben Gruppe sich hSchstens urn ganze Zah]en yon einander unter- 
seheiden, w~hrend die Differenz irgend zweier, zn verschiedenen Gruppen 
gehSrigen Wurzeln keine ganze Zahl ist. Die s~immtliehen Wurzeln irgend 
einer solehen Gruppe mSgen dureh ~ p ~  >~--p~>_~. . .~>~pk bezeichne~ 
werden, wobei das Zeiehen > sieh auf die reellen Theile der betreffenden 
Gr6ssen bezieht. 

Verffigen wir fiber die willkfirliehen Constanten yon P(z,  m) so, dass 
P sieh in 

P(z,  m) = sin 7r(z --Pk+~).-. sin 7r(z - -pm)P(z ,  k) 

verwandelL so kann der Integrand nieht mehr an den zu denjenigen Reihen 
(2o) gehSrenden Stellen unendlieh werden, deren erste Glieder pk+~, . . . ,  pro, 
mi~ entgegengesetztem Zeiehen genommen, zu den i!brigen Wurzelgruppen 
gehSren. Dadureh geht das Integral (I9) in das fo]gende fiber" 

2i~ ~ (_~ 6( z) sin n ' ( z -  pk+~) " " " sin z r ( z -  pm) P(z ' k)x-~ dz' 

wo P noch k willkfirliehe Constanten C enth~lt. Wir behaupten nun, 
dass dieses lnte.qral das allgemeinste ~ur Wurzelgruppe ( - - p ~ , . . . , - - p , )  
geho'rende Integral der Differentialgleichung (I3) darstellt. 
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Die Richtigkeit hiervon orgiebt sich, wenn man dieses Integral mit 
titilfe des CAuCltY'schen Satzes in eine Reihe verwandelt. Die s~mmt- 
lichen Pole des Integrandon sind nach dem Obigen a]s Glieder in den k 
yon dem Integrationswege ( - -co)  oingeschlossenen aritmetischen Reihen 

(~4) p , , p , - - I , . . . , p , - - u ,  . . .  /~=  i ,  2 , . . . , k  

enthalten, welche boziehungsweise die Reihen der Pole der in G(z) vor- 
kommenden Faktoren F(z--p~) ,  . . . ,  f '(z mp~) bflden. Die Ordnung irgend 
einer dieser Stellen als Pol des Integranden ist also bei unbestimmton C 
genau gleich der Anzahl derjenigen Faktoren F ( z - - p ~ ) , . . . ,  F ( z - - p k ) ,  die 
an der betroffenden Stelle unendlich werden, d. h. gleich der Anzahl der- 
jenigen Reihen (24) , fi]r welche die betreffende Stelle ein gemeinsames 
Gliod ist. Weil die GrSsson p~ <~P2 < . - .  <~Pk sich hSehstens um ganze 
Zahlen yon einander unterscheiden, so ist unter den Reihon (24)die Reihe 

(25) P l ,  P l - -  I , . . . ,  p ~ , ,  . . .  

dadurch bemerkenswerth, dass ihre SSmmtlichen Gliedor in jeder der iibrigen 
Reihcn enthalten sind. An allen diesen Stellen (25) wird somit der In- 
tegrand bei unbcstimmten C gen~Yu yon der kt~ n Ordnung unendlich gross, 
an den fibrigen Stellen (24) abor yon niedrigerer odor h6chstens yon dor 
k ten Ordnung. 

Auf Grund des CAUCHr'schen Satzes ist nun das Integral (23)gleich 
einer Iteihe, deren Glieder die zu don Stellen (24) geh5rigen Residuen 
sind. Aus den Gleiehungen 

[ z--p,  +~  (z--,o, + ~) ~ ] 
x- '  = x -p'+~ I 1_ t logx + 1_ 2 log ~ x + . . .  , 

6(z) sin re(z-- p~+,).., sin rc(z - -  p,~)P(z, k) 

- ( ~ - - e ,  + ~)~ + "'" + ~ - - e ,  + ~ + ~ ( z - - p ,  + ~) ,  

wo ~ oino gew6hnlieho Potenzroihe bedoutot, findot man, dass das zur 
Stello z = p l -  v goh6rige Residuum die Form 

x -p'+~ [K~ ~' - -  ~(/' log x + "'" + ( - -  I)'-~ , l ~  Kr (log x) '-~] 
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hat und bei unbestimmten C den Log~rithmus tha~s~cblieh in der (k--- I ) t~  
Potenz enth~lt. Die zu den fibrigen, nicht allen Reihen (24) gemeinsamen~ 
t)olen gehbrigen Residuen, welche wir mit S, bezeiehnen wollen, enthalten 
dagegen h6chstens die ( k - - 2 )  ~ Potenz yon logx. Fiir (]as Integral (23) 
ergiebt sich also die Reihenentwieklung 

(26) Z ,  S~ + x -e' ~=0 g~)--==_ - ~ ' ' "  "{- ( -  ] ] : - - I  (logx)~--' x~' 

welehe bei unbestimraten C die ( k -  I)t~ Potenz yon log x wirklich enthElt. 
Die Richtigkeit unserer Behauptung, dass (23) das allgemeinste zur 

Wurzelgrupp e ( - - P l ,  - ' . ,  --pk) gehbrige Integral der Differentialgleichung 
(13) darstellt, wird erwiesen, wenn wit zeigen, dass man dutch geeignete 
Verfi]gung fiber die unbestimmten Constanten yon P(z, k) bewirken kann, 
dass diese Entwicklung (26) sieh successive in Reihen verwandelt, worin 
die hbchs~en wir]dieh enthaltenen Potenzen yon ]og x beziehungsweise die 
Exloonenten k - -  2 , k - -  I , . . . ,  0 besitzen. Denn zwischen solchen Reihen, 
deren Ansahl bier gleieh k ist, wenn die urspriingliche Reihe (26)mit-  
gereehnet wird, kann bekann~lich keine lineare Gleichung bestehen. Ver- 
ffigen wit in der That fiber diese Constanten so, class sich P(z, k) in 
sin~r(z--pl)P(z , k - - I )  verwandelt, so wird der Integrand bei unbestimmten 
Werthen tier noch in P ( z , k - - i )  vorkommenden k - - E  Constanten C 
an den Stellen (25) genau yon der ( k - - I )  *~ Ordnung unendlich gross. 
Hieraus folgt wie  oben, dass die Reihenentwicklung des Integrals nunmehr 
bloss die ( k - - 2 )  ~~ Potenz yon logx wirklich enth~lt. Fghrt man mit der 
Specialisirung der Constanten aus diese Weise fort, so geht (26)sehliesslich 
in eine Reihe der Form 

ao 

X - e ,  ~_. K(O x ~ 

mit yon ~Tull verschiedenen Coefficienten fiber; und hiermit ist die Richtig- 
keit der Behauptung erwiesen. 

Well das Integral (I9), fiber die frtiher erwEhnte Linie ( - - c o )  er- 
streekt, nach dem oben Dargelegten das allgemeinste, zu einer beliebigen 
Wurzelgruppe der determinirenden @leichung f ( - - p ) =  o gehbrende Inte- 
gral der Differentialgleichung (13) umfasst, so stellt dasselbe auch das all- 
gemeine Integral dieser Gleichung dar, und zwar in der ganzen x-Ebene 

Aeta math~matica. 25. Imprim~ le 26 juin 1901. ~ 0  
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oder nur in dem Gebiete I xl < I, je nachdem m > n oder --=-n is%. Er- 
streckt man es aber im letzteren Falle (m = n) fiber die friiher erwShnte 
Linie (+.oo), so repr{isentirt es offenbar aueh im Gebiete I l> ~ aa~ a,1- 
gemeine Integral derselben Gleiehung. 

w  

Es eriibrigt noch zu zeigen, dass die Integration einer hype~geome- 
trischen Differentialgleiehung, deren Constanten p,  ~ die Bedingungen (22) 
nicht erfiillen, auf den im vorigen Paragraphen erSrterten Fall zurfiek- 
gefiihrt werden kann. 

Multiplicirt man den Ausdruek 8(z) mit z -  Pl, so nimm% der Para- 
meter p, infolge ( z - - , o l )F ( z - -p l )=~(Z- -px  + I) um Eins ab. Durch 
wiederholte Anwendung dieser Operation folgt offenbar, dass 6(z), naeh 
M_ultiplikation mit einer passenden ganzen Funktion D(z), in einen Aus- 
druck al(z ) ----D(u)a(z) derselben Form fibergeh%, deren Constanten abet 
die Bedingungen (22) erfiillen. Eine entsprechende Transformation kann 

mit der. Differentialgleiehung f ( - - x d ~ ) y  g(__ d ---- x-h---~/xy, d. h. mit 

d ~r~) ~y 

vorgenommen werden. Ffigt man n{imlich auf beiden Seiten den sym- 

bolisehen Fak%or x ~  + Pl - -  I hinzu and se%zt Xd-~z + pl y --=- u, so 

ergiebt sieh fiir u eine Differentialglelchung, welche sich yon de1, obigen 
bloss dadurch unterscheidet, dass p l - ,  I start/91 geschrieben wird. ttieraus 
folgt, dass der Differentialausdruek 

unter D(z) die oben erw~hnte ganze Funktion verstanden, ebenfalls einer 
hypergeometrischen Differentialgleiehung m t~ Ordnung 

Genfige leistet, deren Constanten abet die Bedingungen (22)erfiillen. Die 
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Constanten p d e r  Gleichung yon y unterscheiden sich nur um ganze Zahlen 
yon den entsprechenden Constanten der Gleichung yon u, wghrend die 
in beiden Gleichungen dieselben sin& Man hat zugleich 

o (z + = f'(")o" " 

Das allgemeine Integral der letzteren Differentialgleichung ist mlthin nach 
dem vorigen Paragraphen: 

Y" "~- 2-~i ( 

wo sich die Integration je nach den Umst/inden auf eine Linie ( +  cxv) 
oder (--cxv) der friiher angegebenen Art bezieht. Das allgemeine Integral 
yon (27) ist in der allgemeinsten L6sung yon (28) enthalten, und diese 
L6sung lhsst sich, well wit fiir u den Ausdruck (29)besitzen, ebenfalls in 
gescMossener Form darstellen. Durch wiederholte Anwendung der Identit~t 

p-l/  d \ d p x pjx ,  x)  

und jedesmalige unbestimmte Integration folgt schliesslich aus (28) and (29): 

(3o)  Y = 2a'---i , . I n ( z )  
(+~) 

, m)x-" dz + B (x, log x) 

= ~- f 6(z)P(z, m)x-~clz-I-. S(x logx), 
27ri 

wo R eine gewisse ganze Funktion yon log x bedeutet, deren Coefficienten 
Potenzen voh x in endlicher Anzahl enthalten. 

In diesem Ausdrucke ist nach dem Obigen auch das allgemeine Inte- 
gral yon (27) enthalten. Es eriibrigt noch die Frage zu beantworten, 
welche Bedingungen die v.nbestimmten Oonstanten yon R erfiillen miissen, 
damit (3 o) dieses Integral darstellen soil. Wit  beschriinken uns auf die 
folgenden Andeutungen. Versteht man unter r das auf der re&ten Seite 
yon (3o) vorkommende Integral, w~thrend r das aus ~ durch Verschiebung 
des Integrationsweges um die Strecke Eins in der positiven Richtung der 
reellen Axe entstandene Integral bedeutet, so ist ~i = r -4-S, wo S die 
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Summe der Residuen bezeiehnet, welche zu den zwischen den Integrations- 
wegen liegenden Poten des Integrunden gehSren. Andererseits lgsst sich 

zo  oo, \ gz/ \ ~ /  

Eine nothwendige und hinreichende Bedingung dafi~r, dass y die Diffe- 

rentialgleichung f (  x d ) y  g ( - -  d = x ~ / x y  befriedigt, ist also die, dass 

zwischen den Constanten der beiden Ausdriicke R und S solche Beziehungen 
bestehen, dass 

w  

Die zur reellen Axe parallelen Theile des Integrationsweges ( - -oo) ,  
resp. (~-co), kSnnen, ohne dass dus Integral (E9) seinen Sinn verliert, in 
zahlreichen FMlen - -  d. h. wenn die willkiirlichen Cons~anten yon P(z,  m) 
passend beschr~nkt werden - -  um die Eckpunkte der gebrochenen Linie 
so gedreht werden, dass dieselbe in eine unbegrenzte, auf der reellen Axe 
senkrecht stehende, gerude Linie iibergeht. Die so erhultenen Integrale be- 
sitzen gewisse bemerkenswerthe Eigenschaften, welehe bier nieht unerw~hnt 
gelassen werden diirfen. Dieselben gehSren einer sehr allgemeinen Klasse 
yon bestimmten Integralen an, ftir welche eine charakteristisehe Beziehnng 
hergeleitet werden kann, welche auf dem Gebiete complexer Funktionen 
genau der FOURIEIr Integralformel ant reellem Gebiete entspricht. 

Es existir~ eine erhebliehe 1Vs monogener Funktionen yon fol- 
gender Besehaffenheit. In der Ebene der complexen Verdnderlichen z---u 4-iv 
kann ein zur imagindren Axe 2aralleler Streifen (a < u < fl) so angenommen 
werden, class sieh die betreffende Funktion iF(z) in der Umgebung ]eder end- 
lichen Stelle im Innern und auf der Begrenzung des Streifens regul(ir verhdlt 
und f~r unendlich grosse, demselben Streifen angeMrende Werthe auf die Form 

I.F( )I = v) 
derart gebracht werden kann, dass ~ eine positive Constante, w~hre~d f eMe 
2oositive Verdnderliche bezeichnet, welche bei wachsendem I v I endlich bleibt 
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oder wenigstens nach Multiplikation mit e -~i~t diese Eigenschaft bekommt, 
wie kleb~ auch die positive Zahl s angenommen werden mag. 

Um gleich einige allgemeine Beispiele anzuffihren, erinnern wir an 
die Formel 

wo s eine gegen die :Null gleiehmgssig abnehmende GrSsse bezeiehnet, 
falls Iv] ohne Ende w~chst, wghrend u zwisehen beliebigen aber endlichen 
Grenzen bleibt. Mit Benutzung dieser Formel folgt leicht 

-(','+,'>~ I"1 f(u, 
(33) la(,)l 
wo [ die obige Bedeutung hat. Beachte~ man die Formel 

I sin ~r (z - -  a) l = e ~'~ f(u, v), 

so finder man, dass auch der Ausdruck 6(z)P(z, k), falls k die Bedingung 

k ~  I < m + n  erff i l l t ,  zu den oben charakterisirten Funktionen /~(z) ge- 
2 

h(Jr~5, d e . .  f[lr diesen Ausdr l l ek  is~5"t~ = (m 2 dr f~ /~ + I  )Tg. Die  Brei~e 

some die Lage des Parallelstreifens, anf den z besehriink~ werden muss, 
damit f die angegebene Eigensehafg besitze, kann bei diesen Beispielen 
ganz beliebig sein. Aber aueh wenn die Forderung hinzu~ri~, dass sieh 
die betreffende Funk~ion in dem fragliehen Streifen iiberall im Endliehen 
regulgr verhalten so!l, so bleib~ bei den angeffihrten Beispielen noeh die 
gr6ssge Willkfirliehkeig hinsieh~lieh der J~age iibrig, wofern die Brei~e jedes- 
real passend besehr~ink~ wird. 

Betraeh~et man nun das folgende, fiber eine Funktion der oben an- 
gegebenen Besehaffenhei~ erstreekte Integral 

a + i ~  
I 

(34) r ; = f 

dessert Integrationsweg eine unbegrenzte in dem Streifen ( a < u < f l ) g e -  

�9 1 Siehe hinsichtlich dieser Formel meine Arbeit Zur Theorie der linearen Diffe- 
renzengleiehungen ersler Ordnung. A c t a  math .  Bd. t 5. 
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legene gerade Linie isL so zeigt sieh, dass dasselbe in dem dureh die Un- 
gleichheiten. 

(35) ~ , 9  +' 26 < O < + ~ - -  2z 

definirten Bereiehe yon x = [a~le i~ gleiehm~ssig eonvergirt, wenn kleine Um- 
gebungen der Stellen x - ~  o and x ~ cxo eventuell ausgesehlossen werden. 
Setzt man n~mlieh z - ~  a + iv,  so folgt 

~1 F(~)~-'I < I.~ I-~ -~"~ f(. ,  ~), 

wo f zugleieh yon x unabh~ngig ist. In  der Reihe 

v= + m  a+$(v+l )  

(36) ,=-=~ ~2~ri ~ F ( z ) x - ' d z  = # ( x  ;a)  

i 

sind also die absohten Betriige der einzelnen Gtieder beziehungsweise nieht 
gr6sser als die entspreehenden Glieder der Reihe 

v = + ~ ,  v + l  +oo 

X I ~ l - ~  e-"""r(~,") d~ I~l -~ f e-"~ a, v)dv, 

welehe vermSge der oben angegebenen Eigenschaften yon f einen endlichen 
und, ubgesehen yon dem Faktor Ix[ -~ yon x unabhingigen Werthe hat. 
Das Integral  (34) ist also in dem Bereiche (35) gleichm~issig convergent 
und stellt - -  da die einzelnen Glieder yon (36)monogene Funktionen yon 
x sind - -  auch selbst eine analytische, daselbst iiberall (die Punkte x = o 
und x --~ c~ eventuell ausgesehlossen) regular sieh verhaltende Funktion dar. 

Mit Hiilfe des Civc~IY'schen Satzes finder man, dass das Integral (34) 
fiir alle die Bedingung a < a < fl erfiillenden Werthe yon a eine und die- 
selbe analytische Funktion von x darstellt. , 

Aus dem Obigen ergiebt sieh zugleieh die fundamentale Ungleiehheit  

(37) Ir  ~)1 < c(., ~)I~1 -a, 

wo C eine nur yon a und e abh~ngige Constante bedeutet. Da aber r 
in dem soeben angegebenen Sinne yon a unabh~ngig ist, so kann C aueh 
als eine bloss yon s abhiingige Gr6sse aufgefasst werden. 
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Setzt man hier das eine Mal a =  a, das andere Mal a = f l ,  so er- 
geben sich die beiden Formeln 

lim x ~ (P(x ; a) ---= o ,  l i m  x ~ r  ; a) = o ,  
l v = O  X ~ a o  

wo Ic eine beliebige die Bedingung a < k < fl erfiillende Constante bedeutet; 
und umgekehr~ kann auch eine Ungleiehheit (37) aus diesen Gleiehungen 
gefolgert werden. 

Hieraus folgt welter, dass das Integral 

o~ 

f o ( ~  ; ~)~-'d~ 
0 

einen bestimmten Sinn besitzt, wenn z = u + iv einen innerhalb des 
Streifens (a < u < fl) gelegenen Werth besitzt. W i t  behaupten nun, class 

dieses Integral .qleich der urspriinglichen Funkt ion F ( z )  ist. Dies ergiebt 
sich sehr einfach folgendermassen: 

f o ( ~  ; ~).~-'d. = f ~ ( ~  ; ~)**-'do~ + f ~ ( ~  ; ~) . ' - 'd .  
0 0 1 

1 oo 

0 l 

I 

de ~ g r  z d e +  y-~ r z 2 7 r i  ' 

wo das letzte Integral fiber die Begrenzung des Parallelstreifens erstreckt, 
und somit naeh dem CAvcnY'sehen Satze gleieh /;'(z) ist. 

Jede Funktion F(z) der vorausgesetzten Art liisst sich also gemiiss 
der Formel 

o0 

oi 

in der Form eines bestimmten Integrals darstellen, wo z = u + iv die Be- 
dingung erffillt a < u </9.  

Diese Ergebnisse lassen sieh folgeaderweise umkehren: 
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E s  sei ~ ( x )  eine beliebige in dem Bereiche 

i~berall (mit Ausnahme yon x ~  o und x = oo) 
Funkt ion ,  welche fiir solche Werthe  x = [x le  d ie  

(39) Io( )l < ol l -~ 

regular sich verhaltende 

Ungleichheit 

befriedigt, wo a eine w/llkOdiche, die Bedingung ~ < a < fl erfiillende Zahl 

bedeutet, unter  a ,  fl (a < fl) gegebene Grdssen verstanden, wgihrend C eine 

nicht nur  yon x sondern auch yon a unabh6ingige Grdsse ist. 

a+fl iw 
Weil  der Ansdruck 4)(er ~ , w = u + iv ,  in dem Parallelstreifen 

- - ~  < u < + ~9 sich iiberall im Endlichen regulSr verhglt und dem ab- 
fl--a 

- - - H  
soluten Betrage nach kleiner als Ce ~ ist, so stellt auf Orund des 
seh'on Dargelegten das Integral  

a + i r  a + f l  . 
I I 

f 
I 

(P (e '~) e ~ t -'~ dw -= 
27r 

�9 a-- iQo 0 

- -  8 < a < + O, e i~ --~ ~, t ~- e V V  -")~, 

eine in .  dem Gebiefe f i - -  a < 0 < -~ fl - -  a von t --- [ t ] d  ~ d. h. in dem 
2 2 

Streifen a < u < fl der Ebene der VerSnderlichen z = u + iv,  regular sich 

verhaltende Funktion dar, welehe die Ungleichheit  I F( )I < g i r l  -~  far  

- -  ~ < a < + O, und somit aueh IF(z)[ < Ke - o M  ediillt. Mittelst dieser 
Formel kann also jede Funktion r der fraglichen Beschaffenheit in eine 
Funkt ion F(z )  der am Anfang dieses Paragraphen angegebeneh Art  trans- 
formirt werden. Multiplicirt man das Integral  der linken Seite mit  t~-ldt 

nnd integr i r t  yon t = o bis t ~ 0,% so muss das l~esultat naeh dem schon 

Dargelegten gleieh r162 ~ sein. Macht man in der so entstehenden 
Formel die obigen Substitntionen und setzt zugleich e~:~= x, so folgt 

' fF(z) -.ez f f = - -   <a<fl, (40) 0 ( x ) =  ~=/ 2s~ 
a - - i ~  a - - i c o  0 

wo x = I x l d  ~ die Bedingung - - ~  < 0 < + # erfiillt. 
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Reehnen wir alle Funktionen, wdehe die Eigenschaften yon F ( z ) b e -  
sitzen zu einer ersten Funktionsklasse, wghrend eine zweite Klasse ans 
s~tmmtlichen Fanktionen gebildet wird, welche die Eigenschuften yon (P(x) 
besitzen, so entspreehen die Fank{ionen der beiden Klassen einander ein- 
deutig: jede Fnnktion F(z)  der ersten Klasse wird dutch die Formel (40) 
in eine Punktion der zweiten I~lasse transformh't, und umgekehrt wird auch 
jede Funktion r der zweiten Klasse durch die Formel (38) in eine 
Punktion der ersten Klasse transformir{. Die eine dieser Formeln ist 
eine nothwendige Folge der anderen. Das t~eciprocitatsgesetz, welches hier 
herrscht, tritt aus den Formeln selbst hervor. 

Man hat beispielsweise die bekannten Formeln 

wo sich 
bazieht. 

I'(z)  = f e-*x*-~dx, o < ~ < + ~ ,  
0 

F ( z ) F ( s - -  z) = F(s )  (I + o < z < s, 

0 

das Zeiehen < auf die reellen Theile der betreffenden GrSssen 
Somit gelten auch die reeiproken Formeln 

a+i~r 

f .  z <  ~r e-~ = 2,riI- I ' ( z )x-*dz ,  o < a < + c-xv, 2 8 < + ?, 

a4-{~ 

r ( . )  . = ! f (I + z)' 2a/~_~= v(z)  V(s - -  z) x-~dz, o < a < s ,  - - r e < O <  d--Tr, 

welche man auch mit ttfilfe des CAuc~'chen Satzes direkt verificiren kann. 
Die Ausdriicke e -z and (i + x)-' k6nnen als die einfaehsten hyper- 

geometrisehen Funktionen be~rachtet werden. ~ehmen wir in der Formel 

(40) F(z) s(~)~'(, k) an, k ~ < '~  + '~ = , - -  - -  so is~ ~(x) naeh den vorigen 
2 

Paragraphen - -  wenigstens bis auf einen dort mit R bezeichneten Aus- 
drnck - -  Integral einer hypergeomegrischen Differentialgleichung, welches 
k willkiirliche Constanten enth~tlt. Die reeiproke Formel (38) sagt nun 
aus, class das auf der rechten Seite stehende, fiber eine solche hypergeome- 
h-ische Funktion erstreckte Integral dutch die Gammafunktion ausgedrfickt 
werden kann. Man finder hieraus, class die _Menge der bestimmten Integrale, 

Aata matheznagqca, 25. Iml~rim6 le 27 juin 1901. 71 
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welche auf  die Gammafunktion zuri~ckfiihrbar sind, durch die obigen Ent-  

wicklungen ausserordentlich vermehrt worden ist. Diese Ergebnisse lassen 
sich fibrigens auch auf hypergeometrische Funktionen mehrerer VerSnder- 

lichen iibertragen. 

w  

Wir  mfissen auf eine eingehendere Untersuchung der LSsungen hy- 
pergeometrischer Differentialgleichungen yon den in den vorigen Paragra- 
phen entwickelten Gesichtspunkten aus bei dieser Gelegenheit verzichten. 
Ein paar interessante Punkte sollen jedoch hervorgehoben werden. 

I s t  in der Differentialgleichung (I2), resp. in dem Ausdrucke a(z), 
die Zahl m > n, so kann man fiber die willkfirliehen Constanten yon 

P ( z ,  k) so verffigen, dass sieh 6(z)P(z ,  k), k - -  I < m + n ~ ,  an den sgmmt- 

lichen Stellen (2 x) regulgr verbalS. Bedeutet nun F(z)  in (40) diesen 
Ausdruck sowie a eine die reellen Theile der GrSssen (20) fiber~reffende 
Zahl, so hat das lntegral r  e -~ die Eigenschafl gemein, dass es, 

mit einer beliebig hohen Potenz yon x multiplicirt, gegen die 2~ull convergirt, 

falls x innerhalb des Convergenzbereiches yon @ sich der Stelle x - - - -oo  
annghert. Die Richtigkeit  dieser Behauptung ergieb~ sich aus der funda- 
mentalen Ungleichheit  (37), wenn man a hinreichend gross annimmt, was 
in diesem Fal le  offenbar ges~a~et ist. t t ierzu gehSrt beispielsweise das 
folgende, zuerst yon l=[errn ~rNCHERLE 1 betrachtete Integral  

a+i~ 
i ~ l " ( z - -  p , ) . . .  I ' (z  - -  p~) _ ._  

- -  -~7-, - - - - - , -  x a z ,  m > n .  
2~ri f l  I'(z - -  a~) ,'~z - -  a,,) 

a--i*r 

Is t  fortw~hrend m > n, so ist bekanntlich x -~ ~ eine Stelle der 
Unbestimmtheit  fiir die Differentialgleiehung. Well  x = o die einzige im 
Endlichen gelegene singul;,ire Sf, elle is~, so kSnnen die Integrale derselben 

Siehe Sulle funzioni  ipergeomctriche generalli~ate. ~ end .  d. A c cad. d e i 

Lincei. 17ol. IV. fase. r2, [3. S. 792--799. I888. Herr PINCHERLE zeigt., dass 
das obige Integral einer hypergeometrischen Differentialgleichung geniigt. Hier kommt 
meines Wissens zum ersten Male in der Litteratur eine hypergeometrische Funktiou in 
der Form eines bestimmtea, fiber Gammafunktionen erstreekten Integrals vor. 
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durch best~ndig eonvergirende, naeh waehsenden Potenzen yon x fort- 
schreitende Reihen dargestell~ werden, wie dies iibrigens auch in w 4 
gezeig~ wurde. Die Reihenentwicklungen yon den in der Form (4 o) dar- 
stellbaren Integralen ergeben sich, indem man den Integrafionsweg unter 
Bertieksichtigung des CAucHY'sehen Sa~zes ohne Ende in der negativen 
Rieh~ung der reellen Axe verschiebt, wobei das Integral (4o) gegen d~ie 
Null convergirt. Verschiebt man ihn dagegen in posifiver Riehtung, so 
e~:qiebt sich eine nach abnehmenden Potenzen forlschreitende asymtot/sche Ent- 
wickluny yon 4), deren Restglied dutch das Integral selbst dargestellt wird. 

Setzt man Beispielsweise u~ter der Voraussetztmg p~ < P2 < a < a: 

a+i~ 

0~io0 

und nimmt der Einfaehheit halber an, dass p ~ -  p~ keine ganze Zahl ist, 
so hat man f~lr ~ einersei~s die best~ndig convergirende, yon Logarithmen 
freie Reihenentwieklung 

x-p ,  ~.o i ~_ ~ ~p~ - -  p~ - -  ~) z ' (~  + ~ - -  p~ + ~) 

v = O  I p 

~ 3 ~ und andererseits die im Bereiehe 3z:< 6 < + - y  giilfige asymtofisehe 

Dar@ellung 

k--I  

Das Restintegral besitzt nach w 6 die Eigenschaf~ lira x p r ; a + k) ~ o, 

falls k > 2 a angenommen wird, wobei ~o eine beliebig grosse positive 
3 zv Zahl sein kann. Der Convergenzbereieh yon r isf 3~ < 0 < + -  und 

2 2 

die Differenfialgleichung: 

d p . 2 ) ~ = ( x d  ~)x~. 
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Bei n~herer Erw~gung der in den beiden letzten Paragraphen an- 
gestellten Untersuchungen finder man, dass dieselben zugleich eine zur 
Herleitung yon zahlreichen asymtolischen Formeln brauchbare Me~hode 
enthalten, welche bei weitem nicht auf die Theorie der hypergeometrischen 
Funktionen allein beschr~nkt ist. Das Wesentliche dabei ist der Umstand, 
das die zu berechnende Funktion oder eventuell ihr Logarithmus als eine 
der zweiten Klasse angehSrende Funktion r betrachtet werden kann, 
fiir welche die entsprechende Funktion F(z) der ersten Klasse in einem 
zur imagin:~iren Axe parallelen Streifen yon hinreichender Ausdehnung in 
der positiven oder negativen Rich~ung der reellen Axe (je nachdem es 
sich um grosse oder kleine x handelt) den Charakter einer rationalen Ftmk- 
tion besitzt und iiberdies die Eigenschaft (3 i) nicht einbiisst. Die asymp- 
totische Formel fiir 4, resp. log 4, geht alsdann durch Verschiebung des 
Integrationsweges yon (4 o) hervor, wobei man nut die zu den passirten 
Polen geh6renden Residuen zu berechnen hat. 

In einer nachfolgenden Arbeit wollen wir fiir den Logarithmus ganzer 
Funktionen yon endlichem Geschlecht eine Formel darstellen, aus der man 
mittelst der angedenteten Methode eine grosse Menge asvmptotischer 
Formein fiir solche Funktionen erhalten kann. Die STIaLING'sche Formel 
ist die einfachste unter den tmz~hligen daraus sich ergebenden Ent- 
wicklungen. 

Helsingfors, April I899. 


