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UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEN LINEAREN -
DIFFERENTIAL- UND DIFFERENZENGLEICHUNGEN

VON

HJ. MELLIN

in HELSINGFORS.

In zwei im 22. Bande dieser Zeitschrift veréffentlichten Arbeiten ’
habe ich nachgewiesen, dass die von LarLace und EULER herrithrenden,
von Anderen weiter entwickelten Methoden zur Integration gewdhlicher
linearer Differentialgleichungen durch bestimmte Integrale nicht nur auf
Systeme solcher Gleichungen sondern auch auf partielle lineare Differential-
gleichungen beliebiger Ordnung iibertragen werden konnen, wobei keine
andere Voraussetzung hinsichtlich der Coefficienten néthig war als die,
dass sie rationale Funktionen sind. Als Fundament der ganzen Unter-
suchung diente die auf partielle lineare Differentialausdriicke ausgedehnte
LagraNgE’sche Beziehung zwischen adjungirten Differentialausdriicken,
welche sich als die allgemeine Quelle der betreffenden Methoden erwies.
Die Benutzung dieser Beziehung hat vor der Methode der partiellen In-
tegration, obwohl beide von einander nicht wesentlich verschieden, jedoch
und vor allem den Vortheil, dass die Darstellung des Gegenstandes unter
Zuhiilfenahme der genannten Beziehung erheblich an Ubersichtlichkeit ge-
winnt.

Y Uber die Integration particller linearer Differentialgleichungen durch vielfache Inte-
grale, April 1896. Uber die Integration simultaner linearer Differentialgleichungen durch
bestimmie Integrale. Mai 18g6. ‘

Acta mathomatica. 25. Tmprimé le 26 juin 1901,
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In dem vorliegenden Aufsatze beabsichtige ich, einen in den ge-
nannten Arbeiten von demselben Gesichtspunkte aus ebenfalls beriihrten
Gegenstand, den Zusammenhang zwischen den linearen Differential- und
Differenzengleichungen, zu vervollstindigen.

Bevor ich hierzu iibergehe, benutze ich diese Gelegenheit, um hervor-
zuheben, dass die Larracg’sche Methode schon frither von Herrn Picarp
auf gewisse partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung angewandt
worden ist. In seiner Arbeit Swr wune- classe d'équations aux dérivées pai-
tielles du second ordre, auf die ich vom Herausgeber der Acta mathe-
matica kirzlich aufmerksam gemacht worden bin, weist nimlich Herr
Picarp nach, dass diese Methode auf Gleichungen der Torm

A%+2B%+O%+D%§+E%+F¢=o,
deren Coefficienten Polynome vom ersten Grade sind, iibertragen werden
kann. Indem er

¢ = fe’”“‘””gb(u , v)ditdv

setzt, findet er fiir ¢¢ die Differentialgleichung

% 4 —
P e + ng‘ + B¢ = o,
deren Coefficienten Polynome vom zweiten Grade sind. Eine besondere
Erorterung wird sodann speciellen Gleichungen der obigen Form, in erster

Linie der Gleichung von EuLer und Porsson, gewidmet.

§ 1.

Wir wollen zundchst ganz allgemein nachweisen, dass jede homogene
partielle lineare Differentialgleichung wmit rationalen Coefficienten durch eine
geeignete Integralsubstitution in eine homogene partielle lineare Differenzen-
gleichung mit einerlei Coefficienten formell transformirt werden kavn, und dass
auch das Umgekehrte moglich ist.

! Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. T. 5, 189I.
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Fiir gewohnliche lineare Differential- und Differenzengleichungen hat
bekanntlich LarrAce® das erstere und Herr PINcHERLE ? das letztere gezeigt.

Die Anzahl der unabhingigen Verinderlichen wollen wir der kiirze
halber gleich zwei annehmen.

Will man den zwischen den genannten Gleichungen bestehenden Zu-
sammenhang in formaler Hinsicht deutlich iiberblicken, so ist die folgende,
a. a. O. ebenfalls benutzte, symbolische Form zu beriicksichtigen, auf die
jede partielle lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten ge-
bracht werden kann:

mb,n . 'a 3
(1) ﬂ;ox#y @,,(ma,y@)sp:o.

Hier bezeichnen die f(u,v) ganze rationale Funktionen von u, v, so
dass also '

r} 2 2\? o \* rl ] 2 ?
f<x5é,y@)¢=mzk(}'u<x5‘—z> (y;y) ¢=mzkoh,,xa—x..x%y@...y@gp.
Bekanntlich ist '

] 2
(2) fogv5)ay =2y flu, v),

9 8 U o0 U 5,0 a 9
(3) f(wa—m,ya-l/)wy¢=wyf(w3—w+u,ya—y+v>¢,

weil diese Formeln fiir die einzelnen Glieder von f gelten.

Die Transformation einer partiellen Differentialgleichung in die ent-
sprechende Differenzengleichung gestaltet sich nun sehr iibersichtlich, wenn
man sich der verallgemeinerten LiAGRANGE'schen Beziehung ® in der folgen-
den Form bedient:

= 5 9 = \ )
v . = — —_— - J— . Y4
(Dwzzoxﬂy f;t"(xax’yay>¢ gpﬂ;f;of( T yay)x Yo

Y Théorie analytique des probabilités.

* Sopra una trasformaxione delle equaxione differenziali’ lineari in equaxioni alle
differenze, e wiceversa. Nota letta al Istitute Lombardo nell’ adunanza del
17 giugno 1886. ‘ '

* Siehe meine oben citirte Arbeit iiber partielle Differentialgleichungen.
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wo P und @ in ¢, @ bilineare Differentialausdriicke bezeichnen. Man
setze ¢ = 2"y’ und & gleich einer Losung der Gleichung

™ ? ) o
I

Benutzt man zugleich die Formel (2), multiplicirt mit #7'y~" und integrirt
in der x-Ebene lings einer Linie («), in der y-Ebene lings einer Linie
(y), so ergiebt sich zunichst:

m,n

’ f,(u,v Oz, )z y e dy
Y f,0) [ [ 0@, 9)

#y=0 @) (@)
— —19 —19
= ff(y awP-l—a; ayQ)dwdy.
‘ @ ®
Hieraus folgt sodann der schon a. a. O. erhaltene Satz:

Bedeutet @ eine Losung der Differentialgleichung (4) und sind die In-
tegrationswege () und (y) so gewdhlt, dass die Bedingung

f/(y“a%P + x_‘:—y Q)dxdy =o0

@ @
identisch erfiullt ist, so besitzen wir in
(5) Fu,v)= [ [0, g7y dedy
@) @)
eine Lisung der Differenzengleichung

(6) % £, 0)F(u + p, v +) = o.

poY=

Nunmehr wbllen wir zeigen, dass auch umgekehrt die Differenzen-
gleichung (6) durch die Formel

(7) - Oz, = <;t;i>’ffF(u,v)w*“y—”dudv

) (v)

in die Differentialgleichung (4) transformirt werden kann.
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Der Nachweis griindet sich auf die Voraussetzung, dass die Integra-
tionswege (%) und (v) ihrer ganzen Lénge nach in der positiven oder ne-
gativen Richtung der reellen Axe um gewisse Strecken verschoben werden
konnen, ohne dass sich der Werth des Integrals dabei dndert. Bleibt der
Werth von (7) bei Verschiebung der Integrationswege um die resp. Strecken
p und v ungedndert, so ist

o'y Oz, y) =<—2_I;i)2({(;)[1?(u +p, 0+ vy dudy.

Durch Differentiation folgt

2\* 2\# v . L 2 Bk — ) —
(e2) (3 o= G f oo o,

woraus sich die noch allgemeinere Formel sofort ergiebt:

] ? Y I\? )
f(———xﬁ, —v—ya—@—,)W‘y @ = (EEJ (;[(‘J’f(u, VF(w+p, v+ v)e ™y dudy.
Tst nun F(u,v) eine Lisang der Differenzengleichung (6) so giebt
uns diese Formel unmittelbar den Satz:

Bedeutet F(u,v) eine Ldsung der Differenzengleichung (6), so besitzen
wir in (7) eine Liosung der Differentialgleichung (4), wofern der Integrations-
weg (w) wm die Strecken 1,2,...,m und der Integrationsweg (v) um die
Strecken 1,2,...,nm in der (einen oder amderen) Richtung der reellen Axe
verschoben werden kinnen, ohne dass sich der Werth des Integrals dabei
dindert.

Da jede homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coeffi-
cienten offenbar auf die Form (4) und jede homogene lineare Differenzen-
gleichung mit einerlei Coefficienten auf die Form (6) gebracht werden kann,
so findet man aus den obigen Sitzen, dass die Integration jeder solchen
Differentialgleichung stets auf die Integration einer entsprechenden Diffe-
‘renzengleichung, und vice versa, formell zuriickfiihrbar ist. Sobald die eine
dieser Gleichungen gegeben ist, kann auch die andere unmittelbar an-
gegeben werden.
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§ 2.

Es ergiebt sich zugleich ohne weiteres, dass die Ordnung der Diffe-
rentialgleichung gleich ist der Gradzahl der Differenzengleichung in Bezug
auf die unabhingigen Verdnderlichen; die Ordnung der einen Gleichung
bestimmt aber keineswegs die der anderen. Im Nachfolgenden beabsich-
tigen wir nun, gewisse Sysieme von partiellen Differentialgleichungen be-
liebiger Ordnung hervorzuheben, deren Integration mit Hilfe von Liésungen
simultaner Differenzengleichungen erster Ordnung geleistet werden kann.
Die ersteren Gleichungen kénnen passend hypergeometrische Differential-
gleichungen .genannt werden, wihrend die letzteren solche Differenzengleich-
ungen erster Ordnung sind, welche durch Gammafunktionen befriedigt
werden kénnen.

Setzt man

(8) Gu,v)=a"b"Pu, v)yI:EI’(p,u + ¢, +¢),

wo die p,q positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, wihrend P
eine Funktion mit den periodischen Eligenschaften P(w -+ 1, )= P(u, v),
P(w,v+ 1) = P(u,v) bezeichnet, so hat man einen ziemlich allgemeinen
Ausdruck, welcher einem Systeme von zwei simultanen Differenzengleich-
ungen erster Ordnung geniigt. Auf Grund der Funktionalgleichung von
I'(z) folgt in der That

- . fi(u, v) '
Gu+ 1,v) —-gl(u’v)G(u,v),

(9) ' f,(u, )
Glu, v+ 1) = 25D G, 0)

wo f,,9,,1,,9, gewisse ganze rationale Funktionen von u, bezeichnen.

Setzt man also

(10) Olw,y) = (—E—)Z ffG(u,v)x*“y—”dudv,

Ml & @

so befriedigt @ das folgende System
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? 2 . ? ?
(1) f(—of—vgy)0=a(—og —ug )0,
11
] 9 . . ? ?
f2<__w55, —y@>$~g9<*x5;;’ __..ya_&>y@’

vorausgesetzt, dass die Integrationswege (u) wnd (v) wm die Strecke Eins
in der Richtung der recllen Awxe wverschoben werden kinnen, ohne dass sich
der Werth des Integrals dabei dndert.

Die obigen Awusdriicke f, g sind ganze rationale Funktionen einer
besonderen Beschaffenheit, indem sie nimlich infolge ihrer Entstehung in
lauter Faktoren der Form pu 4 qv + ¢, unter p, ¢ ganze Zahlen verstanden,
zerlegt werden konnen. Ferner sind sie von einander nicht véllig unab-
héngig; denn aus den simultanen Gleichungen (9) folgt offenbar

fi(u, ) fils + 1,0) _ fu, v) iln, v+ 1)
9.(u,v)g(u + 1,v)  g(u,v)g(u,v+ 1)

Diese Gleichung driickt mithin eine allgemeine Bedingung aus, welche
nothwendig erfiillt sein muss, damit die Gleichungen des Systems (9) mit
einander vertriglich seien.

Versteht man allgemein unter einer hypergeometrischen Funktion zweier
Variabeln jede Funktion, welche einem Systeme von zwei partiellen Diffe-
rentialgleichungen der Form (11) geniigt, unter f(u,v), g(u, v) ganze ra-
tionale Funktionen verstanden, deren irreduktible Faktoren alle die lineare
Form pu -+ qv + ¢ haben, so gehoren zu solchen Funktionen, wie man sich
leicht iiberzengt, besonders auch diejenigen, welche Herr APPELL in seiner
Arbeit Sur les fonctions hypergéométriques de deux variables® untersucht hat.

- Zum Ausgangspunkte seiner Untersuchungen nimmt Herr ApPELL
vier Reihen F, ..., F, von denen beispielsweise die erste die Form hat

i
, (@, p+ B, XY
F1(a,ﬂ>;8:7)y)=z lﬁli(r’/"i“u) x"!/’

wo (A, k)=A@Q+1)...(A+%k—1) und die Indices g,y unabhingig von
einander alle positiven ganzzahligen Werthe von der Null an durchlaufen.
Diese Reihe befriedigt nach dem § 5 der genannten Arbeit das System

' Journal de mathématigues. S. L. T. 8.
Acta mathomation. 25. Imprimé le 26 juin 1901, 19
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<x—x>a,+y~> +lr— (et p+ Da)E—pyE —ags=o,

dwdy

(y——y) +90( ) +[T’—(a+ﬂ+ ]%j—ﬂ’x%*-aﬂ’z:o.

2xdY

Man verificirt nun leicht, dass dieses System mit dem folgenden identisch ist:

x:;( +y +r—~1>z=w(m—+ﬂ)< +g/:4m—|—a)z,

?

Vo (5 A+ 5 +r—1)e=y(v 5 +F) (25 +vg +a)e,

und auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass unsere Behauptung auch fiir die
iibrigen Reihen F richtig ist.

Diesen Differentialgleichungen entsprechen offenbar die folgenden
Differenzengleichungen

wlu +v—y+ 1)
(u+l ) (u__‘3+1>(u+v__a+l)'F(qu)J

. viu 4+ v—7r 4 1)
Flu,v+ I)—(v——,@’+ T T I>F(u,v).

Die allgemeinste Losung dieses Systems ist
Fu)r(f—uw). I'(v)Ir(g—ov). r'u+v—y-F 1) IN'a—u—2). Plu, v),
wo P eine willkiirliche Funktion mit den Eigenschaften
Plu+ 1,v) = Pu,v), Plu,v+ 1)= Pu, )

bedeutet. Setzt man fir G(x,») in (10) diesen Ausdruck ein, so stellt
also @ eine Losung des obigen Systems von Differentialgleichungen dar,
wofern zugleich die Integrationswege auf die im Satze angegebene Weise
verschiebbar sind.

Was endlich den niheren Zusammenhang zwischen den Lésungen der
beiden allgemeineren Systeme (9) und (11) betrifft, so kann eine ziemlich
zutreffende Andeutung davon gegeben werden, indem wir uns hier der
Kiirze halber auf die Darlegung des Zusammenhanges zwischen den Gamma-
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funktionen und den gewohnlichen hypergeometrischen Differentialgleichungen
beschriinken. Denn alles, was im Nachfolgenden von den letszteren nach-
gewiesen wird, ldsst sich fast unverindert auf die ersteren Gleichungen
(9) und (r1) ibertragen. Die folgenden Paragraphen enthalten zugleich die
Hauptergebnisse einer fritheren, viel ausfithrlicheren Arbeit des Verfassers
itber den betreffenden Gegenstand. ’

§ 3.

Unter einer gewGhnlichen hypergeometrischen Differentialgleichung ver-
stehen wir jede Gleichung der Form

d dan
(12)  (a, —b,2)y + (o, -—-blx)xd—z + ...+ (am—bmx)xmggg = 0.

Mit Benutzung der symbolischen Formeln

oz—1) (s 1)y, g(ag)ey =ag(og+ 1)y

erhilt sie die Gestalt

(13) f<~w%>y=g<——w(%>xy,

2Ty, d (
de* ~ T dx

f(—2)=a,+az+...+a2(z—1)...(6—m+ 1),
gl—2a)y=5b+bz—1)+...+b,(6—1)(2—2)...(¢—m).

Offenbar ist f(—2) =0 die zur singuldren Stelle x =0, und g(z—1)=0
die zur Stelle x = co gehorige determinirende Gleichung der Differential-
gleichung.

(14)

! Siehe Uber die fundameniale Wichtigheit des Satzes wom Cauchy fiir die Theorien
der Gamma- und der hypergeometrischen Functionen. (Acta Societatis Scientiarum
Fennicae. Tom. 21, 1895.) Der Zusammenbhang zwischen den Gammafunktionen und
den partiellen hypergeometrischen Differentialgleichungen ist in meiner Arbeit Zur
Theorie zweier allgemeinen Classen bestimmier Integrale (Acta Fenn. Tom. 22.) niher
erdrtert worden,
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Die Differenzengleichung, welche dieser Differentialgleichung entspricht,
ist nach § 1

y f(2)
(15) Fle+1)=5F ()
Wir konnen unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, dass «, = 1
und b, = —1, unter &, die letzte von den Grdssen b, 0,, ..., b, ver-
standen, welche von Null verschieden ist. Setzt man nun

f(z) = (— I)m (Z_pl)(z'——pa) < (Z—pm),

16
( ) g(.’%‘) = (__" I)n—l(z_ 0-1)(2"—_ 02) T (z__. 0n)7

und
(17)  6(2)=T(e—p,).. T(z‘-—pm) (140 —2)...T10 + 0,—2),

so besitzen wir in P(2)6(z), wo P eine willkiirliche Funktion mit der
Eigenschaft P(z 4+ 1) = (— 1) P(2), die allgemeinste Losung der Gleich-
ung (15). TFir unseren Zweck ist es aber keineswegs nothig, diese Funk-
tion P als eine voéllig unbestimmte periodische Funktion aufzufassen. Es
geniigt schon, wenn wir P in der Form

m

(18) P(z, m) =sin 7[(2_,01)’. ..sin z(z——cm)z G

- éﬁn’(z —¢)

annehmen, wo die C willkiirliche Constanten, wihrend die ¢ bestimmte
Grossen sind, unter denen keine zwei sich finden, deren Dlﬁerenz gleich
der Null oder einer ganzen Zahl.

Setat man
(19) O(x) = —fP (¢, m)6(2)x*dz,
o)
so genigt @ nach dem friher Dargelegten der 'obigen Differentialgleichung,
falls der Integrationsweg (z) in der positiven oder negativen Richtung der
reellen Axe wm die Sirecke Eins wverschoben werden kann, ohne dass sich
der Werth des Integrals dabei dndert.

Unser Hauptzweck ist nun der Nachweis, dass das allgemeine Inte-
gral der obigen Differentialgleichung — wenigstens bis auf eine additive,
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aus Potenzen und Logarithmen zusammengesetzte, endliche Summe — durch
diesen Awusdruck (19) bei geeigneter Wahl des Integrationsweges (z) dar-
gestellt werden kann, oder kiwzer, duss jede hypergeometrische Differential-
gleichung mit Hilfe der Gammafunktion wvollstindig integrivt werden kann.
Dieser Satz lautet eigenthiimlich, wenn man ihn mit dem anderen zu-
sammenstellt, dass dic Gammafunktion selbst bekanntlich keiner algebraischen
Differentialgleichung geniigen kann.

§ 4

Hinsichtlich der ganzen Funktion P(z, m) ist Folgendes zu beachten.
Bedeuten «,, ..., @, (#<m) beliebige Werthe, unter denen auch gleiche
Grossen sich finden kénnen, so ergiebt sich auf Grund einer, fiir den Fall
p =1 anzustellenden, einfachen Rechnung, dass man iiber die unbestimmten
Constanten C stets so verfiigen kann, dass die Gleichung entsteht:

Pz, m)=sinz(z—a,)...sin7w(z —a,) Pz, m— ),

d. h. so, dass P(z,m) an den Stellen «,, ..., a, verschwindet, wihrend
in P(z,m—p) noch m —p willkiirliche Constanten iibrig bleiben.

Die Integrationswege, deren wir uns bedienen werden, sind aus drei,
den Coordinatenaxen parallelen, durch keinen Pol des Integranden hin-
durchgehenden, geraden Linien zusammengesetzt, und zwar soll unter (— oo)

- die gebrochene Linie

— 0 + v, —— o + v, —— 0 + v, —— — 0 + iw,,
sowie unter (-4 co) die gebrochene Linie
4 0 +iw,

verstanden werden. Uber die reellen Grossen o, o, , o, soll weiterhin
néher verfiigt werden. :

Auf Grund der Funktionalgleichung des Integranden und mit Be-
nutzung eines aus der WEIERSTRASS'schen Arbeit iiber die analytischen
Fakultiten leicht zu entnehmenden Satzes iiber das Verhalten des Produktes

0+ 0, — o + i, —— + 0 + io,

OYCETNCEY)
9(2)gz £ 1) gz £ k)

bei wachsendem £ ergiebt sich zunichst Folgendes:
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Ist m >n, so stellt unser Integral (19), itber eine Linie (— co) er-
streckt, in der ganzen z-Ebene eine monogene Funktion von x dar, fir
welche die Punkte z =0 und # = co die einzigen singuliren Stellen sind.
Dagegen hat es in diesem Falle keinen Sinn, das Integral (19) auf eine
Linie (4 oo) zu bezichen.

Ist m =mn, so stellt unser Integral, iber eine Linie (— o) erstreckt,
fir |[#] <1 eine monogene Funktion von z dar, fir welche # = o im all-
gemeinen eine singulire Stelle ist. Fir |z|> 1 hat es dagegen keinen
Sinn. Erstreckt man es aber {iber eine Linie (-4 co), so stellt es fiir
|#]|> 1 eine monogene Funktion dar, hat aber fiir [#] < 1 keinen Sinn.

Unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass sich der Integrand in
jedem endlichen Bereiche der z-Ebene wie eine rationale Funktion verhilt,
kann der Satz des § 3 auf Grund des CAucuy’schen Theorems so aus-
gesprochen werden:

Lisst sich der zur imagindren Axe parallele Theil des Integrations-
weges (— o), resp. (4 co0), in der Richtung der reellen Axe um die
Strecke Iins verschieben, ohne dabei irgend einen Pol des Integranden zu
passiren, so geniigt @ der Differentialgleichung (13).

Liegt kein Pol innerhalb des vom Integrationswege eingeschlossenen
Grebietes, so ist @ identisch gleich der Null.

Jeder Pol des Integranden ist als Glied in irgend einer der m -+ n
arithmetischen Reihen

(20) Pus Pu—T, ooy Pu—V, ... pL=1,2,...,m,
(21) o,+1,0.4+2,...,0,+1,... p=1,2,...,n,

enthalten, und zwar ist der betreffende Pol, bei unbestimmten Werthen
der Constanten C, ein p-facher, falls er p Reihen gemeinschaftlich ist.

§ 5.

Ein bemerkenswerter Fall, auf welchen wir alle iibrigen im folgenden
Paragraphen zuriickfithren werden, tritt nun dann ein, wenn eine reelle
Grésse @ so angenommen werden kann, dass die Grossen o und o die
Bedingungen erfiillen

(22) Rlp)<o<ow+1<&(@e, + 1) »

o
(LA
F3

«
it
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unter &(p) den reellen Theil von p verstanden. Der zur imaginiren Axe
parallele Theil der beiden Wege (— co) und (4 oo) kann in diesem Falle
in der Richtung der reellen Axe um die Strecke Eins verschoben werden,
ohne dabei irgend einen Pol zu passiren. Also geniigt @ der Gleichung (13).

Wahit man dberdies w, und w, so, dass der Weg (— oco) die sdmmi-
lichen Stellen (20), der Weg (+4- co) dagegen die simmilichen Stellen (21)
einschliesst, so ldsst sich zeigen, dass der Ausdruck @ in seinem jedesmaligen
Giiltigheitsbereiche  das allgemeine Integral der Differentialgleichung (13)
darstellt.

Es geniigt, den Beweis fir den Fall zu fithren, wo das Integral iiber
eine Linie (— o) der socben angegebenen Beschaffenheit erstreckt ist.

In iiblicher Weise stellen wir uns vor, dass die Wurzeln —p,, ..., — p,,
der zur singuliren Stelle z = o gehorigen determinirenden Gleichung
f(—p) = o derart in Gruppen gesondert sind, dass die Wurzeln einer und
derselben Gruppe sich héchstens um ganze Zahlen von einander unter-
scheiden, wihrend die Differenz irgend zweier, zu verschiedenen Gruppen
gehorigen Wurzeln keine ganze Zahl ist. Die simmtlichen Wurzeln irgend
einer solchen Gruppe mégen durch —p, > -—p, > ... > —p, bezeichnet
werden, wobei das Zeichen > sich auf die reellen Theile der betreffenden
Grossen bezieht.

Verfiigen wir iiber die willkiirlichen Constanten von P(z,m) so, dass
P sich in

Pz, m)=sinz(#— p441)...sin7w(z—p,) P2, k)

verwandelt, so kann der Integrand mnicht mehr an den zu denjenigen Reihen
(20) gehorenden Stellen unendlich werden, deren erste Glieder o,,1, ..., Ou,
mit entgegengesetztem Zeichen genommen, zu den iibrigen Wurzelgruppen
gehéren. Dadurch geht das Integral (19) in das folgende iiber:

(23) 2—1&( f)G(z)sinrz'(z——pH,)...sinyr(z——-,om)P(z, k)z~*dz,

wo P moch % willkiirliche Constanten C enthiilt. Wir behaupten nun,
dass dieses Integral das allgemeinste zur Wurzelgruppe (—p,, ..., — pz)
gehirende Integral der Differentialgleichung (13) darstellt.
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Die Richtigkeit hiervon ergiebt sich, wenn man dieses Integral mit
Hilfe des Caucuy’schen Satzes in eine Reihe verwandelt. Die simmt-
lichen Pole des Integranden sind nach dem Obigen als Glieder in den %
von dem Integrationswege (— o) eingeschlossenen aritmetischen Reihen

(24) OPus Ou— T, ey Op—V, ... p=1,2, ...,k

enthalten, welche beziehungsweise die Reihen der Pole der in 6(z) vor-
kommenden Faktoren I'(z—p,), ..., I'(z— p,) bilden. Die Ordnung irgend
einer dieser Stellen als Pol des Integranden ist also Lei unbestimmten C
genau gleich der Anzahl derjenigen Faktoren I'(¢—p,), ..., I'(z—p,), die
an der betreffenden Stelle unendlich werden, d. h. gleich der Anzahl der-
jenigen Reihen (24), fir welche die betreffende Stelle ein gemeinsames
Glied ist. Weil die Grossen p, <p, <...<p, sich hochstens um ganze
Zablen von einander unterscheiden, so ist unter den Reihen (24) die Reihe

(25) Ors Py— 1, i, 0 —V, ...

dadurch bemerkenswerth, dass ihre siimmtlichen Glieder in jeder der iibrigen
Reihen enthalten sind. An allen diesen Stellen (25) wird somit der In-
tegrand bei unbestimmten C gen®u von der %** Ordnung unendlich gross,
an den tbrigen Stellen (24) aber von niedrigerer oder hochstens von der
£** Ordnung.

Auf Grund des Cavchy’schen Satzes ist nun das Integral (23) gleich
einer Reihe, deren Glieder die zu den Stellen (24) gehérigen Residuen
sind. Aus den Gleichungen

x—z_—.:x-l’l‘l'l‘[l___f_:"(_)—;_-l__ilogx_l_(z Iz+ ) log x+ ]

6(2)sinz(z— pyy) .. .sinxw(z —p,) Pz, k)

K(V) K gv)

+V)"+ r —p, tv

=~—(z—‘,01 +§‘B(z_p1 + I)’

wo P eine gewdhnliche Potenzreibe bedeutet, findet man, dass das zur
Stelle z = p, — v gehorige Residuum die Form

o)

x—oty [K“’) I Ky loge + ...+ (— 1) )]K (log x)k_lJ
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hat und bei unbestimmten C den Logarithmus thatsichlich in der (k — 1)*>
Potenz enthiélt. Die zu den iibrigen, nicht allen Reihen (24) gemeinsamen,
Polen gehorigen Residuen, welche wir mit S, bezeichnen wollen, enthalten
dagegen héchstens die (k¥— 2)* Potenz von logz. Fir das Integral (23)
ergiebt sich also die Reihenentwicklung

o

®)

K(;) E—1 Kk —1],v
(26) ZSV—{—QU*FIZ‘VK(IV)—_TIng—I—_I—(— I) T]E——:?(].ng) ]x,

y=0

welche bei unbestimmten C die (k— 1)* Potenz von log # wirklich enthilt.

Die Richtigkeit unserer Behauptung, dass (23) das allgemeinste zur
Wurzelgruppe (—p,, ..., —p.) gehorige Integral der Differentialgleichung
(13) darstellt, wird erwiesen, wenn wir zeigen, dass man durch geeignete
Verfiigung iiber die unbestimmten Constanten von P(z, k) bewirken kann,
dass diese Entwicklung (26) sich successive in Reihen verwandelt, worin
die hochsten wirklich enthaltenen Potenzen von logx beziehungsweise die
Exponenten k—2,%k—1, ..., 0 besitzen. Denn zwischen solchen Reihen,
deren Ansahl hier gleich % ist, wenn die urspriingliche Reihe (26) mit-
gerechnet wird, kann bekanntlich keine lineare Gleichung bestehen. Ver-
fiigen wir in der That iiber diese Constanten so, dass sich P(z, k) in
sin z(z—p,) P(2, k— 1) verwandelt, so wird der Integrand bei unbestimmten
Werthen der noch in P(2,%k— 1) vorkommenden %— 1 Constanten C
an den Stellen (25) gepau von der (A— 1)*" Ordnung unendlich gross.
Hieraus folgt wie oben, dass die Reihenentwicklung des Integrals nunmehr
bloss die (k— 2)* Potenz von logz wirklich enthilt. Féhrt man mit der
Specialisirung der Constanten auf diese Weise fort, so geht (26) schliesslich
in eine Reihe der Form

(-]
P z K® x
y=0

mit von Null verschiedenen Coefficienten iiber; und hiermit ist die Richtig-
keit der Behauptung erwiesen.

Weil das Integral (19), iber die friher erwihnte Linie (— co) er-
streckt, nach dem oben Dargelegten das allgemeinste, zu einer beliebigen
Wurzelgruppe der determinirenden Gleichung f(— p) = o gehérende Inte-
gral der Differentialgleichung (13) umfasst, so stellt dasselbe auch das all-

gemeine Integral dieser Gleichung dar, und zwar in der ganzen z-Ebene
Acta mathematica. 25. Twprimé le 26 juin 1901, 20
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oder nur in dem Gebiete |#|< 1, je nachdem m>n oder =n ist. BEr-
streckt man es aber im letzteren Falle (m = ) iiber die frither erwihnte
Linie (4 c0), so reprisentirt es offenbar auch im Gebiete |z]> 1 das all-
gemeine Integral derselben Gleichung.

§ 6.

Es eriibrigt noch zu zeigen, dass die Integration einer hypergeome-
trischen Differentialgleichung, deren Constanten o, ¢ die Bedingungen (22)
nicht erfiilllen, auf den im vorigen Paragraphen erdrterten Fall zuriick-
gefithrt werden kann.

Multiplicirt man den Ausdruck 6(z) mit 2 — p,, so nimmt der Para-
meter p, infolge (¢—p,)I'(¢—p,)=I"(2—p, + 1) um Eins ab. Durch
wiederholte Anwendung dieser Operation folgt offenbar, dass 6(z), nach
Multiplikation mit einer passenden ganzen Funktion D(z), in einen Aus-
druck 6, (2) = D(u)6(z) derselben Form iibergeht, deren Constanten aber
die Bedingungen (22) erfilllen. Xine entsprechende Transformation kann

mit der- Differentislgleichung f(———w%)y —g(— m%)xy d. h. mit

d d d d
(27) (xa; +p1>. . (x% + pm>y = — <ac;l—m -+ ‘71)~ . <x% -+ a,,)xy
vorgenommen werden. Fiigt man n#mlich auf beiden Seiten den sym-
bolischen Faktor <x§; + 0, — I) hinzu und setzt <x—cfl% + pl>y =, SO

ergiebt sich fiir u eine Differentialgleichung, welche sich von der obigen
bloss dadurch unterscheidet, dass o, — 1 statt p, geschrieben wird. Hieraus
folgt, dass der Differentialausdruck

(28) D(—m%)y: ",

unter D(z) die oben erwihnte ganze Funktion verstanden, ebenfalls einer
hypergeometrischen Differentialgleichung m** Ordnung

f, <— x%)u =g<-— % %)mu

Geniige leistet, deren Constanten aber die Bedingungen (22) erfillen. Die
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Constanten p der Gleichung von y unterscheiden sich nur um ganze Zahlen
von den entsprechenden Constanten der Gleichung von #, wihrend die o
in beiden Gleichungen dieselben sind. Man hat zugleich

6,(+ 1) = 226,(2)

Das allgemeine Integral der letzteren Differentialgleichung ist mithin nach
dem vorigen Paragraphen:

1 —2Z
(29) == (iw)G (2)P(z2, m)z*dz,
wo sich die Integration je nach den Umstinden auf eine Linie (4- co)
oder (— oo) der frither angegebenen Art bezieht. Das allgemeine Integral
von (27) ist in der allgemeinsten Liosung von (28) enthalten, und diese
Losung lasst sich, weil wir fir % den Ausdruck (29) besitzen, ebenfalls in
geschlossener Form darstellen. Durch wiederholte Anwendung der Identitit

d d
x”“‘<x% + p)X =~ (@X)

und jedesmalige unbestimmte Integration folgt schliesslich aus (28) und (29):

(30) Y= f (Z>P(z m)z—de + R(x, log z)

(£w)

f (2)P(z, m)s—dz + R(x, log ),
wo B eine gewisse ganze Funktion von logz bedeutet, deren Coefficienten
Potenzen von & in endlicher Anzahl enthalten.

In diesem Ausdrucke ist nach dem Obigen auch das allgemeine Inte-
gral von (27) enthalten. Es eriibrigt noch die Frage zu beantworten,
welche Bedingungen die unbestimmten Constanten von R erfiillen miissen,
damit (30) dieses Integral darstellen soll. Wir beschrinken uns auf die
folgenden Andeutungen. Versteht man unter @ das auf der rechten Seite
von (30) vorkommende Integral, wihrend @, das aus @ durch Verschiebung
des Integrationsweges um die Strecke Eins in der positiven Richtung der
reellen Axe entstandene Integral bedeutet, so ist @ = & 4§, wo § die
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Summe der Residuen bezeichnet, welche zu den zwischen den Integrations-
wegen liegenden Polen des Integranden gehéren Andererseits lisst sich

‘ohne Miihe zeigen, dass f <—x )@ g< )x(b

Eine%othwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass y die Diffe-
rentmlglezchung f (— % ) Y= g( >xy befriedigt, ist also die, dass

zwischen den Constanten der beiden Ausdriicke B und S solche Beziehungen
bestehen, dass

f( )R 9(—=s )(R s).

8§ 7

Die zur reellen Axe parallelen Theile des Integrationsweges (— co),
resp. (4 o), kénnen, ohne dass das Integral (19) seinen Sinn verliert, in
zablreichen Fillen — d. h. wenn die willkiirlichen Constanten von P(z, m)
passend beschrinkt werden — um die Eckpunkte der gebrochenen Linie
so gedreht werden, dass dieselbe in eine unbegrenzte, auf der reellen Axe
senkrecht stehende, gerade Linie tibergeht. Die so erhaltenen Integrale be-
sitzen gewisse bemerkenswerthe Eigenschaften, welche hier nicht unerwiihnt
gelassen werden diirfen. Dieselben gehéren einer sehr allgemeinen Klasse
von bestimmten Integralen an, fiir welche eine charakteristische Beziehung
bergeleitet werden kann, welche auf dem Gebiete complexer Funktionen
genau der Fourier’schen Integralformel auf reellem Gebiete entspricht.

Es existirt eine erhebliche Menge monogener Funktionen von fol-
gender Beschaffenheit. In der Ebene der complexen Verdnderlichen ¢ =wu - iv
kann ein aur imagindren Axe paralleler Streifen (o <u < f) so angenommen
werden, dass sich die betreffende Funktion F(z) in der Umgebung jeder end-
lichen Stelle im Innern und auf der Begremzung des Streifens reguldr verhdlt
und fiir unendlich grosse, demselben Streifen angehdrende Werthe auf die Form

(3%) | F(&)] = e f(w, v)

derart gebracht werden kann, dass & eine positive Constante, wihrend f eine
positive  Verdnderliche bezeichnet, welche bei wachsendem |v| endlich bleibt



Zusammenhang zwischen linearen Differential- und Differenzengleichungen. 157

oder wenigstens nach Multiplikation mit e¢—*1"1 diese Eigenschaft bekommt,
wie Fklein auch die positive Zahl ¢ angenommen werden mag.

Um gleich einige allgemeine Beispiele anzufiihren, erinnern wir an
die Formel*

(32) 10 = vz 4 el

wo & eine gegen die Null gleichmissig abnehmende Grosse bezeichnet,
falls |v]| ohne Ende wichst, wihrend # zwischen beliebigen aber endlichen
Grenzen bleibt. Mit Benutzung dieser Formel folgt leicht

—(m+m 2 o]

(33) [6(2)] =e flw,v),
wo [ die obige Bedeutung hat. Beachtet man die Formel
|sinz(z—a)| = eV f(u, v),
so findet man, dass auch der Ausdruck 6(2)P(z, k), falls k die Bedingung

m + n
2

k—1< erfillltl, zu den oben charakterisirten Funktionen F(z) ge-

hort, denn fir diesen Ausdruck ist & ==<

m + n

—k 4 I)?T. Die Breite

sowie die Lage des Parallelstreifens, auf den z beschrinkt werden muss,
damit f die angegebene FEigenschaft besitze, kann bei diesen Beispielen
ganz beliebig sein. Aber auch wenn die Forderung hinzutritt, dass sich
die betreffende Funktion in dem fraglichen Streifen iberall im Endlichen
reguldr verhalten soll, so bleibt bei den angefithrten Beispielen noch die
grosste Willkirlichkeit hinsichtlich der Lage tibrig, wofern die Breite jedes-
mal passend beschrinkt wird.

Betrachtet man nun das folgende, iiber eine Funktion der oben an-
gegebenen Beschaffenheit erstreckte Integral

: I a+io

(34) Oz ; a)v=2—m. f F(z)x~*de,

a—1gm

dessen Integrationsweg eine unbegrenzte in dem Streifen (a <u <f) ge-

' Siehe hinsichtlich dieser Formel meine Arbeit Zur Theorie der linearen Diffe-
renzengleichungen erster Ordnung. Acta math. Bd. 15.
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legene gerade Linie ist, so zeigt sich, dass dasselbe in dem durch die Un-
gleichheiten '

(35) — 84 2e<O< +9—2¢

definirten Bereiche von % = |z | gleichmissig convergirt, wenn kleine Um-
gebungen der Stellen £ =0 und z = co eventuell ausgeschlossen werden.
Setzt man ndmlich z=a 4 i, so folgt

Sl F@a | <ol e f(a, v),

wo f zugleich von # unabhingig ist. In der Reihe

Y= 4o , a+iv+1)

(36) F(z)s7de = @(x ; a)

Y=-—00 2m a+

sind also die absoluten Betrige der einzelnen Glieder beziehungsweise nicht
grosser als die entsprechenden Glieder der Reihe

Y=o v4-1

PR |—“f el fla, v)dv = | 2| fe—s“ e f(a, v)dv

Yy=—00

welche vermdge der oben angegebenen Eigenschaften von f einen endlichen
und, abgesehen von dem Faktor |#|™, von # unabbéingigen Werthe hat.
Das Integral (34) ist also in dem Bereiche (35) gleichmissig convergent
und stellt — da die einzelnen Glieder von (36) monogene Funktionen von
z sind — auch selbst eine analytische, daselbst iiberall (die Punkte z = o
und & = co eventuell ausgeschlossen) regulér sich verhaltende Funktion dar.

Mit Hiilfe des Caucny’schen Satzes findet man, dass das Integral (34)
fir alle die Bedingung a < a < g erfiilllenden Werthe von a eine und die-
selbe analytische Funktion von # darstellt.

Aus dem Obigen ergiebt sich zugleich die fundamentale Unglelchhelt

(37) |0(; a)| < Ola, &) |z,

wo C eine nur von ¢ und e abhingige Constante bedeutet. Da aber @
in dem soeben angegebemen Sinne von @ unabhiingig ist, so kann C auch
als eine bloss von ¢ abhingige Grosse aufgefasst werden.
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Setzt man hier das eine Mal ¢ = a, das andere Mal o = 3, so er-
geben sich die beiden Formeln

lim z* @(z ; @) = o, lim 2* @(x ; a) = o,
r=0 2=
wo k eine beliebige die Bedingung a <% < g erfiillende Constante bedeutet;
und umgekehrt kann auch eine Ungleichheit (37) aus diesen Gleichungen
gefolgert werden.
Hieraus folgt weiter, dass das Integral

fQ(x ;o) dr
0

elnen bestimmten Sinn besitzt, wenn 2 = % - iv einen inmerhalb des
Streifens (a < u < f5) gelegenen Werth besitzt. Wir behaupten nun, dass
dieses Integral gleich der wursprimglichen Funktion F(z) ist. Dies ergiebt
sich sehr einfach folgendermassen: ~

L]

1 ®
fd)(m ; )t o = f(b(m ; a)t dx + f(D(x ; @)zt dr
1

0

I
Q\ = <

Oz ; a)r"'doe + f@(x ;ﬂ)xz‘]dx

ation Btiwo
_ F(O) ., 1 PO .1 (FQ
- 2 f C—zd(+2m"f C—-—zdc—zm"ff—zd(’
a—i® p—iw

wo das letzte Integral iiber die Begrenzung des Parallelstreifens erstreckt,
und somit nach dem Cavcny’schen Satze gleich F(z) ist.

Jede Funktion F(z) der vorausgesetzten Art ldsst sich also gemiss
der Formel

) s atio
(38) F(z)zf(b(x)x’—‘dz:fxz“zd—z f F()x—rd¢

0 ~—fo0

in der Form eines bestimmten Integrals darstellen, wo z=w 4 iv die Be-
dingung erfillt a < u < fg. |
Diese Ergebnisse lassen sich folgenderweise umkehren:
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Es sei @(x) eine beliebige in dem Bereiche
—8<0<+9

dberall (mit Ausnahme von z=o0 und z = oco) reguldr sich verhaltende
Funktion, welche fiir solche Werthe x = |x|e? die Ungleichheit

(39) | |o(2)] < C|=]™

befriedigt, wo a eine willkiirliche, die Bedingung o < a < B erfillende Zahl
bedeutet, unter o, (a < f) gegebene Grissen verstanden, wihrend C eine
nicht nur von x sondern auch von a unabhdingige Grisse ist.

: li-‘-—ﬁz'w
Weil der Ausdruck P(¢*)e * |, w=u -+, in dem Parallelstreifen
—§ <u < -+ # sich iiberall im Endlichen regulir verhilt und dem ab-
, e
soluten Betrage nach kleiner als Ce °* "l ist, so stellt auf Grund des
schon Dargelegten das Integral

a+two atf . ®
I 320 R —0 I z— I
Eyﬁ_f; D(d)e? ¢ dw:-z;of(p(s)s ' = - F(2),

. (“—tﬁ—z)z
—8<a< 49, e = &, t=¢e'?

)

eine in .dem Gebiete —‘B;aif)i—l—ﬂ:a von ¢ = |¢t]€’, d. h. in dem

Streifen @ < u < 8 der Ebene der Veriinderlichen 2= - i, regulir sich
verhaltende Funktion dar, welche die Ungleichheit | #(2)| < K|t[™ fir
—3<a<+ 9, und somit auch |F(z)| < Ke "Il exfiillt. Mittelst dieser
Formel kann also jede Funktion @(x) der fraglichen Beschaffenheit in eine
Funktion F(2) der am Anfang dieses Paragraphen angegebenen Art trans-
formirt werden. Multiplicirt man das Integral der linken Seite mit £ 'd¢
und integrirt von { = o bis { = o0, so muss das Resultat nach dem schon
ath

Dargelegten gleich @(¢*)e * * sein. Macht man in der so entstehenden
Formel die obigen Substitutionen und setzt zugleich ¢* =z, so folgt

at-io a+ix ® }
(40) @(ac):zl—m, f ~F(z)x_’dz=5—ln—i f w‘zdzf(l)(é)éz‘ldé, a<a<p,
a—io a—iw 0

wo = |z|¢’ die Bedingung — & <4 < 4 & erfilllt.
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~ Rechnen wir alle Funktionen, welche die Eigenschaften von F(2) be-
sitzen zu einer ersten Funktionsklasse, wihrend eine sweite Klasse aus
simmtlichen Funktionen gebildet wird, welche die Eigenschaften von &(z)
besitzen, so entsprechen die Funktionen der beiden Klassen einander ein-
deutig: jede Funktion F(z) der ersten Klasse wird durch die Formel (40)
in eine Funktion der zweiten Klasse transformirt, und umgekehrt wird auch
jede Funktion @(z) der zweiten Klasse durch die Formel (38) in eine
Funktion der ersten Klasse transformirt. Die eine dieser Formeln ist
eine nothwendige Folge der anderen. Das Reciprocititsgesetz, welches hier
herrscht, tritt aus den Formeln selbst hervor.

Man hat beispielsweise die bekannten Formeln

I'(2) =fe‘”‘x’_1dx, o<z< 4+ o0,
0
i . w21
I'(z)I'(s — 2) = I'(s) Tt w)sdx, o0<z<s,

wo sich das Zeichen < auf die reellen Theile der betreﬂ:’e_nden Grrossen
bazieht. Somit gelten auch die reciproken Formeln
a+iw

e == [ Dle)a~ds, o<a<+4 oo, —2<0<+7,

a—iw

ad-iw
e L P e —neas,  o<a<s, —s<o<4n,

a—ito

welche man auch mit Hilfe des CaucHY chen Satzes direkt verificiren kann.
Die Ausdriicke ¢ und (1 4 «)~° konnen als die einfachsten hyper-
geometrischen Funktionen betrachtet werden. Nehmen wir in der Formel

40) F(2) = 6(2)P(z, k) an, k——1<m+n,soist@x nach den vorigen
g

2
Paragraphen — wenigstens bis auf einen dort mit R bezeichneten Aus-
druck — Integral einer hypergeometrischen Differentialgleichung, welches

k willkiirliche Constanten enthilt. Die reciproke Formel (38) sagt nun
aus, dass das auf der rechten Seite stehende, iiber eine solche hypergeome-
trische Funktion erstreckte Integral durch die Gammafunktion ausgedriickt

werden kann. Man findet hieraus, dass die Menge der bestimmien Integrale,
Asta mathematica. 25. TImprimé le 27 juin 1901. 21
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welche auf die Gammafunktion gurickfihrbar sind, durch die obigen Emt-
wicklungen ausserordentlich wvermehrt worden ist. Diese Ergebnisse lassen
sich iibrigens auch auf hypergeometrische Funktionen mehrerer Verinder-
lichen iibertragen.

§ 8.

Wir miissen auf eine eingehendere Untersuchung der Lésungen hy-
pergeometrischer Differentialgleichungen von den in den vorigen Paragra-
phen entwickelten Gesichtspunkten aus bei dieser Gelegenheit verzichten.
Ein paar interessante Punkte sollen jedoch hervorgehoben werden.

Ist in der Differentialgleichung (12), resp. in dem Ausdrucke 6(z),
die Zahl m >mn, so kann man iiber die willkiirlichen Constanten von

P(z, k) so verfiigen, dass sich 6(2)P(z, k), k—1 <z : “

, an den simmt-

lichen Stellen (21) regulér verhilt. Bedeutet nun F(z) in (40) diesen
Ausdruck sowie o eine die reellen Theile der Grossen (20) iibertreffende
Zahl, so hat das Integral @(z) mit e* die Eigenschaft gemein, dass es,
mit einer beliebig hohen Potenz wvon x mulliplicirt, gegen die Null convergirt,
folls x innerhalb des Convergenzbereiches wvonm @ sich der Stelle x = co
anndhert. Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich aus der funda-
mentalen Ungleichheit (37), wenn man o hinreichend gross annimmt, was
in diesem Falle offenbar gestattet ist. Hierzu gehort beispielsweise das
folgende, zuerst von Herrn PincuERLE® betrachtete Integral

a+io

kS I'e—p)...I'e—pm) _,
2m TG o). . . Te—oy > % m>n

a—iw

Ist fortwiihrend m > n, so ist bekanntlich = co eine Stelle der
Unbestimmtheit fir die Differentialgleichung. Weil # = o die einzige im
Endlichen gelegene singuldre Stelle ist, so koénnen die Integrale derselben

' Siehe Sulle funzioni ipergeomectriche generallizale. Rend. d. Accad. dei
Lincei. Vol. IV. fase. 12, 13. 8. 792—799. 1388, Herr PINCHERLE zeigt, dass
das obige Integral einer hypergeometrischen Differentialgleichung geniigt. Hier kommt
meines Wissens zum ersten Male in der Litteratur eine hypergeometrische Funktion in
der Form eines bestimmten, tiber Gammafunktionen erstreckten Integrals vor.
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durch bestindig convergirende, nach wachsenden Potenzen von z fort-
schreitende Reihen dargestellt werden, wie dies Ghrigens auch in § 4
gezeigt wurde. Die Reihenentwicklungen von den in der Form (40) dar-
stellbaren Integralen ergeben sich, indem man den Integrationsweg unter
Beriicksichtigung des Caucuy’schen Satzes ohne Ende in der negativen
Richtung der reellen Axe verschiebt, wobei das Integral (40) gegen die
Null convergirt. Verschiebt man jhn dagegen in positiver Richtung, so
ergiebt sich eine mach abnehmenden Potenzen fortschreitende asymtotische Ent-
wicklung wvon @, deren Restglied durch das Integral selbst dargestellt wird.

Setzt man Beispielsweise unter der Voraussetzung p, < p, <a < o:

a4t
X v 3 —2
O@;a) =5~ f I'e —p (e — p)I'(x + ¢ — &)z *ds
und nimmt der Einfachheit halber an, dass p, — p, keine ganze Zahl ist,
so hat man fir @ einerseits die bestindig convergirende, von Logarithmen
freie Reihenentwicklung

‘ z Z%Ij(pl Py _v)‘P(I +o—p p)

v=0

+ 2723 ST (o, —p, — W I(t + 5—p, + )

]u

und andererseits die im Bereiche ———%T-C <H< + 3; giiltige asymtotische

Darstellung

g lk_‘] — Y
(i>+>;.( 2 It +o—p +0)[ (1 +o0—p, +v)+ O@;a+ k)

z 1»
y=0 -

Das Restintegral besitzt nach § 6 die Eigenschaft lim 2* @(z;a + k) = o,

falls & > p — a angenommen wird, wobei p eine beliebig grosse positive

Zahl sein kann. Der Convergenzhbereich von @ ist ——-—32£< o< + -325 und

die Differentialgleichung:

<x%+ p,)(w%—{— ,o.l>@ = (x%—[— a>x@.



164 Hj. Mellin.

Bei ndherer Erwigung der in den beiden letzten Paragraphen an-
gestellten Untersuchungen findet man, dass dieselben zugleich eine zur
Herleitung von zahlreichen asymtotischen Formeln brauchbare Methode
enthalten, welche bei weitem nicht auf die Theorie der hypergeometrischen
Funktionen allein beschrinkt ist. Das Wesentliche dabei ist der Umstand,
das die zu berechnende Funktion oder eventuell ilr Logarithmus als eine
der zweiten Klasse angehorende Funktion @(x) betrachtet werden kann,
fiur welche die entsprechende Funktion F(z) der ersten Klasse in einem
zur imaginiren Axe parallelen Streifen von hinreichender Ausdebnung in
der positiven oder negativen Richtung der reellen Axe (je nachdem es
sich um grosse oder kleine = handelt) den Charakter einer rationalen Funk-
tion besitzt und iiberdies die Eigenschaft (31) nicht einbiisst. Die asymp-
totische Formel fiir @, resp. log @, geht alsdann durch Verschiebung des
Integrationsweges von (40) hervor, wobei man nur die zu den passirten
Polen gehérenden Residuen zu berechnen hat.

In einer nachfolgenden Arbeit wollen wir fiir den Logarithmus ganzer
Funktionen von endlichem Geschlecht eine Formel darstellen, aus der man
mittelst der angedenteten Methode eine grosse Menge asymptotischer
Formeln fiir solche Funktionen erhalten kann. Die Stirnine’sche Formel
ist die einfachste unter den unzihligen daraus sich ergebenden Ent-
wicklungen.

Helsingfors, April 1899.




