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Introduetion.

Dans beaucoup de questions de Physique mathématique, de Mécanique et
d’analyse il est nécessaire de considérer des relations analytiques qui ont en méme
temps le caractére des équations intégrales et celui des équations différentielles.
Je les ai appelées équations intégro-différentielles. Leur résolution constitue
en général un probléme nouveau de l'analyse, car on ne peut I'aborder qu’en
employant des méthodes nouvelles. Nous montrerons en effet qu’il faut appliquer
une analyse qui n’est pas celle des équations différentielles ni celle des équations
intégrales, mais qui ressort de I'union des conceptions fondamentales qui dominent
ces classes de questions. C’est ainsi que dans ce mémoire nous ferons usage en
méme temps de l'idée de GreEN des solutions fondamentales et de celle que j'ai
introduite depuis mon premier travail sur Vinversion des intégrales définies, c’est
4 dire de regarder les équations intégrales comme un ensemble infini d’équations
algébriques.

Dans ce mémoire j'envisagerai quelques classes d’équations intégro-différen-
tielles en les mettant en rapport avec des problémes de physique-mathématique
d’ou elles ressortent. Ces questions physiques se rapportent aux problémes de
Phérédité qui avaient été abordés depuis longtemps sous plusieurs dénominations,
mais qui, faute de méthodes analytiques générales, n’avaient pas pu amener &
une étude systématique au point de vue mathématique.

Comme M. PicArRD a montré dans son intéressant article sur la Mécanique
classique et ses approximations successives,! il faut distinguer la mécanique en
deux branches, celle de I’hérédité et celle de la non hérédité. Celle-ci se rapporte

1 Rivista di Scienza, vol. 10. Bologna 1907.
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aux cas ol l'avenir d’un systdéme ne dépend & un instant donné que de son état
actuel, ou, d’'une maniére plus générale (si I’on regarde les forces comme pouvant
dépendre aussi des vitesses) de I'état actuel et de I’état infiniment voisin qui pré-
céde. La mécanique de 'hérédité correspond aun cas ol chaque action laisse un
héritage dans le systéme, et I'état actuel dépend de toute I’histoire précédente.
C'est ainsi que le probléme fondamental de I’astronomie appartient & la méca-
nique de la non-hérédité, tandis que les questions d’hystéresis, de I’elastische nach-
wirkung, du tratnage rentrent dans la mécanique de I’hérédité, ou, plus géné-
ral, dans la physique d’hérédité.

M. Painrevi dans le ohapitre de Youvrage de la méthode dans les sciences
consacré & la mécanique affirme qu’il n’y a pas de vrais problémes de nature
héréditaire. Ceux qui se présentent sous cet aspect ne seraient, & son avis, que
des problémes destinés & disparaitre dés que nos connaisances sur la constitution
des corps deviendront plus complétes. Je ne discute pas cette opinion, mais je
me limite & remarquer qu’a I’état actuel de nos connaissances scientifiques ces pro-
blémes se présentent effectivement et il est nécessaire de les résoudre.

Dans quelques cas, comme ceux de l'élasticité, les équations dont ils dépen-
dent avaient été posées depuis longtemps, mais comme je viens de dire, 'analyse
n’était pas assez avancée pour permettre de les traiter d’une maniére générale.
On peut se rendre compte facilement de cela. Remarquons en effet que, par leur
nature, les problémes de la physique mathématique et de la mécanique non héré-
ditaire dépendent des équations différentielles ordinaires ou des équations aux
dérivées partielles. Les données initiales constituent les constantes arbitraires ou
les fonctions arbitraires qui paraissent dans l'intégration. Pour les problémes de
Ja physique mathématique de VFhérédité, au contraire, I'analyse des équations
différentielles n’est plus suffisante. En effet 1'état actuel du systéme dépend
de son histoire, et celle-ci est individualisée par toutes les valeurs prises par
des paramétres pendant une certaine période de temps, c'est pourquoi il est
nécessaire d’envisager des quantités qui dépendent de toutes les valeurs de ces
paramétres regardés comme des fonctions du temps. On est amené ainsi aux
éléments de ’analyse que j’ai étudiés dans plusieurs travaux et que j’ai appelés
des quantités qui dépendent de toutes les valeurs d’une ou de plusieurs fonctions
(fonotions des lignes et des hyperespaces). Les méthodes qu’il faudra suivre se-
ront par suite celles qu’on applique & ces éléments.

Toutes ces méthodes ont pour point de départ une conception analogue &
la conception fondamentale du calcul intégral c’est & dire au passage & la limite
qui améne d’une somme & une intégrale. C’est ainsi que dans mon travail de

! Paris, Alcan, 1909,



Sur les équations intégro-différentielles et leurs applications. 297
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18871 j’ai obtenu un développement en série analogue & celui de Taylor pour
une quantité qui dépend de toutes les valeurs d’une fonction donnée. En effet
si on part de la série des puissances relative & une fonction de plusieurs vari-
ables et Pon fait croitre indéfiniment leur nombre, on trouve, sous certaines
conditions, que les termes de premier degré ameénent & une intégrale simple, ceux
de second degré a4 une intégrale double ceux de troisiéme degré &
triple, et ainsi de snite. On arrive par 14 au développement que j’ai rappelé
tout-a-1’heure.?

Ce développement conduit & une classification analogue & celle des fonctions
des différents degrés et & beaucoup de questions dont la résolution des équations
intégrales linéaires est en premiére ligne. Cette question se présente de cette ma-
niére comme une extension tout-a-fait naturelle de la résolution des systémes des
équations algébriques .de premier degré lorsque le nombre des équations et des
inconnues croit indéfiniment. C’est pourquoi je me suis servi de cette idée dés
le premier abord pour la résolution des équations intégrales que j’ai envisagées.
Les auteurs qui ont approfondi aprés des équations intégrales de plus en plus
compliquées 1’ont aussi appliquée.® Je 'emploierai aussi pour étudier les problémes
de physique mathématique béréditaire ol les équations intégrales ne suffisent
plus et il faut passer aux équations intégro-différentielles dont j’ai parlé ci-dessus.

Le présent Mémoire est divisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre
j'envisage I'équation intégro-differentielle

une intégrale

Pu(x,y, 2,8  Pulx,y,2zt)  Pulry,zt) il u(m, y, 2,7
D? + dy? 922 +j f(t, ) +

Pu(z,y,2, z,Y,2,T
B LRy 5 4 %—)w(w}dmo

qu’on peut écrire pour simplifier

¢
T (o2 72 92y
(&) A+ ] {%@f( 0+ g0 + FE v z>}dz=o.
to
Je la regarde comme I'équation typique du genre elliptique de la méme maniére

que léquation de LaPLACE est le type des équations différentielles elliptiques
aux dérivées partielles.

! Rend. Acc. dei Lincei, Vol. III, 1887. Voir aussi Acta Mathematica, Vol.- XII, 1889.

? Voir Chap. I, Art. 1er,

® Comptes rendus des séances de I'Ac. des Sciences. Vol. 142, page 691. 1er Sémestre 1906.
Acta mathematiea. 85. Imprimé le 10 janvier 1912, 88
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Dans le second chapitre j’étudie les problémes de ’élasticité au point de vue
héréditaire et je montre qu’on peut en donner une théorie analytique générale.
Le troisidme chapitre est consacré & donner un premier apergu de I’hérédité dans
Pélectromagnétisme.

Je n’ai abordé dans ce mémoire que Pétude analytique des équations intégro-
différentielles de type elliptique. Je consacrerai d’autres travaux & I’étude des
équations des autres types. Je me suis limité aussi dans ce premier travail & con-
sidérer des cas généraux en laissant de cOté toutes les questions de détail et les
applications particuliéres. J’ajouterai enfin que je n’ai envisagé que les équations
qui ont des rapports avec I’hérédité et par suite des équations intégro-différenti-
elles ayant les deux limites variables ou une limite variable. Cependant on peut
étendre les résultats & des équations ayant les limites constantes.

Je crois que le caractére essentiel et l'utilité des méthodes quise rattachent
a la conception des fonctions qui dépendent d’autres fonctions résultent d’une
maniére claire et frappante des développements que je vais donner. Ils prouvent
en effet que, par la théorie des équations intégro-différentielles qui découle de
cette conception, on peut faire I'étude analytique des phénoménes d’hérédité sans
particulariser les fonctions qui la caractérisent, c’est & dire les coefficients
d’hérédité.

Comme dans les questions ordinaires de physique mathématique il est utile
de laisser indéterminées les constantes, autant qu’il est possible, et de ne les fixer
numériquement que lorsqu’on applique les formules & des questions concrétes, de
méme il est utile de laisser indéterminées les susdites fonctions (coefficients d’héré-
dité) lorsqu’on traite des questions d’hérédité en général et de résoudre les pro-
blémes qui se présentent avec la plus grande généralité possible. On pourra aussi
déterminer ces fonctions, lorsqu’ellés sont inconnues, en comparant les solutions
générales qu’'on obtient avec les résultats de P'observation directe.

L’algébre et I'analyse ordinaire se sont montrées de jour en jour plus utiles
dans les applications aux phénoménes naturels ou il n’y a que des paramétres
variables. L’analyse, ou les éléments qui jouent le role de variables indépendentes
sont des fonctions, va montrer une de ses applications dans les phénoménes de
la physique héréditaire.
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CHAPITRE 1Ier.

L’équation intégro-différentielle

d’u(t)+/{a;:)f( )+0u(7) (t,7 )+0"(T)w(t )}drzo.

)

Art. 1. Eléments caractéristiques.

1. Si la fonction wu(z,y,2,t) est finie et continue & 'intérieur d'un domaine
8 pour les valeurs de ¢ comprises entre o et 7', et les premiéres et les secondes
dérivées de u par rapport & x, y, z sont aussi finies et continues, nous disons
que u est réguliére.

u étant une solution réguliére de ’équation (4), multiplions les deux mem-
bres de cette équation par u(f) et intégrons au domaine 8. On aura facilement
la. formule suivante

(1) f (t){ﬁu(t f{ az(f)f(t 7)co8 NX + — (7)rp(t 7)cosny +

0

¢
+ at{;(:)w(t,r) cos nz}dw}da=Jdu(t)dS +fdr§[{0:;g 0u(r)f t,7) +
0

u(?) 0u(r)

du(t) du(x)

+3y dy

#it,0) + GG v, o)} as

n étant la normale externe au coutour ¢ et

du(t) = (6u(x(,?z, 2 t))” + (au(xbg, 2, t))z N

du(x,y,2, t))
dz

2. Nous allons démontrer le théoréme suivant:

Toute solution régquliére u de léquation (A) sera déterminée & Uintérieur de S
pour les valeurs de L comprises entre les limites o et T', si Uon connait au confour
o les valeurs de u pour t compris entre o et T.

Supposons que u soit nulle sur o pour les valeurs de ¢ comprises entre o et
T, & cause de I'équation (1) on aura
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(2) fdu(t)ds +fdz[{f7%¥—m§¥)f(t,w) + ‘Zg_g)a_g_(;_),,,(,, 7) +
g

]

9
+ —%9%?w(t,r)}d8=o.

Soit M une quantité plus grande que la limite supérieure de

J'M(t)ds

pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre o et T'. De la relation

‘ - 2
(|||
s
on tirera
/k 01;(t)(7u(1) dS< M
x dx
5
et d’une maniére analogue
[|Puaduledl g < ar, '|‘3?fﬂ%’—) ds< M.
N y Oy p dz Oz
$

C’est pourquoi, si
N N N
[f(t,2)]< g.lfp(t, Dl< v, 7)< 3

en vertu de 1’équation (2), on aura

(3) /}m(t) dS< MNt,
K
et par suite
(3 [du(r)dS< MNz«.
$
Mais
~|9u(t) _|0u(z)]\*?
vl as=e.
S

oit § désigne 'une des variables x,y,2. Donc des équations (3) et (3') ’on tirera
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du(t) du(r) P
J17?'% dS<MNt s

En employant Péquation (2) on déduit
(4) j4umds<§MNna

5
Démontrons maintenant que si 'on a

- m—1
jgumds<%£@@—~,
m:

on doit aussi avoir

(s) thu@dS< M=Nym

m+ 1!’

En effet

Vas>o

[ s e
&

9§
[l

S

et par suite

m—1 m—-1 m—1
dS<M(2N)~—t2 5
m!

\

d’ou l'on tire, & cause de I'équation (2), la relation (5).

On peut donc conclure, en ayant égard aux relations (3) et (4), que I'iné-
galité (5) est verifiée quel que soit le nombre entier m. Par conséquent u doit
gtre nulle. Puisque ’équation (4) est linéaire le théoréme énoncé est démontré.

3. Envisageons I’expression

(t)t,b(t ¥) cos nz}d

¢
(6) ———7(7) +f{g%'g—)f(t T)cosnT + —— fu ( o(t, r)cosny +
0

Si elle est nulle on a Pégalité (2) et par suite I'inégalité (5) quel que soit m, d’ou
Pon déduit que % doit &tre constante dans le domaine 8 et pour les valeurs de
¢t comprises entre o et 7.

On pourra donc énoncer le théoréme:

8i Dexpression (6) est connue au confour o, pour les valeurs de ¢ comprises
entre o et T, la fonction u sera déterminée, a U'intérieur du domaine S, & une con-
stante prés.
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Art. 2%we, L’équation adjointe et le théoréme de réeiprocité.

1. L’équation

(:”)f(”‘>+a“?;fs) P(r ¢)+”_”_(?_) (r,t)}dr=o

e
(4)) Ao(t) + / {‘72{;’
;

sera désignée par la dénomination d’équation adjointe 4 ’équation (4). Nous
supposerons @ comprise entre ¢ et 7.

Posons
o [ [ (50289 0220 a0 [ ar [{ o328
o & [ S

(7v(z))/ (r,t)cosnx + (v( )033’)’—“0 0“352)(/’(7’:”003"3/ +

( G )0_u_£t_)__ (t)a%(})) Y(v,t)cos nz}da-

Il est évident que H, dépendra des fonctions u et v et en méme temps sera une
fonction, dans la signification ordinaire, de la variable ®. C’est pourquoi nous
désignérons cette quantité par

H,([u,v], ).
2. En supposant que wu,v soient des fonctions réguliéres on a facilement

”"dsfa(v(t)[d’u(t) +f{‘7(;‘x( ity y(f) o (t, ) 026( )w(m)}df]_

Ky ] ¢

[
—u@] () +[{ai;;(:)f(r,t) a;’y")w 0+ 22 tp(z',t)}dt])dt=

Y
t

= H, ([u,v], O).

u et v étant respectivement des solutions réguliéres des équations (4) et (4') on
aura donc

(I) Ho([u,v],6)=o.

Cette équation exprime le théoréme de réciprocité.
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3. Soit ', ([u,v],0) le premief terme de H,, c’est & dire posons

+ ([, v], @) —fdtf (t) 0 (t)a”(t)

et soit H," ([u, v}, ©) la partie résiduelle de H,, on aura évidemment
Hi([u,v], 0) = H's ([u, v], 0) + H"s([u, ], O)
et si u et v sont des solutions réguliéres des équations (A4) et (4'), il sera

o([u, v],0) + H'; ([u, v], ®) = o.

Art. 3%me. Tes équations intégro-différentielles considérées comme un en-
semble infini et confinu d’équations différentielles.

1. Envisageons le systéme suivant de m équations différentielles aux dérivées
partielles

( J’ux == Q
Pu Py Pu
20T ﬁx21+ b, ay; + ¢y az; + Lfuy,=o0
(B)
Pu Pu, | Pu, P, Pu, P
a1 l7x; + Ou Oyﬂ‘ + s (7z21+a” ﬁx:-l_b” ay: + Cy 7z 24+ A%u; =0

L’équation (4) n’est que le cas limite du systéme précédent, lorsque le nombre
des inconnus et des équations croit indéfiniment.

De cette maniére pour les équations intégro-différentielles nous posons le
méme principe que nous avons établi pour les équations intégrales.?

Le systéme adjoint du systéme (B) sera

( v Ja2p 92w, 92p v 0%
A0, + a5 53 + oy ay3+ 1 G+ G gt ba 0y23+c,“ G T

B 92y a%v, 92y
(B) A* ”2+asza ;+b320y;+ 27, ;_.}_ ..... =0
dzvs-}- ..... =0

1 Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, 1896. Sulla inversione degli integrali
definiti. Nota 1, § 3.
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2. Soient u,, %,, -+ un, des intégrales réguliéres du systéme (B) et v, v,,
vy, des intégrales réguliéres du systéme (B'). On a évidemment

3—1 7 -
iy 2y 2u
fz {?Ja am o >+ bin (/}ygh-k Cin ’,,zgh) + 42%’]—

”

0® vy, 2
— ui[zh (a;., ():2 +b;” v gT¢e M(, ”h) + ng, dS ~~~~~ fz (vs 2wy — w; 2*0;) dS +

t+1

\ v 02u,~ (} v )2’1,[ 6 'l)], (72’1“‘ (/ Vn
4 / Zl" ,_Hh {(l]”' (’Uh *(7;5 -— l)x’ ) + bai ('Uh ” J2 — Ui~ y ) + Chni (vh iz o8 0 ) }}dS
s ¢

e i
dO‘-{-J zth{a;,,<vh Gy M 'v’) cOSNIT +

(f
1 i+l
(4

o
du; dop, du; 4/1))) l
v 77—1; — ‘E) cos ny + cp; (vh G, i cosnzldo.

o J

+ bh i

Or, toute équation du systéme (B) est de la forme

1 P
5 Py, Puy, 2uy, .
21 N (aih*;;‘g'cg +bih7ryg‘ +cihﬁ) + AU =o0,(t=1,2,--m)

et toute équation du systéme (B') est de la forme

m

Pon 7oy, (I)gvh 9 .
%h(h’(’} 3 Tbni 7fgf+0hi (}z,)Jr_/lv,n_ Ji=1,2,
4

m)

c’est pourquoi, en vertu de la relation (7), nous aurons

m\ Ou, dv; [ duy dvy,
0 mf%i i dn) do+ Z 2 {ah, (vh P — u; Tz )cos nx +

1 i+l

011, ﬂvh 71,1,- 6’vh
+ bps (vh 7y — Y (1y) cos ny + cni (vh P U Wz_) cosnzrdo.

En faisant croitre indéfiniment le nombre des quantités u,, u,,
cette relation ameéne &

4 Péquation (1) c’est &
3. Posons

“Umy Vi, U3y Um,
la limite, par le procédé fondamental du calcul intégral
dire au théoréme de réciprocité.

r=V(z—a)® + (y—b)* + (z—c)?,
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c’est & dire représentons par r la distance entre le péle a, b, ¢ fixe et le point
variable z,y,z. Une solution du systéme (B) sera donnée par

u =E’
1 r
1 % r otr oy
u,=—-£(a21(756—5 + b,,a—z—ﬁ+cz,7£§),
1 r 0%r %r\ | 1 0% 8 0yt 0trs
us=—'£(dnm+ bua_y_g +0317z‘§)+ 52( a@nga T bubzxgyz T by g t

‘ d% 8 dtrd dtr3
+ (@32 ba1 + bgy “21)W + (@0 + csa“n)b_xiﬁi + (Bl + €3202) @gd_zg »

..............................

De méme une solution du systéme (B') sera

P, =’E
” r 2
. Jty 02y 02y
oy = = (o + bt G 4 et i)
I My a2r o%r
Vg = — 2 (a’m,m—i’ﬂ—x—ﬁ + bm,m-2l7—y_” + Om,m2 _5_25) +

1 94 8 48 048
+ ;4‘ (am,m—l Am—1, m—2 e + bm,m—1 bm—l,m——2§'?}z + Cm,m—1 0m—1,m—-2“0? +
+ (a b +b am ) e
m,m~1 Om—1,m—2 m,m—1 Gm—1, m—2 3x20ys

gt rs
+ (am, m—1 Cm~1,m—2 T Cm,m—1 am—l,m—2) PP (j'z_s

0t )

+ (bm,m—1 Cm—1,m—2 + €, m—1 bm-l,m—z)w

Les solutions que nous venons de trouver sont partout régulidres excepté
dans le pole, ol toutes les intégrales deviennent infinies de premier ordre, en
prenant r comme infiniment petit fondamental. C’est pourquoi ces solutions
constituent les intégrales fondameniales des systémes (B) et (B').

Si lon fait croitre indéfiniment le nombre des équations différentielles qui
constituent ces systémes, en passant & la limite par les procédés du calcul inté-
gral que nous venons de rappeller, on peut obtenir les solutions fondamentales

Acta mathematica. 35. Imprimé le 10 janvier 1912. 39
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de 'éguation intégro-différentielle (A4) et de son adjointe, c’est & dire des solutions
réguliéres partout, excepté dans le pole, ol elles deviennent infinies de premier
ordre.

Dans I’Art. suivant nous étudiérons la solution fondamentale de I'équation
adjointe (A4').

Art. 4*=e, La solution fondamentale de 1’équation adjointe.

1. Posons
(8) f(t’ T) = F1,0,0 (ta T), (/’(t! T) = F0,1,0 (t7 T)’ w(t) T) = FO,O,I (t: T):
¢ ‘
(9) Fpira(t, o) = 2 Freiiii—g (6, 85) Fij,p(§, 7)dE
v $+j+g=p

ol 2 est une somme étendue & toutes les valeurs entiéres de 7, 7, ¢ dont la
itjt+g=o

somme est égale & o. On suppose que toute expression F avec des suffixes né-

gatifs soit nulle et qu'il soit

1<e¢<h+k+1.

Commengons par démontrer que la fonction Fpy,: est indépendanie de ¢.
En effet supposons d’avoir démontré que

3

f ' 2 Fr_ipv—g (8,85) Fop,p (§,0)dE = Fy, p,r (¢, 7)

" s v ’
v Y+ =-e

soit indépendante de ¢’ étant
1< <k +k+7
et
W+¥+U<h+k+1

Nous prouverons que l’expression (g9) est indépendante de .
Puisque o=+ +j + g<h + k + 1, il sera
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Fijq(§ *‘j Fiivjmir,g—g (&) Fir jn,gr (0, 7)dn,
1ll+j I+g Fom 3

ol
1<¢' <
et par suite

$
Frri(t,7) ==j D Frciiiig (B EYAE | X Fisinjjr,ggn (§,1) Fon jorgon(y,7) dy =

b i+jtg=0 i g g e

t t
= 2 Fz LM gt (77 12 d"] 2 Fh-—z k—j,l—g (t §)Fz—z’ Jj’ :9—9”(5 77) § =

&g - 5 iHitg=c
f Fh_,in, k-—j", l—g" (t , 17) Fi",j",g” (7] ) ’[‘) d ’)’1 .
t"+,1”+g"—9"

Or on peut vérifier facilement que pour A+ k +1=2, h + k + I = 3, la propriété
que nous avons énoncée est vérifiée; elle sera donc démontrée pour toutes les
valeurs entieéres de &, k, I.

z. Cela posé écrivons

(X z
(IO) (D(-’r-: ;:

v,z ’L‘,t)=
r

2(a+B+y)! (2R)! (2k)! (21)! m (§>23(;) B

@ h &k 1l
= ;mmyzzmzph k,i(7,1) ;agﬂgy —1) a+ﬂ+y (a+ B8+ (za)(28)(2y)! (h—a)!(k—p’)!(l—ﬁ'

htkti=m

ol
r=Vat+y®+ 2.

La série précédente est uniformément convergente. En effet on voit aisément que

(2(e+p+y) el Bly! (2(h+k+D) h1E!1L
@+ B+ (2e)(28)! (27)! = (h+k+1)1 (2h)! (2K)! (20)!

parce-que le premier membre de l'inégalité précédente augmente si l'on ajoute
une unité & o, ou & £, ou a y.
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En outre

%Sx y<1 _<_1,

c’est pourquoi il suffira de démontrer la convergence de la série

Q  (zm)! e N Rkl
gmm!m!z'”” 2 |F""”"%a%f%a!(h—a)!ﬁ!(k—ﬁ)!y!(l—r)!

htk4lmm

Mais

h i

L gkt om
th_ vZﬁvk_ﬁ|§?T(l g EEE =2

0

donc la série précédente se réduit a

(11) 2 (@L D A Fu iz, 0l

Or si

| F1,0,0l < M,| Fo,1,0l <M, ,|Fo, 0,1|< M,

on a

3h+k+l—1 Mh+k+1 (t_T)h+k+t—1
(h+k+1—1)! )

[ Fap1(t,0)f<

En remplagant |Fy | par le second membre de 'inégalité précédente dans la
série (11) on trouve

i (2m) ! m? 3m—=t Ym (—g)m—1
2»m!im! (m—i1)!

Cette série est convergente et par suite la série (10) est uniformément con-
vergente. On démontre d’une maniére tout-a-fait analogue que la série (10) est
dérivable par rapport & z, v, 2

3. Soit

(x2) V(x,y,zlt,@)=;(1+/(D(;,g’;}r, t)dr)-

Nous démontrerons que V(z,y,z|¢, ®) est la solution fondamentale de 'équation
adjointe, le pdle étant & 1’origine.



Sur les équations intégro-différentielles et leurs applications. 309

Remarquons d’abord que

gem y2m—1
da?h oy detl

T 2a y 28 2\2 "
—emotlElGRe)S § St (7 (?) e
(m—1) 'zﬂm-lr o by 4oy (@t B +7)l (20)2f)(27) (h—e)l (B—B)H{I—7)!

0

Par suite nous pouvons écrire

(xo) 0—r3 T 3
1

h+kA-l=m

(2m yp2m—1

T g ot (7:0)

Done, si nous écrivons pour simplifier V (t) & la place de V{x,y,2{t,0), on avra

( gam 43 p2m—~1
(13 A? V(t fz 2 GWFth(T t)d1=
h+k+l
& (—om 2 J2m yom—3
. 2 e By (v, E) d .
— 2h 1) 4,2k () 521 vk, )
f : (2(m—1))! e ()x dyk oz

D’autre part

02 7 %
f{( (’)v;gr)Floo( ) (7I;g1)F010( ((} gT)Fo()l (’L t)}
¢
e
as; az{ ag{
i ﬁx—lOO(T,t)‘f‘ FO]O(Tt)-I— FOO](Tt)dT—l-

2m+2 p2m—~1

e
S (—1)™
+fdrv/‘21(—2~——~ﬁ 2- {W,WWFMI:,Z(&T)FI,O,O(T,t) +

2m+2 42m—1
+ Ganggmarggm L (S,7) Fo,,0(7, 1) +

g2m+2 42m—1

+ gagggms Frn €0 Fo o, 1, 0148,

Or la derniére intégrale double se transforme facilement en
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® —r\m—1 g2m y2m—3
22"5(—(5(7;')—1))' 2 (Tif’rtfr—y’TWf f{F”“”"'(g Dm0

WAk l-m
+ Frow-1,0(8,7) Fo,1,0{z,8) + Frw,p—1 (£,7) Fo 0,1 (7, 8)}dE.
Mais

e o
f‘i’f{ph’—l,k’,ﬂ(f, ) F1,0,0(t,8) + Frw—1,0(§,7) Fo,1,0(2,t) +

e §
+ Freva (6,9 Fo, 0,1 (v, )}dE = j dE ] Fresw,r (6,7) Fuo.0(z,8) +
$ ¢

o
+ Fup—1,0(E,7) Fo,1,0(3,8) + Frp,0—1(8,7) Fo, 0,1(v,8)}dv =th',k’,l‘ §,t)d§.
&

Par suite

f{agy(r)Fxoo( y+ 2V@gp (w,t)+*—uF°-°"("’t)}dT:

dxt dyt )22
¢

.__I m-—l azm 72 m—3
fzm(z (m—1 2 '{;;ﬁm;, Fppa(r,t)de.
+ktl=m

En ajoutant P'équation que nous venons de trouver & l'équation (13) et en
rappellant les égalités (8) nous aurons

<]
2 v+ [T 10 + T e e, 0 + S0 v nhdeeo.

i

La fonction (12) satisfait ainsi & ’équation adjointe, en outre elle est partout
régulidre, excopté & l'origine, ol elle devient infinie de premier ordre. Nous
avons donc vérifié directement que la fonction V (x,y,z,|t,0) est la solution
fondamentale de I’équation adjointe.
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Art, 5bme,

I.

(12")

et si nous posons

(®,y, 2], @)—~~+jz

(——I

Jemy2m—1
U bt Lmm 022 Q2% (1 221
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Propriété de la solution fondamentale de Péquation adjointe.

En vertu des formules (12) et (10') nous pouvons écrire

Fr (e, t)de

r=V@—a)+ (y—b)?+ (z—c)?

nous porterons le pdle dans le point @, b, c.

La formule précédente est équivalente &

[}
7 =1 3
(14) ¥ (2,9,21,6) r+f12m
i

2.

et par n la normale externe a o.

Nous aurons

a_
anda~——47r,

g

g gempzm—1

J

[
g emeim—1
17?;: da2h J b2k g2t

Jaya
J

o

g2m 2m—1

i ()2m7-2m-1
02 0a®h 9b2% i c?

3. Cela posé on aura

av(t)
(15) f In

Tniathobek gt 9=

;c08 nzda =

9
do=—4m +f2m Gm—1)t
Y 1

Pautre

(=1
(z2m)!

2

h4k+l=m

Tazh 0b2% §c2l

gem
fzm(z
s

2m+2

g2m y2m —1
0a? Jp2* § c?

Fh %, z(T t)d’l:

Désignons par o une surface fermée ayant & Yintérieur le péle a, b, ¢,
Soit S I'espace renfermé par la surface o.

m—1)rim—348,

cos nrdo =

gem 42

JaZh+2 jpik ()czzf’”zm_ld‘s’

N

a2k 9 bk ez CO8 nYdo = 5 s kTl

g2m+2

frz'"—ldS,

S

gzm

2 ()a2h abZk ad (22
ht-ktle=m

(—1)™

dath b2k g cel +

2}[72"'—1(18’.

zJﬁ”“%ﬁS.F;,,x,J('S, t)dr.
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Calculons maintenant

f(aIg:(:)f(r,t cos na + 7V3(/ g (e, 1) 008"3/+(V(T)¢(7 ) cos nz| do.

(4

On trouvera

® (18 F 0+ (tas.F P 1i5.F ¢
ngf; . I'O'O(T’)-{FWJ 010(T Frs 0,0,1(7, )+

®
—T)7 §im+2
+ ((2,,1,))| 2 {daz"+2i)b2" gczl!"zmhld’sth,h,l (§,0) Fr0,0(r,t)d& +
1

" htktlmm

g2m+2

®
+ (’)uzh(’)b2k+2oc2lfrgm_1deFh,k.l(§’T)FO,I,O(T,t) as +
5 T

D)
gem+2
+ (7(12"(7621:0021+2Jrzm_1deFh,’hl(§vT)FO,O,I (T,t)d§}

ot par suite

()
fdwf{a___.z;”f(r,t) cosnx + V( )fp(r tycosny + V(T)lP(f t)cos‘nz}d =

[

0
f{ﬂa”f d8. Fy,0,0(r, t)+r?b? 1ds. Fo,1,0(z,8) + )ers Foo,1 (7, t)}df'F

‘hhyia

&
- m 1 H2m
f Em(é (mI——I) 2 6@2"((}627:(%21[ —3ds{ﬁF"-h"»l(§’T)leo’o (w,0)+
8 [3

Fap—1,105,2) Fo,1,0(7,t) + Fak,1—1(8, 7) Fo,0,1(7, §)}d§.

Mais
o

2]
fdr f{Fh_l,k,z@, 9) Fio.0(v, ) + Frgr.1(5, 7) Fo.1.0(z, 2) +

t

+ Fru,1-1(8, v) Fo 0,1 (v, )} d§ =
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() 4
=fd§fF;.-1,k,zf§, ¥) Fr 0,007, ) + Fa o105, 7) Fo1.0(z, 1) +

+ Far,i—-1(8,7) Fo,0,1(7, 0)}dr =

8
=th,k,z(§.t)d§-
t
Done
8
{[drf{agf)-f(r, tjcosnx + 05;” m;ir)l,l/(r, t) cos nz}do'z—-
¢ a

— I)m g2m m—
f2'<z<m_1 2 F&WJ’E P48 Fapr(r, t)dv,
k4l=m

d’ol l'on tire, en ayant égard a l'équation (15),

(IT) {0;’: fd 47V(r (z,t)cosnzx + Vg(/r) (, t)cosny+”g(r) (r,t)cosnz)}da==

= -—47r.

La propriété de V(z,y,z|t, @) renfermée dans cette formule est celle que
nous voulions obtenir et dont nous ferons usage.

Art. 6me,  T’équation fondamentale.

1. Si le pdle est externe au domaine S on pourra, dans la formule (I)
remplacer v par V car V est régulidre dans 8, mais, si le pdle est interne, pour
appliquer la formule (I) il faudra retrancher du domaine § un domaine environ-
nant le pole. Soit w le contour de ce dernier domaine. L’équation de réciprocité
(I) deviendra alors

I Hy([u, V1,0) + H, ([, V], 0) =o.

Prenons pour w une sphére ayant le centre dans le pble, et tdchons de
calculer (Voir § 3 Art. 2) lim H', ([u, V], @) et lim H", ([u, V1], @) en supposant
que le rayon de cette sphére devient infiniment petit.

Acta mathematiea. 85 Imprimé le 10 janvier 1912, 40
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2. Supposons, pour simplifier, que le pdle soit 'origine. On aura

T Y 2 &S (—1m
@(;,%:; T,t)zzmm!zzm 2 Fh,k,l(tst)gh,k,l
1 htktlmm
ou
x\20 [y\28 [2\27
bk wepan 2lot p’+7)) (?) H H
gh 1= (2h)1(2k)( zl)'ga%ﬁ% s (@tB17) (2a)1(28)zy) (e ) l—B) —7)

Or, 2 étant la sphére de rayon 1 ayant le centre & l'origine, on a

r r T oalfly '(2{a+ﬂ+?’)+1)'4

J (")2 (g)w(ﬁ)hd,q (2a)! (28)! (2)! (e + B + )1
-

et par suite

h ok (— 1 )a+d+7

4
f ha1d =g R RNED 2 B R o e —a BT B

2 o o
2mmt (2h) (2k) ! (2])!
AT R L. 3.5---{2gm + 1)

On déduit de 13

‘[’(D(‘;,z,—‘r t)d.Q 4JZ(~I)mm' 2 (—?MMFh,k,z(’f,t)==

(2m)! Al hi k1Y

= 4w 8(r, ).

En tenant compte de Uordre de linfini de V dans le pdle on a facilement
lim H', (4, V], 6) **'-hmfdt{ (t)W(t do=— hmfua(t)dtfw(”d

ayant posé pour simplifier
“o(t)=u(0s 0, 0, t)-

V()

Dans la formule précédente il faut remplacer 0, - par
dn

&
e fo (22 d)ar
t
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et dw par r2d 2, donc

5]

9,
limH’m([u,V],@)=——J uo(t)dtf{r+f(l) (fg;
0

Q 4

e

2]
:—47yfu°(t)[:[ +fS(r,t)d1]dt‘
0

t

De méme on trouve
) 0
lim H", ([, V],@)=—~4n:fuo(t)dth(1:,t) dr,
0 t

et par des procédés analogues & ceux que nous avons appliqués précédemment
on peut calculer 7'(z,¢). On a ainsi

(—1)mm! 2 (2R)! (28)! {20)!

AT I Fh,k,l(T’t)=“"S(T,t).

T(r,t)=—
?m (Zm)! htktl=m

C’est pourquoi
®
lim Ho([u, V], @) = lim H's (v, V], ©) + lim H", ([u, V], @) = — — 4nfu0 (tyde.
0
En vertu de la formule (I') nous aurons done
)
4nfuo(t)dt=H¢([u, V1, 0)
0

c’est & dire
I 19
(IT) % (0) = 55 Ho ([, V1,0).

La formule que nous venons de trouver sera appelée la formule fondamentale.
Nous avons supprimé les calculs pour déterminer directement 7 (z,t) qui sont
assez longs, parce-que dans l'art. suivant nous donneront une autre méthode pour
trouver la formule fondamentale.
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Art. 7*v°, Deuxiéme méthode pour obtenir la formule fondamentale.

1. En ayant égard & l'ordre d’infini de V dans le pdle on a évidemment,
si le rayon de la sphére w devient infiniment petit,

(16) hm{fV (7u(t f fV( 7) ﬂu(t f(r tycosnz +

(7u(t)

——2 @ (r,t)cosny + ‘(t)tp(r t)cosnz]dw} =0

]
(x7) lim{f ()0017:) fdtj (t)[( V(T)/(r t)cosnx +

] t 2]

dV(r)

7y @(r,t)cosny + ——— V(T)

+

..uo(t)f{av(n fd OV(T)f(r ) cos nx + I;( )(p(r t) cosny +

l?V(r)

Y (z,t) cos nz] dw} =

+ ——Y(r, t)cosnz]}dw=4n:u.,(t).

En effet, & cause de la formule (II),

-]

» t

V()
+ dz

Y (z, ) cos nz]}dw

est indépendent de la grandeur de la sphére w et est égal & 47 parce-que la nor-
male n est dirigée vers l'intérieur de la sphére.
2. Par Papplication des formules (16) et (17) on trouve

6
lim H, ([u, V],@)—————4nfuo () dt
]

ot en vertu de la relation
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(I Hy([u, V],0)+ H,([u, V],0)=0

on a
<]

4w fuo (t)dt=H,([u, V1, @),

0

d’out découle la formule fondamentale

(I1D) 0 (0) =% 7 Hollu, V1,6).

Art. 8we, Remargues sur la formule fondamentale.

1. La formule (III) exprime la valeur de la solution u réguliére de I'équa-
tion (A) dans un point interne au domaine § par les valeurs de u et de ses déri-
vées du premier ordre au contour ¢ de S.

Elle correspond au théoréme de GREEN, car elle joue par rapport & 1’équa-
tion (A) le méme role joué par la formule de GREEN par rapport & ’équation de
LapLAcE.

2. Si Pon veut éliminer les dérivées de u au contour ¢, remarquons que,
w étant une solution régulidre de 1’équation (A), on aura, en appliquant le thé-
oréme de réciprocité,

Ha([u’ w]: @) =0.
C'est pourquoi & cause de la formule fondamentale

(IV) 4(0) = £ 75 Hal[u, V + ], 6).

Si ¥V + w sera nulle sur ¢, dans le second membre de ’équation précédente
ne paraitront que les valeurs de u sur ¢. Par conséquent I'équation (IV) résoudra
le probléme de déterminer la solution regulidre u & Uintérieur de S pour t=0 les
valeurs de u étant connues au contour ¢ pour t comprise enire o et @. Par exemple
8i ¢ est un plan on pent calculer w par la méthode des images.

3. En multipliant par dS et intégrant, 'équation (A') améne & 1’égalité

o
f{ﬂv(t) +f(0v(r)f(r, t) cos nx + azg)fp(% t)cosny +

an dx
o [
dv (7)

+(’iz

Y(r,t) cos nz) dr} do=o,
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v étant une solution réguliere de I’équation adjointe. A cause de I'équation (1I)
il n’est donc pas possible de trouver une solution v réguliére de I’équation adjointe
telle que

e

() dv(z) v (7) |\,
dn +f{ t)cosnx + 3y (p(z,t)cosny+—5—z—~l//(r,t)cosnz[dz~

- o,wt) + /n{alll(r)f(r, t) cos nx + ?Ifl(r)(P(T: t)cosny +

vV (z)
in dx dy 0z

Y(r,t)cos nz} dr.
t

Mais si V4 et Vp sont deux solutions fondamentales de ’équation adjointe
correspondantes aux poles 4 et B internes au domaine § et

Vap==Va4—V3z

I’équation

) e‘\ Pa .
dv (t) + /{Q—(-T»—)f(r, t)cosnx + 1%—(;—) @(r,t)cosny + 1——(;2 W (r,t) cos nz}d =

an dx
t
Z{’_V;i(tuf{” V:;B( )i (v, t) cos mz + V‘gyB( (v, ) cosny +
¢
+ﬁl’_3§@w(r,t) cosnz}dz‘

n'est pas impossible, v étant une solution réguliére de ’équation adjointe.
Or

Hy([u,v],0) =0

o 7 Hallt, V4l ©) = 14(6)
o6 Halw, V21,0) = 15 (6)

u4 (@) et up (@) étant les valeurs de u(z,y,z2,t) dans les points 4 et B pour
t=0. C'est pourquoi

V) Hoy([u, Vap—), 0) =u4(0)—ugp(0)

9
400
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Mais

Hﬂ([u) VAB—'U], O) =
]

f f{au(t f(az(r)f(t T) cos na + 7;;51)¢(t, 7) cosny +

[} o

+ Qf,)—g[—)w(t, 7) cos nz)dr}(VAB——v)da,

il suffira donc de counnaitre au contour ’expression

¢
02‘:) +f(01;:(:)f , T) COS NX + ( )

( )

(¢, r) cos nz) dr,
0

pour les valeurs de ¢ comprises entre o et ©, pour obtenir, par la formule (V),
les différences des valeurs de u dans les différents points de S pour =0,
(Voir Art. 1°m. § 3).

Art. 9*me. Remarques générales.

1. Si au lieu de I'équation (A) on avait ’équation intégro-différentielle

(A" J’zt(t)+f{0 Pulr) g, )+08?;(T)p(t,r) o1 "(’”)w(t )}dr———-X(x,y,z,t)
0

posons

6
fdt

alors 1’équation (I1I) devrait 8tre remplacée par Pautre

v(t) X (x,y.2,t)d8=K([X, v}, 0),

W—

(=4

u, (©) =2 L (H,([u, V], 0)—K (X, V], 0).
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vérifie I’équation (A") dans le domaine 8. On pourrait déduire de 13 un théoréme
analogue & celui de PoissoN.
2. Soit
( i
w(x,y,2,1) +fu(x, yv.z,0)f(t, r)dr=U(x,y,z,1),

0
t

(18) u(z,y,2,1) +fu(x,y,z,z)(p(t,r)dt= Viz,y,2,t),

0
t

u(x,y,z,n+fu(m,y,z,r)w(t,r)dr=W(m,y,z,u.

0

En résolvant ces équations intégrales on aura

¢
ul(z,y,2,t)=U(x,y,2,1) +J Ulz,y,2,7)f ¢, 7)dr =
0

t
(xg) =V (2, y.2,1) +fV<x,y,z,z>¢*<e.z>dz=
[+]

¢
=W(z,y,2,t) + [W(x,y,z,r)tp'(t,r)dr,
9

et ’équation (A) pourra s’écrire

n2U 2V 2w

(20) g8 dyt + 72 °

Donc 'équation (A) peut 8tre ramenée & un systéme constitué de deux équations
intégrales simultanées (19) et de Uéquation différentielle (20) avec les trois fonctions
tnconnues U, V, W.

On peut remarquer qu’en général ces équations ne peuvent pas se séparer
et par suite le probléme de la résolution des équations intégro-différentielles est en
général un probléme essentiellement distinct des problémes des équations différentielles
et des problémes des équations intégrales.

Mais dans quelques cas particuliers la séparation est possible. C'est ainsi
que 8i f=@=1, on aura

U=V=W
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et I’équation (z0) deviendra
(20") 4*U=o0.

La question sera donc ramenée & 1'équation différentielle (20') et & la premiére
des équations intégrales (1g) ou des équations intégrales (18).

CHAPITRE 2%we,
Théorie mathématique de 1’élasticité en ayant égard a I’hérédité.

Art. 1er. Comsidérations préliminaires.

1. Envisageons le cas élémentaire de la torsion d’un fil. Soit w l'angle
de torsion et M le moment de torsion. Dans la théorie ordinaire de I'élasticité
on regarde, dans I’équilibre, w proportionnel & M et I'on écrit

(1) wo=KM,

K étant un coefficient constant.

Cette équation n’est qu’une équation approximative, car on néglige toute
action héréditaire. Si 'on veut tenir compte de I’hérédité, c’est & dire si I'on
veut tenir compte que w dépend de toute I’histoire du moment de torsion, il
faudra corriger 'éguation (1) en écrivant

w=KM+ O,

ou @ est une quantité qui dépend de toutes les valeurs prises par M dépuis le
temps — oo jusqu’a l'instant actuel.

Soit ¢ I'instant actuel, en faisant usage d’une notation que nous avons adop-
tée en plusieurs occasions, nous écrirons

o(t) =KM@ + (DI[MS_{Z]I.
Le symbole
oM

désigne une quantité qui dépend de toutes les valeurs prises par la fonction

M(z), v variant dépuis — o jusqu’d &.
Acta mathematica. 35. Imprimé le 11 janvier 1012. 41
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2. En supposant vérifiées certaines conditions @ sera développable dans
une série analogue & celle de TayLor! et I'on aura

t t ¢
w(t)=KM() +] M(z)F(t,r)dr + ;%fM(Tl)dr,fM(t,)F(t,t,, 7,)dT; +

1.2.3

4 H #
+ 2 (M), f M(z)ds, ] M) F(t, 00, 10 0 dust . - . .

Supposons maintenant que tous les termes de la série d’ordre supérieur aun pre-
mier soient négligeables. On aura alors

¢
(2) wm=KMm+ijmew.

Nous dirons dans ce cas que Uhérédite est linéaire.
Si I'histoire du fil antérieure & un instant ¢, est négligeable, I’équation pré-
cédente pourra s’écrire

t
(2) wm=KMm+ijanw.
to

En résolvant cette équation intégrale par rapport & M (r) on trouvera

11

(3) M) = Ii(w(t) +fw('t)l(t, T)dz.

to

3. Les équations (2), (2'), (3) seront les équations fondamentales de 1’équi-
libre élastique de torsion dans le cas de I’hérédité linéaire. Il faut ajouter qu’elles
seront valables lorsque 'accélération angulaire de la torsion sera négligeable.

F(t,7) sera le coefficient d’hérédité. Voici son interprétation physique:
F(t,z)dr mesure la torsion induile & Uinstant t par un moment de torsion uni-
laire agissant dans Uintervalle de temps (v,v +dv). Réciproquement: f(t,r)dz
mesure le moment de torsion & linstant t qui fait équilibre & une lorsion unitaire
& lagquelle le fil a été assujetti pendant Uintervalle de temps (v, v + dr).

4. Dans I’hypothése que la valeur absolue du moment de torsion soit tou-

1 Sopra la funzioni che dipendono da altre funzioni Nota I. Rend. Acc. dei Lincei, Vol.
1L § 8



Sur les équations intégro-différentielles et leurs applications. 323

jours inférieure 4 une limite finie il faudra admettre que le coefficient d’hérédité

soit infiniment petit pour z=— . Nous supposerons
C
(4) IF(t,'r)|<(T_,)—1+;

ol ¢ >0 et C est une constante finie positive.

Art. 2bme,  Principe du cycle fermé.

1. Soit 4 un point du plan ayant pour coordonnées rectangulaires w et M.
Il @écrit une ligne pendant que M et w varient. Si M et w sont des fonctions
périodiques du temps ayant la méme période, cette ligne constitue un cycle
fermé. Supposons maintenant que chaque fois que M est une fonction périodique
de T avec une certaine période, w soit aussi une fonction périodique de t avec la
méme période. Nous désignérons cette condition par condition du cycle fermé.

Il est évident qu’il faudra admettre la périodicité depuis le temps — oo,
c’est & dire qu’il faudra partir de I'équation (2) ou la limite inférieure de l'inté-
grale est — .

2. .Soit T >o la période. Nous aurons

t+7
wu+ﬂ=KMa+ﬂ+jMqu+ﬂnw,

-—00

et, en vertu de la condition du cycle fermsé,

t+T
wm=KMm+/Muwa+ﬂﬂm.

—0

Par suite
t 4T ¢
fM(r)F(t,'r)dr=[‘M('c)F(t + T, fr)d't=fM('r)F(t +T,v+ Tz

Puisque M(z) est une fonction périodique arbitraire ayant la période 7', on dé-
duit de I’égalité précédente
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Ft,o) + X F(t,c—nT)=F(¢+T,v+ T+ Ft+T,v—nT)
1 0

ol 7 est compris entre ¢ et t—T'.
Les deux séries étant convergentes & cause de la condition (4}, il sera

|2nF’(t,r |<T1+e ‘,,;LTIE’
1

I

|2 Ft+T,v— nT)‘<T1+s o T

d’otx
C
(5) F(t’ 1) F(t + T T + T ;’H-’ZE nH‘F
n étant un nombre compris entre + 1 et — 1.
Soit
I —(t—1).

T —9 sera positif et z + 9 sera compris entre t + 3 et ¢ + 9 — (T'— 9): c’est pour-
quoi dans l'équation (5) on pourra remplacer respectivement ¢, v, T' par ¢ + 3,
T4+ 9, T—39. On aura ainsi

O !
(5") Fu+mr+m=wu+Tﬂ+T)+wéﬁ%ﬁﬁﬂﬁ%
1

# étant un nombre compris entre + 1 et —1.
En retranchant les équations (5) et (5') il viendra

20 2Cvy I
F(t, 1) =P+ 9,0+ 9) = (5l — ") 2, v
Or Péquation précédente doit &tre vérifiée quelque soit la grandeur de T,
on aura donc

F@,v)=F(@t+ 9,7+ 9)

quelque soit 9.

On tire de 14 que F(¢, =) doit étre fonction de la différence t—v.

3. Réciproquement on peut démontrer:

8i F est une fonction de la différence t— =, la condition du cycle fermé sera
vérifide.



Sur les équations intégro-différentielles et leurs applications. 328

En effet si

t
w(t) = KM() + / M) F (i —r)dr

—a

on aura
T+t

wit+T)=KM{E+T) + [M(T)F(t + T —7)dr =

— 0

t
— KM+ T)+ f M(z + T)F(t—v)dr.

Done si M(z) est une fonction périodique avec la période 7', w(?) sera aussi
une fonction périodique avec la méme période.

4. Si nous nous rapportons 4 ce que nous avons dit dans le § 3 du 1°* Art.,
nous pourrons interpréter la condition que F soit une fonction de t — v de la
maniére suivante: la torsion induite aprés un intervalle de temps donné par un
moment de torsion est invariable quelque soit 'instant oi le moment de torsion a ags.

Nous appellerons cette condition linvariabilité de Ihérédité.

Les propositions des §§ 2 et 3 nous aménent au théoréme suivant:

La condition du cycle fermé porte pour conséquence celle de I'invariabilité de
Dhérédité, et réciproguement la condition de Uinvariabilité de Uhérédité porte pour
conséquence celle du cycle fermé.

Ce théoréme sera nommé principe du cycle fermé.

Art. 3*me. Détermination du coefficient d’hérédité,
1. La condition du cycle fermé étant vérifiée, et 1’histoire du fil antérieure
4 Dinstant o étant négligeable, on aura

13

w(t) = K M) + [M(r)lf"(t— o)dr.
o

Posons t— 7 = o, il viendra

t
w(t)= KM (1) +jF(0)M(t~—a)d0.
0
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dM(t) dM(@E)  d—iM ()

3 v

soient nulles pour

2. Si nous supposons que M (1),

dt '~ de dtn
t= o, tandis que %—(Q ne soit pas nulle pour ¢ =0, on aura
t
(6) ™ (1) = K M) (t) + } F(e) M (t—v)do,
0
d’ot Pon tire
_ w(n)(o) .
K= M o)

Dérivant 1’équation intégrale (6), il viendra
tl
wr+l (1) — K Mn+)() == M®) (o) F (1) + jF(o)M("“)(t —o)do.

L]

Donc en connaissant w(f) et M (¢) on pourra calculer F (¢} par la résolution de
I'équation intégrale précédente.

Art. 4w, Equations générales de 1’6lasticité dans le cas de I’hérédité linéaire.

1. Aprés avoir envisagé, comme exemple, le cas particulier de la torsion
nous allons passer au cas général.

Nous prendrons comme équations indéfinies fondamentales de P’équilibre
élastique les équations

dx  dy T 9z
(7t21 0t22 0t23 e

@) iz Ty Tz D
0ty | Oty ata.{ _

et comme équations au coutour ¢ du corps élastique

l,,co8nx + t,, cosny + t,, cosnz = X,
In t,,c08Nx + £, co8ny + tycosnz =Y,

1y, COSNE + 1y, cO8NY + 153 €08 N7 = Zs,
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olt les quantités #;, =1{y; sont les caractéristiques de la tension (c’est i dire le stress),
oX, oY, 0Z; X,, Y,, Z, sont respectivement les composantes des forces de
masse et des tensions superficielles, n est la normale interne au contour.

2. Les relations qui définiront & chaque instant les conditions d’hérédité
seront

t
(I11) tis(t)=2ais|hk7h:k(t) +/zf[’is|hk(ta T) yux(7)dw,
hk b4 hk

ol les quantités yar = yxs désignent les caraciéristiques de la déformation (c’est a
dire le strain). Les sommes qui paraissent dans les égalités précédentes sont
étendues & toutes les combinaisons avec repétition de het k (b, k=1, 2,3, 4, 5, 6).
On a supposé que, antérieurement & Iinstant {,, ’hérédité soit négligeable. Les
coefficients @|n = @sijnk = Qisjzn seront en général des fonctions des coordonnées z,
¥,z des points du corps élastique. De méme @iz nt = Psijnk = Pis|xn seront en géné-
ral des fonctions de z, y, 2z, t{, z. On n’a mis en évidence que ces derniéres
variables pour simplifier 1’écriture des formules. Ce n’est que dans le cas de
Phomogénéité que nous supposerons que @isjrx, @isjnx soient indépendantes des
coordonnées z, y, z.

3. Lorsqu’on néglige les termes intégrales dans les équations (III) elles ex-
priment la lov de Hooke. Les termes intégrales donnent, dans une premiére
approximation, la correction due & I'hérédité. En effet nous supposerons que la
correction totale due & I’herédité s’obtienne en ajoutant des quantités qui dépen-
dent de toutes les valeurs prises par les quantitées yaz(r) pour les valeurs
de 7 comprises entre f, et ¢{. En outre nous supposerons que ces quantitées
soient développables en séries analogues & celle de TAYLOR et que dans ces dé-
veloppements on puisse négliger tous les termes qui ne sont pas linéaires par
rapport aux fonctions yaz. C’est pourquoi les équations (III) expriment les rela-
tions plus générales de P'hérédité linéaire élastique.

Nous addmettrons que le déterminant du 6%me ordre formé avec les coeffi-
cients a;|zr ne soit pas nul. Les équations intégrales (III) seront alors réso-
lubles par rapport aux quantités yaz. En les résolvant on exprimera le strain
par le stress.

Il n'y a aucune difficulté & étendre aux coefficients @i )nx (¢, ) Pinterpréta-
tion que nous avons donnée dans le 1°* Art. au coefficient F (¢, z). De méme
on peut étendre au cas général, que nous considérons maintenant, le principe du
cycle fermé que nous avons envisagé avec détail dans le cas particulier de la
torsion. Nous appellerons les quantités ¢ sz les coefficients d’hérédité.

5. Soient u, v, w les composantes du déplacement des particules du corps
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élastique. Nous aurons

du dv dw
7u=%» 7’zz=7}7/’ 733="0;
Iv )
(1) dw Jv du  Jw dv  du

723=(7)‘3_/‘+ Tz’ 731=_(Tz+%’ 7’12=ﬂ+@'

Remplagons dans les équations (I) les quantités #, par les expressions don-
nées par les formules (IIT) et dans ces expressions posons les seconds membres
des équations (IV) & la place des quantités yz;. On obtiendra trois équations
intégro-différenticlles. Elles sont les équations intégro-différentielles générales de
Vélasticité dans le cas de Uhérédité linéaire.

Leur étude sera le sujet des articles suivants.

Art. 5%, Equations adjointes, théoréme de réciprocité, caractéristiques.

1. L’étude des équations intégro-différentielles que nous venons de trouver
se fera en les accouplant avec d’autres équations intégro-différentielles qu’on
appellera les équations adjointes.

On les obtient en écrivant

aty, | 8t,, At !

Tz Ty T e — X

, Wy, 0 0y,
(I) <dac—i-(}y—ihi/:z —eY
Ity Oty Oty ]

T2 T oy T 07

t,,cosnz + t,,cosny + ¢t ,cosnz=X',
Im t, cosnx + t,cosny + t'ycosnz= Y/,

1y, cO8 nx + ty;, COS By + Uy cOS N2 =2/,

T
(11T Ui (t) = t'iq (t) = zahklis Yue@ + | D pnryis(z, ) Yna(t)d
Rk Bk
o _w o
v 711‘—'%: 7“—(')y’ Ve = iz
) dw | 0 ,  du | dw , 0y v

Vi ="e= s + FrE V=7

T ——— / == = e— ——
) la“az'{'ox'?lz Ya aw'*' ay‘
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Les trois equations intégro-différentielles auxquelles satisfont #', v, w' qu’'on
obtient en éliminant y%: et ¢, des systémes (I'), (III'), (IV') sont les équations
adjotntes.

2. On déduit facilement des équations (TII)

T T
fztis(t) Yis(t)dt =f2 D isynn ie(t) yar () dt +
4 is 4

is hk

T i

+fdtf22 Pietnr (8, 7) V'ie () yra(v)de =

4 4 ishk

T
=fz 2 nryis ¥ nr(8) vis (1) dt +
4 hk s

T T
* f at f 2 2 aetia (5, 1)/ (5) e (.
ty t

hk is

Mais & cause des équations (IIT') on a

T T T
fzz anktis?'ne(t) yis(t) dt + fdtfzz Purlis (7, 8) Y'ar (7) yis (D dv =
i hk is 4 5 hk is
T
- f St )76 () dt,
4 11
done

T T
f St ) Fsa(t)dt = f St O rdt
4 is i ss

et par suite

T T
fdt f S e (1) 950 (1) S = f at f 40 (8) e (1) S,
Y S is 4 ‘S is

8 étant I’espace occupé par le corps élastique. Remplagons maintenant y';, et
7is par les seconds membres des équations (IV') et (IV). Par des intégrations

par parties I'équation précédente devient
Acta mathematica. 35. Imprimé le 11 janvier 1912 49
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at“ Bty | Oty (0t,, Tty | Oty
f{ dx+6y+(')z)+ dw+ +0z)+

1 S

oy (0, 053 d iy
+w ax+‘ay+0)d'g+

+f{u’(tu cOSnZ + ¢,c08nYy + t,,co8nz) + v' (t,, cosnx + t,, cosny + &,y cosnz) +
[

+ w' (I, €08 nx + &, COB NY + 1y, COS NZ) }da] =

T
at’u o, 0t 0t,, 0t, , 0,
=fdt[f{u 6x+dy+(7)+( +ay+az)+

S
0ty 0ty 0ty
+w (a + 2y az) S+

+ f{u(t'u cosnx + U, co8 ny + t';; cosnz) + v(t', cosnx + t',,cosny + t',, cosnz) +
q

+w(l'y, cosnx + ¢, cosnz + ', cos nz)} do],

et en vertu des équations (I), (II), (I'), (II'), I’égalité précédente s’écrira

T
fdt{f(un’ +oYv + 9Zw')dS+f(X.,u’ + Yov' + Zdw’)da} ==
to S [

T
=fdt{f(9X’u +oY'v + oZ'w)dS +f(X’.,'u + Y0+ z'.,w)da}.
S a

Le théordme renfermé dans cette formule est le théoréme de réciprocité. 11
est analogue au théoréme de réciprocité que nous avons considéré dans I'Art.
2tme du premijer Chapitre et il sera la base des méthodes que nous allons déve-
lopper. On peut comparer ce théoréme avec le théoréme de BETTI pour les cas

ordinaires de 1'élasticité.
Pour simplifier nous écrirons aussi I'équation (A) sous la forme

T T
fdt{ngXu’dS +f2Xau’da}=]dt{f29X’uds +fEX’ouda}.
o S [} to S [}

U E. Berri: Teoria dell’ elasticita. Nuovo Cimento, 1872-—73.
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3. Par des intégrations par parties on tire des équations (I), (II), (III),
(IV), la formule

(B) f(gXu+ng+ng)dS +f(Xau+ Y0+ Z,w)do =
S [

=— | 2 X tiarnrvar(t) yis (t) 48—

s 8 hk

T
—fdrfzz Pisink (b5 7) 2is () yar (v) dS.
oS

is hk

Supposons que pendant lintervalle de temps (f,, ') les forces de masse
X, oY, ¢Z et le trindme X u + Y,v + Z,w soient nuls, alors le premier membre
de I’équation précédente sera nul aussi.

Or par une substitution ortogonale

Zia (8) = D crajia gri (1)
ri

on pourra ramener la forme quadratique

(7) 2 zahlhk}’hk (D) yia (2)

is hk

4 la forme

2 er1 g1 (2).
rl

L’équation (B) deviendra done

¢
(8) Deng'n()ds + fdrfzz Yistar(t, ©) gie (8) gar () S = o,
ri 123 s

is hk

ou les cosfficients Y;,jnr se calculeront trés-facilement moyennant les fonctions
@isink et les coefficients c,71i,. Il est évident que les fonctions Y;)zz seront
finies et continues lorsque ¢;s)5; seront finies et continues. Dans cette hypothése,
et, en supposant aussi que la forme (7) soit une forme définie, c’est & dire que
les coefficients e,; soient du méme signe et ne soient pas nuls, on pourra déduire
de l'équation (8), par le méme procédé que nous avons suivi dans le premier Art.
du Chapitre précédent, que les quantités g,; (f), et par suite, les quantités y,; (¢)
seront nulles pour ¢ compris entre {, et 7'.
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On tire de la que, sous les conditions que nous venons d’énoncer, étant connu
les forces de masse et les déplacements superficiels (ou les tensions superficielles),
pendant un intervalle de temps, la déformation du corps sera déterminée dans le
méme inlervalle de temps.

Art. 6o, Corps élastiques isotropes et homogeénes.

1. Si le ocorps élastique qu’on envisage est isotrope les équations (III) ne
doivent pas changer si P'on invertit la direction de chacun des axes coordonnés.
Par ces changements de direction des axes on a des changements de signe dans
les quantités ¢,, et 7,,. On trouve ainsi trés-aisément les termes qu'il faut éli-
miner dans les seconds membres des équations (III) lorsque le corps est isotrope.
Mais les mémes équations doivent garder toujours la méme forme en échangeant
les axes entre eux, o’est pourquoi elles seront

t
(9) te=L0O () + 2Ky~ (1) + f(tp (¢6,7)0(7) + 2¥(t, 7) yrr (7)) dv,

o
t

tre =hyrs (t) +fx (t,2)Yre (v)dT, r=s
t
O=yy+ 7+ Vn.
Si nous donnons aux axes une orientation arbitraire, les équations précédentes
ne doivent pas changer, par suite on doit avoir

K=h, w=x

et en conséquence
i
(95) trc=K7n (t)+fw(ts1)7" (v)de, r=s.
to

Le corps élastique étant homogéne L et K seront constants et ¢ et Y seront
indépendants de z, y, z. Nous supposerons L et K du méme signe (Voir
Art. 4qdme § 2).

2. Donc dans le cas des corps élastiques isotropes et homogénes, en ayant
égard & I’hérédité linbaire, on aura les équations?

! Voir: Borrzmany, Zur Theorie der elastischen Nachwirkung. Wien. Ber. 70. 8. 275—306,
1874; Pogg. Ann. Erg. — Bd. 7. 8. 624, 1876; Wiss. Abl,, Bd. 1. 8. 616. Voir aussi: O. E. MexEz,
Pogg. Ann. 154. S. 360; WiecHzrT, Gesetze der elastischen Nachwirkung.
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89(t)

KAu+ (L+ K)y—— +
'ﬁﬂwmnMMﬂ+wmﬂ+w“’fwwd”wxm’
%
Ksv+ (L + K)a@(z)
(x0) 4 j{(p (t,2) 4*0(2) + (@ (8, 7) + Y (2, 7)) a@;’)}df =e¥ (),
ac-;o(t)

KA4*w+ (L + K)

t

+f@mnmwm+wmw+wmz

\ 123

7‘3;’)} dv = oZ ().

On déduit facilement de ces équations

(L + 2K)4%0(t) +

(x1) f((p(t 7) + 29 (L, 7)) 42 O (v) dv = a("f) + a(gyy) + a(;’f),
[mel (t)+fw(t ) P o, (1)dr_a“’f) a(gzy),

(12) { KL 0, (1) +f¢(t r)d’w,mdw—g—%’z&—ﬂgf’
mea(t)+fzp(t,fr)4*w,(z)dz=ﬂ§;? (;’f’

o "’

dw dv du dw v du

wlza_y—b—;’ah:%_—%,wa_ax 62/
C'est pourquoi par la résolution de ces équations intégrales on pourra calculer

A0(), Lw,(t), 4w, (1), w4 (t).
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3. Pour indiquer la résolution de ces équations intégrales et d’autres équa-
tions analogues que nous allons trouver, représentons par

(13) p=Af

P’opération
¢
(14) Kf@) + f Wi, ) () dr =0 (®),
to .

qui nous améne de la fonction f(f) & la fonction ¢ (f), et écrivons inversement
(13)) f=4"9.

Cette opération désigne la résolution de 1’équation intégrale précédente.
De méme représentons par

(135) o=A,f

Popération
[
(L +2K) 1) +f{«p(t, ?) + 29t O} (@ dr — 9 ()
to

et par
(x5) [=4"'9

I'opération inverse.
4. Cela posé les équations (11) et (12) pourront s’écrire

o250 26D
(12') Ald?“’z'—"aigz—)—o(‘fxz),
A.,d%,:ﬁ%’;@_l%gy{),
et par suite on aura
(11") 420 = 4,7 (%’%@ + ?_(_(%Y_) 4 0_((%Z_) ,
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_ 4 l9eZ) d(eY)

Aoy = 4,7 ‘ dy (/.:e’—)’

(121!) ngnglhl ((z(—gg—)——a(ff)):
o= (S0 =250

En appliquant Popération /% & la premiére des équations (10) on trouve
KA ul) + ] W (1, 7) A u(v)dv = 42 (o X) —

84 @(t) 34 @(f)

—(L + K)

f(rp(t D+, )22

o

c’est & dire, en vertu de Véquation (11'),

A,J*u=d”(gX)—% a(gf) + a(gyy + 0(522)) + A, .42@‘
On a aussi deux équations analogues a la précédente.
On en tire, en ayant égard & 'équation (11"),
Au= A2 (@X) + (47— A,~ l)da: (a<5f)+a(5ym 22 )
(16) {do= A 1A (QY) + (4, — A, 0y (6(55)4— a(fyy)+ ‘7<jf)),
4w = 471 @2) + (47— A 5 (1K) 2 D), Do),

11 est donc possible de transformer les équations intégro-différentielles (10) dans
les équations différentielles précédentes dont les seconds membres sont des fonc-

tions connues.
Si les forces de masse sont nulles, les équations (11"), (12"), (16) deviennent

O =0, =L w,= L, =Lu=DLv=4Dw=

Donc la forme intégro-différentielle des équations de 1’élasticité, dans le cas
héréditaire, n'est qu'une forme apparente lorsque le corps élastique est isotrope et
homogéne. Mais il faut remarquer que les relations qui passent entre les compo-
santes des déplacements u, v, w gardent la forme intégro-différentielle, ainsi que
les conditions au contour, lorsqu’on suppose que les tensions soient données.
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5. Pour les équations adjointes, il faut remplacer les égalités (g9), (g a) par

T
(9") ey =LO'(t) + 2K ¢, ,(t) +f((p (7,8) @' (v)+2¢ (2, t)Vrr (v))d7,

(9'8') n—K}’ra fw(T t )’n ('L‘)d’r r=zs.

Les équations adjointes seront

(K00 (4) + (L + K) ‘?—Q' @,

10'(z)

T
+f(tp(r,t)d’u'(t)+(¢p(r,t)+l,b(r,t) )d r=oX',
t

K9 (@) + (L + K) a@y(‘)

(10" T o
+f(¢(r,t)4’v’(r)+(<p(r,t)+w(z,t)) ay))dfz Y

t
?@’
i (t) +

K0 (t) + (L + K)

0@ (z)

f(ww 0L (@) + () + ¥, 0) 5 dr =z,

ol
O =7u+7n+7n
En supposant
X =Y =2 =o,
et en posant

o= o P w0 o
TGy T 92 YT 0 T G YT 9 oy

on aura

A0 =40, =A== A0y = AU = LV =S = 0.
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Art. 7tme,  Solutions fondamentales des équations adjointes.

I. Supposons
=Y'=7"=o0.

On aura aisément les solutions suivantes des équations adjointes (10').
1) F étant une fonction harmonique il y aura la solution

(17) w =F, g OF y OF
7 9z dy dz

2) F,,F,, F,étant des fonctions harmoniques il y aura la solution

, dF, 9F, , dF, ,9F, , OF, 0F,
(x8) K PRl i il AL A R F

3) @,, @,, @, étant des fonctions biharmoniques! et les dérivées partielles de

o, 00,
s 1
4 (0x Tyt az)
par rapport & z,y,z étant indépendantes de ¢, il y aura la solution

o, 00, 00,
dz Ty Jy S+ (72)
d (gg*awz 011)3)
dy\dxe ~ dy T 9z’
d ((7(01 0o, (70))
dy 0

dz\dx ' dy

w—a(T,8) 420, + B(T, 1) a(

(19) a(T, 1) 420, +ﬁ(T 1)~

w=a(T,t) £20, + 8(T,1)

ol o et # sont des fonctions telles que 'on ait

(20) (L +2K)8(T,1) +j[(p ) + 29z, ) (T, 7) dr +
T
+(L+K)a(T,t)+f[(p(r,t)+1,U(r,t)]oc(T,¢)dr=o.
t

2. Prenons F =;, r étant la distance du point (z, y,2) au point (a,d,c)

! Une fonction biharmonique est une fonction qui vérifie I'équation 424° = o.
Acta mathematica. 35. Imprimé le 13 janvier 1912, 43
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que nous appellerons le pile. La solution (17) nous donnera

't 7t it
'— ,.._1: v’ __‘7_.. w ——_.’.
Y= Ty iz’
@' =o,
32,1, g2l g2t
r r
”'_ZM(T t)(} 3> =21M(T,t) (Ty—!,tf”:zM(T,t)@y
(721_ pr gel
- —_ Ty —0 r.,
29 - ZM(T t)aj() ’ SI—ZM(T:t)azax’tlz M(T t) ‘}y
a’; a7 i%;
r o - LA
o= 2M (T 05 5 Vem 2 M (D0) gt Zo=2 M (T, 1o
ou l'on a posé
r
(21) M(T,t)=K+]w(z,t)dr.
t

Pour distinguer cette solution nous placerons un indice 1 aux lettres ', v/, w';
X', Yo, Z'y, en les écrivant u,/, v/, w,; X'o 1, Yo, Za1.
3. Prenons

gx S
u’=o v,=_ﬁ7‘ w’ ,,_.Z,
? iz’ dy
@' =o,
(72_, ,721
!
U,=o0,t,,=—2M(T, t) /y sy M(Tt)()yﬁ
((721 ,72_1,) az}, pl
A _ r
=M, 0\Go— gl o = M (T,0) g it = — M (T, ) 5
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( asI g2l )
. 7
X's=M(T,?) (? cosny—|~6'y(7 cos nz
( as_I_ 32,1, (as} azl) )
- 7 7
Y =M(T,t 7707 (7 COS X — dy(? cos ny + i i cos nz/,
,72 el gel g2l
L= M (T, t) cosnx—i- 0?] b—é)cosny—f—zmgcosnz)

Pour distinguer cette solution nous placerons un indice 2 aux lettres »/,v', w
X'y, Y5, Z's en les écrivant o',, v',, w'y; X'o2, Y2, 25,0

On aurs évidemment des solutions analogues en prenant successivement

F1=0,F,=-},F3=o
et

F,=0,F,—=0,F,==.
4. Posons! dans les formules (19)
¢Dl=—:—:mz=o,d),=o,
on aura, en tenant compte de la relation (z0),

ol BT B

= w=F O
r  z20x¥ 20xdy’ 20x0z
%
'_ A
@-(a+;9)ax
P
t,—P+Q+R) -+ N2,
u dx e
9t
'y — Q+R)"+ N0,
i - dx dxdy?
(7_
bgy = (Q+R)6 +N6x(72

1 Comparer: SomrcLiana, Sulle equazioni della elasticita, Annali di matematica, ser. IT, t. XVI
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ol

(22)

(23)

Vito Volterra,

d3r
o v ,
Uss Ndm(?ydz
PR
o p TN P
Var P0z+Ndm202
X
P p. T Py
Co=P g + ¥ 555y

ot gt
r_p.T oy )
X““Pi/n—*N(ﬁn(ix” 2 g SO )
1 1
J- d .
Y =P(lcos NE — — COS N )'+N(—?——d=—r~—
o Jy Fz Y in dxdy
I 1
a_ a_- ) (
r — pl T R g @y
ZG—P(azcosnx o COS 2 + N %0_‘273}_

T
N=Kg(T,t + fzp(r, 6B (T, )dx,
;

T

P=Ka(T,t) +]q'l,b (z,0)a(T,7)dv,
¢

[ T
Q=Lg(T,1) +fcp(r,t)ﬂ<T,z>dr,
t
T
R-——-La(T,t)+j(p('r,t)oc(T,T)d'E.

t

11 est évident que N, P, Q, R sont des fonctions de T, ¢.
simplifier, la fonction arbitraire « (7', ) telle que P=1.
en vertu des relations (20) et (22), seront déterminées.

I
rCO )
2 ;. c08ny |,

I
gt
r

2 =—cosnz/,

dx

Nous choisirons, pour
Les fonctions g et N,

Pour distinguer la solution que nous venons de trouver nous placerons un

indice 3 aux lettres «',o,w'; X'y, Y'y, Z'y, c’est & dire nous écrirons u'y, v/y, w'y;
! ! ]
Xc,a, YO,S’ZG,B‘
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On aura deux solutions analogues & celle-ci en prenant successivement

’
D, =o, (D2=—2—,(D3=0,

Art, 8ome,  Détermination de la dilatation et de la rotation.

1. Il est connu que la dilatation de chaque particule du corps élastique
et les composantes de la rotation sont données par

w, W, W
;% , %2, s,
2 2 2

Nous commencerons par déterminer O, w,, w,, w, moyennant les forces de masse
et les composantes des déplacements et des tensions au contour, en appliquant
le théoréme de réciprocité donné par la formule (A4).

2. Employons d’abord pour solution des équations adjointes celle que nous
avons trouvé dans le 28m¢ § de I’Art. précédent. Le pdle (a, b, c) étant situé &
Pintérieur de ’espace occupé par le corps élastique on pourra le retrancher moy-
ennant une sphére ayant le centre dans le pdle. Si 'on fait diminuer indéfini-
ment le rayon de cette sphére la formule (4) deviendra & la limite

T

(24) H[EXo(t)u’ldo+{EQX(t)u',!dS——— EX'G,lu(t)da}dt=

i § ;
T

=[{£3§7E‘AM(TJ)@(G/, b,c,t) + %75 (ta(@,b,c,8) + tn(a, b, c,t) + 2y (a:bac’t))}dt'

fo
Le second membre de cette équation, en vertu des formules (g) et (21), s’écrira

T T

¢
47‘:]{([1—{- 2K)6(t) + g@(t)tflp(fr,t)dz' +f((p (t, ») + il,b(t,r))@(f)d'r}dt.

to fo

Mais
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f@(t)dtft,b , tdr~[dtfw(t 2)6 (v) dr,

c’est pourquoi I’expression précédente deviendra

T ¢ T
4nf{(L+zK)@(t)+f(cp(t,z) + 2lp(t,t))@(t)dr}dt=47va,@(t)dt.
i ty

&

Donc, si nous dérivons ’équation (24) par rapport & T et si nous remplagons 7'
par ¢, on aura, en ayant égard aux expressions de u',,v,,w';; X's,,, Y's,1» Z's,,,
(Art, 7ome, § 2)

9t ol
d r
szoa dU"I‘fEQX ““dS“"‘ZfEA_lu.c—ljn-a—édqzzl_n‘Az@

ou méme

a‘ at
(25) fZA,-lX da +sz2—1 (gX)a-;dS——

4 S
d BI
SA,7 A u -dn ax00—4n@(a b,c,t).

()

3. Pour solution des équations adjointes prenons maintenant celle que nous
avons donnée dans le 3°m¢ § de I'Art précédent, et appliquons toujours le théo-
réme de réciprocité. Par un procédé tout-a-fait analogue & celui que nous avons
employé dans le § précédent ou trouvera

( a; o}) ( a: a;) (02
ZG@—YG(,}? do + QZ@—QY—a—z- as— ayaxcosnz

4 S o

,721 0 g2 L

1
po
7297 cosny)Alu—i-( 7397 0 cosnx — zayazcosny+
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g2l gel 32 g2 g2l
+(5§/Z a——)cosnz)A,v-l— (a—y—a— cosnx—i—(dy 7 2) cos ny +
g2l
+2@§;cosnz)A,w do=4m 4,0,(a,b,c,t).

Cette équation se transforme immédiatement dans Pautre

2 E E: 90X
(26) (A o gr— A7Y )do+ (A—l( Z) 5 — A, Y)—’")ds—
1 o' 1 [+ 7 1 9 ay 1 g 02
S

g2 X X X g2
— (@(%c cos nz—a—z%y—ccosny)u + —W%cosnx—zb-?;g;cosny +

2L X 52X e gat
(+ a—?;—,—;g)cosnz )'v+ (ayaxcos nE + (0; Ta g)cosny +
Gk )
+ 2 ()y; cosnz do=4rw (a,b,c,t).

On a évidemment deux formules analogues & celle que nous venons de trouver
qui expriment w, et w,.

4. En comparant les formules que nous avons obtenues dans les §§ 2 et 3
avec celles de BErTI pour Péquilibre élastique dans le cas ordinaire! on trouve
qu'elles ont une forme semblable. Pour passer des unes aux autres il suffit
d’appliquer aux déplacements, aux rotations, aux forces et 4 la dilatation les
opérations fonctionelles 4,, 4, ou leurs inverses.

Appellons 4, u, 4,v, A, w; 4,0, +A,0,, $4,0,; A O respectivement les
pseudo-déplacements, les pseudo-rotations et la pseudo-dilatation, alors on pourra in-
terpréter les formules (25) et (26) et les formules analogues par le théoréme
suivant: o

Lorsqu’on envisage des corps élastiques isotropes et homogénes, pour passer du
cas de la non-hérédité & celur de Uhérédité, il suffiva de remplacer les déplacements,
les rotations et la dilatation par les pseudo-déplacements, les pseudo-rotations et la
pseudo-dilatation dans les formules de Bettr relatives & Uéquilibre élastique.

! Voir la citation faite dans la note de I’Art. Héme,
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5. Dans les équations (25) et (26) paraissent les valeurs des tensions et
celles des déplacements au contour. Mais pour déterminer la dilatation et les
rotations les unes ou les autres de ces valeurs sont superflues. On pourra ob-
tenir 1’élimination des valeurs superflues par I'emploi des éléments qui jouent
un role analogue aux fonctions de GREEN (Voir Chap. 1°r, Art. gime, § 2).

Art. gt=e, Déterminations des déplacements.

1. On a les formules

00 dw, Jw
Bap — _ 2 73
i TR iy’

0 Idw, Jo
2ay —y pihnt: S id
dvq0y+()m iz’

10 iw Jdw
Bpp o o 1 T2
A P Pl PR

donc, les rotations et la dilatation étant déterminées, on pourra calculer #2u,
A%, A w.
On déduit facilement des équations (10)

Au= A X) + (1 — 4,402,

Po= A7 Y) + (1= 4,7 ) 5,

Sw=A712) + (1 — 4,7 4) 70,
C’est pourquoi en connaissant les forces de masse et ayant déterminé la dilatation,
on a aussi une autre maniére pour caleuler #%u, 4%, 4°w.
Mais supposons que les tensions au contour soient données, les déplacements
étant inconnus. On démontre aisément, en partant des relations (II), (9), (9a),
les formules suivantes

ad
5‘% = ;,(Al“l X, + w,cosnz — wycosny + (2— 4,7 4,)@ cos nx),
v

in = E(Ar1 Ys 4+ wycosne—w,cosnz + (2— 4,71 4,)O cosny),

J
%: = 2 (4,'Z; + w,cosny —w,cosnz + (2—A,71 A,)O cosnz).
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Done, si 'on connait X,, Y,, Z, et V'on a déterminé O, w,, w,, w,, on pourra
u do dw
dn’ dn’ dn

3. Mais pour calculer directement les déplacements, sans employer les formules
qui donnent la dilatation et les rotations, on pourra employer la méthode suivante.!

Appliquons la formule de réciprocité (4) en prenant pour solution des équa-
tions adjointes celle que nous avons donnée dans le 4§ de Part. 7®me, Retran-
chons le pdle (a, b, ¢) interne & I’espace occupé par le corps élastique moyennant
une sphére qu’on faira diminuer indéfiniment. On trouvera & la limite, P étant
“égal & 1,

T T
jdt {fEX‘,u’ada +J29X-u’3d8——fEX’.,,3uda}=~4nju(a,b,c,t)dt,

i 4 to

calculer et par suite on aura %, v, w en connaissant #%u, 4%v, 42w.

d’ou 'on tire, en dérivant par rapport & 7',

T
(27) —4mula,b,c,T) =r§d-Tjdt{] I X,u'do +f29Xu’3dS-—f2X’.,,,uda}.
o a

[

4. 1l faut maintenant calculer la dérivée par rapport & 7' qui parait dans
le second membre. C’est pourquoi nous allons établir quelques formules prélimi-
najres.

Rappelons I'équation (14). Multiplions par «(7, t)dt et intégrons entre les
limites ¢, et T'. Par des transformations trés simples, et en ayant égard aux for-
mules (22) ol P= 1, on aura

z -z 7 4
ja(T, tp(t)dt =fKa(T, t)f(t)d¢ +fa(T, t)dt]l/)(t, ) f(r)dr=
12 o

to 0

Z z 7
=jf(t){Ka(T, ) +]a(T, iz, t)dr}dt——-]i(t)dt.
0 t to
Dérivons par rapport & T et faisons usage de 1'égalité (13'), il viendra

d T
(28) 77 | «(T> Dp0dt= J(T) = A=t (D).

to

! Voir la Note au § 4 de l'art. Téme,
Acta mathematica. 35. Imprimé le 19 janvier 1912, 4
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Mais, 4 cause des équations (z0) et (22) ot P=1, on a

T
(L +2K)(«(T, 1) + 8(T, 1)) +](fp(7, t)+2y(z, ) («(T, )+ (T, 7))dv =1,
¢

Y

done, en suivant un procédé analogue 4 celui que nous venons d’employer, on
b

trouvera
T
77 | T, 048, D)pydt = 4, (T,
to
d’olt
d T
(28) 77 | 8T, D9Odt= (4,7~ 4, (D).

o
Les équations (22) et (14) nous donnent

T

o

T T t
jN(T, t)f(t)dt=]ﬂ<T, 5 {Kf(t) +J v, r)l(r)d'r}dt== [ 8T, g,
to to o s

to

C’est pourquoi, & cause des équations (28') et (13),
T
C8) g [ VT, 0/08 = (47— A7) A O~ A, A O O=(4,7 A=),
1,

En résumant les formules (28), (28'), (28") on aura donc

T
2 [e@, nF@0a= 4P,
ta
i F
(29) a7 | AT OF Ot = (4,7 — 4 F(D),
o
7
g’% / N(T, ) F(t)dt — (4,~'4, — 1) F (1),

i

oli F(t) est une fonction arbitraire.
5. Pour calculer le second membre de ’équation (27) employons les for-
mules (29). On trouvera alors:
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(27) —amula,b,c,t)=
. ~ . _ {02 a2y a2y
f{;Ax 1X0+2—(A2 1___A1 1)(5173X0+(7}“@Y6 +M{7.§Cazz“)}d6+

[

I4- Iog—i_ g -0 & O —
A+ Jam — A [FEeX) + 7 0 + g e} as
N
0; /().; 0; ) (a% a; )
— %u+(@cosnx——a—xcos nylv + \a——zcosnx——(-ﬂcosnz w +
L
(71 I
a 0?r r ) a or r )
-1 —_ — — e —
+ (4,71 4, I){(ﬂn(’)x? zaxcognx w4 (\anaxﬂy 2 5 cosny v+

8l
P A
+a—ﬁaxaz——zaxcosn w o.

- 11 est évident que nous pourrons obtenir deux formules analogues & la for-
mule précédente pour exprimer v et w.

Art. 10°me. Remarques générales.

1. Par les formules gue nous venons de développer nous avons donné une
théorie générale de I'hérédité linéaire élastique dans le cas statique.

Nous avons vu ainsi une application des équations intégro-différentielles.
Dans le cas général on ne peut pas séparer la partie intégrale de la partie diffé-
rentielle, mais cela est possible dans le cas des corps isotropes et homogénes.
On peut remarquer que dans ce cas tous les résultats peuvent s’obtenir par les
formules ordinaires accouplées aux opérations fonctionelles 4, et 4, et & leurs
inverses.

2. Nous nous sommes bornés aux formules générales en laissant de coté
toute question particuliére, mais on pourrait approfondir beaucoup de problémes
spéciaux en arrivant aux formules résolutives finales.

C'est ainsi que dans le cas de la sphére élastique isotrope et homogéne le
probléme peut étre résolu complétement par des séries trés-rapidement con-
vergentes, en laissant tout-a-fait arbitraires les coefficients d’hérédité.



348 Vito Volterra.

Ce cas a un intérét spécial pour les applications. Dans les problémes relatifs
& la terre, lorsqu’on veut tenir compte de son élasticité, les phénomeénes hérédi-
taires ne sont pas négligeables. L’analyse que nous indiquons, sans entrer dans
aucun détail, donne le moyen de calculer les effets de ’hérédité, pourvu qu’elle
soit linéaire.

CHAPITRE 3%me,

Electro-magnétisme en ayant égard a Phérédite.

Art. 1. Equations générales.

1. HERTz a établi les équations suivantes pour 'électro-magnétisme dans le
cas des systémes en repos’

W AT =T W A= T ey

ol
X=¢,X4+¢6,Y 46,2 I L=p, L+ u,M+uyN
(IT) D=t X +8,Y + 6,2 (IT') SM = peyy L + ptoy M + p1pg N

B=ey X +e,;Y +e52 N=p L+ ps; M + 3y N

=9, (X—X)+ 9, (Y~ Y)+ 9,(Z2~2Z)
AN v=93 (X —X) + 9, (Y —Y') + 9,5(Z2—2Z')
w="3y (X —X') + 95 (Y —Y') + 9,,(Z— Z').

Dans ces équations X, 9), 3; X, Y, Z; u, v, w désignent respectivement les
composantes de la polarisation électrique, de la force électrique et du courant élec-
trique. £, M, N; L, M, N désignent respectivement les composantes de la pola-

! WiEpEMANN'S Annalen, 40, page 577. Gesammelte Werke. Bd II, page 208.
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risation magnétique et de la force magnétique. X', Y', Z' sont les composantes
de la force électromotrice.

2. Les équations (II), (II') et (III) se déduisent de I’bypothése que I'état
actuel de la polarisation électrique et du courant électrique dépendent de 1’état
actuel de la force électrique, ainsi que l'état actuel de la polarisation magnétique
dépend de l'état actuel de la force magnétique.

De cette maniére on néglige les phénoménes de I’hérédité. Si I'on veut en
tenir compte, il faudra admetire que I’état actuel de la polarisation électrique
dépende, outre que de la force électrique actuelle, de toute I’histoire antécédente
de la force électrique, et 1'état actuel de la polarisation magnétique dépende,
outre que de la force magnétique actuelle, de toute V’histoire antécédente de la
force magnétique.

C’est pourquoi on devra ajouter dans les seconds membres des équations
(IT) et (IT') des termes de correction et écrire

X(t)=¢;, X(£) + &, Y(t) +&,Z(t) + F, | [X(2), Y—(tw),Z(z)]l,

(ILa) D (t) = &0y X (t) + &, Y (1) + €202 (1) + F,|[X (), tht), Z (@),

B(t) =5 X (£) + &5, Y (t) + &35 Z (8) + Fo X (=), Y_(tz): Z (91,

ou F,, F,, F, désignent des quantités qui dépendent de toutes les valeurs de
X (z), Y(s), Z(v) correspondantes aux valeurs de I'argument ¢ dépuis —
jusqu’a ¢.1

De méme on écrira

£ = L + e M (O + i N () + 0, [L(2), U (), N ()]

(Fa) IO =p L) + s M () + 10 N 0) + 0, [L(0), M (), N (9]

5)'E(t)'——“!"le(t) +M92M(t) + s N (2) + a)al[L(T): Jl{g’);N(T)”

Supposons maintenant que les conditions pour que I’on puisse développer
chaque fonction F; dans une série infinie de termes ayant la forme

! Voir Chap. II, Axt. 1er, § 1.
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¢ 12
[' : 'fai(z’u' gy eyt ) X ()
_ X(T’h) Y('L’”l)' .. Y(T”k)Z(T'”l)' . 'Z(T'”Z) d’ﬂ'l' . 'd’[”'l
soient satisfaites, et supposons aussi que les conditions pour que I'on ait des
développements analogues pour les fonctions @; soient vérifiées.

Si nous admettons comme postulat que les effets de la superposition des
forces électriques et magnétiques se somment, c’est & dire

Fi|[X(v) + X'(3), Y(2) + Y'(v), Z(v) + Z'(v)}| =
=Fi|[X(2), Y(z), Z(9)]] + F:|[X'(v), Y'(v), Z' (2)]]

®i|[L(z) + L' (z), M (z) + M'(z), N (z) + N'(@)]| =
=&;|[L(z), M (2), N (@)]| + &|[L (v), M'(z), N' ()]},

on aura

¢
Fi= /{X(T)(pi,l(t,'t) + Y (v) @i,2(t, 7) + Z (v) 9i,3(¢, 7)) d7,

bl

¢
O; = f{L (B Wi (t, )+ M(2)¥;,2(8,2) + N () Yy,5(¢, 7)}d 7,

c’est pourquoi les équations (ITa) et (II'a) deviendront

Xt)=e, X))+ &, Y)Y +e5Z(8) +

t
ﬁﬁX@WMhﬂ+YwWMLﬂ+ZwWMLHM%

D () =&y X(t)+ e Y(8) + &, Z(8) +

t
(ILb) +ﬂXM%mﬂ+YM%mw+zm%mﬂWn

B{) =6, X(t) + &, Y (8) + & Z (1) +

i

+fMM%MM+Ym%NM+ZM%MﬂMn

a
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()=,  L(8) + s M (t) + ps NV (2) +

t
+f(L<r)wn<t, %) + M (5) ¥, (b, 7) + N () ¥y, (¢, 7)) do,

M (t) =ty L) + 15 M () + 1455 N (1) +

¢
(IT' b) +f(L(¢) Y (6, 7) + M(@) s (2, 1)+ N (8) Pa (£, 2))

N () = pegy L (t) + pray M (2) + g3 N (2) +

&
+ f (L () sy (8, 7) + M (5) W4y (8, ) + N (2) Wys (8, 7)) d,

ot la limite inférieure @ des intégrales sera — . Si nous supposons que P'on
puisse négliger 'hérédité antérieure & un instant donné ¢,, alors on pourra prendre
la limite inférieure des intégrales égale & ,. ‘

Si nous remplagons, dans les équations (I) et (I'), u, v, w; X, 9, 3; &, M, N,
par leurs valeurs données par les relations (IIb), (IT'b) et (IIT) on trouvera des
équations intégro-différentielles.

L’hérédité, telle que nous venons de ’envisager, est une hérédité linéaire. Il
faut remarquer & ce propos que I'hystérésis dite électrotechnique ne rentre pas
dans I’hérédité linéaire. Il suffit de rappeller le phénoméne de la magnétisation
permanente pour s’apercevoir qu’elle est en déhors du cadre des phénomeénes
embrassés par I'hérédité linéaire.

Art, 2bme,  (oefficients d’héréditeé.

1. Dans les équations (II b) et (II'b) on n’a écrit explicitement que les
variables ¢, 7, mais il faudra se rappeller que X, 9, 3; &, M, N; X, Y, Z;
L, M, N sont aussi des fonctions de z, y, z. En général les coefficients &,
prs seront des fonctions de =, y, z ainsi que les coefficients ¢,; et ¥,,. Ce
n'est que dans le cas ou le milieu est homogéne que I'on pourra regarder ces
coefficients comme indépendants de z, y, 2.

Lorsqu’'on passe d’un milieu & un autre, sur les surfaces limites il y aura
des relations qu’on pourra obtenir par un procédé analogue & celui suivi par HERTZ

dans le § 8*=¢ du mémoire que nous avons cité.
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2. La limite inférieure des intégrales qui paraissent dans les équations (II b)
et (II'b) étant finie, et les déterminants

€115 €10y E43 Wiy o
€315 €225 Eag s |Mars Maas Hog
€315 €325 €33 fgys Uga), Uag

n’étant par nuls, on pourra invertir les équations intégrales (II b) et (II' b) et ex-
primer les composantes de la force électrique par celles de la polarisation électrique
et les composantes de la force magnétique par celles de la polarisation magnétique.

3. Nous appellerons ¢,, et ., les coefficients d'hérédité. 11 est facile de
trouver leur interprétation. C’est ainsi que

Pu(t, )de, @, (8, 7)dT, ¢y (¢, 7)dT

sont les coémposantes de la polarisation électrique, tnduste & Uinstant t, par Uunité
de force électrigue agissant dams la direction x pendant Dintervalle de temps (v,
T +de); et

Y, (t, v)dz, ¥, (¢, t)dv, Yy (¢, 7)dv

sont les composantes de la polarisation magnétique, induite ¢ U'instant t, par Punité
de force magnétique agissant dans la direction x pendant Uintervalle de temps (v, v + dz).

Nous admettrons que les coefficients d’hérédité ¢,,, ¥,, soient infiniment
petits pour {=— o de telle sorte que

C ¢
pre (02 ) <oy 1¥re (0, 0) | <G —w

ol e>0, & >0 et C et (' sont des quantités constantes positives.!

4. Il est facile d’étendre au cas que nous envisageons le principe du cycle
fermé (Chap. 2%me, Art. 2%mwe) c’est & dire: Si, foutes les fois que X, Y, Z; L,
M, N, sont des fonctions périodiques du temps, avec une période quelconque T, %,
9D, B; &, M, N, sont ausst des fonctions périodiques ayant la méme période, alors
Prs, Yrs somi des fonctions de la différence t—v; et réciproquement: Si les
coefficients @.s, Wrs sont des fonctions de la différence t —v, et X, Y, Z; L, M, N
sont des fonctions périodiques du temps, ¥, 9, 3; €, M, N seront aussi des fonc-
tions périodiques avec la méme période. Cette proposition peut aussi s’énoncer par
les mots: La condition du cycle fermé et celle de Vinvariabilité de Uhérédité sont
équivalentes.

! Voir Chap. II, Art. 1er, § 4,
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Art. 3'me, e cas statique.

1. Envisageons le cas le plus simple ol le milieu ne soit pas conducteur
et les quantités &, M, N; ¥, 9, 3 changent si lentement qu’on puisse négliger

92 o am 9% 99 13
dt’ dt’ dt’ dt’ dy’ 0z°

On peut appeller ce cas le cas statique.
Nous aurons alors

02 _9y_ 9X_o%__ 0¥ X _
by 9z 0 Gz 0z O Gz Gy
N oM_ 9n_9X_ oM _ oD _

dy Oz =% % dy P dx 5y_0’

c’est & dire

dv dv dv
=g Y=gy 2= 5
dw dw dw
L=5—£,M=a—y—, N='5;.

2. Supposons que les coefficients &,, ¢, soient indépendants de z, y, 2.
Prenons les axes coordonnés coincidents avec les axes de la surface de 29 degré

(1) B B2+ 85 Y+ 6552% + (835 + E32) Y2 + (g + 85) 2 + (&4, + &) Y =1
S’ils coincident avec les axes de la surface
(2) P2+ Py + Po2® + (Pos + Po) Y2 + (P + Pus) 22 + (@2 + ETES:

quels que soient les valeurs de ¢, r, les équations (IIb) deviendront

( t
X = equ-g) +fa_:;gl¢n (¢, 7)dr,

a

t
dv(t {dv(z
) =e, zz(/)'i'f 3?(1)(%2(;’ r)dr,

a
z

3= 8330:;(:) +f0’l;g[) Pust, 7)d7T.

a

Acta mathematica. 35. Imprimé le 24 mai 1912, 45
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C’est pourquoi étant

99 98 _
0x+dy+- 47e,

ou ¢ est une fonction de z, y, z indépendante de ¢, on aura

?o(t)

t Pt
& iz + &, y()+ 33 ()

e

+

+f(adv;:)‘l’u(t, )+—"2i)(l’22(ts )+ ( ‘Psa(t T)) T==47mQ.

a

Par un changement des variables z, y, z cette équation peut se réduire a

Ao (1) +](J__v_(2f(t, )+‘7 U(T)(p(t 7) + 02 v(r)

a

Y(t, 'r)) dr=4me

qui est I'équation que nous avons étudiée dans le premier chapitre. (Voir 1er
Chap. Art. 10%me),

3. Si les axes de la surface (1) ne coincident pas avec ceux de la surface
(2) les difficultés ne sont pas augmentées.

L’équation intégro-différentielle qu’on trouverait serait

”(Mf{a o) g o)+ ”") fur 0 1) + 2 f 0, 2) +

a

+ 25050 a0 + 2 0 + 2 G2 4 e = ge.

On pourrait étendre facilement la théorie que nous avons exposée dans le

premier chapitre & cette équation intégro-différentielle.
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Art. 4*me, Remarques générales.

1. Le but principal que nous avons poursuivi dans ce chapitre a été de
montrer Porigine des équations intégro-différentielles (4), (4") du premier cha-
pitre.

Nous ne sommes pas entrés dans aucun probléme particulier. Si ’on en-
visagerait un milieu électrique non isotrope entouré par un conducteur, on
aurait facilement une application des résultats principaux que nous avons exposés
dans le premier chapitre. ‘

2. Nous nous sommes bornés au cas statique sans développer le cas géné-
ral, car il aurait fallu sortir du type elliptique des équations intégro-différen-
tielles pour aborder le cas hyperbolique, que nous avons laissé de c6té dans ce
mémoire. En effet les équations intégro-différentielles qui correspondent aux
équations (I), (I'), (ILs), (IL;') sont des équations hyperboliques.

3. Dansg le 2¥me et le 3*me Chapitre nous avons vu que, si nous considérons
toute I’histoire d'un systéme antérieure & linstant actuel ¢, les intégrales qu
paraissent dans les formules sont étendues dépuis la limite — o jusqu’a la limite
t. C’est pourquoi nous avons négligé, en général, ’hérédité antérieure a un cer-
tain instant déterminé pour n’avoir & considérer que des équations intégrales et
intégro-différentielles avec des limites finies.

Tout récemment M. G. C. Evaxs a envisagé les équations intégrales l'ors-
qu’une des limites est infinie.! En appliquant ses résultats il est possible de con-
sidérer 1’hérédité sans négliger aucune période de I’histoire du systéme.

! L'equazione integrale di Volterra di seconda specie con un limite dell’ integrale infinito. —
Rendiconti delle R. Accademia dei Lincei Vol XX. Serie 58. 1911 (Trois Notes).
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