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~BER EINE NEUE THEORIE DER ALGEBRAISCHEN FUNCTIONEH 

ZWEIER VARIABLEN 

VON 

K. HENSEL 
i n  B E R L I N .  

w 1. E ln le l tun f f .  Ztel  der  Untersuvhung .  

Die Theorie der algebraischen Functionen von zwei Variablen, oder 
die Lehre yon den algebraischen Oberflachen und Raumcurven ist seit ihrer 
BegrQndung dureh CL~BSCH und NOTHER bisher wesentlich nach der mehr 
geometrischen Richtung ausgebildet worded, welche bei der Untersuchung 
der ebenen algebraischen Curven zu so schsnen Erfolgen geftihrt hatte. 
Dagegen ist sie bis jetzt noch nicht mit den Methoden der reinen Ana- 
lysis behandelt worden, wie dies ftir die algebraischen Funetionen einer 
Veranderlichen zuerst durch CAUCHY und Pms~x ,  sparer in weiterem 
Umfange durch RIEMA~ und WEIERSTRASS geschehen ist. 

Ich mOehte in dieser Abhandlung die Grundlagen einer Theorie aus- 
einandersetzen, welche wohl als directe Verallgemeinerung der Weier- 
strass'schen Theorie der algebraischen Functionen einer Veranderlichen 
auf Functionen yon zwei und beliebig vielen Variablen angesehen werden 
kann. Mein Ziel ist, zu zeigen, dass und wie der gesammte Wertvorrath 
einer n-wertigen algebraischen Function yon zwei Variabeln stefig, d. h. 
in n Zweigen ausgebreitet werden kann, und in welcher Weise diese n 
Zweige unter einander zusammenh~ngen. 

Ich zeige zun~chst, worin der wesentliche Unterschied zwischen den 
algebraischen Functionen von einer und yon zwei Variablen besteht, und 
in weleher Form die soeben characterisirte Aufgabe in jener hsheren 
Theorie ausgesprochen werden muss. 

Aata matharaa~,iva. 23. Impr im~ le 11 avril 1900. 
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In der Theorie der algebraischen Functlonen einer Variabeln ist die 
Erkenntniss der analytischen Eigenschaften der Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung f ( y ,  x ) ~ - o  dann vollkommen gegeben, wenn man die Ver- 
zweigung der zugehsrigen n-bl~ttrigen Riemann'schen Kugelfiache d. h. 
diejenigen Stellen x ~ a der unabh~ngigen Variabeln kennt, bet deren 
Umkreisung zwei oder mehrere unter den n conjugirten Zweigen y~ ,y~,...,y. 
yon y in einander iibergehen. Die Bestimmung jener n Zweige ftir eine 
regull~re oder eine singulare Stelle x ~ a, die Aufsuchung der Verzweig- 
ungspunkte und das Studium der Zusammenhanges jener Zweige in der 
Umgebung derselben bildet die Fundamentalaufgabe jener Theorie. Sie 
kann mit den Methoden der Functionentheorie vollstandig gelsst werden, 
da diese die Entwicklung ether solchen Function ft~r jede Stelle x ~ 
nach ganzen, oder, ftir die Verzweigungspunkte, nach gebrochenen Po- 
tenzen yon x -  a finden lassen, und da die Veranderung einer solehen 
Potenzreihe beim Umlauf um die Stelle x----a aus ihrer Form unmtttel- 

bar hervorgeht. 
Das analytische Verhalten der Functionen yon zwei Variablen ist 

nun ein wesentlieh anderes, und erfordert zu seiner Erkenntniss eine voll- 
standig andere Untersuchungsmethode. Ich zeige zunachst, worin der 
Unterschied jener beiden Theorieen besteht: 

Es set 

(x) f(~ , ~ )  = .~.(xy)~" ~ A._ , (~y)z  "-~ + . . .  + Ao('~Y) = o 

eine irreductible Gleichung n u~ Grades in z mit ganzen rationalen Func- 
tionen von x und y als Coefficienten. Fixirt man nun in der xy-Ebene 
einen im Endlichen liegenden Punkt ~o (x ~ a(~ ~ y ~ ~o)) so, dass die 
n zugehOrigen Werthe T~ ~ ~ 0 ) , . . . ,  T(o) yon z, also die n Wurzeln der 
Zahlengleichung f ( z ,  a~~ ~ alle endlich und yon einander verschieden 
sind, so kann man far jeden Nachbarpunkt ~ (x = a, y ~ fl) die zu- 
gehsrigen Werthe T~, T 2 , - . . ,  T, yon z stets so bezeichnen, dass sie mit 
den Anfangswerthen ~0) nach der Stetigkeit zusammenhangen, dass also 
allgemein y~ in ~0) iibergeht, wenn ~ auf dem ktlrzesten Wege zu ~0 
hingeffihrt wird. L~sst man nun den Punkt ~ continuirlich wetter und 
wetter auf der ganzen xy-Ebene fortriicken, so kann man den gesammten 
Werthvorrath der n-werthigen Function z in n stetig zusammenhangende 
Reihen ausbreiten, ohne jemals i~ber die ~lumerirung der n Wurzeln in 
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Zweifel zu gerathen; nut muss man, genau, wie bei den Functionen 
einer Variabeln die critischen Punkte, namlich alle diejenigen Stellen 
ausschalten, fiir welche eine der n Wurzeln ~ unendlich gross ist, oder 
wo zwei unter ihnen einander gleich werden. 

Wahrend nun jene critischen Punkte bei den algebraischen Curven 
nur in endlicher A nzahl auftreten, bilden sie hier ein System algebraischer 
Curven. In der That wird ja fiir alle die und nur die im Endlichen 
liegenden Punkte ~ eine der n Wurzeln unendlieh gross, f a r  welche der 
Coefficient von z" in (I) gleich Null wird, und die Gleichungsdiscriminante 
.D(x, y) von (I) verschwindet fiir alle diejenigen endlichen Punkte (a,fl) 
denen mindestens zwei gleiche Wurzeln T entsprechen. Durch die Gleichungen: 

(2) An(~,  V) = o, D ( x ,  v) = o 

sind also alle critischen Punkte im Endlichen vollstandig definirt; zu 
ihnen kSnnen noch die beiden unendlich fernen Geraden: 

2 ' )  I I 
- ~ O ~  - ~ 0  

y 

hinzutreten, deren sammtliche Punkte im Unendlichen liegen; die cri- 
tischen Punkte treten hier also nicht vereinzelt auf, sondern es existirt 
eine endliche Anzahl irreductibler Curven, deren sammtliche Punkte fQr 
die Functionen z critisch sind; man findet ihre Gleichungen, indem man 
die irreductiblen Factoren yon An(x, y) und von D(x ,  y) einzeln gleich 
Null setzt. 

Wahrend also die algebraischen Functionen einer Variabeln in der 
Umgebung eines einzelnen regularen oder critischen Punktes darzustellen 
sind, biete~ sich bier die allgemeinere Aufgabe, 

die algebraische Function z soll in der Umgebung desjenigen 
Zweiges 1 o einer regul~ren oder einer critischen Curve P betrachtet 
werden, welcher durch einen beliebig gegebenen Punkt ~0 = (%,f10) 
hindurchgeht. 

Es sei also P die gegebene irreductible Curve in deren Umgebung 
die Function z untersucht werden soll, 

P(y  , x) = y~ + p~_ , (x )v  ~-1 + . . .  + po(X) = o 
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sei ihre Gleichung, und es werde der Punkt  $o der Einfaehheit w e g e n  

vor]i~ufig im Endliehen angenommenen. Dann kann der dureh ~o hin- 
durchgehende Zweig I o yon (P) in der Umgebung yon ~o stets dutch 
eine Gleiehung 

1 2 

u = uo(~ E%) = flo + fl~(~ - -  ~o)~ + f l , (~  - -  ~o)" + . . .  

dargestellt  werden, wo Yo eine bestimmte algebraische Potenzreihe be- 
1 

deutet, die nach ganzen Potenzen yon ( x -  %)~ fortschreitet, wenn, was 
wir im Folgenden stets voraussetzen wollen, der Punkt  !~o ein Ver- 
zweigungspunkt yon einer beliebigen ( a -  I) t~ Ordnung der Curve P 
ist. 1 Dann kann die hier sich darbietende Fundamentalaufgabe so aus- 
gesprochen werden: Die Wurzeln Zl, z ~ , . . . ,  z. der Gleichung (I) sollen 
in einer endlichen Umgebung des Zweiges l 0 durch Reihen dargestellt  
werden, weldhe bier gleichmassig convergiren. 

Diese Aufgabe kann nun so umgeformt werden, dass sie der ent- 
sprechenden filr Functionen einer Variablen ganz analog ist; fQhrt man 
namlich statt x und y die neuen Variablen $ und 7/durch die Gleichungen 

1 

= ( ~ - -  %)~ ~ = u - -  yo(~ I % )  

ein, so geht die Gleichung far  z fiber in: 

?(z; ~) = A-(~)~" + A--,(~)~"- '  + - ' -  + L ( ~ )  = o ,  

wo die Grsssen ]~(~) jetzt ebenfa[ls ganze rationale Functionen yon 7/ 

Liegt der Zweig im Unendlichen~ und ist etwa a o ~ co so ist in der Reihe 

yo(~l ao) und in der Gleichung (]) an Ste|le yon ~ - -  a o die neue Variable z' ----- _I ein- 

zufiihren, ist flo ---- r ist also 

Y-- P-h P-(~-1) + . .  h "~- 4 - - 1  " 

die Darstellung der Zweiges l o so ist fur 9 die Variable 

h h - - 1  

y, = _ = ~ ( ~  - ~o)~ + ~ + ,  (~ - ~ o ) ~ -  + . . .  
Y 

einzufiihren~ die Resu|tate bleiben also wtirtlich bestehen. 
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sind; aber ihre Coefficienten sind nicht mehr ganze rationale Functionen 
yon $ sondern algebraische Potenzreihen, welche nach ganzen Potenzen 
yon $ fortschreiten und in einer endlichen Umgebung der Stelle $----o 
gleichmassig convergiren. 

Fiir einen jeden speciellen constanten Werth $o yon $ innerhalb 
des gemeinsamen Convergenzbereiches aller jener Reihen kann also die 
n-wertige Function nach den Sl~tzen yon PmsEux in n Reihen entwickelt 
werden, welche nach ganzen oder nach gebrochcnen Potenzen yon 

= (y - -  yo) 

mit constanten Coefficienten fortschreitet, und die n Wurzeln unserer 
Gleichung in einer endlichen Umgebung jener Stelle darstellen; lasst man 
aber $ andere und andere constante Werthe $0, ~ , - . .  annehmen, so 
kSnnte man jedesmal vollstandig andere Potenzreihen ffir z erhalten, 
welche nur innerhalb des gemeinsamen Convergenzbereiches mit einander 
coincidirten. 

Ich werde aber in dieser Arbei~ zeigen, dass die n Wurzeln z ~ , . . ,  z~ 
in der Umgebung der Stelle ( $ = o ,  7----0) oder von (x----a,y~-yo(xla)) 
sammtlich in Reihen yon der Form entwickelt werden kSnnen: 

(3) 
1 2 

eo( ) + + + . . . ,  

welche nach ganzen oder nach gebrochenen Potenzen yon 7/~(Y--Yo)fort-  
1 

schreiten; ihre Coefficienten sind algebraische Potenzreihen yon $----- (x -- a0);; 
diese Reihen convergiren als Functionen von $ und yon 7/ betrachtet 
innerhalb einer endlichen Umgebung der Stelle (~-----~y----o) und stellen 
ftlr jedes Werthsystem ($----$0,7] ~ 7]o) innerhalb desselben die n Glei- 
chungswurzeln dar. 

Dieses l~esultat kann nieht durch die Methoden hergeleitet werden, 
durch welche CAUCHV und Pms~.ux dieses Problem flir Functionen einer 
Veranderlichen in so allgemeiner Weise gelsst haben, noch weniger kann 
man mit ihnen den analyfischen Character der Coefficienten e~($)far den 
ganzen Bereich der Variablen $ oder x erkennen. 

Ich benutze viehnehr zur LSsung dieser Aufgabe ein neues rein 
arithmetisches Verfahren, welches successive die einzelnen Coefficienten 
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e~(~) eines Zweiges zu bestimmen lehrt, und aus dem dann die Convergenz 
jener Reihe (3) und der analytische Character ihrer Coefficienten leicht 
erschlossen werden kann. Ieh bemerke dabei, dass dieses Verfahren auch 
ftir die Untersuchung der algebraischen Functionen yon be|iebig vielen 
Veranderlichen benutzt werden kann, wie ich in einer spateren Abhand- 
lung zeigen werde. 

Die hier auseinandergesetzten Methoden und Resultate bildeten den 
ersten Theil einer Vorlesung, die ich im Wintersemester I898- -99 ,  an 
der Berliner Universitiit gehalten habe; bei der Redaction jener Vorlesung 
ft~r den Druck hat mich einer meiner Zuh6rer Herr F. HAaTOGS in 

dankenswerthester Weise unterstiltzt. 
Zuerst soll die hier fiir die algebraischen Function gestellte Aufgabe 

zuniichst f~r die rationalen Functionen zweier Variablen gelsst werden, 
da sich in diesem einfachsten Falle besonders deutlich zeigen l~sst, wie 
man durch die Natur des behandelten Problemes gerade auf die hier ge- 
wahlte Fragestellung gefilhrt wird, und da die hier gefundenen Resultate 
bei der Lssung des allgemeinen Problemes benutzt werden. 

w 2. D i e  ra t ionalen  F u n c t t o n e n  yon zwe l  Var tabe ln ;  lhre  Zer legung  
i n  IJ/nearfactoren.  

Wir betrachten zunachst die Gesammtheit aller rationalen Functionen 
yon x und y und untersuchen sie in der Umgebung einer beliebigen 
Stelle x -  a der Variabeln x, welche im Endlichen liegen oder aber auch 
die unendlich ferne Stelle sein kann. Eine jede solche Function kann in 
der Form dargestellt werden: 

(i) g(z ,  y) ~o(,~) + ~,(z)y + . . .  + ~ ( z ) y ~  
f ( x ,  y) = h(~, y) = ~0(~) + ~l(~)y + . . .  + ~.(~)y- ' 

wo alle Coefflcienten ~,(x) und ~,(x) als ganze Functionen yon $ vor- 
ausgesetzt werden ksnnen welche nicht alle eine und dieselbe ganze Func- 
tion yon x als gemeinsamen Theiler enthalten. In der Umgebung der 
endlichen Stelle x----a kSnnen dann alle nach positiven ganzen Potenzen 
des zugehSrigen Linearfactors x -  a entwickelt werden, welche in einer 
endlichen Umgebung jener Stelle gleiehm~ssig convergiren, und dasselbe 
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ist ffir a-----co der Fall, wenn man, was in der Folge stets geschehen 

soll, x - - a  dann durch _I ersetzt. Denkt man sich alle Coefficienten in 

dieser Weise entwickelt, und die niedrigste allen gemeinsame Potenz im 
Z~hler und Nenner herausgezogen, so kann jede solche Function folgen- 
dermassen gesehrieben werden: 

f ( x  , y) = (x - -  a)  ~ a~ ! a) -.{- a , ( z  I a ) y  "b . . . "b a,,,(~v ]a)y m 
�9 bo(x I a) --t- b,(,c I a)y + + b,,(z ]a)y" ' 

wo jetzt die Coefficienten a,(x I a), b,(x] a), wie stets im Folgenden, eotenz- 
reihen von x - - ~  bedeuten sollen, welche in einer endlichen Umgebung 
der Stelle x ~ ~ gleichmltssig convergieren; dieselben enthalten hier keine 
negativen Potenzen von x -  a, und ft~r x----a verschwinden weder alle 
Coefficienten im Z~ihler noch auch diejenigen im Nenner. 

Nur for eine endliche Anzahl yon Stellen x ~ a tritt in (2) eine 
positive oder negative Potenz des zugehorigen Linearfactors vor jenen 
Bruch, im kllgemeinen ist v ~ o; hierzu muss ni~mlich f~r ein endliches 
a der zugehs~ige Linearfactor in dem Ausdrucke (x) von f ( x , y ) i n  allen 
Coefficienten des Z~hlers oder in allen Coefficienten der Nenners als Theiler 
enthalten sein. Ist dagegen a ~ oo und ist der Ztthler und der Nenner 
von f ( x ,  y) in (I) in Bezug auf x bzw. vom #t~ und vom uton Grade, so 
ergiebt sieh ohne Weiteres, dass alsdann in der Darstellung (2) in der 

Stelle die Potenz (~)~-t, des beziiglichen Linearfactors Umgebung jener 

"vor dem Bruche auftritt. 
Nunmehr kann man in jener Darstellung (2) auf der reehten Seite 

Z~hler und Nenner in ihre Linearfactoren zerlegen, und man erhMt so 
die folgende Darstellung: 

'(3) f ( x  , y )  = (X - -  a)  ~. (y - -  Y ' ) (Y  - -  Y ' )  " " (y  - -  y , , , )a , , (~  l a)  
y.5)-:  . : 

Hier sind Yl �9 "Ym ; Y'I �9 ..  Y', die Zweige, welche der Z~hler g(x,  y) und 
der Nenner h(x ,  y) in der Umgebung der Stelle (x-----a) besitzen, sie sind 
also ebenfalls Potenzreihen, welche nach ganzen oder nach gebrochenen 
Potenzen des Linearfactors ( x -  a) fortschreiten, und welche alle inner- 
halb einer endlichen Umgebung jener Stelle gleichmlissig convergiren; 

A~ta mathematie_,a. 23, lmprim~ le 11 avrn 1900. 4 4  
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falls eine oder mehrere jencr Rcihen mit einer negativen Potenz von x - -  
beginnen, also far x----a unendlich gross werden, so ist jener endliche Con- 
vergenzbereich oder jene Umgebung der Stelle x ---- a nach innen durch einen 
beliebig klein zu w~hlenden Kreis begrenzt, und in dieser Weise soll die Um- 
gebung einer Stelle, falls dies nStig sein sollte, stets begrenzt vorausgesetzt 

g(z, y) 
werden. Auch bier k5nnen und wollen wir den Bruch f ( x , y ) ~  h(z, y) 

als in seiner reducirten Form, d. h. so gegeben voraussetzen, dass Zahler und 
Nenner als Function yon y keinen gemeinsamen Theiler besitzen; alsdann 
sind die Linearfactoren y -  y~ im Zahler yon den Factoren y - - y ~  im 
Nenner verschieden; dagegen kann nattirlich einer der Linearfactoren im 
Ziihler oder im Nenner noch mehrfach auftreten. Um dieses Vorkommen 
mehrfacher Linearfactoren im Zahler oder im Nenner yon f (x ,y)ein-  
heitlich characterisiren zu k5nnen sagen wir genau wie bei den rationalen 
Functionen einer Variablen, f(y, x) besitzt in Bezug auf einen Linearfactor 
Y--Y0 die positive oder negative Ordnungszahl-I-a wenn derselbe a Male 
im Zahler oder ira Nenner jener Function vorkommt, und diese Function 
hat die Ordnungszahl Null, wenn y - -Y0  weder im Zahler noch im 
Nenner auftritt. 

Zu diesen Linearfactoren y - - y ~  und y -  y~ kann endlich als letzter 

noch der Factor y -  cx~ oder x treten, welcher far jede beliebige Stelle 
y 

I 
x----a dann und nur dann verschwindet w e n n - ~  o also y ~ cx~ ist. y 
Bringt man die zu untersuchende Function f(x,y) in (I) auf die Form: 

(i). 
= (z~,,_,~ 5,,,{z)_ q- 5,,,-1(~) YI- -t-... -t- a,(x} Y 

i )  n 9 
' + . . . +  

so erkennt man, da sich im Z'Ahler und Nenner ftir y ~ r alle Glieder 
mit Ausnahme der ersten auf Null reduciren, dass f(x,y) in Bezug auf 

den Linearfactor i die Ordnungszahl ( n -  m) besitzt, dass also die Ord- y 

nungszahl von f(x,  y) in Bezug auf den Linearfacter _I stets gle~ch dem 
y 

negativ genommenen Grade ( m -  n) jener rationalen Function far y ist. 
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Beachtet man endlieh, dass die Summe der Ordnungszahlen fiir alle 
gleichen oder verschiedenen Linearfactoren im Z~hler bzw. im Nenner 

gleich m bzw. gleich ( - - n )  ferner far  den Linearfactor-I gleich (n - -m) ,  y 
und endlieh far  jeden anderen Linearfactor y - - Y 0  gleich :Null ist, so 
ergiebt sich auch far  die rationalen Functionen yon zwei Variabeln der 
wichtige Satz: 

Die Summe der Ordnungszahlen einer beliebigen rationalen Func- 
tion f ( y ,  x) ftir alle Linearfactoren y - - Y 0  in der Umgebung einer 
beliebigen Stelle x = a ist stets gleich Null, d. h. eine jede solche 
Function besitzt ebensovicle :Nullcurven wie Polcurven. 

Besitzt also'etne Function f(?],x) tiberhaupt keinen Linearfactor y--Yo 
in negativer Ordnung, so muss sie nothwendig von y unabhangig, also eine 
rationale Function yon x allein sein, denn sie enthalt nach dem obigen 
Satze auch keinen Linearfactor in positiver Ordnung. 

Geometrisch stellen die Gleichungen: 

y - -  = o ,  y - -  y ;  = o :::: =) 

die einzelnen Zweige der Zahlercurve g(y,  x)----o und der Nennercurve 
h(y,  x ) =  o yon der Function f (y ,  x) in der Umgebung der Stelle x = u 
dar; sic ksnnen und sollen daher, wie dies oben bereits geschehen ist, 
aueh mitunter als Iqullcurven oder Polcurven bezeichnet werden. Zu 

ihnen kann dann noch die unendlich ferne Gerade i = o und ausserdem 
Y 

an einer endlichcn Anzahl von Stellen x-----a die zugeh0rige Gerade 
x - - a  = o, als ein- oder mehrfache Nullcurve oder Polcurve hinzutreten. 

w 3. D i e  E n t w i c k e l u n g  der  r a t i o n a l e n  F w n c t l o n e n  i n  P o t e n z r e i h e n .  

In der Theorie der analytischen Functionen einer Variablen wird 
gezeigt, dass man jede rationale Function f ( x )  in einer endlichen Um- 
gebung einer beliebigen Stelle (x ~ a) in eine nach ganzen Potenzen des 
zugehSrigen Lineurfactors fortschreitende glelchm~ssig convergente Potenz- 
reihe entwickeln kann, welche hschstens mit einer endlichen Anzahl ne- 
gativer Potenzen desselben beginnt. 
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In gleieher Weise wollen wir jetzt zeigen, dass und wie man eine 
rationale Function f(x, y) yon zwei Variabeln in endlicher Umgebung 
eines beliebigen Curvenzweiges l o (y = Y0-~ ~(x[a)) ebenfalls in eine 
nach ganzen Potenzen des zugehSrigen Linearfactors ( y -  Y0) fortschrei- 
tende Potenzreihe entwickeln kann, welche ebenfalls h5chstens mit einer 
endlichen Anzahl negativer Potenzen yon y - - Y o  beginnt und innerhalb 
einer endliehen Umgebung jenes Curvenzweiges gleichmiissig convergirt. 

Es sei also: 

ein Zweig l o einer beliebigen algebraischen Curve P(y ,  x ) ~  o, oder, was 
dasselbe ist, ein Element einer beliebigen algebraischen Function in der 
Umgebung einer beliebigen Stelle (x----a) und es werde wieder, um gleich 
den allgemeinsten Fall zu betrachten, angenommen, dass jene Potenzreihe 

1 

nach ganzen Potenzen yon ( x - - a )  ~ fortschreitet, d. h. dass jener Curven- 
zweig an der Stelle x ~ a einen a-blattrigen Verzweigungspunkt besitzt. 
Denkt man sich dann jenes Element Y0 dutch analytische Fortsetzung 
nach allen Seiten ausgebreitet so erhi~lt man die ganze zugehsrige alge- 
braische Function, welche wir als #-wertig voraussetzen wollen. Ihre 
Werthe sind dann eindeutig und im Allgemeinen stetig auf einer ganz 
bestimmten #-bl~ttrigen l~iemann'schen Kugelfl~che ausgebreitet, welche 
im Folgenden stets dutch R(yo) bezeichnet und als gegeben vorausgesetzt 
werden s o l l . - -  Sind Y0, Y~, - . . ,  Yo ~-I) die ~u zu dem Element Yo conju- 
girten Potenzreihen, so geniigt die algebraische Function Ye der irreduc- 
tiblen Gleichung /~t~n Grades: 

e 0 ,  = ( y _ y o ) ( y _ y ; ) . . .  ( y _  y(t_,)) = + + . . .  + = o 

mit rationalen Funetionen yon x als Coeiticienten. 
Es sei Po der zu dem Functionenelemente Yo geh5rige Punkt der Rie- 

mann'schen Kugelflache; dann convergirt iene Reihe gleichmassig inner- 
halb eines Kreises oder, fails Yo ftir x - ~  a unendlich wird, innerhalb 
eines jenen MitteIpunkt ausschliessenden Kreisringes, dessen ausserer Be- 
grenzungskreis durch den nachsten Pol yon Yo oder dureh den nachsten 
Verzweigungspunkt der Kugelflache R(yo) hindurchgeht. Dieser stets 
endliche Convergenzbereich der Reihe Yo werde dutch A o bezeichnet. 
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Um nun eine beliebige rationale Function f (y ,  x) in der angegebenen 
Weise in eine Potenzreihe zu entwickeln fiihren wir zuni~chst an Stelle 
yon x die neue unabh~ngige Variable $ durch die Gleichung: 

1 

( x -  =)~ = $, x - -  = + ~" 

ein, wodurch die Reihe Y0 in eine nach ganzen Potenzen yon ~ tort- 
sehreitende und in der Umgebung von $----o convergirende Potenzreihe 
libergeht. Entwickelt man dann in der rationalen Function f (x ,  y) Z~ihler 
und Nenner far  sich nach dem Taylor'schen Satze nach Potenzen yon 
Y--Y0 so ergiebt sich: 

g"(y.) 

(2) f ( y ,  x) = g(Y' ~) - -  g(Y~ + g'(Y')(Y - -  ~0) + ~ (y - -  y~ + ' " ,  
h"(yo) 

h(y, z) h(yo) + h'(Yo)(y- Yo) + T ( Y -  Yo)~ + $ 1 e  

wo alle Ableitungen im Z~hler und Nenner Potenzreihen in $ sind, welche 
ebenfalls innerhalb A 0 convergiren. Lasst man jetzt diejenigen Reihen 
im Zlthler und Nenner tort, welche gleich Null sind, und setzt die ent- 
sprechende Potenz yon y -  Y0 vor den Bruch, so kann derselbe so ge- 
sehrieben werden: 

go(S) + g,($)(y-  Y~ + . . .  + g,.($)(Y- YoF 
(3) f (y ,  x) --- ( y - -  yoy. ho(~) + h,(~)(y - -  y~ + + h,(~)(y - -  ~o)'" 

Wir dividiren endlieh noch Zahler und l~lenner dureh ho($ ) und sehreiben 
den Ausdruck dann in der folgenden Form: 

Y,($) + ~ , ( $ X y -  y,) + . . .  + ~ , ( ~ X y -  y~ 
(~) f (Y '  ~) = ( Y - " ) ~  ; - ~ , ( - ~ y = ~ S y . ) +  - + i . ( - ~ y : : ; . ~  ; 

auch hier sind die Quotienten: 

& ( ' = )  = &2-~'  ~',,(~) = h.(~) ,,,= , , ,  ..... , ,  

Potenzreihen yon $, welche hSchstens eine endliche Anzahl  negativer Po- 
tenzen yon ~ entbalten, und deren Convergenzkreis entweder mit dem 
vorigen iibereinstimmt, oder durch die nachste Nullstelle yon h0(~ ) hin- 
durchgeht. Es mSge der stets endliche gemeinsame Convergenzradius 
jener tteihen durch P0 bezeichnet werden. 
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Um nun die in jenen Reihen eventuell auftretenden negativen Po- 
tenzen yon ~ zu beseitigen ftihren wit an Stelle yon y die neue Va- 
riable 7/ durch die Gleichung ein: 

(5) 

und wahlen die ganze Zahl d----(~a als das kleinste Multiplum yon a so, 
dass sich in (4) nach Substitution von 7 5 ' =  7 / ( x -  a) ~ fQr y - -Y0  alle 
negativen Potenzen yon ~, natl~rlich mit Ausnahme derer yon go(~), 
fortheben; beseitigen wir auch diese endlich dadurch, dass wir jene 
Potenz von $ vor den Bruch schreiben, so kann f(x,y) so dargestellt 
werden: 

~(~) 
f (x ,  y) = ~ , ~ ' . ,  _ ~. r 

wo ~(~q) und r Potenzreihen von $ und 7/ sind, welche keine nega- 
riven Potenzen von $ und ~] enthalten, und die fQr ]$[ < P o u n d  far ein 
beliebig grosses 7/convergiren, da sie ja ft~r 7/nur yon endlichem Grade sind. 

Beschrankt man nun ~ und 7/ zunachst so, dass: 

(53 < p,, I 

ist, so kann man den Nenner entwickeln und erhMt: 

f(x,y) = ~P~~ + ~r + ~'r + . . .)=~P~: p(~), 

und da bei den soeben gemachten Beschrankungen sowohl ~ ( ~ ) a l s  such 
die Reihe Z(~r ~ gleichm~ssig convergirt, so gilt dasselbe yon ihrem Pro- 
ducte; dasselbe kann also in eine Potenzreihe P($T) yon ~ und 7/geordnet 
werden, welche innerhalb desselben Bereiches gleichm~ssig convergirt. 

Dieser Convergenzbereich fiir ~ und ~ ist niemals unendlich klein. 
In der That ist ja die Bedingung [~b(~)]  < I sicher a fo r t io r i  erffillt, 
wenn man die Reihe 

durch eine andere Reihe ~(~)  ersetzt, in welcher alle Coefficienten ~ha 
durch ihre absoluten Betrage ersetzt, und diese dann noch beliebig ver- 
grSssert sind; betrachtet man nun alle die Werthsysteme Sz], ffir welche 
I ~ ( ~ ) l  < z ist, so ist fiir diese die obige Bedingung (5') ebenfalls erft~llt. 
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Con~erglrt n ~  e i ~  R~ih~ r  f~r [$[ = p  ~ . d  I~! = ~ ~na ist 
r der grasste Werth den [r fiir jene Werthsysteme annehmen kann, 
so ist bekanntlich allgemein: 

also ist far aile Werthe I~l < p  und l~l  < 

\ p / k a l  

und jener Ausdruck ist sicher kleiner als I 

r i l l  

w e n n :  

r i l l<  ~ I~1 I~! also I ~ l < - -  p a 
P 
I 

7 + -  
G 

angenommen wird; und da hier der Bereich a far  [17[ beliebig gross also 

x sicher gleich i u n d p  beliebig nahe an Po angenommen werden kann, 

so ergiebt sich fa r  ~ und 7] die folgende Beziehung: 

i _ [__~r 
____A_P I~l<p<P0, I~1< r + ,  ' 

wenn r jetzt den Maximalwerth yon [tb(~)] far  ]#[ -----P <Po und [#]-----x 
bedeutet, und ftir jeden Werth yon # ergiebt sich so ein ganz bestimmter 
endlicher Werth fQr 7/. 

Ordnet man die so sich ergebende Potenzreihe nunmehr nach Po- 
tenzen yon :7 allein und multiplieirt man in jener Reihe jedes Glied 
mlt der positiven oder negativen Potenz #P, so ergiebt sich die folgende 
Darstellung filr f(x,y) 

(6) r@,y)  = f:(~)~" + r :+, ($)r  +' + . . . ,  

wo die Coefficienten Potenzreihen sind, die nach ganzen Potenzen yon 
fortschreiten, in einer endlichen Umgebung yon $-----o gleichm~ssig con- 
vergiren und hschstens eine endliche Anzahl negativer Potenzen yon 
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enthalten, wie welt man auch in jener Reihe fortgehen mag. Ferner ist 
der Exponent a der Anfangsgliedes jener Reihe offenbar gleich der Ord- 
nungszahl, welche die rationale Function f (x ,  y) in Bezug auf den Linear- 
factor y - -Yo  besitzt und ihrer Entstehungsweise nach sind die Potenz- 
reihen f~($), . . .  als rationale Functioncn von g(O(yo) und h(k)(yo) eben- 
falls rationale Functionen yon Yo und x, also algebraische Functionen, 
welche auf der zu Y0 zugehsrigen Riemann'schen Flache eindeutig sin& 
Wsrtlich dasselbe Resultat erhalt man, wcnn man ftir den Curvenzweig 
Y = Yo in der Umgebung von x = a einen der speciellen Zweige: 

y ~ cx~, oder x ~ a ,  oder 

in der Umgebung der Stellen: 

wahlt. 

oder endlich" 

X ~ G ' X 9  

x = a ,  oder y = f l  oder y = f l  

Man hat dann in jener Entwicklung nur jedesmal zu setzen: 

I 

Y �9 oder $ = y ~ f l ,  7 =  " 

I 

~g 

= y - - f l ,  ~ = (y _ ~ ) d ,  

und alsdann gilt jedesmal genau die oben angegebene Entwickelung (5). 
Um nun jenes Resultat allgemein aussprechen zu ksnnen bezeichnen 

wir den Linearfactor y - -Y0,  welcher for alle und nur die Punkte der 
Curvenzweiges Yo in der Umgebung der Stelle x ~ a verschwindet, als 
den zu jenem Zweige gehsrigen Linearfactor; und allgemeiner bezeichnen 
wir ebenso auch den vorher eingefiihrten Linearfactor: 

72 ~ y ~ Y ~  y Y, 
( z  - -  a)  ~ '  

welcher ftir alle Punkte mit Annahme yon (x-~ a) selbst die gleiche 
Eigenschaft hat. Dann kann jenes Resultat folgendermassen ausgesprochen 
werden: 

Eine rationale Function f ( x , y )  kann in der Umgebung tints 
beliebigen Curvenzweiges y----Y0 stets auf eine und nur eine Weise 
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in elne Potenzreihe entwickelt werden, welche nach ganzen Potenzen 
des zugehsrigen Linearfactors 7] fortschreitet und hSchstens eine end- 
liche Anzahl negativer Potenzen desselben enthMt. Alle Coefficienten 
in jener Entwickelung sind mit Y0 gleich verzweigte algebraische Po- 
tenzreihen, deren Ordnungszahlen, falls sie negativ sind, jedenfalls alle 
unter eine endlichen Grenze bleiben. 

Dieser Satz ist die directe Verallgemeinerung des bekannten Theoremes 
ffir die rationalen Functionen yon einer Variablen. 

Der Convergenzbereich der Reihen f~($),f~+l(~),.., geht auf der 
Kugelflache R(yo) durch den nachsten critischen Punkt von Yo oder dutch 
die nachste Nullstelle der algebraischen Function hD($ ) hindurch, welche 
ja auch auf R(Yo) eindeutig ist. Schliesst man alle jene singularen Punkte, 
welche nur in endlicher Anzahl auftreten, zunhehst aus, und bezeichnet 
aile abrigen Punkte yon //(Y0) als die regularen Stellen, ihre Gesammtheit 
als den regularen Bereich, so besteht for jede regulare Stelle eine Ent- 
wickelung: 

(7) f (x,v)  = y0) +fo+l(xl )( l-Vo) o+' + . . .  

wo Y0 sowol als alle Coefficienten f~(x I a) nach ganzen Potenzen yon x - -  a 
fortschreiten, und garkeine negativen Potenzen enthalten. Geht man yon 
einer solchen regularen Stelle auf R(yo) aus, so kann sie mit Umgehung 
aller singul~ren Punkte zu jedem anderen regularen Punkte jener Fl~che 
abergefahrt  werden; f~r die singularen Punkte und ihre Umgebung 
gelten dann die entsprechenden Entwickelungen (6), nur dass far  die 

1 

Verzweigungspunkte an die Stellc von x ~ a  die Potenz (x--a) ~ ,und far  
die Nullstellen yon h0($ ) an die Stelle yon y - - Y 0  der allgemeinere 

Linearfactor y - -  y~ treten kann. Sd 

Der Exponent a yon (y--yo) mit welchem die Entwickelung (7)be- 
ginnt, ist, wie oben erwahnt, gleich der Ordnungszahl yon f(y, x) in Bezug 
auf jenen Linearfactor. Bei der Fortsetzung der Reihe (7) fiber die gauze 
Riemann'sche Flache R(yo) oder l~ings der gauze n Curve P bleibt aber 
offenbar die Ordnungszahl a stets die gleiche; jene Function f besitzt 
also die Ordnungszahl a n~cht bloss f~r den einen Zweig (y = Yo) der 
irreductiblen Curve /~ sondern in Bezug auf die ganze Curve; dies er- 

Aet~ mat/wmatiea. 23. Imprim~ le 17 avrtl 1900. 4 5  
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kennt man hier aueh direct, denn eine Function f besitzt dann und nur 
dann in Bezug auf den Linearfactor ( y -  Y0) die Ordnungszahl a, wenn 
sic die Potenz P ( y ,  x) ~ der zugehsrigen irreductiblen Function _P(y, x )a l s  
Factor enthalt. 

w 4. D i e  a l g e b r a i s c h e n  F u n c t i o n e n  yon  2 Va~iab len .  I h r e  E n t -  
w i c k e l u n g  i n  der  U m g e b w n g  e ines  r e g u l ~ r e n  C u r v e n z w e i g e s .  

Wir wollen die Resultate der letzten Abschnitte benutzen, um die 
n Wurzeln oder Zweige z~, z2, . . .  , z~ einer algebraischen Gleichung n t~ 
Grades mit ganzen rationalen Coefficienten: 

(I) f ( z ,  xy) -~ A,~(x,y)z" "t- A , _ , ( x ,  y)z "-~ -l- ... W A~(x, y)z q- Ao(x,  y) ~- o 

ebenfalls in der Umgebung eines beliebigen Curvenzweiges 

in Reihen zu entwickeln, welche nach Potenzen des zugeh5rigen Li- 
nearfactors y -  Y0 fortschreiten. Geometrisch heisst das, wir wollen die 
Oberfiache (x) in der Umgebung derjenigen n Raumcurven betrachten, in 
denen die zu der ebenen Curve (2) gehsrige Cylinderflache die n Bllttter 
jener Oberitache durchsetzt. Wir  setzen der Einfaehheit wegen zunachst 
wieder voraus, dass der betrachtete Punkt  ~ im Endlichen liegt, dass also 
erstens a einen endlichen Werth besitzt und dass zweitens die Reihe Y0 
die Form hat 

1 2 

y0 = flo + fl~(~- ~)" + f l , ( x -  ~)- + . . .  
also nicht mit negativen Potenzen von ~ anfangt. Ware dies namlich 
nicht der Fall, wiire etwa: 

y0 = ( x - -  ~) " + fl~(x - 4)" + . . . ,  

so brauchte man nur wie i m w  I y' I --~- an Stelle yon y einzuft~hren, 
Y 

um diesen allgemeineren Fall auf den hier behandelten zu reduciren. 
Ohne die Allgemeinheit zu beschranken kOnnen und wollen wit ferner 

voraussetzen, dass in der definirenden Gleichung (1) far z A,~(:v,y)--~ i 
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und alle fibrigen Coefficienten ganze Functionen yon x und y sind, dass 
also jene Gleichung die Form hat: 

(3) f ( z , y )  ----- z" -t- a , , - , (x ,y)z  "-~ -1- . . .  -a t- a , (x , y ) z  -I- ao(X,y) ---- o, 

wo alle a~(x, y) ebenfalls ganze Functionen yon x und y sind; denn sollte 

das nicht der Fall sein, so braucht man in (I) bekanntlich nur z -.~ A,,(zy-~) 

zu setzen; dann genfigt ~ einer Gleiehung yon der Form (3). Besitzt die 
Gleichung ftir z die Form (3) so en~sprechen jedem Punkt x----a, y ~--fl 
im Endlichen genau n gleiche oder verschiedene abet stets endliche be- 
stimmte Werthe Y1,Y~,-" ,  Yn yon z, welehe die Wurzeln der Gleichung: 

f '  -1- an_,(a, t~)f  -1 - { - . . .  -t- ao(a, ~) = o 

sind. Die durch die Gleichung (3) definirte algebraische Function besitzt 
also den Character einer ganzen rationalen Function, und soil daher eine 
ganze algebraische Function yon (x, y) genannt werden. 

Wir setzen ferner voraus, dass jene Function f (z ,  y) mit ihrer nach 
z genommenen Ableitung f'z(z,y) keinen gemeinsamen Theiler hat, dass 
sie also fgtr unbestimmte (x, y) keine gleichen Wurzeln besitzt. Auch hierin 
liegt keine Beschrankung der Allgemeinheit, denn einen solchen Theiler 
kSnnte man ja dureh das Euclidische Verfahren bestimmen und vorher 
(lurch Division entfernen. I:laben dann [(z)  und f ' (z)  keinen gemein- 
samen Theiler, so kann man ebenfalls dutch das Euclidische Verfahren 
zwei ganze Functionen yon z , y  und x g(z)  und gl(z )so  bestimmen, dass: 

(4) f ( z )g ( z )  T f ' ( ' ) g l ( z ) =  D ( x , y )  

ist, wo D(x ,  y) eine durch jenes Verfahren sieh ergebende ganze Function 
yon x und y, die sogenannte Discriminante yon f ( z )  ist, welche also in 
der (xy)-Ebene eine bestimmte Curve, die s. g. Discriminantencurve darstellt. 

Soll nun fi~r alle Steilen in der Umgebung des beliebig angenom- 
menen Curvenzweiges y ~-Y0 eine Reihe 

= e0( l ) + y.) + . . .  

gleichmaasig eonvergiren, und die Gleichung f(z,  y)----o befriedigen, so 
muss zunachst fiir y = y ~  d. h. ft~r alle Punkte auf jenem Zweige ~--eo(x[a ) 
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sein, d. h. die Reihe e0(xl= ) muss die Gleichung f(eo, y 0 ) = o  in der Um- 
gebung der Stelle x ~ a befriedigen, welche man aus (3) erhMt, wenn 
man y durch die Potenzreihe yo ~ o ( x l a )  ersetzt. Die so sich ergebende 
Gleichung: 

(s) f(eo,yo) = e'~ -F a~_,(yo, x)e'~-' + . . .  + ao(Yo,X) = O 

besitzt dann als Coefficienten ganze rationale Functionen yon y0 und x, 
dieselben sind also sammtlich algebraische Potenzreihen yon x - - a ,  welche 
mit y0 gleich verzweigt sind, keine negativen Potenzen yon x ~ a ent- 
halten und denselben Convergenzbereich wie y0 selbst besitzen. Jene 
Gleiehung besitzt demnach genau n und nur n gleiche oder verschiedene 
Wurzeln: 

(59 4')(xl ~), 4~)(~1 ~), �9 . ' ,  ~')(~I ~) 

welche ebenfalls algebraische Potenzreihen sind, die innerhalb einer end- 
lichen Umgebung der Stelle a gleichm~sig convergiren und keine negativen 
Potenzen yon x -  a enthalten. 

Lasst man den Punkt x ~ a alle msgliche Umlaufe machen, durch 
die Yo in sich selbs~ iibergefiihrt wird, so vertauschen sich die n Potenz- 
reihen e(o~ unter einander. Sind 

4 ' ) ( ~ 1 ~ ) , . . . ,  4")(~1 ~) 

alle und nur diejenigen unter den n Wurzeln (6), in welche e(o~)(xla) 
dutch jene Umlaufe iibergeffihrt werden kann, so geniigen diese fiir sich 
einer und zwar einer irreductiblen Gleichung ~t~n Grades 

6 (e0, y0) --- o 

deren Coefficienten rational yon Y0 abhangen, und welche ein Factor der 
ganzen Gleichung nte n Grades f(eo, Y o ) ~  o in (5) ist. In gleicher Weise 
kt~nnen auch die i~brigen n - - u  Wurzeln in Gruppen zusammengehsriger 
Wurzeln geordnet werden, die den einzelnen irreductiblen Factoren yon 

f (eo , Yo) entsprechen. 
Unter jenen Wurzeln e(o')(xla) konnen gleiche vorkommen; dieser Fall 

kann aber nur dann eintreten, wenn der Zweig y--~Yo der Discriminanten- 
curve angehOrt. Ist nhmlich etwa e(o~)(xla) cine mehrfache Wuizel yon 



l~ber eine neue Theorie der algebraischen Functionen zweier Variablen. 357 

f(eo,  Yo) --~ o, so ist sie auch eine W u r z e l  der Gleichung f '(eo, Yo) =ffi o; 
ersetzt man also in der Identitat  (4) Y und z bzw. durch Yo und e(ol)(xla), 
so verschwindet ihre linke, also auch ihre rechte Seite, d. h. es muss 
D ( x ,  Y o ) ~  o sein, w. z. b. w. 

Wir  bezeichnen nun speciell eine jener n so best immten Reihen (5') 
dutch eo(Xla ) und setzen zunachst voraus dass sie keine mehrfache Wurzel  
yon f(eo,  Y o ) ~  o, dass also sicher: 

yo) o 

ist, Wir  zeigen dann, dass zu diesem Anfangsgliede eine und nur  eine 
eindeutig bestimmte Reihe 

z o = e 0 + e,(y - -  Yo) -1- e2(Y - -  Y0) ~ -t- .- �9 

gehsrt,  deren sammtliche Coefficienten m i t e  0 gleich verzweigte algebraische 
Potenzreihen sind, welche in der Umgebung jenes Zweiges gleichm'~ssig 
convergirt und die ursprangliche Gleichung f ( z , y ) ~ - o  befriedigt. 

Zu diesem Zwecke setze ich: 

z ----- eo + ~, y -~ yo T 7q 

so dass die zu 15sende Aufgabe jetzt die ist, in der Reihe: 

(6') ~o = s0 - - e o  = e,C~la)~ + e~(~l~)~ ~ + . . .  

die Coefficienten el ,  e n , . . ,  zu finden. Nun ist also: 

(7) f ( z ,  y) = f(e o A- ~, Yo -t- 7) = f(eo,  Yo) -I- ~flo(eo, Yo) -{- 7t/o,(eo, Yo) 

+ + + r,,(eo,yo),f) + . . .  

wo allgemein 

Oz,Vy~ /~=~o,y=~ ~ ~--" f~i(eo, Yo) 

gesetzt ist. h u s  dieser Gleichung ergiebt sich, wenn man beachtet, dass 
f(eo , Yo) = o, flo(eo , Yo) =4= o ist, folgende Darstellung fiir 

r , . / '  - V ,  ol f ,o] -  . . . .  
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Die Coefficienten auf der rechten Seite dieser Gleiehung sind ebenfalls 
algebraische Potenzreihen yon x -  =, welche mit e0(x]a ) gleichverzweigt 
sind, da alle jene Quotienten rationale Funetionen von eo, Y0, und x sind; 
ihr gemeinsames Convergenzbereich ist ebenfalls endlich, denn es stimmt 
entweder mit dem von e0 aberein, oder es geht hin zu der nitchsten Nu l l  
stelle yon flo(eo,yo); aber in dieser Gleichung (8) ksnnen einige Coeffi- 
cienten mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von x - - t t  beginnen. 
Da eo(x[a ) und yo(~l=) keine negativen Potenzen enthalten, so gilt das 
Gleiche yon allen Coefficienten f,,(eo, Yo)" :Nur dann ksnnen also in (8) 
negative Potenzen yon x - - =  auftreten, wenn der gemeinsame Nenner 
df d--z ~ fl~176 Yo) yon positiver Ordnung ist. Ist dies der Fall, und setzt 

man in der Gleichung (4) des vorigen Abschnittes x- - -= ,  y----Y0, z----e0, 
so verschwindet ihre linke, also auch ihre rechte Seite, man erhMt also 
far  eine solche Stelle die Gleichung D ( = , y o ) ~  o, aus der sich ergiebt, 
dass in der Gleichung (8) in den Coeffieienten nur dann negative Po- 
tenzen yon x -  a auftreten ksnnen, wenn der Punkt ~ ein Schnittpunkt 
der Curve P mit der Discriminantencurve ist. Um diese negativen Po- 
tenzen, falls sie auftreten sollten, yon vorn herein zu beseitigen, ffihren 
wit an Stelle yon 7/ und ~" neue Variable ~1 und ~ dutch die Gleichungen: 

(9) ~ = ( x -  =)%, r  (~ - -  =)~r 

ein, und w~hlen die ganzen Zablen r und a so, dass sie msglichst klein 
sind, und dass sieh in der aus (8) folgenden Gleichung far  ~1 und 71 

( , o )  r = [,0/ 

- -  " (2  . .  
!',0/, 

alle negativen Potenzen yon x -  = fortheben. Dieser Bedingung kann, 
da die Entwickelung in (8) abbricht, offenbar stets gent~gt werden. Als- 
dann kann die jetzt zu 15sende Aufgabe bei einfacherer Bezeichnung der 
Entwickelungscoefficienten in (I o) und (6')folgendermassen ausgesprochen 
werden: 

Es soll die Gleichung 

( , , )  r -- + g.(xl=) ir 
i + # - . J , I  . . . .  
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in welcher die (Joefficienten g~o(~[a), 9~o(x[a) , . . . .qan~ Potenzreihen 
von x ~ a sind, durch eine Reihe: 

(,x,) ~, = ~,(~1~)~, + ~(z]~)~:  + . . .  

befriedigt werden. 

Diese Aufgabe kann nun, auch wenn man nicht voraussetzt, dass, 
wie es hier der Fall  ist ,  die Reihe der Coefficienten ga(x I a) abbricht, 
stets auf eine und auch nur auf eine Weise gelsst werden wenn nur die 
neihe $g~(xla)~ ~ in einer cndlichen -Umgebung der Stelle ~ = o ,  

~ o, x-----a gleichmassig convergirt. Setzt man namlich in (I I) ftir 
die Reihe (x x') ein, und ordnet dann die rechte Seite der so sich 

ergebenden Gleichung 

(,,") (~1~, + ~ + . . . )  = 9~ov, + ~g,~i(~l~, + ~.~,' + . . . ) '  

nach steigenden Potenzen von 7 h so ist dieselbe innerhalb ihres Conver- 
genzbereiches nur dann erfti]lt, wenn die noch unbekannten Coefficienten 
e~, e 2 , . . ,  so gewahlt werden, dass die Coefficienten auf beiden Seiten 
yon (xx") gleich sin& So erhalten wir eine Reihe yon Gleichungen: 

el ~ 910, 

~ ---- g~0 + g ~  + g 0 ~ ,  

und man erkennt leicht, dass sich allgemein aus der Vergleichung der 
Coefficienten yon ~ auf beiden Seiten far ek eine Gleichung ergiebt: 

(h+iffi2, 8, ...) 

in welcher die rechte Seite eine Summe einer endlichen Anzahl yon Pro- 
ducten yon den Coefflcienten gh~ und den vorhergehenden Coefficienten 
xl ,  e2 , . - . ,~k -1  ist. Setzt man also den Werth von 6j in die zweite, die 
so gefundenen Werthe yon el und ~ in die dritte Gleichung ein und 
ftthrt so fort, so erhMt man ftir jeden Coefficienten ek einen Ausdruck 
yon der Form: 
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welcher ebenfalls aus einer endlichen Anzahl der Coefficienten g~0, gh~ 
alleln durch die Operationen der Addition und der Multiplication ge- 
bildet ist. 

Aus der Form der so gefundenen Ausdrt~cke far  r 
folgt zun~chst, dass aUe jene Coefficienten algebraische mit g~0 und den 
Reihen g~, also auch mit eo(xla ) gleichverzweigte Functionen sind, deren 
Entwickelungen in der Umgebung der Stelle ( x =  a) keine negativen Po- 
tenzen von (x - -  a) enthalten, und welche innerhalb des oben angegebenen 
Convergenzbereiches der Reihen g(xla ) ebenfalls gleichmassig convergiren. 

Wit zeigen jetzt weiter, dass die so gefundene Reihe ftir 

= + . . .  

als Function yon x und yon Y]I betrachtet innerhalb einer endlichen Um- 
gebung der Stelle (x ~ a ,  Y]I -----o) gleichmassig convergirt, und dass die 
aus ihr sich ergebende Reihe fiir z 0 die Gleichung f ( z , y ) ~  o nicht nut 
formal befriedigt, sondern cine Wurzel derseiben in einer endlichen Um- 
gebung des Curvenzweiges (y = Yo, I x - - a l  < (~) wirklich darstellt. 

Zum Beweise der Convergenz ftihren nun die folgenden ganz all- 
gemeinen Betrachtungen: Denkt man sich in einer Potenzreihe von einer 
oder von mehreren Variablen, etwa in der Reihe: 

alle Coefficienten p~, durch ihre absoluten Betrage ersetzt und diese noch 
beliebig vergrSssert, so erhalt man eine neue Reihe mit lauter positiven 
Coefficienten: 

fiir welche allgemein b , , >  Ip,k[ ist. Jede solche Reihe b($r/) soll gr6sser 
als die Potenzreihe p ( ~ )  heissen, und diese Beziehung sod durch die Be- 
zeichnung 

characterisirt werden. Ist z. B. 

= p0 + + + . . -  



l~ber eine neue Theorie der algebraisehen Functionen zweier Variablen. 361 

eine Potenzreihe von einer Variablen, deren Convergenzradius P0 ist, ist 
ferner p < P0 und P gleich oder grSsser als der grC)sste Werth, den 
IP(~:)J auf der Peripherie des mit dem Radius p um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreiscs annimmt, so ist bekanntlich allgemein: 

es ist also nach unserer Bezeichnung: 

also ftir alle Werthe I$[ < P ist: 

< 
I - - - -  

P 

Ist nun fi~r irgend eine Reihe p ( ~ ) ~  ~($7]), so folgt aus bckannten 
Satzen der Functionentheorie, dass der Convergenzbereich yon p(~)g le ich  
oder grSsser ist als der yon ~($72); convergirt also die grSssere Reihe in 
einer endlichen Umgebung der Stelle ($----o,  7] ~-o) ,  so ist sicher das 
Gleiche ftir p($72) der Fall. 

Ist ferner fiir zwei Potenzreihen p ( ~ )  und q(~)  

so ergiebt sich durch eine einfache Coefflcientenvergleichung: 

+ + 

und das Glelche gilt fiir die Summe und das Product von mehr als zwei 
Potenzreihen. 

Diese S~tze wende ich jetzt auf die vorher gefundene Reihe 

an, dercn Coefficienten ek(x[a) convergente Reihen sind, welche nach ganzen 
Acta math~,nativa. 23. Imprim~ le 17 avril 1900. ~6  
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oder gebroehenen Potenzen von x -  a fortschreiten; wir nehmen allgemein 
an, sie schreite naeh ganzen Potenzen von: 

1 

for t  
- - -  

Um nun die Convergenz jener Reihe: 

~ ( ~ , )  = ~(~)~,  + ~ ( ~ ) ~  + . . .  

nachzuweisen, ersetzen wir alle Coei~eienten ~,(~) durch geeignet gew~hlte 
grSssere Potenzreihen ~(~)  und brauehen dann nur zu zeigen, dass die 
so sich ergebende grSssere Potenzreihe: 

= + + . . .  

in einer endliehen Umgebung der Stelle (~-~ o ,  W-----o) convergirt. Da 
nun in den Bestimmungsgleichungen: 

die reohten Seiten aus den Reihen g(~) allein durch Addition und Mul- 
tiplication gebildet sind, so werden alle jene Reihen vergrSssert, wenn 
jede Reihe g(~) durch eine grOssere ersetzt wird. 

Es sei nun P0 der Radius des gemeinsamen Convergenzkreises aller 
Reihen g~k(~); beschreibt man dann mit einem Radius p <P0 einen Kreis 
um den Punkt ~ ~ o und ist G eine positive Zahl die grssser als der 
grSsste Werth ist, den alle jene Reihen absolut genommen auf diesem 
Kreise annehmen, so ist nach der obigen Bemerkung far  alle Reihen 

G 

P 

Ersetzt man daher in der Bestimmungsgleichung (I I) alle Reihen g,0(~), 
g~($) durch die eine grSssere Reihe {~($), so ergiebt sich eine Reihe ~,(~-q,) 
welche sicher grSsser ist als die zu untersuchende; ist demnach der Con- 
vergenzbereich yon ~, endlich, so gilt dasselbe yon ~. Die neue Reihe 
ist aber dutch die Gleichung: 
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definirt, und diese kann f~ir alle I ~ i <  i, 
Form geschrieben werden: 

( ) ~ = r ~ i -  ~• _ ~ , )  (~ + ~ )  

363 

[ ~1 [ < I in der einfacheren 

d. h. ~ ist dureh die quadratisehe Gleiehung definirt: 

a ? ~ - -  ~i + B = o  

wenn zur Abkt~rzung 

A = ~ + ~(~), B = ~(~)~ 

gesetzt wird. Aus ihr ergiebt sich: 

~1 I - -  ~/x - -  4 A B  

- ~ -  2 A  ~' 

-~1 --'-- B -t- A B  ~ "-I- e A ~ B  3 "1- 5 A 3 B  4 -t- . . .  

entwiekelt werden, welehe alsdann far alle der Bedingung (x3)gentigen. 
den Werthsysteme ~, ~71 gleichmassig convergirt. 

Aus dieser Bedingung (~3) 

14AB[ = 14(x-t" I!l(~))l~(~) i ~--~'~[ < I 

ergiebt sich aber unmittelbar die einfachere: 

I I 2~ 
Wie nahe also auch p dem gemeinsamen Convergenzradius Po aller Reihen 

(3) 14ABI < ~  

naeh dem binomisehen Satze in die Reihe: 

wo das negative Vorzeichen der Wurzel zu wahlen ist, da sich ~1 ft~r 
Y]1 = o oder fiir B -~ o auf Null reduciren soll, und diese Wurzel kann 
unter der Bedingung 
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g($), und wie nahe dann auch [$1 an p gewahlt werde, immer ergiebt 
sich fQr I~/1] ein endlicher Convergenzbereich, und man erhMt so das 
Resultat, dass die Reihe ~'1($, 7],) also afor t ior i  die kleinere Reihe ~($, ~1) 
stets in einer endlichen Umgebung der Stelle ~: ~= o, ~ = o convergirt, 
wenn man nur $ innerhalb des Convergenzbereiches der Reihen g($)be- 
liebig annimmt. 

Substituirt man jetzt die so gefundene convergente Potenzreihe far  
1 

- 7; und in (G), ersetzt wieder ~ durch ( x - - a ) " ,  7 h dureh (x-- a) ~ 

durch so erhalt man jetzt aus (6') als eine L0sung der Gleiehung 

f(z, y ) = o  die folgende Reihe: 

zo =eo(xla) -.~ e,(xla)(y--yo) + e2(xla)(Y--Yo) ~ -]-. . .  

wo eo(xla ) die vorher gewahlte einfache Wurzel yon f(eo, Yo)= o be- 
deutet und allgemein: 

e, (x I a) ----- (x --  a) '~-~ 

ist. Diese Reihen convergiren ebenfalls innerhalb des vorher bestimmten 
Convergenzbereiches gleichmlissig, namIieh innerhalb eines Kreises, welcher 
entweder mit dem Convcrgenzbereiche des Anfangsgliedes eo(xla ) identisch 
ist, oder dessen Peripherie durch die nachste Nullstelle von f'(eo,yo) 
hindurchgeht. Selbstverstandlich ist yon diesem Berciche noch die Stelle 
x =  a selbst auszuschliessen, wenn einige yon jenen Reihen e~(xla ) mit 
negativen Potenzen yon x w a beginnen. Da diese Reihe z 0 dureh die 
Substitutionen: 

1 

in die vorher behandelte Reihe ~($ ,  711 ) ~abergeht, so folgt, dass auch 
diese Reihe z 0 als Function von x und y betrachtet stets innerhalb einer 
cndlichen Umgebung des Curvenzwciges Y-~Yo gleichmassig convergirt, 
wenn man x innerhalb des vorher angegebenen Convergenzberciches der 
Coefficienten e,(xJ a) beliebig annimmt. 

Endlich beweise ich noch, dass die so bestimmte convergente Reihe 
z o die Gleichung f (z ,  y)~--o in einer endlichen Umgebung des Curven- 
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zweiges (y =Yo) mit jeder vorgegebenen Genauigkeit befriedigt, hier also 
wirklich eine Wurzel jener Gleichung darstellt. Die Function f ( z ,  y ,  x) 
ist aber als ganze Function jener drei Variablen in einer beliebig grossen 
endlichen Umgebung jeder endlichen Stelle convergent; ersetzt man also 
jene drei Variablen durch die Ausdrticke: 

x ~ + ~  ~, 

Y-~ Y0 -4- ~"~r]l, 

z=~0($) + $~162 

wo ~ die vorher gefundene Reihe 

bedeutet und beachtet man dabei dass jene drei,Reihen in endlicher 
Umgebung der Stelle ( $ =  o, ~ ~ o), eventuell mit Ausschluss der Null- 
stelte selbst, gleiehm~ssig convergiren, so convergirt in derselben Um- 
gebung auch die so sich ergebende Potenzreihe von $ und ~1 

und kann also nach steigenden Potenzen von 7/1 geordnet werden, und 
da hierbei wegen der Gleichungen ft~r die zk($) alle Coefficienten idcn- 
tisch Null werden, so folgt, dass in der That die so bestimmte Reihe 
z o eine Wurzel der vorgelegten Gleichung in der Umgebung der Stelle 
( y = y ,  , x-~a) darstellt. 

w 6. .Die Entwickvhtng  der algebrai~che/n l~ttnvtionen in  d e r  

Umgebung eines singul~$ren Curven~weiges. 

Durch die Untersuchungen des letzten Abschnittes ist bewiesen, dass 
die n Wurzeln einer algebraischen Gleiehung mit ganzen rationalen Coeffi- 
cienten 

f ( . ,  + + . . .  + + --= o 
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in der Umgebung eines Curvcnzweiges ( y - - - ~ y o , l x - - a l < o ~ ) i n  gleich- 
massig convergente Reihen 

(I') eo(xl~ ) • e l(z l~t)(y--  yo) .3 [- e~(xla)(y--~]o)' *Jr- . . .  

cntwickelt werden k0nnen, falls jener Curvenzweig regular ist, d. h. nieht 
der Discriminantencurve angehSrt. 

Wir wollen jetzt erstens die Voraussetzung fallen lassen, dass tier 
Coefficient A.(xy)---- i ,  dass also z eine ganze algebraische Function yon 
x und y ist, und dann auch die weitere, dass der Curvenzweig (Y----Y0) 
ein regularer ist. Alsdann andert sich der Character der Potenzreihen 
(i') fiir die Wurzeln, wie jetzt gezeigt werden soil, einmal in der Weise, 
dass dieselben auch mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen yon 
Y -  Y0 beginnen ksnnen, wie dies vorher auch ffir die rationalen Func- 
tionen f (y ,  x) in der Umgebung einer ihrer Polcurven bewiesen wurde. 
Zweitens aber ksnnen in der Umgebung einer singultiren Curve einige 
yon den Reihen far  die n Wurzeln nicht mehr nach ganzen sondern nach 
gebrochenen Potenzen des Linearfactors y -  Y0 fortschreiten, ahnlich wie 
dies fiir die algebraischen Functionen von einer Variablen in der Um- 
gebung eines Verzweigungspunktes der Fall ist. Gerade diese singularen 
Curven sind fiir die ganze Theorie yon fundamentaler Bedeutung, denn 
sie spielen bier in der That diesclbe Rolle, wie die Verzweigungspunkte 
der Riemannschen Flache in der Theorie der algebraischen Functionen 
eider Variablen. 

Um jetzt das vorgelegte Problem gleich in seiner allgemeinsten Form 
zu umfassen und zu 10sen, stellen wir uns die folgende Aufgabe: 

Es sei z als algebraische Function yon x und y dureh eine be- 
liebige Gleichung: 

(,)  f ( z ,  x y ) = A o ( x y )  + A,(xy)z -4- . . .  + A . ( ~ ) z ' =  o 

mit rationalen Coefficienten definirt; es sollen ihre n Wurzeln in 
der Umgebung eines beliebigen Curvenzweiges 

y = y ~  

durch convergente Reihen: 

~. = eo(xla)(y--y~ ~' + e , (x i~)(Y--y. )  ~' + . . .  
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dargestellt werden, welche nach steigenden Potenzen des zugeh• 
Linearfactors for~schreiten, filr welche also e 0 < s~ < s, < . . .  ist. 

Zur Abktirzung setzen wir wieder 

1 

(=) ( * - = ) ~  v - - v o = , 7  
1 

wenn die Potenzreihe Yo naeh ganzen Potenzen yon ( x - - a )  a fortschreitet; 
alsdann entsprieht der Umgebung des Curvenzweiges (Y=Yo, x-~-a) die 
Umgebung der Stelle (2 = o, ~ ~---o). Wir denken uns dann die (n q- I) 
Gleiehungscoefficienten Ai(x, y) nach ganzen Potenzen yon 7/ in der Um- 
gebung yon ( 2 =  o, 7 / =  o) entwickelt; dann mogen sich die folgenden 
Reihen ergeben: 

(a) 

Ao(x  , Y) --~ ao(~)~7 p~ "{- bo($)~"~ - I - . . . ,  
A,(x,  y)=a,($)rf '  q- b,(2)V p'+' "k . . . ,  

A~(x , V ) =  ~(~)'2 + b~(*)'2 "+' + . . . ,  

wo also die ganzen Zahlen P0, P~, . ' ' ,  P., die positiv, negativ oder Null 
sein ksnnen die Ordnungszahlen der Gleichungscoefficienten far den Li- 
nearfactor 77 = y - - Y 0  sind, und die a~(~), b~(2), . . .  algebraische Potenz- 
reihen nach ganzen Potenzen yon 2 bedeuten. 

Substituirt man diese Reihen far  die Coefficienten, so erhMt man 
eine Reihe f (z ,  $)7) nach ganzen Potenzen yon z, 2 und 7], welche, da 
sie in Bezug auf z nur yon endlichem Grade ist, in endlicher Umgebung 
der Stelle (z = o, ~ = o, 7]-= o) gleichmgssig convergirt. Setzt man nun 
fiir z eine nach ganzen oder gebroehenen Potenzen yon ~ fortschreitende 
Reihe 

(4) ,o = r + e,($)r + . . . ,  

und convergirt diese ebenfalls gleiehmgssig in der Umgebung der Stelle 
(~ ~--- 77 ~--- o) so wird 

f(z., ~, ~) = Bo(~)>~ ~o + B. (~ )~ , ,  + . . .  

eine ebenfalls nach Potenzen yon 77 fortschreitende Reilae; diese wird 
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dann und nur dann identisch Null, wenn alle Coefficienten Bo($ ) ,  B~($),... 
identisch verschwinden; offenbar sind diese ganze Functionen der Coeffi- 
cienten eo($), e ~ ( $ ) , . . ,  von zo, wahrend die Exponenten ~'o, ~'x, " ' "  aus 
den Exponenten ~o, s ~ , . . ,  l inear zusammengesetzt sind. Die Aufgabe, 
die Reihe z o als Wurzel der Gleichung f ( z ,  ~ ) ~  o zu bestimmen, re- 
dueirt  sich also darauf, 

es sollen die unbekannten Exponenten e 0 , z~, e 2 , . .  �9 und die 
unbekannten Coeffieienten e0($), e~(~), e ~ ( $ ) , . . ,  der Reihe z0 in (4) 
so bestimmt werden, dass sich in der Entwickelung der Reihe: 

f(,o, + + . . .  

alle Coefficienten Bo(~ ) , B~(~), . . .  auf  Null  redueieren. 

Wir  suchen nun zun~,ehst z o so zu bestimmen, dass das Anfangsglied 
Bo(~)r/o jener  Entwickelung versehwindet, und w i r  zeigen, dass dutch 
diese Forderung nur  das Anfangsglied e0(~)r/~ und zwar genau n-deutig 
bestimmt wird, entsprechend den Anfangsgliedern der Potenzreihen, in 
welche die n Gleichungswurzeln in der Umgebung der Stelle (~ ~ 2  ~ o) 
entwickelt werden kSnnen. 

Setzt man in die l inke Seite der vorgelegten Gleichung: 

n 

ffir die Coefficienten A~(x ,  y) ihre Fmtwickelungen (3) und liar z die noeh 
unbekannte Entwickelung (4) yon z o ein, so ergiebt sich fiir f (Zo,  ~:q) 

die Reihe: 
n 

[(z  o , ~ )  = =]ffo(a,($)~P' -]- b,(~)rj p'+' -4-...)(eo(~)~ ~' -4-. . . ) ' ,  

und man erkennt ohne Weiteres, dass die Summe der Anfangsglieder der 

(n d- i) Producte A~z ~ gleieh: 

,- _ ,,-~_: o.+,.~o �9 (~ ) eo - i  (5) f ~ ( ~ ) =  ao(~)r/" -t- a,(r176 -Jr- %~,r -1- . .  "-I- a, ~" "~'+'~'~ 

ist, und dass man ftir einen gegebenen Werth  des Exponenten ~o das 
Anfangsglied Bo(~)~r" einfaeh findet, wenn man in fo(72) alle diejenigen 
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Glieder ai(~)e~rf '+~. zusammenfasst, fiir welche die Exponenten Pi-l-leo von 
v] den kleinsten Werth besitzen. 

Hieraus folgt zunachst, dass eo nicht so gewahlt werden darf, dass 
nur einer der (n-I- I) Exponenten: 

Po , Pl d- so, . . . , p ~  d- n~o 

den kleinsten Werth besitzt, denn wi~re etwa p~ n u ie 0 kleiner als alle an- 
deren Exponenten pk-{-keo so beganne die Entwickelung yon [(zo,  $r]) 
mit dem einen Gliede niedrigster Ordnung ai($)e~TP'+i', und z o kOnnte 
nur dann eine Gleichungswurzel sein, wenn ai(~)eo(~)~= o also, da ai($) =4= o 

~ n  

..Jp12 3 ~, n 
9, 

ist, wenn eo($ ) = o  ware. Es ist demnach % so zu wahlen, dass minde- 
stens zwei Exponenten etwa pg q- gs 0 und p, + le o den kleinsten Werth 
haben, d. h. dass die beiden Bedingungen erfallt werden: 

(6) To ---- Pg "4" gZo ~ p, d- l~, 

p~ + k~o ~ To" (k= O~ 1, 2, ..., n) 

Um nun alle Werthe von e o zu finden, welche diesen beiden Be- 
dingungen (6) genilgen, wenden wir die folgende geometrische Repri~senta- 
tion an, welche in beschrl~nkteren Umfange bei dem s. g. Newton'schen 

A ~  ma~h~m~a~@a. 23. Imprlm6 le 23 avril 1900. 47 
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Parallelogramme benutzt wird. In einem rechtwinkligen Coordinaten- 
systeme denken wit uns die (n-~ I) Punkte: 

= ( o ,  p 0 ) ,  - p , ) ,  . . . ,  

so fixirt, dass allgemein far den Punkt ~Ii die Abseisse xi=i,  die Ordi- 
nate Yi-~pi, d. h. gleich der Ordnungszahl des i t*~ Coefficienten Ai(x, y) 
in Bezug auf den Linearfactor ~ ist. Denkt man sich nun alle jene 
Punkte G0,92~, . . . ,  ~{~ durch parallele Strahlen auf die Ordinatenachse 
projicirt, und sind ~o, ~ , ' " ,  ~ die Projeetionen jener n Punkte, so 
ist allgemein die Ordinate von ~, gleich p~ + i tg ~, wenn ? der Steigungs- 
winkel der Projectionsstrahlen ist. Setzt man also 

e o ---~ tg ~, 

so dass also ~o die Steigung der Strahlen 2 ~  bedeutet, so sind die Or- 
dinaten der (n ~ T) Projectionen ~ o ' " ~  gleich 

P o ,  P~ -t- ~o ,  P~ -[- 2 6 0 ,  �9 . . ,  p .  -{- n~o; 

sie stimmen also mit den Exponenten yon ~2 in (5) fiberein. Also wird 
man den beiden Bedingungen (5) dann und nur dann genfigen, wenn die 
Steigung e 0 so gewahlt wird, dass yon den (n ~ i) Punkten ~,  die beiden 
untersten, etwa ~g und ~z zusammenfallen. Dieser" Bedingung wird 
offenbar genfigt, wenn als Projectionsstrahl eine Sehne ~b~fg so gew~hlt 
wird, dass alle anderen Punkte G0 . . .  2n oberhalb oder auf jener Sehne 
bzw. ihrer Verlangerung liegen, wenn jene Sehne also die Punktreihe 
9.I0,21, . . . ,  2n nach unten begrenzt. 

Alle diese Begrenzungssehnen und damit alle msglichen Werthe yon 
e o findet man somit durch die folgende einfache Construction: Man ver- 
binde den letzten Punkt ~I. durch eine Gerade 2.2~ mit demjenigen 
Punkte ~I~, welche von 2~ aus gesehen am tiefsten liegt. Falls mehrere 
Punkte auf dieser Sehne liegen, wahle man fiir 2 .  den aussersten yon 
jenen Punkten. Hierauf verbinde man 2 .  genau ebenso mit demjenigen 
yon den frt~heren Punkten, ~I, durch die Gerade ~I~2,, welcher von 2~ 
aus gesehen am tiefsten erscheint, und fahre in derselben Weise fort, 
bis zuletzt ein Punkt ~i. mit dem ersten Punkte ~I 0 durch eine Sehne 
2,20 verbunden wird. Auf diese Weise ergiebt sich ein nach unten c o n -  
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vexes Polygon 2 .2~2 , . . .  ~f,2o, durch welches die Punktreihe nach unten 
begrenzt wird. 

Es sei nun 2Dig eine jener Begrenzungssehnen, 9.Il--~ (1, Pz) ihr An- 
fangspunkt und 9.tg ---~ (g, pg) ihr Endpunkt, so dass l > g, also in der Reihe 
~o,9 . I~ , . . . ,  ~., 2~ ein spaterer Punkt ist. Dann ist die Steigung ~o der 
Geraden ~I~g dureh die Gleichung: 

$0 l - -g  

gegeben, also positiv, negativ oder Null, je nachdem pg ~p~ ist. Es seien 
ferner der Reihe nach etw~ 

alle diejenigen unter den (n-F x) Punkten, welehe auf jener Sehne und 
nleht i~ber ihr liegen. Dann ist 

ro ~ P~ + l~o----p~ -t- k~o -~ Pi 3r i~o----Ph -t- h~o-~ pg -I- g~o, 

wahrend ftlr alle fibrigen oberhalb ~ liegenden Punkte 9.I~ 

p~ -t- ~z > To 

ist. Dann ist das Aggregat Bo($ ) aller mit der niedrigsten Potenz ~ro 
von ~ multiplicirten Glieder in der Entwickelung [(zo, ~ )  gleich: 

T(eo)----az(~)eZo 3 r a,($)eko + ....-]- ag($)eg; 

es besteht n~mlich aus allen und nur den Producten a,($)e~, ftir welche 
die zugehsrigen Punkte 2.  auf dieser Begrenzungssehne 2z~I~ liegen. Wahlt 
ma~n also ftir den Exponenten des Anfangsgliedes yon z o ---~eo(~)~ ~' - t - . . .  

speciell diesen Werth pz - - p  so verschwindet das zugehsrige Anfangs- l - - g ,  
glied Bo(~ ) dann und nur dann, wenn eo(~ ) eine der (1 - -g )  yon Null 
verschiedenen Wurzeln der Gleichung 1 ten Grades: 

. .  + a,  : ---- o ,  

oder also eine der Wurzeln der Gleichung (l __g)ten Grades: 

I 
+ + . .  + 
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ist, deren Coefficienten 
Diese Gleichung besitzt 
einer Reihenfolge durch 

K. Hensel. 

az(~) . . .  algebraische 
nun genau ( l ~ g )  

Potenzreihen yon $ sind. 
Wurzeln welche in irgend 

bezeichnet werden mSgen; such sie sind sammtlich bestimmte ulgebraische 
Potenzreihen die im Allgemeinen nach ganzen Potenzen, und nur dann 
nach gebrochenen Potenzen von ~ fortschreiten, wenn die Stelle ~ ~ o 
gerade einem Verzweigungspunkte der der Gleiehung f ( e ) ~  o zugehsrigen 
Riemann'schen Flttche entspricht. 

21 2, 2/. 

~tig. 2. 

So ergiebt sich das folgende Resultat, welches .der Einfachheit wegen 
nur far den in Fig. 2 angenommenen Fall yon drei Begrenzungssehnen 
ausgesprochen werden mag, das aber natOrlich ganz allgemein gilt: 

Damit eine Potenzreihe: 

= -  + + . . .  

eine Wurzel der Gleichung f ( z ,  ~:q) in der Umgebung der Stelle 
(~ --~ o,  ~/~-~ o) darstelle, muss zun~ichst der Exponent e 0 ihres Anfangs- 
gliedes einen der Werthe- 

zo _~_ Po " -  P ,  , p ,  - -  p~ , ,  p t  ~ p~ 
O - - S  ~ 6 o ~  s - - t  ~ ~o ~ t - - n  

besitzen, welche der Steigung der drei Begrenzungssehnen 
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gleich sind. Damit ferner eo(~ ) dcr einem jener drei Exponenten 
r -o ~' , ~o" zugehSrige. Anfangscoefficient sei, muss r eine von Null 
verschiedene Wurzel yon einer dcr drei zugehOrigen Gleichungen sein 

~(e)=a~($)e '  -~- . . .  + ao($) = o ,  

~,(e)----at(~)e '-[- . . . - t -  a,(~)e'-~o, 

~2(e) -~an(~)e n -~- . . .  -{- at(~)et~ o, 

deren linke Seiten aus denjenigen Producten a~(~)d gebildet sind, 
ffir welche die zugehSrigen Punkte 9.I~ bzw. auf der ersten, zweiten, 
dritten Begrenzungssehne liegen. 

Da so zu den Exponenten r bzw. je s , t - - s , n - - t  yon 
Null  verschiedenen Coefficienten e0(~ ) gehSren, so ergiebt sich die Anzahl 
der msglichen Anfangsglieder e0(~)7/~0 genau gleich s -]- ( t -  s) + (n -- t ) = n .  
Im Folgenden soll nun weiter gezeigt werden, dass in der That zu jedem 
dieser n Anfangsglieder eine und nut eine Gleichungswurzel gehSrt, d. h. 
dass man wirklich eine Darstellung aller n Wurzeln jener Gleichung in 
der Umgebung der Stelle (~: ~ o ,  7/----o) auf diese Weise erhMt. 

~n 

Fig. 3. 

Wir ziehen aus diesem Resultate gleich eine far das Spatere wichtige 
Folgerung: Es sei z eine ganze algebraische Function, es seien also in 
der Gleichung: 

= z" + + . . .  + a0(xy) = o 
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alle Coeffieienten ganze Functionen yon x und y. Ist dann P(xy )  eine 
beliebige irreductible ganze Function yon x und y, und Y - - Y o  einer 
seiner Linearfaetoren in y, so beginnen die Entwickelung aller Coefficienten 
ai(xy ) nach Potenzen von y - -Y0  mit nicht negativen Potenzen; es sind 
also in den Entwickelungen (3) alle Exponenten p~ ~ o und p . - ~  o da 
A , ( x y )  = I ist. In dem zugehsrigen Diagramme besitzen also alle Be- 
grenzungssehnen nothwendig eine positive Steigung oder die Steigung Null, 
und es ergiebt sieh somit der Satz: 

Ist z eine ganze algebraische Function, so kann die Gleichung 
f ( z ,  xy) ---- o niemals durch eine Reihe e o ( X ) ( y - - y o )  ~~ 4 - . . .  befriedigt 
werden, deren Anfangsglied yon negativer Ordnung ist. 

Ft~r die Folge brauchen wir nur die Entwickelung yon einer jener 
n Wurzeln zu finden; ist namlich bewiesen, dass ]ede Gleichung mindestens 
eine solche Reihe als Wurzel besitzt, so wird sehr einfach gezeigt werden, 
dass jede Gleichung genau so viele solche Wurzeln hat, als ihr Grad 
angiebt. Wir wollen daher im Folgenden nur eine und zwar eine von 
denjenigen Reihen e0(~)~* 4- . . .  aufsuchen, deren Ordnungszahl e o den 
grSssten Werth hat. Ftir sie ist ~0 einfach die Steigung der letzten Be- 
grenzungssehne 2,20 in dem Dia~amme, d. h. es ist 

zo Po--P, ( P o - - P ,  Po- -P~ Po--P,~)  ---- M a x  , , . �9 . , , 
8 I 2 

wo also s so zu w~hlen ist, dass jener Quotient msglichst gross ist. FQr 
diese speciellen Wurzeln hSehster Ordnung gilt daher der Satz: 

Far  die Reihen eo(~)~2 '* 4 - . . .  hochster Ordnung, welehe die 
Gleichung f ( z )  = o in der Umgebung der Stelle ~ = ~7-" o be- 

friedigen, ist eo p o -  p, = ~ ,  wo s so zu wahlen ist, dass e, msgliehst 
s 

gross ausfallt, und der Coefficient e o ist eine der s Wurzeln der 
Gleiehung s ten Grades: 

~Oo(eo) -~ a,(~)do .-1- . . . . a  t- a~,($)e[ 4- ah($)e~ W . . .  @ a o ( ~ )  = o 
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wo a , . . .  ak, ah . . .  ao die Anfangsglieder yon denjenigen Oleichungs- 
coefficienten A~. . .  Ak, A h . . .  Ao sind, ftir welche die Quotienten 

s k h 

ebenfalls gleich r sind. 

w 7. B e r e c h n u n f f  e i n e r  G l e i e h u n g s w u r z e l  a u s  i h r e m  A n f a n g s g l i e d e .  

Es sei nun e0($)r/~o das Anfangsglied einer der s Wurzeln hschster 
Ordnung der Gleichung f ( z ) - :  o; es sollen jetzt alle folgenden Glieder 
jener Wurzel gefunden werden. Zu diesem Zwecke ersetzen wir z dutch 
die neue Variable zl, welche durch die Gleichung: 

( I )  2 = eo~"  --~ Z 1 

mit z zusammenh~ngt, dann ist also: 

(I') z, = e , ~ "  + e,~ '* + . . .  

das Aggregat der noeh unbekannten folgenden Glieder unserer Reihe. Die 
neue Unbekannte is~ dann die Wurzel der Gleiehung n ten Grades: 

f'(eo~*,) f"(eo~*o ) fO)(eo~'O ) 
f ~ ( z ~ ) = f ( e o T i ~ o + z , ) = f ( e o ~ i ~ o ) + z ,  i~ - + z ~  12_ + . . . + z ;  i~ - = o ,  

d. h. z~ gent~gt als Function yon ~ und ~ betraehtet einer Gleiehung: 

(2) f,(~,) = A~( ,~)+ A',(,r + . . .  + .~:(@)z~ = o, 

in welcher allgemein: 

ist. 
Hier ist nun wieder 

fc~)(eW,) 

= + + . . .  

so zu bestimmen, dass in der Entwickelung yon 

f , ( z , ) =  f l (e ,~ ~' + . . .) -~- B;(~)~/~ + . . .  



376 K. Hensel. 

nach Potenzen yon 7/ alle Coefficienten B0(~: ) , . . .  der Potenzen von 
tier Reihe nach verschwinden; hierzu muss zunachst wieder der Exponent 
r l und der Coefficient e1($ ) des Anfangsgliedes so bestimmt werden, dass 
sich das Anfangsglied B ' o ( ~ ) a u f  Null reducirt, und diese Bestimmung kann 
offenbar wortlich ebenso gemacht werden wie dies im vorigen Abschnitte 
fiir eo(~ ) und r angegeben wurde. 

Um diese Aufgabe zu 15sen, denke ich mir die neuen Gleiehungs- 
coefficienten A~(&t) nach Potenzen yon r/ entwickelt, und es sei: 

(3) ' " "  . . . ,  = a , ( r  + c*=0,, ...... ) ' "  ' "  

so dass also allgemein A~ die Ordnungszahl p~ in Bezug auf 7/ besitzt, 
und ich construire nun die Punktreihe 2o2 '1 . . .  2'. welche die Coordi- 
naten (o ,  P0), (i , P'x), . - . ,  (n, p',) besitzen. Begrenzt man diese Punkte 
wieder yon 2" ausgehend nach unten durch ein convexes Sehnenpolygon, 
so muss r notwendig die Steigung einer jener Begrenzungssehnen sein. Soll 
ferner die Ordnungszahl r yon z0 ebenfalls mGglichst gross sein, so muss 
fiir el die Steigung der l e t z t en  Begrenzungssehne gewahlt werden. Wir 
wollen auch bier diese weitere Bedingung einftihren, da es nur auf die 
Bestimmung e i n e r  Wurzel ankommt. Nach dem am Schlusse des vorigen 
Abschnittes bewiesenen Satze ergiebt sich dann fiir den Exponent el die 
Bestimmung 

, , ( p '  P~ p 'o - -p ' ,  p ' o ~ p ~ , )  8 1  ~ [90 - -  P ~  = M a x  ~ ~ , , . . . , , 
S t I 2 

wo sl also so zu wahlen ist, dass jener Quotient so gross als msglich 
ausfMlt, und der zugehorige Coefficient e,(~) ist eine der sl Wurzeln der 
Gleichung s, t€ Grades: 

9~i(e)~---a:,(~)r + . . .  + a~($)e~ + . . .  "st- a'o(~) - ~ o ,  

wo a ~ ( ~ ) . . . a ~ ( ~ ) . . . a o ( ~  ) die Anfangsglieder yon alien und nur den 
Coefficienten ...A~... sind, ffir welche die zugehsrigen Punkte 2~,...2~...2~ 
auf der letzten Begrenzungssehne dieses zweiten Diagrammes liegen. 

In derselben Weise fortfahrend kann man nun beliebig viele Glieder 
jener Reihe berechnen. Man rniisste jetzt nachdem das Glied e~(~)~ *' be- 
stimmt ist, statt zx die neue Unbekannte z~ durch die Gleichung: 

+ 
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bestimmen; dann geniagt z~ der Gleichung n ten Grades: 

377 

+ z,) =-  + A; ' ($ , ; )z ,  + . . .  + = o 

und das Anfangsglied e~(~)r2 ~, yon z 2 kann aus dieser Gleichung genau 
wie vorher angegeben wurde, berechnet werden u. s. f. 

Auf diese Weise erhMt man eine Reihe: 

z o = eo($)~7 "o + e1($)72" + . . . ,  

deren Glieder durch ein wohl definirtes Verfahren beliebig welt berechnet 
werden khnnen. Wir werden jetzt beweisen, dass diese Reihe nach stei- 
genden ganzen oder gebrochenen Potenzen yon r] fortschreitet, dass sie in 
einer endliCben Umgebung der Nullstelle gleichmitssig convergirt, und in 
dieser eine Wurzel der vorgelegten Gleichung darstellt. 

w 8. :Die ge fundene  l~eihe Zo schreite$ nach  s te tgenden Potenzen 

yon ~ fort .  

Ich zeige zunachst, dass die im vorigen Abschnitt bestimmte Reihe 
z o = eo(~)~2 ~o + e1($)~7~' + . . .  in der That nach waehsenden Potenzen von 
z] fortschreitet, dass also stets z o < e i < z~ < . . .  is~. Da aber allgemein 
der Exponent Z,+l auf genau dieselbe Art aus e, hervorgeht wie ~1 aus 
z o bestimmt wurde, so braucht nur der Beweis geftihrt zu werden, dass 
~1 > eo ist. Hierza fQhrt nun die folgende principiell wichtige LTber- 
legung, mit deren Hialfe nicht nur diese specielle, sondern auch alle an- 
deren hier slch darbietenden Fragen aber jene Reihe, ausgenommen die 
nach ihrer Convergenz, beantwortet werden khnnen. 

Der Gleichmltssigkeit wegen werde die im vorigen Abschnitte in der 

Gleichung r --  p~ -- p' eingeft~hrte Zahl s i m  Folgenden mit s o bezeiehnet, s 

es sei also: r = P ~  die Ordnung des Anfangsgliedes unserer Reihe, 
$o 

und 

+ . . .  + ao( ) 
die linke SeRe der Gleichung so t'n Grades, deren Wurzel der Anfangs- 
coefficient e o ist. Setzt man dann in [(z) z---~ er2 ~~ woe  eine Unbestimmte 

Aaa  nw, th~r~ati~a. 23. Imprlm6 le 21 avril 1900. 48 
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bedeutet, so beginnt die Entwiekelung yon f (~~ nach Potenzen yon 7/ 
mit ~0(e)7 p~ d. h. es besteht for ein variables e die Gleichung: 

(x) f(e7 ~0) .-~ ~o(e)7 p~ § ~bo(e, 7)7 ~  ̀

wo Po > Po ist. 
Setzt man in dieser Identitat 

e~---e o § z-z-' 

so wird ihre linke Seite: 

(~') f(eo,/' + z , ) = f , ( z x ) = a ; ( $ ~ )  + a ; (~7 )z~  + . . .  + A : ( $ 7 ) z : ,  

d. h. durch jene Substitution geht die linke also auch die rechte Seite 
yon (x) in d i e  Gleichung fl(zl) fiber, deren Wurzel zl =ex7  ~' + . . .  ist. 
Diese Gleichung liefert daher auch eine directe Bestimmung der Ordnungs- 
zahlen p~,, welche die Gleichungscoefficienten A~(~) in fx(zx) besitzen; 
entwickelt man n~mlich in der aus (x) und (x') folgenden Gleiehung: 

man erhMt also 
chungscoefficienten 
yon 7: 

die rechte Seite mit Ht~lfe des Taylor'schen Satzes nach Potenzen von z,, 
so folgt: 

( N ~ ' ~ 1 7 6  z, ~ ) 

= , z - , +  i . ' + . .  

( ' ~ , + . . . ) ;  + 7 ~' Oo(eo, 7) + r 7) ~. 

dureh Coeffieientenvergleiehung fiir die (n § i) Glei- 
A~(~7/) die folgenden Entwiekelungen naeh Potenzen 

�9 ~ j_k + l_k 

Da aber po > P0 war, so folgt, dass die Ordnung p~ yon A~(~7) stets und 
nur dann gleich P0--keo ist, wenn ~*)(e0)=1= o, im entgegengesetzten 
Falle aber sicher grSsser als P0--kxo ist. Man kann also far jeden 
Werth yon k 

(2 )  p; , - - - -po - -  k~o + ,~  (.=o,,  ..... ,,) 
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setzen, wo 3, nur dann verschwindet, wenn 94o*)(eo) :4= o ist, sonst aber stets 
einen positiven Werth hat. 

Die Reihe e o ist nun eine der s o Wurzeln der Gleichung 9,o(eo)= o; 
um gleich die allgemeinste Annahme zu machen, werde vorausgesetzt, 
dass e o eine 2o-fache Wurzel derselben, dass also: 

 o(eo) = (e - -  

ist, wo jetz~ ~o(eo) ~ o ist. Alsdann verschwinden bekanntlich die ~o ersten 
Ableitungen: 

c o ( e ) ,  . . ,  

fiir e = e  o wahrend ~CoaO)(eo) sicher nicht verschwindet. Daraus folgt, dass 
in der obigen Gleichung (2) die 20 Grsten Zahlen 30, ~ 1 , ' " ,  ~ sigher 
positiv, o~0 aber sigher gleich Null ist, dass also 

(2') P~. = Po -- ~o~o 

ist. 
Mit Hiilfe dieses Resultates kann 

ist. In der That war: 
nun 1eiGht bewiesen werden, dass 

Nun ist aber allgemein wegen (2) 

e~ - -  p ;  = Ceo + ao) - -  ~oo - -  k~o + a,)  
k k 

also: 

z ~ M a x ( .  Co+ ~ ~  ) ( -- ) �9 " k �9 = r  + M a x  3~ 3, 3 0 - 3 ,  
" "  I ~ 2 ~ ' ' "  

und yon jenen n Brt~chen ist mindestens einer, namlieh 3~ --3~0--3_o positiv, 
~o ~o 

also ist sieher: 

~ > ~o~ 

und hiermit ist jener Bewels vollstandig erbracht, d. h. es ist erwiesen, dass 
jene l~eihe nach steigenden Potenzen yon ~ fortschreitet. 

_--6o +~--~ k 

r ~ -  Po - -  P~__~ = M a x  - -  P~ po ~ p~ po p~. 
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w 9. T h e i l u n g  der  R e i h e  z o in  i h r e n  r e g u l d r e n  u n d  
i rregul~ren ThelL 

Aus denselben Betrachtungen folgt aber jetzt ein welt wichtigeres 
Resultat filr unsere Reihe z o. 

Der erste Coefficient e 0 war eine 20-fache Wurzel der ersten Coeffi- 
cientengleichung g0(e )~  o vom Grade s o. Ganz ebenso ist die zweite 
Coefficientengleichung 

= o  

vom Grade 81, Wir fiihren jetzt den wichtigen Nachweis, dass stets 
s~ < s o ist, und zwar zeigen wir gleich die Richtigkeit des folgenden sehr 
viel tiefer gehenden Satzes: 

Der Grad s I der zweiten Coefficientengleichung ~(e)----o ist 
hschstens gleich der Zahl 20 welche den Grad der Vielfachheit der 
Wurzel e 0 in der ersten Coefficientengleichung angiebt. 

Jener Grad s~ ist n~mlich die grSsste Zahl, ft~r welche der Quotient 

k ~--~ eo -l-" k 

msglichst gross ausfallt. Hieraus folgt abet leicht, dass s~ nicht grSsser 
als 20 sein kann. Ist namlich k > 2 o so ist 

weil k > 20, $ k >  o, und o ~ o  ist; es ist also stets 

p ! s 

k ,to ' 

d. h. der Grad s 1 der zweiten Coefficientengleichung muss eine der Zahlen 
z,  2 , . . . , ~ 0  sein, w. z. b. w. 

Sind jetzt g 0 ( e ) ~ o ,  ~ l ( e ) ~ o ,  ~,(e)--~-o, ... die erste, zweite, dritte, 
. . .  Coefficientengleichung ft~r unsere Reihe, und sind e0, el ,  e ~ , . . ,  bzw. 
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~o, A1,2~-faehe Wurzeln jenerGlei chungen u. s. w., so kann man ihre linken 
3eiten fo|gendermassen sehreiben: 

~o(e) = ( e - -  eo)~~ 

9'1(e) = (e - -  el)~'~l(e), 

~ ( e )  = (e - -  e2)a'~(e), 

�9 �9 �9 * �9 �9 �9 �9 , �9 ~ �9 �9 

wo allgemein ~ ( e )  die Wurzel e =  e~ nicht mehr enthalt. Sind endlich 
So, s l ,  s2, . . .  die Grade jener Gleichungen, so folgt aus dem soeben be- 
wiesenen Satze, dass: 

sl ~ '~0 ~ '%, 

82 ~ ~1 ~ 81, 

und es zeigt sich so, dass fiir eine beliebige k ~ - I  te Coeffieientengleichung 
im Allgemeinen: 

s~+l < s, 

ist; nur  dann kann s~+l----s~ sein, wenn auch 2~-----s, ist, d. h. wenn die 
nachstvorhergehende Coefficientengleichung: 

e,(e)  = (e - -  e,)" 

ist, also nur die einzige Wurzel  e~ besitzt. Da somit die Grade s o , s l , s ~ , . . .  

der Coeffieientengleichungen, wie welt man auch gehen mag, immer ab- 
nehmen, oder gleich bleiben, so mtissen yon einem gewissen Gliede an 
alle folgenden Gleichungen yon einem und demselben Grade sein. Es 
sei e~(~) ~ jenes Glied und es sei 

8 ~ 8 ~ 8 ~ +  l ~ S r +  2 ~ .  . . 

der gemeinsame Grad aller jener Coefficientengleichungen. Nach dem 
soeben bewiesenen Satze besitzt dann aber jede der folgenden Glei- 
chungen 9k(e)~-~ o nur eine einige Wurzel  d. h. es ist, wie welt man 
auch in der Reihe z o gehen mag: 

9,~(e) = (e - -  e~)', 
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Im folgenden Paragraphen wird bewiesen werden, dass jene Gleichungen 
(I) stets linear werden, d. h. dass s =  I ist, falls die Gleichungsdiscri- 
minante D(xy) nicht identisch verschwindet, falls also die Gleichung 
f ( z ,  xy) - -~o ftir variable x ,  y keine gleichen Wurzeln hat. Fiir die 
folgenden Betrachtungen ksnnen wir aber auch s > x voraussetzen. 

Auf  das in (I) angegebene Resultat gr~ndet rich nun eine wichtige 
co 

Eintheilung der ganzen Reihe z o = ~oei(~)~' .  Wir bezeichnen namlich das 

Aggregat: 
~'~--~-eo(~)~ ~o -4- , . .  Jr- er_l(~:)~'~ - ,  

der r vor jenem Elemente e~($)7/'~ stehenden Glieder als den irregularen 
Theil yon zo, und die ganze Qbrigbleibende Reihe 

= + + . . .  �9 

als den regularen Theil yon z 0. Nach dem soeben Bewiesenen besteht 
dann der irregul~re Theil r yon z o ~-~ ~'4" z' stets aus einer endlichen 
Anzahl yon Gliedern. Um jetzt die Fundamentaleigenschaft des regularen 
Theiles ~ zu finden, bilde ich die Gleichung/7(3) = o, der ~ allein gent~gt. 
Dieselbe kann folgendermassen geschrieben werden: 

7(~) = f ( r  4- ~,)= f(~') 4-- ~,f'(r - b . . .  -t-- 

= + + . . .  + = o .  

f(,)(r Entwickelt man alle jene Coefficienten Ai($~) - -  [ i  nach Potenzen yon 72, 

so erhMt man Reihen, welche im Allgemeinen nach gebrochenen Potenzen 
yon 7] fortschreiten, denn ihre Exponenten setzen sich ganzzahlig aus den 
Exponenten e 0 , e~ , . . . ,  e:_~ zusammen; ist also b der Generalnenner jener 
Exponenten el, so schreiten die Entwickelungen aller Coefficienten Ai nach 

1 

ganzen Potenzen yon 7/~- fort. Die Ordnungszahlen Po, P ~ , . . ' ,  P-~ dieser 
Gleichungscoefficienten ] 0 ( ~ ) ,  . . . ,  ] . ( ~ )  sind also such Brllche mit dem 
Nenner b, sie k0nnen also alle in der Form 

t~ 

geschrieben werden, wo to, t ~ , . . . ,  t. ganze Zahlen bedeuten. Die Coeffi- 
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cienten der einzelnen Potenzen von :7 sind aber algebraische Potenzreihen 
yon ~, welche dutch die irregularen Reihencoefficienten e~(~), e~($),..., 
e~_~(~) rational ausdrt~ckbar, also mit ihnen gleichverzweigt sind. 

Man kann nun fiir alle regularen Glieder unserer Reihe die beiden 
folgenden Satze aussprechen: 

z) _A_lle regularen Exponenten r r . .- sind sammtlich Brache 
mit dem Generalnenner der r ersten Exponenten. 

2) Alle regularen Coefficienten e~(~), e~+~($), . . .  sind sammt- 
lich durch die r ersten Coefficienten rational ausdrackbar, also mit 
diesen gleichverzweigt. 

Beide Satze brauchen wieder nur far das erste Glied e,(~)72 ~ bewiesen 
zu werden, da sic far alle spaterea in gleicher Weise folgen. Nun er- 
gaben sich far  z: und e~(~)die Bestimmungsgleichungen: 

8 

- -  z )  e ~ e , _ :  , _ _  -~(e)__~_(e__e~),=e,  se~e,_ 1 + s(s - - . . .  + e r - - o .  
1 . 2  

Zunachst~ ist hier e: die Steigung der letzten Begrenzungssehne %20 des zu- 
gehsrigen Diagrammes, und in ~(e) treten die Anfangsglieder yon alien 

8 

und nur den Gliedern ]o($~/), A x ( ~ ) , . . .  auf, fiir welche die zugehorigen 
Punkte Go, 2 1 , " .  auf und nicht fiber %~1o liegen. Nun treten aber 
in ~(e) in (i) alle Glieder mit yon Null verschiedenen Coefficienten auf; 
es liegen also alle Punkte 7~1, ~ , , . . . ,  ~,-x auf jener Begrenzungssehne, 
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und ihre Steigung r stimmt also auch mit der Steigung yon 2~ ~o i~bereln, 
es ergiebt sich also in diesem Falle fi~r jene Steigung r der einfaehere 
Ausdruek: 

x b 

d. h. aueh r ist ein Brueh mit demselben Nenner b, w. z. b. w. 
Zweitens sind alle Coefficienten yon ~(e)  ~ (e ~ e~)~-~e s - -  se'-le~ .at- ... 

die Anfangsglieder der Entwickelungen der zugehSrigen Coefl~cienten Ao, 
A 1 , . . . ,  As, also durch eo(~) , e~(~) , . . . ,  e~_~(~) rational ausdrQekbar. Also 
ist aueh speciell se~(~), der Coefficient yon e ' -~ ,  ebenfalls rational durch 
e0(~ ) ...e~_~(~) ausdr~ckbar, also gilt das Gleiche fiir e~(~)selbst, und 
damit ist aueh der zweite Theil unserer Behauptung erwiesen. 

Man erhMt also das wiehtige Resultat, dass die dureh unser Verfahren 
bestimmte Reihe e0(~)~o ~ . . .  nach steigenden ganzzahligen Potenzen yon 

1 

~- fortschreitet, wo b eine bestimmte ganze Zahl bedeutet, welche sich aus 
der Natur der zu Grunde gelegten Curve ~ ~ y  ~ Y o  yon selbst ergiebt. 

1 

Ersetzen wir wieder ~ und ~ bzw. durch y - - y 0  und @--~)~  so 
ergiebt sieh der folgende Ausdruck fllr unsere Reihe: 

h h4-1 

Zo = e h ( x [ a ) ( y - - y , )  ~ + e ,+~(xl~)(y- -  yo) ~ -  + . . . ,  

und die Coefficienten sind algebraische Potenzreihen yon x -  a welche 
ebenfalls nach ganzen oder gebroehenen Potenzen yon x ~ a  fortschreiten. 

Aus der Untersuchung des s. g. regul~ren Falles imw 4 ergiebt sich, 
dass fiir alle Curven, welche nicht Theil~ der Discriminantencurve sind, 
stets b ~ x ist, denn fiir alle diese Curven schritten ja die s~mmtlichen 
n Reihen fiir die Wurzeln yon f ( z ) ~ o  nach ganze~ Potenzen yon Y - - Y o  
fort. Ft~r die Discriminantencurven ksnnen aber einige yon den Wurzeln 
nach gebrochenen Potenzen yon y ~Y0 fortschreiten, und gerade diese 
Entwiekelungen sind hier yon besonderer Bedeutung, da sie denjenigen in 
der Umgebung eines Verzweigungspunktes in der Theorie der Functionen 
einer Variablen entspreehen. 

Die Reihe z o = ~ e , ( z  l a)(y - -  y0) ~ befriedigt nun die Uleichung 

f ( z ,  x y ) ~ o  formal; setzt man namlich diese Reihe ft~r z in f ( z ) e i n ,  und 
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entwickelt die so gefundene Function ebenfalls nach Potenzen yon Y - - Y o ,  
so fallen dig Coefficienten der einzelnen Potenzen yon y - - y o  fort, d. h. die 
linke Seite beginnt mit einer beliebig hohen Potenz von y -  Y0, wenn 
man in jener Reihe ftir z yon vorn herein gentigend viele Glieder be- 
riicksichtigt. In der That sei: 

h 1 

- v0) + . . .  + [ v0) 

das  Aggregat der (l + I ) - - h  ersten Glieder jener Reihe; dann ist, wie 
oben gezeig~; wurde, die Ordnungszahl yon f(zt) gleieh p~O und p(o 0 ist 

ebenfalls ein Brueh t~ ~- mit dem Nenner b. Bildet man nun die Ordnungs- 

zahlen p~h),p~h+~), p~+2), . . .  von f(z~), f(zh+~), f ( z h + 2 ) , . . ,  so erhMt man 
eine Reihe yon Brtichen mit dem Nenner b 

th ~+1 th+~ 
b '  b ' b ' " ' ;  

beachtet man dabei, dass nachdem a. S. 378 I~ ~ (2) gegebenen Beweise jene 
Ordnungszahlen eine wachsende Reihe bilden, so folgt, dass auch yon den 
ganzen Zahlen th, th+ i , . . ,  jede folgende grSsser ist als die vorhergehende, 
dass somit diese, also auch die Zahlen p(o ~ zuletzt fiber jedes Mass hinaus 
waehsen, und damit ist gezeigt, dass die gefundene Reihe in der That 
die vorgelegte Gleichung formal befriedigt. 

w 10. D i e  n Congruenzwurze ln  de r  Congruenz  f(z)_~ o. 
t 

Im vorigen Abschnitt ist bewiesen worden, dass ftir jede Gleichung 
f ( z ,  x y ) -~  o mindestens eine nach Potenzen yon (y--go)  fortschreitende 
Reihe z o ~ ~3(yIyo) existirt, dutch welche sie formal befriedigt wird. Wir 
w011en zunachst nachweisen, dass die Anzahl der Potenzreihen ~3(y[y0) 
welche die gleiche Eigenschaft besitzen stets gleich dem Grade jener Glei- 
chung ist; erst dann kSnnen wir welter den Beweis erbringen, dass jene 
n Reihen in einem endlichen Bereiche gleichmassig convergiren, und hier 
dig n Wurzeln der Gleichung darstellen. 

Zu diesem Zwecke spreche ich die Beziehung der vorher gefundenen 
Reihe z o ~-~(Y lYo)  zu der Function f ( z ,  xy) in einer mehr arithmetischen 
Form aus. 

aeta mathematiea. 23. Imprim~ le 18 mai 1900. 4 9  
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Withlt man start jener ganzen Reihe, nur cinch beliebigen Theil 

h ! 

z, = ~ ( x l ~ ) ( y - -  y~ ~ + . . .  + e , ( x t ~ ) ( y ~ y o )  ~ 

und substituirt diesen in f ( z ,  xy) so wird f (z , ,  xy) (lurch eine ganz be- 
stimmte Potenz ( y -  y0)~, theilbar, d. h. es ist: 

f(~,) = (y - yo)", c ( y  l yo), 

wo G(ylyo) eine ganze Function von y ~ Yo bedeutct. Wir sagen daher: 
z~ ist eine W~rzel der Congruenz: 

(i) m I f ( z ) = o  ( m o d ( y - - y  0) ), 

den Congruenzbcgriff genau in dem in der Arithmetik gebrauchlichen 
Sinne aufgefasst. Lasscn wir nun l grSsscr und grOsser werden, so wachst 
mz ebcnfalls mehr und mehr, und kann grSsser als jede noch so grosse 
Zahl gemacht wcrden. Jcne Reihe s o kann dcmnach als Wurzcl der 
Congruenz: 

f ( z )  = o (mod (y - -  yo) u) 

dcfinirt werden, wcnn M eine bclicbig gross anzunehmcnde Zahl bcdeutet. 
Wir wollcn die in den vorigcn Abschnitten gefundenc Rcihe 

k 

~~ = , ~ h e , (  x l~)(y - -  y.)~ 

nunmehr durch z 1 bezeichnen; dann kann jencs bisher gcfundene Rcsultat 
jetzt folgendermassen ausgesprochen werden: 

Jede Congruenz: 

(5) f (z) -- o (mod (y - -  yo) ",) 

far eine beliebig hohe Potenz yon ( y -  Y0) als Modul besitzt min- 
destens eine Congruenzwurzel 

k 

Der Beweis nun, dass jenc Congrucnz genau n Wurzeln besitzt, grSndet 
sich auf den H(ilfssatz: 
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Ist z--~ zx eine Wurzel  der Congruenz (2), so is~ f (z)  modulo 
(y ~ y 0 )  u, dutch den zugehsrigen Linearfaetor z -  z 1 theilbar, d. h. 
es ist: 

(2') f(z) ~(z-- z,)r,(z) rood (~ - -  S0)". 

In der That,  ist f(z~) durch (y - -yo )  ~' theilbar, so ist: 

(3) f ( z ) ~ f ( z ) - - f ( z , )  = ( z - - z , ) f~(z )  m o d ( y - - y o )  ~ '̀ 

w e  

f~(z) =r( ,)-r(: , )= B._,(x, y)~"-' + . . .  + Bo(xy) 
z ~ z l 

eine ganze Function ( n -  i) re" Grades yon z mi~; rationalen Functionen 
yon x ,  y ,  Y0 als Coefficienten ist. 

Auch ffir die Function fl(z) kann man nun durch unsere Methode 
eine Reihe ~2 bestimmen, welche nach Potenzen von y - - Y o  fortschreitet 
und die Gleichung f ~ ( z ) ~  o formal befriedigt. Nach dem soeben be- 
wiesenen Satze ergiebt sich so far f~(z) die folgende Congruenz: 

4(z)  :-- (z - -  z~)f2(z ) mod @ ~ y0) ~', 

we f~(z) eine ganze Function ( n - -  ~)t,,, Grades und M,  eine beliebig grosse 
Zahl bedeutet, und  diese Congruenz vertr i t t  eine Oleichung: 

f~(z) = ( z - - z , ) f2 (z )  + (y--yo)~:G2(z , y). 

Setzt man diesen Werth  yon f~(z) in (3) ein, so folgt: 

W~hlt  man endlich die ganz beliebige Zahl M: so gross, dass das zweite 
Glied dutch (y ~ So) u' theilbar ist, so ergiebt sich die Congruenz: 

f ( z ) ~ - ( z - - z , ) ( z  - z:)f2(z ) mod ( y - - yo )  u,. 

In derselben Weise kann man welter schliessen: man bestimmt jetzt eine 
Wurzel z 3 yon f~(z)~_ o u. s. w. und gelangt so zulctzt zu der fiir eine 
beliebig hohe Potenz ( y ~yo )U  gtiltigen Congruenz: 

(4) r ( : )  - -  A ( :  - -  z , ) (z  - -  z , ) . . .  (~ - -  ~.) rood (y - -  So)", 
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wo A eine Function nullten Grade in z ist, welche sich durch Coeffi- 
cientenvergleichung gleich A.(x ,  y) bestimmt. Aus dieser Congruenz folgt 
zunachst, dass z l , z 2 , . . . , z ,  sammtlich ebenso wie z~ Congruenzwurzeln 
yon f ( z ) -  o sind, denn fiir z = zi wird die rechte Seite, also auch die 
linke Seite f(z~) durch ( y -  yo) x theilbar, wo M beliebig gross angenom- 
men werden kann. 

Ebenso leicht erkennt man aber, dass keine andere Reihe z 0 eine 
Wurzel yon f ( z ) - - - - o  sein kann. Substituirt man ni~mlich z----z 0 in (4), 
so mtlsste: 

r ( ~ 0 )  = A ( ~ 0  - -  z l ) (~o  - -  ~ , ) .  �9 �9 (Zo - -  ~ . )  - o m o d  ( y  - -  y 0 )  ~ 

sein; aber jenes Product yon (n- t -x)  Factoren kann nut dann durch eine 
beliebig hohe Potenz yon (Y--Y0) theilbar sein, wenn mindestens einer seiner 
Factoren eine beliebig hohe Potenz dieses Linearfactors enthMt und dies 
ist wiederum nur dann der Fall, wenn entweder A--~ o ist, oder wenn 
z 0 einer der n Reihen Z l , . . .  , z, gleich ist. 

Der Einfachheit wegen denken wir uns yon vorn herein den Coeffi- 
cienten A , ( x y )  yon z" durch Division zu Eins gemacht. Denkt man sich 
dann in der soeben gefundenen Congruenz: 

z" -~- An_ l (Xy)z" - l  J(- . . .  + A o ( ~ y ) ~ - ( z - -  zi) . . . (ffr z.) m o d  ( y - - y o )  M 

die Coefficienten der einzelnen Potenzen yon z auf beiden Seiten verglichen, 
go ergiebt sich, dass die aus den n Potenzreihen z , , z 2 , . . .  , z .  gebildeten 
elementaren symmetrischen Funetionen den Gleichungscoefficienten gleich 
sind, abgesehen yon einer beliebig hohen Potenz yon 0 -  Yo) u. Hieraus 
folgt weiter dass fiberhaupt jede symmetrische Function der n Wurzeln 
einer bestimmten rationalen Function von x und y congruent ist. 

Speciell nennen wir auch hier das Product z l z , . . . z ,  aller n Wurzeln 
die N o r m  yon z und bezeichnen dasselbe dutch N(z). Dann ergiebt sich 
ffir diese Function die bekannte Gleichung: 

N(~) = ( - -  ~)'.4o(Xy); 
jene Norm stimmt also abgesehen vom Vorzeichen mit dem yon z freien 
Gliede der Gleichung f ( z )  ~ o iiberein. 

Aus diesen Thatsachen ziehen wir zunachst die Folgerung dass jene 
n Congruenzwurzeln zl, z 2 , . . .  , z ,  siche~ von cinander verschieden, sind, 
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wenn die Gleichung f(z)------o Iauter verschiedene Wurzeln besitzt. Waren 
ni~mlich zwei jener Reihen gleich, so w~ire das Differenzenproduct 

identisch Null; nach dem soeben bewiesenen Satze ist aber diese symme- 
trische Function D(z I . ..z~) modulo (y - -y0)  M der Discriminante D(xy) 
der Gleichung f (z)  --~ o congruent, und diese miisste daher ebenfalls dutch 
jede noch so hohe Potenz (y - -yo)  K yon y - - y 0  theilbar sein, was nur 
dann m0glich ist, wenn / ) (x ,  y ) ~  o ist, wenn also die betrachtete Glei- 
chung gleiche Wurzeln besitzt. 

Zweitens wollen wir aus diesem Satze ein bereits vorher angekondigtes 
wiehtiges Resultat ableiten: Ist 

die Reihe for eine der n Wurzeln, so geniigte jcder Coefficient ek(~)einer 
Gleichung Fk(e)-~ o; die Grade dieser Gleiehungen bildeten eine ab- 
nehmenden Reihe und yon einem Gliede e,~/~ an sind alle folgenden Glei- 
chungen f , ( e ) ~ - o ,  f,~+a(e)~---o, . . .  yon gleichem Grade s und jede ist 
die s t~ Potenz eines Linearfactors. 

Wir zeigen jetzt dass, falls die Gleichung f ( z ) =  o keine gleichen 
Wurzeln hat, wie wir dies schon friiher voraussetzten, stets s = i ist, dass 
also alle regularen Coefficienten einfach durch ]ineare Gleichungen bestimmt 
werden. Ist namlich: 

= + . . .  + 

das Aggregat der Anfangsglieder von z~ und ist r schon so gross gewithlt, 
dass f(z (~)) bereits von sehr hoher Ordnung ist, dann ist 

Z = Z (r) + ~ ,  ~ = e r A _ l ( ~ ) ~  r §  "31- , o . 

und ~ ist eine Wurzel der Gleichung n ten Grades 

f"(z (~)) ~,~ f(")(z ~')) _ 
r ( :  ~') + f(:( ' )) + f'(z("))~ ' --t--- I T  "-[" " ' "  -I- i~_~ z"; 

der Exponent ~,+~ des folgenden Gliedes ist (lurch die Gleichung bestimmt: 

z,.+, = Max(  ~~ -~', ' P~ --P~2 , . . . ,  Po -~ P~) 
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wenn /3o, Pl ,  " " ,  P, die Ordnungszahlen yon f(~o), f,(zr . . .  bedeuten. 
:Nun kann die Ordnungszahl Po beliebig gross angenommen werden, wenn 
r geniigend gross gew~hlt wird, dagegen bleibt die Ordnungszahl ~ yon 
f ' ( z  (~)) unterhalb einer endlichen Grenze, wie gross auch r angenommen 
werde, denn sonst ware ja f ' ( z~)  selbst yon beliebig hoher Ordnung, und 
das Gleiche ware far das Product 

f ' ( z ~ ) f ( z 2 )  . . . f ' ( z . )  = D ( x y )  

der Fall, d. h. es ware die Discriminante identisch :Null. Hieraus folgt in 
der That, dass r so gross angenommen werden kann, dass: 

ist, d. h. es ist s = i,  w. z. b. w. 
Hieraus folgt leicht, dass far die regularen Glieder jedes folgende Glied 

e~+~ ~'+' durch die Gleichung: 

f(z(o ) 
t r - t - I  I - 

e,+l . j  + �9 . . f,(z(O) 

bestimmt ist, d. h. es ist e~+l~ ~'§ das Anfangsglied der Entwickelung der 
Quotienten 

f ( z )  

f ' ( z )  
fiir z = z ('). 

w 11. D i e  n t ~ v i h e J ~  z 1 . . . . .  z .  s t e U e ~  d i e  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g  

f ( z )  = o i n  d e ;  U m g e b u n g  d e s  Z w e i g e s  l o d a r .  

Es soll jetzt bewiesen werden, dass die n Reihen zl, z~, ..., z,, welche 
die Gleichung f ( z )  = o formal befriedigen, sammtlich innerhalb einer end- 
lichen Umgebung der betrachteten Stelle gleichmassig convergiren und 
dort die Gleichungswurzeln darstellen. Diesen an sich schwierigen Beweis 
kSnnen wir nun fast vollstandig auf den bereits im w 4 gefiihrtcn Beweis 
far den regularen Fall reduciren, well uns die soeben durchgefiihrten Un- 
tersuchungen nicht nur eine sondern a l l e n  Congruenzwurzeln yon f ( z )  

ergeben haben. 
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Diese n Reihen schreiten sammtlich nach ganzen oder gebrochenen 
Potenzen yon ( x - - a )  und (y - -y0 )  fort. Es seien a" und b" bzw. die 
Generalnenner der Exponenten yon x -  a und y - - Y o  in allen n Reihen 
zi. Wir setzen dann: 

1 1 

= (~ - -  ~)", ,~ = (y - -  y o ) " ,  

dann gehen •1  ' " " " ' •n in Potenzreihen tiber, welche naeh 9anzen Potenzen 
yon $ und 72 fortschreiten, und welche nach Potenzen yon 72 geordnet 
folgendermassen gesehrieben worden k0nnen: 

(i) z, = e~, (~)~ ~, + e~ ,§  + . . . .  

Es soll dann allgemein ri die Ordnung der Wurzel zl genannt werden. 
Wit brauehen unseren Beweis nur fiir irgend eine jener n Reihen 

zu ftihren; es sei die Bezeichnung yon vorn herein so gewi~hlt, dass z 1 
diejenige Reihe ist, deren Convergenz bewiesen werden soll. 

Wir werden zeigen, dass diese allgemeinere Aufgabe auf den Con- 
vergenzbeweis for den regularen Fall vollsti~ndig reducirt werden kann, 
wenn man voraussetzen darf, dass die Ordnung r~ der zu untersuchenden 
Reihe posit ivist ,  w'~hrend die Ordnungszahlen r2, r ~ , . . . ,  rn sammtlich 
negativ oder hSchstens Null sind. Offenbar ist diese Voraussetzung im 
Allgemeinen nicht erfiillt, aber man kann die vorgelegte Gleichung durch 
eine sehr einfache Transformation so umformen dass sie die verlangte 
Eigenschaft erhMt. 

Es sei namlich jene Voraussetzung nicht erfiillt, und 

zl  = e~ . (~)~  " + . . .  + e , ( ~ ) ~ '  + e ,+~ (~ )~  '+~ + . . .  

die Entwiekelung yon zl; wir betraehten dann das Aggregat: 

z?  = e~, (~)~, + . . .  + e,($), t  

der (s-b I ) -  r 1 ersten Glieder yon z 1 und wahlen s beliebig, jedenfalls 
aber so gross dass die Aggregate der entsprechenden Anfangsglieder von 
z~, z 8 , . . . ,  zn yon z? verschieden sind. Dieser Bedingung kann stets genfigt 
werden, da, wie oben bewiesen wurde, die n Reihen z~ sammtlich von 
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einander verschieden sind. 
chung f(z,  ~ ) ~  o an Stelle yon z die neue Variable: 

,;, , z = ~~ + 7/'~ 

ein; dieselbe genagt der Gleichung n ten Grades: 

f<%?) 7(~) = f ( z?  + ~'~) = f(z~o)) + f , (z?)~,~ + . . .  + I ~- 

= ~0(~)  + ~ , ( ~ ) ~  + . . .  + ~.(67)~" = o, 

K. Hensel. 

Jetzt fiahren wir in der urspr~ngliehen Glei- 

und fiat ihre n Wurzeln - z l , " ' ,  z',, ergeben sich aus (2) unmittelbar die 
Ausdri~cke: 

z i -  z~ ~ 

Also erhalt man speciell fi~r die e-ste Wurzel: 

zz - -  z ?  
- -  = e ,+~ ($)r /  4 -  e , + 2 ( $ ) 7 / ~  4 - . . . ;  

sie ist also von positiver Ordnung und zwar ist sic abgesehen von dem 
Factor r~' gleich der zu untersuchenden Reihe mit Weglassung ihrer 
(s-I- i ) -  r 1 Anfangsglieder. Von den folgenden Wurzeln ist aber keine 
einzige yon positiver Ordnung, denn ware dies etwa ftir 

z2 - -  z ?  
z2 = 7/' 

der Fall so miisste ja z 2 --z~ ~ mlndestens durch ~7 '§ theilbar sein, d. h. 
kS ware z~ ~ auch das Aggregat der Anfangsglieder yon z~, was nach der 
Voraussetzung nicht der Fall ist. 

Ersetzt man also die urspriingliehe Gleichung f ( ~ ) ~  o dureh die 
transformirte ] ( ~ ) = o ,  so besitzt diese die Eigenschaft, dass eine und nut  
eine ihrer Wurzeln ~ von positiver Ordnung ist; hat man aber bewiesen 
dass diese Wurzel zl gleichmiissig convergirt, so gilt dasselbe auch yon 
der ursprianglich zu untersuchenden Reihe: 

zl = z~ ) + ~ ' z l ,  
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da sie sich von jener nur um die Summe z~ ~ einer endlichen Anzahl 
convergenter Potenzreihen von ~ unterscheidet. 

Wir konnen und wollen daher jetzt voraussetzen, dass schon in der 
ursprtinglichen Glcichung die zu untersuchende Wurzel z 1 die einzige yon 
positiver Ordnung ist, dass also die n Wurzeln folgendermassen geschrieben 
werden k0nnen: 

wo allgemein E i ( ~ )  eine Reihe yon der Ordnung Null bedeutet, und wo 
p~ ~- r~ eine positive und p~, p~, . . . ,  Pn nicht negative ganze Zahlen be- 
deuten. 

Es sei jetzt: 

= + + . . .  + o 

die zu untersuchende Gleichung, und zwar mOgen aus ihren Coefficienten 
die hochsten in ihnen enthaltenen Potenzen yon l 7 und ~ bereits dutch 
Division beseitigt sein. Dann folgt aus der soeben angenommenen Be- 
schaffenheit der Wurzeln, dass der el~ste Coefficient A0(~-q) dutch 72 theil- 
bar, der zweite A~(~) aber sicher nieht durch y/ theilbar ist. 

In der That ist far eine beliebig hohe Potenz yon ~ als Modul: 

f ( z ) - -  A ( z - -  ~ P ' E , ) ( z - -  ~-P:E2)  . . . ( z - -  ~ - " E , , )  (mod ~ ) ,  

wo der Factor A dadurch bestimmt ist, dass nach Ausfiihrung der Multi- 
plication alle Coefficienten yon nicht negativer Ordnung in ~ sind, und 
mindestens einer von ihnen die Ordnung Null hat. Setzt man A~-~/p~+p'+''+p: 
so wird dieser Bedingung gentigt, denn es ergiebt sich dann: 

f ( z )  =- (~ - -  ~y"'E,)(~"~ - E , )  . . . ( z ~  - -  E , )  (mod ~u). 

In dem entwickelten Product ist nun das v,on z freie Glied gIeich 
~P'E2. . .  E~ also durch ~ theilbar, w~hrend sieh der Coefficient yon z 
fiir 72 ~ o auf E 2 . . .  E .  reducirt, also r; sicher nicht als Factor enthalt, 
und hiermit ist die aufgestellte Behauptung vollstltndig bewiesen. ~ 

1 Die Richtigkeit der soeben bewiesenen Behauptung kann auch direct aus den] 

zugch~rigen Diagramme erschlossen werden. 
Ar matk~rnatiea. 23. Imprim~ le 19 mat 1900. 50 
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In der Gleichung 

K. Hensel. 

f ( z )  = Ao(~-~7) + A I ( @ ) ~  + . . .  + 11.(~'~)~, t = O 

sind also die Coefficienten -//i(@) ganze Functionen von ~ mit algebraischen 
Potenzreihen yon $ als Coefficienten und es beginnt A0(~7) mindestens 
mit der ersten, A~(~y]) aber sicher mit der nullten Potenz von ~7; ent- 
wickelt man also die Coefficienten naeh Potenzen von ~7, so kann diese 
Gleichung folgendermassen geschrieben werde: 

a,o(~)~ -4- ao,(~)z -4- Z av,(~)~'z ~ = o, 
i+k~2,3, ... 

wo die a~($) algebraische Potenzreihen yon $ sind, welche keine negativen 
Potenzen yon ~ enthalten. Durch AuflOsung dieser Gleichung nach z 
ergiebt sich endlich: 

z = + 

wo allgemein: 

Trs (~) = ars($) 
ao,(~) 

gesetzt ist. Nur in dem Falle, dass der gemeinsame Nenner a0~($) far 
$ = o verschwindet, kSnnen die Reihen T,, yon negativer Ordnung werden; 
dieser Fall tritt also nur fiir eine endliche Anzahl yon Stellen $ ein. 
Alsdann fiihren wir genau wie in w 4 fiir ~ und z die neuen Variablen 

und 

ein, und bestimmen a und r als die kleinsten Multipla von a ' ,  fiir welche 
in der so sich ergebenden Gleichung: 

= r l 0 ~ - ~  + , ~ + ~ - ~  

alle Reihen auf der rechten Seite yon nicht negativer Ordnung werden. 
Schreiben wir dann diese Gleichung kiirzer 

so stimmt sie vollstandig mit der Gleichung (i x) des w 4 iiberein, und 
es gelten somit fiir ~ bzw. fClr z alle Folgerungen welche wir damals 
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aus ihr gezogen hatten. Wir zeigten dort, dass diese Gleichung stets eine 
und auch nur eine Lssung: 

i =  + + . . .  

von positiver Ordnung besitzt, deren Coefficienten Potenzreihen von (x ~ a) 
und deren Ordnungen alle nicht negativ sind. Ist /~ der gemeinsame 
Convergenzbereich der Reihen gik(x la) so convergirt die Reihe ~ wenn 
man x innerhalb jenes Bereiches beliebig annimmt, und dann  ~ auf 
einen durch jenen Werth yon x bestimmten ebenfalls endlichen Bereich 
beschrankt. Nur dann kann also jener Bereich der Reihe z unter jede 
noch so kleine Grenze herabsinken, wenn das Gleiche fiir den Conver- 
genzbereich der Coefficienten gi~(xla ) oder was dasselbe ist far  die Reihen 
T~(~) der Fall ist. 

a~(O) ihr Convergenzbereich Nun sind abet die Reihen ~'i,($)---- ao,($)' 

ist also entweder gleich dem gemeinsamen Convergenzbereich der Reihen 
a~o($), ao~(~), a,~($), oder seine Peripherie geht durch die nachste Null- 
stelle des gemeinsamen Nenners a0~ (~) hindurch. 

Hieraus folgt, dass die Reibe ~, also auch die Reihe z~, stets in- 
nerhalb einer endlichen Umgebung der betrachteten Stelle gleichmi~ssig 
convergirt, und dass sie auch die eine der n Wurzeln darstellt, und das 
Gleiche gilt also auch ftir die n -  I anderen Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung. 

w 12. Dev  Convergenzbereich der  R e i h e n  z~, z ~ , . . . ,  z,,. 

Die im vorigen Abschnitte durchgefiihrten Untersuchungen haben 
zu dem Ergebniss geffihrt, dass die n Reihen zl, z 2 , . . .  , z. stets inner- 
halb einer endlichen Umgebung der Stelle ~ ($-~ o, ~ - ~  o) oder, was 
dasselbe ist, der Stelle 

y = (yo)0 

gleichmassig convergiren, und bier die n Wurzeln der Gleichung f(~) = o 
darstellen; hier bedeutet (Y0)0 den  Werth der Potenzreihe Y0 far  x-----a. 

Falls eine y o n  diesen Reihen mit negativen Potenzen von y - - Y 0  
beginnt, oder falls ihre Coefficienten negative Potenzen yon x - - a  ent- 
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haltcn, so muss von jenem Bereiche eine beliebig kleine Umgebung des 
Curvenzweiges y = Y0 oder der Geraden x = a abgenommen werden, 
innerhalb deren jene Entwickelung nicht gfiltig ist, analog, wie beim 
Laurent'schen Satze die Entwickelung innerhalb eines den betrachteten 
Punkt umgebenden Kreisringes gilt, dessen innerer Radius aber beliebig 
klein angenommen werden kann. 

Es sei 
h 

= + . . .  

irgend eine jener n Wurzeln; die Coefficienten e~(xla ) sind algebraische 
Functionen yon x, welche sieh durch das im w 7 auseinandergesetzte 
Verfahren direct bestimmen lassen; sie sind alle auf einer ganz be- 
stimmten Riemann'schen Flache eindeutig ausgebreitet, auf welcher auch 
die den Curvenzweig darstellende Reihe Y0 eindeutig ist. Aus der Natur 
der die Coefficienten darstellenden Gleichungen ergiebt sich ferner, dass 
die Reihen eh(xlot), eh+l(x[a), . . . ,  wieviele man auch betrachten mag, auf 
jener l~iemann'schen Flache nur eine endliche Anzahl yon Polen besitzen, 
denn man aberzeigt sich leicht, dass in den linearen Gleichungen welche 
die reguliiren Coefficienten definiren, der Coefficient des hschsten Gliedes, 
dessen Iqullstellen ja die Pole jener Glieder bestimmen, immer derselbe 
ist (vgl. w I o Ende). 

Alle jene Coefficienten e,(x] a) convergiren also gemeinsam in dem 
Kreise, dessen Peripherie durch den naehsten critischen Punkt hindurch- 
geht, d. h. entweder durch den nachsten Verzweigungspunkt der Rie- 
mann'schen Fl~che, oder durch den nachsten der in endlicher Anzahl 
vorhandenen Pole der Reihen e,(x] a). 

Obwohl nun jene Reihen auch als Functionen yon x und y be- 
trachtet stets innerhalb einer endlichen Umgebung des betrachteten 
Punktes !l~ ~ (x ~ - a ,  y----(Y0)0) convergiren, so kann doeh der Fall ein- 
treten, dass dieser Bereich in alien seinen Dimensionen kleiner und kleiner 
wird, fails jener Punkt !13 sich einer gewissen Grenzlage nahert; tritt 
dieser Fall doch schon bei einer algebraischen Function einer Variablen 
x ein, wenn sich der Punkt einer Verzweigungsstelle der zugehSrigen 
Riemann'schen Flache annahert. 

Bei der Untersuchung dieser Frage wollen und kSnnen wir uns auf 
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den Fall beschranken, dass z eine ganze algebraische Function ist, dass 
also die Gleichung far  z die Form hat: 

f (~)  = z" + A ._ , ( zy ) z  .-~ -b . . .  -k Ao(xy) = o 

und alle A~(xy) ganze Functionen yon x und y sind. Ist das nieht der Fall, 
so kann ja 

A. (z.~) 

I 
so braucht man nur die Variable y durch y'------ zu ersetzen, denn 

Y 
dann wird: 

y '  = • = (z  - -  ~ ?  ) '  
und in der transformirten Gleichung liegt tier entsprechende Punkt im 
Endliehen. 

Wir gelangten nun im vorigen Abschnitte dadurch zu der Gleichung: 

(I)  alor] Jr- aolz 4- Xa~:q'z ~-~ o 

dass wir in der urspriinglichen Gleichung: 

setzten, wo 

~?) = eh(~)~  ~ + e , + l ( ~ ) ~  '+'  + . . .  + e , ( ~ ) , f  

gesetzt werden, wo ~" eine ganze algebraische Function ist, und es kann 
dieser Quotient nun in eine Reihe entwickelt werden. 

Zweitens nehmen wir an, dass der betrachtete Punkt  

= (x = ~ ,  y = (y0)o) 

sich im Endlichen befindet, dass also die Potenzreihe: 

~0 = fl0 + f l , ( x - -  ~) + . . .  

keine negativen Glieder enthi~lt; auch hierin liegt keine Beschrankung 
der Allgemeinheit; ware namlich etwa 

~_~ f l_ ,  + . . . I ")~ E ( x  
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das Aggregat der ( r -  h-I- I) Anfangsglieder der Reihe z 1 bedeutet, und r 
beliebig gross gewahlt werden kann; dann genOgt 2 = e , + l ( ~ ) ~ r + l - [ - . . .  
der Gleichung: 

f")(~i~ ~" = o (:) f(zl ~ "-[- ~ )=  f(zl ~ "+ f'(zi~ + . . .  "b I-~_ 

und diese Gleichung erhMt, wenn r genfigend gross gewahlt wird, die 
Form (I). Die Coefficienten dieser Gleichung (2) werden ganze rationale 
Functionen der Reiheneoefficienten yon z~ ~ oder von z~, convergiren also 
ebenfalls innerhalb des Convergenzbereiches desselben. Denkt man sich 

f(')Czi~ also jene Coefficienten ]i nach Potenzen von 7] entwickelt, so con- 

vergiren die Coefficienten der Potenzen yon ~2 also die Reihen al0,-ahl, 
innerhalb des Bereiches der Reiheneoeffieienten yon z~. Nach den am 
Ende des vorigen Abschnittes ausgesprochenen Satzen wird also der Con- 
vergenzbereich der Reihe ~ oder was dasselbe ist, der Bereich der Reihe 
z~ als Function von ~ und r? betrachtet entweder durch den Convergenz- 
bereich ihrer Coefficienten e,(x l a) begrenzt, oder durch die nachste Null- 
stelle der Reihe al0(~), in der Weise, dass far  einen beliebigen Werth 
yon (~) innerhalb dieses Convergenzbereiches immer fiir 7/ eine endliche 
Umgebung yon ~2----o so abgegrenzt werden kann, dass jene Reihe z~ 
convergirt. 

Die Bedeutung jener naehsten Nullstelle yon al0(~ ) kann aber leicht 
anders characterisirt werden. Entwickelt man den ersten Coefficienten 
f,(~o)) so ergiebt sich: 

f ' (Z l  ~ ---- a01($)r P -~- an(~)~7 v~+l -~- . . .  

und diese ersten Glieder bleiben, wenn r geniigend gross gewahlt ist, un- 
ge~indert, wie gross auch r angenommen werde. Ersetzt man also z~ ~ 
durch die ganze Reihe z~ selbst, so wird: 

['(z,) ~-  ao,(~)r] ~' + a,1(~)~2 ~'+~ - [ - . . . ,  

also ist a0~(~ ) das Anfangsglied der Entwickelung yon f '(z~) nach Po- 
tenzen yon ~2" Entwickelt man in gleicher Weise allgemein alle n con- 
jugirten Werthe f ' ( ~ )  so sei: 

f ' ( z , )  = , (0~. ,  �9 , 'o lq  "+" a ( l ' ~  " + l  -a t- . . .  ; ( i=1,2  . . . . .  n) 



Ober eine neue Theorie der algebraischen Functlonen zweler Variablen. 399 

beachtet man dann, dass D ( x ,  y ) ~ f ' ( z , ) . . . f ' ( z ~ )  ist, so folgt, wenn man 
jene n Gleichungen multiplicirt: 

D(~y) = A(S)~" + . . . ,  

wo der Coefficient A(S) und der zugehorige Exponent N durch die Glei- 
chungen bestimmt sind: 

A ( S )  ~ a ( : ? . . .  -01"(~), N ~ - - ~ ,  § ~, + . . .  + ~ .  

Ist nun So ein Werth yon S, wofar a01(1)(S0) ~-~ o ist, so ist auch A(So) ~ o 
und umgekehrt, wenn  far S = So A(So) verschwindet, so verschwindet 
mindestens einer der n Anfangsglieder (~) a01(S0) ebenfalls. Es ergiebt sieh 
also das Resultat: Die Nullstellen der n conjugirten Anfangsglieder ~-.1"(~)(S) 
sind identisch mit den Nullstellen des Anfangsgliedes in der Entwickelung 
der Discriminante D ( x ,  y) nach Potenzen yon ~2 oder y -  Yo" 

Es sei nun ~ y - - y o  und 

P ( y ,  x) = (y - -  y0)(y - -  y ; ) . . .  (y - -  y ( : - ' ) )  

diejenige irreduetible Curve v o n d e r  der Linearfactor Y - - Y o  einen Zweig 
darstellt. Wir betrachten dann den allgemeinsten Fall, dass die zu Grunde 
gelegte Curve ein ~-facher Factor der Discriminantencurve D ( x y ) ~ o  ist. 
Es sei also: 

D(xy) = P(y  , x)~D~(xy). 

Dann enthMt die Gleichung D~(xy) ~ o alle Curven der Discriminante 
ausser P.  Es werde Dl(xy  ) die reducirte /Discriminante genannt. Ent- 
wickelt man nun jenes Product nach Potenzen von y--Yo so ergiebt sich: 

.D(x , y) = (P ' ( yo ) ( y -  yo) + ...)~(D,(yo, x) + . . .) 

----- (P'(yo) ~. D~(y, , x))(y - -  y.)~ + . . .  

und es ergiebt sich so ftir das Product der n conjugirten Anfangsglieder 
die Gleichung: 

~ll) ~i~0) �9 �9 �9 ~i;) = P ' ( y 0 ) ~ l ) l ( y o ,  ~). 

Dieses Product verschwinde~ demnach dann und nur dann, wenn x ~--x o 
so gewahlt wird, dass entweder P'(Yo, x o ) =  o wird, oder dass D~(Yo, xo) 
verschwindet. Im ersteren Falle ist x o ein critischer Punkt (Pol oder 
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Verzweigungspunkt) der Curve P ~  o, also bereits unter den critischen 
Punkten der Coefficienten enthalten, im zweiten Falle liegt jener Punkt 
erstens auf P - ~  o and zweitens auf Dl(y, x)-~-o, er ist also ein Schnitt- 
punkt mit der reducirten Discriminantencurve. Also ergiebt sich das 
Resultat: 

Die n Reihen z~, z 2 , . . . ,  ~. kSnnen nur dann einen unendlich 
kleinen Convergenzbereich erhalten, wenn der Punkt !~ sich un- 
begrenzt einem critischen Punkte der Reihencoefficienten oder einem 
Schnittpunkte der Curve P ~-~ o mit der reducirten Discriminanten- 
curve n~hert. 

w 13 .~Der  analy t i sche  Character  der  n Gleich~zngswurzeln a n d  
die  ihnen  zugeh ~' igen R i e m a n n '  schen K u g e l  f l~chen. 

Ich betrachte jetzt irgend eine der n Gleichungswurzeln 

h k + l  

( , )  = e,(x} u,) + e,+,(xl u,) - r  + . . .  

und untersuche den analytischen Character ihrer Coefficienten e,, eh+~, . . . .  
Wie soeben bewlesen wurde, sind sie alle algebraische Functionen yon x, 
und zwar sind alle regul~ren Coeffieienten e~, e~+j , . . ,  rationale Func- 
tionen von Y0 und den irregull~ren Anfangscoefficienten eh . . .  e~_l. Es 
existirt demnach eine Riemann'sche Kugelfl~che niedrigster Ordnung, auf 
welcher alle jene Coefficienten und Yo eindeutig ausgebreitet sin& Es 
sei i}L jene Fliiche und ~ ihre Bl~tterzahl; dann soll ~ die zu der Reihe 
z o zugehsrige Kugelflltehe genannt werden. Jene Reihen Yo, eh(xl a), 
eh+l(xt~), . . .  sind dann die Entwickelungen der entsprechenden alge- 
braischen Functionen in der Umgebung eines yon denjenigen u Punkten 
der Kugelflache, welche der Stelle x-~-a zugeordnet sind; ist ~ jener 
Punkt, so soll !~ der zu z0 zugehSrige Punkt genannt werden. 

Da auch die algebraische Function Y0 auf ~i eindeutig ist so muss 
ihre Ordnungszahl p oder der Grad yon P(y, x) in y ein Theiler yon 
v sein; es sei also: 
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Die Coefficienten ek(x]a) besitzen nun, wie weit man auch gehen mag, 
zusammen stets nur eine endliche Anzahl yon Polen auf tier Kugelfl~che 
~ ,  und ebenso besitzt jene Fl~che ~v nut eine endliche Anzahl yon Ver- 
zweigungspunkten, in denen mindestens eine yon jenen Reihen nach ge- 
brochenen Potenzen des Linearfactors x - - a  fortschreitet. Man kann nun 
Yo und alle Coefficienten simultan yon dem zuerst betrachteten Punkte !13 
nach einem beliebigen anderen Punkte ~' der Kugeltti~che fortsetzen; da- 
durch geht die ganze Reihe z o in (I) in eine andere: 

64-1 

(~') zo=e'h(xla')(Y--Y'o) b "4- e'h+l(xla')(y--y'o) b "4-.." 

fiber, in welcher jetzt Y'o, e'~, e~4-1,.., die jenem Endpunkte entsprechen- 
den eindeutig bestimmten Potenzreihen sind, welche nach ganzen oder 
gebrochenen Potenzen des zugehSrigen Linearfactors (x--a') fortschreiten; 
und jede so sich ergebende Reihe zo beginnt nattirlich mit derselben 
Potenz des Linearfactors y -  Yo, wie die ursprangliche z 0. Da jede tier 
zur Fortsetzung benutzten Reihen als Function yon z und y betrachtet, 
in einem endlichen Bereiche convergirt, abgesehen yon dem beliebig kleinen 
Bereiche einer endlichen Anzahl yon Punkten auf ~ ,  so kann jene Potenz- 
reihe auch wirklich in der bier geschilderten Weise langs ~v mit Ver- 
meidung jener critischen Punkte fortgesetzt werden, und aus den be- 
kannten Satzen der Functionentheorie folgt, dass die so sich ergebende 
Endreihe "zg eine eindeutig bestimmte unter den n Wurzeln ist, welche die 
Gleiehung f(z)-----o in der Umgebung des dort vorhandenen Zweiges 
(x = a', y = Y'0) derselben Curve P(y ,  x) = o besitzt. Aber auch ftir 
jeden der soeben noeh ausgeschlossenen critischen Punkte ~o (x=~,  Y=Yo) 
der l~iemann'schen Kugelflache ~v existirt eine eindeutig bestimmte Reihe 

h h4-1 

= [ + I Y) T + . . . ,  

welche als die Fortsetzung yon ~o in jenem Punkt anzusehen ist. In der 
That besitzt ja die Gleichung f(z) = o in ~ ebenfalls genau n Wurzeln, 
welche ihrerseits innerhalb einer endlichen Umgebung yon ~ gleichmassig 
convergiren, weil jener Convergenzbereich nur beim Heranriicken an 
nieht abet in ~ selbst unendlich klein werden kann. Von diesen n so 
gefundenen l~eihen coincidirt nun eine und nur eine in unendlich vielen 
Punkten der Umgebung yon ~ mit den Fortsetzungen yon z o und diese 

Ar mathcmaffea. 28. Impr im6 le 19 mai 1900. 51 
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ist es, welche als die Fortsetzung yon z o ft'tr ~ anzusehen ist. Es ergiebt 
sich also der Satz: 

Jedem Punktc ~ der Riemann'schen Kugelflache ~ entspricht 

eine eindeutig bestimmte Wurzel z o ~ ~_,e~(xla)(y ~ yo) ~, der Glei- 
chung f ( z ) - ~  o,  und allc diese ksnnen als die analytischen Fort- 
setzungen aus einer yon ihnen auf der Flache ~ angesehen werden. 

Zu jedem Punkte ~ yon 3,  gehSrt ein eindeutig bestimmtes Werth- 
system x ~ a, y ~ y o  also auch eine und nur eine Wurzel z 0 der ge- 
gebenen Gleichung. Sei nun umgekehrt der Zweig l o also (x = a, Y - - Y o )  

gegeben, so entsprechen demselben auf 3, im Allgemeinen mehrere Punkte, 
also auch mehrere zugehsrige Reihen zo; yon den n Wurzeln zl.. .zn die 
zu 1 o gehsren sind also mehrere einfache analytischc Fortsetzungen aus 
einander liings ~R,. In dcr That seien ~1, ~2, " . ,  ~, die ~ der Stelle 
x ~ a entsprcchenden Punkte der l~iemann'schen Fli~che ~ und zwar 
mSgen diese der Einfachheit wegen als regular angenommen werden; f(ir 
Verzweigungsstellen ergcben sich durch analoge Betrachtungen die gleichen 
Resultate. Ist dann, wie oben angenotamcn, v = ~# so nimmt die alge- 
braische Function #t~r Ordnung Y0 in genau 2 von diesen Punkten den- 
selben Werth an; es sei die Bezeichnung so gewahlt, dass Yo in ~ ,  ~ ,  
. . . ,  ~x seinen Werth nicht 'hndert; in jedem folgenden Punkte aber einen 
anderen Werth erhMt. Sind dann z~, z 2 , ..., z~ die ). zugehsrigen Wurzeln, 
und ist allgemein: 

h h + l  

so sind diese st~mmtlich yon einander verschieden, da anderenfalls die 
Coefficienten schon auf einer Kugelflache niedrigerer Ordnung eindeutig 
ausgebreitet waren, und sie befriedigen alle die vorgelegte Gleichung in 
der Umgebung des Zweiges lo, gehsren also zu den n Wurzeln derselben. 
Alle ftbrigen jener Kugelflrrche ~R~ zugehsrigen Entwickelungen entsprechen 
aber nicht diesem Zweige lo, denn damit das fiir einen Punkt ~ der Fall 
sei, muss einmal x--~ a sein, d. h. ~ muss mit einem der Punkte ~1, ~ ,  
. . . ,  !~, zusammenfallen, dann aber muss y ~Yo sein, und dies ist nur 
fiir ~ 1 " - ~  der Fa l l  Es ergiebt sich also der Satz: 
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Ist l o der Zweig einer Curve #~r Ordnung, und ist ~----~/~ die 
Ordnung der zu einer der zugehsrigen Gleichungswurzeln z 1 zu- 
geordneten Riemann'schen Kugelflachen, so sind 2 yon ihnen zi, 
z 2 , . . . ,  z~ analytische Fortsetzungen aus dieser einen, sind also mit 
dieser zugleich bestimmt. 

Ausser diesem Cyclus kSnnen aber noch andere yon den n Reihen 
mit z~ zusammenhangen: Es sei wie vorher Zs eine Wurzel unserer Glei- 

1 

ehung, welche nach ganzen Potenz#n von ( y - - y o )  ~ fortschreitet; dann 
convergirt die Entwiekelung: 

h h + l  
= + T + . -  

innerhalb einer endlichen Umgebung der Stelle y ~ Yo, wenn ffir x ein 
beliebiger Werth in einer endlichen Umgebung yon x ~ a gewahlt wird. 
Halt man nun x ,  also auch Yo, eh, ea+l ~ �9 " �9 lest, und lasst man y in einer 
geni]gend kleinen geschlossenen Curve den Punkt y----Yo umlaufen, so 
erhalt man eine zwelte Entwickelung: 

a h+l  

z'~ ~- eoheh(y--yo)-~--b eoh+leh+a(y- yo)-T + . . . ,  
2a-/ 

in weleher eo ~--e -V eine b t' Wurzel der Einheit bedeutet, und welche 
ebenfalls eine, und zwar yon z I versehiedene Wurzel unserer Gleichung 
darstellt. Lasst man den Punkt genau in derselben Weise b Male den 
Zweig y ----- Yo umkreisen, so erhalt man zu z~ einen Cyclus vom b Wurzeln 
z l ,  Z'l, . . . .  , z~ b-l), welche dureh die b folgenden Reihen dargestellt sind 

h h + l  

z([ ) =  a J ~ e h ( y ~ y o ) ~ , l  - ( o ( a + 1 ) r e ~ + i ~  ~ yo ) -V-  - ~ - . . .  (r=o,1 . . . . .  b--l) 

und erst nach dem b t~" Umlaufe kehrt man zu der ersten Wurzel zurtick. 
Alle diese Wurzeln sind von einander verschieden, und man zeigt 

leicht, dass zu jeder yon den (2 ~ I) anderen Wurzeln z2,  z s , . . .  , z~ ein 
gleicher Cyclus yon b conjugirien Reihen gehsrt. 

Indessen brauchen die so gefundenen 2b Wurzeln: 
' . . Z~ a - l )  

Z '  . .  Z ( b -  D 

�9 �9 �9 �9 . �9 ~ ~ �9 �9 

' �9 . . g l  b - l )  
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welche sich aus einer unter ihnen durch analytische Fortsetzung ergeben, 
nicht nothwendig yon einander vcrschieden zu sein. Sollen z. B. die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

f ( z )  = z ~ - - x y  + xy  ~ = o 

in der Umgebung der Stelle x ---- o auf der Geraden y = o, also nach 
Potenzen yon y entwickelt  werden, so erhiilt man:  

1 1 1 1 1 8 1 5 1 7 

z~ = (xy)~(I - - y ) ~  x~y~ I x - ~ y - ~ x ~ y .  " I _ ~  
----- 2 - - ~  y ~ ' "  "; 

hier ist also g ~ - 2 ,  b = 2 und hier geht cg aus z~ dadurch hervor, dass 
1 1 

man x ~ durch ~ x ~ ersetzt, wahrend z~ bzw. z~ aus z~ und z~ durch Ver- 
1 1 

wandlung yon y~ in --y~- erhalten wird; yon diesen vier Reihen sind 
aber offenbar nur  zwei yon einander versehieden. 

Ersetzt man aber hier den Linearfactor y durch 

 =xy 

welcher, als Function von y betrachtet, f~r dieselben Werthe yon y ver- 
schwindet, so geht die Grundgleichung fiir z abe t  in: 

+-=o 
Z 

und die Entwickelung nach Potenzen yon ~ liefert jetzt" 

I 8 6 7 
- -{  I I I I I I -~-  

$~iY ~-5~Y - - . . . ;  

hier is~ also ~ = I, b ---- 2 und die beiden conjugirten Entwickelungen z~ 
und z~ sind in der That verschieden. Dasselbe kann nun in ganz singu- 
li~ren Fn.Uen auch fgtr Gleichungen von hshercm Grade vorkommen. Es 
sei also 

h h + l  

Z, ~ eh(y - -  yo) r + eA+I(Y - -  Y,)--~- + . . .  

diejenige Wurzel, welche zu dem Punkte ~1 yon IlL gehSrt und 

' . . .  Z~ b-'-x) 
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der durch Umkreisung yon l 0 aus z 1 sich ergebende Cyclus; es sei jetzt 

h h+l 

z2 --~-G(Y--Yo); + G+,(Y--Yo) b + . . .  

eine zu z~ conjugirte Reihe, welche zum Punkte ~ yon ~ gehort und 
welche bereits in dem zu z~ gehorigen Cyelus vorkommen m(~ge; so 
dass etwa 

ist. Umlauft der Punkt jetzt den Zweig l 0 ein Mal, so ergiebt sich aus 
dieser Gleichung die weitere 

~+1) 

und durch Fortsetzung dieses Verfahrens folgt, dass der zu z 2 gehsrige 
Cyclus mit dem zu zl gehOrigen identisch ist, dass namlich allgemein 

ist. 
Ich untersuche jetzt, welcher Bedingung die Coefficienten ek genllgen 

mfissen, damit zwei Cyclen fibereinstimmen; vergleicht man in der Glei- 
chung (2) oder also in: 

h hq-1 

e'h(y ~ Xo) ~- + e'h+~(y - -  yo) -'r- + . . .  

h h+l 

: r~ - -  Y.); -{- r~ (Y - -  Yo)-;- q- " "  

die Coefficienten gleich hoher Potenzen yon y -  Yo, so folgt, dass j~ne 
Gleichung dann und nur dann bestehen kann, wenn ffir alle Coefficienten 
der Reihe, wie welt man auch gehen mag, die Gleichungen bestehen: 

(3) g : ~ k e  k <k:h, hTi,...) 

wenn ~ ~ eo z ebenfalls eine Einheitswurzel ist, deren Ordnungszahl ~ gleich 
b oder gleich einem Theiler von b ist. Hieraus folgt also zunachst: 

Dieser Ausnahmefall kann also nur dann eintreten, wenn die gte. Potenzen 
aller Coefficienten beim Ubergange yon ~1 zu ~ ungeandert bleiben, also 
s•mmtlich algebraische Functionen yon niedrigerer Ordnung sin& 
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Man kann nun auch in diesem alIgemeinsten Falle den Linearfaetor 
Y - - Y o  so durch ein Vielfaehes e(x)(y  ~ Yo) desselben ersetzen, dass nun- 
mehr z~ und der zugehsrige Cyclus nicht mehr auftritt. Zu der Be- 
stimmung dieses Multiplicators e in diesem Falle filhrt die folgende Uber- 
legung. Es sei: 

h k ! 

z, : eh (y - - yo )  ~ -I- ek(y - -  Yo~ ~- e,(y - -  Yo~ q- . . . 

die Entwickelung yon z~ nach Weglassung aller etwa idenfisch ver- 
schwindenden Coefficienten e; dann kSnnen die Exponentenz~hler h, k, l, ... 
nieht alle einen und denselben Theiler mit dem Nenner b hahen, da jene 

1 

Entwickelung sonst nicht nach Potenzen yon (y--y0) ~- fortschreiten wfirde. 
Sind also (k ,  1 , . . . ,  r ,  b) ein System yon Exponenten, welche mit b zu- 
sammen relativ prim zu einander sind, so kann man andere ganze Zahlen 

, 2 , . . . ,p ,  fl so bestimmen, dass: 

xk + ;tl + . . .  + pr  + f i b =  i 

oder, da ~ ein Theiler von b ist, dass: 

xk 4- 2l - 4 - . . .  -l- pr  ~ I (modg) 

ist. Setzt man nun: 

und bildet den 
die Form: 

conjugirten Werth e' yon e, so erhMt dieser nach (3) 

e '  - ~ -  ~ r k + i t t + ' " + P r e  ~ d e .  

Ft~hrt 
Gleiehung: 

man nun statt ( y -  Y0) den neuen Linearfactor ~7 dureh die 

= Yo) 

ein, welcher sich yon ihm nur durch einen multiplicativen yon x allein 
abh~ngigen Factor unterscheidet, so geht die Entwickelung yon z I i~ber in: 

h h + l  
e^ :7 ~- eh+l ~ -  

h h + l  

+ . . .  = + + . . . .  

k u c h  hier bleiben alle Coefficienten Eh, E , + I , . . .  auf der Kugelfliiche 
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9~ eindeutig ausgebreitet, jedoch ist dieser jetzt nicht mehr die Flache 
niedrigster Ordnung, welche diese Eigenschaft hat; bei dem ~bergange 

yon ~1 nach ~ bleibt ni~mlich jeder Coefficient E,-~-e~ unge~indert, da 

sich sowohl sein Z~hler als sein Nenner mit ~ multiplicirt. In diesem 
Falle sind also bereits alle Coefficienten auf einer Kugelflache ~ ,  niedri- 
gerer Ordnung eindeutig ausgebreitet, und zu einer l~eihe z, gehOren weniger 
als 2 conjugirte Reihen zl, z~, . . . ,  z~,. Falls auch hier noch gewisse unter 
den b2~ Reihen 

, Ib--1) 

�9 o �9 * . �9 , * , . o 

z i , ,  . . . ,  

identisch ausfallen sollten, kann man die gleiche Reduction anwenden und 
solange fortfahren, bis alle diese zu z~ gehsrigen Reihen ]auter ver- 
sehiedene Wurzeln darstellen. 

Der einzige ganz unwesentliche Unterschied ist also der, dass in 
diesem singul~iren Falle die n Wurzeln nicht nach Potenzen yon y ~Yo 
sondern yon eb(y--Y0) entwickelt werden, w o e  beine  algebraische Func. 
tion von x allein bedeutet, welche auf der zugehsrigen (neuen)Riemann'- 
schen Flhche ~ eindeutig ist. Im Folgenden brauchen wir also diesen 
Fall nicht weiter zu berticksichtigen, da er yon dem regularen nicht we- 
sentlich verschieden ist. Es mOge eben in der Folge yon vorn herein 
vorausgesetzt worden, dass in diesem Falle die Entwickelung nach Po- 
tenzen yon e b ( y ~ y o )  fortschreitet; dann sind immer die 2b Reihen r 
alle von einander verschieden. 

w 14. D i e  Gyclen a n a l y t i s v h  ~ u s a m m e n h t S n g e n d e r  W u r z e l n  

u n d  i h re  O r d n ~ n g s z a h l e n .  

Die im vorigen Abschnitte durchgeffihrten Untersuchungen haben er- 
geben, dass sieh die n Wurzeln z l ,  r  Zn ithnlich wie bei den Func- 
tionen einer Variablen in Cyclen so anordnen lassen, dass alle Reihen 
eines Cyclus aus einer unter ihnen durch analytische Fortsetzung l~ngs 
.~ oder langs der Curve P(y,  x)~---o erhalten werderL Ist nltmlieh: 

h h+l 

z, ~- eh(x)(y ~ yo) ~ 4. eh+x(x)(y - -  yo)T 4 " . . .  
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so erhi~lt man file Ab conjugirten Reihen dadurch, dass man einmal die 
1 

Coefficienten e,(x),  das andere Mal das Entwickelungselement ( y - - y o )  ~ un. 
abhiingig von einander dutch ihre conjugirten Werthe ersetzt; geometrisch 
entsprechen den hier betrachteten Fortsetzungswegen alIe Wege und Um- 
t'hufe langs der Schnittcurve P.  

Es sei nun ~ irgend eine der n Wurzeln welche noch nieht in dem 
zu z~ gehsrigen Cyclus enthalten ist; dann gehsrt zu ihr ein zweiter 
Cyclus etwa von A'b' Reihen, welche alle durch Fortsetzung langs P aus 
zl hervorgehen, und in gleicher Weise kSnnen alle n Wurzeln in Cyclen 
analytiseh zusammenh~ngender Reihen zusammengefasst werden. 

Es mSge fiir d!d Folge angenommen werden, dass die n zum Zweige 
l 0 ,con P gehsr i~n in drei solche Cyclen von )tb, A'b', ]t"b'" zusammen- 
h~ngenden Reihen zerfidlen und es seien zl, z~, z~' je eine derselben, so 
dass ulle underen aus einer yon ihnen durch Fortsetznng l~ngs P hin 
hervorgehen. Dann ist zunachst 

n ~ ~b + 2'b' + 2"b"; 

ferner gehCrt zu jedem diescr drei Cyclen eine Kugelfli~ehe auf denen die 
Coefficienten e von den Reihen des betreffenden Cyelus eindeutig aus- 
gebreitet sind; diese Flachen seien durch ~ ,  ~ , ,  ~,, bezeichnet; ist wieder 
# der Grad yon P so ist endlich: 

= _ =  

Die geometrische Bedeutung dieses Resultats ist die folgende: Es sei 
L die Schnittcurve der Oberflache f ( z ,  xy) -~- o und des geraden Cylinders 
P ( y ,  x) ~ o welcher fiber der ebenen Curve / )(y,  ~) ~ o senkrecht er- 
richtet ist. Die n zu dem Zweige 10 (x ~ a, y-~Y0) gehsrigen Wurzeln 
zl, z~, . . . ,  z. stellen dann die z-Ordinaten der Oberfliiche f in einer end- 
lichen Umgebung jener Schnittcurve L dar, also gewissermassen innerhalb 
eines auf der Oberflaehe sich hinziehenden Bandes von veranderlicher, 
aber fiberall bestimmter endlicher Brcite, welches L umgiebt. Hangen 
nun yon jenen n Wurzeln z~ bzw. ~b, ~'b'. ~"b" l~ngs P analytisch zu- 
sammen, so heisst das geometrisch, dass jenes Band, die Umgebung yon 
Z, in drei getrennte Theile zerfi~llt, von denen jedes seinerseits in sich 
zusammenh~ngt. 
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Die Schnittcurve L selbst kann hierbei sehr wohl in mehr als drei 
getrennte Theile zerfallen; denn ist etwa: 

lr 

=eo(X) + e,(x)(y--Vo) + . . . ,  

so stellt for y : Y o  die Reihe 

= e 0 ( x )  

nebst ihren Fortsetzungen geometrisch den ersten Theil der Schnittcurve 
L dar. Ist nun eo(X ) auf ~v von niedrigerer als der v ten Ordnung, ist 
also eo(X ) noch auf einer Riemann'sehen Flache yon niedrigerer Ordnung 
eindeutig, was for critische Curven P-----o im A1]gemeinen der Fall sein 
wird, so zerfMlt die Curve 25 auf jenem ersten Bande noch weiter in 
getrennte Theile, welche dann erst zusammenh~ngen, wenn man die Schnitt- 
curve verlasst, und ausserhalb derselben in der Umgebung fortgeht. 

Es sel jetzt: 
h h+l  

= + -T  + . . .  

eine der ~b Wurzeln des ersten Cyclus; entsprechend der Bezeichnung in 
der Theorie der Functionen einer Variablen sage ich dann, z 1 besitzt in 
Bezug auf den Zweig 1 o die Ordnungszahl h, wenn die Reihe mit der 

1 

h ten Potenz des Entwickelungselementes ( y - -y0 )  ~- beginnt. Dieselbe Ord- 
nungszahl besitzen dann aber nicht nut die 2b Wurzeln desselben Cyclus, 
sondern diese Ordnungszahl kommt jeder der unendlich vielen Fortsetzungen 
von z~ auf der ganzen zugehsrigen Riemann'schen Kugelfl~che ~ zu, 
oder, was dasselbe ist, jede Fortsetzung von z~ l'~ngs P oder li~ngs des 
zu J5 geh(~rigen Bandes besitzt dieselbe Ordnungszahl h. 

Man kann daher die allgemeinere Definition aufstellen: 

Die algebraische Function z besitzt~ auf der Kugelflache ~ die 
Ordnungszahl h, wenn ihre Entwickelungen auf dieser Kugelflache 
mit der h tea Potenz des zugeh~rigen Entwickelungselementes beglnnen. 

Zu jeder Curve P----- o gehOrt eine Anzahl yon Kugelflaehen ~R~, ~,., 
~,, und auf jeder besitzt die algebraische Function z eine ganz bestimmte 
ganzzahlige Ordnungszahl, welche positiv, null oder negativ sein kann. 
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Durch unser Verfahren kSnnen die Ordnungszahlen von z far jede Curve 
P und jede zugehsrige Fli~che direct aus der Gleichung for z bestimmt 
werden. 

w 15. D e r  d u t c h  z b e s t i m m t e  a l g e b r a i s c h e  F a n c t i o n e n k 6 r p e r .  

Die wahrc Bedeutung der bisher erlangten Resultate crgiebt sich erst 
dann, wenn wir v o n d c r  bisher betrachtetcn algcbraischen Function z ab- 
sehen und die Gesammtheit aller durch x ,  y ,  z rational ausdriickbaren 
algebraischen Functionen, d. h. den durch dicse Variablen constituirten 
algebraischen Functionenksrper K(x  , y ,  z) untersuchen. 

Es sei also z durch die vorher betrachtete Gleichung f ( z ,  x y ) - ~  o 

als algebraische Function yon x und y definirt, und cs sei jetzt: 

r  F(z,y,z) 

irgcnd cine rationale Function yon x ,  y ,  z. Aus bekannten Satzen der 
Thcorie der symmetrisehen Functionen ergiebt sich, dass auch ~" ebenso 
wie z einer Gleichung des n ten Grades 

F ( ~ ,  xy) = B,,(xy)C" -Jr B ,_ , (xy )C"- '  "F . . .  "]- Bo(xy) = o 

mit ganzen rationalen Functionen von x und y als Coefflcienten genOgt, 
welche selbst irreductibel, oder die Potenz einer irrcductiblen Function 
ist. Geometriseh stellt jene Glcichung eine ncuc Oberflaehe dar, dcren 
Coordinaten rational durch die entsprechenden Coordinaten der urspri]ng- 
lichen ausdri~ckbar sind, welche also zu der durch f----o constituirten 
Oberfl'~chenklasse gehSrt. Man kann unser im w 4 auseinandergesetztes 
Verfahren nun direct zur Bestimmung der n Zwelge ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~ be- 
nutzen, welche ~" in der Umgebung cines Zweiges 10 (x-----a, y = Y0) 
einer beliebigen Curve _P-----o besitzt; viel einfacher ergeben sich jene 
Zweige aber auf folgendem Wege: Es seien z 1 , z=, ..., z~ die n Wurzcln for 
z in der Umgebung des Zweiges /0; dann erhMt man ih~aen entsprechend 
n conjugirte Reihen: 

( , )  r  = = . . . ,  = 

welche ebenfalls in endlicher Umgebung desselben Zweiges gleiehmi~ssig 
convergiren, und far diese die Function C" darstellen. 
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Es seicn nun wieder ~ , ,  ~ . ,  ~,, die zu P gehsrigen Riemann'schen 
Kugelflachen so ergiebt sich aus den Gleichungen ( I )di rect ,  dass sich 
auch far  eine beliebige Function r des K~rpers K(xyz) die n conjugirten 
Wurzeln ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~'~ ebenfalls in Cyclen yon ),b, 2'b', 2%" Reihen an- 
ordnen, deren Coefficienten bzw. auf ~ , ,  ~,., ~,,. eindeutig ausgebreitet 
sind, und dass ferner z. B. die Reihen des ersten Cyclus nach ganzen 

1 

Potenzen yon ( y - - y  o) ~ fortschreiten u. s. w.; hieraus ergiebt sich (]as 
wichtige Resultat, dass dic Entwickelung jeder algebraischen Function ~'des 
ganzen Ksrpers _K(x , y ,  z) in der Umgebung einer Curve P = o nach 
gebrochenen Potenzen yon y m y  o fortschreitet wenn dasselbe for z der Fall 
war, dass also jene Curve P-- - -o  for alle Oberflachen F(( ,  xy)eine Ver- 
zweigungscurve ist, wcnn dasselbe for die urspriingliche f (z ,  xy) ---- o der 
Fall war, und dass sic ffir alle eine Verzweigungscurve yon derselben Ord- 
nung b - - I  ist. Ist abet / ) = o  eine Verzweigungscurve von F ( ( , x y ) ~  o, 
so muss, wie oben bewiesen war, P(x,y)  ein Theiler der Gleiehungsdiseri- 
minante D(~') yon /~ sein, und man erhalt so den Satz: 

Alle Verzweigungscurven sind gemeinsame Curven der Discri- 
minantencurven aller Oberfl~chen des K0rpers K ( x , y ,  z). 

Erst sp~ter wird gezeigt werden, dass diese Discriminantencurven ausser 
jenen keine gemeinsame Schnittcurven besitzen. Alle bis jetzt gefundenen 
Resultate beziehen sich also, und hierin liegt ihr Werth, nicht bloss auf- 
die eine algebraische GrSsse z, sondern auf alle Grsssen r des zugehsrigen 
Ksrpers, oder geometrisch gesprochen auf alle Oberflachen der durch 
f (z ,  cry) = o constituirten Klasse, wie dies spater noeh eingehend dargelegt 
werden wird. 

Es sei nun P ~ o eine beliebige Curve, ~, eine der ihr entsprechen- 
den Riemann'schen Flachen. Dann besitzt jede Function (" in Bezug auf 
~ eine ganz bestimmte Ordnungszahl k; es ist namlich k tier Exponent 

1 

des bezfiglichen Linearfactors ( y - -y0 )  ~ mit dem die ~b zu ~ zugeh0rigen 
Entwicklungen beginnen. 

Um diese Thatsachen einfach aussprechen zu kSnnen ordne ich jcder 
yon diesen unendlich vielen: Riemann'schen Fli~chen ~.~ einen s. g. Prim- 
theiler p zu und definire die Theilbarkeit einer a]gebraischen Function ~" 
durch einen Primtheiler p folgendermassen: 
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Eine algebraische Function ~" ist genau durch die k te Potenz cine~ 
Primthcilers p oder durch p~ theilbar, wenn ihre Entwicklungen auf 
dcr zugehsrigen Flache ~ yon der k te" Ordnung sind. 

Die Primtheiler p oder die Kugelfiachen ~.~ sind die genaue Verall- 
gemcinerung der Weierstr~ss'schen ))Stellen)) des algebraischen Gebildes, 
odor der Punkte der Riemann'schen Flache in der Theorie der algebraischen 
Functionen einer Variablen; sie sind, ~vie spiiter gezeigt werden wird, ab- 
solute Invarianten, d. h. unabh'hngig yon jeder Darstellungsart der Func- 
tionen ~'. 

Jeder Curve P ( y ,  x)~--o entspreehen genau so viele Primtheiler 
p ,  p', p" als ihr Kugelfl~chen R~, Rv,, R~., zugeordnet sind, speciell gehsren 

auch zu den bcidcn unendlich fernen Geraden i = o und _i= o gewisse 
y 

Primtheiler p, welche die Verallgemeinerung der unendlich fernen Punkte 
in der Riemann'schen Theorie sind; dieselbcn sollen im Folgenden stets 
dureh p(| p ~ ) , . . ,  bezeichnet werden. Es licgt ferner auf der Hand, doss 
die hier eingcffihrten Primtheilcr alle Eigenschaften der Primzahlen in 
der elementaren Zahlentheorie besitzen. Sind namlieh zwei Functionen 
~" und C bzw. durch pk und p~' genau theilbar, so ist ihr Product genau 
dutch p*+~', ihr Quotient durch p~-k' theilbar. Eine Function ~'heisst dann 
dutch das Product p?p~'- yon zwei verschiedenen Primtheilern theilbar, 
wenn sit sowohl durch p~, als auch durch p~'~ genau thcilbar ist. 

Ebenso wie jede algebraische Function yon einer Variablen nur eine 
endliche Anzahl yon Nullstellen und Polen auf der zugeh(srigen Riemann- 
schen Flache hat, besitzt in unserer Theorie jede Function g nut eine end- 
liche Anzahl yon Primtheilern in einer positiven oder negativen Potenz. 

Zum Bewcise dieses wichtigen Satzes ft~hrt die folgende Uberlegung: 
Es sei 1)(?/, x) eine beliebige irreductible Function, p ,  p' ,  p" die zu P ge- 
hsrigen Primtheiler und ks mSge die gegebene algebraische Function ~" 
genau durch das Product p~p,k'p,,k" theilbar scin. Ist dann: 

= . . .  r  = B o ( x y )  

die Norm von ~', so enthalt diese rationale Function yon x und y den 
zugehsrigen Factor P 0 ,  x) genau in der Potenz 
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Enth~lt ni~mlich ~" die Potenz pk, so beginnen alle 2b zu p gehsrigen Reihen 
k 

~ ,  ~ , . . . ,  ~.~ genau mit (y - -y0)  ~, ihr Product also mit (y - -y0)  ~z und 
das Entsprechende gilt fiir die Divisoren p' und p"; also beginnt das Product 
aller n Reihen genau mit ( y -  yo) ~'+*'~'+~''~'' und dies ist dann und nur dann 
der Fall, wenn die Function Bo(xy ) dieselbe Potenz von P a l s  Factor enthalt. 

Es sei jetzt ~" zuni~chst eine gauze algebraische Function, so dass alle 
ihre Gleichungscoefficienten, speciclt also auch ihre Norm gauze Functionen 
yon x und y sind. Eine solche Function ist dadurch characterisirt, dass 
sic nut die Divisoren p~ p'~ in negativen Potenzen enthalten kann; in der 
That war ja gezeigt worden, dass f~ir eine beliebige gauze Function 
/)(y, x) keine der zugeh6rigen Entwickelungen yon negativer Ordnung 
sein kann. Dann zeigt man leicht, dass ~ nut  eine endliche Anzahl von 
Primfactoren enth~lt. Soll ni~mlich r irgend einen Primfactor p auch nur 
in der ersten Potenz enthalten, so muss N(~')-----Bo(xy ) durch _P(xy) ~ 
theilbar sein. Nut den irreductiblen Factoren yon Bo(xy ) konnen Prim- 
theiler yon ~" entsprechen and diesen entsprechen auch wirklich Divisoren 
yon ~'. Urn sic zu finden braucht man nur die Reihen ~ . . .  ~,, aufzu- 
suchcn welche irgend einem Zweige yon P entsprechen und die Ordnungs- 
zahlen jener Reihen festzustellen. Ausserdem hat man ~" noch in Bezug 

auf die Geraden i i - = o u n d  - ~  o und die zugehsrigen Primfactoren p(~), y 
p ~ . ) , . . . ,  p~) zu untersuchcn, was genau auf dieselbe Weise geschieht. 

So erht~l~ man einen vOllig bestimmten Divisor 

. . .  

dem die gauze algebraische Zahl ~" in dem Sinne aquivalent gesetzt werden 
kann, als derselbe alle und nut die Primtheiler enthi~lt, welche auch in 
~" auftreten, und jeden ebenso oft, wie r Dasselbe gilt far jede gauze 
rationale Function, die ja ebenfalls eine gauze algebraische Function ist. 

Ist jetzt r eine gebrochene algebraische Function und genagt es der 
GIeichung: 

a,(xy) + + . . .  + a0 (xy) : o 

so ist, wie schon im Anfang yon w 4 erwi~hnt wurde, 
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wo ~ eine ganze algebraische Function bedeutet, also aquivalent einem 
bestimmten Divisor ~ ist. Ebenso kann aber auch die ganze rationale 
Function a,,(xy) in ihre Primdivisoren zerlegt werden, auch sie ist also 
einem anderen Divisor ~, ~tquivalent, und hieraus sowie nach den Fun- 
damentaleigenschaften der Divisoren folgt dass" 

dass also jede ganze und auch jede gebrochcne Grssse des KSrpers 
I~(x, y , z )  einem und nur einem Divisor ~ iiquivalent ist. 

Durch ihren Divisor ist eine algebraisehe Function bis auf cine multi- 
plicative Constante bestimmt. Sind nl~mlich zwei Grossen ~" und r dem- 
selben Divisor t9 licluivalent , so ist ihr Quotient 

~ = - - ~ - - " ~  I 
C 

und ich zeige nun dass eine algebraische Grssse e, welche iiquivalent Eins 
ist, nothwendig eine Constante sein muss. 

I 
Ist die algebraische Function ~ ~ I, so gilt dasselbe v o n - ,  und 

beide sind zunachst ganze algebraische Functionen, da sie keine cndlichen 
Primtheiler in negativer Potenz enthalten. Hieraus folgt dass e einer 
Gleichung yon der Form genfigt: 

(~) ~" + g._,(xy)~ "- '  + . . .  + g1(xy)~ + r~ = o 

wo T0 eine Constante bedeutet, und alle gi(xy) ganze Functionen yon x 

und y, denn nur dann ist auch I durch die Gleichung: 
e 

r0 4-  g,  (xy) 4-  . . .  q-  x = o 

ebenfalls als ganze algebraische Function definirt. Aber auch alle Coeffi- 
cienten gi(xy) mtissen sowohl in Bezug auf x als auf y vom nullten Grade, 
d. h. sie miissen ebenfalls Constanten sein. Um dies zu zeigen, betrachte 
ich die n Wurzeln ~ 1 , ~ 2 , . . . ,  ~ in der Umgebung der unendlich fernen 

Geraden i ------o, und bestimme durch das allgemeine Verfahren ihre Ord- 
Y 
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nungszahlen. Alle diese Ordnungszahlen milssen aber Null sein, denn 
i 

sonst wtirde ja r mindestens einen der zu - =  o gehsrigen Primfactoren 
Y 

p .  enthalten, also nicht aquivalent Eins sein. Dieser Bedingung wird 
offenbar dann und nur dann geniigt, wenn die Ordnungszahi ~0 der Wurzel 
hschster Ordnung gleich Null ist. Aus dem im w 4 bewiesenen Satze 
folgt aber, dass dicse Ordnungszahl durch die Gleichung bestimmt ist: 

wo Po,Pl, . . . .  Pn die Ordnungszahlen der Gleichungscoefficienten gi(xy) in 

Bezug auf ~ sind. Diesclben haben die Werthe: y 

(i=1,~, ...,n--D 

wo ri den Grad des Coefficienten gi(x ,y)  in Bczug auf y bedeutet, also 
sicher eine nicht negative Zahl ist. Also ist 

s o = Max(-~) 

und dieser Maximalwerth ist dann und nur dann Null, wenn alle Coeffi- 
cienten gi(xy) in Bezug auf y den Grad ri----o haben, also y gar nicht 
enthalten. Genau ebenso zeigt man, dass alle Coefficienten auch yon x 
unabhangig sind, dass sie sich also auf Constanten reduciren. Es geni~gt 
also e einer Gleichung mit Zahlcoefficienten: 

s~ + r.-~ a"-~ + " '"  + ro = o, 

ist also selbst eine Constante; es werde beilaufig bemerkt dass jene Glei- 
chung lauter gleiche Wurzeln besitzen muss, weft e dem Ksrper K(x,y ,z )  
angehsrt. 

Eine jede algebraische Function von zwei Variablen ist also durch 
ihren Divisor b in genau derselben Weise bis auf einen constanten Factor 
bestimmt, wie in der Riemann'schen Theorie eine Function durch ihre 
Nullstellen und Pole vollst~ndig fixirt ist. Fasst man in b das Product 
aller Primfactoren mit positiven Exponenten zu einem Zahler, die iibrigen 
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mit negativen Exponenten zu einem Nenner zusammen, so erhMt man 
for jedes ~" eine Aquivalcnz 

wo $ und n ganze Divisoren bedeuten; auf den z u ~ gehSrigen Riemann- 
schen Flachen ist ~" yon positiver, auf den zu n gehSrigen yon negativer 
Ordnung, der Zi~hler repri~sentirt geometrisch die Nullcurvcn, der Nenner 
die Polcurven yon ~'. 

Auf die in dieser Arbeit  gefundenen Resultate kann man nun eine 
vollst~ndige arithmetisch strenge Theorie der algebraischen Functionen 
von zwei Variablen oder der algebraischen Flachen grondcn, und diese 
dann auf die Theorie der algebraischen Integrale anwenden, welche in 
neuerer Zeit yon anderen Grundlagen aus (lurch Herrn PICAI~D erfolg- 
reich behandelt worden ist; dieselbe bietet nunmehr keine wesentlich 
grOsseren Schwierigkeiten als die cntsprechende fiir Functionen einer Va- 
riablen; ich babe diese Untersuchungen bereits durchgefohrt und werde 
ihre I~esultate in einer spateren Arbeit verSffentlichen. 


