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UBER EINE NEUE THEORIE DER ALGEBRAISCHEN FUNCTIONEN
ZWEIER VARIABLEN

VON

K. HENSEL

in BERLIN,

§ 1. FEinleitung. Ziel der Untersuchung.

Die Theorie der algebraischen Functionen von zwei Variablen, oder
die Lehre von den algebraischen Oberflichen und Raumcurven ist seit ihrer
Begrindung durch CreescE und NOTHER bisher wesentlich nach der mehr
geometrischen Richtung ausgebildet worden, welche bei der Untersuchung
der ebenen algebraischen Curven zu so schonen Erfolgen gefithrt hatte.
Dagegen ist sie bis jetzt noch nicht mit den Methoden der reinen Ana-
lysis behandelt worden, wie dies fiir die algebraischen Functionen einer
Versnderlichen zuerst durch Caucry und Puiseux, spiter in weiterem
Umfange durch Rigmasy und WEeIErsTRASS geschehen ist.

Ich mochte in dieser Abhandlung die Grundlagen einer Theorie aus-
einandersetzen, welche wohl als directe Verallgemeinerung der Weier-
strass’schen Theorie der algebraischen Functionen einer Veranderlichen
auf Functionen von zwei und beliebig vielen Variablen angesehen werden
kann. Mein Ziel ist, zu zeigen, dass und wie der gesammte Wertvorrath
einer n-wertigen algebraischen Function von zwei Variabeln stetig, d. h.
in n Zweigen ausgebreitet werden kann, und in welcher Weise diese n
Zweige unter einander zusammenhingen.

- Ich zeige zunachst, worin der wesentliche Unterschied zwischen den
algebraischen Functionen von einer und von zwei Variablen besteht, und
in welcher Form die soeben characterisirte Aufgabe in jener hdheren

Theorie ausgesprochen werden muss.
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In der Theorie der algebraischen Functionen einer Variabeln ist die
Erkenntniss der analytischen Eigenschaften der Wurzeln einer algebraischen
Gleichung f(y, %) = o dann vollkommen gegeben, wenn man die Ver-
zweigung der zugehdrigen m-blattrigen Riemann’schen Kugelflache d. h.
diejenigen Stellen z = a der unabhfingigen Variabeln kennt, bei deren
Umkreisung zwei oder mehrere unter den # conjugirten Zweigen y,,4, , - ¥a
von y in einander iibergehen. Die Bestimmung jener n Zweige fur eine
regulare oder eine singulire Stelle z = a, die Aufsuchung der Verzweig-
ungspunkte und das Studium der Zusammenhanges jener Zweige in der
Umgebung derselben bildet die Fundamentalaufgabe jener Theorie. Sie
kann mit den Methoden der Functionentheorie vollstindig gelost werden,
da diese die Entwicklung einer solchen Function fir jede Stelle z = a
nach ganzen, oder, fur die Verzweigungspunkte, nach gebrochenen Po-
tenzen von z — a finden lassen, und da die Veranderung einer solchen
Potenzreihe beim Umlauf um die Stelle # = a aus ihrer Form unmfttel-
bar hervorgeht.

Das analytische Verhalten der Functionen von zwei Variablen ist
nun ein wesentlich anderes, und erfordert zu seiner Erkenntniss eine voll-
standig andere Untersuchungsmethode. Ich zeige zunichst, worin der
Unterschied jener beiden Theorieen besteht:

Es sei

(1) £z, 2y) = A,(z9)2" + Ao (@) + ... + Ao(ay) =0

eine irreductible Gleichung n** Grades in z mit ganzen rationalen Func-
tionen von # und y als Coefficienten. Fixirt man nun in der zy-Ebene
einen im Endlichen liegenden Punkt B, (z = of?, y = ") so, dass die
n zugehorigen Werthe 7%, 7%, ..., 7® von 2, also die » Wurzeln der
Zahlengleichung 7(z, a®4") alle endlich und von einander verschieden
gind, so kann man fir jeden Nachbarpunkt P (¢ = a, y = f) die zu-
gehorigen Werthe 7,,7,,..-, 7. von z stets so bezeichnen, dass sie mit
den Anfangswerthen 7 nach der Stetigkeit zusammenhangen, dass also
allgemein 7; in 759 iibergeht, wenn P auf dem kirzesten Wege zu P,
hingefuhrt wird. Lasst man nun den Punkt $ continuirlich weiter und
weiter auf der ganzen zy-Ebene fortriicken, so kann man den gesammten
Werthvorrath der n-werthigen Function ¢ in » stetig zusammenhingende
Reihen ausbreiten, ohne jemals tber die Numerirung der » Wurzeln in
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Zweifel zu gerathen; nur muss man, genau, wie bei den Functionen
einer Variabeln die crifischen Punkte, nimlich alle diejenigen Stellen 3
ausschalten, fir welche eine der # Wurzeln y unendlich gross ist, oder
wo zwei unter ihnen einander gleich werden.

Wiahrend nun jene critischen Punkte bei den algebraischen Curven
nur in endlicher Anzahl auftreten, bilden sie hier ein System algebraischer
Curven. In der That wird ja fur alle die und nur die im Endlichen
liegenden Punkte $ eine der » Wurzeln unendlich gross, fur welche der
Coefficient von 2" in (1) gleich Null wird, und die Gleichungsdiscriminante
D(x ,y) von (1) verschwindet fuir alle diejenigen endlichen Punkte (a, f)
denen mindestens zwei gleiche Wurzeln y entsprechen. Durch die Gleichungen:

(2) 4.(zr,y) = o, D(x,y)=o0

sind also alle critischen Punkte im Endlichen vollstandig definirt; zu
ihnen konnen noch die beiden unendlich fernen Geraden:
(29

= 0, =0

1 I
@ y
hinzutreten, deren simmtliche Punkte im Unendlichen liegen; die ecri-
tischen Punkte treten hier also nicht vereinzelt auf, sondern es existirt
eine endliche Anzahl irreductibler Curven, deren simmtliche Punkte fur
die Functionen 2z critisch sind; man findet ihre Gleichungen, indem man
die irreductiblen Factoren von A4,(x,y) und von D(z,y) einzeln gleich
Null setzt.

Wahrend also die algebraischen Functionen einer Variabeln in der
Umgebung eines einzelnen regularen oder critischen Punktes darzustellen
sind, bietet sich hier die allgemeinere Aufgabe,

die algebraische Function 2z soll in der Umgebung desjenigen
Zweiges [, einer regularen oder einer critischen Curve P betrachtet
werden, welcher durch einen beliebig gegebenen Punkt B, = (a,,/5,)
hindurchgeht.

Es sei also P die gegebene irreductible Curve in deren Umgebung
die Function 2z untersucht werden soll,

Ply,z) =y" + pua(2)y" " + ... 4+ po(w) = 0
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sei ihre Gleichung, und es werde der Punkt P, der Einfachheit wegen
vorlaufig im Endlichen angenommenen. Dann kann der durch $, hin-
durchgehende Zweig I, von (P) in der Umgebung von P, stets durch

eine Gleichung
2

Yy= yo(xlao) =.Ho "l',Bl("‘U_'ao)‘7 + ﬁg(x—ao); + ...

dargestellt werden, wo y, eine bestimmte algebraische Potenzreihe be-
1

deutet, die nach ganzen Potenzen von (r — c:zo)’7 fortschreitet, wenn, was
wir im Folgenden stets voraussetzen wollen, der Punkt $, ein Ver-
aweigungspunkt von einer beliebigen (¢ — 1)*® Ordnung der Curve P
ist. ' Dann kann die hier sich darbietende Fundamentalaufgabe so aus-
gesprochen werden: Die Wurzeln 2,,2,, ..., 2, der Gleichung (1) sollen
in einer endlichen Umgebung des Zweiges I, durch Reihen dargestellt
werden, welche hier gleichmassig convergiren.

Diese Aufgabe kann nun so umgeformt werden, dass sie der ent-
sprechenden fiir Functionen einer Variablen ganz analog ist; fuhrt man
namlich statt £ und y die neuen Variablen £ und 3 durch die Gleichungen

1

é'=("";"““o),‘;) 7 =y—Y|a)
ein, so geht die Gleichung fir 2 iiber in:
25 7) = 4(0)e" + 4ua ()77 + ... + 4,(7) = o,

wo die Grossen 4;(y) jetzt ebenfalls ganze rationale Functionen von

' Liegt der Zweig im Unendlichen, und ist etwa @, = co so ist in der Reihe
1
Y(z|a,) und in der Gleichung (1) an Stelle vor # — @, die neue Variable 2’ = o ein-

zuftihren, ist B, = oo ist also

o, Ao

(Z - ao); (z - ao)—a—

die Darstellung der Zweiges I, so ist fiur y die Variable

y."‘_-

h h—1

=fle—a); +fine—a)® +...

’

y:

<2 -

einzufiihren, die Resultate bleiben also wortlich bestehen.
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sind; aber ihre Coefficienten sind nicht mehr ganze rationale Functionen
von ¢ sondern algebraische Potenzreihen, welche nach ganzen Potenzen
von & fortschreiten und in einer endlichen Umgebung der Stelle £ = o
gleichmissig convergiren.

Fir einen jeden speciellen constanten Werth £ von £ innerhalb
des gemeinsamen Convergenzbereiches aller jener Reihen kann also die
n-wertige Function nach den Sitzen von PuisEux in # Reihen entwickelt
werden, welche nach ganzen oder nach gebrochenen Potenzen von

7= 0U—y,)

mit constanten Coefficienten fortschreitet, und die » Wurzeln unserer
Gleichung in einer endlichen Umgebung jener Stelle darstellen; lasst man
aber £ andere und andere constante Werthe &, &, ... annehmen, so
konnte man jedesmal vollstindig andere Potenzreihen fur z erhalten,
welche nur innerhalb des gemeinsamen Convergenzbereiches mit einander
coincidirten.

Ich werde aber in dieser Arbeit zeigen, dass die # Wurzeln 7, ... 2,
in der Umgebung der Stelle (§=o0, y=0) oder von (z=a,y=y,(z|a)
sammtlich in Reihen von der Form entwickelt werden konnen:

1 2
(3) 60(6) + el(e)ﬂb + 62(5)77b Feeo
welche nach ganzen oder nach gebrochenen Potenzen von 5= (y—y,) fort-
1

schreiten; ihre Coefficienten sind algebraische Potenzreihen von é=(z—a,)*;
diese Reihen convergiren als Functionen von & wnd von 7 betrachtet
innerhalb einer endlichen Umgebung der Stelle (§ = 7 = 0) und stellen
fur jedes Werthsystem (§ = ¢&,, 7 = 7,) innerhalb desselben die n Glei-
chungswurzeln dar.

Dieses Resultat kann nicht durch die Methoden hergeleitet werden,
durch welche CaucHy und Puiseux dieses Problem fiir Functionen einer
Veranderlichen in so allgemeiner Weise gelost haben, noch weniger kann
man mit ihnen den analytischen Character der Coefficienten ¢;(¢) fur den
ganzen Bereich der Variablen & oder z erkennen.

Ich benutze vielmehr zur Losung dieser Aufgabe ein neues rein
arithmetisches Verfahren, welches successive die einzelnen Coefficienten
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e;(€) eines Zweiges zu bestimmen lehrt, und aus dem dann die Convergenz
jener Reihe (3) und der analytische Character ihrer Coefficienten leicht
erschlossen werden kann. JIch bemerke dabei, dass dieses Verfahren auch
fur die Untersuchung der algebraischen Functionen von beliebig viclen
Veranderlichen benutzt werden kann, wie ich in einer spateren Abhand-
lung zeigen werde.

Die hier auseinandergesetzten Methoden und Resultate bildeten den
ersten Theil einer Vorlesung, die ich im Wintersemester 1898—g9, an
der Berliner Universitit gehalten habe; bei der Redaction jener Vorlesung
fuor den Druck hat mich einer meiner Zuhérer Herr F. Harrogs in
dankenswerthester Weise unterstitzt.

Zuerst soll die hier fir die algebraischen Function gestellte Aufgabe
zunichst for die rationalen Functionen zweier Variablen geldst werden,
da sich in diesem einfachsten Falle besonders deutlich zeigen lasst, wie
man durch die Natur des behandelten Problemes gerade auf die hier ge-
wahlte Fragestellung gefithrt wird, und da die hier gefundenen Resultate
bei der Losung des allgemeinen Problemes benutzt werden.

§ 2. Die rationalen Functionen von zwei Variabeln; ihre Zerlegung
in Linearfactoren.

Wir betrachten zunachst die Gesammtheit aller rationalen Functionen
von £ und y und untersuchen sie in der Umgebung einer beliebigen
Stelle © = a der Variabeln z, welche im Endlichen liegen oder aber auch
die unendlich ferne Stelle sein kann. Eine jede solche Function kann in
der Form dargestellt werden:

_ 9@,y _ a(2) +a(2)y + ... + dnlz)y™
h@,y)  b(2)+b(2)y + ... + ba(z)y"

(1) flx,y)

wo alle Coefficienten a;(z) und b,(z) als ganze Functionen von z vor-
ausgesetzt werden konnen welche nicht alle eine und dieselbe ganze Func-
tion von z als gemeinsamen Theiler enthalten. In der Umgebung der
endlichen Stelle £ = a konnen dann alle nach positiven ganzen Potenzen
des zugehorigen Linearfactors # — a entwickelt werden, welche in einer
endlichen Umgebung jener Stelle gleichméssig convergiren, und dasselbe
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ist fiur @ = co der Fall, wenn man, was in der Folge stets geschehen
I . . .

soll, x — a dann durch - ersetzt. Denkt man sich alle Coefficienten in

dieser Weise entwickelt, und die niedrigste allen gemeinsame Potenz im
Zshler und Nenner herausgezogen, so kann jede solche Function folgen-
dermassen geschrieben werden:

,, ol 02| @) + ey + . an(m])ym
(2) f(z,9) = (@—a. b@[a) + b(c[a)y + ... + bal®| @)y’

wo jetzt die Coefficienten a,(x|a), 8,(z|a), wie stets im Folgenden, Potenz-
reihen von # — a bedeuten sollen, welche in einer endlichen Umgebung
der Stelle # = a gleichmassig convergieren; dieselben enthalten hier keine
negativen Potenzen von # — a, und fur = a verschwinden weder alle
Coefficienten im Zihler noch auch diejenigen im Nenner.

Nur fur eine endliche Anzahl von Stellen z = a tritt in (2) eine
positive oder negative Potenz des zugehorigen Linearfactors vor jenen
Bruch, im Allgemeinen ist # = o; hierzu muss namlich fur ein endliches
a der zugehorige Linearfactor in dem Ausdrucke (1) von f(#,y) in allen
Coefficienten des Zahlers oder in allen Coefficienten der Nenners als Theiler
enthalten sein. Ist dagegen a = co und ist der Zahler und der Nenner
von f(z,y) in (1) in Bezug auf z bzw. vom g** und vom »** Grade, so
ergiebt sich ohne Weiteres, dass alsdann in der Darstellung (2) in der

Umgebung jener Stelle die Potenz (é)v_# des beziuglichen Linearfactors

vor dem Bruche auftritt.

Nunmehr kann man in jener Darstellung (2) auf der rechten Seite
Zahler und Nenner in ihre Linearfactoren zerlegen, und man erhalt so
die folgende Darstellung:

, g oy T YT =) .. Y — Yym)Bal@ | @)
) flo,y) = (@—a. =9y —ys) .-y — ya)balz| @)

Hier sind y,...9,39; ...y, die Zweige, welche der Zahler g(x,y) und
der Nenner h(z, y) in der Umgebung der Stelle (z = «) besitzen, sie sind
also ebenfalls Potenzreihen, welche nach ganzen oder nach gebrochenen
Potenzen des Linearfactors (x — a) fortschreiten, und welche alle inner-

halb einer endlichen Umgebung jener Stelle gleichmissig convergiren;
Acta mathematica. 23, Imprimé le 11 avril 1900, 44
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falls eine oder mehrere jener Reihen mit einer negativen Potenz von 5 —«
beginnen, also fiir £=a unendlich gross werden, so ist jener endliche Con-
vergenzbereich oder jene Umgebung der Stelle £ =« nach innen durch einen
beliebig klein zu wihlenden Kreis begrenzt, und in dieser Weise soll die Um-
gebung einer Stelle, falls dies notig sein sollte, stets begrenzt vorausgesetzt
_9=,9)
h(z, )
als in seiner reducirten Form, d. h. so gegeben voraussetzen, dass Zahler und
Nenner als Function von y keinen gemeinsamen Theiler besitzen; alsdann
sind die Linearfactoren y —y, im Zahler von den Factoren y —y; im
Nenner verschieden; dagegen kann nattrlich einer der Linearfactoren im
Zéhler oder im Nenner noch mehrfach auftreten. Um dieses Vorkommen
mehrfacher Linearfactoren im Zahler oder im Nenner von f(z,y) ein-
heitlich characterisiren zu kdnnen sagen wir genau wie bei den rationalen
Functionen einer Variablen, f(y, z) besitzt in Bezug auf einen Linearfactor
y —y, die positive oder negative Ordnungszahl + ¢ wenn derselbe o Male
im Zahler oder im Nenner jener Function vorkommt, und diese Function
hat die Ordnungszahl Null, wenn y —y, weder im Zshler noch im

Nenner auftritt.
Zu diesen Linearfactoren y — y; und y — y; kann endlich als letzter

werden. Auch hier konnen und wollen wir den Bruch f(x,y)

noch der Factor y — co oder 5, treten, welcher far jede beliebige Stelle

. 1 .
#=a dann und nur dann verschwindet wenn 3= ° also y = oo ist.

Bringt man die zu untersuchende Function f(z,y) in (1) auf die Form:

a—m am(z) + ﬁm—l(x); 4+ ...+ do(“’)(y—i)m

ba(2) + 5,._1(:13)5 + ...+ by(2) (i)”

so erkennt man, da sich im Zahler und Nenner fiir y = co alle Glieder
mit Ausnahme der ersten auf Null reduciren, dass f(z,y) in Bezug auf

den Linearfactor é die Ordnungszahl (» — m) besitzt, dass also die Ord-

nungszahl von f(x,y) in Bezug auf den Linearfacter !—j stets gleich dem

negativ genommenen Grade (m — ) jener rationalen Function fur y ist.



Uber eine neue Theorie der algebraischen Functionen zweier Variablen. 347

Beachtet man endlich, dass die Summe der Ordnungszahlen fiir alle
gleichen oder verschiedenen Linearfactoren im Zahler bzw. im Nenner

gleich m bzw. gleich (— #) ferner fur den Linearfactor é gleich (n— m),

und endlich fur jeden anderen Linearfactor y —y, gleich Null ist, so
ergiebt sich auch fur die rationalen Functionen von zwei Variabeln der
wichtige Satz:

Die Summe der Ordnungszahlen einer beliebigen rationalen Funec-
tion f(y,x) for alle Linearfactoren y — y, in der Umgebung einer
beliebigen Stelle x = a ist stets gleich Null, d. h. eine jede solche
Function besitzt ebensoviele Nullcurven wie Polcurven.

Besitzt also efne Function f(y, ) uberhaupt keinen Linearfactor y —y,
in negativer Ordnung, so muss sie nothwendig von y unabhangig, also eine
rationale Function von z allein sein, denn sie enthalt nach dem obigen
Satze auch keinen Linearfactor in positiver Ordnung.

Geometrisch stellen die Gleichungen:

y—¥%=0, y—y.=o0 Gz
die einzelnen Zweige der Zahlercurve g(y,z) = o und der Nennercurve
h(y,x) = o von der Function f(y,z) in der Umgebung der Stelle x =a
dar; sie konnen und sollen daher, wie dies oben bereits geschehen ist,
auch mitunter als Nullcurven oder Polcurven bezeichnet werden. Zu

. . ) I
ihnen kann dann noch die unendlich ferne Gerade = o und ausserdem

an einer endlichen Anzahl von Stellen x = a die zugehorige Gerade
Z£—a =0, als ein- oder mehrfache Nullcurve oder Polcurve hinzutreten.

§ 3. Die Entwickelung der rationalen Functionen in Potenzreihen.

In der Theorie der analytischen Functionen einer Variablen wird
gezeigt, dass man jede rationale Function f(«) in einer endlichen Um-
gebung einer beliebigen Stelle (xr = a) in eine nach ganzen Potenzen des
zugehdrigen Linearfactors fortschreitende gleichmassig convergente Potenz-
reihe entwickeln kann, welche hochstens mit einer endlichen Anzahl ne-
gativer Potenzen desselben beginnt.
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In gleicher Weise wollen wir jetzt zeigen, dass und wie man eine
rationale Function f(z,y) von zwei Variabeln in endlicher Umgebung
eines beliebigen Curvenzweiges I, (y =y, = B(r|) ebenfalls in eine
nach ganzen Potenzen des zugehdrigen Linearfactors (y — y,) fortschrei-
tende Potenzreihe entwickeln kann, welche ebenfalls hochstens mit einer
endlichen Anzahl negativer Potenzen von y —y, beginnt und innerhalb
einer endlichen Umgebung jenes Curvenzweiges gleichmissig convergirt.

Es sei also:

(1) y =9, = B(z|q)

ein Zweig I, einer beliebigen algebraischen Curve P(y, z) = o, oder, was
dasselbe ist, ein Element einer beliebigen algebraischen Function in der
Umgebung einer beliebigen Stelle (x =a) und es werde wieder, um gleich

den allgemeinsten Fall zu betrachten, angenommen, dass jene Potenzreihe
1

nach ganzen Potenzen von (x — a)® fortschreitet, d. h. dass jener Curven-
zweig an der Stelle # = a einen a-blittrigen Verzweigungspunkt besitzt.
Denkt man sich dann jenes Element y, durch analytische Fortsetzung
nach allen Seiten ausgebreitet so erhalt man die ganze zugehorige alge-
braische Function, welche wir als p-wertig voraussetzen wollen. Ihre
Werthe sind dann eindeutig und im Allgemeinen stetig auf einer ganz
bestimmten p-blattrigen Riemann'schen Kugelfliche ausgebreitet, welche
im Folgenden stets durch R(y,) bezeichnet und als gegeben vorausgesetzt
werden soll. — Sind y,,¥;,...,y* > die g zu dem Element y, conju-
girten Potenzreihen, so geniigt die algebraische Function y, der irreduc-
tiblen Gleichung p** Grades:

Ply,n)=U—y)y—2) .- —8 ) =y +p(a)y +... +p(2)=0

mit rationalen Functionen von z als Coefficienten.

Es sei p, der zu dem Functionenelemente y, gehorige Punkt der Rie-
mann’schen Kugelfliche; dann convergirt jene Reihe gleichmassig inner-
halb eines Kreises oder, falls y, fir £ = a unendlich wird, innerhalb
eines jenen Mittelpunkt ausschliessenden Kreisringes, dessen &usserer Be-
grenzungskreis durch den nachsten Pol von y, oder durch den nachsten
Verzweigungspunkt der Kugelfliche R(y,) hindurchgeht. Dieser stets
endliche Convergenzbereich der Reihe y, werde durch A, bezeichnet.
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Um nun eine beliebige rationale Function f(y, z) in der angegebenen
Weise in eine Potenzreihe zu entwickeln fihren wir zunichst an Stelle
von z die neue unabhiéngige Variable & durch die Gleichung:

1

(w—a);=6, x-—fa+E“

ein, wodurch die Reihe ¥, in eine nach ganzen Potenzen von & fort-
schreitende und in der Umgebung von & = o convergirende Potenzreihe
tibergeht. Entwickelt man dann in der rationalen Function f(z,y) Zihler
und Nenner fir sich nach dem Taylor'schen Satze nach Potenzen von
y —1y, so ergiebt sich:

T 9(%) + 9'(¥)y — 9 + -g”'(Ty")(y — %)+
(2) f(y ’ m) = — = 7N ’
P R + R — v + E ) — g

wo alle Ableitungen im Zahler und Nenner Potenzreihen in & sind, welche
ebenfalls innerhalb A, convergiren. Lusst man jetat diejenigen Reihen
im Zshler und Nenner fort, welche gleich Null sind, und setzt die ent-
sprechende Potenz von y —y, vor den Bruch, so kann derselbe so ge-
schrieben werden:

gy Yo I8+ 9.(EWY — 9 + - .. + g-(E)y — )"
) D) =) T h Oy = F ot Ay — )

Wir dividiren endlich noch Zahler und Nenner durch A,(&) und schreiben
den Ausdruck dann in der folgenden Form:

0(5) 'i-_ax(f)(’.’l _ ?fo) + ... +_§r($)(?/ —yo)’ ;
1 —(hi(6XYy — 90) + -+ + h(E)Xy — 9,))

auch hier sind die Quotienten:

(4) f(?/’w) = (?/_yo)a'g

56 =52, he=—10 (=)
Potenzreihen von &, welche hochstens eine endliche Anzahl negativer Po-
tenzen von & enthalten, und deren Convérgenzkreis entweder mit dem
vorigen tbereinstimmt, oder durch die nachste Nullstelle von % (&) hin-
durchgeht. Es moge der stets endliche gemeinsame Convergenzradius
Jener Reihen durch p, bezeichnet werden.
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Um nun die in jenen Reihen eventuell auftretenden negativen Po-
tenzen von & zu beseitigen fithren wir an Stelle von y die neue Va-
riable 7 durch die Gleichung ein:

() Tat=1

und wahlen die ganze Zahl d = da als das kleinste Multiplum von a so,
dass sich in (4) nach Substitution von 9£¢ = »(x — a)’ fur y —y, alle
negativen Potenzen von &, natirlich mit Ausnahme derer von g, (&),
fortheben; beseitigen wir auch diese endlich dadurch, dass wir jene
Potenz von & vor den Bruch schreiben, so kann f(z,y) so dargestellt
werden:

— £Py o ¢ n)
wo ¢(&y) und (&) Potenzreihen von & und 7 sind, welche keine nega-
tiven Potenzen von & und 7 enthalten, und die fiur |&| < p, und fir ein
beliebig grosses » convergiren, da sie ja fur » nur von endlichem Grade sind.
Beschrankt man nun & und % zunachst so, dass:

(5" IEI<p07 |7¢(Eﬂ)|< I

ist, so kann man den Nenner entwickeln und erhalt:

f@,9)=&E70EN0 + 9¢ + 7’0 +...) = & p(&y),

und da bei den soeben gemachten Beschrankungen sowohl ¢ (&) als auch
die Reihe X(»¢)' gleichmassig convergirt, so gilt dasselbe von ihrem Pro-
ducte; dasselbe kann also in eine Potenzreihe p(£7) von & und 3 geordnet
werden, welche innerhalb desselben Bereiches gleichmassig convergirt.
Dieser Convergenzbereich fir & und 7 ist niemals unendlich klein.
In der That ist ja die Bedingung |5¢(&9)| < 1 sicher a fortiori erfullt,

wenn man die Reihe .
¢(&n) = 2du &'y

durch eine andere Reihe ¢(&7) ersetzt, in welcher alle Coefficienten ¢,
durch ihre absoluten Betrage ersetzt, und diese dann noch beliebig ver-
grossert sind; betrachtet man nun alle die Werthsysteme &y, far welche
|74(&n)| < 1t ist, so ist fiir diese die obige Bedingung (5’) ebenfalls erfullt.
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Convergirt nun eine Reihe ¢(&) fur |&] = p und || = ¢ und ist
7 der grosste Werth den |¢(&y)]| fiir jene Werthsysteme annehmen kann,
so ist bekanntlich allgemein:

|l <L

—
Iotak

also ist fur alle Werthe |&[ <p und |y] <o

@l <l - (L (2l)' - ; _[fj)lzll Ty

und jener Ausdruck ist sicher kleiner als 1 wenn:

H
!
r|v|<1——|-i—|-—lil also |7} < p

a +I
ro'

angenommen wird; und da hier der Bereich o fur || beliebig gross also
i gicher gleich 1 und p beliebig nahe an p, angenommen werden kann,
so ergiebt sich fur & und » die folgende Beziehung:

Ll

[él<p <pu |77|<r'+/:’

wenn 7 jetzt den Maximalwerth von |¢(&y)| fur |€] =p <p, und |y] =1
bedeutet, und fiir jeden Werth von & ergiebt sich so ein ganz bestimmter
endlicher Werth fur 7.

Ordnet man die so sich ergebende Potenzreihe nunmehr nach Po-
tenzen von % allein und multiplicirt man in jener Reihe jedes Glied
mit der positiven oder negativen Potenz &?, so ergiebt sich die folgende
Darstellung fir f(z,y)

(6) fx,y) =71(&E)y + ﬂ+1(5)76+1 + ...,

wo die Coefficienten Potenzreihen sind, die nach ganzen Potenzen von &
fortschreiten, in einer endlichen Umgebung von & = o gleichmassig con-
vergiren und hochstens eine endliche Anzahl negativer Potenzen von &



352 K. Hensel.

enthalten, wie weit man auch in jener Reihe fortgehen mag. Ferner ist
der Exponent o der Anfangsgliedes jener Reihe offenbar gleich der Ord-
nungszahl, welche die rationale Function f(z,y) in Bezug auf den Linear-
factor y — y, besitzt und ihrer Entstehungsweise nach sind die Potenz-
reihen £,(£), ... als rationale Functionen von ¢®(y,) und A®(y,) eben-
falls rationale Functionen von y, und z, also algebraische Functionen,
welche auf der zu y, zugehdrigen Riemann’schen Flache eindeutig sind.
Wortlich dasselbe Resultat erhalt man, wenn man far den Curvenzweig
y =y, in der Umgebung von z = a einen der speciellen Zweige:

y = 0o, oder & =a, oder =00
in der Umgebung der Stellen:
z=a, oder y=p4 oder y=p

wahlt. Man hat dann in jener Entwicklung nur jedesmal zu setzen:

1

v v —a

f=o—a, w=gp ol SV 1= g

oder endlich:
I

E=y —;8 ’ n= (y_jﬁi ’
und alsdann gilt jedesmal genau die oben angegebene Entwickelung (6).
Um nun jenes Resultat allgemein aussprechen zu konuen bezeichnen
wir den Linearfactor y —y,, welcher fur alle und nur die Punkte der
Curvenzweiges y, in der Umgebung der Stelle # = a verschwindet, als
den zu jenem Zweige gehorigen Linearfactor; und allgemeiner bezeichnen
wir ebenso auch den vorher eingefithrten Linearfactor:

_ Y=Y _ Y—Y
= & @—ay’

welcher fur alle Punkte mit Annahme von (z = a) selbst die gleiche
Eigenschaft hat. Dann kann jenes Resultat folgendermassen ausgesprochen
werden:
Eine rationale Function f(z,y) kann in der Umgebung eines
beliebigen Curvenzweiges y = y, stets auf eine und nur eine Weise
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in eine Potenzreihe entwickelt werden, welche nach ganzen Potenzen
des zugehdrigen Linearfactors » fortschreitet und hochstens eine end-
liche Anzahl negativer Potenzen desselben enthalt. Alle Coefficienten
in jener Entwickelung sind mit y, gleich verzweigte algebraische Po-
tenzreihen, deren Ordnungszahlen, falls sie negativ sind, jedenfalls alle
unter eine endlichen Grenze bleiben.

Dieser Satz ist die directe Verallgemeinerung des bekannten Theoremes
fur die rationalen Functionen von einer Variablen.

Der Convergenzbereich der Reihen f£,(€), f,11(€), ... geht auf der
Kugelfliche RE(y,) durch den nichsten critischen Punkt von y, oder durch
die nachste Nullstelle der algebraischen Function %,(£) hindurch, welche
ja auch auf R(y,) eindeutig ist. Schliesst man alle jene singularen Punkte,
welche nur in endlicher Anzahl auftreten, zunichst aus, und bezeichnet
alle tbrigen Punkte von R(y,) als die reguléren Stellen, ihre Gesammtheit
als den reguliaren Bereich, so besteht fir jede regulare Stelle eine Ent-
wickelung :

(7) F@,n) = f(@a)y — 9, + finle]|a)y — g,) + - ...

wo 3, sowol als alle Coefficienten f,(x | a) nach ganzen Potenzen von 7 — a
fortschreiten, und garkeine negativen Potenzen enthalten. Geht man von
einer solchen reguliren Stelle auf R(y,) aus, so kann sie mit Umgehung
aller singularen Punkte zu jedem anderen reguliren Punkte jener Flache
tibergefuhrt werden; fur die singuliren Punkte und ihre Umgebung

gelten dann -die entsprechenden Entwickelungen (6), nur dass fur die
1

Verzweigungspunkte an die Stelle von @ — « die Potenz (x — ), und fur
die Nullstellen von h(&) an die Stelle von y — y, der allgemeinere
Y—1Y
$d

Der Exponent o von (y — y,) mit welchem die Entwickelung (7) be-
ginnt, ist, wie oben erwihnt, gleich der Ordnungszahl von f(y, ) in Bezug
auf jenen Linearfactor. Bei der Fortsetzung der Reihe (7) iiber die ganze
Riemann’sche Fliche R(y,) oder lings der ganzen Curve P bleibt aber
offenbar die Ordnungszahl o stets die gleiche; jene Function f besitat
also die Ordnungszahl ¢ nicht bloss fur den einen Zweig (y = y,) der

irreductiblen Curve P sondern in Bezug auf die ganze Curve; dies er-
Acta mathematica, 23, Imprimé le 17 avril 1900. 45

Linearfactor treten kann.
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kennt man hier auch direct, denn eine Function f besitzt dann und nur
dann in Bezug auf den Linearfactor (y —y,) die Ordnungszahl o, wenn
sie die Potenz P(y, z)° der zugehorigen irreductiblen Function P(y, z) als
Factor enthalt.

§ 4. Die algebraischen Functionen von 2 Variablen. Ihre Ent-
wickelung in der Umgebung eines reguldren Curvenzweiges.

Wir wollen die Resultate der letzten Abschnitte benutzen, um die
n Wurzeln oder Zweige 2,,2,, ..., 2, einer algebraischen Gleichung n'"
Grades mit ganzen rationalen Coefficienten:

(1) f,2y) = A, (z,9)e" + 4. (v, 9)s" " + . + A(z,y)z+ 4y(z.y)=o0

ebenfalls in der Umgebung eines beliebigen Curvenzweiges

(2) Y=Y = 2Bo(xla)’ Ifl}-—al <d

in Reihen zu entwickeln, welche nach Potenzen des zugehdrigen Li-
nearfactors y — y, fortschreiten. Geometrisch heisst das, wir wollen die
Oberflache (1) in der Umgebung derjenigen n Raumcurven betrachten, in
denen die zu der ebenen Curve (2) gehorige Cylinderfliche die n Blatter
jener Oberfliche durchsetzt. Wir setzen der Einfachheit wegen zunachst
wieder voraus, dass der betrachtete Punkt P im Endlichen liegt, dass also
erstens a einen endlichen Werth besitzt und dass zweitens die Reihe y,
die Form hat

¥, =B, + e —a)* + Bz —a)* + ...

also nicht mit negativen Potenzen von x anfangt. Ware dies namlich
nicht der Fall, wire etwa:

b= @—a) * (g + e — o +-.),

so brauchte man nur wie im § 1 ¥ =; an Stelle von y einzufithren,

um diesen allgemeineren Fall auf den hier behandelten zu reduciren.
Ohne die Allgemeinheit zu beschrinken kdnnen und wollen wir ferner
voraussetzen, dass in der definirenden Gleichung (1) fir 2z 4,(z,y) =1
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und alle tubrigen Coefficienten ganze Functionen von z und y sind, dass
also jene Gleichung die Form hat:

(3) fly)=2+a_ >,y +...+a@=,9)2+ ax,y) =0,

wo alle a;(z,y) ebenfalls ganze Functionen von # und y sind; denn solite

das nicht der Fall sein, so braucht man in (1) bekanntlich nur z = —E—z@/—)

zu setzen; dann geniigt z einer Gleichung von der Form (3). Besitat die
Gleichung fur 2z die Form (3) so entsprechen jedem Punkt z =a, y =f
im Endlichen genau n gleiche oder verschiedene aber stets endliche be-
stimmte Werthe 7,,7,,...,7, von 2, welche die Wurzeln der Gleichung:

a0, )+ ...+ aa,f)=o0

sind. Die durch die Gleichung (3) definirte algebraische Function besitzt
also den Character einer ganzen rationalen Function, und soll daher eine
ganze algebraische Function von (z,y) genannt werden.

Wir setzen ferner voraus, dass jene Function f(z,y) mit ihrer nach
z genommenen Ableitung f.(2,y) keinen gemeinsamen Theiler hat, dass
gie algo fur unbestimmte (x,y) keine gleichen Wurzeln besitzt. Auch hierin
liegt keine Beschrinkung der Allgemeinheit, denn einen solchen Theiler
konnte man ja durch das Euclidische Verfahren bestimmen und vorher
durch Division entfernen. Haben dann f(z) und f’(2) keinen gemein-
samen Theiler, so kann man ebenfalls durch das Euclidische Verfahren
zwei ganze Functionen von z,y und z g(2) und g,(2) so bestimmen, dass:

(4) f(2)9(2) + 1'(2)9,(2) = D(z, )

ist, wo D(z,y) eine durch jenes Verfahren sich ergebende ganze Function
von z und y, die sogenannte Discriminante von f(z) ist, welche also in
der (zy)-Ebene eine bestimmte Curve, die 8. g. Discriminantencurve darstellt.

Soll nun fir alle Stellen in der Umgebung des beliebig angenom-
menen Curvenzweiges y = y, eine Reihe

2= ¢, (z|a) + e@|la)y —y,) + -

gleichmassig convergiren, und die Gleichung f(z,y) = o befriedigen, so
muss zunichst fir y=y,, d. h. fur alle Punkte auf jenem Zweige 2= ¢,(x|a)
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sein, d. h. die Reihe ¢,(x|a) muss die Gleichung f(e,, y,) = o0 in der Um-
gebung der Stelle = a befriedigen, welche man aus (3) erhalt, wenn
man y durch die Potenzreihe y, = P,(z|a) ersetzt. Die so sich ergebende
Gleichung:

(5) fleosYo) =€ + (Yo, z)eg™" + ... + (Yo, %) = O

besitzt dann als Coefficienten ganze rationale Functionen von y, und z,
dieselben sind also sammtlich algebraische Potenzreihen von z—a, welche
mit y, gleich verzweigt sind, keine negativen Potenzen von # -— a ent-
halten und denselben Convergenzbereich wie y, selbst besitzen. Jene
Gleichung besitzt demnach genau % und nur n gleiche oder verschiedene
‘Wurzeln:

(5) &’(@|a), ’(zla), ..., &’(z]a)

welche ebenfalls algebraische Potenzreihen sind, die innerhalb einer end-
lichen Umgebung der Stelle a gleichmissig convergiren und keine negativen
Potenzen von z — a enthalten.

Lagst man den Punkt z = « alle mogliche Umliufe machen, durch
die y, in sich selbst wbergefithrt wird, so vertauschen sich die n Potenz-
reihen ¢(x|a) unter einander. Sind

e(z|a), ..., | a)

alle und nur diejenigen unter den n Wurzeln (6), in welche & (x|a)
durch jene Umlaufe tbergefihrt werden kann, so geniigen diese fiir sich
einer und zwar einer irreductiblen Gleichung v** Grades

fl(eo ’ f’/o) =0

deren Coefficienten rational von y, abhingen, und welche ein Factor der
ganzen Gleichung »'** Grades f(e, ,y,) =0 in (5) ist. In gleicher Weise
konnen auch die ubrigen # — v Wurzeln in Gruppen zusammengehoriger
Wurzeln geordnet werden, die den einzelnen irreductiblen Factoren von
f(e, , ¥,) entsprechen.

Unter jenen Wurzeln ¢{”(z|a) konnen gleiche vorkommen; dieser Fall
kann aber nur dann eintreten, wenn der Zweig y =y, der Discriminanten-
curve angehort. Ist namlich etwa ¢’(x|a) eine mehrfache Wurzel von
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fle, y)=o0, so ist sie auch eine Wurzel der Gleichung f’(e, , ¥,) == 0;
ersetzt man also in der Identitdt (4) y und 2z bzw. durch y, und & (z|a),
so verschwindet ihre linke, also auch ihre rechte Seite, d. h. es muss
D(z, y,) =o0 sein, w. z. b. w.

Wir bezeichnen nun speciell eine jener # so bestimmten Reihen (5’)
durch ¢ (7|a) und setzen zunichst voraus dass sie keine mehrfache Wurzel
von f(e,,y,) = 0, dass also sicher:

(6) f'es9,) + 0

ist. Wir zeigen dann, dass zu diesemn Anfangsgliede eine und nur eine
eindeutig bestimmte Reihe

5, =€ + el(y - yo) + es(y '—:'/o)2 +

gehort, deren sammtliche Coefficienten mit ¢, gleich verzweigte algebraische
Potenzreihen sind, welche in der Umgebung jenes Zweiges gleichmissig
convergirt und die urspriingliche Gleichung f(z,y) = o befriedigt.

Zu diesem Zwecke setze ich:

t=6+¢  Yy=4+7
so dass die zu losende Aufgabe jetst die ist, in der Reihe:
(6') b =2—6 =-e¢(|a)y + e|a)y’ +
die Coefficienten ¢, ¢,,... zu finden. Nun ist also:

(7) f(z’y) = f(eo + C;yo -+ 77) = f(eo ’?/0) + Cfm(eo ’?/o) + 71‘01(39;3/0)
|2(f;0( ’ yo) + 2f11(30 ’yo)cﬂ + f02<eo ’yo)ﬂg) + Lo

wo allgemein

ot (e, y)
( azieyk ) v=y = “(80 7yo)
2=é€5Y=Y%

gesetzt ist. Aus dieser Gleichung ergiebt sich, wenn man beachtet, dass
(e ¥,) = 0, fro(e, %) == O ist, folgende Darstellung fur &

® = (=B () — (e —(2l)e —
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Die Coefficienten auf der rechten Seite dieser Gleichung sind ebenfalls
algebraische Potenzreihen von z — a, welche mit e (2 |a) gleichverzweigt
sind, da alle jene Quotienten rationale Functionen von e, ¥,, und z sind;
ihr gemeinsames Convergenzbereich ist ebenfalls endlich, denn es stimmt
entweder mit dem von e, iiberein, oder es geht hin zu der nichsten Null-
stelle von f,(¢,,¥,); aber in dieser Gleichung (8) konnen einige Coeffi-
cienten mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von z — & beginnen.
Da e(x|a) und y,(x|a) keine negativen Potenzen enthalten, so gilt das
Gleiche von allen Coefficienten fy(e,,y,)- Nur dann konnen also in (8)
negative Potenzen von z — a auftreten, wenn der gemeinsame Nenner

d o . .
d—: = fn(¢,,y,) von positiver Ordnung ist. Ist dies der Fall, und setzt

man in der Gleichung (4) des vorigen Abschnittes v =a, y=y,, 2=¢,,
so verschwindet ihre linke, also auch ihre rechte Seite, man erhalt also
far eine solche Stelle die Gleichung D(a,y,) = o, aus der sich ergiebt,
dass in der Gleichung (8) in den Coefficienten nur dann negative Po-
tenzen von x — a auftreten konnen, wenn der Punkt P ein Schnittpunkt
der Curve P mit der Discriminantencurve ist. Um diese negativen Po-
tenzen, falls sie auftreten sollten, von vorn herein zu beseitigen, fithren
wir an Stelle von » und { neue Variable , und ¢, durch die Gleichungen:

(9) 7= (@—a)0y, {=@—a]

ein, und wahlen die ganzen Zahlen 7z und o so, dass sie mdglichst klein
sind, und dass sich in der aus (8) folgenden Gleichung fur & und %,

(1) & = (—2)o—ap — () —apgi— (B)e—arng
—(2 %)(x—a)’(?—...
alle negativen Potenzen von z — a fortheben. Dieser Bedingung kann,
da die Entwickelung in (8) abbricht, offenbar stets gentigt werden. Als-
dann kann die jetzt zu losende Aufgabe bei einfacherer Bezeichnung der
Entwickelungscoefficienten in (10) und (6') folgendermassen ausgesprochen
werden:
Es soll die Gleichung

(”) & =glo(x|¢)% + > 'gu(wla)ﬂiﬁ

i+im3,8,..
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in welcher die Coefficienten g,,(2|a), gs(z|a),... gansé Potenzreihen
von # — a sind, durch eine Reihe:

(11 & =e&l@|ay + el + ...
befriedigt werden.

Diese Aufgabe kann nun, auch wenn man nicht voraussetzt, dass,
wie es hier der Fall ist, die Reihe der Coefficienten g,(x|«) abbricht,
stets auf eine und auch nur auf eine Weise gelost werden wenn nur die
Reihe g, (#|a)7i{t in einer endlichen Umgebung der Stelle 3, = o,
{, =0, # = a gleichmissig convergirt. Setzt man namlich in (11) far
{, die Reihe (11’) ein, und ordnet dann die rechte Seite der so sich
ergebenden Gleichung

(11”)  (eypy + i+ ..) = g + Zgunilem + epi + .. )

nach steigenden Potenzen von y, so ist dieselbe innerhalb ihres Conver-
genzbereiches nur dann erfu]lt, wenn die noch unbekannten Coefficienten
€, 845 ... 80 gewdhlt werden, dass die Coefficienten auf beiden Seiten
von (11”) gleich sind. So erhalten wir eine Reihe von Gleichungen:

€ = G0
€ = gy + gue: + 90t
€5 = Gao + In 1 + 91261 + Gosel + gne: + 290616

und man erkennt leicht, dass sich allgemein aus der Vergleichung der
Coefficienten von 7; auf beiden Seiten fur ¢, eine Gleichung ergiebt:

& = Gk(glo) nis €19825 04, 51:—1) (h+i=2,3,...)

in welcher die rechte Seite eine Summe einer endlichen Anzahl von Pro-
ducten von den Coefficienten g, und den vorhergehenden Coefficienten
£ , €5 -0y &y ist. Setzt man also den Werth von &, in die zweite, die
so gefundenen Werthe von ¢, und ¢, in die dritte Gleichung ein und

fshrt so fort, so erhalt man fur jeden Coefficienten ¢, einen Ausdruck
von der Form:

(12) & = Hi(g10,9m) (A+6=3,3,..)



360 K. Hensel.

welcher ebenfalls aus einer endlichen Anzahl der Coefficienten gy, g,
allein durch die Operationen der Addition und der Multiplication ge-
bildet ist.

Aus der Form der so gefundenen Ausdricke fir ¢ (z|a), ,(2|a),...
folgt zunichst, dass alle jene Coefficienten algebraische mit g,, und den
Reihen g;, also auch mit e (x|a) gleichverzweigte Functionen sind, deren
Entwickelungen in der Umgebung der Stelle (#=a) keine negativen Po-
tenzen von (r — a) enthalten, und welche innerhalb des oben angegebenen
Convergenzbereiches der Reihen g(z|a) ebenfalls gleichmassig convergiren.

Wir zeigen jetzt weiter, dass die so gefundene Reihe fir

G =e@|dy + ...

als Function von # und von 7, betrachtet innerhalb einer endlichen Um-
gebung der Stelle (x = a, », = 0) gleichmissig convergirt, und dass die
aus ihr sich ergebende Reihe fir 2, die Gleichung f(z,y) —= o nicht nur
formal befriedigt, sondern cine Wurzel derselben in einer endlichen Um-
gebung des Curvenzweiges (y = y,, |z — a| < ¢) wirklich darstellt.

Zum Beweise der Convergenz fithren nun die folgenden ganz all-
gemeinen Betrachtungen: Denkt man sich in einer Potenzreihe von einer
oder von mehreren Variablen, etwa in der Reihe:

p(&n) = X X pu iyt

t=0k=0

alle Coefficienten p, durch ihre absoluten Betrige ersetzt und diese noch
beliebig vergrossert, so erhilt man eine neue Reihe mit lauter positiven
Coefficienten:

p(en) = L 2, pul'r

fur welche allgemein p, > |p,| ist. Jede solche Reihe p(&) soll grasser
als die Potenzreihe p(&;) heissen, und diese Beziehung soll durch die Be-
zeichnung

p(&n) < p(én)

characterisirt werden. Ist z. B.

p()=p, + 06+ 08+ ...
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eine Potenzreihe von einer Variablen, deren Convergenzradius p, ist, ist
ferner p <p, und P gleich oder grosser als der grosste Werth, den
|p(€)| auf der Peripherie des mit dem Radius o um den Nullpunkt be-
schriebenen Kreises annimmt, so ist bekanntlich allgemein:

P
ka|<_;

=ok
es ist also nach unserer Bezeichnung:
£, ¢ .
p(6)<P<I +;)+;)—,+ >,

also fur alle Werthe |&] < p ist:
P

26 <L

1 .__§
P
Ist pun fir irgend eine Reihe p(&y) < p(&y), so folgt aus bekannten
Satzen der Functionentheorie, dass der Convergenzbereich von p(&7) gleich
oder grosser ist als der von p(&y); convergirt also die grdssere Reihe in
einer endlichen Umgebung der Stelle (¢ = o, » = 0), so ist sicher das
Gleiche fiir p(&7) der Fall

Ist ferner fir zwei Potenzreihen p(&)) und ¢(&%)

p(&y) < p(éy) » 9(&y) < 9(én)s

so ergiebt sich durch eine einfache Coefficientenvergleichung:

p(&n) + q(&n) < p(&) + 2(&y),
p(&n).q(&n) < p(&y).q9(&y)

und das Gleiche gilt fur die Summe und das Product von mehr als zwel
Potenzreihen.

Diese Satze wende ich jetzt auf die vorher gefundene Reihe

¢ = El(“l“)’?l + .-

an, deren Coefficienten ¢, (2 |a) convergente Reihen sind, welche nach ganzen
Acta mathematica. 23. Imprimé le 17 avril 1900. 46
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oder gebrochenen Potenzen von z — a fortschreiten; wir nehmen allgemein
an, sie schreite nach ganzen Potenzen von:

1
f=(@—af

fort.
Um nun die Convergenz jener Reihe:

&(&n) = (&) + (8t + ...

nachzuweisen, ersetzen wir alle Coefficienten ¢,(£) durch geeignet gewahlte
grossere Potenzreihen &,(€) und brauchen dann nur zu zeigen, dass die
go sich ergebende grossere Potenzreihe:

21(5']1) = & (&) + 52(5)73 + ...

in einer endlichen Umgebung der Stelle (§ =0, 7, =o0) convergirt. Da
nun in den Bestimmungsgleichungen:

5&(5) == Hk(glo(e) y 9ri(8))

die rechten Seiten aus den Reihen g(&) allein durch Addition und Mul-
tiplication gebildet sind, so werden alle jene Reihen vergrdssert, wenn
jede Reihe g(&) durch eine grossere ersetzt wird.

Es sei nun p, der Radius des gemeinsamen Convergenzkreises aller
Reihen g, (&); beschreibt man dann mit einem Radius p < p, einen Kreis
um den Punkt &£ = o und ist G eine positive Zahl die grosser als der
grosste Werth ist, den alle jene Reihen absolut genommen auf diesem
Kreise annehmen, so ist nach der obigen Bemerkung fur alle Reihen

910(€) » 9u(€) a
o) < 8(6) =%

I___...

p
Ersetzt man daher in der Bestimmungsgleichung (11) alle Reihen g,,(£),
g,(€) durch die eine grossere Reihe ®(&), so ergiebt sich eine Reihe ¢ (€7,)
welche sicher grosser ist als die zu untersuchende; ist demmach der Con-
vergenzbereich von ¢, endlich, so gilt dasselbe von {. Die neue Reihe
ist aber durch die Gleichung:
G = @5(5)(771 + 77‘135)

t+kn2
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definirt, und diese kann fir alle || < 1, |5 ] <1 in der einfacheren
Form geschrieben werden:

4 =6(9 (a—m— (r + ﬁ))

d. h. ¢, ist durch die quadratische Gleichung definirt:
A0—4+B=o

wenn zur Abkiirzung

A=1+6(8 B=7

gesetzt wird. Aus ihr ergiebt sich:

_ 1 —\1 —44B
G = 24 -

wo das negative Vorzeichen der Wurzel zu wablen ist, da sich ¢ fir
», = O oder fir B = o auf Null reduciren soll, und diese Wurzel kann
unter der Bedingung

(3) |44B| <1
nach dem binomischen Satze in die Reihe:
Z =B+ AB® + 24’B* + 5A°B* + ...

entwickelt werden, welche alsdann fur alle der Bedingung (13) geniigen-
den Werthsysteme £,y gleichmassig convergirt.
Aus dieser Bedingung (13)

|44B| = |4(1 + @(5))@(5)-1—1-—%|< ;

ergiebt sich aber unmittelbar die einfachere:

I I
Inl<armser =7, e\
%)
P

Wie nahe also auch p dem gemeinsamen Convergenzradius p, aller Reihen
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g(€), und wie nahe dann auch |£]| an p gewihlt werde, immer ergiebt
sich fir |y,| ein endlicher Convergenzbereich, und man erhalt so das
Resultat, dass die Reihe ¢ (&,%,) also a fortiori die kleinere Reihe ¢ (¢, 7,)
stets in einer endlichen Umgebung der Stelle § = o, 7, = o convergirt,
wenn man nur £ innerhalb des Convergenzbereiches der Reihen g(&) be-
liebig annimmt.

Substituirt man jetzt die so gefundene convergente Potenzreihe fur
1

§, in (G), ersetzt wieder & durch (z-— a)*, 7, durch (x_-?T)" und ¢

durch (—xf_&—-a)r o erhilt man jetzt aus (6’) als eine Losung der Gleichung
f(#,y)=o0 die folgende Reihe:

2 =¢@|a) + ¢(z|ay —y,) + @)y —v)* + - -

wo e, (x|a) die vorher gewahlte einfache Wurzel von f(e,, y,) =0 be-
deutet und allgemein:
&z |a)

€ (SU I a) = (Z . a)ia—'r

ist. Diese Reihen convergiren ebenfalls innerhalb des vorher bestimmten
Convergenzbereiches gleichmassig, namlich innerhalb eines Kreises, welcher
entweder mit dem Convergenzbereiche des Anfangsgliedes e, (x| a) identisch
ist, oder dessen Peripherie durch die nachste Nullstelle von f'(e,, y,)
hindurchgeht. Selbstverstandlich ist von diesem Bereiche noch die Stelle
#=a selbst auszuschliessen, wenn einige von jenen Reihen e,(z|a) mit
negativen Potenzen von 2 — a beginnen. Da diese Reihe 7, durch die

Substitutionen:

1
a

Zo(w—j(;la)= 1) (Z:Z;,,:m (@—a)=¢

in die vorher behandelte Reihe (&, 7,) ubergeht, so folgt, dass auch
diese Reihe 2z, als Function von z und y betrachtet stets innerhalb einer
endlichen Umgebung des Curvenzweiges y =y, gleichmissig convergirt,
wenn man z innerhalb des vorher angegebenen Convergenzbereiches der
Coefficienten e,(x|a) beliebig annimmt.

Endlich beweise ich noch, dass die so bestimmte convergente Reihe
2, die Gleichung f(#,y)=o0 in einer endlichen Umgebung des Curven-
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zweiges (y —y,) mit jeder vorgegebenen Genauigkeit befriedigt, hier also
wirklich eine Wurzel jener Gleichung darstellt. Die Function f(2, ¥, )
ist aber als ganze Function jener drei Variablen in einer beliebig grossen
endlichen Umgebung jeder endlichen Stelle convergent; ersetzt man also
jene drei Variablen durch die Ausdricke:

r=a + &%
yzyo + E'w)?]’
2=16,(&) + ¢,

wo ¢ die vorher gefundene Reihe

< :81(5)71 + 52(6)77? + ...

bedeutet und beachtet man dabei dass jene drei-Reihen in endlicher
Umgebung der Stelle (6= o0, 7, ==0), eventuell mit Ausschluss der Null-
stelle selbst, gleichmassig convergiren, so convergirt in derselben Um-
gebung auch die so sich ergebende Potenzreihe von € und 7,

Fle(€) + 6765 4, + €95 a + £°)

und kann also nach steigenden Potenzen von 7, geordnet werden, und
da hierbei wegen der Gleichungen fur die (&) alle Coefficienten iden-
tisch Null werden, so folgt, dass in der That die so bestimmte Reihe
4, eine Wurzel der vorgelegten Gleichung in der Umgebung der Stelle
(y=y,, x=a) darstellt.

§ 6. Die Entwickelung der algebraischen Functionen in der
Umgebung eines singuliren Curvenzweiges.

Durch die Untersuchungen des letzten Abschnittes ist bewiesen, dass
die » Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit ganzen rationalen Coeffi-
cienten

(1) flo, ay) =2"+ a1 (w)" " + ... + a,(zy)2 + a,(zy) =0
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in der Umngebung ecines Curvenzweiges (y=1y,, |7 — | < ) in gleich-
méssig convergente Reihen

(1) ey(z|a) + e, (x| )y —y,) + e(z|a)y —u)" + ..

entwickelt werden konnen, falls jener Curvenzweig regular ist, d. h. nicht
der Discriminantencurve angehort.

Wir wollen jetzt erstens die Voraussetzung fallen lassen, dass der
Coefficient A,(xy) = 1, dass also 2 eine ganze algebraische Function von
# und y ist, und dann auch die weitere, dass der Curvenzweig (y —y,)
ein reguldrer ist. Alsdann #ndert sich der Character der Potenzreihen
(1) fir die Wurzeln, wie jetzt gezeigt werden soll, einmal in der Weise,
dass dieselben auch mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von
¥ —y, beginnen konnen, wie dies vorher auch fir die rationalen Func-
tionen f(y, z) in der Umgebung einer ihrer Polcurven bewiesen wurde.
Zweitens aber konnen in der Umgebung einer singuliren Curve einige
von den Reihen fur die # Wurzeln nicht mehr nach ganzen sondern nach
gebrochenen Potenzen des Linearfactors y — y, fortschreiten, ahnlich wie
dies fur die algebraischen Functionen von einer Variablen in der Um-
gebung eines Verzweigungspunktes der Fall ist. Gerade diese singularen
Curven sind fir die ganze Theorie von fundamentaler Bedeutung, denn
sie spielen hier in der That dieselbe Rolle, wie die Verzweigungspunkte
der Riemannschen Flache in der Theorie der algebraischen Functionen
einer Variablen.

Um jetzt das vorgelegte Problem gleich in seiner allgemeinsten Form
zu umfassen und zu losen, stellen wir uns die folgende Aufgabe:

Es sei 2 als algebraische Function von z und y durch eine be-
liebige Gleichung:

(1) f(z, zy) = A,(zy) + A,(zy)z + ... + A, (@y)s" =0

mit rationalen Coefficienten definirt; es sollen ihre » Wurzeln in
der Umgebung eines beliebigen Curvenzweiges

Y=y, |z —a}l <o
durch convergente Reihen:

2, = e, (@] a)(y —yo)* + e,(@| D)y — %) + - ..
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dargestellt werden, welche nach steigenden Potenzen des zugehdrigen
Linearfactors fortschreiten, fir welche also ¢, <¢, <¢, < ... ist.

Zur Abkurzung setzen wir wieder

1

(2) (x_a)zzéa Yy—Y% =7

1
wenn die Potenzreihe y, nach ganzen Potenzen von (z — a)® fortschreitet;

alsdann entspricht der Umgebung des Curvenzweiges (y=y,, £=a) die
Umgebung der Stelle (=0, y==0). Wir denken uns dann die ( 4 1)
Gleichungscoefficienten A4,(x, y) nach ganzen Potenzen von y in der Um-
gebung von (§=o0, y=o0) entwickelt; dann mogen sich die folgenden
Reihen ergeben:

Ao(x ’ y) == ao(é)ﬂpo + bo(e)ﬂpﬁl + ...,
A4,@,y)=a,@E)" + b,E)" " + ...,

----------------------

4,2, y) = a, &)y’ + 0,E) " + ...,

(3)

wo also die ganzen Zahlen p ,p,, ..., p,, die positiv, negativ oder Null
sein konnen die Ordnungszahlen der Gleichungscoefficienten fir den Li-
nearfactor 7=y — y, sind, und die a,(&), b;(€), ... algebraische Potenz-
reihen nach ganzen Potenzen von & bedeuten.

Substituirt man diese Reihen fur die Coefficienten, so erhalt man
eine Reihe f(2, &) nach ganzen Potenzen von 2, & und y, welche, da
sie in Bezug auf 2 nur von endlichem Grade ist, in endlicher Umgebung
der Stelle (¢=o0, £ =0, 5 =0) gleichmassig convergirt. Setzt man nun
fir 2 eine nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von y fortschreitende
Reihe

(4) % ::eo(‘?)’?eo + ‘31(5)775l + ...

und convergirt diese ebenfalls gleichmassic in der Umgebung der Stelle
(6 =% =o0) so wird

f(ey, &, 1) = By(€)7* + BE)7* + - ..

eine ebenfalls nach Potenzen von 7 fortschreitende Reihe; diese wird
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dann und nur dann identisch Null, wenn alle Coefficienten B (&), B,(§), ...
identisch verschwinden; offenbar sind diese ganze Functionen der Coeffi-
cienten ¢,(¢),¢,(£),... von z,, wihrend die Exponenten r,, r,,... aus
den Exponenten ¢,, s, ... linear zusammengesetzt sind. Die Aufgabe,
die Reihe 2, als Wurzel der Gleichung f(z, &) — o zu bestimmen, re-

ducirt sich also darauf,

es sollen die unbekannten Exponenten ¢, ¢ ,¢,, ... und die
unbekannten Coefficienten e,(¢), €,(£), ¢,(€), ... der Reihe z, in (4)
so bestimmt werden, dass sich in der Entwickelung der Reihe:

f(zo ’ 5’7) = Bo(é)ﬂn + Bl(e)ﬂh + ...
alle Coefficienten B (&), B,(£), ... auf Null reducieren.

Wir suchen nun zunachst z, so zu bestimmen, dass das Anfangsglied
B,(&)7"° jener Entwickelung verschwindet, und wir. zeigen, dass durch
diese Forderung nur das Anfangsglied ¢,(¢)y* und zwar genau n-deutig
bestimmt wird, entsprechend den Anfangsgliedern der Potenzreihen, in
welche die n Gleichungswurzeln in der Umgebung der Stelle (¢ = =0)
entwickelt werden konnen.

Setzt man in die linke Seite der vorgelegten Gleichung:

f(z,xy)— 1% A (zy) 7

fiur die Coefficienten A;(x, y) ihre Entwickelungen (3) und fiir z die noch
unbekannte Entwickelung (4) von 2z, ein, so ergiebt sich fir f (2, , &m)
die Reihe:

f(2, &) = Z(a )7 + by + .. e + -}

und man erkennt ohne Weiteres, dass die Summe der Anfangsglieder der
(n + 1) Producte 4,7 gleich:

(5) A =a@E)r" + o@er™ + o )ay - + ...+ a, Oy

ist, und dass man fur einen gegebenen Werth des Exponenten ¢ das
Anfangsglied B, (§)n™ einfach findet, wenn man in £, () alle diejenigen
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Glieder a,(&)é}y"*+* zusammenfasst, fiir welche die Exponenten p; -+ ic, von
7 den kleinsten Werth besitzen.

Hieraus folgt zunichst, dass e, nicht so gewahlt werden darf, dass
nur eimer der (n + 1) Exponenten:

Po s Pyt &, vy pn T Mg,

den kleinsten Werth besitzt, denn ware etwa p; + ie, kleiner als alle an-
deren Exponenten p, + ke, so beginne die Entwickelung von f(z,, &)
mit dem einen Gliede niedrigster Ordnung a;(¢)eiz”** und 2, konnte
nur dann eine Gleichungswurzel sein, wenn a,(€)e, (€)' = o also, da a,(&) & o

ist, wenn ¢,(§) —=o ware. Es ist demnach e, so zu wahlen, dass minde-
stens zwei Exponenten etwa p, 4 ge, und p, + le, den kleinsten Werth
haben, d. h. dass die beiden Bedingungen erfullt werden:

(6) To = py + 98 = p, + le,
o+ key > 7o- (k=0,1,2,...,n)
Um nun alle Werthe von g, zu finden, welche diesen beiden Be-

dingungen (6) geniigen, wenden wir die folgende geometrische Reprasenta-

tion an, welche in beschrinkteren Umfange bei dem s. g. Newton’schen
Acta mathematioa, 23. Imprimé le 23 avril 1900. 47
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Parallelogramme benutzt wird. In einem rechtwinkligen Coordinaten-
systeme denken wir uns die (»n 4+ 1) Punkte:

QIo=(o’loo)’ sHl=(I,lo,), tr 91,,:(",,,0,,)

so fixirt, dass allgemein fur den Punkt %; die Abscisse z;=4¢, die Ordi-
nate y;=p;, d. h. gleich der Ordnungszahl des * Coefficienten A,(z , y)
in Bezug auf den Linearfactor 3 ist. Denkt man sich nun alle jene
Punkte A, , %, , ..., %A, durch parallele Strahlen auf die Ordinatenachse
projicirt, und sind B,, B,,..., B, die Projectionen jener n Punkte, so
ist allgemein die Ordinate von %, gleich p; 4+ i tg ¢, wenn ¢ der Steigungs-
winkel der Projectionsstrahlen ist. Setzt man also

g, =1tg o,

so dass also ¢, die Steigung der Strahlen 9%, bedeutet, so sind die Or-
dinaten der (n + 1) Projectionen 9 ..., gleich

PosPr+ €0y P2+ 280 00y pp T+ NE

sie stimmen also mit den Exponenten von % in (5) tiberein. Also wird
man den beiden Bedingungen (6) dann und nur dann genfigen, wenn die
Steigung e, so gewahlt wird, dass von den (n 4 1) Punkten 9, die beiden
untersten, etwa B, und B, zusammenfallen. Dieser’ Bedingung wird
offenbar geniigt, wenn als Projectionsstrahl eine Sehne 3%, so gewshlt
wird, dass alle anderen Punkte 9,...%, oberhalb oder auf jener Sehne
bzw. ihrer Verlangerung liegen, wenn jene Sehne also die Puuktreihe
o, Ay ..., A, nach unten begrenzt.

Alle diese Begrenzungssehnen und damit alle mdglichen Werthe von
g, findet man somit durch die folgende einfache Construction: Man ver-
binde den letzten Punkt oA, durch eine Gerade 9,9, mit demjenigen
Punkte 9,, welche von 9, aus gesehen am tiefsten liegt. Falls mehrere
Punkte auf dieser Sehne liegen, wahle man fir 9, den Zussersten von
jenen Punkten. Hierauf verbinde man 9, genau ebenso mit demjenigen
von den friheren Punkten, ¥, durch die Gerade 9,%,, welcher von %,
aus gesehen am tiefsten erscheint, und fahre in derselben Weise fort,
bis zuletzt ein Punkt %A, mit dem ersten Punkte 9, durch eine Sehne
%A, verbunden wird. Auf diese Weise ergiebt sich ein nach unten con-
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vexes Polygon 90,90,9¢ ... %,, durch welches die Punktreihe nach unten
begrenzt wird.

Es sei nun 9%, eine jener Begrenzungssehnen, %, = (I, p,) ihr An-
fangspunkt und 9, = (¢, p,) ihr Endpunkt, so dass > g, also in der Reihe
Wy Ayy .- o5 Ay, A, ein spiterer Punkt ist. Dann ist die Steigung e, der
Geraden 9%, durch die Gleichung:

e ]

g, = g

0

gegeben, also positiv, negativ oder Null, je nachdem p, = p, ist. Es seien
ferner der Reihe nach etwa

AW A A,
alle diejenigen unter den (» 4 1) Punkten, welche auf jener Sehne und
nicht fiber ihr liegen. Dann ist
To=/p: + leo=pr + ke, = p; + o= p1 + heo=p, + g0,
wihrend fur alle ibrigen oberhalb 99, liegenden Punkte 9,

o+ 2>,

ist. Dann ist das Aggregat B, () aller mit der niedrigsten Potenz y"
von  multiplicirten Glieder in der Entwickelung f(z,, &y) gleich:

ole,) = (€)es + a(E)el + . .. + a,(6)es;

es besteht namlich aus allen und nur den Producten a,(¢)e;, fur welche
die zugehorigen Punkte 9, auf dieser Begrenzungssehne 3,9, liegen. Wahlt
man also fur den Exponenten des Anfangsgliedes von z, —=e¢ (€)™ + ...

speciell diesen Werth __pl_z_—_—_,o

- ’

so verschwindet das zugehorige Anfangs-

glied B () dann und nur dann, wenn e (&) eine der ({ — g) von Null
verschiedenen Wurzeln der Gleichung ' Grades:

pley=a,&)e + ... + a,(5)¢’ =0,

oder also eine der Wurzeln der Gleichung (I — g)** Grades:

S0(e) =a ()~ + a,E)é + ... + ) =0
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ist, deren Coefficienten @,(¢)... algebraische Potenzreihen von ¢ sind.
Diese Gleichung besitzt nun genau (I —g) Wurzeln welche in irgend
einer Reihenfolge durch

ef,”’)(é) , ef,”“)(é) s ey 6’%')(5)

bezeichnet werden mdgen; auch sie sind simmtlich bestimmte algebraische
Potenzreihen die im Allgemeinen nach ganzen Potenzen, und nur dann
nach gebrochenen Potenzen von & fortschreiten, wenn die Stelle £=o0
gerade einem Verzweigungspunkte der der Gleichung ¢(e) = o zugehorigen
Riemann’schen Flache entspricht.

So ergiebt sich das folgende Resultat, welches der Einfachheit wegen
nur far den in Fig. 2 angenommenen Fall von drei Begrenzungssehnen
ausgesprochen werden mag, das aber natirlich ganz allgemein gilt:

Damit eine Potenzreihe:

2y =eo(5)’76° + 61(5)7El + ...

eine Wurzel der Gleichung f(z, &) in der Umgebung der Stelle
(§ =0, = 0) darstelle, muss zunichst der Exponent ¢, ihres Anfangs-
gliedes einen der Werthe:

Lo L U e L2 PN i Sl .

€ s &g = & = I —n

o O—38

besitzen, welche der Steigung der drei Begrenzungssehnen

QIJQIO b QI‘ ‘IIJ bJ QIuQIt
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gleich sind. Damit ferner ¢,(&) der einem jener drei Exponenten
€, 505 € zugehdrige Anfangscoefficient sei, muss g, eine von Null
verschiedene Wurzel von einer der drei zugehorigen Gleichungen sein

ole)=a()e + ...+ a() =o,
<e>=a,<5)e F oot a@e—o,
(6) =an<5)e + ...+ at(E)e =0,

deren linke Seiten aus denjenigen Producten a;(£)é¢' gebildet sind,
fur welche die zugehorigen Punkte ; bzw. auf der ersten, zweiten,
dritten Begrenzungssehne liegen.

Da so zu den Exponenten ¢,,e),e) bzw. je s,{ —s,n—1¢ von
Null verschiedenen Coefficienten ¢,(£) gehéren, so ergiebt sich die Anzahl
der moglichen Anfangsglieder ¢ (€)% genau gleich s+ (¢ —s) + (n —)=mn.
Im Folgenden soll nun weiter gezeigt werden, dass in der That zu jedem
dieser # Anfangsglieder eine und nur eine Gleichungswurzel gehort, d. h.
dass man wirklich eine Darstellung aller # Wurzeln jener Gleichung in
der Umgebung der Stelle (6 = 0, y = o) auf diese Weise erhalt.

Fig. 3.

Wir ziehen aus diesem Resultate gleich eine fur das Spatere wichtige
Folgerung: Es sei z eine ganze algebraische Function, es seien also in
der Gleichung:

f(a) =&"+ a,_,(wy)z" + ...+ a,(zy) =0
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alle Coefficienten ganze Functionen von z und y. Ist dann P(xzy) eine
beliebige irreductible ganze Function von # und y, und y —y, einer
seiner Linearfactoren in y, so beginnen die Entwickelung aller Coefficienten
a,(ry) nach Potenzen von y —y, mit nicht negativen Potenzen; es sind
also in den Entwickelungen (3) alle Exponenten p;> o0 und p, = 0 da
A, (zy) = 1 ist. In dem zugehdrigen Diagramme besitzen also alle Be-
grenzungssehnen nothwendig eine positive Steigung oder die Steigung Null,
und es ergiebt sich somit der Satz:

Ist 2z eine ganze algebraische Function, so kann die Gleichung
f(2, 2y) = o niemals durch eine Reihe ¢ (x)(y—y,)* + ... befriedigt
werden, deren Anfangsglied von negativer Ordnung ist.

Fur die Folge brauchen wir nur die Entwickelung von einer jener
n Wurzeln zu finden; ist namlich bewiesen, dass jede Gleichung mindestens
eine solche Reihe als Wurzel besitzt, so wird sehr einfach gezeigt werden,
dass jede Gleichung genau so viele solche Wurzeln hat, als ihr Grad
angiebt. Wir wollen daher im Folgenden nur eine und zwar eine von
denjenigen Reihen ¢,(&)y™ 4 ... aufsuchen, deren Ordnungszahl ¢, den
grossten Werth hat. Fur sie ist ¢, einfach die Steigung der lefsten Be-
grenzungssehne 9,9, in dem Diagramme, d. h. es ist

€o=u=Maw<p°_p‘ Lo —Ps .. &_-—___‘o")’

8 1 72 2T e
wo also s so zu wahlen ist, dass jener Quotient moglichst gross ist. Far
diese speciellen Wurzeln hochster Ordnung gilt daher der Satz:

Fiar die Reihen ¢ (&)y* + ... hochster Ordnung, welche die
Gleichung f(2) =o0 in der Umgebung der Stelle & = =0 be-

friedigen, ist ¢, = &:—pi , Wo s 80 zu whahlen ist, dass ¢, moglichst

gross ausfallt, und der Coefficient ¢, ist eine der s Wurzeln der
Gleichung s*" Grades:

20(C0) = a,(8)6h + ... + a,(E)et + a,(E)eh + ... + a(§) =0
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WO @,...@,a,...q, die Anfangsglieder von denjenigen Gleichungs-
coefficienten 4,... 4,, 4, ... 4, sind, fur welche die Quotienten

__Po"—Pk:_Po—"Ph:

Lo 70 =

8 k h

ebenfalls gleich &, sind.

§ 7. Berechnung einer Gleichungswurzel aus ihrem Anfangsgliede.

Es sei nun ¢, (&)y* das Anfangsglied einer der s Wurzeln hochster
Ordnung der Gleichung f(2)=o0; es sollen jetzt alle folgenden Glieder
jener Wurzel gefunden werden. Zu diesem Zwecke ersetzen wir z durch
die neue Variable 2z, welche durch die Gleichung:

(1) z=e7" + 2,
mit # zusammenhingt, dann ist also:
(1) 2, =en" +ent 4 ...

das Aggregat der noch unbekannten folgenden Glieder unserer Reihe. Die
neue Unbekannte ist dann die Wurzel der Gleichung »*® Grades:

! o it o (n) o
fe) =l +2) = Flen) + 2, L0 4 L0 4 g 00T o,

X |2 |
d. h. 7, gentigt als Function von £ und y betrachtet einer Gleichung:
(2) (&) =4i(&n) + AiEn)a, + ... + Au(Ep) st =0,

in welcher allgemein:

(*)(e_po
Ai(en) ==

ist.
Hier ist nun wieder

& =el(e)77€‘ + 62(5)7752 + ...

so zu bestimmen, dass in der Entwickelung von

fie)=rfleq + ..)=ByE)g" + ...
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nach Potenzen von 7 alle Coefficienten B;(£), ... der Potenzen von
der Reihe nach verschwinden; hierzu muss zunichst wieder der Exponent
¢, und der Coefficient e (£) des Anfangsgliedes so bestimmt werden, dass
sich das Anfangsglied B;(¢) auf Null reducirt, und diese Bestimmung kann
offenbar wortlich ebenso gemacht werden wie dies im vorigen Abschnitte
fur ¢,(¢) und e, angegeben wurde.

Um diese Aufgabe zu losen, denke ich mir die neuen Gleichungs-
coefficienten A4;(£7) nach Potenzen von 7 cntwickelt, und es sei:

(3) A;(Eﬂ) = a,’,(f)n"" + ..., (E=0,1,...,%)

so dass also allgemein 4; die Ordnungszahl p; in Bezug auf % besitzt,
und ich construire nun die Punktreihe 9,%;... %A, welche die Coordi-
naten (0, o), (1,p1),..., (®, p,) besitzen. Begrenzt man diese Punkte
wieder von ¥, ausgehend nach unten durch ein convexes Sehnenpolygon,
so muss ¢, notwendig die Steigung einer jener Begrenzungssehnen sein. Soll
ferner die Ordnungszahl e, von z, ebenfalls moglichst gross sein, so muss
fur e, die Steigung der letzten Begrenzungssehne gewahlt werden. Wir
wollen auch hier diese weitere Bedingung einfithren, da es nur auf die
Bestimmung einer Wurzel ankommt. Nach dem am Schlusse des vorigen
Abschnittes bewiesenen Satze ergiebt sich dann fir den Exponent e, die
Bestimmung

€1=Po~P.=Max(poTpx e . S Po—Pn)’

8 2 n

wo s, also so zu whahlen ist, dass jener Quotient so gross als mdglich
ausfsllt, und der zugehorige Coefficient e, (£) ist eine der s, Wurzeln der
Gleichung s,"* Grades:

gi(e)=a,(&)es + ... + al(€)e + ... + ai(§) =0,

wo a,(€)...aj(8)...a,(¢) die Anfangsglieder von allen und nur den
Coefficienten ... 4;... sind, fur welche die zugehorigen Punkte 9, ...9...90¢
auf der letzten Begrenzungssehne dieses zweiten Diagrammes liegen.

In derselben Weise fortfahrend kann man nun beliebig viele Glieder
jener Reihe berechnen. Man miisste jetzt nachdem das Glied ¢, (&)™ be-
stimmt ist, statt #, die neue Unbekannte 2, durch die Gleichung:

2 = 61(5)77e’ + 2,



Uber eine neue Theorie der algebraischen Functionen zweier Variablen. 377

bestimmen; dann gentigt 2, der Gleichung »'® Grades:

fa(‘%) = f;(exvsl + 2) =4 (577) + A;'(EV)% + ...+ A;'(&?)Z; =0

und das Anfangsglied e,(£)y* von 2, kann aus dieser Gleichung genau
wie vorher angegeben wurde, berechnet werden u. s. f.
Auf diese Weise erhalt man eine Reihe:

) 260(5)7750 + 6’1(5)’78‘ + ..

deren Glieder durch ein wohl definirtes Verfahren beliebig weit berechnet
werden konnen. Wir werden jetzt beweisen, dass diese Reihe nach stei-
genden ganzen oder gebrochenen Potenzen von 7 fortschreitet, dass sie in
einer endlichen Umgebung der Nullstelle gleichmissig convergirt, und in
dieser eine Wurzel der vorgelegten Gleichung darstellt.

§ 8. Die gefundene Reihe z, schreitel nach steigenden Potenzen
von y fort.

Ich zeige zunichst, dass die im vorigen Abschnitt bestimmte Reihe
2, =e,(&)n* + €,(€)y* + ... in der That nach wachsenden Potenzen von
7 fortschreitet, dass also stets ¢, <& <e, <... ist. Da aber allgemein
der Exponent ¢,.; auf genau dieselbe Art aus e, hervorgeht wie e, aus
e, bestimmt wurde, so braucht nur der Beweis gefithrt zu werden, dass
e, > ¢, ist. Hierzu fuhrt nun die folgende principiell wichtige Uber-
legung, mit deren Hulfe nicht nur diese specielle, sondern auch alle an-
deren hier sich darbietenden Fragen iiber jene Reihe, ausgenommen die
nach ihrer Convergenz, beantwortet werden konnen.

Der Gleichmassigkeit wegen werde die im vorigen Abschnitte in der

Lo — Ps
S

Gleichung ¢, = eingefithrte Zahl s im Folgenden mit s, bezeichnet,

es sei also: e, =’3€ﬁ die Ordnung des Anfangsgliedes unserer Reihe,
e
und

500(8):“50(5)6‘0 +.oF ao(é)

die linke Seite der Gleichung s, Grades, deren Wurzel der Anfangs-

coefficient e, ist. Setzt man dann in f(2) 2= 5™, wo ¢ eine Unbestimmte
Acta mathematica. 28. Imprimé le 21 avril 1900, 48
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bedeutet, so beginnt die Entwickelung von f(ey*) nach Potenzen von 7
mit ¢ (e)y™, d. h. es besteht fiir ein variables ¢ die Gleichung:

(1) flen) = gy(€)7™ + ¢oles 77

WO p, > p, ist.
Setzt man in dieser Identitat

%
e=¢e, +%

so wird ihre linke Seite:

(1) fler™ + &) =fila) =4 + 4iEn)a + ... + A&,

d. h. durch jene Substitution geht die linke also auch die rechte Seite
von (1) in die Gleichung f,(s,) tber, deren Wurzel z, — ¢ + ... ist.
Diese Gleichung liefert daher auch eine directe Bestimmung der Ordnungs-
zahlen p;, welche die Gleichungscoefficienten 4;(§y) in f,(z,) besitzen;
entwickelt man namlich in der aus (1) und (1) folgenden Gleichung:

fi(2) =7"¢, <eo + %) + 77;‘7¢o<eo + ;z:_o: 77>

die rechte Seite mit Hiilfe des Taylor'schen Satzes nach Potenzen von z,,
so folgt:

° 4 % ¢;'<60) Zf
) =7 (pule) + gited) 2+ B0 ot )

(e )+ e D )

man erhalt also durch Coefficientenvergleichung fir die (n 4 1) Glei-
chungscoefficienten A4;(¢7) die folgenden Entwickelungen nach Potenzen
von 7:
® - ®
4i(6n) = 77"“‘“'—”’—‘1—;@ + 77”““'3°£°—F;§—"72°

Da aber p, > p, war, so folgt, dass die Ordnung p; von A4;(éy) stets und
nur dann gleich p, — ke, ist, wenn ¢{’(¢,) &= 0, im entgegengesetzten
Falle aber sicher grosser als p, — ke, ist. Man kann also fur jeden
Werth von %

(2) p,',=po — ke, + 0, #=0,1,...,n)
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setzen, wo d, nur dann verschwindet, wenn ¢{?(e,) == o ist, sonst aber stets
einen positiven Werth hat.

Die Reihe ¢, ist nun eine der s, Wurzeln der Gleichung ¢ (¢,) = 0;
um gleich die allgemeinste Annahme zu machen, werde vorausgesetzt,
dass ¢, eine A-fache Wurzel derselben, dass also:

500(60) = (e - eo)lo_fzo(eo)

ist, wo jetzt ¢,(¢,) &= 0 ist. Alsdann verschwinden bekanntlich die A; ersten
Ableitungen:

2o(e) s pile), ¢y’ (e)y ..., ¢i(e)

fiir e = ¢, wahrend ¢{®(e ) sicher nicht verschwindet. Daraus folgt, dass
in der obigen Gleichung (2) die A, ersten Zahlen d,, d,,..., 6, sicher
positiv, ¢, aber sicher gleich Null ist, dass also

(2) P = Py — A&,

Mit Hiilfe dieses Resultates kann nun leicht bewiesen werden, dass
g, > ¢, ist. In der That war:

—~—1 z -

1 I 9 2 y s vy n

. ,_pf):pi,:Max (pé—pi Lo — P pé—pé).

3

Nun ist aber allgemein wegen (2)

<’1“’ o 80_ o_ko+6 30—8
pkpk=(‘é+) (pk : k)=€o+“'kk

algo:

_ 0, — d, — 0
81=Max(...so+8°k6"...)=eo+Max<°I 3‘, " ’,...),

. , . . . .y 0, — 0y
und von jenen % Briichen ist mindestens einer, namlich =——

o B e
PR positiv,
also ist sicher:
J,
e e
und hiermit ist jener Beweis vollstindig erbracht, d. h. es ist erwiesen, dass
jene Reihe nach steigenden Potenzen von y fortschreitet.
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§ 9. Theilung der Reihe 2, in ihren reguldren und
irregularen Theil.

Aus denselben Betrachtungen folgt aber jetzt ein weit wichtigeres
Resultat far unsere Reihe z,.
Der erste Coefficient ¢, war eine A -fache Wurzel der ersten Coeffi-
cientengleichung ¢ (¢)=o0 vom Grade s,. Ganz ebenso ist die zweite
Coefficientengleichung
¢,(e)=o0

vom Grade s,. Wir fithren jetzt den wichtigen Nachweis, dass stets
s, <s, ist, und zwar zeigen wir gleich die Richtigkeit des folgenden sehr
viel tiefer gehenden Satzes:

Der Grad s, der zweiten Coefficientengleichung ¢,(e)=o0 ist
hochstens gleich der Zahl A, welche den Grad der Vielfachheit der
Wurzel e, in der ersten Coefficientengleichung angiebt.

Jener Grad s, ist namlich die grosste Zahl, fir welche der Quotient

p(’)—p"?__ ao—.ak
%t

moglichst gross ausfallt. Hieraus folgt aber leicht, dass s, nicht grosser
als A, sein kann. Ist namlich k¥ > 4, so ist

S, — 0 _ 8 —d _8, 8 —d,
PR RS s

0

0

weil k> A, 0, >0, und 8, = o0 ist; es ist also stets

Py —PE _ Po— Pi,
PR

0

d. h. der Grad s, der zweiten Coefficientengleichung muss eine der Zahlen
I,2,...,A sein, w. z. b. w.

Sind jetzt ¢,(e) =0, ¢,(e) =0, @,(€) =0, ... die erste, zweite, dritte,
... Coefficientengleichung fiir unsere Reihe, und sind ¢,, ¢, , ¢e,, ... baw.
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Ay » A, , A,-fache Wurzeln jenerGlei chungen u. s. w., so kann man ihre linken
Seiten folgendermassen schreiben:

e (6) = (e — eo)%—fzo(e)’
¢, (e) = (e — 31)1’531(3%
¢a(e) = (6 — e,)"py(e),
wo allgemein ¢,(¢) die Wurzel e = ¢, nicht mehr enthalt. Sind endlich

Sy» 838, .. die Grade jener Gleichungen, so folgt aus dem soeben be-
wiesenen Satze, dass:

und es zeigt sich so, dass fur eine beliebige k + 1'® Coefficientengleichung
im Allgemeinen:
S < S,

ist; nur dann kaon s,,, = s, sein, wenn auch A, =s, ist, d. h. wenn die
néchstvorhergehende Coefficientengleichung:

pi(e) = (e —e)"

ist, also nur die einzige Wurzel ¢, besitzt. Da somit die Grade s,,s,,5,,...
der Coefficientengleichungen, wie weit man auch gehen mag, immer ab-
nehmen, oder gleich bleiben, so miissen von einem gewissen Gliede an
alle folgenden Gleichungen von einem und demselben Grade sein. Es

sel e, (&) jenes Glied und es sei
S§=8=S541=8ys~...

der gemeinsame Grad aller jener Coefficientengleichungen. Nach dem
soeben bewiesenen Satze besitzt dann aber jede der folgenden Glei-
chungen ¢,(¢)=o0 nur eine einige Wurzel d. h. es ist, wie weit man
auch in der Reibe 2, gehen mag:

507(6) = (8 - 8.,)',
(1) Peri(e) = (e —e.,),

------------
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Im folgenden Paragraphen wird bewiesen werden, dass jene Gleichungen
(1) stets linear werden, d. h. dass s=1 ist, falls die Gleichungsdiscri-
minante D(zy) nicht identisch verschwindet, falls also die Gleichung
f(#z,ry)=o0 fur variable z,y keine gleichen Wurzeln hat. Fuar die
folgenden Betrachtungen konnen wir aber auch s> 1 voraussetzen.

Auf das in (1) angegebene Resultat grindet sich nun eine wichtige

Eintheilung der ganzen Reihe 2, = X ()7, Wir bezeichnen namlich das

Aggregat:
(=eE)p* + ... + ea(§)y

der 7 vor jenem Elemente e (£)y° stehenden Glieder als den irreguliren
Theil von 2z, und die ganze ubrigbleibende Reihe

z=e(&)g " + e (&) ...

als den regularen Theil von 7. Nach dem soeben Bewiesenen besteht
dann der irregulire Theil ¢ von 2, = {+ 7z stets aus einer endlichen
Anzahl von Gliedern. Um jetzt die Fundamentaleigenschaft des reguliren
Theiles z zu finden, bilde ich die Gleichung 7(2) = o, der z allein geniigt.
Dieselbe kann folgendermasgen geschrieben werden:

A =rC+D=(O+ @)+ .. + zil)gl

=4,én) + 4z + ... + 4. =o.
%)

'i
so erhalt man Reihen, welche im Allgemeinen nach gebrochenen Potenzen
von % fortschreiten, denn ihre Exponenten setzen sich ganzzahlig aus den
Exponenten ¢, ¢,,...,&,, zusammen; ist also b der Generalnenner jener 7

Exponenten ¢;, so schreiten die Entwickelungen aller Coefficienten 4, nach
1

ganzen Potenzen von #° fort. Die Ordnungszahlen p,,p,, ..., p, dieser
Gleichungscoefficienten 4,(¢7), ..., 4,(éy) sind also auch Briche mit dem
Nenner b, sie konnen also alle in der Form

Entwickelt man alle jene Coefficienten 4;(¢7) = nach Potenzen von 7,

el

4

=y

geschrieben werden, wo ¢,,¢,,..., ¢, ganze Zahlen bedeuten. Die Coeffi-
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cienten der einzelnen Potenzen von 7 sind aber algebraische Potenzreihen
von &, welche durch die irreguliren Reihencoefficienten ¢ (¢),¢,(¢),...,
é._,(¢) rational ausdriuckbar, also mit ihnen gleichverzweigt sind.

Man kann nun fir alle reguliren Glieder unserer Reihe die beiden
folgenden Saitze aussprechen:

1) Alle reguléren Exponenten ¢, , ¢.,,, ... sind simmtlich Briiche
mit dem Generalnenner der z ersten Exponenten.

2) Alle regularen Coefficienten e.(£), e,.1(§), ... sind simmt-
lich durch die 7 ersten Coefficienten rational ausdriickbar, also mit
diesen gleichverzweigt.

Beide Sitze brauchen wieder nur fur das erste Glied e (&) bewiesen
zu werden, da sie fur alle spaterer in gleicher Weise folgen. Nun er-
gaben sich fir e, und e.(¢) die Bestimmungsgleichungen:

s(s — 1)82

= O.
1.2 °°

et—...t+e

oG

(2) ople)=(—e)y=¢—see +

Zunachst ist hier e, die Steigung der letzten Begrenzungssehne 3(,9(, des zu-
gehorigen Diagrammes, und in p(e) treten die Anfangsglieder von allen

An

und nur den Gliedern 4,(£9), 4,(¢%), ... auf, fir welche die zugehdrigen
Punkte 9, % ,... auf und nicht iiber 9%, liegen. Nun treten aber
in g(e) in (1) alle Glieder mit von Null verschiedenen Coefficienten auf;
es liegen also alle Punkte %, 3%,, ..., %,_, auf jener Begrenzungssehne,
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und ihre Steigung e, stimmt also auch mit der Steigung von 9, 9, iiberein,
es ergiebt sich also in diesem Falle fiir jene Steigung e. der einfachere
Ausdruck:

=;’o—:51_to—'tl

1 b

€;

d. h. auch ¢, ist ein Bruch mit demselben Nenner b, w. z. b. w.
Zweitens sind alle Coefficienten von p(e)=(e—e,)' =€ —se e, + ...
die Anfangsglieder der Entwickelungen der zugehdrigen Coefficienten 4,
4,,...,4,, also durch ¢ (£),¢,(£),...,e_,(§) rational ausdrickbar. Also
ist auch speciell se (&), der Coefficient von ¢!, ebenfalls rational durch
(&) ...e._,(é) ausdrickbar, also gilt das Gleiche far e*(€) selbst, und
damit ist auch der zweite Theil unserer Behauptung erwiesen.
Man erhalt also das wichtige Resultat, dass die durch unser Verfahren

bestimmte Reihe ¢ (€)% 4 ... nach steigenden ganzzahligen Potenzen von
1

7° fortschreitet, wo b eine bestimmte ganze Zahl bedeutet, welche sich aus

der Natur der zu Grunde gelegten Curve 5=y — y, von selbst ergiebt.
’ 1

Ersetzen wir wieder » und ¢ bzw. durch y —y, und (x—a); 80
ergiebt sich der folgende Ausdruck far unsere Reihe:

h+1

2, = e, (x| a)(y _"?/o); + ena (@] )y — yo)T + ...,

und die Coefficienten sind algebraische Potenzreihen von z — a welche
ebenfalls nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von z — a fortschreiten.

Aus der Untersuchung des s. g. reguldren Falles im § 4 ergiebt sich,
dass fiir alle Curven, welche nicht Theile der Discriminantencurve sind,
stets b =1 ist, denn fiir alle diese Curven schritten ja die sammtlichen
# Reihen fiir die Wurzeln von f(2) = o0 nach ganzen Potenzen von y —y,
fort. Far die Discriminantencurven konnen aber einige von den Wurzeln
nach gebrochenen Potenzen von y—y, fortschreiten, und gerade diese
Entwickelungen sind hier von besonderer Bedeutung, da sie denjenigen in
der Umgebung eines Verzweigungspunktes in der Theorie der Functionen
einer Variablen entsprechen

Die Reihe ¢, —Ze,(x[ )y—yo)b befriedigt nun die Gleichung

(2, zy)=o0 formal; setzt man namlich diese Reihe fur z in f(2) ein, und
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entwickelt die so gefundene Function ebenfalls nach Potenzen von y —y,,
so fallen die Coefficienten der einzelnen Potenzen von y —y, fort, d. h. die
linke Seite beginnt mit einer beliebig hohen Potenz von y —y,, wenn
man in jener Reihe fiir # von vorn herein geniigend viele Glieder be-
ricksichtigt. In der That sei:
» :
a=e@|ay —y,) F ...+ e@|a)y —y)
das Aggregat der (I 4 1) — & ersten Glieder jener Reihe; dann ist, wie
oben gezeigt wurde, die Ordnungszahl von f(z) gleich o’ und pf ist

ebenfalls ein Bruch % mit dem Nenner . Bildet man nun die Ordnungs-

2
b
zahlen oY, oV, p0+9, ... von f(#), f(%s1) s [(Z4ss)» - - - S0 erhilt man
eine Reihe von Briichen mit dem Nenner b

beachtet man dabei, dass nachdem a. S. 378 N° (2) gegebenen Beweise jene
Ordnungszahlen eine wachsende Reihe bilden, so folgt, dass auch von den
ganzen Zablen ¢,,¢,,,, ... jede folgende grosser ist als die vorhergehende,
dass somit diese, also auch die Zahlen p{’, zuletzt éiber jedes Mass hinaus
wachsen, und damit ist gezeigt, dass die gefundene Reihe in der That
die vorgelegte Gleichung formal befriedigt.

§ 10. Die n Congruenzwurzeln der Congruenz f(z)=o.

Im vorigen Abschitt ist bewiesen worden, dass fiir jede Gleichung
f(#, xy) =0 mindestens eine nach Potenzen von (y — y,) fortschreitende
Reihe 2z, = P(y|y,) existirt, durch welche sie formal befriedigt wird. Wir
wollen zunichst nachweisen, dass die Anzahl der Potenzreihen $(y|y,)
welche die gleiche Eigenschaft besitzen stets gleich dem Grade jener Glei-
chung ist; erst dann konnen wir weiter den Beweis erbringen, dass jene
# Reihen in einem endlichen Bereiche gleichmassig convergiren, und hier
die # Wurzeln der Gleichung darstellen.

Zu diesem Zwecke spreche ich die Beziehung der vorher gefundenen

Reihe 2, = P(y|y,) zu der Function f(z, #y) in einer mehr arithmetischen
Form aus.

Acta mathematica. 23, Imprimé le 18 mai 1900, 49
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Wihlt man statt jener ganzen Reibe, nur einen beliebigen Theil

h 1

2= eh(w ‘ a)(y - yo)o— +... .+ cl(x ‘ a)(y - yo);

und substituirt diesen in f(z, zy) so wird f(z,, zy) durch eine ganz be-
stimmte Potenz (y — y, )™ theilbar, d. h. es ist:

f(zl) = (-7/ - yo)m‘ G(y lyo)’

wo G(y|y,) eine ganze Function von y — y, bedeutet. Wir sagen daher:
2, ist eine Wwurzel der Congruenz:

(1) f(z)=o0 (mod (y —y,)™),

den Congruenzbegriff genau in dem in der Arithmetik gebrauchlichen
Sinne aufgefasst. Lassen wir nun / grosser und grosser werden, so wichst
m, ebenfalls mehr und mehr, und kann grosser als jede noch so grosse
Zahl gemacht werden. Jene Reihe 2, kann demnach als Wurzel der

Congruenz:
f(s)=0 (mod (y —y,)*)

definirt werden, wenn M eine beliebig gross anzunehmende Zahl bedeutet.
Wir wollen die in den vorigen Abschnitten gefundene Rcihe

f=Z ey —u,)

nunmehr durch z, bezeichnen; dann kann jenes bisher gefundene Resultat
jetat folgendermassen ausgesprochen werden:

Jede Congruenz:
(2) f(z)=o0 (mod (y — y,)")

fur eine beliebig hohe Potenz von (y — y,) als Modul besitzt min-
destens eine Congruenzwurzel

5, = Sa(z|a)ly —u,) .

Der Beweis nun, dass jene Congruenz genau n Wurzeln besitzt, griindet
sich auf den Hulfssatz:
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Ist 2 =2, eine Wurzel der Congruenz (2), so ist f(z) modulo
(y —y,)" durch den zugehorigen Linearfactor # — 2, theilbar, d, h.

es ist:

(2) f(2) = (s — 2,)fi(2) mod (y — y,)*.

In der That, ist f(z,) durch (y —y,)* theilbar, so ist:
(3) fa)=1(2) — f(a) = (e —2)f,(2) mod(y —y,)"
wo

fi(z) = (&) = 1) —1(Z, )2 + ... 4+ B (2y)

z— 3z

eine ganze Function (n — 1) Grades von z mit rationalen Functionen
von z,y,y, als Coefficienten ist.

Auch fir die Function f,(z) kann man nun durch unsere Methode
eine Reihe 2z, bestimmen, welche nach Potenzen von y — y, fortschreitet
und die Gleichung f,(#) = o formal befriedigt. Nach dem soeben be-
wiesenen Satze ergicbt sich so fur f,(z) die folgende Congruenz:

fi(8) = (e —2,)f,(2) mod (y —y,)*,

wo f,(2) eine ganze Function (» — 2)*" Grades und M, eine beliebig grosse
Zah] bedeutet, und diese Congruenz vertritt eine Gleichung:

h(e) = e —a)h(2) + G — )G,z 9).
Setzt man diesen Werth von f£;(2) in (3) ein, so folgt:
f(z) = (Z - ZI)(?J“— za)f?(z) + (z - Z,)(:I/ - yo)M2G2<z ’ 3/) mod (?/ - yo)Ml'

Wihlt man endlich die ganz beliebige Zahl M, so gross, dass das zweite
Glied durch (y — y,)" theilbar jst, so ergiebt sich die Congruenz:

f(5) =z —2)(e — £)fy(2) mod (y — )"

In derselben Weise kann man weiter schliessen: man bestimmt jetzt eine
Waurzel 2, von f,(¢)=o0 u. 8. w. und gelangt so zuletst zu der fiir eine
beliebig hohe Potenz (y — y,)¥ giiltigen Congruenz:

(4) f(e)=A(e—2)e—2,)...(—2z,) mod @y — y,)¥,



388 K. Hensel.

wo A eine Function nullten Grade in z ist, welche sich durch Coeffi-
cientenvergleichung gleich A4,(z,y) bestimmt. Aus dieser Congruenz folgt
zundchst, dass 2, ,2,,...,2 simmtlich ebenso wie 7z, Congruenzwurzeln
von f(z)=o sind, denn fiir 2 = z; wird die rechte Seite, also auch die
linke Seite f(z;) durch (y — y,)* theilbar, wo M beliebig gross angenom-
men werden kann.

Ebenso leicht erkennt man aber, dass keine andere Reihe z, eine
Waurzel von f(2) =0 sein kann. Substituirt man namlich z =z, in (4),
80 misste:

f)=Ag, —2,)(2p — 2,) . .. (3, — 2,) =0 mod (y —y,)¥

sein; aber jenes Product von (n 4 1) Factoren kann nur dann durch eine
beliebig hohe Potenz von (y —y,) theilbar sein, wenn mindestens einer seiner
Factoren eine belichig hohe Potenz dieses Linearfactors enthalt und dies
ist wiederum nur dann der Fall, wenn entweder A = o ist, oder wenn
#, einer der n Reihen ¢, ..., 2z, gleich ist.

Der Einfachheit wegen denken wir uns von vorn herein den Coeffi-
cienten A4,(xy) von 2" durch Division zu Eins gemacht. Denkt man sich
dann in der soeben gefundenen Congruenz:

A, () 4+ A (ay) = (z-—— 2)...(z—z,) mod (y —y,)¥

die Coefficienten der einzelnen Potenzen von z auf beiden Seiten verglichen,
so ergiebt sich, dass die aus den » Potenzreihen 2, 2,,..., 2, gebildeten
elementaren gymmetrischen Functionen den Gleichungscoefficienten gleich
sind, abgesehen von einer beliebig hohen Potenz von (y — y,)¥. Hieraus
folgt weiter dass iiberhaupt jede symmetrische Function der » Wurzeln
einer bestimmten rationalen Function von # und y congruent ist.

Speciell nennen wir auch hier das Product z 2, ...z, aller n Wurzeln
die Norm wvon z und bezeichnen dasselbe durch N(z). Dann ergiebt sich
fur diesc Function die bekannte Gleichung:

N(z2) = (— 1)"4,(2y);

jene Norm stimmt also abgesehen vom Vorzeichen mit dem von z freien
Gliede der Gleichung f(2) = o uberein.

Aus diesen Thatsachen ziehen wir zunachst die Folgerung dass jene
n Congruenzwurzeln 2, 2,,..., 3, sicher von einander verschieden, sind,
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wenn die Gleichung f(2)=o0 lauter verschiedene Wurzeln besitzt. Waren
namlich zwei jener Reibhen gleich, so wire das Differenzenproduct

Dz ...2)= U(z—2)

i=k

identisch Null; nach dem soeben bewiesenen Satze ist aber diese symme-
trische Function D, ...s,) modulo (y —y,)* der Discriminante D(zy)
der Gleichung f(z) = o congruent, und diese miisste daher ebenfalls durch
jede noch so hohe Potenz (y —y,)* von y —y, theilbar sein, was nur
dann moglich ist, wenn D(z, y) = o ist, wenn also die betrachtete Glei-
chung gleiche Wurzeln besitzt.

Zweitens wollen wir aus diesem Satze ein bereits vorher angekindigtes
wichtiges Resultat ableiten: Ist

2 = e(2)7™ + e (E)p™ + ...

die Reihe fur eine der » Wurzeln, so geniigte jeder Coefficient e,(£) einer
Gleichung ¢,(¢) = o; die Grade dieser Gleichungen bildeten eine ab-
nehmenden Reihe und von einem Gliede e.9% an sind alle folgenden Glei-
chungen ¢,(e)=o0, ¢...(¢)=0, ... von gleichem Grade s und jede ist
die s* Potenz eines Linearfactors.

Wir zeigen jetzt dass, falls die Gleichung f(2) = o keine gleichen
Wurzeln hat, wie wir dies schon frither voraussetzten, stets s= 1 ist, dass
also alle regularen Coefficienten einfach durch lineare Gleichungen bestimmt
werden. Ist namlich:

2 =€) + ...+ e ()"

das Aggregat der Anfangsglieder von 2z und ist r schon so gross gewihlt,
dass f(¢"”) bereits von sehr hoher Ordnung ist, dann ist

72 ="+ 2, z=e,( &yt + ...

und z ist eine Wurzel der Gleichung ' Grades

(r) » (ry 1 AN f ”(z(r)) —9
@ +2)=fE")+ @)z +—F—2"+ ... +

f(n)(z(")) -
E ?

7
der Exponent e,,, des folgenden Gliedes ist durch die Gleichung bestimmt:

- :Max<po : o po:pe’“_, g%&z)
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wenn p,,p,, ..., 0, die Ordnungszahlen von f(27), f'(z7), ... bedeuten.
Nun kann die Ordnungszahl p, beliebig gross angenommen werden, wenn
r geniigend gross gewihlt wird, dagegen bleibt die Ordnungszahl p, von
f'(¢”) unterhalb einer endlichen Grenze, wie gross auch r angenommen
werde, denn sonst wire ja f'(2,) selbst von beliebig hoher Ordnung, und
das Gleiche ware fur das Product

f’(zx)f(za) v f’(zn) = D(xy)

der Fall, d. h. es wire die Discriminante identisch Null. Hieraus folgt in
der That, dass 7 so gross angenommen werden kann, dass:
By — P >(po—p. ) po~pu>-

2 ’ v ey n

ist, d. h. es ist s =1, w. z. b. w.
Hieraus folgt leicht, dass fir die regularen Glieder jedes folgende Glied
€417 durch die Gleichung:

! (z<’))

bestimmt ist, d. h. es ist ¢.,,7%*+ das Anfangsglied der Entwickelung der
Quotienten

AC)
f(2)
fiil‘ g = z(r).
§ 11. Die n Reihen z,, ..., s, stellen die Wurzeln der Gleichung

f(2) = 0 in der Umgebung des Zweiges 1, dar.

Es soll jetat bewiesen werden, dass die n Reihen 2 ,2,, ..., 2,, welche
die Gleichung f(2) = o formal befriedigen, simmtlich innerhalb einer end-
lichen Umgebung der betrachteten Stelle gleichmassig convergiren und
dort die Gleichungswurzeln darstellen. Diesen an sich schwierigen Beweis
kdnnen wir nun fast vollstindig auf den bereits im § 4 gefithrten Beweis
fir den reguliren Fall reduciren, weil uns die soeben durchgefiihrten Un-
tersuchungen nicht nur eine sondern alle n Congruenzwurzeln von f(2)
ergeben haben.
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Diese n Reihen schreiten simmtlich nach ganzen oder gebrochenen
Potenzen von (#—a) und (y —y,) fort. Es seien " und 5* bzw. die
Generalnenner der Exponenten von #— a und y —y, in allen n Reihen
2. Wir setzen dann:

1

1
§ = (x_a)a*, 7= (y_yo)b*)

dann gehen 2,, ..., 2, in Potenzreihen tuber, welche nach ganzen Potenzen
von & und % fortschreiten, und welche nach Potenzen von 7 geordnet
folgendermassen geschrieben worden konnen:

(1) 7= e )i+ e, ., () .. ..

Es soll dann allgemein 7; die Ordnung der Wurzel z; genannt werden.

Wir brauchen unseren Beweis nur fir irgend eine jener # Reihen
zu fihren; es sei die Bezeichnung von vorn herein so gewihlt, dass z
diejenige Reihe ist, deren Convergenz bewiesen werden soll.

Wir werden zeigen, dass diese allgemeinere Aufgabe auf den Con-
vergenzbeweis fiir den reguliren Fall vollstindig reducirt werden kann,
wenn man voraussetzen darf, dass die Ordnung 7, der zu untersuchenden
Reihe positiv ist, wahrend die Ordnungszahlen r,,7,, ..., r, simmtlich
negativ oder hochstens Null sind. Offenbar ist diese Voraussetzung im
Allgemeinen nicht erfiillt, aber man kann die vorgelegte Gleichung durch
eine sehr einfache Transformation so umformen dass sie die verlangte
Eigenschaft erhalt.

Es sei namlich jene Voraussetzung nicht erfiillt, und

& = 6,«1(5)”'1 J ...+ 6,(5)77’ + es+1(6)775+1 4. ..

die Entwickelung ven z; wir betrachten dann das Aggregat:
&= (&) + ...+ ey

der (s + 1)—r, ersten Glieder von z, und wahlen s beliebig, jedenfalls
aber so gross dass die Aggregate der entsprechenden Anfangsglieder von
Zys 45y .+ -y &, von 2" verschieden sind. Dieser Bedingung kann stets gentigt
werden, da, wie oben bewiesen wurde, die » Reihen 7 sammtlich von
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einander verschieden sind. Jetzt fihren wir in der urspriinglichen Glei-
chung f(z, &) =0 an Stelle von z die neue Variable:

P

vl

(2) z = ’ &= Z(lo) + 7‘;"

ein; dieselbe geniigt der Gleichung n*" Grades:

e . () > f(n)(zg())) -,
7@) =& + 72 = & + 'z + ... + T

= 4,(&n) + A&z + ... + 4.(&9)7" = o,

und fiir ihre # Wurzeln z,,..., 7z, ergeben sich aus (2) unmittelbar die
Ausdriicke:

= €,1(6)7 + €4(E)7" + .5

sie ist also von positiver Ordnung und zwar ist sic abgesehen von dem
Factor 7' gleich der zu untersuchenden Reihe mit Weglassung ihrer
(s + 1) —r, Anfangsglieder. Von den folgenden Wurzeln ist aber keine
einzige von positiver Ordnung, denn wire dies etwa fiir

(0)
- 29 — 2)
z ——

2 = 7
der Fall so miisste ja 2, — 2 mindestens durch »**' theilbar sein, d. h.
es ware 2" auch das Aggregat der Anfangsglieder von z,, was nach der
Voraussetzung nicht der Fall ist.

Ersetzt man also die urspriingliche Gleichung f(2) = o durch die
transformirte 7(z)=o0, so besitzt diese die Eigenschaft, dass eine und nur
eine ihrer Wurzeln 2z von positiver Ordnung ist; hat man aber bewiesen
dass diese Wurzel 2z gleichmissig convergirt, so gilt dasselbe auch von
der urspringlich zu untersuchenden Reihe:

. _
2, = A0 4 72,
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da sie sich von jemer nur um die Summe 2 einer endlichen Anzahl
convergenter Potenzreihen von & unterscheidet.

Wir konnen und wollen daher jetzt voraussetzen, dass schon in der
urspriinglichen Gleichung die zu untersuchende Wurzel 2, die einzige von
positiver Ordnung ist, dass also die » Wurzeln folgendermassen geschrieben
werden konnen:

8 = ’VP‘El(?)’ #y = ﬂ_sza(ﬂ) y ey &y = 77_”"En(77)

wo allgemein E,;(%) eine Reihe von der Ordnung Null bedeutet, und wo
p, = r, eine positive und p,, p,, ..., p, nicht negative ganze Zahlen be-
deuten.

Es sei jetat:

fle,8g) =A,&) + A Epe+ ... + 4(&pa"=o0

die zu untersuchende Gleichung, und zwar mdgen aus ihren Coefficienten
die hochsten in ihnen enthaltenen Potenzen von » und & bereits durch
Division beseitigt sein. Dann folgt aus der soeben angenommenen Be-
schaffenheit der Wurzeln, dass der etste Coefficient 4 (&7) durch 7 theil-
bar, der zweite 4, (&) aber sicher nicht durch » theilbar ist.

In der That ist fur eine beliebig hohe Potenz von y als Modul:

f(e)= Al — 9" E )z —9"E,)...(¢— 7 "E,) (mod7¥),

wo der Factor 4 dadurch bestimmt ist, dass nach Ausfithrung der Multi-
plication alle Coefficienten von nicht negativer Ordnung in 7 sind, und
mindestens einer ven ihnen die Ordnung Null hat. Setzt man 4=y*#+-+¢
so wird dieser Bedingung genugt, denn es ergiebt sich dann:

f(e)=(z — y"E)ey — E,) ... (2" — E,) (mod 7).

In dem entwickelten Product ist nun das von z freie Glied gleich
7 E, ... E, also durch % theilbar, wahrend sich der Coefficient von 2
fuir y = o auf E, ... E, reducirt, also y sicher nicht als Factor enthilt,
und hiermit ist die aufgestellte Behauptung vollstindig bewiesen.’

! Die Richtigkeit der soeben bewiesencn Behauptung kann auch direct aus dem
zugehorigen Diagramme erschlossen werden.
Aota mathematicn. 28. Imprimé le 19 mai 1800. 50
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In der Gleichung

F(2) = 4y(&n) + A4,z + ... + A ()" = o

sind also die Coefficienten 4,(&7) ganze Functionen von 7 mit algebraischen
Potenzreihen von ¢ als Coefficienten und es beginnt 4 (&) mindestens
mit der ersten, A (£y) aber sicher mit der nullten Potenz von y; ent-
wickelt man also die Coefficienten nach Potenzen von 7, so kann diese
Gleichung folgendermassen geschrieben werde:

a,(€)n + an(§)z + i+k-223 ax(§)y's = o,
wo die a,(£) algebraische Potenzreihen von & sind, welche keine negativen

Potenzen von & enthalten. Durch Auflosung dieser Gleichung nach 2
ergiebt sich endlich:

z = )’10(6)77 + ET&(E)‘”‘ZE7
wo allgemein:

- an(e)
Tre (6) - (178 (e )

gesetzt ist. Nur in dem Falle, dass der gemeinsame Nenner a, (&) fur
& = o verschwindet, kdnnen die Reihen y,, von negativer Ordnung werden;
dieser Fall tritt also nur fiir eine endliche Anzahl von Stellen & ein.
Alsdann fithren wir genau wie in § 4 fir » und 2z die neuen Variablen
7 und z
y = &7, z2=§"2

ein, und bestimmen ¢ und 7 als die kleinsten Multipla von a*, fiir welche
in der so sich ergebenden Gleichung:

;/, — rloéu—rﬁ + Erikeio+kr—r;7‘i5k

alle Reihen auf der rechten Seite von nicht negativer Ordnung werden.
Schreiben wir dann diese Gleichung kiirzer

2=g,(x l a) + Zgu(x l a)ii?v

so stimmt sie vollstindig mit der Gleichung (11) des § 4 tuberein, und
es gelten somit fiir z bzw. fir # alle Folgerungen welche wir damals
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aus ihr gezogen hatten. Wir zeigten dort, dass diese Gleichung stets eine
und auch nur eine Losung:

F—5(@|a)7] + 6|7 + ...

von positiver Ordnung besitzt, deren Coefficienten Potenzreihen von (z — a)
und deren Ordnungen alle nicht negativ sind. Ist R der gemeinsame
Convergenzbereich der Reihen g,(z|a) so convergirt die Reihe z wenn
man 2 innerhalb jenes Bereiches beliebig annimmt, und dann 7 auf
einen durch jenen Werth von z bestimmten ebenfalls endlichen Bereich
beschrankt. Nur dann kann also jener Bereich der Reihe z unter jede
noch so kleine Grenze herabsinken, wenn das Gleiche far den Conver-
genzbereich der Coefficienten g, (% |a) oder was dasselbe ist fir die Reihen

7a(&) der Fall ist.
Nun sind aber die Reihen r,(£) = — %) ’
NG

ist also entweder gleich dem gemeinsamen Convergenzbereich der Reihen
a,(€) , 4 (§), @,,(§), oder seine Peripherie geht durch die nichste Null-
stelle des gemeinsamen Nenners a, (&) hindurch.

Hieraus folgt, dass die Reihe 7, also auch die Reihe z,, stets in-
nerhalb einer endlichen Umgebung der betrachteten Stelle gleichmassig
convergirt, und dass sie auch die eine der » Wurzeln darstellt, und das
Gleiche gilt also auch fir die » — 1 anderen Wurzeln der vorgelegten
Gleichung.

ihr Convergenzbereich

§ 12. Der Convergenzbereich der Reihen z,,52,, ..., 2.

Die im vorigen Abschnitte durchgefithrten Untersuchungen haben
zu dem Ergebniss gefithrt, dass die » Reihen 2, #,, ..., 2, stets inner-
halb einer endlichen Umgebung der Stelle (£ = o, » = o) oder, was
dasselbe ist, der Stelle

z = a, y= (yo)o

gleichmissig convergiren, und hier die » Wurzeln der Gleichung f(2) = o
darstellen; hier bedeutet (y,), den Werth der Potenzreibe y, fur z = a.

Falls eine von diesen Reihen mit negativen Potenzen von y —y,
beginnt, oder falls ihre Coefficienten negative Potenzen von # — a ent-
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halten, so muss von jenem Bereiche eine beliebig kleine Umgebung des
Curvenzweiges y =y, oder der Geraden z = a abgenommen werden,
innerhalb deren jene Entwickelung nicht gultig ist, analog, wie beim
Laurent’schen Satze die Entwickelung innerhalb eines den betrachteten
Punkt umgebenden Kreisringes gilt, dessen innerer Radius aber beliebig
klein angenommen werden kann.

Es sei

4 = eh(w‘a)(-'/_yo);'*'

irgend eine jener n Wurzeln; die Coefficienten e,(z|a) sind algebraische
Functionen von x, welche sich durch das im § 7 auseinandergesetzte
Verfahren direct bestimmen lassen; sie sind alle auf einer ganz be-
stimmten Riemann’schen Fliche eindeutig ausgebreitet, auf welcher auch
die den Curvenzweig darstellende Reihe y, eindeutig ist. Aus der Natur
der die Coefficienten darstellenden Gleichungen ergiebt sich ferner, dass
die Reihen e,(r|a), €,,,(z|a), ..., wieviele man auch betrachten mag, auf
jener Riemann’schen Flache nur eine endliche Anzahl von Polen besitzen,
denn man tiberzeigt sich leicht, dass in den linearen Gleichungen welche
die reguliren Coefficienten definiren, der Coefficient des hochsten Gliedes,
dessen Nullstellen ja die Pole jener Glieder bestimmen, immer derselbe
ist (vgl. § 10 Ende).

Alle jene Coefficienten e,(x|a) convergiren also gemeinsam in dem
Kreise, dessen Peripherie durch den nachsten critischen Punkt hindurch-
geht, d. h. entweder durch den nachsten Verzweigungspunkt der Rie-
mann'schen Flache, oder durch den nichsten der in endlicher Anzahl
vorhandenen Pole der Reihen e,(2]a).

Obwohl nun jene Reihen auch als Functionen von z und y be-
trachtet stets innerhalb einer endlichen Umgebung des betrachteten
Punktes P = (r = a, y = (y,),) convergiren, so kann doch der Fall ein-
treten, dass dieser Bereich in allen seinen Dimensionen kleiner und kleiner
wird, falls jener Punkt $ sich einer gewissen Grenzlage nahert; tritt
dieser Fall doch schon bei einer algebraischen Function einer Variablen
x ein, wenn sich der Punkt einer Verzweigungsstelle der zugehdrigen
Riemann’schen Fliache annahert.

Bei der Untersuchung dieser Frage wollen und konnen wir uns auf
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den Fall beschrinken, dass 2 eine ganze algebraische Function ist, dass
also die Gleichung fur 2z die Form hat:

flg)=2"4+ 4. s(xy)a" ' + ... + A, (wy) = 0

und alle 4,(zy) ganze Functionen von z und y sind. Ist das nicht der Fall,
so kann ja

-5
s= 4, ()

gesetzt werden, wo ¢ eine ganze algebraische Function ist, und es kann
dieser Quotient nun in eine Reihe entwickelt werden.
Zweitens nehmen wir an, dass der betrachtete Punkt

P==a,y= )
sich im Endlichen befindet, dass also die Potenzreihe:
Yo = B +ﬂ,(56—-a) + ...

keine negativen Glieder enthalt; auch hierin liegt keine Beschrankung
der Allgemeinheit; wire namlich etwa

— P
Yo _(a;-—-a)"+"'+

= B,

z =(w——-a)"

so braucht man nur die Variable y durch y =§/ zu ersetzen, denn

dann wird:
1

Y= =~ =E—d(+..)

= =
und in der transformirten Gleichung liegt der entsprechende Punkt im
Endlichen.

Wir gelangten nun im vorigen Abschnitte dadurch zu der Gleichung:
(1) @199 + Gn2 + Zagy'st—=o
dass wir in der urspriinglichen Gleichung:

2=24" 42
setzten, wo

&N = (&) + e (5)7”1 + ..o+ e,(E));’
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das Aggregat der (r — %4 1) Anfangsglieder der Reihe 2, bedeutet, und »

beliebig gross gewahlt werden kann; dann genigt z=e. ()7 + ..
der Gleichung:

) (,,(0)
() FUD + B) = F(80) + FEOF + ...+ 5

| ©

und diese Gleichung erhalt, wenn r geniigend gross gewshlt wird, die
Form (1). Die Coefficienten dieser Gleichung (2) werden ganze rationale
Functionen der Reihencoefficienten von 2{” oder von 2, convergiren also
ebenfalls innerhalb des Convergenzbereiches desselben. Denkt man sich

[OYSRO)
also jene Coefficienten / l(:“) nach Potenzen von 7 entwickelt, so con-

vergiren die Coefficienten der Potenzen von 7 also die Reihen g4,,,w,,
innerhalb des Bereiches der Reihencoefficienten von 2. Nach den am
Ende des vorigen Abschnittes ausgesprochenen Sitzen wird also der Con-
vergenzbereich der Reihe z oder was dasselbe ist, der Bereich der Reihe
2, als Function von & und 7 betrachtet entweder durch den Convergenz-
bereich ihrer Coefficienten e,(z|a) begrenzt, oder durch die nachste Null-
stelle der Reihe a,,(£), in der Weise, dass fiir einen beliebigen Werth
von (&) innerbalb dieses Convergenzbereiches immer fiir 5 eine endliche
Umgebung von 7==0 so abgegrenzt werden kann, dass jene Reihe 2z
convergirt.

Die Bedeutung jener nachsten Nullstelle von a, (&) kann aber leicht
anders characterisirt werden. Entwickelt man den ersten Coefficienten
r'(#") so ergiebt sich:

f,(z(l())) = am(e)ﬂv' + an (E)ﬂvlﬂ +...
und diese ersten Glieder bleiben, wenn r geniigend gross gewahlt ist, un-

gedindert, wie gross auch r angenommen werde. Ersetzt man also 2"
durch die ganze Reihe 2 selbst, so wird:

f'(z,) = am(E)?f' + 6111(5)77""H +...,

also ist @, (&) das Anfangsglied der Entwickelung von f’(2) nach Po-
tenzen von 7. Entwickelt man in gleicher Weise allgemein alle n con-
jugirten Werthe f'(z) so sei:

f'(z)=a@y" + aly ' + ...; (G=1,3,..,m)

1
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beachtet man dann, dass D(x, y) ="(z,)...f"(2,) ist, so folgt, wenn man
jene n Gleichungen multiplicirt:

D(xy)=AE)p" + ...,

wo der Coefficient 4(£) und der zugehorige Exponent N durch die Glei-
chungen bestimmt sind:

AE)=af...af, N=y, +v,+ ...+,

Ist nun & ein Werth von &, wofir a{f(¢,)= o ist, so ist auch 4(&) = o
und umgekehrt, wenn fur &= § A(&,) verschwindet, so verschwindet
mindestens einer der » Anfangsglieder af}(£,) ebenfalls. Es ergiebt sich
also das Resultat: Die Nullstellen der » conjugirten Anfangsglieder af}(¢)
sind identisch mit den Nullstellen des Anfangsgliedes in der Entwickelung
der Discriminante D(x, y) nach Potenzen von % oder y —y,.

Es sei nun y =y—y, und

Ply,o)=@—y)y—uyp)...0o —ys™)

diejenige irreductible Curve von der der Linearfactor y —y, einen Zweig
darstellt. Wir betrachten dann den allgemeinsten Fall, dass die zu Grunde
gelegte Curve ein y-facher Factor der Discriminantencurve D(zy)= o ist.
Es sei also:

D(zy) = Ply, x)'D,(wy).

Dann enthalt die Gleichung D,(zy) = o alle Curven der Discriminante
ausser P. Es werde D (ry) die reducirte Discriminante genannt. Ent-
wickelt man nun jenes Product nach Potenzen von y—y, so ergiebt sich:

D(x,y) = Py —1) + - VD> + ...
= (P’(yo)v'D1@/o ’ x))(y - yo)" 4+ ...

und es ergiebt sich so fiir das Product der # conjugirten Anfangsglieder
die Gleichung:
ail af . .. off = P(y,) D,(y, , ).

Dieses Product verschwindet demnach dann und nur dann, wenn z =z,
so gewthlt wird, dass entweder P'(y,, #,) = o wird, oder dass D,(y,, z,)
verschwindet. Im ersteren Falle ist x, ein critischer Punkt (Pol oder
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Verzweigungspunkt) der Curve P =o0, also bereits unter den critischen
Punkten der Coefficienten enthalten, im zweiten Falle liegt jener Punkt
erstens auf P=o0 und zweitens auf D,(y, ) =0, er ist also ein Schnitt-
punkt mit der reducirten Discriminantencurve. Also ergiebt sich das
Resultat:

Die »n Reihen 2,,2,,..., 7, konnen nur dann einen unendlich
kleinen Convergenzbereich erhalten, wenn der Punkt $ sich un-
begrenzt einem critischen Punkte der Reihencoefficienten oder einem
Schnittpunkte der Curve P = o mit der reducirten Discriminanten-
curve nihert.

§ 13. ¥ Der analytische Character der n Gleichungswurzeln und
die ihnen zugehdrigen Riemann’schen Kugelfiichen.

Ich betrachte jetzt irgend eine der % Gleichungswurzeln

A4l

(1) o=@ — ) + (2] — ) F -

und untersuche den analytischen Character ihrer Coefficienten e,, €,,,,..- -
Wie soeben bewiesen wurde, sind sie alle algebraische Functionen von z,
und zwar sind alle regnliren Coefficienten e,, e, ... rationale Func-
tionen von y, und den irregularen Anfangscoefficienten ¢,...e_,. Es
existirt demnach eine Riemann’sche Kugelflache niedrigster Ordnung, auf
welcher alle jene Coefficienten und y, eindeutig ausgebreitet sind. Es
sei R, jene Fliche und v ihre Blatterzahl; dann soll R, die zu der Reihe
2, zugehorige Kugelfliche genannt werden. dJene Reihen g,, ¢\ (z | @),
erp(zla), ... sind dann die Entwickelungen der entsprechenden alge-
braischen Functionen in der Umgebung eines von denjenigen v Punkten
der Kugelflache, welche der Stelle x = a zugeordnet sind; ist P jener
Punkt, so soll P der zu z, zugehérige Punkt genannt werden.

Da auch die algebraische Function y, auf R; eindeutig ist so muss
ihre Ordnungszahl u oder der Grad von Py, z) in y ein Theiler von

v sein; es sel also:
y = Ap.
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Die Coefficienten e, (x|a) besitzen nun, wie weit man auch gehen mag,
zusammen stets nur eine endliche Anzahl von Polen auf der Kugelfliche
R,, und ebenso besitzt jene Flache R, nur eine endliche Anzahl von Ver-
zweigungspunkten, in denen mindestens eine von jenen Reihen nach ge-
brochenen Potenzen des Linearfactors x — a fortschreitet. Man kann nun
Y, und alle Coefficienten simultan von dem zuerst betrachteten Punkte
nach einem beliebigen anderen Punkte P’ der Kugelfliche fortsetzen; da-
durch geht die ganze Reihe 2z, in (1) in eine andere:

h A+1

(1) o=@ )y — ) + Gu@|d)y—y) " + ...

iiber, in welcher jetzt y;, e,, €;,1, ... die jenem Endpunkte entsprechen-
den eindeutig bestimmten Potenzreihen sind, welche nach ganzen oder
gebrochenen Potenzen des zugehorigen Linearfactors (# — a') fortschreiten;
und jede so sich ergebende Reihe z; beginnt natirlich mit derselben
Potenz des Linearfactors y — y,, wie die ursprimngliche z,. Da jede der
zur Fortsetzung benutzten Reihen als Function von z und y betrachtet,
in einem endlichen Bereiche convergirt, abgesehen von dem beliebig kleinen
Bereiche einer endlichen Anzahl von Punkten auf ®,, so kann jene Potenz-
reihe auch wirklich in der hier geschilderten Weise lings R, mit Ver-
meidung jener critischen Punkte fortgesetst werden, und aus den be-
kannten Sitzen der Functionentheorie folgt, dass die so sich ergebende
Endreihe 'z; eine eindeutig bestimmte unter den » Wurzeln ist, welche die
Gleichung f(2) = o in der Umgebung des dort vorhandenen Zweiges
(x =o',y =y, derselben Curve P(y,z)= o0 besitzt. Aber auch fir
Jeden der soeben noch ausgeschlossenen critischen Punkte 5, (z=a, y=y,)
der Riemann’schen Kugelfliche R, existirt eine eindeutig bestimmte Reihe

n m1
&= a@ay —u) + an@|ay—y) ° +...,

welche als die Fortsetzung von 7, in jenem Punkt anzusehen ist. In der
That besitzt ja die Gleichung f(2) = o in § ebenfalls genau » Wurzeln,
welche ihrerseits innerhalb einer emdlichen Umgebung von 3 gleichmassig
convergiren, weil jener Convergenzbereich nur beim Heranriicken an
nicht aber in ¢ selbst unendlich klein werden kann. Von diesen # so
gefundenen Reihen coincidirt nun eine und nur eine in unendlich vielen

Punkten der Umgebung von P mit den Fortsetzungen von z, und diese
Acta mathematica. 28. Imprimé le 19 mai 1900. 51
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ist es, welche als die Fortsetzung von 2z, fiir $ anzusehen ist. Es ergiebt
sich also der Satz:

Jedem Punkte P der Riemann’schen Kugelfliche R, entspricht

£
eine eindeutig bestimmte Wurzel z, = 2e,(x|a)(y — y,)°, der Glei-
chung f(z) = o, und alle diese kdnnen als die analytischen Fort-
setzungen aus einer von ihnen auf der Fliche R, angesehen werden.

Zu jedem Punkte P von R, gehort ein eindeutig bestimmtes Werth-
gystem 2z = a, y =y, also auch eine und nur eine- Wurzel z, der ge-
gebenen Gleichung. Sei nun umgekehrt der Zweig I, also (x=a,y=y,)
gegeben, so entsprechen demselben auf R, im Allgemeinen mehrere Punkte,
also auch mehrere zugehorige Reihen z;; von den » Wurzeln z ...z, die
zu 1, gehdren sind also mehrere einfache analytische Fortsetzungen aus
einander lings ®R,. In der That seien B ,%B,,..., R, die v der Stelle
z = a entsprcchenden Punkte der Riemann'schen Fliche R, und zwar
mogen diese der Einfachheit wegen als regular angenommen werden; fur
Verzweigungsstellen ergeben sich durch analoge Betrachtungen die gleichen
Resultate. Ist dann, wie oben angenommen, v = Az so nimmt die alge-
braische Function p** Ordnung y, in genau A von diesen Punkten den-
selben Werth an; es sei die Bezeichnung so gewihlt, dass y, in B, , B,

., P, seinen Werth nicht #ndert; in jedem folgenden Punkte aber einen
anderen Werth erbhalt. Sind dann z,2,, ..., 2 die A zugehdrigen Wurzeln,

und ist allgemein:
A1

h
z,=6x|a)y —y,) + |y —y,)° +...5  G=12..0

so sind diese simmtlich von einander verschieden, da anderenfalls die
Coefficienten schon auf einer Kugelflache niedrigerer Ordnung eindeutig
ausgebreitet waren, und sie befriedigen alle die vorgelegte Gleichung in
der Umgebung des Zweiges I, gehoren also zu den n Wurzeln derselben.
Alle ubrigen jener Kugelfiiche R, zugehdrigen Entwickelungen entsprechen
aber nicht diesem Zweige [, denn damit das fir einen Punkt § der Fall
sel, muss einmal z = a sein, d. h. P muss mit einem der Punkte P, B,,
.+, P, zusammenfallen, dann aber muss y = y, sein, und dies ist nur
fir B, ... %P, der Fall. Es ergiebt sich also der Satz:
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Ist 7, der Zweig einer Curve p** Ordnung, und ist v = Ay die
Ordnung der zu einer der zugehorigen Gleichungswurzeln s, zu-
geordneten Riemann’schen Kugelflichen, so sind A von ihnen z,
%y, ..., 4 analytische Fortsetzungen aus dieser einen, sind also mit
dieser zugleich bestimmyt.

Ausser diesem Cyclus konnen aber noch andere von den # Reihen

mit z, zusammenhingen: Es sei wie vorher 2z, eine Wurzel unserer Glei-
1

chung, welche nach ganzen Potenzen von (y —y,)* fortschreitet; dann
convergirt die Entwickelung:
A4-1

A
g = eh(y"‘?/o)b + eJH-l(y—'yo) M S

innerhalb einer endlichen Umgebung der Stelle y = y,, wenn fiir z ein
beliebiger Werth in einer endlichen Umgebung von z = a gewshlt wird.
Halt man nun z, also auch y,,e,, €,,,,... fest, und lasst man y in einer
geniigend kleinen geschlossenen Curve den Punkt y = y, umlaufen, so
erhilt man eine zweite Entwickelung:
3 w1
a=0'y—y) + "enly—y) +...,
2

in welcher w = ¢° eine b Wurzel der Einheit bedeutet, und welche
ebenfalls eine, und zwar von 2z, verschiedene Wurzel unserer Gleichung
darstellt. Lasst man den Punkt genau in derselben Weise & Male den
Zweig y =y, umkreisen, so erhalt man zu 2z, einen Cyclus vom & Wurzeln

258 54,8 ", welche durch die b folgenden Reihen dargestellt sind
3 A+l
A =o0"ely—y) + e ly—y)® ...  =01..0-1

und erst nach dem &*" Umlaufe kehrt man zu der ersten Wurzel zuriick.
Alle diese Wurzeln sind von einander verschieden, und man zeigt
leicht, dass zu jeder von den (A — 1) anderen Wurzeln 4,,2,,..., 2 ein
gleicher Cyclus von & conjugirten Reihen gehort.
Indessen brauchen die so gefundenen A5 Wurzeln:
By Brseeny 870,
ZyyByyenes B0,

..........
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welche sich aus einer unter ihnen durch analytische Fortsetzung ergeben,
nicht nothwendig von einander verschieden zu sein. Sollen z. B. die beiden
Wurzeln der quadratischen Gleichung:

f2)=2"—axy+ay’=o0

in der Umgebung der Stelle z = o auf der Geraden y = o, also nach
Potenzen von y entwickelt werden, so erhdlt man:

=

1
I 3

| =
W=

salen

1
2

i Lgg 1
8 y 16

|-
"l
3 -
"
[

2, = (xy)*(1 —y)* = 2’y Yy —.. .

hier ist also A=2, =2 und hier geht 2, aus s, dadurch hervor, dass
1 1

man %’ durch — %* ersetzt, wahrend 7 bazw. 2} aus z und 2z, durch Ver-
1 1

wandlung von y° in —3® erhalten wird; von diesen vier Reihen sind
aber offenbar nur zwei von einander verschieden.
Ersetzt man aber hier den Linearfactor y durch
y=2xy

welcher, als Function von y betrachtet, fur dieselben Werthe von y ver-
schwindet, so geht die Grundgleichung fir 2 uber in:

i3
f—§+%=o

und die Entwickelung nach Potenzen von y liefert jetat:

1
yt}
zl=y—

5 1

I-3 I I -5
2 2 .
2 TierY T

LR 4

OOl w

?j_

[N
]

hier ist also A= 1, b = 2 und die beiden conjugirten Entwickelungen z,
und z; sind in der That verschieden. Dasselbe kann nun in ganz singu-
laren Fallen auch far Gleichungen von hoherem Grade vorkommen. Es
sei also
3 a1
n=ey—9) *+eaaly—y)" +...
diejenige Wurzel, welche zu dem Punkte $, von R, gehort und

b—1
Bry Bhy oo, 2D
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der durch Umkreisung von I, aus 2, sich ergebende Cyclus; es sei jetzt
» )
=6y —u) + a6l —uy)" +.
eine zn 2z conjugirte Reihe, welche zum Punkte $, von R, gehort und
welche bereits in dem zu 2z gehdrigen Cyclus vorkommen moge; so
dass etwa

(2) 8y = Z(lﬂ)

ist. Umlauft der Punkt jetzt den Zweig !/, ein Mal, so ergiebt sich aus
dieser Gleichung die weitere

g =2t

und durch Fortsetzung dieses Verfahrens folgt, dass der zu z, gehorige
Cyclus mit dem zu z, gehodrigen identisch ist, dass namlich allgemein

ist.
Ich untersuche jetzt, welcher Bedingung die Coefficienten e, gentigen

mussen, damit zwei Cyclen tibereinstimmen; vergleicht man in der Glei-

chung (2) oder also in:
h41

h
aly —z,) + ey —y,)* + ...
h h+1

= o™,y — ?/o); + “’(“l)hehﬂ (y — ?/o)T + ...

die Coefficienten gleich hoher Potenzen von y —y,, so folgt, dass jene
Gleichung dann und nur dann bestehen kann, wenn fiir alle Coefficienten
der Reihe, wie weit man auch gehen mag, die Gleichungen bestehen:

(3) 6 — o € (E=h,h+1,...)

wenn @ — o’ ebenfalls eine Einheitswurzel ist, deren Ordnungszahl 5 gleich
b oder gleich einem Theiler von & ist. Hieraus folgt also zunachst:

e —et.
(€) =e

Dieser Ausnahmefall kann also nur dann eintreten, wenn die 5** Potenzen
aller Coefficienten beim Ubergange von P, zu $, ungeandert bleiben, also
sammtlich algebraische Functionen von niedrigerer Ordnung sind.
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Man kann nun auch in diesem allgemeinsten Falle den Linearfactor
Yy —y, so durch ein Vielfaches e(z)(y — y,) desselben ersetzen, dass nun-
mehr 2z, und der zugehdrige Cyclus nicht mehr auftritt. Zu der Be-
stimmung dieses Multiplicators e in diesem Falle fuhrt die folgende Uber-
legung. Es sei:

k ]

h
a=aly—y) +aly —9) +al—u) +...
die Entwickelung von 2z nach Weglassung aller etwa identisch ver-
schwindenden Coefficienten e; dann kénnen die Exponentenzahler &, k,1, ...

nicht alle einen und denselben Theiler mit dem Nenner & hahen, da jene
1

Entwickelung sonst nicht nach Potenzen von (y —y,)* fortschreiten warde.
Sind also (k,7,...,r,8) ein System von Exponenten, welche mit b zu-
sammen relativ prim zu einander sind, so kann man andere ganze Zahlen
XyAy...y 0, 80 bestimmen, dass:

k+ A4+ ...+ pr+po=1

oder, da b ein Theiler von b ist, dass:

xk 4+ Al 4 ... 4 pr=1 (mod )

ist. Setzt man nun:
e—éee...e&

und bildet den conjugirten Werth ¢ von e, so erhalt dieser nach (3)

die Form:
¢ = @ttt — pe,

Fiuhrt man nun statt (y —y,) den neuen Linearfactor » durch die
Gleichung:
n=e{ly— Ys)
ein, welcher sich von ihm nur durch einen multiplicativen von z allein
abhingigen Factor unterscheidet, so geht die Entwickelung von 2, oiber in:

A A1 » A1
en 5

P S U S WL S

eh

Auch hier bleiben alle Coefficienten E,, E,,,,... auf der Kugelfliche
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R, eindeutig ausgebreitet, jedoch ist dieser jetzt nicht mehr die Flache
niedrigster Ordnung, welche diese Eigenschaft hat; bei dem Ubergange

von §, nach P, bleibt namlich jeder Coefficient E, —= ungeindert, da

ek
sich sowohl sein Zahler als sein Nenner mit @' multiplicirt. In diesem
Falle sind also bereits alle Coefficienten auf einer Kugelfliche %, niedri-
gerer Ordnung eindeutig ausgebreitet, und zu einer Reihe 2, gehtren weniger
als A conjugirte Reihen 2, ¢,, ..., 2,. Falls auch hier noch gewisse unter
den b2, Reihen

’ b—1
215 %1, ’ 2 ),

, p—1
By By veey 351, )’

identisch ausfallen sollten, kann man die gleiche Reduction anwenden und
solange fortfahren, bis alle diese zu 2, gehorigen Reihen lauter ver-
schiedene Wurzeln darstellen.

Der einzige ganz unwesentliche Unterschied ist also der, dass in
diesem singuldren Falle die # Wurzeln nicht nach Potenzen von y — y,
sondern von é’(y — y,) entwickelt werden, wo ¢ eine algebraische Func-
tion von x allein bedeutet, welche auf der zugehdrigen (neuen) Riemann’-
schen Fliche %, eindeutig ist. Im Folgehden brauchen wir also diesen
Fall nicht weiter zu berticksichtigen, da er von dem reguliren nicht we-
sentlich verschieden ist. Es moge eben in der Folge von vorn herein
vorausgesetzt worden, dass in diesem Falle die Entwickelung nach Po-
tenzen von e'(y —y,) fortschreitet; dann sind immer die Ab Reihen 2
alle von einander verschieden.

§ 14. Die Cyclen analytisch zusammenhdidngender Wurzeln
wnd thre Ordnungszahlen.

Die im vorigen Abschnitte durchgefithrten Untersuchungen haben er-
geben, dass sich die » Wurzeln 2, 2,,..., 2, ahnlich wie bei den Func-
tionen einer Variablen in Cyclen so anordnen lassen, dass alle Reihen
eines Cyclus aus einer unter ihnen durch analytische Fortsetzung langs

R, oder langs der Curve P(y, #) = o erhalten werden. Ist namlich:
» ht1

a=e(@)y —Y)° + e (z)y — %) ® + .
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so erhalt man alle Ab conjugirten Reihen dadurch, dass man einmal die
1

Coefficienten e,(#), das andere Mal das Entwickelungselement (y —y,)" un-
abhingig von einander durch ihre conjugirten Werthe ersetzt; geometrisch
entsprechen den hier betrachteten Fortsctzungswegen alle Wege und Um.
laufe langs der Schnittcurve P.

Es sel nun 7z irgend eine der » Wurzeln welche noch nicht in dem
zu 2z, gehorigen Cyclus enthalten ist; dann gehort zu ihr ein zweiter
Cyclus etwa von A'b’ Reihen, welche alle durch Fortsetzung lings P aus
2z, hervorgehen, und in gleicher Weise konnen alle » Wurzeln in Cyclen
analytisch zusammenhsngender Reihen zusammengefasst werden.

Es moge far dll Folge angenommen werden, dass die #n zum Zweige
[, von P gehorigén in drei solche Cyclen von b, X%, A"0” zusammen-
hingenden Reihen zerfallen und es seien 2, 2], 2{’ je eine derselben, so
dass alle anderen aus einer von ihnen durch Fortsetznng langs P hin
hervorgehen. Dann ist zunachst

n-— Ab + Albl + A”b,,;

ferner gehdrt zu jedem dieser drei Cyclen eine Kugelfliche auf denen die
Coefficienten ¢ von den Reihen des betreffenden Cyclus eindeutig aus-
gebreitet sind; diese Flichen seien durch R,, R, , R,- bezeichnet; ist wieder
¢ der Grad von P so ist endlich:

y=lp, vV =Xp, V' —=Np
Die geometrische Bedeutung dieses Resultats ist die folgende: Es sei
L die Schnittcurve der Oberfliche F(z, zy) = o und des geraden Cylinders
P(y,z)=o0 welcher tber der ebenen Curve P(y, ) — o senkrecht er-
richtet ist. Die n zu dem Zweige I, (x—=a, y =1y,) gehorigen Wurzeln
20y 4, ...y 2, stellen dann die z-Ordinaten der Oberfliche f in einer end-
lichen Umgebung jener Schnittcurve L dar, also gewissermassen innerhalb
eines auf der Oberfliche sich hinziehenden Bandes von verinderlicher,
aber fiberall bestimmter endlicher Breite, welches L umgiebt. Hingen
nun von jemen # Wurzeln z; baw. Ab, AW, X'b” langs P analytisch zu-
sammen, so heisst das geometrisch, dass jenes Band, die Umgebung von
L, in drei getrennte Theile zerfallt, von denen jedes seinerseits in sich
zusammenhangt.
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Die Sehnittcurve I selbst kann hierbei sehr wohl in mehr als drei
getrennte Theile zerfallen; denn ist etwa:

1
= 60(:27) + & (z)y “‘?/o)b +..0
so stellt fur y —y, die Reihe
&) — e)()

nebst ihren Fortsetzungen geometrisch den ersten Theil der Schnittcurve
L dar. Ist nun e (x) auf R, von niedrigerer als der v** Ordnung, ist
also e,(z) noch auf einer Riemann’schen Flache von niedrigerer Ordnung
cindeutig, was fur critische Curven P = o im Allgemeinen der Fall sein
wird, so zerfillt die Curve L auf jenem ersten Bande noch weiter in
getrennte Theile, welche dann erst zusammenhangen, wenn man die Schnitt-
curve verlisst, und ausserhalb derselben in der Umgebung fortgeht.
Es sei jetzt:

h h41

4 = eh(w)(y'_yo); + en(@)y—y,) " + ...

eine der Ab Wurzeln des ersten Cyclus; entsprechend der Bezeichnung in
der Theorie der Functionen einer Variablen sage ich dann, z Dbesitzt in

Bezug auf den Zweig I, die Ordnungszahl %, wenn die Reihe mit der
1

k' Potenz des Entwickelungselementes (y — y,)* beginnt. Dieselbe Ord-
nungszahl besitzen dann aber nicht nur die 26 Wurzeln desselben Cyclus,
sondern diese Ordnungszahl kommt jeder der unendlich vielen Fortsetzungen
von z, auf der ganzen zugehorigen Riemann’schen Kugelfliche R, zu,
oder, was dasselbe ist, jede Fortsetzung von z lings P oder lings des
zu L gehorigen Bandes besitzt dieselbe Ordnungszahl 4.

Man kann daher die allgemeinere Definition aufstellen:

Die algebraische Function z besitzt auf der Kugelfliche R, die
Ordnungszahl %, wenn ihre Entwickelungen auf dieser Kugelfliche
mit der 4*" Potenz des zugehdrigen Entwickelungselementes beginnen.

Zu jeder Curve P = o gehort eine Anzahl von Kugelflichen R,, R,
R, und auf jeder besitzt die algebraische Function # eine ganz bestimmte

ganzzahlige Ordnungszahl, welche positiv, null oder negativ sein kann.
Acta mathomatioa. 23. TImprimé le 25 mai 1900. 52
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Duarch unser Verfahren konnen die Ordnungszahlen von z fir jede Curve
P und jede zugehorige Flache direct aus der Gleichung fiur z bestimmt
werden.

§ 15. Der durch z bestimmie algebraische Functionenkéorper.

Die wahre Bedeutung der bisher erlangten Resultate ergiebt sich erst
dann, wenn wir von der bisher betrachteten algebraischen Function 2z ab-
sehen und dic Gesammtheit aller durch z, y, z rational ausdriickbaren
algebraischen Functionen, d. h. den durch diese Variablen constituirten
algebraischen Functionenkdrper K(z, y, 2) untersuchen.

Es sei also 2z durch die vorher betrachtete Gleichung f(z, zy) = o
als algebraische Function von z und y definirt, und es sei jetzt:

C‘——_ ?(x)ywz)

irgend eine rationale Function von z,y,2z. Aus bekannten Sitzen der
Theorie der symmetrischen Functionen ergiebt sich, dass auch ¢ ebenso
wie # einer Gleichung des n*" Grades

F(C, (Ey) = Bn(xmcn + Bn—l(xy)cn_l + ot + Bo(xy) =0

mit ganzen rationalen Functionen von z und y als Coeflicienten geniigt,
welche selbst irreductibel, oder dic Potenz einer irreductiblen Function
ist. Geometrisch stellt jene Gleichung eine neue Oberfliche dar, deren
Coordinaten rational durch die entsprechenden Coordinaten der urspriing-
lichen ausdriickbar sind, welche also zu der durch f = o constituirten
Oberflachenklasse gehdrt. Man kann unser im § 4 auseinandergesetztes
Verfahren nun direct zur Bestimmung der » Zweige {, ¢, ..., be-
nutzen, welche { in der Umgebung eines Zweiges I, (xr = a, y = y,)
einer beliebigen Curve P = o besitzt; viel einfacher ergeben sich jene
Zweige aber auf folgendem Wege: Es seien z,,2,, ..., 2, die » Wurzeln fur
z in der Umgebung des Zweiges [ ; dann erhilt man ihnen entsprechend
n conjugirte Reihen:

(I) Cl"_“sp(x?y?zx)! Cg=¢(x’y,%),---, C.=50(97,y,z,.)

welche ebenfalls in endlicher Umgebung desselben Zweiges gleichmissig
convergiren, und fur diese die Function ¢ darstellen.
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Es seien nun wieder %,, R, , R, die zu P gehodrigen Riemann’schen
Kugelflichen so ergiebt sich aus den Gleichungen (1) direct, dass sich
auch fur eine beliebige Function ¢ des Korpers K(zy2) die n conjugirten
Wurzeln §,¢,,..., ¢ ebenfalls in Cyclen von 2b, X0, '8 Reihen an-
ordnen, deren Coefficienten bzw. auf R,, R, , R, eindeutig ausgebreitet
sind, und dass ferner z B. die Reihen des ersten Cyclus nach ganzen

@

Potenzen von (y —y,)* fortschreiten u. s w.; hieraus ergiebt sich das
wichtige Resultat, dass dic Entwickelung jeder algebraischen Function ¢ des
ganzen Korpers X (x,y,2) in der Umgebung einer Curve P = o nach
gebrochenen Poterzen von y—y, fortschreitet wenn dasselbe fir 2z der Fall
war, dass also jene Curve P = o fur alle Oberflichen F({, zy) eine Ver-
zweigungscurve ist, wenn dasselbe fur die urspringliche f(z, zy) = o der
Fall war, und dass sie fiir alle eine Verzweigungscurve von derselben Ord-
nung b—1 ist. Ist aber P=o0 eine Verzweigungscurve von F({, zy) = o,
8o muss, wie oben bewiesen war, P(x,y) ein Theiler der Gleichungsdiscri-
minante D({) von F sein, und man erhilt so den Satz:

Alle Verzweigungscurven sind gemeinsame Curven der Discri-
minantencurven aller Oberflichen des Korpers K(z,y, 2).

Erst spater wird gezeigt werden, dass diese Discriminantencurven ausser
jenen keine gemecinsame Schnittcurven besitzen. Alle bis jetzt gefundenen
Resultate beziehen sich also, und hierin liegt ihr Werth, nicht bloss auf
die eine algebraische Grosse z, sondern auf alle Grossen ¢ des zugehorigen
Korpers, oder geometrisch gesprochen auf alle Oberflichen der durch
f(¢,zy) = o constituirten Klasse, wie dies spater noch eingehend dargelegt
werden wird.

Es sei nun P = o eine beliebige Curve, R, eine der ihr entsprechen-
den Riemann'schen Flichen. Dann besitzt jede Function ¢ in Bezug auf

R, eine ganz bestimmte Ordnungszahl %; es ist namlich ¥ der Exponent
1

des beziiglichen Linearfactors (y — y,)° mit dem die Ab zu R zugehorigen
Entwicklungen beginnen.

Um diese Thatsachen einfach aussprechen zu kénnen ordne ich jeder
von diesen unendlich vielen Riemann’schen Flichen R, einen s. g. Prim-
theiler p zu und definire die Theilbarkeit einer algebraischen Function ¢
durch einen Primtheiler p folgendermassen:
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Eine algebraische Function ¢ ist genau durch die & Potenz eines
Primtheilers p oder durch p* theilbar, wenn ihre Entwicklungen auf
der zugehorigen Fliche R, von der %'** Ordnung sind.

Die Primtheiler p oder die Kugelfiichen R, sind die genaue Verall-
gemeinerung der Weierstrass'schen »Stellen» des algebraischen Gebildes,
oder der Punkte der Riemann’schen Flache in der Theorie der algebraischen
Functionen einer Variablen; sie sind, wie spater gezeigt werden wird, ab-
solute Invarianten, d. h. unabhangig von jeder Darstellungsart der Func-
tionen {.

Jeder Curve P(y, ) = o entsprechen genau so viele Primtheiler
p,>p’,p” als ihr Kugelflichen B,, B,, R, zugeordnet sind, speciell gehoren

. . I I .
auch zu den beiden unendlich fernen Geraden 2 =0 und y = © gewisse

Primtheiler p, welche die Verallgemeinerung der unendlich fernen Punkte
in der Riemann'schen Theorie sind; dieselben sollen im Folgenden stets
durch ey, Py, .- bezeichnet werden. ILs liegt ferner auf der Hand, dass
die hier eingefithrten Primtheiler alle Eigenschaften der Primzahlen in
der elementaren Zahlentheorie besitzen. Sind namlich zwei Functionen
¢ und ¢’ bzw. durch p* und p* genau theilbar, so ist ihr Product genau
durch p***, ihr Quotient durch p*~* theilbar. Eine Function ¢ heisst dann
durch das Product plpl von zwei verschiedenen Primtheilern theilbar,
wenn sie sowohl durch pf als auch durch p§: genau theilbar ist.

Ebenso wie jede algebraische Function von ciner Variablen nur eine
endliche Anzahl von Nullstellen und Polen auf der zugehodrigen Riemann-
schen Flache hat, besitzt in unserer Theorie jede Function { nur eine end-
liche Anzahl von Primtheilern in einer positiven oder negativen Potenz.

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes fuhrt die folgende Uberlegung:
Es sei P(y, x) eine beliebige irreductible Function, p, p’, p” die zu P ge-
horigen Primtheiler und es moge die gegebene algebraische Function ¢
genau durch das Product p*p™*'p’’* theilbar sein. Ist dann:

N() =666 = B,a)

die Norm von ¢, so enthalt diese rationale Function von z und y den
zugehorigen Factor P(y, z) genau in der Potenz

P(xy)kl-{-k'l' +ER ]
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Enthilt namlich ¢ die Potenz p*, so beginnen alle 26 zu p gehorigen Reihen
k

¢, 6y, G genau mit (y —y,)°, ihr Product also mit (y — y,)"* und
das Entsprechende gilt fur die Divisoren p’ und p”; also beginnt das Product
aller n Reiben genau mit (y — y,)*+**+** und dies ist dann und nur dann
der Fall, wenn die Function B,(zy) dieselbe Potenz von P als Factor enthilt.

Es sei jetzt { zunichst eine ganze algebraische Function, so dass alle
ihre Gleichungscoefficienten, speciell also auch ihre Norm ganze Functionen
von z und y sind. Kine solche Function ist dadurch characterisirt, dass
sic nur die Divisoren p, p., in negativen Potenzen enthalten kann; in der
That war ja gezeigt worden, dass fir eine beliebige ganze Function
Py, x) keine der zugehorigen Entwickelungen von negativer Ordnung
sein kann. Dann zeigt man leicht, dass ¢ nur eine endliche Anzahl von
Primfactoren enthslt. Soll namlich ¢ irgend einen Primfactor p auch nur
in der ersten Potenz enthalten, so muss N(¢{) = B,(zy) durch P(zy)
theilbar sein. Nur den irreductiblen Factoren von B,(zy) konnen Prim-
theiler von ¢ entsprechen und diesen entsprechen auch wirklich Divisoren
von {. Um sie zu finden braucht man nur die Reihen ¢ ... ¢, aufzu-
suchen welche irgend einem Zweige von P entsprechen und die Ordnungs-
zahlen jener Reihen festzustellen. Awusserdem hat man ¢ noch in Bezug

: 1 I . s .
auf die Geraden ~ =0 und 7= © und die zugehorigen Primfactoren p,.,,

Piwys - - -» P, zu untersuchen, was genau auf dieselbe Weise geschieht.
So erhalt man einen vollig bestimmten Divisor

dem die ganze algebraische Zahl ¢ in dem Sinne aquivalent gesetzt werden
kann, als derselbe alle und vur die Primtheiler enthilt, welche auch in
¢ auftreten, und jeden ebenso oft, wie {. Dasselbe gilt fur jede ganze
rationale Function, die ja ebenfalls eine ganze algebraische Function ist.

Ist jetzt ¢ eine gebrochene algebraische Function und gentigt es der
Gleichung:

a,(xy) " + a, (@) + ..+ a(zy) =0

so ist, wie schon im Anfang von § 4 erwahnt wurde,

¢

T aaey)’
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wo { eine ganze algebraische Function bedeutet, also iquivalent einem
bestimmten Divisor ¥ ist. Ebenso kann aber auch die ganze rationale
Function a,(xy) in ihre Primdivisoren zerlegt werden, auch sie ist also
einem anderen Divisor § #quivalent, und hieraus sowie nach den Fun-
damentaleigenschaften der Divisoren folgt dass®

' Q21

A~

b

e
-

dass also jede ganze und auch jede gebrochene Grosse des Kérpers
HK(z,y, 2 einem und nur einem Divisor 8 #quivalent ist.

Durch ihren Divisor ist eine algebraische Function bis auf eine multi-
plicative Constante bestimmt. Sind namlich zwei Grossen ¢ und ¢’ dem-
selben Divisor # #aquivalent, so ist ihr Quotient

¢

= -~ =~ 1

¢
und ich zeige nun dass eine algebraische Grosse ¢, welche dquivalent Eins
ist, nothwendig eine Constante sein muss.

. . . . I
Ist die algebraische Function ¢~ 1, so gilt dasselbe von -, und
£

beide sind zunachst gamze algebraische Functionen, da sie keine endlichen
Primtheiler in negativer Potenz enthalten. Hieraus folgt dass e einer
Gleichung von der Form geniigt:

(1) e+ gua(@y)e™ + ... + g,(my)e + 1, =0
wo y, eine Constante bedeutet, und alle g;(xy) ganze Functionen von x

und y, denn nur dann ist auch é durch die Gleichung:

To<£)"+ 9,(:63/)(;1)”_1 +...41=0

ebenfalls als ganze algebraische Function definirt. Aber auch alle Coeffi-
cienten g;(zy) miissen sowohl in Bezug auf z als auf y vom nullten Grade,
d. h. sie miissen ebenfalls Constanten sein. Um dies zu zeigen, betrachte
ich die » Wurzeln ¢, ¢,,...,¢, in der Umgebung der unendlich fernen

Geraden i: o, und bestimme durch das allgemeine Verfahren ihre Ord-
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nungszahlen. Alle diese Ordnungszahlen missen aber Null sein, denn
sonst wirde ja ¢ mindestens einen der zu g = O gehorigen Primfactoren

P. enthalten, also nicht &quivalent Eins sein. Dieser Bedingung wird
offenbar dann und nur dann geniigt, wenn die Ordnungszahl ¢, der Wurzel
hochster Ordnung gleich Null ist. Aus dem im § 4 bewiesenen Satze
folgt aber, dass diese Ordnungszahl durch die Gleichung bestimmt ist:

8

e, = Maw(&:ﬁz),

WO py, 0,5 .-+ p, die Ordnungszahlen der Gleichungscoefficienten g;(xy) in

Bezug auf ; sind. Dieselben haben die Werthe:

Py = P, = O, 0 = — 1T, (i=1,2,...,n—1)

wo 7; den Grad des Coefficienten g;(,y) in Bezug auf y bedeutet, also
sicher eine nicht negative Zahl ist. Also ist

g = Max(%‘)

und dieser Maximalwerth ist dann und nur dann Null, wenn alle Coeffi-
cienten g¢;(zy) in Bezug auf y den Grad r; = o haben, also y gar nicht
enthalten. Genau ebenso zeigt man, dass alle Coefficienten auch von z
unabhingig sind, dass sie sich also auf Constanten reduciren. Es gentigt
also ¢ einer Gleichung mit Zahlcoefficienten:

N T T )

ist also selbst eine Constante; es werde beildufig bemerkt dass jene Glei-
chung lauter gleiche Wurzeln besitzen muss, weil e dem Korper K(z,y,2)
angehort. /

Eine jede algebraische Function von zwei Variablen ist also durch
ihren Divisor b in genau derselben Weise bis auf einen constanten Factor
bestimmt, wie in der Riemann’schen Theorie eine Function durch ihre
Nullstellen und Pole vollstandig fixirt ist. Fasst man in b das Product
aller Primfactoren mit positiven Exponenten zu einem Zahler, die iibrigen
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mit negativen Exponenten zu einem Nenmer zusammen, so erhilt man
fur jedes £ eine Aquivalenz

]
~ b
C~
wo 3 und n ganze Divisoren bedeuten; auf den zu j gehorigen Riemann-
schen Flachen ist ¢ von positiver, auf den zu » gehdrigen von negativer
Ordnung, der Zahler reprisentirt geometrisch die Nullcurven, der Nenner

die Polcurven von ¢.

Auf die in dieser Arbeit gefundenen Resultate kann man nun eine
vollstindige arithmetisch strenge Theorie der algebraischen Functionen
von zwei Variablen oder der algebraischen Flachen griinden, und diese
dann auf die Theorie der algebraischen Integrale anwenden, welche in
neuerer Zeit von anderen Grundlagen aus durch Herrn Picarp erfolg-
reich behandelt worden ist; diesclbe bietet nunmehr keine wesentlich
grosseren Schwierigkeiten als die entsprechende fiir Functionen einer Va-
riablen; ich habe diese Untersuchungen bereits durchgefithrt und werde
ihre Resultate in einer spiteren Arbeit verdffentlichen.




