UBER EINEN SATZ DES HERRN SERGE BERNSTEIN.
Von

MARCEL RIESZ
in SrockHOLM.

(Aus zwei Briefen an Herrn G. MirTaG-LEFFLER.)

I

.. Neulich haben wir uns iiber einen Satz von Herrn S. BERNSTEIN unter-
halten Ich kann Ihnen jetzt fiir denselben einen ganz elementaren Beweis mit-
teilen, der auf der LagraNgEschen Interpolationsformel beruht.

Ich werde zuniichst den zu beweisenden Satz folgendermassen aussprechen.
Es sei f(x) esn Polynom von hochstens n-tem Grade mit beliebigen komplexen
Koeffizienten

f(x)=ao+a1x +"'+ a”x”.

Es bedeute L das Maximum des absoluten Betrages von f(x) auf der Strecke (—1,
+ 1). Bezeichnen wir dann mit & einen beliebigen Punkt, der ausserhalb! der Strecke
(— 1, + 1) liegt, so ist

(1) [/(EI<L(4+ B,

wo A und B die Halbachsen der Ellipse bedeuten, die durch den Punkt & geht und
die Punkte —1 und + 1 2u Brennpunkten hat.
Herr BERNSTEIN? beweist fiir Polynome mit reellen Koeffizienten

(2) [HOI<L(A+ By (n> o)

! Der Satz bleibt richtig, wenn £ auf der Strecke (— 1, + 1) gelegen ist, wird aber in diesem
Falle trivial, da jetzt die Ellipse in die (doppelte) Strecke (—i, +1) {ibergeht und 4-+B=1 wird.

? 8. BeengrEIn: (I), Sur l'ordre de la meilleure approximation des fonctions continues par
des polynomes de degré donné, Mémoires publiés par la Classe des Sciences de 'Académie de
Belgique, Bd. 4, 1912, 8. 13—15. In dieser Arbeit wird der Satz nur fiir reelle ¢ bewiesen.
Der aligemeine Beweis befindet sich in der Arbeit {(II): Sur une propriété des polynomes,
Bulletin de la Soc. Math. de Kharkof, Bd. 14.
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338 Marcel Riesz.
und fiir Polynome mit beliebigen komplexen Koeffizienten
[fE)<2L(4 + B)".

Ich werde Thnen demnichst einen auf der Theorie der analytischen Funk-
tionen fussenden Beweis mitteilen, durch welchen ich zeigen kann, dass (2) auch fiir
Polynome mit beliebigen komplexen Koeffizienten richtig ist. Mein elementares
Verfahren ergibt aber fiir beliebige & nur die weniger besagende Ungleichung (1).
(Wie ich am Ende dieses Briefes zeigen werde, ergibt z. B. fiir reelle § die La-
eranGEsche Interpolationsformel sogar mehr als (2), aber nicht fiir ein beliebiges §).

Um die Interpolationsformel anwenden zu koénnen, bestimmen wir zundchst
ein Polynom (n + 1)-ten Grades g(z), das in den Punkten

T
xu=1,xl=cosﬁ,...xr=cosz,...x,,=——1

verschwindet. Zu diesem Ende setzen wir fir —1 <2 <1, x=-cosg. Verdndert
sich nun ¢ von o bis =, so beschreibt x die Strecke (+ 1,— 1). Hieraus erhellt,
dass das fragliche Polynom

g(x) = sin (arc cos z) sin (n arc cos z) = G(p) =sin gpsinng

gesetzt werden kann.!?
Nach der Laarangeschen Interpolationsformel ist nun

fe) =gt 2 =St

Um diesen Ausdruck explizit zu berechnen, schreiben wir

N __[n cos ngsin @ + cos @ sin ntp] .
P=0,

d . . d
g (x,) = [d—(p (sin ngsin @) ‘—Z—Z] sing

=0,
Hieraus erhalten wir

g (x;) = (—1x)y+in (o<r<n)
und

! Dass g(®) wirklich ein Polynom (n+1)}ten Grades in x~=cos ¢ ist, folgt z. B. aus der
Formel

Vlz_;ﬂ’ [e+i VIi—a®)® — (@—i Vi—o)"].

glx)=

Hier kann der Quadratwurzel irgend einer der beiden méglichen Werte beigelegt werden,
der aber dann an allen drei Stellen derselbe sein muss.
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g'(1)=—2n,
g(—1)=(—1)*izn.
Mithin

0 1@=12 (-0 g ST YR (CO1)
re=1

n 2(x—1) 2(z + 1) - -

Es sei nun & ein beliebiger spezieller Wert von z, der ausserhalb der Strecke
(—1, + 1) liegt. Wir konnen dann nach dem Vorgehen von Herrn BERNSTEIN

—b ed —b

. e +te .ed — .
(4) §—cos(a+bz)————2——cosa——z , —sina

setzen. Da Kosinus eine gerade Funktion ist, kénnen wir hierbei b> o wihlen.
Dann zeigt aber die Formel (4) folgendes. Ist a + b¢ einer der Werte von arc
cos § und ist b>o0, so ist £ auf einer Ellipse belegen, die die Punkte — 1 und

e® + e e—eb . .
+ 1 zu Brennpunkten hat und deren Halbachsen 5 und p gsind. Die

Summe dieser Halbachsen ist natiirlich e®.
Wir schétzen nun |sin (a + b¢)| ab.

b 4 b b__ b
Isin(a + bi)|= ¢ +2e—sina+ie ¢ cosal=
by o—b
=§Ve2”+ e2b-—2co82a < +2e -<eb;
ebenso
. e i
|sinn (a + bz)l;————-z—— <enb,
Mithin
(5) [g(§)]=1sin (narc cos §) sin (arc cos &) | = |sinn(a + bi)sin (a + b3)] < en+1)5,

Wir bezeichnen nun mit § das Minimum des Abstandes von £ zu den Punkten
der Strecke (— 1, + 1). Dann erhalten wir aus (3) und aus (5) zunidchst folgende
sehr grobe Abschétzung

e(ﬂ+1)b Ln e(n+l)b

) )

11®1=

Dieses Resultat wenden wir jetzt auf das Polynom (f(x))™ an, wo m eine
beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Wir erhalten
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glmn+1b

|f(§)|miLmT’

also
1@< zes /2.

Lassen wir nun m ins Unendliche wachsen, so ergibt sich
[fE) < Lert W. z. b. w.

Fiir reelle Werte von & ergibt die Interpolationsformel folgende Verallge-
meinerung eines Satzes von TCHEBYOHEFF.?

Unter den am Anfange dieses Briefes gemachten Voraussetzungen ist fiir jeden
reellen Wert &, der ausserhalb der Strecke (— 1, + 1) liegt,

(6) [/(&) 1< L]cos n (arc cos §)|,°

das Gleichheitszeichen ausgeschlossen, wenn das Polynom f(z) nicht von der Form
Lei® cos (n arc cos ) tst, wobei @ eine beliebige reelle Zahl bedeutet.
In der Tat ergibt die Formel (3) fiir ein beliebiges x

Llig@|{ 1 1 g 1
(7) 7)< n (z|x-1|+2|x+1|+r2_lmy

! Man kann einen #hnlichen Beweis und dasselbe Resultat erhalten, wenn man in fl(x)
x=cos ¢ setzend, f(cos¢) in eine endliche Fouriersche Reihe entwickelt, d. h.

JSlcosg) = ﬁ 0l CO8 X @

3t=0

schreibt und dann die Koeffizienten ox abschitzt; man erhilt fiir | f(€)| zunichst eine grobe
Abschitzung, die dann, wie oben, verfeinert werden kann.

Den XKunstgriff, eine grobe Abschitzung auf eine beliebig hohe Potenz einer Funktion
anzuwenden, um daraus eine genauere Abschiitzung fiir die Funktion selbst herzuleiten, ent-
nehme ich einem Schreiben von Herrn Lanpav. Herr LaNpav wendet daselbst den genannten
Kunstgriff auf ein von dem unsrigen véllig verschiedenes Problem an.

? ToaepYcBEFF: Sur les fonctions qui s'écartent peu de zéro pour certaines valeurs de la
variable, Werke, Bd. 2, 8. 335—356. Vergl. auch BerystEix (I), S. 13—14. TscHEBYCHEFF und
BernsTEIN beweisen diesen Satz nur fiir Polynome mit reellen Koeffizienten und zeigen in
diesem TFalle, dass das Gleichheitszeichen nur fir das Polynom flx)==+ L cos (n arc cos x)
bestehen kann. In seiner spiteren Arbeit (I1) zeigt Herr Bernstev, dass fiir Polynome mit reellen
Koeffizienten die Ungleichung (6) fiir beliebige komplexe & gilt, die der Bedingung J§] =1
geniigen.

% Dass diese Abschitzung genauer ist als (1), folgt z. B. aus der Ungleichung |cosn{a + bi)| =
< enb+¢—nb
= 2

=% Venb + e—2nb+ 2 cos 2 na < end, Vergl. BerxgreN (I), S. 14.
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Setzen wir andererseits in (3) statt f(z) die Funktion cos (n arc cos z) ein
und beachten, dass cos (n arc cos z,) = (— 1)” ist, so erhalten wir

g(x) I 1 SR ERY
(8) cos(narccosac)=-—--T z(x—~1)+2(x+1)+'§m)

Bedeutet nun £ einen beliebigen reellen Wert, der entweder > 1 oder < —1
ist, und setzen wir diesen Wert in (7) und (8) ein, so haben alle Glieder der
Klammer in (8) dasselbe Vorzeichen, mithin ist der absolute Betrag dieser Klam-
mer gleich dem Werte der Klammer in (7), folglich ist die rechte Seite von (7)
gleich L}cos (n arccos£)|. Also endlich

(6) 1f(§)|< L] cos (nare cos &) ].

Man sieht auch unmittelbar (da g () fiir die in Betracht kommenden Werte nicht
verschwindet), dass das Gleichheitszeichen in (7), also auch in (6), nur dann be-
stehen kann, wenn die Werte f(x,) abwechselnd gleich & e*®L sind. Dann ist
aber, wie leicht ersichtlich,

f(z) = & €9 L cos (narccos z).

Es ist einleuchtend, dass es in dem zuletzt bewiesenen Satze geniigt, statt
If(x)I<L, fir —1<z<1, nur |f{x,)]< L(r=o0,1,...n) vorauszusetzen.
Islinge, den 23. Mai 1915.

II.

... Wie ich schon in meinem vorigen Briefe angedeutet habe, ldsst sich, fiir
n > o0, die Ungleichung (1) jenes Briefes durch die schirfere Ungleichung (2) er-
setzen; d. h. unter den dortigen Voraussetzungen gilt fiir einen beliebigen Punkt
&, der ausserbalb der Strecke (— 1, + 1) liegt, die Ungleichung

[/(E)I<L(4+ By

Der Beweis beruht auf einfachen funktionentheoretischen Betrachtungen,
welche die wahre Grundlage des Satzes zu bilden scheinen.

Man denke sich die Ebene lings der Strecke (— 1, + 1) aufgeschnitten und
bilde in dieser aufgeschnittenen Ebene die Funktion

Y(2)=z+Vz"—1.
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Es wird derjenige Zweig der Quadratwurzel genommen, der fiir alle reelle z >1
positiv ist. Dadurch ist ¥(z) in der aufgeschnittenen Ebene eindeutig bestimmt.

Wir beweisen nun den folgenden (iibrigens als bekannt zu betrachtenden)
Hilfssatz:

Auf jeder Ellipse, mit den Brennpunkten — 1 und + 1 und den Halbachsen
A und B, ist | Y(z)] konstant und ist gleich A+ B. Speziell ist auf der doppelien
Strecke (— 1, +1) |Y(2)]=1.

Bedeutet z einen Punkt der genannten Ellipse, so kann z=4 cos ¢ + ¢B sin ¢
gesetzt werden. Ausserdem ist 42— B*=1. Also

Y(z)=Acosp+iBsing + VA% cos? g+ 2iAB cos ¢ sin ¢ — B sin® ¢ — 1

=Acosp+iBsin g+ VA% cos®¢p+2i4B cos ¢ sin ¢ — B?sin? p— A® + B*

=Acos ¢+ iBsing+ VB cos? g+ 2148 cos ¢ sin ¢ — A? sin? ¢.

Der Wert der Quadratwurzel ist + (B cos ¢ +14 sin ¢). Da demjenigen Punkte
der Ellipse, der auf der positiven reellen Achse liegt, der Wert ¢ = o entspricht,
muss das Vorzeichen + genommen werden. Mithin ist

¥(z)= (4 + B)e'v
und
|l,U(z)| = A+ B.

Die Doppelstrecke (— 1, + 1) kann als diejenige Ellipse aufgefasst werden,
fiir welche A =1 und B =o0 wird, folglich iibergeht hier die obige Gleichung in
|¢¥(z)| =1. Dies folgt iibrigens auch daraus, dass auf dieser Strecke z reell und
V2! —1= 4 s V1 —2® rein imaginér ist.

Wir betrachten nun in der aufgeschnittenen Ebene die Funktion

LS
76 = iy

Diese Funktion ist in jedem inneren Punkte der aufgeschnittenen Ebene (auch
im Unendlichen) reguldr analytisch, mithin erreicht ihr absoluter Betrag sein
Maximum auf der Grenze, d. h. auf den beiden Réndern der Doppelstrecke
(—z1, +1). Hier ist aber der absolute Betrag des Nenners gleich 1, und der
absolute Betrag des Zihlers ist nach unserer Voraussetzung < L. Hieraus folgt
schon, dass in der ganzen Ebene |g(z)| <L ist. Da aber der Zihler von g(z) ein
Polynom, und der Nenner, fiir n >0, kein Polynom ist, ist g(z) keine Konstante.
Mithin ist in jedem Punkte, der ausserhalb der Strecke (— 1, + 1) liegt,
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1@
lo@1=| (t/»(z»ﬂl“’

[/@|<L(A+Br. W.z b w!

Unser Beweis ldsst sich auch leicht auf den Fall iibertragen, wo f(z) ein
Polynom in z und Vz*—71 vom Gesamtgrade <= ist. Hierdurch erhdlt man,
wenn man noch z = cos z setzt, einen Satz iiber trigonometrische Polynome, auf
welchen ich aber hier nicht niher eingehen will, da er auch aus unseren spiteren
Betrachtungen folgt.

Ich sagte oben, dass der angewandte Hilfssatz als bekannt zu betrachten ist.
In der Tat bildet die Funktion z = (z) einen Zweig der Umkehrung der Funktion

I I

(9) z= Y (3: + ;) .
Die Funktion (9) und jhre Umkehrung werden z. B. im zweiten Bande des
Traité d’Analyse von Herrn Picarp eingehend behandelt. (Vergl. 2. Aufl. S.
314—317.) Die Funktion (g) bildet jeden um den Anfangspunkt beschriebenen
Kreis, dessen Halbmesser r > 1 ist, auf eine Ellipse ab, deren Halbachsen 4 und
B der Gleichung 4 + B =r geniigen, und deren Brennpunkte —1 und + 1 sind.
Der Kreis mit dem Halbmesser 1 wird auf die doppelte Strecke (— 1, + 1) abge-
bildet. In diesen Tatsachen ist der obige Hilfssatz enthalten.

Jeder Kreis, dessen Halbmesser r < 1 ist, wird durch die Funktion (g) wieder
auf eine Ellipse abgebildet, deren Halbachsen die Gleichung 4 — B = r erfiillen
und deren Brennpunkte ebenfalls —1 und +1 sind. Die z-Ebene wird also
durch die Funktion (9) auf die doppelte z-Ebene abgebildet. Die Umkehrfunk-
tion dieser Abbildung hat folglich zwei Werte, die durch die Formeln

xr, =z+4+Vad—1
und
r,—2z—Vzt—1

dargestellt werden. Natiirlich ist z,z, —1.

! Dieser Beweis, den mir Herr MarcerL Riesz seiner Zeit mitteilte, wurde von mir in zwei
kleineren Aufsitzen »Uber einen Satz des Herrn Skrce BernsTEIN, Sitzungsberichte der Kgl.
Bayer. Akad. d. Wissensch., Jahrg. 1915, 8. 419—424» und »Sur un théoréme de M. Seree BErx-
stElN, The Tohoku Math. Journal, Vol. 9, Nos. 1, 2, 1916, 8. 1—6» ohne andere Bemerkung wieder-
gegeben, als mit einem Hinweis auf den obigen Brief. Durch unvorhergesehene Umstinde
wurde jedoch das Drucken desselben derart verzogert, dass meine Aufsitze friiher als der Brief
erschienen. Hierdurch konnte das Missverstindnis aufkommen, der Beweis stamme von mir.
Dies ist aber, wie ich hier ausdriicklich betonen will, durchaus nicht der Fall.

G. Mi1rTAG-LEFFLER.
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Um das grosse Interesse der betrachteten Abbildung zu zeigen, will ich hier
einen Satz aussprechen, der aus den angefiithrten Betrachtungen bei PICARD un-
mittelbar folgt.

Jede Funktion, die ausserhalb der Strecke (— 1, + 1) regular analytisch ist,
kann in eine Reibhe der Form

(10) Danc— Vet —1)" = Danle+ vzt —1) "
n=0 n =0
entwickelt werden.

Dieser Satz beruht eben auf der Tatsache, dass die Funktion z—Vz?—1—
_ 1
Szt Ve
Ebene auf das Innere des Einheitskreises abbildet.

Der zuletzt ausgesprochene Satz gestattet eine recht interessante Anwendung.
Herr Haar hat nimlich den folgenden merkwiirdigen Entwicklungssatz gefunden.
(Uber analytische Funktionen mit singuldrer Linie, Gottinger Nachrichten, 1914,
Heft 1, S. 115—123.)

Sei F(z) eine Funktion der komplexen Veriinderlichen z, die ausserhalb des
doppelpunktlosen analytischen Kurvenstiickes % iiberall regulir analytisch ist.
Allsdann existieren unendlich viele, lings der Kurve % definierte und nur von
dieser Kurve abhiingige, stetige Funktionen f,(z), f,(2),---, fa(2), --- s0, dass fiir
jede Stelle z, die ausserhalb der Kurve liegt, die unendliche Reihe

df, (%) af,(%) dfa(C)
(x1) F(°°)+a1' ?:_—;+a,fm+...+anf(g_z)”+...
(k) (%) %)

in der aufgeschnittenen Ebene regulidr analytisch ist, und diese

konvergiert und die Funktion F(z) darstellt; hierbei bedeuten die @, Konstanten,
und die Integrale sind im StTIELTIJESschen Sinne genommen.

Herr Haar beweist dies durch eine konforme Abbildung auf Grund eines C.
Neumannschen Theorems iiber Entwicklungen nach Kugelfunktionen zweiter Art.
Es ist nun leicht zu zeigen, dass, wenn man statt dieses Entwicklungssatzes den
obigen anwendet, die StierTsEsschen Integrale vermieden werden kénnen. Es sei
in der Tat ¢(z) die von Herrn Haar angewandte Funktion, welche die durch die
Kurve k aufgeschnittene Ebene auf eine durch die Strecke (— 1, + 1) aufge-
schnittene Ebene konform abbildet, wobei die unendlich fernen Punkte der beiden
Ebenen einander entsprechen mégen. Dann ist nach dem obigen Satz, wenn wir

B(z) =) —V(p(e)*—1

setzen,
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(12) F@)=F(o)+ 3 anpe)r

el

Da nun die Funktion 8(z) in der ganzen durch die Kurve k aufgeschnitte-
nen Ebene stetig ist und im Unendlichen verschwindet, so konnen wir schreiben

=2 [ED g,

wobei das Integral iiber die beiden Rinder der Kurve k erstreckt wird und zwar
so, dass die aufgeschnittene Ebene zur linken liegt. Integriert man dann nach
dem Vorgehen von Herrn HAar (n— 1)-mal partiell, so miissen die total inte-
grierten Glieder verschwinden, da die Funktion (8(z))* im Unendlichen von der
n-ten Ordnung verschwindet. Mithin erhilt man

(B(z)" = f (g"‘g) dc.

Jedem Punkte { der Kurve %k (ausser den Endpunkten) entsprechen in der
aufgeschnittenen Ebene zwei Punkte ' und {". Setzen wir gu(() = 7a({") — yn(C")
und in den Endpunkten g¢,({) = o, so erhalten wir

w [9a®)
. (B(2)) f L.

Aus (1z) und (13) folgt nun die Darstellung

— © n(g) ;~
F(z) = F( )+2a,. T—2) ds,

n=1 )
wobei die Funktionen g,({) auf der Kurve k stetig (und ausser den Endpunkten
sogar reguldr analytisch) sind.

Es sei noch bemerkt, dass die Funktionen f,() in der Entwicklungsformel
von Herrn HaAR von der zweiten angefangen eine stetige Ableitung besitzen, wie
das aus dem Beweise von Herrn Haar hervorgeht. Man kénnte also auch in
der Formel (1) fiir n =2,3,..

dfa(C) _ f W@ f n
mf(@—z)ﬂ C— z),.dc C— z)"

Acta mathematica. 40. Imprimé le 13 juillet 1916, 4“4
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schreiben. Die Einheitlichkeit der Darstellung wiirde aber dann verloren gehen,
da f,(0) keine stetige Ableitung besitzt.

Zuletzt will ich noch Thre Aufmerksamkeit auf einige Sitze lenken, die in
denselben Gedankenkreis gehtren, wie der BErNSTEINsche Satz.

Aus dem, was wir oben iiber die Abbildung z= i(x + :715) sagten, erhellt so-

fort, dass der BErNsTEINsche Satz mit dem folgenden Satze gleichwertig ist:

n k
Es sei h(z)= zak (x + :I;) auf dem Einheitskreise dem absoluten Betrage
k=0

nach < L; dann ist im Inneren des Einheitskreises |2 (x)] < L]x]~" und im Aus-
seren des Einheitskreises [h ()| < L|=z|".

Dieser Satz bedarf ja kaum eines Beweises. Er folgt unmittelbar aus der
Tatsache, dass h(x)a” innerhalb und %(z)z—" ausserhalb des Einheitskreises re-
guldr analytisch sind. '

Derselbe Gedankengang fiihrt zu dem folgenden allgemeineren Satze:

Ist h(x)= Zakx" auf dem Einheitskreise dem absoluten Betrage nach <L,

k= —m
so ist innerhalb des Einheitskreises |4 (x)]| < L]z |—™ und ausserhalb des Einheits-
kreises |h(z)| < L|xz|*. Das Gleichheitszeichen ist ausgeschlossen, wenn A(x)
nicht = Let®z—m bzw. = Le!92" ist, hierbei bedeutet @ eine beliebige reelle Zahl.
(Man kann selbstredend den Satz dadurch verallgemeinern, dass man die Anzahl
der Glieder in irgendeiner der beiden Richtungen ins Unendliche wachsen lésst,
vorausgesetzt dass die unendliche Reihe auf dem Einheitskreise z. B. gleichmés-
sig konvergiert.)
Setzt man in diesem Satze x = e*, so erhilt man das folgende Ergebnis:

Ist H(s)= 2“" ¢ks auf der imagindren Achse dem absoluten Betrage nach
ke—m

< L, so ist fiir R(s)>o (wo R(s) den reellen Teil von s bedeutet) | H (s)] < LenE®
und fir R(s)<o,]|H(s)|< Le—mE6) qu, 5, w.l

All dies kann auch auf Ausdriicke von der Form H (s) =2akel"s tibertra-
: k=0
gen werden. Hierbei bedeuten die i; reelle Griossen, die den Ungleichungen

N
! Betzt man in diesem Satze s =4a, so kann man H(s) = H(ia) in der Form Z(Ak cos ka
k=0
+ Bk sin ko) schreiben. Das obige kann also auch als ein Satz iiber trigonometrische Polynome
ausgesprochen werden.
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— o< <A <...<Ay <+ o geniigen. Setzt man dann voraus, dass auf der
imaginéren Achse | H(s)|< L ist, so folgt auf Grund eines bekannten PHRAGMEN-
LinpELOFschen Satzes, dass fir R(s)> o, | H(s)| < Le™®® und fiir R(s)<o,
| H(s)| < Le»B® ist. Hierbei ist auch das Gleichheitszeichen auszuschliessen,
wenn H(s) nicht — Le*®¢™* baw. = Lei®ehs ist, wobei ® wieder eine beliebige

reelle Konstante bedeutet.

v
.

Fiir Integrale f a(zr)e’*dz, oder allgemeiner fiir Ausdriicke von der Form

u
v

f e*d A(v), wo A(z) eine beliecbige Funktion beschrinkter Schwankung bedeuten

u

kann, gilt ein &hnlicher Satz. (Dieser letzte Ausdruck umfasst natiirlich die
beiden vorangehenden.)
Diese Sitze enthalten ja eigentlich nichts neues; ich wollte eben nur ihren
Zusammenhang mit dem schonen Satze von Herrn BERNSTEIN betonen.
Islinge, den 25. Mai 1915.
Marcel Riesz.



