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I n t r o d u c t i o n .  

Le  p remie r  je t  d ' une  th~orie des ~quat ions lin~aires au x  differences finies 

a 6t6 donn6 pa r  POII~CAR~ z en 1885. En  d~signant  pa r  u (x )  une  solut ion de 

l '6quat ion 

i - k  

i - - 0  

POINOAR~ d~mont re  que  le quo t i en t  u ( x  + I ) : u ( x )  tend,  e n c e r t a i n s  eas, vers 

une  l imite q u a n d  x t e n d  vers l ' infini p a r  des va leurs  posi t ives  e t  il d~termine 

ce t t e  l imite.  

L ' o b j e t  pr incipal  du  M~moire de POESCAR~. ~tait  d 'a i l leurs  l '~tude des solu- 

t ions des ~quat ions  diff~rentielles lin~aires au  voisinage du  po in t  ~ l ' infini e t  il 

faisai t  ressor t i r  l 'analogie qu ' i l  y a en t r e  ces ~quat ions et  celles aux  differences 

finies. L '~ tude  des valeurs  a s y m p t o t i q u e s  des solut ions u (x)  de l '~quat ion ( i )  a 

L'impression de co M~moire, qui est arriv~ h la R~daction en octobre I912, a ~t~ retard6 
par des circonstances imprdvues. MITTAG-LEFFLER. 

Sur les dquations lindaires aux diffdrentielles ordinaires et sux diffdrences finies. 
American Journal of Mathematics t. 7, P. 2o3--~58, I885- 
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dt6 poursuiv ie  plus loin pa r  MM. PINCHERLE, 1 HORN, j PERRON, s VAN VLECK t e t  

pa r  le pr6sent  au teu r .  

Soient  100 (x), 10t ( x ) , . . . ,  s (x) des fonet ions  rat ionel les  de x. E n  m ' in sp i r an t  

des r6sul ta ts  de POlI~CARk relat i fs  aux  6quat ions  diff6rentielles j 'a i  d6montr6 6 

l 'exis tence d ' u n  sys tbme fon d am en ta l  de solutions de  l '6quat ion  (i), ho lomorphes  

dans  un  cer ta in  demi-plan.  

J ' a i  ob t enu  des express ions  a sympto t iques  de ces solut ions pour  des va leurs  

r6elles e t  tr~s grandes  de x en f o r m a n t  des ddve loppements  en s6ries de facult6s 

qui, en cer ta ins  cas, sont  convergentes  e t  en tous cas repr6senten t  a sympto t ique -  

men t  les solutions.  Dans  le M6moire cit6 j 'a i  insist6 su r tou t  sur l ' ex is tence  de 

deux syst~mes f o n d a m e n t a u x  de solut ions que  j ' appel le  le p remier  e t  le second 

syst~mes canoniques  de solutions.  Elles so d i s t inguent  ne t t emen t ,  pa r  leurs 

propridt6s ana ly t iques ,  de tou tes  les au t res  solut ions qu 'on  sal t  former ,  e t  j 'a i  

fair  voi r  quel  est  le r61e que  jouen t  ces solut ions dans  la th6orie  des f rac t ions  

cont inues .  Le  b u t  du  pr6sent  Mdmoire est  d ' ap p ro fo n d i r  l 'd tude  de ces d eu x  

syst~mes de solutions.  

Ce sont  des fonct ions  ana ly t iques  e t  uni formes  de la var iable  complexe  x. 

J e  d6termine leurs poin ts  singuliers e t  je m e t t r a i  en 6vidence le carac t~re  ana-  

l y t i que  des singularitds. Les resul ta ts  auxque ls  je suis p a r v e n u  sont  d 'une  

g rande  simplicit6. L '6qua t ion  ( i )  d6fini t  une  classe de t r anseendan tes  nouvelles 

for t  remarquables .  

J u s q u ' k  ces derniers  t emps  la fonet ion  F ( x )  dtai t  la seule d ' en t r e  elles 

1 Sur la g6n4ration des syst6mes r4eurrents au moyen d'une 6quation lin6aire diff4ren- 
tielle. Acta mathematica t. 16, p. 341--363, 1893; Sulla risoluzione approssimata delle equazioni 
alle differenze, Rom. Acc. L. Rend. s6r. 5, t. 7, P. 230--234, 1898" 

Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen. Math. Annalen t. 53, P. 177--I92, 
I9OO; ~ber das Verhalten der Integrale linearer Differenzen- und Differentialgleichungen ffir 
grosse Werte der Veri~nderlichen. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik t. 138, 
p. 159--I9I, 19IO. 

8 ~lber einen Satz des Herrn POII~CAR]~. Journal ftir die reine und angewandte Mathe- 
matik t. 136, p. 17--37 , 19o9; ~lber die PoIl~CAR~'sche lineare Differenzengleichung ibid. t. 137, 
p. 6--64, I9O9; ~lber lineare Differenzengleichungen. Acta mathematica t. 34, P. lO9--I37, 191o. 
Voir aussi: 

T. EaB: Uber die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differenzen-Glei- 
chungen durch Potenreihen. Diss. Pirmasens, 19I 3. 

P. KREUSER: ~ber das Verhalten der Integrale homogener linearer Differenzengleichungen 
im Unendlichen. Diss. Borna-Leipzig, I914. 

4 On the extension of a theorem of POII~CXRr for difference-equations. Transactions of 
the American Mathematical Society t. 13, p. 342--352, I912. 

5 Fractions continues et diff6rences r6ciproques. Acta mathematica t. 34, P. 1--Io8, 
1910. 
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qu'on efit ~tudi~e. Mais tout r$cemment MM. BIRKHOFF ~ et GALBRUN ~ ont 

publi~ des travaux remarquables concernant les ~quations aux differences. Je 
me suis rencontr~ avec ces auteurs sur plusieurs points. Mais nos recherches 

ont ~t~ poursuivies indSpendamment les une des l'autres et par des voles dif- 
f~rentes. Pour ce qui coneerne la priorit~ des questions je fais remarquer que 

]a pattie essentielle de mes r~sultats a d~j~ ~t~ d~montr~e duns ma Th~se. ~ 
M. HOR~, dans les M~moires cites, avait form~ certaines s~ries de puissan- 

ces qui satisfont formellement ~ l'~quation aux differences et il avait d~montr~ 

qu'elles repr~sentent asymptotiquement les solutions pour des valeurs enti~res 
positives et tr~s grandes de x. C'est sur la consideration de ces s~ries de puis- 
sances que sent fondSes les recherches de MM. BIRKHOFF et GALBRUI~. 

i General  theory  of l inear  difference equations- Transactions of the  American Mathe- 
matical  Society t. i2, p. 243--284, i91i. Plus rdcemment  encore  M. BIRIrHOFF a publid un Md- 
moire  tr~s impor tan t  qui va  sans doute inspirer  des recherches  nouvel les  sur le sujet  mais 
que je  dois me borner  h ci ter  ici. The  general ized Riemann  problem for l inear different ial  
equat ions and the  al l ied problems for l inear  difference and q-difference equations. Proceedings 
of the  Amer ican  Academy of Arts  and Sciences p. 521--568, octobre I913. 

Sur la representat ion des solutions d 'une  ~quation lin~aire aux differences finies pour 
les graudes valeurs  de la variable. Th~se, Acta mathemat ica  t. 36, p. 1--68, I912. Voir  aussi 
Comptes rendus de l 'Acad6mie des Sciences de Paris. 5 avr i l  I9o9, 6 d~cembre I9O9, 24 janvier  
I9IO , 12 d~cembre 191o. 

Parmi  les t ravaux  r~cents qui se rappor ten t  plus ou moins d i rec tement  k notre  sujet  je  
ci te encore : 

K. P. WILLIAms: The solutions of non-homogenous l inear  d i f ference equations and the i r  
asymptot ic  form. Transactions of the  Amer ican  Mathematical  Society t. I4, p. 209--240, ~913. 

T. BReves: Bemerkungen fiber sogenannte f in i te  Integrat ion.  Arkiv  f6r Matematik,  Astro- 
nomi och Fysik  t. 7, I9Ix; Einige A n w e n d u n g e n  d iskont inuier l icher  In tegra le  auf Fragen der 
Dif ferenzenrechnung.  Lunds Univers i te t s  /krsskrift. N. F. Afd. 2, Bd 8, N:r 7. 

R. D. CAR~ICHAEL: Linear  dif ference equations and the i r  analyt ic  solutions. Transactions 
of the  Amer ican  Mathematical  Society t. i2, p. 99--134, 19II; On the theory  of l inear diffe- 
rence equations. Amer ican  Journal  of Mathematics  t. 3L P- 163--182, I913; Linear  mixed  equa- 
t ions and thei r  analyt ic  solutions. Ibid. t. 3~, P. I5 I - I 6 2 ,  1913. 

C. B. HE~EL:  Transformat ions  and invar iants  connected with  l inear  homogenous diffe- 
rence equat ions and o ther  functional  equations. Ibid. t. ~5, P. 431--452, I913. 

G. WALLENBERG und A. GULDBERG: Theorie  der  l inearen Differenzengleichungen.  Leipzig, ~91I. 
S. LATT~S: Sur les suites rdcurrentes  non lin~aires et sur  les fonct ions g~ndratrices de 

ces suites. Annales  de la Facultd des Sciences de Toulouse. S~r. L t. 3, P- 73--I24 - 
E. E. L~.vI: Sopra una classe di t rascendenti  meromorfe .  Annal i  di Matematica,  s~r. L 

t. I4, p. 93--1I 3. 
N. KVYL~.NSTIERNA: ~ tudes  sur les dquations aux diff$rences finies. Th~se. Lund, I912. 
M. FUJIWARA: Ueber  Zusammenhang  zwischen den l inearen adjungier ten Di f fe renzen-und  

Different ia lgle ichungen.  The  TShoku mathemat ica l  Journal  t. I, p. i 9 ~ 2 o o ,  ~9~2. 
Bidrag til de l ineaere Differensl igningers Theori .  Copenhague ~9m. J 'a i  donnd un rd- 

sumd des resul tats  dans les Notes suivantes:  ,Sur  la convergence des fractions continues. 
Comptes  rendus de l 'Acaddmie des Sciences ~ oct. ~9o8; Sur les dquations aux diffdrences finies, 
ibid. ~ nov. I9O9, 2~ ddcembre ]q~2, 6 janvier  I 9 ~ ;  Ueber  l ineare Differenzengleichungen.  
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t. VI ,  p. ~o9---3~6 , ~91L 
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Mais d ' une  pa r t  ces sdries sont  trAs difficiles h former,  d ' au t r e  p a r t  eUes 

sont  t ou jour s  divergentes .  1 La sdrie de puissance qui a r endu  si g rands  services 

dans la thdorie  des dquat ions  diffdrentielles se p r6 te  real k l 'd tude  des solut ions 

des dquat ions  aux  diffdrences finies. C'est, dans  ce cas, ~ la sdrie de/acultds qu' i l  

fau t  avoi r  recours.  

Dans  ce Mdmoire je me suis c o n s t a m m e n t  servi  de ces sdries, t o u t e  la 

thdorie en gagne beaucoup,  en elar td e t  en beautd,  ce me semble. Comme l 'a  

ddmontrd  rdcemment  M. HORN s ]es sdries de facultds p e u v e n t  d 'ai l leurs  aussi 

rendre  service clans r d t u d e  des dquat ions  diffdrentielles ]indaires. 

Les propridtds des sdries de faeultds on t  dtd dtudides p a r  MM. JENSEN, 

NIELSEN, PINCHERLE e t  LANDAU. J ' a i  dfi appro fond i r  sur  plusieurs poin ts  la 

thdorie  de ces sdries a v a n t  d 'dcrire  ce Mdmoire. Dans  ce qui  suit  je m ' ap p u y e ra i  

souven t  sur ce t tc  d tude pr61iminaire, s 

Dans  le chapi t re  I I  je consid~re des dquat ions  au x  diffdrences finies de ]a 

forme (i), les coefficients  p~(x) dtan t  des po]ynomes  du  degrd p e n  x. J e  forme 

un  sys t~me fondamenta l  de solut ions ut(x) . . . . .  uk(x) qui se r ep rdsen ten t  sous 

la forme 

�9 =o F ~ + f i t +  z 

ou, si l 'on  aime mieux,  sous la forme 

ui(x)=a~(I)~'+l~rffJ.(x)]ogs(I); 
s--O 

les ~ , (x )  sont  des fonct ions qui  se reprdsen ten t  pa r  des sdries de facultds con- 

vergentes  de la forme 

(x) A(:) "cz~..I-1 
+ + 

'v=O 

est un  hombre  posi t i f  convenab lemen t  choisi. Les at e t  les ~t sont  des nombres  

1 I1 faut seulement excepter le cas trivial oh la solution en question se rdduit ~t une 
fonction rationnelle multiplide par une exponentielle. 

2 Fakulttitenreihen in der Theorie der linearen Differentialgleichungen. Mathematische 
Annalen t. 7 I, p. 5Io--~32, I9II. 

s Sur les sdries de facult~s, kcta mathematica t. 37, P. 327--387, I914. 
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complexes ind6pendants de x. Ces solutions sent  des fonctions m6romorphes de 

x admet tant  pour pSles les points am, am--I ,  a s - - 2 ,  a , - - 3 , . . .  ( * = I ,  z . . . . .  p), 

et  6rant d'ailleurs holomorphes, at,  a2, . . . .  ap sent  les z6ros de p0(x). Quand 

tend vers l'infini le long d 'une droite qui forme avec l 'axe des nombres po- 

sitifs un angle qui est, en valeur absolue, inf6rieure ou 6gale k -~ l'expression 
2 

m (x) 

tend uniform6ment vers une limite finie et  non-nuUe; n d6signe un entier < r .  

J e  forme ensuite un second syst~me fondamental  de solutions ut(x),  

u2 (x), . . . .  uk (x) qui sent  des fonctions m6romorphes admet tan t  pour p61es les 

points 7m, 7m+ I ,  7m+ 2 , . . . ,  ( , = I ,  2 , . . . ,  p); les nombres 7t, 72 . . . .  ,7p sent  les z6ros 
de pk(x + k). Quand x tend vers l'infini le long d'une droite qui forint avec 

l 'axe des nombres ncgatifs un angle qui est, en valeur absolue, inf6rieure ou 

6gale k ~- l 'expression 
2 

us(x) 
/ I  ~ Pi + 1 

tend uniform6ment vers une limite. Entre  ces deux syst~mes de solutions il 

existe des relations lin~aires k coefficients p6riodiques fort remarquables. 
Dans les chapitres I I I  et IV je d6montre par  deux voies diff6rentes que 

ces coefficients p6riodiques sent  des fonctions rationnelles de e 2 ~ .  J e  d6termine 

la forme de ces fonctions et les constantes qui y entrent. L'6tablissement de 

ces relations lin6aires est le point  capital dans notre 6rude. Elles permettent  

en particulier de se rendre compte comment se comportent  les solutions us (x) 

et les solutions us (x) quand x tend vers l'infini d 'une mani~re quelconque. 

Dans le chapitre V on traite ee probl~me. 
On peut, comme on sait, consid6rer les 6quations diff6rentielles comme un 

eas limite des 6quations aux diff6rences finies. Les ~quations dent  nous venons 

de parler contiennent comme cas limite des 6quations diff6rentielles admet tan t  

le point ~ l'infini comme point singulier irrdgulier. Mais il arrive dans un cas 

particulier que ce point devient on point dngulier r~gulier. J 'a i  consid6r6 ce cas 

k part  dans le chapitre I. L'6quation aux diff6rences pout  alors so mettre  

sous la forme 
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Q, (x) g~-i u (x) = o, 
s ~ O  

les coefficients Qk(x), Q~1(x)  . . . .  , Qo(x) 6tant des polynomes dont  les degr~s 

vont  en d~croissant avec les indices. Ce cas se distingue net tement  du cas 

g4n~ral par  la simplicit6 des rSsultats auxquels on arrive. Remarquons en 

particulier que les solutions m~romorphes us(x) dont  on vient de parler sont 

telles qu,on ait uniform~ment dans l'angle z - - e  > Arg x > - - z  § e 

lim ui (x) ~ const. o_o 

6rant un nombre positif aussi pet i t  que l 'on veut.  

C H A P I T R E  I .  

Formation de deux syst~mes fondamentaux de solutions. 

w i.  Les expressions analytiques qui conviennent le mieux pour  repr6senter 

les solutions d 'une 6quation lin~aire aux differences finies k coefficients ration- 

nels sont: La s6rie de facult6s, la s~rie de fractions rationnelles, la fraction 

continue et certaines int6grales d6finies intimement li6es k ]a th6orie des s6ries 

de faeult6s. Quant k la repr6sentation par  des fractions continues j'ai d6j~ eu 
l'occasion de donner quelques indications sur ce sujet 1 et je pense y revenir 

dans un autre M6moire. 

Dans ce chapitre nous allons faire voir que la th6orie classique des 6qua- 

tions diff6rentielles lin6aires nous ambne directement aux autres expressions 

analytiques 6num6r6es plus haut. 

Comme nous allons voir par la suite de ce M6moire ces d6veloppements 

ont ravantage  de donner, sans aucun calcul, les positions des points singuliers 

de nos solutions et elles met tent  en 6vidence la  nature des singularit6s. 

Soit x une variable complexe; soit u(x )  la solution k d6terminer. Posons 

(:) u (x + ion) - -  u (x  + ( i - -  i )  co) + . . .  + ( - -  i)~u(~) 

1 1. c. A c t a  m a t h e m a t i c a  t. 34, P. 33--38,  x9 Io- 
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et considerons d'abord une 6quation aux diff6rences finies de la forme 
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i - -k  

Q (x) - ~ Q~ (x) J~-i u (x) = o, 
i - O  

(~) 

los coefficients Q~ (x), Qk-1 (x) . . . . .  Q0 (x) dtant  des polyn6mes en x dont les degr6s 

vont en d6croissant avec les indices; plus pr6cisement, si p d6signe le degr6 de 

Q~(x), on suppose que ]e degr6 de Qk-~(x) soit infdrieur ou 6gal ~ p - - i ;  on a 

donc necessairement p > k ,  car le degrd de Qo(x) serait sans cela n6gatif. Les 

polynSmes Q~(x) peuvent toujours se mettre sous la forme 1 

*--p--~+i 
Q,(x)= ~ c, , . (x--i)(x--i  + ~ ) . . . ( x - - i  + ,--~),  (2) 

les c~,s 6rant ind6pendants de x; on peut sans diminuer Ia g6n6ralit6 supposer 

que ck, z, soit 6gal & i .  Appliquons la transformation de I~PLAOE et essayons 

de d6terminer une fonction v(t) et une ligne d'inf~gration de sorte que l'int6- 
grale 

U (X) = ~ t  x-I *) (t) d~ (3) 
d 

est une solution de l '6quation (i). 

En int6grant par partie on trouve: 

x ( x + z ) . . . ( : ~ + a - - i ) u ( x ) = ( - - I ) ,  ~ - -  dr" dt (a-----o, I . . . .  p) 

pourvu que les limites d'int6gration aient 6t6 choisies de telle sorte que les ter- 

rues tout  int6gr6s disparaissent pour ces valeurs de t. En appliquant ~ u(x) 
les op6rations J~_x(i= i ,  2 . . . .  , k) on trouve de m~me: 

(x--  i ) ( x - - i  + x ) . . .  ( x - - i  + a- -  I) J~_i u (x) ~ (-- x) 'J  v ' - ~ + ~  d.L,t__i~v~t,jd t r l ~ l ~ l d t ,  

pourvu que les termes 

( ; - - . . , o ,  . .  . . . . .  , 

1 Dans tout ce qui suit il faut remplacer le produit x(x + : ) . . . (x+ s--I)  par x, quand s 
est ~gal ~ z~ro. 
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disparaissent dans les limites d'int6grations. Substituons ces int$grales dans 
l '$quation (x) on voit que v(t)  doit satisfaire h l '~quation diff~rentielle 

( _  ~)s c~,, t ~ + ~  dr~ = o, (5) 
i--O s--O 

off, par hypoth~se, ck-~,p- ,~o,  si 8< i. Cette ~quation diffSrentielle est d 'ordre 

p, c'est k dire que l 'ordre est 6gal au degr6 du coefficient de la plus haute  

diff4rence de u (x) dans l '$quation (~). 
Lo coefficient de 

d~v(O 
d t~' 

est 6gal 

( - -  t)p ( t - -  ~p. 

Les points singuliers de l'~quation (5) sent  o, i et o~, et l 'on voit sans peine 

que ce sent  des points singuliers rSguliers. L'$quation dSterminante relative au 

point t ---- i e s t  

i - k  

( ~ - -  ~) . . . ( ~ - -  p + l~ + i )  ~ ( - -  ~)~ ck-~.p-~ (~ + ~) (e + 2) . . . (~ + k - -  i)  = o .  
i~O 

On remarque que les coefficients ok,p, Ck_l,_~-l, . . . ,  c0,p-/c qui entrent  dans cette 
6quation sent  les coefficients des termes du degr4 maximal dans les polynomes 

Q~ (x), Qk-1 (x) . . . . .  Qo (x). 

D~signons les racines de cette ~quation par o, I , . . . ,  p - - k - - x ,  ill, f12,..., ilk. 
Elles sent  en nombre p, parce que par hypoth~se ck, p~--I. L'~quation dif- 
f6rentielle (5) admet  donc p - - k  solutions holomorphes au voisinage de t ~  I e t  
k solutions, qui se repr~sentent par  des dSveloppements de la forme 

v, (0  = ( t - -  ~)Zs{A, + A, (~ - - t )  + A 2 ( I - - 0  ~ + . . . }  (6) 

la s6rie 6rant convergente pour I t - - i [  < i e t  A0 ~tant different de zSro. A ehaque 
nombre fl, il appart ient  ainsi une solution, d~termin~e ~ un facteur constant  
pros, et en g6n~ral non holomorphe au voisinage de t ~ I.  On suppose pour le 
moment  qu'aucune des diff6rences entre les ~, ne soit 6gale s un entier. Le cas 
g6n6ral off les recines fl, ferment  des groupes et oh le d6veloppement correspon- 

dant  (6) contient des logarithmes sera discut6 plus loin. 
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w 2. L%quation d~terminante relative au point t ~-o est Qk ( k - - Q ) =  o, q 
~tant la variable, k 6tant l 'ordre de l '~quation aux differences et Qk (x) ~tant 

le coefficient de g k l u ( x  ). D6signons que a~ + k, a2 + k . . . .  ,ak + k les raeines 

de Q ~ ( x ) = o  et supposons, pour fixer les idles, qu'elles soient num6rot~es de 

sorte que 

> 

Toute solution de l '6quation (5) se repr6sente au voisinage de t = o  par une 
expression de la forme 

v(t)  = cit-~i{tPi, o(t) + ~Pi,~ (t) log t + --. + tpi,~ (t) log ~ t}, 
i - -1  

(8) 

les tpi,,(t) 6rant des fonctions holomorphes /L l'int6rieur du cercle It[----x. L'6qua- 
tion d6terminante relative au point t = ao est 

Soit 

i - k  

Q , ( -  = o.  

i--O 

les racines de eette 

sorte que 

Au voisinage du point 

rentielle s'~crit 

Q = - - 7 1 ,  --72 . . . . .  --Tp 

dquation et  supposons qu'elles soient numdrotdes de 

(r,)_--> ~ (r2) _->-.. > ~ (Tp). 

l'infini la solution gdndrale de notre dquation diffd- 

v( l ) f f i  cl -i t~i'O(t) + t~i't(t) l o g  + " -  + ~01,~ (t) log ~ (9) 

les ~,~(t)  ~tant des fonetions holomorphes ~ l 'ext6rieur du cercle It] ~ i .  

w 3. Nous a]lons voir plus loin que les quantit~s ai,/~i et y~, qui sont en 

nombre 2p + k, caract~risent enti~rement les singularit~s des solutions de notre 

~quation aux differences. Elles se d6terminent facflement k l'aide des coef- 

ficients de l'~quation aux differences. Relat ivement  ~. cette d~termination nous 
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ajoutons encore la remarque suivante. En posant U ( x ) = u ( x - - k )  on peut  

donner ~ l '6quation (i) la forme suivante 

i - k  

(x) u = o ,  
~--0 

les coefficients Pk (x) . . . . .  Po(x) 6rant des polyn6mes dent  les degr6s vent  en 

d6croissant avec los indices. Les nombres 7~ sent les zdros du coe//icient de la 

di//grence /inie d'ordre le plus glevg dans l'dquation (Io) tandis que les c~ + k sent 

les zdros du coe//icient de la di//grence d'ordre le plus glevd dans l'dquation (i). 

Il est souvent  pr6ferable d'6crire l '6quation (i) sous ]a forme: 

+ i )=o.  
i - O  

Les coefficients de cette 6quation sent  des polyn6mes du degr6 p et l'on a 

pk (x) = Pk(x  + k), po(x) ----- ( - -  I)kQk (x + k); 

on voit  done que les 7~- -k  sent les zdros du coe//icient de u (x + k), et les a~ sent 

les zdros du coe//icient de u (x) dans l'dquation (IX). 

w 4. Cela pos6, nous pouvons d6finir deux syst~mes fondamentaux de 

solutions de l '6quation (i). Soit 1 une ligne d'int6gration par tant  du point t = o  

le long de l 'axe des nombres positifs et y revenant, apr~s avoir entour6 le point 

t = i dans le sens direct, comme l'indique la fig. I. Soit L une ligne d'int6gra- 

tion par tant  de l'infini positif ct y rcvenant  apr~s avoir cntour6 le point t----I 

dans le sens direct. 

Fig .  i .  
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Posons 

u,(x) : ! f t ' - '  v. (t) dt, 2 z i j  
l 

= 

( a : z ,  2 , . . . ,  k) 

v,(t) ~tant une solution de l'~quation diff6rentielle (5), d~finie par le d6veloppe- 

ment  (6) et appar tenant  au nombre flo. 

A chaque nombre #, il appart ient  ainsi une int~grale u , ( x ) e t  une int~- 
grale u, (x). 

Consid~rons les termes (4). Quand t tend vers z6ro tous ces termes dis- 

paraissent pourvu que la partie r~elle de x soit sup6rieure 5. 9~ (al + k). Cette 

condition ~tant satisfaite, les u,(x) repr~sentent done des solutions de l'6quation 

(x). Mais ces int6grales sont absolument convergentes dans le demi-plan 

9~ ( x - -  al) > o, car au voisinage de t ~ o v,(t) est de la forme (8). Des th6or6mes 

bien connus relativement au prolongement analyt ique il r6sulte donc que les 

u,(x) satisfont 5. l '~quation (x) dans ce demi-plan. Si par  exception on a c1 = o  

l'int~grale u, (z) peut  m6me 6tre convergente dans un domaine plus 6tcndu. 

De m6me on voit que les u,(x) sont absolument convergentes pourvu que 

9~(xmTp)<o  et qu'elles repr6sentent des solutions de l '6quation ( z )dans  co 
demi-plan. 

Pour  d6finir compl6tement ces deux syst6mes de solutions nous allons con- 

venir que l 'argument de t - - i  crolt  de --zc ~ + rc quand t se meut  le long du 

contour l e t  de o h. 2~r quand t se meut le long du contour L. Pour  l'argu- 

ment  de t on adoptera la valeur qui est comprise entre - -zr  et + ~r. 

Nous nommerons les solutions u, (x), u2 (x) . . . . .  uk (x), d6finies pour le mo- 
ment dans le demi-plan 9~(x--al )  > o, le premier syst~me canonique. De mSme 

nous nommerons u~ (x), u2 (x) . . . . .  uk(x), d~finies pour le moment dans le dotal- 

plan 9~ ( x -  7p) < o, le second syst~me canonique. 
Nous d~montrerons plus loin qu'elles forment deux syst~mes fondamentaux 

de solutions entre lesquels il existe des relations lin~aires fort remarquables. 

D6veloppements en s~ries de facult~s. 

w 5. De l'int6grale eul6rienne de premi6re esp~ee on d6duit ais~ment les 
relations suivantes 

Acta mathernatic~ 40. Imprim6 le 5 juin 1915. ~6 
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I f ~-1 r (z) 
2 ~ i /  t ( t - - I ) # d t = F ( - - f l ) F ( x + f l +  I)'  

i . ~tx_l(t__I)fldt=e=i(#+l) F ( - - x - - f l )  
2 , ~ , d  r ( - - f l )  r (~ - -  x)  ' 

L 

les a rgumen t s  de t e t  de t - - z  6 tant  fix6s comme il a 6t6 dit  plus hau t .  

Les deux  int6grales sont  convergentes  r e spec t ivemen t  pour  ~ ( x ) >  o e t  p o u r  

(x + fl) < o. 
Subs t i tuons  dans  l ' int6grale (12) au lieu de vs(t) le d6ve |oppemen t  (5); si 

l 'on suppose que 9~ (x) > o, 9r (x - -  al) > o i l  est  permis  d ' in t6grer  t e rme  p a r  t e rme  ~ 

et  on t rouve  

/ ,  (x) �9 - ~  (fl, + ~) (#. + 2 ) . . . ( f l ,  + v) 
~0 A~ (x + ~) (x + fl~ + 2 ) . . .  (z + fl~ + v) u~(x) = r ( - - f l , ) r ( x  + ft, + ~) = fl, + 

(I4) 

L 'o rd re  de v , ( t ) ( t - - i ) -#~ dans  le po in t  t = o est 6gal ~ la pa r t i e  r6elle de a~. 

On sal t  donc  t r o u v e r  un  nom b re  posit if  M tel qu 'on  ai t  pour  n ---- I ,  2, 3 . . . .  

[A.[ < M n m("~)-I . 

On en eonclut  imm6dia tement  que la s6rie de facult6s converge  abso lument  si 

9~(x--ai)  > o. On p e u t  donc  suppr imer  la cond i t ion  ~ ( x ) >  o, car  la s6rie (14) 

repr6sente  une  fonet ion  ana ly t ique  ho lomorphe  dans  le demi-plan 9~ (x - -a1)> o. 
I l  f au t  exeep te r  p o u r t a n t  les po in ts  x = o , -  i , -  2 . . . .  s'ils se t r o u v e n t  dans 

le demi-plan de convergence.  Le  fae teur  F(x)  admet  ees poin ts  comme des 

p61es simples; mais si 9~ ( a l ) <  o, on a 

lira vs (t) ----- o; 
t - o  

d 'un  th6or~me d'ABEL il r~sulte donc que  

o = A o  + A,  + A2 + " ' ;  

ee t te  s6rie repr6sente  la va leur  de la s6rie de facult6s dans  le poin t  x = o. On 

vol t  donc  que  la s6rie de facult6s ad m e t  les points  x = o , -  i , - - 2 , . . ,  comme 

des z6ros. La  fonct ion  u, (x) est  pa r  consequent  ho lomorphe  dans ceux de c e s  

1 1. c. Sur los s6ries de facult6s w xo, p. 35I. 
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points qui se t rouvent  g l'int4rieur du domaine de convergence; cela r6sulte 

d'ailleurs aussi de la convergence de l'int6grale (12). 
Passons g l'int6grale (I3). Lo d6veloppement (6) n'6tant pas convergent le 

long de la ligne d'int4gration on ne pent  pas int~grer terme par terme; on peut  

pourtant ,  en transformant convenablement ce d6veloppoment en obtenir une 

s6rie de facult4s. Posons 

v,(O = ( t - -  , )a .9( t )  

la fonction ~p(t) est une branche d 'une fonction analyt ique holomorphe au voisi- 

nage de t = I et  admet tan t  comme points singuliers les points t = o e t  t = ao. 

t M I  
Posons z = - - F ;  la fonction 

se repr6sente au voisinage de z-----o par une s~rie de la forme 

*p ( t )  --~ Bo  - -  B t  z + B2  z '  - -  B ,  z s + ." ", (is) 

ayant  le cercle de convergence [z[ = I .  L'unique point singulier sur ce cercle 

est z - - i ,  et l 'ordre dans ce point est 6gal k - - 9 ~ ( y p  + ft,). Substi tuons la 
s6rie (I5) dans l'int6grale (I3). On v6rifie ais6ment que les conditions pour que 

l 'int6gration terme par terme soit 16gitime sent  satisfaites. On trouve donc: 

u,(x)==e=i(a, +1) F ( - -  x--flo) ~=| (ft, + i)(fl, + 2) . . . ( f l ,  + v) 
r(--~,)r(1--x) ~o -~ (x--i)~--~)..:~---6' 

(~6) 

e t  on voit comme plus haut  que la s4rie de facult6s est absolument convergente 

si 9~ (z - -7p)<  o; elle repr6sente u,  (z) dans ce demi-plan cn exceptant  les points 

x = - - ~ a , - - ~ , +  i ,  - - ~  + 2, .  . .  s'ils sent  situ6s dans le demi-plan de conver- 

gence. La s6rie de facult4s admet  ces points comme z6ros et le facteur F( - - z - - f l , )  

les admet  comme des pSles simples. La fonction u , ( x ) e s t  done holomorphe 

dans le demi-plan iR (x - -  7p) < o. 
I1 est facile d 'exprimer les coefficients B,, qui entrent  dans le d6veloppe- 

ment (I6), par  les coefficients A,, qui entrent  dans le d6veloppement de u,(x). 
On a en effet 

".'~0 .*,iO 
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la s6rie au  second membre se d6dui t  en app l iquant  h la s6rie au  premier membre 

une t ransformat ion  bien eonnue,  due ~ EULER, et qui a fa i t  l 'objet  d '6 tude  de 

MM. E. LINDEL51~, FABRY et PRINGSH:EIM. De la t ransformat ion  d'EULER il. 
r~sulte qu 'on  a 

Bo= Ao, BI = A1, 

B~+I: A~+I--(:)A~+ {:)A~-, + "" + (--I)~A,, (I7) 

e'est  s dire que B1,B2, B8 . . . .  song les diff6rences successives des nombres  

AI,  A2,  A~ . . . . .  

I1 est m a i n t e n a n t  facile de voir comment  so eompor ten t  nos solutions 

oanoniques pour  des valeurs gr~s grandes de x situ6es dans  l 'un ou l ' au t re  d es  

deux  demi-plans de convergence. En effet  une fonegion, repr6seng~e par  une  

s6rie de faeult6s, t end  uniform6meng vers le terme cons tan t  de la s6rie quand  

la variable x t end  vers l ' infini en resgant dans ]e domaine de convergence de la 

s~rie. 1 D 'au t r e  par t  on a uniform~ment  

lim F (x) x# z, z ~ e > A r g x > ~ z + e ,  

x tendang vers l ' infini en s '~loignant inf iniment  de l 'axe des nombres n~gatifs. 

Les d~veloppements  (i4) et  (x6) nous pe rmet t en t  done de conelure qu 'on  
a uniform~meng 

lim x#,+l u,  (x) A0 ~r r 
~_ ~ r ( --  fl,)' 2 = > Arg x => --  2-' (~8) 

lim x#~ +l u~ (x) A o ~ > Arg  x > - -  3 
~_| r ( - -  # . ) '  - -  ~ = = q - '  (~9) 

x t e n d a n t  vers l ' infini en res tan t  respect ivement  dans  le demi-plan ~ ( x -  a , ) >  o 
et  dans  le demi-plan ~ ( x - - y p ) <  o. 

w 6. Examinons  quelques cas d 'exception.  Supposons d ' abord  que fl, soit 

6gal ~ un entier  non-n6gatif  eg qu ' aucun  des autres  hombres #1, . . . .  flk ne soit 

6gal ~ un engier, v, (t) est en ce cas de la forme 

v, (t) ---- (t - -  r)#, [% (t) + cp (t) log (t - -  z)]. 

1 1. c. Sur les s6ries de facult6s w 6, p. 347. 
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On trouve donc 

f t.-,v.(t)dt= I f t ' - ' ( t - - i ) B ,  l o g ( t - - i ) 9 ( t ) d t .  
2~ri d 

l l 
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On peut  

et  en sens inverse; 

on t rouve 

remplacer le contour l par la droite de zJro ~ un pareourue deux lois 

les deux int6grales contenant le logarithme se d6truisent et 

1 

~,(x) --- - - / t ' - '  (t - ~)a, 9(t) dr. 
0 

La forme de notre d6veloppement n 'est  donc pas alt~r~e dans ee cas si la fonc- 

tion ~(t) est diff6rente de z6ro; mais si ~ ( t ) = o  l'int~grale de contour est identi- 

quement  nulle. Comme on salt, ce eas d 'exception ne peut  arriver que si l'on 

a flo>~p--k; on peut  alors remplacer la ligne I par  la droite de z~ro ~ un, ear 

les termes tout  int~gr6s (4) disparaissent pour t----i.  

Si fl, est un entier n6gatif et si en m~me temps ~ ( t ) = o ,  1 la s6rie de fa- 

cult6s ne contient qu 'un nombre fini de termes. Le s6rie (14) peut  en ce cas 

s'6crire comme il suit: 

J A o / x - x  I x - i  x - i  

Les autres cas d'exceptions qui se p r&enten t  seront discut~s dans le chapitre 

suivant.  

L 'avantage des d~veloppements que nous venons d '&udier  consiste sur tout  

en ce qu'ils nous montrent  comment se comportent  les solutions au voisinage 
du point ~ l'infini qui, en g6n6ral, est un point essentiel pour ces fonctions. 

Mais ils repr6sentent les solutions seulement dans un certain demi-plan. 

Nous allons maintenant faire voir comment on peut  prolonger analytique- 

merit les u, (x) dans toute partie finie du plan. 

haut  aux 

D~veloppement en s6rie de fractions rationnelles. 

Nous supprimons maintenant  les conditions restrictives impos6es plus 

nombres fl#. La solution v,(0 appar tenant  ~ fl~ peut  donc contenir 

Ces deux conditions sont n~cessaires et sufflsantes pour que u, x) soit un polynome en x. 
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des logarithmes ou non. Prolongeons v~ (t) analyt iquement le long de l'axe des 

nombres positifs jusqu'au point t = o; on trouve une expression de la forme (8), 

c~, c2 . . . .  , cp 6tant des constantes qu'on sait d6terminer. Les fonctions ~i,n(t) 

se d6veloppent en sdries de puissances de la forme 

(P~,. (t) a(") ~(') ' A (") F A (") t s (n . . . .  r), "-'~-',o.ti, O +2" l i ,  l v  + 4,2 + 1,8 + . . . .  O~ I~ 

qui sont convergentes pour [t[ < x. L 'un au moins des nombres A(i;)o ( n = o ,  i . . . . .  r) 

est diff6rent de z6ro. En prolongeant v,(t) le long d 'un contour qui arrive au 

point t = o  apr~s une rotation autour du point t----I dans le sens positif on 

trouve une expression de la m6me forme, seulement il faut  remplacer les con- 

stantes ci par d'autres constantes que nous d6signerons par dl. Supposons 

d 'abord que la partie r~elle de fl~ soit sup6rieure ~ - - I .  On peut dans l'int6- 

grale (i2) remplacer le contour 1 par la droite de o s I parcourue deux lois et  

en sens inverse. Substituons dans cette int6grale  les d6veloppements ( 8 ) e t  

int~grons terme par terme; on trouve la s6rie de fractions rationne]les: 

i--O v=0 

... + 

+ (--  + ! 

(2i) 

Les coefficient, dans le ddveloppement en sdrie de puis,sances de v,(t) au voi,  inage 

de t = o nova donnent donc immddiatement les coe//icients dans le ddveloppement de 

u , (x )  en sdrie de /raaions  rationneUes. Si 9 r  et si la s6rie (2I) est 

convergente, les conditions, pour-que l 'int6gration terme par terme soit 16gitime, 

sont satisfaites. L'ordre des fonctions ~i,~ (t) (n = o, I , . . . ,  r ) s u r  le cercle de 

convergence I t ] = i  est 6gal ~ --9~(fl,); on sait donc trouver un hombre positif 

M tel qu'on air pour v := o, x, 2 . . . .  

] A~. ~) I M (n = o, I ,  r) 
,,~t < (I  + v) m Ia, l + l - ,  . . . .  

quelque petit  que soit le nombre positif ~. Soit F un domaine fini quelconque 

duquel on a exclu les points ai, a i - - i ,  ~ i - -2  . . . .  par des petits cercles; on sait 

trouver un nombre positif N tel qu'on air pour v = o, I ,  2 . . . .  

gg cq -{- ~' 

que l  q u e  s o i t  z d a n s  F .  
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En rampla~ant dans le d~ve]oppement (2i) le module de chaque terme par 
les limites sup~rieures qu'on vient de donner on trouve l'in~galit~ 

"~ ' f f i~  M N  { N r ! N  ~ ~. 
lu . (~) l< ~ (H+lc'd)(,,+~)~(w+~_ , ~ + T ~ - ~ + . . - + ( , , + ~ ) .  / 

i ~  0 v~O 

La s6rie au second membre est convergente parce que par hypothSse ~ (fl~) > - -  i .  

La s~rie (2I) est par consequent absolument et uniformSment convergente dans 
le domaine F. Cette s~rie nous donne un prolongement anlytique de la solution 

u8 (x) dans tout  le plan et on voit que u, (x )  est une fonction m~romorphe de x. 

Si la partie r~elle de fls est inf~rieure ~ - - i ,  la sSrie de fractions ration- 
nelles, obtenue en int~grant formellement terme par terme, est divergente. Soit 
q un entier positif tel que 9~(fl~ + q )>  ~ I; on sait, dans ce cas, t rouver deux 
polynSmes ]q-l(x) et /q(x) respeetivement du degr~ q - - I  et  q et tels que la 
fonction 

u, (x) - -  1~_~ (x), 
lq (z) 

admet  un d6veloppement de la forme (2i). Pour le d~tail de la dSmonstration 
je renverrai le lecteur aux pag. 27--28 de ma Th~se. 

Les solutions u~ (x), u2 (x), . . . ,  uk (x) dans notre premier syst~me canonique de 

solutions sont done, quelles que ,~oient les valeura des hombres fl~, f12 . . . .  , ilk, des 
]onetions mdromorphes de x ,  admettant une reprdsentation de la [orme du  second 

membre de (2i), multiplid par un  polyn6me convenablement ehoisi. Leo ~ l e s  de 

ces /onctions sont 

a t ,  ~ i - -  I ,  a t - -  ~ ,  a i - -  3 ,  . . . ,  ( i - - - -  i ,  ~. . . . . .  p ) ,  

les at + k Jtant leo zJros du coeHieient de xtk__ 1 u (x) clans l'~quation (I) .  S i a i  + k 

eot un  z~ro simple qui ne di]]kre Tar un  entier d 'aucun des sui tes  z~ros, leo ~ l eo  

at, at ~ I ,  at ~ 2, . . .  sont tous simples. S i a i  + k eot un  zgro d'ordre n,  les poles 

ai, ~i ~ I ,  a i - -  2, . . .  sont d'ordre de multiplieitd n au rosins. 

w 8. Considdrons maintenant  les solutions u(x). Les fonctions ~A,. (t) dans 
l'expression (9) se d6veloppent en sdries de puissances 

-t-~'l ~-~'i'" "" ,  (n o, I , . . . ,  r) ,  ~,,. (t)  = B~,")o + + + ----- 

convergentes pour It[> I.  Substituons ees ddveloppements dans l'intdgrale (I3) 
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et int6grons terme par terme; on trouvc, si la pat t ie  r6elle de ~ est sup6rieure 

~t - - i ,  une s6rie de fractions rationnelles de la forme 

2 2  -- |  -~(x)-- ~ (c~ ' - - 7 ~ - -  ~')'~+~ (22)  
~ - i i ~  0 n~O ~,--0 

Si ~ ( # ~ ) < -  i il faut diviser us (x) par  un polyn6me convenablement choisi et  
le quotient admet  un d6veloppement de la m~me forme. 

Les solutions ul(x), u~(x), . . . , u k ( x )  dans le second syst~me canonique sent 
des /onctions m~romorphes de x admettant ~our p~les les points 

7i, 7~ + i ,  7~ + 2, 7i + 3 . . . . .  ( i ~ i ,  2 . . . .  , p), 

les 7i dtant les zgros du coe//icient de .jk U(x) dans l'dquation aux di//grences (io). 

I1 est naturel de convenir de dire que los solutions u (x) appart iennent  k l'~qua- 

tion (io) et  que les solutions u(x) appart iennent  s l '6quation (i). 

Nous avons maintenant vu:  d 'unc part,  comment se comportent  nos solu- 

tions canoniques dans route partic finie du plan et d 'autre  par t  comment elles 
se comportent  quand x tend vers l'infini en rcstant dans un certain angle d'ou- 
verture z.  

Pour  compl6ter nos r6sultats il nous reste h faire voire comment elles se 

comportent  asymptot iquement  quand x sort do eet angle. Nous traiterons plus 

loin ce probl~me pour une classe plus g6n6rale d'6quations aux differences dent  

nous allons maintenant  aborder l'6tude. 

CHAPITRE II. 

Formation de deux systbmes fondamentaux de solutions. 

w 9. Nous pr6ferons 6crire ees 6quations sous la forme 

i=k 

2 ~i(X) U(X + i)=O, 
i=0 

et nous ferons relativement aux coefficients pi(x) l 'hypoth~se suivante. 
supposerons qu'ils sent  des polyn6mes en x de degr6 ~ mais 
eonques. 

(~) 

~OUS 

d'ailleurs quel- 
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Plus pr6cisement nous supposerons que le degr~ de Po (x) et de pk (x) est 

~gal k p e t  que les degr~s des autres coefficients sont inf~rieurs ou ~gaux ~ p. 

L'entier positif p peut  etre ~ k .  

Cette classe d'~quations embrasse comme cas particulier cells clue nous 

venons d'4tudier. En effet, en ~crivant l%quation (1) (Chap. I) sous la forms 

pr4cit~e, on verra que les coefficients p~(x) sont des polyn6mes du degr6 p; 

mais ces polynSmes ne sont pas ind~pendants l 'un de l 'autre, il exists entre 

leurs coefficients des relations particuli~res dont nous avons tir6 partie dans le 

ehapitre precedent. 

Dans le cas actuel nous ~crivons les coefficients p~(x )de  l '~quation aux 

differences sous la forms suivante 

p~ (x) = ' ~  C~,, (x + i) (x + i + x ) . . .  (x + i + s - -  x) (i  •, o ,  x . . . .  ,1r (2) 
$ - -  0 

On a, par  hypoth~se, Co, p ~  o, Uk, p,~ o, mais les Ci,, sont d'ailleurs des hombres 

complexes quelconques. 

Posons 

(~) = f t - - , , ,  (t),~t, (3) 
J 

v(t) ~tant une fonction de t mais ind6pendante de x. Essayons, s'il est possible, 

de d~terminer la fonetion v(t) et une ligne d'int~gration de sorte que u(x) soit 

une solution de l '~quation (I). En int~grant par patt ie on t rouve 

, m  
' " .,+, d'v(t) 

z ( ~ + I ) . . . ( x + s ) u ( x ) = ~ C - - i ) ' ( x + ~ , + i ) ( x + ~ , +  2 ) . . . ( x + s ~  dr" + 
,-o 

-~.+1 f,.+, d'+l v (t)., 
+ (-- 'J J "  dt.+l "'" 

On a, par cons6quent, l 'identit6 suivante 

p~(x)u(x  + i) =ffi g(x ,  t) + t a~-'l ' t--t~it) 'q~d~v(t) d t  
, ~ , ~  i d t i  , ( 4 )  

i - o  i - o  

ot~ nous avons pos~ 
# - - k  

O~(t) = ~ C,,~t', ( i - - o ,  I . . . . .  p), 
s - -0  

Acta m~hcma~ica.  40. Imprim6 le 7 Juin 19lb. ~7 
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' ~  - '=P~'-~ d'v(t) d'[t~+~+'Q~+,+~(t)] 
V ( x , t ) =  (--I)~ dt ~ dr 

i----~ ~ 0  

(5) 

En choisissant v(t) comme une solution de l '~quation diff~rentielle 

~ffip d~v(t) 
( - -  t) ~ Oi (t) ~ -  = o, (6) 

i ~ 0  

on voit  que u(x) est une solution de l%quation (I), si l 'on prend  pour therein 

d ' int~grat ion une ligne telle que V(x, t) s 'annule  h ses deux extr~mit6s ou un 

contour  ferm~ tel que V(x, t) reprenne sa valeur  initiale quand  on revient  au 

point  de d6part .  Nous appelerons Qp ( t )~  o rdquation caractdristique de l '~qua- 

tion aux  differences (i). On remarque  que les coefficients de eet te  ~quation 

sont  les coefficients des termes du degr~ maximal  dans P0 (x) . . . . .  Pk (x). C'est 

une ~quation alg~brique du degr~ k don t  toutes  les racines sont  diff~rentes de 

z~ro, ear on a Co, p~ o, Ck, p~ o. Soit a~, a2 . . . . .  ak ces racines et posons 

a, = e, d r ( s t z ,  2 , . . . , k ) .  

Supposons que les a, on t  ~t~ num~rot~es de sorte qu 'on  air 

Si l 'on a ~, = ~,+1, on suppose que Q,~< r 

w Io. L '~quat ion  diff~rentielle (6) admet  les points  singuliers t = o e t  t =  ~ ,  

qui sont  des points  singuliers r~guliers, et les points  a l ,  a2 . . . . .  ak. Si as est 

une racine simple de l '~quation caract~ristique, at est un point  singulier r~gulier 

de l '~quat ion diff~rentielle. Au voisinage de at il existe ( p - - i )  solutions ho!o- 

morphes et  une solution de la forme 

(t--al)Ziq~(t), 

(p (t) 6 tant  une fonction holomorphe au voisinage de t = at. 

Si at est n fois racine de l '6quation caract6rist ique deux cas essentiellement 

diff6rents se pr6sentent.  

I ~ ai est (n- -s )  fois racine dans l '~quation Qp_, (t)---o et cela est vrai  

pour  s ~ o, I . . . .  , n - - z ;  at est alors un point  singulier r~gulier de not re  ~qua- 

t ion diff6rentielle. 
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2o. a~ est  un po in t  singulier irr~gulier. 

Nous r~serverons l '4tude de co dernier  cas p o u r  le w x6; nous supposerons  

donc pour  le momen t  que  a~ soit  un po in t  singulier r~gulier ~ de l '~quat ion 

diff~rentielle. 

L '~qua t ion  d4 te rminan te  re la t ive  au poin t  a~ admet  les racines 

~8~,i , /~2,~ . . . .  , / / , , , i ,  o ,  z . . . . .  p - -  n - -  z .  ( 7 )  

II cor respond k ces racines lo solut ions ind~pendantes  de l '~quat ion (6); nous 

lea d~signerons pa r  vl, i, v.~,i . . . . .  , vp,~. Les ( p - - n )  derni~res do ces solut ions sont  

ho lomorphes  au voisinage de ai; les n au t res  solutions sont  en g~nSral non- 

holomorphes.  

On peu t  les fo rmer  pa r  les m~thodes  de L. FUCHS et  de M. FROBENIUS. R~- 

sumons br i~vement  les p r inc ipaux  r~sultats  ob tenus  par  M. F~tOBE~IUS relat ive-  

men t  ~ ces solutions.  

Les racines ~,~, p~,~ . . . . .  ~,~ se r~par t issent  en diff~rents  groupes  de sor te  

que  tou tes  les raeines qui  sont  diff~rentes l 'une  de l ' au t re  pa r  un  entier ,  se 

t r o u v e n t  dans  un m~me groupo.  
Suppr imons  pour  un moment ,  pour  abr~ger l '~criture,  le second indiee i e t  

soit  ~,, ~,+~ . . . . .  ~,+,~_~ les mombres d 'un  tel groupe.  Supposons  qu 'on  les 

af fec te  de num~ros  tels que  ] 'on a i t :  

Soit  t3s, tqs+h, /t~+~, /~+k . . . . .  t~+~ celles de ces racines qui  sont  dist inctes.  Soit 

{/, h lois racine,  soit  fl,+h ( i - - h )  fois racine,  soit  ~,+j ( k - - j )  fois racine etc. On 

rSpar t i t  les racines en sous-groupes de la mani~re suivante .  Dans le premier  

sous-groupe on place flm~/~a+l . . . . .  //~+h--1; dans  le deuxi~me sous-groupe 

on place fl~+h~/~+h+l . . . . .  ~+j--1; dans  le troisi~me sous-groupe on place 

fl~§ ~ fl~+i+1 . . . . .  fl~+k--I etc. 
A la plus g rande  s racine r io= fl,,~ de no t re  groupe  il ap p a r t i en t  une solu- 

t ion de l '4quat ion (6) de ]a forme 

v, ,~  - -  ( t  - -  a ~ ) P , , ~ q ~ ( t ) ,  (8) 

ep(t) 6tang ho lomorphe  et  diff6rente  de z6ro dans  le po in t  t ~ a i .  

x L'~quation caract~ristique de l'~quation aux differences ~tudi~e dans le chapitre I est 
(t-- i)k---- O. Toutea les a i coincident dana le point t---- x et ce point eat un point singulier 
r~gulier de l'~quation diff~rentielle. 

t C'est ~ dire h la racine dont la pattie r~elle est la plus grande. 



212 N. E. N6rlund. 

A une racine quelconque ~s+~,i de notre  groupe il appar t ien t  une solu- 

t ion de la forme 

0r 
r 

~4t4-r, 
- -  [ ( t - -  adS,+~, ~ ~o(t)] = 

= ( t - -a~ )P ,+r , i {9o ( t )  + ~ ,  ( t ) l o g  ( t - - a i )  + . . .  + ~f,(t)  log r ( t - - a d } ,  (9) 

t's+r, i 

~0(t), ~ l ( t ) , . . . ,  ~r(t) d tan t  des fonctions holomorphes au  voisinage de a~. A 

chaque racine de notre  groupe il appar t i en t  ainsi une solution non-holomorphe 

de l 'dquat ion diffdrentielle, et ces solutions se t rouven t  rangdes en groupes et  

sous-groupes de la m6me manibre que les raeines. 

Si vs+r,i appar t i en t  au  premier  sous-groupe on a ~r (as)~ o. Si v ,+, , i  ap- 

par t i en t  au deuxibme sous-groupe on a ~ - h  (a,) r~ o e t  ~r--h+~ (a~) . . . . .  ~r  (ai) ~ o .  

Si v~+,,i appar t i en t  au  troisi~me sous-groupe on a q,_# (ai) ,~ o et ~r-#+~ (ad . . . .  

= 9, (ad = o etc. 

Au voisinage de t--~o l '6quation (6) adme~ p solutions Vj, o, V2,o . . . . .  V~,o qui 

sont  de la forme 

Or[t--a'~P(t)] - -  t--a*{tp 0 (t) + ~P~(t) log t + --" + tpr (t) Iog* t}, (ZO) V,,0 = 0 (--  ~,)~ 

~P0(t) . . . . .  qJr(t) 6rant  des fonctions holomorphes au  voisinage de t = o  et  ax, 

a . , . . . ,  % 6rant  les z6ros de p0(x). Au voisinage de t =  ~ l '~quation (6) admet  

p solutions vl, ~ ,  v2 . . . . . . .  v~, ~ qui sont  de la forme. 

v,,o~ O f f  t - r ,  ~Po(t)+tp,(t)log + . . .  + tpr(t) log r �9 (zx) 

q~0(t) . . . . .  qJr(t) 6rant  des fonctions holomorphes au  voisinage de t = ~ ,  et  

7 ~ - - k  . . . . .  7 ~ , - - k  6tant  les z6ros de pk(z). Nous supposerons que les a, et  les 

7, on t  6t6 r@art is  en groupes et  qu'elles soient num6rot6es de la mani~re in- 

diqu6e dans  le w z. 

I1 fau t  donner  h l 'entier  non-n6gatif  r u n e  valeur  6gale au  hombre  des 

raeines plus grandes que - -  t~, (7,) qui f igurent  darts le m6me groupe que - -  a, (7,). 

w zI. Cela posd, nous pouvons fixer la ligne d ' in tdgrat ion dans  l ' intdgrale 

(3)- Dessinons des coupures rectilignes des points al ,  a 2 , . . . ,  ak k l ' infini dans  

le prolongement  des rayons  vecteurs respectives et une coupure rectiligne de 

z6ro h as. 
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Soit v~,~ une des solutions non-holomorphes au voisinage de a~. Dans le 
plan ainsi ddeoup6 la fonetion t ~-~ vq,~ est uniforme. J'appelle bord gauche d'une 
coupure celui qu'on a sur la main gauche quand on chemine sur la coupure dans 

la direction vers l'infini. Soit l~ une ligne d'intdgration par tant  de l'origine le 
long du herd droit de la coupure (o, a~) et y revenant le long du herd gauche, 
aprAs avoir entourd le point t ~ a ~  dans le sens direct ct en laissant ~t son 

extdrieur t o u s l e s  autres points singuliers a , , . . . ,  aa. Soit L~ une ]igne d'intd- 

gration par tant  de l'infini le long du herd gauche de la coupure (a~, oo) et y 

revenant  ]e long du herd droit, aprAs avoir entourd le point t ~ a~ dans le sens 
direct et en laissant k son extdrieur t ous l e s  autres points singuliers. Posons 

f t ~-~ v dr, 

2 ~ i ~ '  ~,~dt. (I~) 

La premiAre intdgrale est absolument convergente et la fonction V(x, t), ddter- 
minde par l'expression (5), s'annule aux deux extrdmitds de la ligne d'intdgration 
l~, si 9 ~ ( x - - a , ) > o .  L'intdgrale ddfinit done une solution de l 'dquation (I) 
dans ce domaine. 

De m6me on volt que V(x, t) s'annu]e aux deux extrdmitds de laligne Li, si 

9~(X--Tp + k )<  o; mais la seconde intdgrale est absolument convergente dans le 
demi-plan 9~(x- -y~)<o,  elle ddfinit done une solution de l '6quation (i) dans ce 
domaine. Pour ddfinir eomplAtement ces deux solutions admettons que l'argu- 
ment  de t - -a~  augmente de ~ - - ~ r  k ~i + ~ quand t se meut le long de la ligne 

li et de ~i k ~ + 2 ~ quand t se meut  le long de ligne Li. Pour l 'argument de t 
on adoptera la valeur qui est dgale ~ ~ le long des parties rectilignes des ohemins 

d'int6grations. 

Convenons de dire que les deux solutions ainsi d6finies appart iennent au 
nombre~flq, i. En prenant pour v~,~ suecessivement toutes les solutions non-holo- 
morphes au voisinage des points a, ,  a2 . . . . .  ak on obtiendra k solutions u(x), 
que nous nommerons le premier 8yat~me canonique de solutiona, et k solutions 

u(x), que nous nommerons le second syst~me canonique de solutions, k ~tant i 'ordre 
de l'dquation aux diffdrences. Ces solutions se t rouvent  rangdes en diffdrents 

groupes et sous-groupes de la m6me maniAre que les hombres flq, i. 
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D~veloppements  en s~ries. Propri~t~s analyt iques  des solutions. 

w I2. Pour  4tudier comment se comportent  ces solutions aux environs 

de leurs points singuliers nous allons former diff~rents d~veloppements en s~ries. 

Les plus importants d'entre eux sont les d4veloppements en s~ries de facult~s. 

Consid~rons l'int~grale (12) et supposons d 'abord quc vq,~ soit de la forme (8). 

qc(t) se d4veloppe en s4rie de puissances aux environs de t----a~; cette s~rie 
n'~tant pas, en g~n~ral, convergente le long de la ligne l~ on ne peut  pas 

int~grer terme par terme ~ comme dans le chapitre pr6c~dent. Mais effectuons 

le changement de variable t=a~z; on trouve une int~grale relativement s 

laquelle j'ai demontr4 ~ qu'elle s.e repr~sente par une s4rie de la forme 

Uq, i (x) = a~' 

Y ~o + fl~,~ + ~ 

.Q(x, flq:), (14) 

off 

~-~  (fl + ~) (~ + 2 ) . . .  (~ + ~ ) ~ :  . 
.Q(x, f l ) =  ~A~(x+tofl+oj)(x+wfl+2to). . . (x+,~+vw ), (I5) 

eette s4rie de facult~s est absolument convergente pour ~(x--a~)> o e t  diver- 

gente pour ~ ( x - - a , ) < o .  Les coefficients A~ sont ind~pendants de x; A~ se 

compose lin6airement des u + i premiers coefficients du d6veloppement de el(t) 

en s~ries de puissances aux environs de t ~ al. 

Les A~ peuvent  done se tirer des coefficients de l '6quation aux diff6renees 

(i) par des opdrations algdbriques. Remarquons en particulier que A0 est ~gal 

~(a~) multipli6 par une constantc non-nulle; A0 est done different de z~ro, parce 

que par  hypoth~se ~(a~)~ o. 

1 Dans ma Th~se j 'ai  d6montr6 que la s~rie de facult~s divergente ,  obtenue en int~grant  

fo rmel lement  t e rme  par terme, repr6sente asympto t iquement  ug,~(x) dans l 'angle 2 - - e  > Arg x > 

~r 
> - - ~  + ~, ~ ~tant > o. Cette  s~rie peut  done rendre  quelque service dans l'~.tude de la valeur  

asymptot ique  de uq,~(x); elle est plus facile ~ former  que la s~rie (I4)mais el le lui est inf~rieuro 

sur un point  important .  Dans ce qui va suivre il est tr~s impor tant  de savoir qu'el le est la 
valeur  asymptot ique de uq,~(x) quand x tend vers l ' infini le long d 'une ligne perpendiculaire  

l 'axe des abscisses. Or la s~rie d ivergente  ne permet  r ien de conclure re la t ivement  ~ cette 
valeur.  Le  d~veloppement  convergent  (I4), au contraire,  donne cette valeur  avec autant  d'ap- 
proximat ion  que l 'on veut.  

1. c. Sur les s~ries de facult~s. w i I ,  p. 364. 
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eat un nombre positif qu'il faut  choisir suffissamment grand pour assurer la 

convergence de la s6rie. Le second membre de (14) ne d6pend qu'apparemment de 

~, mais il a 6t6 n6cessaire d'introduire ee param~tre pour faire converger la s6rie (15). 

En raisonnant exactement comme dans le w 5, et en appliquant la trans- 

formation d'EULER, on trouve pour l'int6grale (13) un d6veloppement de la forme 

oh 

'~q,~ (x) = a~ e ' ( ~ ,  i+~ ~ ( x ,  ~q,~), ( i6) 

~ ( x ,  ~) = "~| (~ + 1)ltt + 2 ) . . . ( $  -+ v)~,", 

~ '~0  

( I 7 )  

la s6rie de facult6s 6tant abaolument convergente, si 9~(x--7p)< o. II eat sup- 

pea6 que co air 6t6 choiai suffisamment grand pour que les s6ries (15) et (17) 

soient routes lea deux convergentes dana les domaines indiqu6s. On volt, de la 

m~me mani~re qua plus haut,  que lea coefficients B~ et A, sent li6s par lea 

relations (17) Chapitre I, c'est h. dire que Bt, B2, Bs . . . .  sent lea diff6rences suc- 

cessives de A,, A~, A 3 . . . .  ; en particulier on a B o ~ A o .  

Lea d6veloppements (14) et (16) nous montrent  que u(x) et u(x) sent  des 

fonctions analytiques, holomorphes respectivement dans le demi-plan 9~ (x - -  at) > o 
et dans le demi-plan 9~(x--7p)< o. 

A cause de la convergence uniforme 1 de la s6rie de facult6s ces d6veloppe- 

ments nous perrnettent d'appr6cier avec au tan t  d 'approximation que l'on veut  

comment se comportent u (x) et u(x) pour des valeura tr~a grandes de x, situ6es 

dans lea domainea de convergence. En se bornant au premier terme de l'expression 

asymptotique on voit qu'on a uniform6ment 

lima~-zx~q,i+lu~,i(x)~k , ~ > Arg x > - - ~ ,  
x - ~  2 - -  2 

(i8) 

lim a~-~xP~,i+lu~,i(x ) = k, - -  ~- > Arg x > - - 3 ~ ,  
t - - ' x ,  2 ~ ~ '2 

(~9) 

b 6tant une constante qui eat diff6rente de z6ro, x tendant  vers l'infini en 

restant respectivement dana le demi-plan 9 ~ ( x - - a t ) > o  et dans le demi-plan 

~t ( x - -  rp) < o. 

1. c. Sur lea s~ries de facult~s, p. 346. 
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w I3. Consid~rons ma in t enan t  le cas oh vq, t soit de la forme (9). Dans  le 

M6moire souvent  cit6 on a d6montr6 qu'en ce cas uq, t (x) se d6veloppe en s6rie 

de la forme 

, , '  + + i ' 

oh 

~'(x)=A~~ + ~ x (x  + oJ~.__(x + voJ)' 
'v=O 

(s  = o ,  i . . . . .  r) ( 2 i )  

~tant  convenablement  choisi; los s6ries de facult6s ~o (x) . . . . .  Y2~(x) sont  con- 

vergentes,  pourvu  que l 'on air: 

~ ( x + a ~ ) > o ,  ~ ( x ) > o ,  ~ ( ~ + # . , t +  I ) > O .  (22) 

Soit dans  l 'expression (9) 9, (at) # o et  soit o ~- ~s+l ( f / t )  ~--" 9,+2 (at) . . . . .  q'~ (at). 

I1 r6sulte de la d6monstra t ion g l 'endroit  cit6 qu 'on  a A~0~)# o et  o----At0 "+1) = 

A~0s+2) . . . . .  A(o~). Cola pos6, le d~veloppement  (20) permet  de calculer la 

valeur  asympto t ique  de u~,t(x); on a, en effet, uniform6ment  x 

o, r (x) 

lim Off. F(x  + fl) = i .  (23) 

Consid6rons le groupe de solutions us, i (x), ~s+x. i (x) . . . . .  us+m-l, t (x) qui appart ien-  

nen t  au groupe de raeines don t  a 6t6 quest ion dans  le w IO. 

Supprimons,  pour  abr6ger l '6criture, le second indice i. 

Pour  les solutions u , (x) ,  U,+x (x) . . . . .  U,+h--1 (X) dans  le premier sous-groupe 

on a uni form6ment :  

u , + ,  (x )  
l i ra  /z ~fl,+l t i ,  ffi k l ,  ( r  = o ,  i , . .  h - -  i ) "  ~ > Arg x > - -  - ,  (24) 

k~ 6 tan t  une cons tan te  qui est diff~rente de z6ro, x t e n d a n t  vers l ' infini en 

res tan t  k l ' int6rieur du domaine  de convergence des s~ries (2I). 

' 1. c. Sur los s6ries do facult~s, p. 368. 
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Pour les solutions u,+~(x), u,+~+~ (z) . . . . .  u,+#_~ (z) dans le deuxiSme sous- 

groupe on a uniformdment 

lira 
a~ (I)~s+b+llogr ( I )  

> Arg x > ~ (25) = k , ,  ( r = o ,  . . . .  , 2-= 

k2 dtant  une nouvelle constante, qui est diffdrente de zdro, x tendant  vers 

l'infini sous la m6me hypothAse que plus haut. Pour  les solutions ~,+j(x), 

urn+j+1 (x) . . . . .  ua+1,-l(x) dans le troisiAme sous-groupe on a uniformdment 

lim u,+j+~ (x) = ks, (r = o, I , .  k - -  ~ - -  I) ; ~ > Arg x > - -  z_ (26) 
'.+,+1 log~ (~) . . . . .  , 

etc. 

On a done touiour8 pour deux solutions atrpartenant au ra~me groupe 

lira u,~ (x______)_)~ o.  
~=| u.+l (x) 

Ce rdsultat nous permet de conclure tt l 'ind~pendance lindaire de nos solu- 

tions. On a, en effet, le th6orAme suivant : :  
Soit une suite de fonetions ul (x), u~(x) . . . . .  uk(x) finies et diffdrentes de 

z6ro pour route  valeur finie et positive de x qui surpasse une certaine valeur 

N. Supposons que le rapport  ~n(x) = un(x) : U n + l  (X) (n  = I ,  2 , . . . ,  k - -  I), OU 

bien tend vers z6ro quand x tend vers l'infini le long de l 'axe des nombres 

positifs, ou bien reste compris entre des limites finies. Dans ce dernier cas on 
suppose que les nombres ~.(a),  ~ ( a  + I),  ~ ( a  + 2) . . . .  forment un ensemble 

dont  la ddrivde contient une infinitd d'dldments, a $tant un nombre quelconque 

SUl~rieur k N. Cela dtant, il n'existe aucune relation lindaire de la forme 

i - k  

i - 1  

les ~ ( x )  dtant  des fonctions pdriodiques satisfaisant ~ la condition ~ , ( x ) ~  

De ce qui prdcAde, il rdsulte que les /r solutions formant notre pre- 

* On t rouve  la ddmons t r a t i on  de co thdor~me dans  mon  Mdmoire :  Sur l ' i n tdgra t ion  des  
dquat ions  l indai res  aux  diffdrences  f inies pa r  des  sdries  de facultds.  Rend icon t i  del Circolo 
ma temat i co  di Pa le rmo t. 35, p- x98, I9x3. 

Acta m a t h ~ a t i c a .  40. Imprim6 le 8 juin 1915. 28 
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mier  sys t6me eanonique  p e u v e n t  6fro num6rot6es de sor te  que le r a p p o r t  

~, (x) = u~ (x) : u,+x (x), pour  n ----- I ,  2 . . . . .  k - -  I,  t en d  vers  z6ro quand  x t en d  

vers l ' infini.  I1 y a excep t ion  seulement ,  s ' i i y  a deux  hombres  flm, i e t  /~,,j qui  

on t  la m6me pa r t i e  r6elle e t  si en m6me temps  [at[ = [aj[. 

E n  ce cas on a 

um,~(x) O/=i{r~+0 u.,s (x) ~og ~) 9(x),  

~o(x) 6 tan t  une fonct ion  q u i  t end  vers une  l imite finie et  non-nul le  q u an d  x 

t end  vers + co e t  7 et  $ 6 t an t  des hombres  r6els. Les condi t ions  du  th6or~me 

sen t  tou jours  satisfaites & moins quc $ no soit  6gal & z6ro e t  que  7 ne soit  de 

la forme 2 z  - - ,  p 6 tan t  un ent ier ;  c 'es t  co qui  arr ive ,  si /~, i-----~,j  e t  si en m6me 
P 

temps  ai:aj est  une  racine d 'uni t6 .  On discutera  sans aucune  difficult6 ce cas, 

e t  on ve r r a  que  les u i ( z ) s e n t  l in6airement  ind6pendan tes  m6me dans ce eas 

d 'except ion .  Notre premier syst$me canonique de solutions/orment donc un syst$me 
/ondamental de solutions. Cela est vrai  en  par t icul ier  pour  la classe de solu- 

t ions 6tudi6es dans le chap i t r e  I. 

w I4. P o u r  les solut ions u (x) on t r o u v e  des r6sul tats  du  m6me ordre.  E n  

ra i sonnan t  comme plus hau t  on voi t  que, dans  le cas oth vq,~ est  de la forme (9), 

la solut ion uq,~(x) so d6veloppe en s6rie de la forme 

oh 

�9 -o ~.,' r ( , - : )  

= B(o + el 
V ~ I  

(2s) 

w 6rant  convenab lemen t  choisi, les s6ries de facult6s sen t  convergen tes  p o u r v u  

que l 'on ai t :  !R(x- -Tp ) < o ,  9 { ( x - - ~ o ) < o .  Quand  x t end  vers l ' infini en r e s t an t  

dans  le demi-plan  de convergence on t r o u v e  pour  les u (x) les m~mes expressions 

a sympto t iques  q u e  pou r  les u (x). P a r  exemple,  pour  les solut ions a p p a r t e n a n t  

au premier  sous-groupe de racines  /~,,/~,+1 . . . .  , ~,+a--1, on t r o u v e  
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lim u,+,(x) =k, ,  ( r = o , z , . .  h - - I ) ;  I r > A r g z > - - 3 ~  (2 9 ) 
( i  t ., - 2 ,  "-| a i " log" 

kl 6rant la m~mo constante que dans l'6galit6 (24). 
Cos expressions asymptotiques permet tent  on particulier de conclure que 

los k solutions u(x) dana notre second oyst&ne canonique /ormenl un syat~me 
londamental de solutions. 

w I5. On pout, si l 'on veut, donner b l'expression (zo) une forme 16g6re- 
ment diff~rente en introduisant, au lieu des fonctions gamma et louts d6riv6es, 

des puissances et des logarithmes de x. On a en of fe r :  

o,,r ).] (i) 
~-~Lr (~ -T~+ z = ~ ~'.(x) log, ~ ,  

8--0 

F0(z) . . . . .  F , ( z )  6rant des fonotions d6veloppables on s6rie de facult6s. En 
introduisant ce d6veloppement dans l'oxpression (2o) et on remarquant  que le 

produit  de deux s6ries de facult6s se repr6sente par une s6rie de facult6s, on 
trouve une expression de la forme 

$-- 0 

(30) 

�9 0 ( x ) , . . . ,  ~r(x)  6rant des fonctions d6veloppables on s6ries de facult6s de ]a 
forme (2i) qui sont eonvergentes pourvu que z satisfsase aux trois in6galit6s 
(22). Mais il convient de remarquer que le calcul effectif des coefficients clans 
los s6ries ~ (z) est de beaucoup plus difficile que le calcul des coefficients dans 
los s6ries s 

w 16. Consid6rons maintenant  quelques cas d'exception. Admettons qu'il 

y air deux racines distinctes dans l '6quation caract~ristique qui ont le memo 
argument.  Soit, pour fixer les id6es, al et ai+l cos racines. D6formons les con- 
tours li+l et L~ au moyen de petits arcs de cercle de mani6re/~ 6viter respective- 

ment  los points ai et a~+1. Los expressions (12) et (I3) des solutions canoniques 

correspondantes restent valables, mais los d6veloppements (2o) et (27) no sont 
convergents pour aucune valour positive de m. I1 faut dans c e c a s  donner k m 

1. c. Sur les s6ries de facult6s, p. ~68. 
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une valeur complexe d 'argument  tr~s petit  positif ou n6gatif  et de module suf- 
fisamment grand. Nos d6veloppements deviennent alors convergents, 1 seulement 
il faut remplacer les conditions de convergence 9~(x--a~)> o, 9t ( z - - 7 ~ ) <  o par 

les conditions 

( i ~  z, 2, . . . , io )  

Ce cas d'exception ne pr6sente done pas de difficult6s. 

Examinons ensuite le cas ot~ l '6quation caraet6ristique admet  une racine 
multiple a qui est un point singulier irr6gulier de l'6quation diff6rentielle (6). 

Cette 6quation admet au voisinage de a une solution d~ la forme 

v (0 = ( t - -  a)~  ~ (0, 

90(t) 6rant une fonction uniforme aux environs de t = a, qui peut  se ddcomposer 
en deux parties q01(t ) et q02(t): 

(t) = ~o, ( 0  + ~o~ (t ) ,  

dent  l 'une est holomorphe au voisinage de a et l 'autre se repr6sente par un 
d6veloppement de la forme 

B, B2 B~ 
9~ (0 := a - -  t + ( a - -  t) ~ + ( a - -  t) ~ + " ' "  

La solution de notre 6quation aux diff6rences 

u (x) - -  ~-~ ft .-~ v(O dr, 
2~i d 

l 

se d6compose done en deux parties dent  la premiere admet  un d6veloppement 
de la forme de celles que nous venons d'6tudier; pour la scconde int6grale 

. f t  ~-1  

t I. c. Sur  les  sdr ies  de facultds,  p. 369. 
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on t rouve en int6grant terme par terme le d6veloppement 
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r ( - ~ ) r ( ~  + ~ + ~) ~ ~ ,+ ,  ~-_-~).:  . ~ - z ~  ' 

qui eat convergent  dana tout  le plan. La solution u(x) se repr6sente dono par 

un d6veloppement de la forme 

u (x)= a-+p r (z) 
r(--~)r(z+~+~) 

~'~ (~ + x)({~ + 2)...(~ + v)~" 
/ : ~  ;" (~ + ~ ~ ~)~-+~-~u ~ ~-)V:. ?(~-+~ + ~ ~) 

1~o a.+--~ "+ (x +t~)(x +,--x) . . . (x  + , - - , ) t } ( _ ~ _ ~ _ ~ :  -: (-~-~-- ~ 

+ 

la premiere s~rie ~tant convergente sous lea conditions indiqu~es plus haut, la 

derni6re s~rie 6rant eonvergente dana tout  le plan. Ce d6veloppement joue 

pour nous un rSle semblable ~ celui que jouent  dana la th6orie des 6quations 

diff~rentielles l in~ires  lea s6ries de puissances eontenant  une infinit6 de puissan- 

ces positives et  n6gatives. Nous n'en ferons d'ailleurs aucun usage pour le 

moment;  nous nous bornerons k une courte remarque relative k la mani6re dont 

so comporte u(x) au voisinage de rinfini. 

Tra~ons un cercle autour  de l'origine avec le rayon R > ~a~ et deux rayons 
veeteurs avec lea arguments O - - ~  et O + e, oi~ 

a f l a l  e~e. 

Soit A e~ B lea points d'interseetion avec la circonf6rence 

C~ 

Fig. 2. 

Rempla~ons le lacet l par  le contour OABO et supposons que v(t) soit holo- 

morphe ~ rint6rieure et sur ce contour en exceptant  le point t ~  a. Soit 
t ffi r et posons 
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0+* 

Ot ----2~ Rx f eir 

Q2 i f 2 ~: i d*(~ r v [r176 d e, 
0 

on a 

R 

Q3 = 2 ~r ~ e~=(~ .v-1 v [r  (~ d e, 

o 

u(x) ---- Q, -4- Q2 + Q3. 

Soit  x ~ a + iv, et  r emarquons  qu 'on  sait  t rouver  un nombre  posi t i f  M tel qu 'on  

air, le long de la ligne d ' int6grat ion,  [v(t)[ < M ;  on t rouve  les in6galit6s suivantes  

@+e 

R" f M e**-- e - ~  I I M e - ~ d ~ - ~ - - R a e  -~ , 
-Q'- < 2~ d 2~: * 

R 

IQ~I < 2 zM e_~(a_~),fq,_~ dq ~ 2z~M e~(~_o) R% 
o 

M IQ I < e-r R. .  

Soit #t u n  nombre  don t  ]e module  est  sup6rieur ~ R d 'aussi  peu  qu 'on  veu t  et  

don t  l ' a rgument  est  6gal ~ O 

~t = (R + ~) d o.  

Faisons  tendre  x vers l 'infini dans  l 'angle 

z~ e' > Arg x > - -  z_ + d. 
2 2 

Quelle que  soit  la valeur  donn6e de ~ > o, on sai t  choisir ~ suf f i samment  pe t i t  

pour  qu 'on  air 

lira ~-~  Q~ ~ o ,  l i m  ~t-~ Q2 ~ o ,  lira ~t-~ Qs = o .  
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I1 en r~sulte que ron  a 

lim u ( x )  ?e - x  ~ o .  

223 

Cela pos6, soit 7' un nombrc positif, on voit qu'on salt 
positif N tel que l'in6galit6 

t rouver  un nombre 

soit satisfaite, pourvu que a > N .  On peut  donc, ~si non indiquer la valeur 

asymptot ique de u(x),  du moins se faire une idle sur l 'ordre de grandeur de 
cette fonction quand a tend vers l'infini. 

w I7. Jusqu'ici les solutions u (x) ont  ~t6 d6finies seulement dans le demi- 

plan 9 ~ ( x - - a l ) >  o, mais il est facile de les prolonger analytiquement.  Soit b 

un point, situ~ sur le contour li et plus rappro~h~ de l'origine que Pun quel- 

conque des points singuliers at . . . . .  ak. Soit l'i un lacet avec les extr6mit6s 

dans le point  b e t  entourant  le point ai dans le sens direct. L ' int6grale (i2) 
peut  se d6composcr en deux parties 

= I_L_ ftffi-1 ~t~,i(:r) 2zeiJ. v~,,dt + 
v l  

b 

2 ~ i  ( c , - -  c',)  t ~ - I  v,,0 dr; 
B--1 .0 

c, et c', 6rant des constantes. La premiere int~grale est une fonction enti~re, 

la seconde int~grale peut  se d6velopper en une s6rie de la forme (21) chapitre I, 
multipli6e par  b z. 

Les k solutions u (x) clans notre ~remier systbne canonique de solutions sont 
done des /onetions mtromor?hes admettant ?our ~ l e ,  le, ~oints 

a,, a , - - i ,  a , - - 2 , . . .  ( s =  I ,  2 , . . . ,  ?) .  

Les r6sidus dans les points a,, a , - - i ,  a , - - 2 , . . ,  sont les coefficients dans le 

d6veloppement de v,,o au voisinage de l'origine, lls satisfont donc /t des formu- 
les de r6cursions faciles ~t former. Supposons pour plus de simplicit6 que - - 4 ,  

soit une racine simple et que V,,o ne contient pas de logarithme. Soit A 0, d~, 

A~ . . . .  les r~sidus dans les points a,, a , - - I ,  4 , - - 2  . . . .  On voit que ces quan- 
tit~s satisfont aux relations suivantes 
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A~ Po (a,-- I) + Aop~ (as-- x) = o,  

A2 p0 (as-- 2) + A, p, (us-- 2) + A, p, (~,--  2) = o, 
�9 o ~ o o ~ �9 . . �9 �9 . . , . , , �9 o �9 . , 

A~ To (us - -  v) + A~-I  Pl (a , - -  v) + -"  + A~-k Pk ( u s - -  v) ---- o ,  

�9 �9 , . o , . , . ~ ~ , , , , . . . . .  , . �9 , . , , 

T o ( x ) , . . . ,  pk(x) 6tang les coefficients dans l '6quation aux diff6rences (i). 

De la m6mo mani~re on voit que l'int6grale (I3) peut  so d6composer en 

deux parties dent  l'une est use  fonction enti~re pendant  que l 'autre se d6veloppe 

en une s6rio de fractions rationnelles de la forme (22) chapitre I. Leg k solutions 

u(x)  dana notre second syst~me canonique de solutions sont done des/onaions mdro- 

morphes admettant Tour poles les points 

7 s ,  7 s  " [ -  I ,  7 '  + 2 . . . .  ( S = I ,  2, . . . ,  p). 

Les r6sidus dans ces points song lea coefficients dans le d6veloppement de v,, | 

au voisinage du point  ~ l'infini. Supposons que 7, soit une racine dans l'6qua- 

tion d6terminante telle que vs,| ne contienne pas de logarithme. Soig B0, B~, 

B2 , . . .  les r6sidus dans les points 7s, 7,+1, 78+2 . . . . .  Ces quantit6s satisfont aux 

relations suivantes 

B ~ p ~ ( 7 , - - k  + x) + B o p k _ l ( r , - - k  + i)  ~ o ,  

B2 pk (7, - -  k + 2) + B~ pk--1 (78 ~ ]~ + 2,) "~ B o pk-2 (7~--" k + 2) ~ o, 
�9 . �9 �9 �9 ~ , , o �9 , , ~ . . . .  , . . . .  �9 , . . , . , �9 

B~ Pk (7, - -  k + v) + B~-I pk--1 (7, - -  k + v) + ... + B~,-k Po (7 , - -  k + ~,) ~ o, 
�9 , �9 . . , , . �9 �9 o o . ~ �9 , �9 . �9 . �9 �9 . �9 , , . �9 �9 �9 , , , 

Entre  les expressions analytiques qui conviennent pour reprdsenter nos solu- 

tions u (x) on peut  mentionner encore les s6ries de la forme 

u~,q (x) = a~" A ( X -  I) (x --sI2)... (x - -  s); 

pour ce qui concerne ces d6veloppements je me borne ~ renvoyer h 'ma Th~se 

p. 5o--5I.  
Les d6veloppements d6j~ consid6r6s suffisent pour l '6tude den solutions au 
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voisinage de leurs points singuliers. ~ Avant  d'aller plus loin dans cette dtude 

nous allons chercher des relations lindaires k coefficients pdriodiques entre les 

u(x) et lea u(x). 

CHAPITRE III.  

Lea relations lin~aires entre lea deux systbmes eanoniques de solutions. 

w I8. On peut  arriver ~ ces relations par  deux voies diffdrentes. La 

premiere consiste en une ddformation de la ligne d'intdgration dans l'intdgrale 

(I2) chapitre II. Dans cette intdgrale on ddsigne par  v~,i la branche de fonction 

avec laquelle on revient ~t l'origine aprAs la rotation autour  de al. Soit vtq,~ (vr~,0) 

ce que devient vq, i(vq,0), aprAs une rotation autour  de ai(o) dans le sens direct. 

Soit v~,~ (v'~,0) ce que devient vq,~(vq,0) aprAs une rotation autour  de a~(o) 

dans le sens indirect. Prolongeons analyt iquement  v~,~, respectivement v~, i, le long 

du bord gauche de la coupure (a~, o) jusqu 'au point o; on trouve des relations 

de la forme: 

8~1 s - - I  

ca.. et c~, s 6tant des constantes qu'on sait ddterminer. 

E t  inversement en prolongeant analyt iquement  vm,0 le long du bord gauche 

de la coupure (o, a~) on trouve:  

V . , o ~ " ~  d.~,, v,,.i; (z) 
n--1  

les fonetions v'.,0 et v'.',0 s 'expriment par  dos relations lindaires do la m~me forme; 

d6signons les coefficients de colles-oi respeetivement par  d'. , .  et par d~',.. 

i Les dgalitds asymptotiques, indiqudes plus haut, se trouvent ddmontrdes pourvu que x 
tende vers rinfini en restant dana un certain demi-plan ~(z)> k. On peut, sans faire inter- 
venir les relations lindaires ~ coefficients p~riodiques, gdndraliser un peu ce r6sultat. On a 

On sait comment la fonction au second membre se comporte asymptotiquement dans le demi- 
plan ~(x) > k-- I. Notre expression asymptotique de u(x) reste donc valable clans ce demi- 
plan. En reprenant ce raisonnement un nombre quelconque de fois on voit que les expressions 
asymptotiques, trouvdes plus haut pour les solutions canoniques, restent vraies quand x tend 
vers l'inflni le long d'une droite ~elconque paraU~le ~ l'axe des hombres purement imagina~res. 

Acta mathcrnatica. 40. Imprim6 le 8 juin 1915. 29 
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Cela pos6, supposons pour un moment que tousles  nombres fll,~ . . . . .  f lq,i , . . . ,  
fl~,i ont la pattie r6elle sup6rieure g - - x .  

On peut remplacer le contour l~ par la droite de o g a~ parcourue deux 

fois et en sens inverse; on trouve 

a i ai a i 

; t  x-1 f s~ ,, f uq, i ( z )  = , v~idt-- t~-Ivqidt= (cq,.--cq,.) t~-lV.,odt, ( 3 )  

0 0 s = l  0 

les integrations 6tant 6tendues le long du bord gauche de la coupure. Posons 

Or 
~',,o - O (-- .~)~ [t-~"~P(t)'~"] ' (4) 

off 
I 

tts e2ai(Z--as)- I 

et soit Ci le lacet (a~F G ai) fig. 3. 

/ 
/ 

. / / :  \ - - "  

Fig. 3- 

Rempla~ons dans 

on trouve: 

%i  (x) = "~.r q,, - -  cg, ,) f t"-~ ~,,, odt 
z-- I  C~ 

-" / I  1 " " c " t "~-1 O~ I~" = 7, ~cq,,-- ~,,) ~,V,,o+ v,-a,o + - . .  + O ( _ a , )  r v,-~,o dr: 

(3) le chemin d'int~gration rectiligne par le lacet Ci; 

(5) 
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Je  veux d~montrer que le dernier membre est une fonction lin6aire des solutions 

uq, i(x). Je  d~forme la ligne d'int~gration sans franehir aueune des eoupures done 

a ~t6 question dans le w i i .  Comme l'indique la figure le contour Ci peut  se 

remplacer par  deux droites a~B et al H ,  une cireonf~renee avec un rayon tr~s 

grand et une suite de lacets Li+l, L i + 2 ,  . . . ,  ]~1 . . . .  , Li-1 autour  des points 

ai+l~, a i + 2 ,  �9 � 9  a l ~  �9 �9 . ~  a i - l .  

Supposons que la partie r6elle de x ~ y p  soit n6gative. Faisons tendre le 

rayon du cercle vers l'infini, les int~grales prises le long des arcs de cercle 

tendent  vers z~ro. 

I1 ne reste que les int~grales prises le long des lacets Li+I, L/+~ . . . . .  ayant  

leurs extr~mit~s k l'infini, et les int~grales prises le long des deux droites (a~Eoo) 

et ( a i H  oo). 

D6signons ces deux derni~res int~grales par ~ e t  H respeetivement. 
On a: 

r 

E (e~,,-- ez , )  t ~-~ ~ d~,, v,,~ + O~------L-" d~_~,,,v,,i + . . .  + 

-g, 
+ O( - -a , ) "  _~ ' ' | 

a i  

(q.~--c~.,) t - .u, d,.,. v,~,i + - -  d~_l.,,Vn.i + + H ~ e 2 ~ i ~  

V n m  

la premiere int~grale &ant  ~tendue le long du bord gauche, la derni~re int~grale 

&an t  &endue le long du herd droit de la coupure (a~, oo). 

Admettons que --a ,_~ . . . . .  - - a s  . . . .  ferment un groupe de racines. On 

volt sans peine qu'on a la relation 

correspondant aux autres groupes de raeines (s'il y en a ) o n  trouve des ex- 

pressions semblables. Substituons ces expressions dans H. Soit H~ la somme 
d'int6grales qu'on d~duit de H .  e -z~iz en rempla~ant par tout  d t par d. Par  un 

caleul un peu long on d6montre qu'on a 
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ai 
s-p ,*~p / 

H - - H  l ~ ~ 'c" - - c  de,,, Vn, i ~ U,s q,s) t x-1 dr; 
s~l n - - 1  oo 

mais eet te  somme peut  so r6duire encore. 

Des 6quations (z) et (2) on d6duit en effet les relations suivantes 

cq, sde,,* ~ o, n ~ q  
e--1 I ,  n ~-.~- q 

~o, si n > q ,  et si n < q - - r  

,-1 (2~i)"~e-~'~q,~, si n = q - -  m, 

m 6rant un entier tel que r > m > o .  On en conclut qu'on a 

s 
H - -  H1 ~ I t  ~-1 v~,idt -~ uq,~ (x). 

s 
/ 

Pour  la somme des deux int6grales E et H on trouve done l'expression suivante:  

+ / ~ - -  (E + HI) + (H - -  H,)  = 

{ (;) o.. = g ( o  ,_o.. )C,._, + o(_~ 

+ / )  t - -  c~s) . - 1  
~ - - - - ~  ~,~ ,~,-~,,* v,*,i dt  + u~,i (x), 

les sommations dtant eette [ois dtendues seulement sur le8 solutions v,,,i, non-holo- 

morphes au voisinage de al, car lea int6grales holomorphes, ayant  la m6me valeur 
sur les deux bords de la coupure, so d6truisent. Soit al n fois racine dana 

l '6quation earact6ristique. On voit que E + H s'exprime lin6airement par lea 

solutions canoniques ua, i (x), u~,i ( x ) , . . . ,  u,*,i (x). 

Les coefficients qui figurent dans cette expression sent des eombinaisons 

lin6aires des fonctions p6riodiques ~t, et de leurs d6riv6es par rapport  k - -ae .  

I1 reste k examiner les int6grales prises le long des contours L~+I, L i + 2 , . . .  

Prolongeons analytiquement v,,0 jusqu'aux points singuliers ai+x, ai+~ . . . .  en 
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suivant le contour ddformd o ai E F . . . ;  v,,0 s'exprime comme une fonction lindaire 

coefficients constants des p solutions v~,~+t, . . . .  vn,~+~; mais l'intdgrale 

f i  r Vn, i + t , d t 

Li +1 

eat 6gal ~ z6ro, si v~,i+l est holomorphe au voisinage de a~+l. Dana l'expression 

finale de uq, i(x) il ne figure donc que lea k solutions eanoniques u(x),  tous 

les termes contenant des solutions v,,,, holomorphes aux environs de a,, 6tant 

~gaux ~, z~ro. 

Nous pouvons d~s maintenant  simplifier les notations de mani~re k ~viter 

los doubles indices. L'~quation caract~ristique admet k racines a~, a~ . . . .  , a~ 

distinctes ou non. Soit ai une racine d'ordre de multiplicit6 n ( a ~ a i + l  . . . .  

a i + , ~ _ l ) .  1 L'~quation ddterminante relative au point ai admet n racines aux- 

quelles appart iennent n solutions non-holomorphes au voisinage. Nous d~signons 

ces raeines par fl~,/~i+~,..., fl~+a-~. II correspond / t c e s  racines n solutions 

canoniques u~ (~), ~ti+~ (x) . . . . .  u~+a_~ (z), et n solutions canoniques ui(x), ui+~ (z) . . . . .  

~,~+,,-,(=). 
Soit a j  une des racines ai, a~+~ . . . .  , ai+~-~, nous sommes arrivds ~ l'~qua- 

tion suivante 

" - ~  ~ - ' - ~  (6) 
~s (~) --- ~s (=) + ~ ~s,,, (~) ~-, (~) + ~== ~ =s,, 09 ~,(~), 

o6 

=J'" (=) - -  | e~-~c~, - . , ) - -  z [e~=~z-~'.) - -  x]  ~ + ' "  + [ e ~ c ' - ~ .  ) -  z ] " .  ; (7) 
t t ~ |  

m, est 6gal au nombre des racines de P0 (z) appar tenant  au m~me groupe que 

~, et non-sup6rieures ~ a,, chaque racine compt~e avec son ordre de multiplicitY. 

Le facteur e 2=~, qui figure dans le dernier terme au second membre de (6), pro- 

vient de ce qu'en suivant le contour d~form~ on arrive au point as avec Far- 

gument ~s, si s > i mais avec ra rgument  ~s + 2~r, s i s  < i. 

Dans la ddmonstration de la relation (6) nous avons supposd que 9~(x--yp)< o 

et que 9 ~ ( ~ ) > - - z  (s f f i i ,  i +  z , . . . ,  i +  n - - z ) .  Mais les solutions sont des 

fonctions analytiques de z et de p,; la relation subsiste dono quelle que soit la 

valeur de /~8 et pour toutes valeurs non-singuli6res de x. 

i On suppose que a i soit un point singulier rdgulier de l'dquation diffdrentielle. 
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Le calcul explicite des constantes A ,  B , . . . ,  M par la mgthode pr6c6dente 

est quelquefois assez facile; j 'en donnerai un exemple dans le w 25. Mais le 

plus souvent  il est prgferable d'appliquer la m~thode plus directe que je vais 

maintenant exposer. 

C H A P I T R E  IV. 

M~thode direete pour fo rmer  les re la t ions lin~aires entre  les solutions 
eanoniques. 

w 19. D~montrons d 'abord un lemme relatif au d~terminant D ( x )  

u , ( x  + I) '  u~(x + i . . .  uk(x + I) 
D ( x )  = ' ' , ( I )  

u~ (x + k - -  I), u2 (x + k - -  I) . . . . .  u~ (x + k - -  i) 

form6 des solutions du premier syst~me canonique. ]~crivons dans ce d~termi- 

nant  x + i au lieu de x, et joignons aux $16ments de la derni~re ligne ceux des 

lignes pr~c~dentes multipli6s respectivement par pk-l(X), pk-9(x), . . . ,  Po (x) 
En remarquant  qu'on a 

pk (x) u (~ + k) + . - .  + p~ (x) u (x + i) + - . .  + p~ (~) u (~) = o,  (2) 

on trouve le relation suivante 

- , k  Po  (~) ~ ,  , D(x + I)=(--~j : -7~_~tx) .  (3) 

Mais on a 

(__ i)k p0 (X) (X~at)(X--et~)... (X--.p) 
pk(x) = a (x , - -r ,  + k ) . . .  (x--r~, + k)'  (4) 

a 6rant 6gal au produit  des racines de Y6quation caract6ristique 

a ~ a l  a2 . . .  ak, 

et al, (~ . . . .  ,71, 7~,- . .  ~tant les nombres dont  il a ~t6 question plus haut. De 
la relation (3) on eonclut que D (x) est 4gal 
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D(x)=a~: r(x--. ,)r(x--~) i r(x--(,~) 
r ( x - - 7 ,  + k ) r ( x - -72  . ' - -F (z--Tv + k) ~r(x)' 

(5) 

zr 6rant  une fonction p6riodique (~r (z )=  ~r(x + I)) don t  nous allons d6terminer 

la valeur.  Dans  eet te  expression le fac teur  F ( x -  ad figure n fois, si a~ est une 

racine d 'ordre  de multiplieitd n .  On peu t  t rouver  une au t re  expression du  

m6me d6te rminant  en subs t i tuan t  b. ehaque 616ment son d6veloppement  en 

s6rie de facult6s. Pour  abr6ger, je diseuterai  seulement les deux eas extrfimes 
suivants :  

~~ Les racines de l '6quation earact6rist ique sont  dist inetes.  

z ~ Toutes  les raeines de l '6quation caract6rist ique sont  6gales ~ x et  lo 

point  t = i est un point  singulier r6gulier de l '6quation diff6rentielle. C'est le 

eas 6tudi6 dans  le chapi t re  I. 

Dans le premier cas nous avons vu que u ~  x, 2 , . . . ,  k ) e s t  de la 
forme 

u, (:r) = a,* [~I(~ + ~(2:)1, (6) r(;  +#.+,) 

A~) 6rant  une eons tan te  arbi t ra i re  qui est, par  hypoth6se,  diff6rente de z6ro, 

E(z) 6 tant  une fonct ion qui t end  uni form6ment  vers z6ro quand x tend vers 

l ' infini le long d 'une  droi te  qui forme avec l 'axe des nombres positifs un angle 

qui est en valeur  absolue inf6rieur ou 6gal ~ -~- 
2 

Divisons la premibre, la deuxi6me etc . . . .  colonne du d6terminant  respec- 

t ivement  par a~,x~-~-tA~l), a~x-~--1A~ ~) . . . . .  Il v ient  

D (z) = a" z-~-~,  . . . .  ~k--k A(l)o A(2)o . . .  A(~) ~p (x), (7) 

(z) 6tant  une fonction qui tend  vers 

I I . . . I  

a t a2 . . .  Gk 

a~' a; . . . a ~  

ak-1 a~-l  . .  a~-'  

(s) 

quand  x t end  vers l ' infini par  des valeurs positives. Ce d6terminant  est 6gal 

au  produi t  des diff6rences deux ~ deux des racines ai.  
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11 (a i  - a , ) ,  

il est done diff6rent de z6ro. 

( i , s = i , 2 , . . . , k ;  i > s ) ;  

Soit une 6quation diff~rentielle d'ordre p de la classe de FUCHS. Supposons 

qu'elle admette,  outre le point h l'infini, k + z points singuliers r6guliers h di- 

stance finie. Soit 

Q~,I ,  ~ , 2  . . . . .  ~ o o , p ; . . . ;  ~i, 1, ~)i, 2 . . . . .  ~i,p,...  

les racines des 6quations d6terminantes relatives g ees points. On sait que 

L. FUOHS a d6montr6 qu'il existe entre ces nombres la relation suivante 

i=k s=p s ~  
~ e , , . -  r = k p ( p - ~ ) '  

2 
i=0 s=l  8--1 

Dans notre cas cette relation s'~erit: 

8 ~  $--k 
O ' , - - a , )  + 2 f l , = k P ( P - - I ) - - k  ( P - - I ) ( P - - e )  = k ( P - - I )  �9 (9) 

2 2 
$-1 $-1 

Cela pos6, en Sgalant les secondes membres de (5) et de (7), on trouve 

oh 

~r (x) = F ( z )  A(o ~) A(o2)... A~)r 

~(~) = r ( ~ - r ,  + k). . .  r ( ~ - r ,  + k)(_~)~,+p,+----,+'. 
r(x--a~) r (x - -~ )  

mais en vertu de la relation (9): 

lim F ( x )  ~ i .  

La fonction p6riodique z(x)  est done ~gale s une fonction qui tend vers 

une limite finie quand x tend vers + ~.  EUe est par cons6quent elle-m6me 

une constante. 

On a 

~r(x) ---- A~) A(2) . . . A~)  l I ( a i - - a ~ ) .  

Consid6rons maintenant  l 'autre cas extr6me, o/1 ai ~ a2 . . . . .  a~ ~ x. Nous 

6crivons le d6terminant D ( x )  sous la forme 
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D(z)= 
~r ~t,u.(z) . . . . .  ~t,u~(z) 

�9 , . �9 , , . , , . . . .  , o . o 

~,- '  u, (~), ~,- '  u~(~) . . . . .  ~,- '  u, (~) 

(io) 

Je  suppose qu 'aucune  des differences entre les raeines ill, #2 , - . . ,  fl~ de 

l '~quation d~terminante  relat ive au point  t = i ne soit ~gale k un entier.  Nos 

solutions canoniques se repr~sentent  par  des d~ve |oppements  de la forme 

~ m C ~  

r ( . )  .~0 A~) (# '  + ~)""  (#' + *) u ' ( * ) = r ( .  +# ,  + ~) _ (~+ fl, + x) . . .  (~ + ~ , + . ) '  
(~)  

A(o "~ ~tant  different  de z~ro. On en d~duit  ais~ment 

(-- ~)~ ~7 u, (z) =.  

_, r(z) ,~oA~)  ( # , + n + ~ ) . . .  (#,+n+~) 
=(#'+ ~) '"(# '+'r(~+~-.-~n+~) _ (x+#,+n+~)...(~+#,+n+~)" (i2) 

Subst i tuons  ces d6veloppements dans  le d~terminant  (zo); divisons la s t ~  

colonne (a----z, ~ , . .  b) par  A (~ U(x) �9 multiplions enfin la deuxi6me, la �9 , o r ( ~ + # , +  ~)' 

troisibme etc . . . .  ligne respect ivement  pa r  ( - - x ) ,  ( - -x )  ~, etc . . . .  Il  vient  

k (k--D 

D 
(x) = r ( x  + #, + ~ ) . . .  r ( ~  + #k + ~) ~(x) ,  

r  ~tant  une fonction qui t end  vers 

I ~ I , . . . ,  I 

# ,+~  , #~+~ , . . . ,  #k+~  
�9 . ~ �9 ~ �9 . . . .  �9 . . . �9 . �9 . . . . . .  ~ �9 . . . . . . . . . .  

(#~+ ~1(# ,+2) . . .  (#~ + k - - ~ ) ,  (#~+ ~) . . .  (#~+ k- -~)  . . . .  , (~k+ ~) . . .  (#k+k- -~)  

(I4) 

car la s~rie de faeult~s qui figure dans  un ~l~ment quelconque tend vers son 

terme cons tan t  A(o') quand x tend  vers + ~ .  Or ce d~terminant  est ~gal au 

produi t  des differences deux ~ deux des racines fl,: 

r l  (# , - -  #,), 
A c t a  m a t h e m a t i c a .  4 0 .  I m p r i m 6  l e  1 0  j u i n  1 9 1 5 .  

( i ,  8 - - I , 2  . . . . .  k'~ i > 8 ) .  

30 
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La relation de FUCHS entre les raeines des 6quations d6terminantes est dans 
le cas actuel 

( r . - , . )  + ~ ~. = # . (~5) 2 
$ - 1  a = l  

En 6galant les seconds membres de (5) et de (13) on trouve 

oil 

F ( x ) =  

k(k--1) 

~ ( x ) = F C x ) ( - - i )  ~ A~)...A~ok)~(~), 

--  I~ (k -  D 
v ( x - - r ~ + k ) . . .  F ( :c - - rp+k)  [F(~)]k x 2 

V ( x - -  ~ , ) . . .  V(=--  (~p) r ( x  + fl, + ~ ) . . .  F(~c + flk + ~) 

M a i s  o n  a ,  e n  v e r t u  d e  l a  r e l a t i o n  (x5) 

lira F ( : ~ )  = I .  
~ o o  

On en conclut que ~(x) est une constante et 6gale g: 

k{k--l) 

~(x)---C--~) ~ A~)...A(~)n(fi~--~,); 

cUe est done diff6rente de z6ro parce que, par hypoth~se, les racines fl, sent 
distinctes. 

On voit de la m~me mani~re que le d6terminant D(~) form6 des solutions 

ul (x), u2(x) . . . . .  u~(x) dans notre second syst~me canonique est 6gal g l'expression 

r ( ~ - - = - - r , - - k )  .. .  F ( 1 - - ~ - - ~ - - k ) ,  
F('r + a~--x)  . . .  F(:E + u p - - x )  

multipli6e par une constante qui est la m~me que celle qui figure plus haut.  

w 2o. Entre  ees deux syst~mes de solutions il existe n6cessairement des 
relations 1 lin6aires de la forme 

v# (x) = ~ zcj,~, (x) u~, (x) (~ : I ,  2 . . . .  , k) (I6) 

Voir  men  M6moire: Sur l 'exis tence de solutions d 'une 6quation l in6aire aux diff6ronees 
finies. Annales do l']~cole Normale  sup6rieure, s6r. 3, t. 31, I914, p. 2o5. 
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oil 

I1 s'agit maintonant de calculer cos fonctions p~riodiques. 

En 6crivant dans los 6quations (16) au lieu de z suceessivement x +  1, 

x + 2 , . . . ,  x + k - - 1  on t rouve k s 6quations ~ raide desquelles on salt d~terminer 

los ~j,~(x). Soit Dj,,(x) c e q u e  devient D(x) quand on remplaee u~(x) par u~(z); 
on t rouve 

~,~ (~) = D ~ , ,  (~) 
D (x) (I7) 

De torte  expression on conclut que ~ j , , ( x )  eat une fonetion m6romorphe de x 
admet tan t  los points 

. . . .  y , - - z , r , - - I , 7 ~ , y ~ + x , y , + 2  . . . .  ( s ~  1, 2 , . . . ,  p) 

pour p61es ot 6tant d'ailleurs holomorphe. Le num6rateur admet  en offer |es 

points ? s - - k + I + n  ot los points , , - - n  (n = o,  i ,  2 . . . .  ,) pour pSles. Le d6- 

nominatour admet  los points a s -  n pour pSlos du m~me ordre que le num6ra- 

tour; il admet  enfin los points y s - - k - - n  ( n = o ,  I ,  2 . . . .  ) pour z6ros. 

Posons x =  a + i , .  Pour  d6terminer la forms des fonctions p6riodiques il 
suffit d'6tudier comment elles so comportent  pour dos valeurs tr6s grandes po- 

sitives et n6gativos do , .  On y arrive g l'aide de la formule (17) ot des expres- 

sions asymptotiques des solutions canoniques indiqu6es dans le chapitro II. 1 

Consid6rons d 'abord Io cas oil routes los raeines de l '~quation caract6ristique 

sent  6gales g I. On so rappelle qu'on a 

v--O 

On en d6duit: 

(~, + ,)... (~, + ,,) 
(x - -  i ) ( x - -  2 ) . . .  ( x - -  ~) (~s) 

~,"~,(x) = e "(B,+~ r ( - -  x - - ~ , - - n )  ~,| (p, + I) (~, + 2 ) . . .  (p,+ , ,+n)  

Substituons cos d6veloppemcnts dans Io d6terminant Dj,, (x) et appliquons h 

Dy,~(x) los m~mos op6rations qu'on viont d 'appliquer h D(x). On volt que ~rj,~ (x) 
est ~gal h. l'oxprossion 

e~i(sj+,l r ( - - x - - ~ )  r ( x + ~ +  i), 
r (x- -x)  r(x) 

i Voir en particulier la note ~ la page 225. 
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multipli~e par un quotient de deux d6terminants dans lesquels ehaque ~l~men~ 

tend vers une limite finie quand v tend vers + ~.  Le d~nominateur tend vers 

le d4terminant (x4) et le num4rateur tend vers co que devient ee d~terminant 

quand on remplaee fl~ par  fli. Le num4rateur tend done vers z~ro, si ~ ;  mais 

si ~ = ] il tend vers la m6me limite que le d~nominateur. On a par  consequent 

lim x~J- ~" zj, ~ (x) = o, 

lim ~,~ (x) = ~, 

lim ~cj,~ (x) ---- e ~i~j  . 
v---{-oo 

(19) 

(2o) 

Si la partie r~elle de (fli--fl~) est positive ee r~sultat nous suffit; sinon, il 

faut aller un peu plus loin. En faisant usage des relations lin~aires qui existent 

entre les nombres Ao, A~, A2 . . . .  et entre les nombres B0, B~, B2 . . . .  on voit qu'on 
peut  dans le d~terminant Dj,~,(x) faire disparaltre un nombre quelconque des 

premiers termes dans les d4veloppements qui figurent dans la ji~m, et dans la 

~mo colonne. Notre raisonnement permet  donc de conclure qu'on a 

lim x ' z j , , ( x ) = o ,  ~ ' ,  (2I) 

~t 6tan~ un nombre positif quelconque. Co r6sultat nous permet  de dSterminer 

la forme des fonctions zj,~(x). On sait:  en effet qu'une fonction uniforme et 

p6riodique avec la p~riode z qui est m~romorphe dans tout  domaine fini, et 

qui tend vers une limite quand x tend vers l'infini en restant  dans la b a n d e  

a < a < a  + z,  est ndcessairement une fonction rationnelle de e 2 ~ .  De ce qui 
prde~de il rdsulte done qu'on a 

m, ~tant l 'ordre de multiplieit6 du p61e 7, et ei,~: 

o, ~ .  

1 Voir  par exemple,  OSQOOD: Lehrbuch  der Funkt ionentheor ie .  Bd. I, p. 404--405, Leipzig I9o7. 
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Des 6galit6s (2o) eg (21) on  conclut  que  lea cons tan tes  A,  B ,  . . . .  M sat isfont  aux  

relat ions suivantes  

~,, + ~ , ,  + - . .  + ( -  ' (23) 
�9 - i  t o ,  v .~j .  

Nous avons  suppos6 dans  ce chap i t re  qu ' aucune  des diff6reneea en t re  lea/~i 

n'esg 6gale g un  en t ie r  (y compris  z6ro). La  discussion se fera  de la m~me 

mani6re dans  le cas g6n6ral oh les racines /fj f o rmen t  des groupes  e t  des sous- 

groupes.  Lie me borne  g r e n v o y e r  le l ec teur /L  mon  M6moire t t i t6  plus haut ,  oh 

l 'on a discut6 avec  d6tail  commen t  se modif ient  lea d6 te rminan t s  en c e c a s .  Les 

re la t ions  (16) e t  (22) r e s t en t  vraies darts oe oas mais lea relat ions (23) p r en n en t  

une  forme un  peu plus eompliqu6e.  On v6rifie d 'a i l leurs  que  r r6sul ta t  eat en 

accord aveo celui grouv6 dans  le chapi t re  I I I .  

w 21. Consid6rons ensui te  le oas ot~ routes  les racines de l '6quat ion carac- 

g6ristique song dist inctes.  Changeons 16g~rement lea no ta t ions  dans la re la t ion  

fondamenta le  (I6) e t  6cr ivons 

- 2 ,,,.. 
* ' - - 1  v - - j  

Rappelons  qu 'on  a 

(24) 

e,(x) 6 tan t  une  fonct ion qui, dans t o u t  in terval le  fini de a t end  un i form6ment  

vers  z6ro quand  �9 tend  vers + ~  ou vers b ~ .  Subs t i tuons  ce t te  expression 

dans  le d6germinant  Dj,~(x). 

En  ra i sonnant  e x a c t e m e n t  comme plus h au t  on d6mont re  les 6galit6s 

lim ~j,~ (z) ~ I ,  lim ~,~ (x) ffi �9 ~iB~, (25) 
I ' ~ - - O O  g ~  -t- Or) 

lim ffi,~ (x) ---- o, l i m e  ~ i "  st/, ~ (x) ----- o, v <> j ,  (26) 
t ' ~ - - 0 O  Ipm + a l l  

car  on so rappel le  que  les nombres  a t ,  a~, aa . . . .  on t  6t6 num6rot6s  de sor te  qu 'on  

air  o < Arg ai < Arg a2 < Arg as < "--. De eea 6galit6s on conclu t  que ~t, ,  (x) est  

1 I. c. Sur l'int6gration des 6quations etc., chapitre III. 
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de la forme (22) et  que la relat ion (23) subsiste dans  le eas off v = j ,  maSs non 

si l 'on a v ~ j ,  car on n 'a  pas en gdndral lira ~#,~(x)-----o. 

Pour  abrdger j 'ai  discut6 seulement  les deux cas extr6mes susmentionnds.  

Dans le cas gdndral off rdqua t ion  caractdrist ique admet  plusieurs racines mul- 

tiples on peut  appl iquer  un ra isonnement  qui est intermddiaire entre  ceux qui 

conviennent  dans  los cas extr6mes.  

Soit as une des raeines multiples, soit n son ordre de multiplicit6 

( a~-aS+l  . . . . .  as+,-1). L 'dqua t ion  ddterminante  relative au point  as admet  

les racines fls, /~i+1,. . . ,  fli+n-1 non-enti~res en gdndral. Soit /~j une de ces racines. 

Supposons enfin qu 'aucun  des points a t ,  a2, a3 . . . .  ne soit un point  singulier 

irrdgulier de l 'dquation diffdrentielle. Le lecteur verra  sans peine qu 'on t rouve  

la relat ion 
v~i- -1  i ~ k  

uj(x)=e 2~s~ ~ zfj,,(x)u~(x) + ~ ~rj,~(x)u~(x) (27) 
v--I ,v--i 

oh ~v#,~(x) est de la forme (22). L'exactitude de cette relation a d'ailleurs did 

ddmontrde dans route sa gdndralitd dans le chapitre III. Si la solution appar- 

tenant h fl# ne contient pas de logarithme, la relation (23) est vraie pour ~ ~ i, 

i + z ..... i + n -- z, maSs non pour les autres valeurs de ~. Elle est done vraie 

en particulier pour ~ ~ j. 

w 22. Pour compldter eerie dtude il nous reste ~ ddterminer les constantes 

A, B ..... M. Supposons pour plus de simplicitd que les p51es 7, soient simples, 

maSs restons d'ailleurs duns le cas gdndral oh nous venons de nous placer. On 

a done 

o = B~,~), . . . . .  M~,~)~. 

Soit m un des nombres o, x,..., k--x. Multiplions les deux membres de 

(27) par (x--7~ + m) et faisons tendre x vers 7,--m. 
Il vient 

j,. u~ (y~ - -  m) + A u~ ( r . - -  m) ----- (2S) 
�9 -I ~-i (0 , re=i,2,..., ~--I' 

2rriRj,, dtant  le rdsidu de u~(x) dans  le point  7,. Cos k dquat ions suff isent  pour 
A(1) A(k) ddterminer les nombres ~j,, .... , ,~#,,. Leur ddterminant est en effet dgal 

e ~" V ~  v*(i-1) D (7 , - -  k + z) 
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il est done diff6rent de z6ro. Je  veux d~montrer que les A0'ls,, s 'expriment par  

les multiplicateurs de l'$quation aux differences (2). Divisons celle-ci par p~(z); 
il vient  

P[u(x)]~u(:v +k) + PI,-l(~)u(:~ + k +  I ) +  --- + Po(x) u(x)== o. 

On entend * par un multiplicateur de cette 6quation une fonction ~,i(x)telle 
que Iv produit ~ (x) P [u (z)] soit la difference finie d 'une fonction ]inSaire en 

u(x) ,  u ( z  + x) . . . .  , u ( z  + k - -  i): 

i - -k--I  

pi(x) P[u(:v)] =. , t  ~ Q,(z) u(x + i). 
i--O 

On salt qu'il exists k multiplicateurs lin~airement ind6pendants qui sent  des 
solutions de l%quation adjointe 

V(z) + P,-~(x) ~,(x + x) + Pt_~(z  + i)~,(~ + 2) + ... + Po(x + k - -  i) ~,(~ + k) -= o, 

et qui satisfont attx relations suivantes 

~ v , ( z ) u ~ ( x + , , O - -  o, m ~ . i , 2  . . . .  , k - - i ,  

~-1 I ,  fYt ,~= ~ .  

En comparant ces dquations avec les dquations (28) on trouve 

o~ 
A~: = 1 % .  ~,,r k) . e -* '~ ' , ' , ,  

]o, si v > i ,  
/ I ,  si v < i .  

Th6orbme. Entre lee deuz sya~nt~ canoniques de solutions il eziate dea rela- 
tions lin~aires ~ coeHicienta p~riodiquea. Cea coe/[icients ~riodi~ues sent des ]onc- 
tions rationnelles de e 2~*. Les ,eules constanles qui entrent dans cea /onction8 8ont: 

x ~ Les hombre, 7,, 7, . . . . .  7p, racine, de l'~quation ?k (x) ~ o. 
~o. Lea rgsidus des solution* canoniques uj (x) dana lea points y,. 
3 ~ Leo valeurs de, multiplicateurs de l'~quation aux dil/&encea Clans leo points 

7 , - - k .  

S. PI!~CHESLE & U. AIALDI: Le  Operazioni d is t r ibut ive  e le lore applicazioni a l l 'Ana| is i .  
Bologna I9o~, p. 242--246. 

K BOSTOLOT~I: Rein. Ace. L. Rend. (5) $, (1896). 
G. WALLENBERG und A. GULDBeeG: Theor ie  der  l inearen Differenzengleichungen.  Leipzig 

z91z , p. 78--86. 
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C H A P I T R E  V. 

]~tude des so lu t i ons  au  voisinage du point ~ l'inflni. 

w 23. l~ous sommes m a i n t e n a n t  en mesure  de voir  commen t  se compor t en t  

nos solut ions canoniques  quand  x,  en su ivan t  une  droiie qudeonque ,  t end  vers le 

point  /~ l ' infini qui  est  le seul po in t  essentiel  de ces fonctions.  Consid~rons pa r  

exemple  la solut ion u j ( x ) .  Nous  aeons  d~j~ vu  comment~se  compor t e  asymp-  

t o t i q u e m e n t  ce t te  solut ion q u an d  x t en d  vers l ' infini de sor te  que  la par t ie  r6elle 

de  x res te  in f&ieure  h u n  hombre  positif.  La  re la t ion (27) chap i t r e  IV m o n t r e  

imm4dia tement  commen t  elle se eompor te  q u an d  z t end  vers  l ' infini en su ivan t  

un  r a y o n  vec teu r  f o rman t  avee  l 'axe des hombres  positifs un  angle non-nul  e t  

in f&ieur  h -~ en va leur  absolue. II suffi t  en effet  d ' in t rodu i re  dans  le second 
2 

membre  de ce t te  re la t ion  les d~veloppements  convergents  ob tenus  pour  les solu- 

t ions u~(x), % ( x )  . . . .  R e m a r q u o n s  que,  si l ' a rgumen t  de  x est  compris  en t re  o 

e t  - -  ~, les p rodu i t s  e 2~ix rq,,  (x) (~ ~ ~) t e n d e n t  vers  une  l imite finie e t  non-nuUe 

en  g4n4ral; mais si ~ ? "  la fonct ion  zj, j (x)  t end  vers la l imite I .  Si l ' a rgument  

de x est compris  en t re  z~ro et  z les fonct ions  z j , , ( x )  t enden t  vers une  l imite 

finie e t  non-nul le  en g~n~ral, si ~ ~ i ,  2 . . . .  , i - - ~ ,  i + n ,  i + n + x . . . .  , k.  Mais 

les fonct ions g~,,(x) d~croissent plus r i t e  q u ' u n e  puissance quelconque  de x, si 

= i ,  i + x , . . . ,  ~ ~ x, ~ + x , . . . ,  i + n - -  x. On a, en effet ,  en ver tu  des re la t ions  

(23) chap i t re  IV, pour  ces valeurs  de 

et  enfin 

lira e - 2 " i "  z j , ,  (x) = const . ,  
I r ~ O  

lira zy, y (x) ~ eZ"i~. 
XmQO 

Les termes contenant  us (x) ,  ui+l (x ) ,  . . . ,  u / - i  (x ) ,  u~+l (x) . . . .  , u~+~-i (x) sont 

done sans  in[luenee sur  la valeur  asymTototique de -uj(~), car ils d6croissent beau-  

coup plus r i t e  que  le t e rme  contenan.t  u~(x), le f ac teur  exponent ie l  a~ & a n t  le 

m6me en tous  ces termes.  

Cet te  r emarque  est tr~s impor tan te .  On en conclut  pa r  exemple  que  dans  

le cas ~tudifi dans  le chap i t re  I, oh routes  les raeines de l '~quat ion caract~r is t ique 

sont  ~gales ~ I ,  on a 

~ ( x )  _ 
lira -~j/(-~j ~ ~ , 
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si l'argument de x est eompris entre o est --z et 

lira u# (x) = e2~#i ' 
~-| u.i(x) 
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si l ' a rgument  de x est compris entre  o et z les l imites exclues. Les dgalit~s (xS) 

et (i9) (chapitre I) sont  donc vraies, non seulement  dans les angles indiquds, mais 

respeet ivement  pour r - -  e > Arg x > - -  z + ~ et  pour  - -  �9 > Arg x > - -  2 ~ + ~, 

d t an t  un nombre  positif. Plus gdndralement,  si fly appar t i en t  ~ un groupe de 

racines et n e s t  un entier  convenablement  choisi, on a uniformdment  dans l 'angle 

z - - e > A r g x > - - z  + ~: 

lira u# (x) x ~# + t ---~ const.  

Co rdsul ta t  est, ee nous semble, tr~s remarquable.  Les fonctions m6romor- 

phes uj (x) se mon t ren t  par  l~t eomme les plus simples en leur genre. 

w 24. Retournons  au cas gdndral oh les raeines de l 'dquat ion caractdrist ique 

sont  des nombres  quelconques. Faisons tendre  x vers r inf in i  le long d ' un  rayon  

vecteur  fixe diffdrent  de l 'axe des nombres positifs. On volt  qu 'on  sait  former 

une expression ~,(x), 

telle que u# (x) : ~, (x) tend vers une limite finie, n ddsigne un entier et on sup- 

pose que l'argument de a�9 soit convenablement choisi. Cette limite existe 

l'intdrieur d'un certain angle facile h ddterminer. Quand l'argument de x varie, 

les diffdrents expressions W(x) se permutent entre elles. Pour un rayon vecteur 

qui sdpare deux de ces angles il arrive que rexpress ion asympto t ique  de u# (x) 

$ 

les ks d tan t  des constantes.  

On salt  donc former une somme ~ k~ 7, q ui reprdsente asympto t iquement  
8 

ut(x)  dans l 'angle : W > A r g x > ~  et une au t re  somme Zk" t ] "  qui reprdsente 
2 

Acta mathew~tica. 40. Imprlm6 le 10 juin 1915, 31 

soit do la forme 
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asymptot iquement  ~j (x) dans l'angle - -  _z < Arg x < - -  e. Les arguments des 
2 

nombres as doivent 6tre choisis d 'une mani~re diff~rente dans les deux cas. La 
direction de l'axe des nombres positi]s est une direction singuli$re. I t  n' existe aucune 

]onction ~,~(x) qui reprdsente uj(x) asymptotiquement quand x tend vers l ' in/ini le 
long d'une droite parall~le ~ l'axe des hombres positi/s. Mais la relation (27) permet 

toutefois de se rendre compte de la mani~re dont  varient les valeurs de uj(x) 

le long d'une telle droite. 

Pour  les solutions u~(x) on trouve des r~sultats du m6me ordre. C'est la 

direction de l 'axe des hombres n6gatifs qui est singuli~re pour ces fonctions. 

w 25. 
tions particuliers. A l'~quation diff~rentielle de LAPLACE 

dly (c~ + b, x) - ~  = o, 

il correspond l'6quation aux differences finies suivante 

P [u (x)] ~ ~ [c~ + b~ (x + i)] u (x + i) ~ o, (z) 
i--O 

les c~ et les b~ ~tant ind~pendants de x. Supposons que bk ~ I e t  que b0 ~ o. 

Posons 

u (x) = / t  ~-~ v(t) dr. (2) 

En subst i tuant  eette int6grale dans l '~quation ( i ) i l  viendra 

P[u(x)] = t~v(t) ~ bit i + t~-lQ[v(t)]dt,  (3) 

oia 

0 [,,(~)]-t ~ ~ b,t , -v(t)  ~ ~,t,. (4) 

CHAPITRE VI. 

Exemples partieuliers. 

Je  veux maintenant appliquer ee qui prdc~de A l'dtude de deux dqua- 
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Ddterminons v( t )  comme une solution de l 'dquat ion diffdrentielle Q = o. On a 

v'(t) flo+tfl,a~ + ~ ~ .  v(t) t ~ + "  + t - a k  

Supposons d ' abord  que los racines a~ . . . . .  ak de l '~quation caract6rist ique soient 

dist inctes et  que les nombres i l l , . . . ,  ~k ne soient pas des entiers non-n6gatifs. 

Prenons  pour  v( t )  la solution suivante  

v (t) ~ tao (t - -  a,)a, ( t - -  a2)S*... (t - -  ak)Bk. (5 )  

Les solutions canoniques se d6terminent  par  les 6quations 

u,(x) . t X - l v ( t ) d t ,  u,(x) v ( t ) d t .  

z, 

(6) 

Pour  les d6finir eompl6tement eonvenons que l ' a rgument  de t - - a n  t end  vers 

~n + z~ quand  t revient  ~ l 'origine le long de la derni6re part ie  de la ligne I, 
et  vers 

{ ~,, s i n < * ,  

~ , +  2~r, si n > s ,  

quand  t revient  ~ l ' infini le long de la derni6re part ie  de la ligne L, .  Pour  

l ' a rgument  de t on prend  la valour qui est 6gale ~ ~, le long de la part ie  reeti- 

ligne du chemin d ' int6grat ion.  Les u(x)  et  les u(x)  so t rouven t  ainsi d6finies 

respect ivement  pour 9~ (x + fl0) > o e t  pour 9~ (x + fl, + fli + "'" + ilk) < o. 
Quand x tend vers l ' infini de sorte que la part ie  r6elle de x tend vers + oo, 

ou reste finie, on a 

lim aTx  x B'+I u,(x) k, z > Arg z > . . . .  , ( 7 )  
x ~  2 ~ ~ 2 

k 6rant  une constante.  

Mais si la par t ie  r6elle de x tend  vers - -0% ou reste finie, on a 

lim a-;  ~ x B" + l u ,  (x )  = k ,  
a f ~ o ~  

_ _zr > Arg x > - -  3--~, (8) 
2 ~  2 

k 6rant  la m~me constante.  
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La solution u~ (x) peut  s 'exprimer par l'int~grale 

e - 2 g i f t s -  I ~ x - -1  - -- 
u~ (x) = e ~ ~  - i ] t  v(t) dr, (9) 

C, 6tant un contour par tant  du point a~ et y revenant apr6s avoir entour6 

l'origine dans le sens direct et  en laissant ~ son ext6rieur tous les autres points 

singuliers. En d6formant le contour C8 de la mani6re indiqu6e dans le w I8 
on  trouve la relation suivante 

sin zc 88 
u~(x) =u~(x) + sin z ( x  + flo) 

sin z fl~ + 
sin z (x + fl0) 

+ + . - .  + 

+ u (x) + . - -  + 

(Io) 

A l'aide de cette relation et des ~galit4s ( 7 ) e t  ( 8 ) o n  peut  voir comment se 

comporte us(x) quand x tend vers l'infini d 'une mani~re quelconque. 

L'int~grale qui figure au second membre de (9) est une fonction enti~re de x. 

Elle s '6vanouit si x + 8 o  est un entier positif. Les solutions ul(x), u2(x),..., 

uk(x) sont done des fonctions m~romorphes de x admet tant  les p o i n t s - - 8 0 ,  

- - f l 0 - - i ,  - - r i o - - 2  . . . .  pour p61es simples. De m6me on volt que les solutions 

ul (x), u~ (x ) , . . . ,  u~ (x) sont des fonctions m~romorphes do x admet tant  les points 

80 + 81 + "'" + 84 + P ( p = o ,  I ,  2 . . . .  ) 

pour pSles simples et 6tant d'ailleurs holomorphes. 

Si f ln(n~s) est un entier non-n~gatif il faut dans l '4quation (xo) remplacer 

u ,(x)  par z~ro. L'int~grale de contour u,,(x) s'~vanouit en ce cas; mais pour 

obtenir une solution appartenant  h 8- il suffit de remplacer le contour 1. par  

la droite de z~ro ~ an. Le premier terme au second membre de (3) est en effet 

~gal ~ z4ro pour t-----an. 

w 26. On a suppos6 jusqu'ici que les racines a, 6taient distinctes. Si 
i - k  

a, est n lois racine dans l '~quation ~ b i t  i ~ o, deux cas essentiellement diff~rents 

s o  prgsentent 
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i - k  
I ~ a, est ( n - - i )  fois racine dans l 'dquation ~ c i t i = o .  On vdrifie aisdment 

i--O 

que l 'dquation aux diffdrences finies admet les solutions suivantes 

asX, x a x X j z n--2  a , x ,  , , . . . , a  s x  , 

qui, joigndes aux solutions ddfinies ci-dessus, forment un syst~me fondamental 

de solutions. 

i - k  
2 ~ L'dquation Z citi~ o n'admet pas a, comme racine d'ordre de mul- 

l f0 

tiplicit6 ( n -  I). Supposons pour abrdger que a, n'est point du tout  racine 

dans cette 6quation. v (t) est en ce cas de la forme 

~s 1) 

V ( t )  = t ~ e ( t - - a l ) f l ' .  . .  ( t - - a a ) f l s e  t - %  

fl(n--I) & 
- - 4 - ' - - +  

~t-~,),,-~... (t - -  ak)~k. 

Les lacets l~, I~ .... nous donneront seulement un nombre de solutions indd- 

pendantes qui est 6gal au nombre de racines distinctes dans l'dquation carac- 

t4ristique. On peut former des nouvelles solutions de la mani~re suivante. Le 

voisinage de a, se partage en 2 ( n - - I )  secteurs 

%/ 

Fig .  4. 

tels que lorsque t tend versa,, v (t) tend vers o, si t se meut dans un des secteurs 

de rang impair et vers oo s'il reste dans un secteur de rang pair. Prenons 

pour ligne d'intdgration une ligne qui part du point a,, et s'en dloigne suivant 

le premier secteur, traverse le second et revienne en a, par le troisi~me; v(t) 

s'annule aux deux extrdmit~s de oe contour, on obtient donc une solution de 
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l '6quation (z). Cette solution est une fonetion entiSre de x. En intdgrant 

suivant  une ligne qui s'dloigne de a, suivant le troisi~me seoteur et y revient 

par  le einqui6me seeteur on obtient une nouvelle solution. On peut  former en 

tout  ( n - - z )  solutions semblables qui sent  lindairement inddpendantes. 

w 27. Outre los solutions eanoniques il y a un certain nombre d 'autres 

solutions qui, pour ]a raison suivante, mdritent l 'attention. Pour  les solutions 

canoniques us(x)  la direction de l 'axe des nombres ndgatifs est une direction 

singuli~re et pour  les solutions eanoniques us (x) c'est la direction de l 'axe des 

nombres positifs qui est singuliSre. Mais les nouvelles solutions que nous allons 

former n 'admettent  pas de direction singuliSre. Supposons que les racines 

a~ , . . . ,  ak de l 'dquation caraet6ristique soient distinctes. Soit C un point quel- 

conque du plan. Joignons-le aux points a~, a2 . . . .  , ak par les lacets A~, A~ . . . .  , A k  

entourant  ces points  dank le sens direct. Ddsignons par  AT~ le ]aeet A~ par- 

couru dans le sens indirect. Soit [s] la valeur de l'intdgrale f t x - l v ( t ) d t  prise 

le long du contour As et avee une ddtermination initiale eonvenable de la fonc- 
tion h intdgrer. Soit [ s - - I ,  s] la valeur de la m~me intdgrale prise le long du 

contour A~_~A,  AT__~A-[L L'intdgrale [ s - - z ,  8] est une solution de l 'dquation 

(z). En effet, tZv( t )  se reproduira aprds ]es deux rotations sueeessives autour  

des points as-1 et as. Le premier terme au second membre de (3) est done nul. 

La solution I s -  z, s] est une fonetion enti6re de x. II est facile de l 'exprimer 

par  les solutions canoniques. En ayant  dgard aux ehangements que subira v (t) 

par les rotations autour des points singuliers on trouve la relation suivante 

[ 8 - -  z ,  8] = (z - e ~ p , )  [ 8 - -  I ]  - -  (z  - e ~ 9 , - ~ )  [8].  

Mais la valeur de l'intdgrale [ s -  z, s] est inddpendante du choix qu'on a fait 

du point C. On peut  done faire tendre C vers l'origine. Quand on se rappelIe 

le ehoix qu'on a fair des arguments de t - - a l ,  t - - a 2 , . . ,  dans les solutions 

eanoniques on volt  qu'il existe la relation suivante 

[8 ~ x, 8] = e2zi~,-1 (z ~ e2ziBs ) us-1 (x) - -  e2zifls (z - -  e~aifls-1) u~ (x).  

De m6me en faisant tendre C vers l'infini d 'une mani~re eonvenable il vient  
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Ces relations font voir comment se eomporte la fonction enti~re [ a - - i ,  s] quand 

x tend vers l'infini le long d'un rayon vecteur quelcongue. Les coefficients dans 

ces relations ne sent plus des fonctions l~riodiques mais des constantes; on volt 

doric qu'il n'y a l~a de direction singuliJre pour cea solutions. 
II y a en tout  /~-- I  solutions ~ de ce genre [I, 2], [2, 3 ] , . . . ,  [ k - - i ,  k] 

qui sent lin6airement ind6pendantes. 

w 28. Consid6rons en dernier lieu l'6quation aux diffdrenees finies 

( x - -  a) ( x - -  $) ,a l  u (x) + { a ~ - -  7 - a - ~ - -  i + 0 ' - -  a - -  p + 3) x} ,a ,  u (x) 

+ ( r - - u - - r  + i ) u ( x )  = o,  

qui rentre dans la classe de celles 6tudi6es dans le chapitre I. En ~crivant 

x + 2 au lieu de x elle peut se mettre sous la forme 

( x - - a  + 2 ) ( x - - ~  + 2 ) u ( x  + 2) 

- ( a # - -  (a + p + r + i )  (x + i )  + 2(x + i)  (x + 2)} u(x + i)  + x ( x - -  r + I) u (x) = o.  

En p o i n t  

u (x) . ~ f t  "-1 v (t) dr, 
d 

on volt que v (t) dolt satisfaire h. l '$quation diff~rentielle de GAuss 

t(~--t) d~v(t) .,dv(O a;Jv(O~ o. ~ W  + [~'-(~ + ~ +I ) ' j  ~i  

Cette ~quation admet aux environs de t-~ I les deux solutions 

F ( a , p , a  + ~ - - 7  + i ,  l - - t ) ,  

( r - - t )7 -a -~F(7- -a ,  7- - f l ,  7 -  a - - f l  + I ,  I - - t ) ;  

les solutions canoniques u~(x) et uz(x) se repr~sentent donc par les s6ries de 

facultSs 

i Plus g~n~ralement on salt d~montrer qu'une ~quation aux differences d'ordre k, ayant 
pour coefficients des polyn6mes du degr6 p(p < k), poss~de k--p  solutions enti~res qui n'ad- 
mettent pas de direction singuli~re. 
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+ 
,~(. + ~)r + ~) 

( a + f l - - ; , +  x)((~ +#- - ; ,+  2)x(z + ~)(x+ 2) 

r (x) { 
u.~(X)=F(x__a__~l+7+ i ) I +  

(7 - . )  (7-- ~) 
I . (X+7- -a - -  fl + x) 

+ (7--a)(7--a 4- I ) ( 7 - - ~ )  ( 7 - -  fl t- I) 
1 . 2 . ( x  + 7--a--fl + I)(X + 7--a--[i + 2) 

convergentes  p o u v u  que 

~ ( x - - 7 +  z)>o. 

Quand  on so rappel le  la formule  

r (7 - -  (~) r 0'-- fl)' 

on vol t  que u2 (x) est  dgal 

F(~)/~ (~--~ "~ I) 
u~(x) = r(x -- # + i) r(z-- a + ~) 

Les solut ions eanoniques  u,  (x) et  u2 (x) sont  

I a (a - - 7  + I) 
x--a (~ + #--7 + I)(~--~) (x--~-- I) 

. . .  

(a+f l - -7+ I ) (a+#--7+2)(~- - t~) (x - -a- - I ) (X- -a- -2)  

-, , r(~--~)r(#--x) 

On t rouve  en t re  ees solut ions les re la t ions lin6aire$ 

sin ~ x  sin ~r (x + I - -  7) 

f f t r ( i  + (% + #--7) U~ (X) 
~,(x) =u,(=) r((~)r(fl)r(~ + ~--~,)F(~ + (~--7) sin ~(x--~) sin ~(x--fl) 

+...}, 

+ a(a + I)(a--7 + I)(a.7 + 2) +... 

u,(~) et u2(x)sont des fone t ions  m~romorphes  a d m e t t a n t  pour  p61es simples 

]es poin ts  o, - -  I ,  - -  2 . . . .  ; Z - -  I ,  7 - -  2 ,  Z - -  3 . . . . .  e t  on a un i form6ment  
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lira xul  (x) ffi I ,  

l im z~+P -~-1 u~ (x) = I .  

z - - ~ >  Arg z > - - z  + e. 

249 

u l (x)  e t  u~(x) sont  des fonct ions  m~romorphes  a d m e t t a n t  pour  pSles simples 

les po in t s  a , a + I , a + 2  . . . .  ; p , ~ + I , ~ + 2  . . . .  

Goet t ingue,  oc tobre  i9i~.  

Acta m ~ l . ~ n ~ i ~ .  40. Imprim6 le 5 novembre 191S. 3~ 


