SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES FINIES
A COEFFICIENTS RATIONNELS.!

PAR
N. E. NORLUND

4 Luxp.

Introduetion.

Le premier jet d’une théorie des équations linéaires aux différences finies
a été donné par PoINCARE? en 1885. En désignant par u(x) une solution de
Péquation
i=k

2@ u(@+i)=o, (1)

t=0

PoiNcart démontre que le quotient u(x + 1):u(x) tend, en certains cas, vers
une limite quand « tend vers Dinfini par des valeurs positives et il détermine
cette limite.

L’objet principal du Mémoire de PoINCARE était d’ailleurs I’étude des solu-
tions des équations différentielles linéaires au voisinage du point & Pinfini et il
faisait ressortir 1’analogie qu’il y a entre ces équations et celles aux différences
finjes. L’étude des valeurs asymptotiques des solutions u(z) de I’équation (1) a

! L'impression de ce Mémoire, qui est arrivé 4 la Rédaction en octobre 1912, a été retardé
par des circonstances imprévues. MiTTAG-LEFFLER.

? Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences finies.
American Journal of Mathematics t. 7, p. 203—258, 1885.
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été poursuivie plus loin par MM. PiNoHERLE,! HoORN,? PERRON,? VAN VLECK* et
par le présent auteur.

Soient p, (%), p, (%), ..., pr(z) des fonctions rationelles de z. En m’inspirant
des résultats de PoINCARE relatifs aux équations différentielles j’ai démontré®
Pexistence d’un systéme fondamental de solutions de I’équation (1), holomorphes
dans un certain demi-plan.

J’ai obtenu des expressions asymptotiques de ces solutions pour des valeurs
réelles et trés grandes de z en formant des développements en séries de facultés
qui, en certains cas, sont convergentes et en tous cas représentent asymptotique-
ment les solutions. Dans le Mémoire cité jai insisté surtout sur 1’existence de
deux systémes fondamentaux de solutions que j’appelle le premier et le second
systémes canoniques de solutions. Elles se distinguent nettement, par leurs
propriétés analytiques, de toutes les autres solutions qu’on sait former, et j’ai
fait voir quel est le role que jouent ces solutions dans la théorie des fractions
continues. Le but du présent Mémoire est d’approfondir I'étude de ces deux
systémes de solutions.

Ce sont des fonctions analytiques et uniformes de la variable complexe z.
Je détermine leurs points singuliers et je mettrai en évidence le caractére ana-
lytique des singularités. Les resultats auxquels je suis parvenu sont d’une
grande simplicité. L’équation (1) définit une classe de transcendantes nouvelles
fort remarquables.

Jusqu’a ces derniers temps la fonction I'(x) était la seule d’entre elles

1 Sur la génération des systémes récurrents au moyen d’une équation linéaire différen-
tielle. Acta mathematica t. 16, p. 341—363, 1893; Sulla risoluzione approssimata delle equazioni
alle differenze, Rom. Ace. L. Rend. sér. §, t. 7, p. 230—234, 1898.

? Zur Theorie der linearen Differenzengleichungen. Math. Annalen t. §3, p. 177—I192,
1900; Uber das Verhalten der Integrale linearer Differenzen- und Differentialgleichungen fir
grosse Werte der Verianderlichen. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik t. 138,
p. 159—I9I1, 1910,

® Uber einen Satz des Herrn Pomvcaré. Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik t. 136, p. 17—37, 1909; Uber die Pomncarf’sche lineare Differenzengleichung ibid. t. 137,
p. 6—64, 1909; Uber lineare Differenzengleichungen. Acta mathematica t. 34, p. 109—I37, 1910.
Voir aussi:

T. Ers: Uber die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Ditferenzen-Glei-
chungen durch Potenreihen. Diss. Pirmasens, 1913.

P. Krevser: Uber das Verhalten der Integrale homogener linearer Differenzengleichungen
im Unendlichen. Diss. Borna-Leipzig, 1914.

4 On the extension of a theorem of Poixcarg for difference-equations. Transactions of
the American Mathematical Society t. 13, p. 342—352, 1912,

8 Fractions continues et différences réciproques. Acta mathematica t. 34, p. 1—108,
1910.
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qu'on eflit étudiée. Mais tout récemment MM. BIRRHOFF! et GALBRUN? ont
publié . des travaux remarquables concernant les équations aux différences. Je
me suis rencontré avec ces auteurs sur plusieurs points. Mais nos recherches
ont été poursuivies indépendamment les une des Pautres et par des voies dif-
férentes. Pour ce qui concerne la priorité des questions je fais remarquer que
la partie essentielle de mes résultats a déja été démontrée dans ma Thése.3

M. Horwn, dans les Mémoires cités, avait formé certaines séries de puissan-
ces qui satisfont formellement & I’équation aux différences et il avait démontré
qu’elles représentent asymptotiquement les solutions pour des valeurs entiéres
positives et trés grandes de xz. C’est sur la considération de ces séries de puis-
sances que sont fondées les recherches de MM. BIRKHOFF et GALBRUN.

! General theory of linear difference equations. Transactions of the American Mathe-
matical Society t. 12, p. 243—284, 1911, Plus récemment encore M. BIrEHOFF a publié un Mé-
moire trés important qui va sans doute inspirer des recherches nouvelles sur le sujet mais
que je dois me bormer a citer ici. The generalized Riemann problem for linear differential
equations and the allied problems for linear difference and q-difference equations. Proceedings
of the American Academy of Arts and Sciences p. 521—568, octobre 1913.

* Sur la représentation des solutions d’mne équation linéaire aux différences finies pour
les graudes valeurs de la variable. Thése, Acta mathematica t. 36, p. 1—68, 1912. Voir aussi
Comptes rendus de 1'Académie des Sciences de Paris. § avril 1909, 6 décembre 1909, 24 janvier
1910, 12 décembre 1910,

Parmi les travaux récents qui se rapportent plus on moins directement & notre sujet je
cite encore:

K. P. WiLriams: The solutions of non-homogenous linear difference equations and their
asymptotic form. Transactions of the American Mathematical Society t. 14, p. 209—240, 1913.

T. BropEN: Bemerkungen liber sogenannte finite Integration. Arkiv for Matematik, Astro-
nomi och Fysik t. 7, 1911; Einige Anwendungen' diskontinuierlicher Integrale auf Fragen der
Differenzenrechnung. Lunds Universitets Arsskrift. N. F. Afd. 2, Bd 8, Nur 7.

R. D. CarmicHaeL: Linear difference equations and their analytic solutions. Transactions
of the American Mathematical Society t. 12, p. 99—134, 1911; On the theory of linear diffe-
rence equations. American Journal of Mathematics t. 35, p. 163—182, 1913; Linear mixed equa-
tions and their analytic solutions. Ibid. t. 35, p. 151—162, 1913,

C. B. HexNEL: Transformations and invariants connected with linear homogenous diffe-
rence equations and other functional equations. Ibid. t. 35, p. 431—452, 1913.

G. Warrensere und A. GuLpBers: Theorie der linearen Differenzengleichungen. Leipzig, 1911.

S. Larris: Sur les suites récurrentes non linéaires et sur les fonctions génératrices de
ces suites. Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse. Sér. 3, t. 3, p. 73—I124.

E. E. Levi: Sopra una classe di trascendenti meromorfe. Annali di Matematica, sér. 3,
t. 14, p. 93—113.

N. Kuviensrierna: Etudes sur les équations aux différences finies. Thése. Lund, 1912.

M. Fusiwara: Ueber Zusammenhang zwischen den linearen adjungierten Differenzen- und
Differentialgleichungen. The T6hoku mathematical Journal t. 1, p. 195—200, 1912.

* Bidrag til de lineaere Differensligningers Theori. Copenhague 1910. Jai donné un ré-
sumé des resultats dans les Notes suivantes: »Sur la convergence des fractions continues.
Comptes rendus de 1’Académie des Sciences 5 oct. 1908; Sur les équations aux différences finies,
ibid. 15 nov. 1909, 23 décembre 1912, 6 janvier 1913; Ueber lineare Differenzengleichungen.
Mémoires de I'Academie Royale des Sciences et des Lettres de Danemark, Copenhague, sér. 7,
t. VI, p. 309—326, 1911.

Acta mathematica. 40. Imprimé le 4 juin 1915. 25



194 N. E. Norlund.

Mais d’une part ces séries sont trés difficiles & former, d’autre part elles
sont toujours divergentes.! La série de puissance qui a rendu si grands services
dans la théorie des équations différentielles se préte mal & I’étude des solutions
des équations aux différences finies, C’est, dans ce cas, & la série de facultés qu’il
faut avoir recours.

Dans ce Mémoire je me suis constamment servi de ces séries, toute la
théorie en gagne beaucoup, en clarté et en beauté, ce me semble. Comme I’a
démontré récemment M. Horx? les séries de facultés peuvent d’ailleurs aussi
rendre service dans P'étude des équations différentielles linéaires.

Les propriétés des séries de facultés ont été étudiées par MM. JENSEN,
NieLseN, PiNcHERLE et Lanpau. J’ai dii approfondir sur plusieurs points la
théorie de ces séries avant d’écrire ce Mémoire. Dans ce qui suit je m’appuyerai
souvent sur cette étude préliminaire.?

Dans le chapitre II je considére des équations aux différences finies de la
forme (1), les coefficients p;(z) étant des polynomes du degré p en x. Je forme
un systéme fondamental de solutions w;(x), ..., uz(x) qui se représentent sous
la forme

se=r dgs r (g) -
- S N
w

ou, si 'on aime mieux, sous la forme

wi () = af (%)ﬂ"“ S0, (2) loge (i) ;

x
s=(

les £,(x) sont des fonctions qui se représentent par des séries de facultés con-
vergentes de la forme

pu== 0 A(s)

) v+1 .
.Qs(w) Ao +Iu2-0x(x+w)...(x+8w)’

w est un nombre positif convenablement choisi. Les a; et les §; sont des nombres

1 11 faut seulement excepter le cas trivial ou la solution en question se réduit & une
fonction rationnelle multipliée par une exponentielle.

? Fakultitenreihen in der Theorie der linearen Differentialgleichungen. Mathematische
Annalen t. 71, p. §10—~§32, 1911,

® Sur les séries de facultés. Acta mathematica t. 37, p. 327—387, 1914.
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complexes indépendants de z. Ces solutions sont des fonctions méromorphes de
z admettant pour pdles les points o, as—1, €t —2,0,—3,...(6=1,2,..., ),
et étant d’ailleurs holomorphes. ¢, a,,..., ¢p sont les zéros de p,(x). Quand
z tend vers linfini le long d’une droite qui forme avec 'axe des nombres po-

s - . s Y T 3
sitifs un angle qui est, en valeur absolue, inférieure ou égale & P I’expression
i ()

as (i)ﬂﬁ-l log" (%)

tend uniformément vers une limite finie et non-nulle; n désigne un entier <.

Je forme ensuite un second systéme fondamental de solutions u, (),

%y (%), ..., ux(x) qui sont des fonctions méromorphes admettant pour poles les
points s, 7s+ 1, s +2,..., (§=1, 2,..., p); les nombres 7,, ,, . . ., ¥p sont les zéros
de pr(z + k). Quand z tend vers linfini le long d’une droite qui forme avec
Paxe des nombres negatifs un angle qui est, en valeur absolue, inférieure ou

. \ 7T 1 .
égale & 2 P’expression

u; ()
o (5" 1ow (3

tend uniformément vers une limite. Entre ces deux systémes de solutions il
existe des relations linéaires & coefficients périodiques fort remarquables.

Dans les chapitres III et IV je démontre par deux voies différentes que
oces coefficients périodiques sont des fonctions rationnelles de €27%. Je détermine
la forme de ces fonctions et les constantes qui y entrent. L’établissement de
ces relations lindaires est le point capital dans notre étude. Elles permettent
en particulier de se rendre compte comment se comportent les solutions u;(z)

et les solutions u; () quand z tend vers Pinfini d’une maniére quelconque.

Dans le chapitre V on traite ce probléme.

On peut, comme on sait, considérer les équations différentielles comme un
cas limite des équations aux différences finies. Les équations dont nous venons
de parler contiennent comme cas limite des équations différentielles admettant
le point & l'infini comme point singulier irrégulier. Mais il arrive dans un cas
particulier que ce point devient un point singulier régulier. J’ai considéré ce cas
4 part dans le chapitre I. L’équation aux différences peut alors se mettre
sous la forme
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8=k

Qs (@) 42, u(@)=o0,

8==0
les coefficients Qi (z), Qs (%), ..., @,(x) étant des polynomes dont les degrés
vont en décroissant avec les indices. Ce cas se distingue nettement du cas
général par la simplicité des résultats auxquels on arrive. Remarquons en
particulier que les solutions méromorphes u;(x) dont on vient de parler sont
telles qu’on ait uniformément dans 'angle w —e> Arga> —z + ¢

. u; ()
n}]:g T 19:""11 n (I
2 o ()

¢ étant un nombre positif aussi petit que on veut.

= const.

CHAPITRE 1..
Formation de deux systémes fondamentaux de solutions.

§ 1. Les expressions analytiques qui conviennent le mieux pour représenter
les solutions d’une équation linéaire aux différences finies & coefficients ration-
nels sont: La série de facultés, la série de fractions rationnelles, la fraction
continue et certaines intégrales définies intimement liées 3 la théorie des séries
de facultés. Quant & la représentation par des fractions continues j’ai déja eu
Poccasion de donner quelques indications sur ce sujet! et je pense y revenir
dans un autre Mémoire.

Dans ce chapitre nous allons faire voir que la théorie classique des équa-
tions différentielles linéaires nous améne directement aux autres expressions
analytiques énumérées plus haut.

Comme nous allons voir par la suite de ce Mémoire ces développements
ont l'avantage de donner, sans aucun calcul, les positions des points singuliers
de nos solutions et elles mettent en évidence la nature des singularités.

Soit 2 une variable complexe; soit u(x) la solution & déterminer. Posons

u(x + 1) — (i)u(w-{- (t—1)o) +--- + (—1)u(z)

H

45 u(z) =

wt

! 1. c¢. Acta mathematica t. 34, p. 33—38, 19710.



Sur les équations linéaires aux différences finies & coefficients rationnels. 197
et considerous d’abord une équation aux différences finies de la forme

tmi
Q)= Qi(a) 4 u(zx)=o, (1)

f=0

les coefficients Qx(x), Qr—1(x), ..., @ (x) étant des polynémes en x dont les degrés
vont en décroissant avec les indices; plus précisement, si p désigne le degré de
Qr(z), on suppose que le degré de @r—;(x) soit inférieur ou égal & p—1; on a
donc necessairement p>k, car le degré de @,(x) serait sans cela négatif. Les
polynémes @;(x) peuvent toujours se mettre sous la forme?

smp—k+i
Q@)= X Gie—i)z—i+1)...(a—i+8s—1), (2)
3=0
les c;, étant indépendants de z; on peut sans diminuer la généralité supposer
que cz,p, soit égal & 1. Appliquons la transformation de LAPLACE et essayons
de déterminer une fonction v(f) et une ligne d’intégration de sorte que I'inté-
grale

w(z) = f te=v (1) di @)

est une solution de P’équation (1).
En intégrant par partie on trouve:

x(x+1)...(x+s—x)u(x)=(—1)‘ft’+‘—‘é%t—)dt (s=o0,1,...p)

pourvu que les limites d’intégration aient été choisies de telle sorte que les ter-
mes tout intégrés disparaissent pour ces valeurs de t. En appliquant & u(x)
les opérations #¢ (i=1, 2,..., k) on trouve de méme:

{g—its—1 d: [(t - I)i v (t)] dit

(x———i)(:c—i+1)...(x—i+s——x)di‘.u(x)=(——x)‘f ar

pourvu que les termes

i @t — 1) ()] 8=I,2.-.-,p)
Do gwef —1 .
o= qii (i=o, .k (4)

! Dans tout ce qui suit il faut remplacer le produit x(xz + 1)...(z + 8 — 1) par 1, quand 8
est égal & zéro.
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disparaissent dans les limites d'intégrations. Substituons ces intégrales dans
I’équation (1) on voit que v(¢) doit satisfaire & I’équation différentielle

ik ge= s Y
D D (— 1), ket @le—1)s dtI’) vl _,, (5)
f=0 s=0

ol, par hypothése, ¢j,p—s =0, si $<i. Cette équation différentielle est d’ordre
p, c'est & dire que l'ordre est égal au degré du coefficient de la plus haute
différence de u(x) dans P'équation (1).

Le coefficient de

dr o)
dir

est égal a

(—o?(—1)*

Les points singuliers de I'équation (5) sont o, 1 et o, et 'on voit sans peine
que ce sont des points singuliers réguliers. L’équation déterminante relative au
point ¢ =1 est

ik

ole—1)...le—p+k+1) J(—1fchipile+D(e+2)...(0+k—1)=o.
i=0
On remarque que les coefficients cx,p, €x—1,p—1, - - -» Co,p—k qui entrent dans cette

équation sont les coefficients des termes du degré maximal dans les polynomes

Qk(x)! Qk-l (x)’ ey Qo (x)'

Désignons les racines de cette équation paro, 1,..., p—k—1, 8,85 ..., Bx-
Elles sont en nombre p, parce que par hypothése ¢z ,=1. L’équation dif-
férentielle (5) admet donc p—k solutions holomorphes au voisinage de {=1 et
k solutions, qui se représentent par des développements de la forme

vs(f) =(—1)fs{A4d, + A, x1—8) + 4, (z—1)*+ -} 6)

la série étant convergente pour |t —1]< 1 et 4, étant différent de zéro. A chaque
nombre g, il appartient ainsi une solution, déterminée & un facteur constant
prés, et en général non holomorphe au voisinage de ¢=1. On suppose pour le
moment qu’aucune des différences entre les 3, ne soit égale & un entier. Le cas
général ol les recines s forment des groupes et ou le développement correspon-
dant (6) contient des logarithmes sera discuté plus loin.
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§ 2. L’équation déterminante relative au point t=o0 est @x(k—9¢) =0, 0
étant la variable, £ étant l'ordre de P’équation aux différences et @i (x) étant
le coefficient de #* u(x). Désignons que «, + k&, e, +k,...,ax + k les racines
de Qi(z)=o0 et supposons, pour fixer les idées, qu’elles soient numérotées de
sorte que

Rla)2R(x) 2 - 2 R{ay).

Toute solution de I’équation (5) se représente au voisinage de ¢=o par une
expression de la forme

v(t)= ipcit—“"{'l’i,o(t) + Wi @)logt + - + Y (t) logr t}, (8)

f=1

les y;,(¢) étant des fonctions holomorphes & Il'intérieur du cercle |¢| = 1. L’équa-
tion déterminante relative au point ¢t =« est

=k

2 Qi(—e) =o.

=0

Soit
0= "%1s — V22 — ¥p

les racines de cette équation et supposons qu’'elles soient numérotées de
sorte que

RNW2ZR()2 - 2R (7).

Au voisinage du point & Pinfini la solution générale de notre équation diffé-
rentielle s’écrit

o)=Y (%)H{'Pi,o(i) + e log (}) + o + i (0 logr (;)} (9)

t=1

les y;,(¢) étant des fonctions holomorphes & 1’extérieur du cercle |f]=1.

§ 3. Nous allons voir plus loin que les quantités «;, 8; et y;, qui sont en
nombre 2p + k, caractérisent entiérement les singularités des solutions de notre
équation aux différences. Elles se déterminent facilement & l'aide des coef-
ficients de I'équation aux différences. Relativement & cette détermination nous
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ajoutons encore la remarque suivante. En posant U(x)=u(x—%) on peut

by

donner & 'équation (x) la forme suivante

=k
2 Pi@) 44, U @) —o, (x0)

=0

les coefficients Py (z), ..., P,(x) étant des polynémes dont les degrés vont en
décroissant avec les indices. Les nmombres y; sont les zéros du coefficient de la
différence finie d’ordre le plus élevé dans Uéquation (10) tandis que les «; + k sont
les zéros du coefficient de la différence d’ordre le plus élevé dans Uéquation (1).
Il est souvent préferable d’écrir'e Iéquation (1) sous la forme:

i=k
pr.;(x)u(x+i)=o. (x1)

i=0
Les coefficients de cette équation sont des polynémes du degré p et I'on a
Pk (2) = Pi(z + k), po(2) = (—1)* Qe + k),

on voit donc que les y;— k sont les zéros du coefficient de u(x + k), et les o; sont
les zéros du coefficient de u (x) dans Uéqualion (11).

§ 4. Cela posé, nous pouvons définir deux systémes fondamentaux de
solutions de 'équation (1). Soit ! une ligne d’intégration partant du point {=o
le long de Paxe des nombres positifs et y revenant, aprés avoir entouré le point

==1 dans le sens direct, comme l’indique la fig. 1. Soit L une ligne d’intégra-
tion partant de linfini positif et y revenant aprés avoir entouré le point { =1
dans le sens direct.

o~
H
e
\
\
)
\

0 / S

Fig. 1.
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Posons
w(@) = —— [ F-lu @) dt, (12)
]
(8=1,2,..., k)
Us (%) = 5715 ;f =1y, (t)d¢, (13)

v,(¢) étant une solution de I’équation différentielle (5), définie par le développe-
ment (6) et appartenant au nombre g,.

A chaque nombre @, il appartient ainsi une intégrale u,(x) et une inté-
grale u, (x).

Considérons les termes (4). Quand ¢ tend vers zéro tous ces termes dis-
paraissent pourvu que la partie réelle de z soit supérieure & R (e, + k). Cette
condition étant satisfaite, les u,(x) représentent donc des solutions de I'équation
(1). Mais ces intégrales sont absolument convergentes dans le demi-plan
R(x—a,) >0, car au voisinage de t = o0 v,(t) est de la forme (8). Des théorémes
bien connus relativement au prolongement analytique il résulte donc que les
%, (x) satisfont & I'équation (1) dans ce demi-plan. Si par exception on a ¢,=o
I'intégrale u,(x) peut méme &tre convergente dans un domaine plus étendu.

De méme on voit que les u,(x) sont absolument convergentes pourvu que
R(x—yp) <o et quelles représentent des solutions de I'équation (1) dans ce
demi-plan.

Pour définir complétement ces deux systémes de solutions nous allons con-
venir que I'argument de ¢— 1 croit de — 7 & + 7 quand ¢ se meut le long du
contour ! et de o & 27 quand ¢ se meut le long du contour L. Pour l'argu-
ment de ¢ on adoptera la valeur qui est comprise entre — 7z et + 7.

Nous nommerons les solutions u, (z), u, (%), .. ., ux(z), définies pour le mo-
ment dans le demi-plan R(x—«a,) >0, le premier systéme canonigue. De méme
nous nommerons u, (%), u,(z), ..., ux(z), définies pour le moment dans le demi-

plan R (z —y,) <o, le second systéme canonique.
Nous démontrerons plus loin qu'elles forment deux systémes fondamentaux
de solutions entre lesquels il existe des relations linéaires fort remarquables.

Développements en séries de facultés.

§ 5. De lintégrale eulérienne de premiére espéce on déduit aisément les
relations suivantes
Acta mathematica. 40. Imprimé le 5 juin 1915. 26
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I o _ I (x)
il l(t—][)mt_1“(—,3)1*(%+‘(>’+ 1)
i
I'(—z—p)

2700 I'(—BTr(x—=z)

L

L ft”—l (¢ —1)Adi = emi(B+D

les arguments de ¢ et de t— 1 étant fixés comme il a été dit plus haut.
Les deux intégrales sont convergentes respectivement pour % (x) >o et pour
R(x+pB)<o.

Substituons dans Pintégrale (12) au lieu de v(f) le développement (6); si
Pon suppose que R (x) >0, R(xr—e,) >0 il est permis d’intégrer terme par terme?
et on trouve

e () — I (x) N Bs + 1) (B + 2) .. .(Bs + ») _
R R e Py ) ) o S Py 2 B ey ey M

L'ordre de v,(f)(t—1)~#s dans le point ¢=o0 est égal & la partie réelle de «,.
On sait donc trouver un nombre positif M tel qu'on ait pour n=1, 2, 3,...

| 4n] < M nte—1,

On en conclut immédiatement que la série de facultés converge absolument si
R@—a,)>0. On peut donc supprimer la condition R (x) > o, car la série (14)
représente une fonction analytique holomorphe dans le demi-plan R (x —e,) >o0.
Il faut excepter pourtant les points x=o0, — 1, —2,... ¢'ils se trouvent dans
le demi-plan de convergence. Le facteur I'(z) admet ces points comme des
poles simples; mais si R(e,) <o, on a

lim v, (¢) = o0;
t=0
d'un théoréme d’ABEL il résulte donc que
o=Ad,+4,+4,+ -

cette série représente la valeur de la série de facultés dans le point z=0. On
voit donc que la série de facultés admet les points =0, —1, —2,... comme
des zéros. La fonction u,(x) est par conséquent holomorphe dans ceux de ces

! 1. ¢. Sur les séries de facultés § 10, p. 361
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points qui se trouvent & lintérieur du domaine de convergence; cela résulte
d’ailleurs aussi de la convergence de l'intégrale (12).

Passons & l'intégrale (13). Le développement (6) n’étant pas convergent le
long de la ligne d’intégration on ne peut pas intégrer terme par terme; on peut
pourtant, en transformant convenablement ce développement en obtenir une
série de facultés. Posons

(t) = (t— 1) (1)

la fonction ¢(¢) est une branche d’une fonction analytique holomorphe au voisi-
nage de t=1 et admettant comme points singuliers les points =0 et t=1c0.

Posons z= t——TI ; la fonction

fp(t)=fp(I )

1—2
se représente au voisinage de z=o0 par une série de la forme
‘p(t)=Bo“‘B1z+Bzzs_Blzs+"’; (15)

ayant le cercle de convergence [z]=1. L’unique point singulier sur ce cercle
est z=1, et 'ordre dans ce point est égal & — R(yp + f:). Substituons la
série (15) dans lintégrale (13). On vérifie aisément que les conditions pour que
Pintégration terme par terme soit légitime sont satisfaites. On trouve donc:

Us () = €73 (Bs+D)

F(—x—ﬂl) 'S (193'*'1)(138"“2)---(:83'*‘ 'V),
F(—p’s)F(I—x)EB” Z—1)(z—2)...(z— ) (x6)

et on voit comme plus haut que la série de facultés est absolument convergente
si ®(z—y,) <o; elle représente u,(z) dans ce demi-plan en exceptant les points
X=—Fy —fFs+ 1, —fs+2,... 2ils sont situés dans le demi-plan de conver-
gence. La série de facultés admet ces points comme zéros et le facteur I'(—z—g,)
les admet comme des poles simples. La fonction u,(z) est donc holomorphe
dans le demi-plan R (x—y,) <o.

Il est facile d’exprimer les coefficients B,, qui entrent dans le développe-
ment (16), par les coefficients 4,, qui entrent dans le développement de wu,(x).

On a en effet

V=0 Y=o

>4, (1—ty= 2B, I—t:—t)

y=0 ye=(
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la série au second membre se déduit en appliquant & la série au premier membre
une transformation bien connue, due & EULER, et qui a fait Pobjet d’étude de
MM. E. Linprrdr, FaBrY et PrinesurmM. De la transformation d’Euier il
résulte qu’on a

B,= A4, B,=A4,,

Biyy=A4,41— (:) Ao+ (;}) dvy+ - H(—1)4,, (17)

c’est & dire que B, B,, B,,... sont les différences successives des nombres
4,,4,,4,,.

Il est maintenant facile de voir comment se comportent nos solutions
canoniques pour des valeurs trés grandes de z situées dans I'un ou Pautre des
deux demi-plans de convergence. En effet une fonction, représentée par une
gérie de facultés, tend uniformément vers le terme constant de la série quand
la variable x tend vers I'infini en restant dans le domaine de convergence de la
série.! D’autre part on a uniformément

. I'(x)z?
al;LnammI, w—e>Argr>—m +e,
x tendant vers linfini en s’éloignant infiniment de Paxe des nombres négatifs.

Les développements (14) et (16) nous permettent done de conclure qu’on
a uniformément

A

i Be+1 4 =0 _7_t> >~7.E,
itrg x us () F—%) e Arg z> 2 (z8)
) — Y| 7T 3
Bs+1 o — °_, —_——2 > —
i}glﬂ @Ps +1 g () Fl—5) S 2Argz> Py (19)

x tendant vers I'infini en restant respectivement dans le demi-plan R (z —e,) >0
et dans le demi-plan R (z—y,) <o.

§ 6. Examinons quelques cas d’exception. Supposons d’abord que g, soit
égal & un entier non-négatif et qu’aucun des autres nombres g,,. .., fx ne soit

I3 3

égal & un entier. w;(t) est en ce cas de la forme

(1) = (t—1)% [, (£) + @ (¢) log (¢ —1)].

L1 c. Bur les séries de facultés § 6, p. 347.
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On trouve donc

u,(x)=ﬁ;ft‘—lv,(t)dt=2—;—ift'—l (t—1)% log (t— 1) (t) dt.
i {

On peut remplacer le contour I par la droite de zéro & un parcourue deux fois
et en sens inverse; les deux intégrales contenant le logarithme se détruisent et
on trouve

1
Uy () = —ft""‘ (t— 1) p(8)dt.
]

La forme de notre développement n’est donc pas altérée dans ce cas si la fonc-
tion ¢ (t) est différente de zéro; mais si @ (t) = o l'intégrale de contour est identi-
quement nulle. Comme on sait, ce cas d’exception ne peut arriver que si l'on
a 8,>p—k; on peut alors remplacer la ligne ! par la droite de zéro & un, car
les termes tout intégrés (4) disparaissent pour ¢{=1.

Si B, est un entier négatif et si en méme temps ¢ (f) =o0,! la série de fa-
cultés ne contient qu’'un nombre fini de termes. Le série (14) peut en ce cas
8’écrire comme il suit:

wie) =— {4 T A T e (2 ) (1P Ao o)
Les autres cas d’exceptions qui se présentent seront discutés dans le chapitre
suivant.

L’avantage des développements que nous venons d’étudier consiste surtout
en ce qu’ils nous montrent comment se comportent les solutions au voisinage
du point & Pinfini qui, en général, est un point essentiel pour ces fonctions.
Mais ils représentent les solutions seulement dans un certain demi-plan.

Nous allons maintenant faire voir comment on peut prolonger analytique-
ment les u,(z) dans toute partie finie du plan.

Développement en série de fractions rationnelles.

§ 7. Nous supprimons maintenant les conditions restrictives imposées plus
haut aux nombres #,. La solution v,(f) appartenant & @, peut donc contenir

1 Ces deux conditions sont nécessaires et suffisantes pour que s x) soit un polynome en x.
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des logarithmes ou non. Prolongeons v, (f) analytiquement le long de I'axe des
nombres positifs jusqu’an point ¢=o0; on trouve une expression de la forme (8),
i G5y ..., Cp étant des constantes qu’on sait déterminer. Les fonctions s ()
se développent en séries de puissances de la forme

l/’i,n(t) =A$:L()) + A-::qt + A:&%F + A(z?%ts‘{" (n=0) Iy,..., ’I’),

qui sont convergentes pour || < 1. L'un au moins des nombres 4% (n=o, 1, ..., 1)
est différent de zéro. En prolongeant v,(f) le long d’un contour qui arrive au
point ¢=o0 aprés une rotation autour du point ¢= 1 dans le sens positif on
trouve une expression de la méme forme, seulement il faut remplacer les con-
stantes ¢; par d’autres constantes que nous désignerons par ¢’;. Supposons
d’abord que la partie réelle de g, soit supérieure & — 1. On peut dans l'inté-
grale (12) remplacer le contour ! par la droite de o & 1 parcourue deux fois et
en sens inverse. Substituons dans cette intégrale les développements (8) et
intégrons terme par terme; on trouve la série de fractions rationnelles:

1 "ﬁ =i ) AP, A7,
u.(x)=mi : 1’20(0,—6,) Pyl i S

") (ar)
+ (— 1) T A }

(x—a; + w)yr+1

Les coefficients dans le développement en série de puissances de v,(t) au voisinage
de t = o nous donnent donc tmmédiatement les coefficients dans le développement de
us(x) en série de fractions rationnelles. Si R(x—e,) >0, et si la série (21) est
convergente, les conditions, pour-que l'intégration terme par terme soit légitime,
sont satisfaites. I’ordre des fonctions ¥ ,(f) (n=o0, 1,...,7) sur le cercle de
convergence |¢|{=1 est égal & — R(B,); on sait donc trouver un nombre positif
M tel qu’on ait pour »=o0, 1, 2,..

IA('”L|<(I__|T*,,_)]€T,{%TI-8 (r=o0,1,...,7)
quelque petit que soit le nombre positif . Soit I' un domaine fini quelconque
duquel on a exclu les points o;, ¢; — 1, ;— 2, ... par des petits cercles; on sait
trouver un nombre positif N tel qu’on ait pour »=o, 1, 2,...

v+1

x-—a; + v <N

quel que soit = dans I'.
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En ramplacant dans le développement (21) le module de chaque terme par
les limites supérieures qu’on vient de donner on trouve I'inégalité

=2 Y==O M.N N ’I'!N'
Ius(x)|<21 2 (Icz' +|cl|)( + I m(ﬂs)‘*z_e {I+ v + 1 + “es + (—’V—'{-_I—)f}.

$=0 v=0

La série an second membre est convergente parce que par hypothése R (8,) > —1.
La série (21) est par consequent absolument et uniformément convergente dans
le domaine I". Cette série nous donne un prolongement anlytique de la solution
us (z) dans tout le plan et on voit que ,(x) est une fonction méromorphe de 2.

Si la partie réelle de g, est inférieure & — 1, la série de fractions ration-
nelles, obtenue en intégrant formellement terme par terme, est divergente. Soit
g un entier positif tel que (8, + ¢) >~—1; on sait, dans ce cas, trouver deux
polyndmes f,_;(x) et f,(x) respectivement du degré g— 1 et g et tels que la
fonction

Us (x) - fq-—l ()

fq (x)

admet un développement de la forme (21). Pour le détail de la démonstration
je renverrai le lecteur aux pag. 27—28 de ma Thése.

Les solutions u, (), u, (%), ..., ux(x) dans notre premier systéme canonique de
solutions sont domc, quelles que soient les valeurs des nombres 8., B., ..., Ok, des
fonctions méromorphes de z, admettant une représentation de la forme du second
membre de (21), multiplié par un polynome convenablement choisi. Les poles de
ces fonctions sont

O, 0;— I, Q;—2, 06— 3,..., (’i==I, 2y .0y p),

les o;+ k élant les zéros du coefficient de 4*  u(z) dans Uéquation (1). Si o +k

est un zéro simple qui ne différe par un entier d’aucun des aulres 2éros, les pbles
o, 0;—1,0;—2, ... sont tous simples. Si o; + k est un zéro d’ordre n, les piles
@, 0;— 1, 0;—2, ... sont d’ordre de multiplicité n au moins.

§ 8. Considérons maintenant les solutions u(x). Les fonctions y; . (t) dans
I'expression (g) se développent en séries de puissances

(n) (n)
Yin(t)= Bi7o+§~~+§1’:+ Y (m=o0,1,...,1),

convergentes pour [¢|>1. Substituons ces développements dans Vintégrale (13)
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et intégrons terme par terme; on trouve, si la partie réelle de g, est supérieure
4 — 1, une série de fractions rationnelles de la forme

_ _ I f=p n=r ymow . Bgz"))n'
us (@ —*mi > 2 (Ci—cz)mm' (22)

{==0 n=0 vm0

Si R(B)<—1 il faut diviser u,(x) par un polyndme convenablement choisi et
le quotient admet un développement de la méme forme.

Les solutions u,(x), u,(%), ..., ux(x) dans le second systéme canonigque sont
des fonctions méromorphes de x admettant pour poles les points

Yovi+t i, itz vit3,...,i=1,2,...,p),

les y; étant les zéros du coefficient de 4% U(x) dans Uéquation auz différences (10).
Il est naturel de convenir de dire que les solutions u (x) appartiennent 3 'équa-
tion (10) et que les solutions u(x) appartiennent & 'équation (1).

Nous avons maintenant vu: d’une part, comment se comportent nos solu-
tions canoniques dans toute partie finie du plan et d’autre part comment elles
se comportent quand = tend vers I'infini en restant dans un certain angle d’ou-
verture 7.

Pour compléter nos résultats il nous reste a faire voire comment elles se
comportent asymptotiquement quand x sort de cet angle. Nous traiterons plus
loin ce probléme pour une classe plus générale d’équations aux différences dont
nous allons maintenant aborder I'étude.

CHAPITRE IL

Formation de deux systémes fondamentaux de solutions.

§ 9. Nous préferons écrire ces équations sous la forme

=k
D pilx)ulz + 1) =o, (1)

=0

et nous ferons relativement aux coefficients p;(z) 'hypothése suivante. Nous
supposerons qu’ils sont des polyndmes en z de degré p mais d’ailleurs quel-
conques.



Sur les équations linéaires aux différences finies & coefficients rationnels. 209

Plus précisement nous supposerons que le degré de p,(x) et de pi(x) est
égal & p et que les degrés des autres coefficients sont inférieurs ou égaux & p.
L’entier positif p peut étre =k.

Cette classe d’équations embrasse comme cas particulier celle que nous
venons d’étudier. En effet, en écrivant I’équation (1) (Chap. I) sous la forme
précitée, on verra que les coefficients p;(x) sont des polyndmes du degré p;
mais ces polyndomes ne sont pas indépendants l'un de l'autre, il existe entre
leurs coefficients des relations particuliéres dont nous avons tiré partie dans le
chapitre précédent.

Dans le cas actuel nous écrivons les coefficients p;(z) de ’équation aux
différences sous la forme suivante

pi(x)= X Cis(x+d)(x+s+1)...(x+3+8—1) (t=0,1,...,k). (2)

3=0

On a, par hypothése, Co p 0, Cip» 0, mais les C;, sont d’ailleurs des nombres
complexes quelconques.
Posons

u () -—-ft‘—lv(t)dt, (3)

v(#) étant une fonction de ¢ mais indépendante de x. Essayons, s’il est possible,
de déterminer la fonction v(t) et une ligne d’intégration de sorte que u(x) soit
une solution de I’équation (1). En intégrant par partie on trouve

2@+ 1)... (¥ + 8)u(x)=E'(—I)”(x +r+n)(z+ v+ z)...(x+stz+vd——:i"t£‘) +
v
+ (—I)'+1ftz+'%dt.

On a, par conséquent, I'identité suivante

= (L) R
2 p@u+)=V, 0+ f - X (i TP ar, (4)
i=0 i=0
ol nous avons posé
sk
Q)= X Cuitr, (i=o0,1,...,p),
s=0

Acta mathematica. 40. Imprimé le 7 juin 1915. 27
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i=p—1 s=p—i—1 i s [x+i+8 ().
Ve, )= 2 2 (—1F d;zgt) cala +dgl+s+l(m. (5)

£=0 3=0

En choisissant v () comme une solution de I’équation différentielle

’ip(-—t)‘ @ (t)d—~i;’t(,-t) =0, (6)

£=0

on voit que u(x) est une solution de I’équation (1), si I'on prend pour chemin
d’intégration une ligne telle que V (z,?) s’annule & ses deux extrémités ou un
contour fermé tel que V (z,?) reprenne sa valeur initiale quand on revient au
point de départ. Nous appelerons Q,(f) = o l'équation caractéristique de I'équa-
tion aux différences (1). On remarque que les coefficients de cette équation
sont les coefficients des termes du degré maximal dans p, (%), ..., Pz (®). Clest
une équation algébrique du degré k dont toutes les racines sont différentes de
zéro, car on a Cop»o0, Cpp>o0. Soit a,, a,,..., ar ces racines et posons

as = 0s €'%s (s=1,2,..., k).
Supposons que les a, ont été numérotées de sorte qu’on ait
0S8, <L, <r<am.
Si 'on a {;={s41, On suppose que gs < gs41.

§ 10. L’équation différentielle (6) admet les points singuliers { =o et =0,
qui sont des points singuliers réguliers, et les points a,, a,,...,az. Si a; est
une racine simple de I’équation caractéristique, a; est un point singulier régulier
de l'équation différentielle. Au voisinage de a; il existe (p — 1) solutions holo-
morphes et une solution de la forme

(t—a)bigp(?),

@ (t) étant une fonction holomorphe au voisinage de ¢= a;.
Si a; est n fois racine de I’équation caractéristique deux cas essentiellement
différents se présentent.

1° a; est (n—s) fois racine dans l’équation @p ()= o et cela est vrai
pour §=0,71,...,n—1; a; est alors un point singulier régulier de notre équa-
tion différentielle.
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2°. a; est un point singulier irrégulier.
Nous réserverons l'étude de ce dernier cas pour le § 16; nous supposerons

donc pour le moment que a; soit un point singulier régulier! de l’équation
différentielle.

L’équation déterminante relative au point a; admet les racines

‘31»'.’ ﬂ2,1"°": ﬁn,i: 0, I,... P—n'—I- (7)

Il correspond & ces racines p solutions indépendantes de I’équation (6); nous
les désignerons par v, ¥5,i,...., ¥pi. Les (p—n) derniéres de ces solutions sont
holomorphes au voisinage de a;; les n autres solutions sont en général non-
holomorphes.

On peut les former par les méthodes de L. FucHs et de M. FroBENIUS. Ré-
sumons bridvement les principaux résultats obtenus par M. FROBENIUs relative-
ment & ces solutions.

Les racines B, 8zi,.-., On: s6 répartissent en différents groupes de sorte
que toutes les racines qui sont différentes 'une de l'autre par un entier, se
trouvent dans un méme groupe.

Supprimons pour un moment, pour abréger 1'écriture, le second indice ¢ et
80it B, Bss1s---» Beym—1 les membres d’un tel groupe. Supposons qu’on les
affecte de numéros tels que l'on ait:

& (ﬂ,) __2__% (lga+l); R (Bsr2) = -~

Soit, Bs, Bsths Batis Bosks---» Bssp1 celles de ces racines qui sont distinctes. Soit
Bs h fois racine, soit Bs4+s (j— ) fois racine, soit B,4; (k—7) fois racine etc. On
répartit les racines en sous-groupes de la maniére suivante. Dans le premier

sous-groupe on place fy=f41= - =fFs+n—1; dans le deuxiéme sous-groupe
on place B = Psrhs1 =+~ = Ps4j—1; dans le troisiéme sous-groupe on place
Bs+j = Betj+1 =+ = Pysr—1 etc.

A la plus grande® racine 8, = 8, de notre groupe il appartient une solu-
tion de I’équation (6) de la forme

Vi = (t - ai)ﬂ”“p(t) s (8)

@(t) étant holomorphe et différente de zéro dans le point ¢ = a;.

1 Iéquation caractéristique de 1'équation aux différences étudiée dans le chapitre I est
(t— 1)k =0. Toutes les a; coincident dans le point £=1 et ce point est un point singulier
régulier de l'équation différentielle.

* C'est & dire a la racine dont la partie réelle est la plus grande.
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A une racine quelconque g,,,: de notre groupe il appartient une solu-
tion de la forme

Vstr,i = P) ﬂ?r ) [(t — ai)ﬂ:+r,i¢(t)] =
st7r, e
= (t—a)Ps+ri{@y(t) + ¢, () log (f—ai) + --- + ¢, (§) log” (t—ai)}, ©)

@.(t), @.(t),..., @ (t) étant des fonctions holomorphes au voisinage de a;. A
chaque racine de notre groupe il appartient ainsi une solution non-holomorphe
de l’équation différentielle, et ces solutions se trouvent rangées en groupes et
sous-groupes de la méme maniére que les racines.

Si ®s4s,: appartient au premier sous-groupe on a @,(a;)=o0. Si Ve, ap-
partient au deuxidme sous-groupe on a @,_p (@) 0 eb Pr_p41 (@) = - = @y (@) = 0.
Si Ve, s a,p‘partient au troisiéme sous-groupe on a @,—;(a;) = o et @rjp1(a;)=---
= ¢, (a;) = o etc.

Au voisinage de t=o0 I’équation (6) admet p solutions v, o, v5,0, ..., ¥p0 qui
sont de la forme '

no= T e, )+ @ log 1+ W oy, (1)

Yo(t), ..., Yr(t) étant des fonctions holomorphes au voisinage de t=o et «,,
@y, ..., 0p 6tant les zéros de py(x). Au voisinage de £ == o0 Péquation (6) admet
P solutions v, «, Vs, x, ..+, ¥p » qui sont de la forme,

A il 71U
ay"

Vs,

t-y,,{ Do)+ (0 1og (3] +--- + we (0 Tog (7] } (xx)

Yy (), ..., Y (t) étant des fonotions holomorphes au voisinage de f=co, et
vi—k,...,yp—Fk étant les zéros de pi(x). Nous supposerons que les &, et les
7 ont été répartis en groupes et qu’elles soient numérotées de la maniére in-
diquée dans le § 2.

Il faut donner & Dentier non-négatif r une valeur égale au nombre des
racines plus grandes que — a, (y,) qui figurent dans le méme groupe que — o, (7s).

§ 11. Cela posé, nous pouvons fixer la ligne d’intégration dans I'intégrale
(3). Dessinons des coupures rectilignes des points a,, a,, ..., ax & l'infini dans
le prolongement des rayons vecteurs respectives et une coupure rectiligne de
zéro a a;.
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Soit v,; une des solutions non-holomorphes au voisinage de a;. Dans le
plan ainsi découpé la fonction {#~1y,; est uniforme. J’appelle bord gauche d'une
coupure celui qu'on a sur la main gauche quand on chemine sur la coupure dans
la direction vers l'infini. Soit /; une ligne d’intégration partant de l'origine le
long du bord droit de la coupure (o, a;) et y revenant le long du bord gauche,
aprés avoir entouré le point f=a; dans le sens direct et en laissant & son
extérieur tous les autres points singuliers a,,..., az. Soit L; une ligne d’inté-
gration partant de l'infini le long du bord gauche de la coupure (a;, ©) et y
revenant le long du bord droit, aprés avoir entouré le point {=a; dans le sens
direct et en laissant & son extérieur tous les autres points singuliers. Posons

Ug, i (T) = ﬁﬁf 21y, i dt, (12)
4

Ug, i (%) = ;:—v—ift"—l v, i dt. (13)
i

La premiére intégrale est absolument convergente et la fonction V(z, t), déter-
minée par l'expression (5), s’annule aux deux extrémités de la ligne d’intégration
l;; si R(x—ae,)>0. L’intégrale définit donc une solution de I'équation (r)
dans ce domaine. k

De méme on voit que V(z, f) s’annule aux deux extrémités de la ligne L;, si
R(xr —yp + k) < o; mais la seconde intégrale est absolument convergente dans le
demi-plan R(z— y,) <o, elle définit donc une solution de ’équation (1) dans ce
domaine. Pour définir complétement ces deux solutions admettons que I'argu-
ment de ¢t —a; augmente de {;—= & §; + = quand ¢ se meut le long de la ligne
l; et de ;s & {; + 27 quand ¢ se meut le long de ligne L;. Pour I'argument de ¢
on adoptera la valeur qui est égale a {; le long des parties rectilignes des chemins
d’intégrations.

Convenons de dire que les deux solutions ainsi définies appartiennent au
nombre™f,;. En prenant pour v,; successivement toutes les solutions non-holo-
morphes au voisinage des points a,, a,,..., ax on obtiendra k solutions u(x),
que nous nommerons le premier systéme canonique de solutions, et k solutions
u(x), que nous nommerons le second systéme canonique de solutions, k étant Uordre
de l'équation aux différences. Ces solutions se trouvent rangées en différents
groupes et sous-groupes de la méme maniére que les nombres 84 ;.
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Développements en séries. Propriétés analytiques des solutions.

§ 12. Pour étudier comment se comportent ces solutions aux environs
de leurs points singuliers nous allons former différents développements en séries.
Les plus importants d’entre eux sont les développements en séries de facultés.
Considérons l'intégrale (1z2) et supposons d’abord que v,; soit de la forme (8).
¢(t) se développe en série de puissances aux environs de t=a;; cette série
n'étant pas, en général, convergente le long de la ligne I; on ne peut pas
intégrer terme par terme! comme dans le chapitre précédent. Mais effectuons
le changement de variable {=a;2; on trouve une intégrale relativement &
laquelle j’ai demontré? qu’elle se représente par une série de la forme

rfg)

Ug,i (%) = af — Q(x, Bq,), (14)
F (a + ﬂq,i -+ I)
ol
Y B+ +2)...(8+7 ,
Q@ f) = E:)A” @+ 0w + o) (@ + 0wl + 20)... @&+ wd + rw) (15)

cette série de facultés est absolument convergente pour R(z—e,) >0 et diver-
gente pour R(r—e,)<o. Les coefficients 4, sont indépendants de z; 4, se
compose linéairement des » + 1 premiers coefficients du développement de ¢ (t)
en séries de puissances aux environs de ¢ =a;.

Les A4, peuvent donc se tirer des coefficients de I’équation aux différences
(1) par des opérations algébriques. Remarquons en particulier que 4, est égal a
¢(a;) multiplié par une constante non-nulle; 4, est donc différent de zéro, parce
que par hypothése ¢(a;) = o.

. ! Dans ma Thése j’'ai démontré que la série de facultés divergente, obtenue en intégrant

formellement terme par terme, représente asymptotiquement uq’,i(w) dans l'angle g——e > Arga >

> —g + ¢, ¢ étant > 0. Cette série peut donc rendre quelque service dans I'étude de la valeur

agymptotique de ug’,-(m); elle est plus facile & former que la série (14) mais elle lui est inférieure

sur un point important. Dans ce qui va suivre il est trés important de savoir qu'elle est Ia
valeur asymptotique de uq)i(m) quand x tend vers l'infini le long d'une ligne perpendiculaire &

Vaxe des abscisses. Or la série divergente ne permet rien de conclure relativement & cette
valeur. Le développement convergent (14), au contraire, donne cette valeur avec autant d’ap-
proximation que l'on veut.

? 1. c. Sur les séries de facultés. § 11, p. 364.
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w est un nombre positif qu’il faut choisir suffissamment grand pour assurer la
convergence de la série. Le second membre de (14) ne dépend qu’apparemment de
w, mais il a été nécessaire d’introduire ce paramétre pour faire converger la série (15).

En raisonnant exactement comme dans le § 5, et en appliquant la trans-
formation d’EULER, on trouve pour I'intégrale (13) un développement de la forme

r _E*‘ﬁ X
tas (2) = af —(w*xq) e ai*Y) Q(x, B4,4), (16)
r (I—-;)
ou
Q(x’ﬂ)r_-vin (ﬂ+1)(ﬂ+2)...(ﬂ+ fy)wv’ (17)

= "~ w)(z—20)...(x —rvw)
la série de facultés étant absolument convergente, si R (x— y5) <o. Il est sup-
posé que w ait été choisi suffisamment grand pour que les séries (15) et (17)
soient toutes les deux convergentes dans les domaines indiqués. On voit, de la
méme maniére que plus haut, que les coefficients B, et 4, sont liés par les
relations (17) Chapitre I, c’est 4 dire que B,, B,, B,,... sont les différences suc-
cessives de 4,, 4,, 4,, .; en particulier on a B,= A4,.

Les développements (14) et (16) nous montrent que u(x) et u(x) sont des
fonctions analytiques, holomorphes respectivement dans le demi-plan R (z— a,) > 0
et dans le demi-plan R (z—y,) <o.

A cause de la convergence uniforme! de la série de facultés ces développe-
ments nous permettent d’apprécier avec autant d’approximation que l'on veut
comment se comportent u () et u(z) pour des valeurs trés grandes de z, situées
dans les domaines de convergence. En se bornant au premier terme de I’expression
asymptotique on voit qu’on a uniformément

lim a7 2fq,it ug i (x) =k, %’; Arg x;—-g» (18)
L= O
lim a7 xfgit g ; (x) =k, -—g;Arg xi—%r’ (19)
=W

k étant une constante qui est différente de zéro, x tendant vers linfini en
restant respectivement dans le demi-plan R(z—a,) >0 et dans le demi-plan
R(x—7p) <o.

' L. c. Sur les séries de facultés, p. 346.
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§ 13. Considérons maintenant le cas ol v, soit de la forme {9). Dans le
Mémoire souvent cité on a démontré qu'en ce cas ug:(x) se développe en série
de la forme

x
s8=7 as F(a)
ugi(z)=af X @) g | — ' (20)
30 ei | r (_ + Bgi + I)
W
ou
(s) N A’f's-)i-l
Qy(x) = 4P + E)w(H NCERTOR (8=0,I,...,7) (21)

w étant convenablement choisi; les séries de facultés 2,(z),..., 2, (x) sont con-
vergentes, pourvu que l'on ait:

R(z +a) >0, R(@)>o0, sﬁ(g+,9,,i+x)>o. (22)

Soit dans Vexpression (9) ¢,(a:) =0 et 80it 0 == @1 (@) = Psya(as) = --- = @, (a;).
Il résulte de la démonstration & DPendroit cité qu'on a AP ~o et 0= Af+) =
= Af*d = ... = AP, Cela posé, le développement (20) permet de calculer la

valeur asymptotique de u#g;(x); on a, en effet, uniformément?

0* I (a)
lim 0 I'(z + 5) =

el

Considérons le groupe de solutions u, ;(x), %s4+1,: (%), - .., Us+m—1,: (%) qui appartien-
nent au groupe de racines dont a été question dans le § 0.

Supprimons, pour abréger ’écriture, le second indice <.

Pour les solutions w, (), #e41 (), ..., Us+n— () dans le premier sous-groupe
on a uniformément:

(23)

D qe Uspr (X)
ilf?o 1\fst1 1
o (5 10w ;)
X xr

k, étant une constante qui est différente de zéro, x tendant vers l'infini en
restant & lintérieur du domaine de convergence des séries (z1).

> Argzx > —

s (24)

=k, (r=o0,1,...,h—1); g

' 1. c. Sur les séries de facultés, p. 363.
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Pour les solutions s (%), Us4r+1(Z), ..., Ussj—1(z) dans le deuxiéme sous-
groupe on a uniformément

: Us+h+r (x)
}l’ﬂ =L Bsynt 11 I
o (5)"" o (3]

k, étant une nouvelle constante, qui est différente de zéro, z tendant vers
linfini sous la méme hypothése que plus haut. Pour les solutions u,.;(z),
Us+j4+1(Z), ..., Us4x—1(x) dans le troisidme sous-groupe on a uniformément

=k, (r=o0,1,...,j—h—1);

8]

> Arg xz.—;—t’ (25)

e L
ot [ 1o 2]
z r
ete.

On a donc toujours pour deux solulions appartenant au méme groupe

lim 2= (x)
= Un41 (x)

Ce résultat nous permet de conclure & I'indépendance linéaire de nos solu-
tions. On a, en effet, le théoréme suivant:!?

Soit une suite de fonctions u,(z), u,(x), ..., us(z) finies et différentes de
zéro pour toute valeur finie et positive de # qui surpasse une certaine valeur
N. Supposons que le rapport n,(x)= un(z): Un41(z) (n=1,2,...,k—1), 01
bien tend vers zéro quand z tend vers linfini le long de 'axe des nombres
positifs, ou bien reste compris entre des limites finies. Dans ce dernier cas on
suppose que les nombres u,(a), u(a + 1), yn(x + 2),... forment un ensemble
dont la dérivée contient une infinité d’éléments, « étant un nombre quelconque
supérieur & N. Cela étant, il n’existe aucune relation linéaire de la forme

t=Fk
2 mi(@)wi(z) = o,

teml

les m;(x) étant des fonctions périodiques satisfaisant & la condition =;(z)=
=7;(x + 1).
De ce qui précéde, il résulte que les k solutions formant notre pre-

! On trouve la démonstration de ce théoréme dans mon Mémoire: Sur l'intégration des
équations linéaires aux différences finies par des séries de facultés. Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo t. 35, p. 198, 1913.

Acta mathematica. 40. Imprimé le 8 juin 1915. 28
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mier systéme canonique peuvent &tre numérotées de sorte que le rapport
N (%) = Un () : Un4a(2), pour n=1,2,..., k—1, tend vers zéro quand z tend
vers I'infini. Il y a exception seulement, s’il y a deux nombres #,; et 8, ; qui
ont la méme partie réelle et si en méme temps |a;| =|a;l.

En ce cas on a

Umi () _ =i

R e y@+0 log @) z),
n,j (%) y(@)

@(z) étant une fonction qui tend vers une limite finie et non-nulle quand z

tend vers + « et ¥ et 0 étant des nombres réels. Les conditions du théoréme

3\

sont toujours satisfaites &4 moins que J ne soit égal & zéro et que y ne soit de
27 , . Lo . .
la forme 2’ p étant un entier; c’est ce qui arrive, 8i Bm, i = 8s,; et si en méme

temps a;:a; est une racine d’unité. On discutera sans aucune difficulté ce cas,
et on verra que les u;(x). sont linéairement indépendantes méme dans ce cas
d’exception. Noire premier systéme canonique de solutions forment donc un systéme
fondamental de solutions. Cela est vrai en particulier pour la classe de solu-
tions étudiées dans le chapitre I.

§ 14. Pour les solutions u (x) on trouve des résultats du méme ordre. En
raisonnant comme plus haut on voit que, dans le cas ont v, est de la forme (g),

la solution wug;(x) se développe en série de la forme

- r{—2 g4
— s=r_ 93 [ %
ugi () —af X 0@ 5 = . ) (27)
s=0 gt r (1—_a>
ou
_ Ym0 B(s) .
% (2) = B + E(x-—w)(w——zw)...(x—-—vw)’ (28)

w étant convenablement choisi, les séries de facultés sont convergentes pourvu
que Pon ait: R(x—pp) <o, R(x—w)<o. Quand z tend vers l'infini en restant
dans le demi-plan de convergence on trouve pour les u () les mémes expressions
asymptotiques que pour les u(xz). Par exemple, pour les solutions appartenant
au premier sous-groupe de racines @, fs41,. .., Ss+i—1, OD trouve
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lim Ustr(2) =k, (r=o0,1,...,h—1);

zwmo o, (1 '8""11 I
G e ()

k, étant la méme constante que dans égalité (24).
Ces expressions asymptotiques permettent en particulier de conclure que

1 3w
N > 27,
;2 Argr2—= (29)

les k solutions u(x) dans motre second systéme canonique forment un systéme
fordamental de solutions.

§ 15. On peut, si Pon veut, donner a I'expression (z20) une forme légére-
ment différente en introduisant, au lieu des fonctions gamma et leurs dérivées,
des puissances et des logarithmes de . On a en effet:!

) [ S o)

=0

Fy(2),..., Fo(x) étant des fonctions développables en série de facultés. En
introduisant ce développement dans I’expression (z0) et en remarquant que le
produit de deux séries de facultés se représente par une série de facultés, on
trouve une expression de la forme

s (@) =z (£ 3 @, (2) 10g 2). (30)
sw=0

@,(z), ..., O, (x) étant des fonctions développables en séries de facultés de la
forme (21) qui sont convergentes pourvu que z satisfasse aux trois inégalités
(22). Mais il convient de remarquer que le calcul effectif des coefficients dans
les séries @, (z) est de beaucoup plus difficile que le calcul des coefficients dans
les séries £,(x).

§ 16. Considérons maintenant quelques cas d’exception. Admettons qu’il
y ait deux racines distinctes dans I’équation caractéristique qui ont le méme
argument. Soit, pour fixer les idées, a; et a;,1 ces racines. Déformons les con-
tours ;41 et L; au moyen de petits arcs de cercle de maniére & éviter respective-
ment les points a; et a;41. Les expressions (12) et (13) des solutions canoniques
correspondantes restent valables, mais les développements (z0) et (27) ne sont
convergents pour aucune valeur positive de w. Il faut dans ce cas donner & w

1 1. c. Bur les séries de facultés, p. 368.
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une valeur complexe d’argument trés petit positif ou négatif et de module suf-
fissamment grand. Nos développements deviennent alors convergents,! seulement
il faut remplacer les conditions de convergence R(z— ;) >0, R(x—y,) <o par
les conditions

R (a:——a,-) >o,
w

(i=1,2,...,p)

8‘2(%—&) <o.

Ce cas d’exception ne présente donc pas de difficultés.
Examinons ensuite le cas ol I'’équation caractéristique admet une racine
multiple ¢ qui est un point singulier irrégulier de I’équation différentielle (6).
Cette équation admet au voisinage de a une solution dé la forme

v()) = (t—a)pl),
@(t) étant une fonction uniforme aux environs de ¢ =a, qui peut se décomposer
en deux parties ¢, (f) et @, ():

@ (t) =, (2) + @, (2),

dont l'une est holomorphe au voisinage de a et l'autre se représente par un
développement de la forme
B, B

it a— Tt

B
%m=a;

La solution de notre équation aux différences

u(x) = ;i—;ft“‘lv(t)dt,
i

se décompose donc en deux parties dont la premiére admet un développement
de la forme de celles que nous venons d’étudier; pour la seconde intégrale

X o1 g8
pperl ot (t—a) @, (t)dt,

' 1. c. Sur les séries de facultés, p. 369.
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on trouve en intégrant terme par terme le développement

a®+8 I (x) v—zm v+l (x+ﬂ)(x+ﬂ—1)(x+ﬂ—"),
v=0

r—pr@E+g+ri) avtt gg—r1)...(g—)

qui est convergent dans tout le plan. La solution u(x) se représente donc par
un développement de la forme

i” B+1D)(B+2)...(8+ v N
I'(z) o "+ owfto)(ztwft2w) ... (Ttof+rw)
u(x)=a‘+ﬂ x Do
F(—ﬂ)r(x"*’lg"'l) vawpl (x+ﬂ)(x+ﬁ—1).,(x+ﬂ—-»y)
a1 BB—1)...(8—w)

Ve (

la premidre série étant convergente sous les conditions indiquées plus haut, la
derniére série étant convergente dans tout le plan. Ce développement joue
pour nous un roéle semblable & celui que jouent dans la théorie des équations
différentielles linéaires les séries de puissances contenant une infinité de puissan-
ces positives et négatives. Nous n’en ferons d’ailleurs aucun usage pour le
moment; nous nous bornerons & une courte remarque relative & la maniére dont
se comporte u(z) au voisinage de 'infini.

Tragons un cercle autour de l'origine avec le rayon R >|a] et deux rayons
vecteurs avec les arguments @ —¢ et @ + £, ol

a=|a|e®°.

Soit 4 et B les points d’intersection avec la circonférence

B
N a
- A

Fig. 2.

Remplagons le lacet ! par le contour OA4BO et supposons que v(t) soit holo-
morphe & Dintérieure et sur ce contour en exceptant le point t=a. Soit
t = peit, et posons
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O+¢
I ) ,
Q. -———-;;R‘fe’ﬁzv(Re“‘)dé‘,
O—¢
R
T, )
Qz — 27-57; ezz(@—e)fgz-—l v[get(e—e)] d@,
b
R
=1 giz(0+e) [ po—1 i(0+5)
Q. g e 0*1v[gpe ]do,

0

on a

u(r) =@, + @, + Q.

Soit # =0 + 47, et remarquons qu’on sait trouver un nombre positif M tel qu’on
ait, le long de la ligne d’intégration, |v(f)] < M ; on trouve les inégalités suivantes

B+¢
Re M
. —{r — —87
IQ,|<2 Mfe dZ—Z Roe

O—¢

eE‘K — et
——

er(s—-—@) Ro ,

R
01< 2L o0 [ -

270

M
2T p— (046 Ro
19s] < pysel R,

Soit 4 un nombre dont le module est supérieur & R d’aussi peu qu'on veut et
dont P'argument est égal & @

w= (R +1)&e.
Faisons tendre x vers Pinfini dans I'angle
T _¢> Arg 2>—2 44,
2 2

Quelle que soit la valeur donnée de 7> o0, on sait choisir ¢ suffisamment petit
pour qu’on ait

lim [,L_GQ1=O, lim ‘uv-mQQ == 0, lim cu’—zQS=o'
z=0 L= 0 )
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Il en résulte que l'on a

lim % (z) w2 =o.

T o

Cela posé, soit %' un nombre positif, on voit qu’on sait trouver un nombre
positif V tel que I'inégalité

o< |4 < ore,

soit satisfaite, pourvu que ¢>N. On peut donc, si non indiquer la valeur
asymptotique de u(x), du moins se faire une idée sur 'ordre de grandeur de
cette fonction quand ¢ tend vers I'infini.

§ 17. Jusqu'ici les solutions u(x) ont été définies seulement dans le demi-
plan R(x—¢,) >0, mais il est facile de les prolonger analytiquement. Soit b
un point, situé sur le contour /; et plus rapprothé de lorigine que I'un quel-
conque des points singuliers a,,..., ar. Soit I; un lacet avec les extrémités
dans le point b et entourant le point a; dans le sens direct. L’intégrale (12)
peut se décomposer en deux parties

b
-
Ug,i () = ;‘,—I”—z}ft“‘ vg,idt + —2—%2{: (c.—c',)j‘t-"—l ve0dt;
i s=] 0

¢ et ¢/, étant des constantes. La premiére intégrale est une fonction entidre,
la seconde intégrale peut se développer en une série de la forme (21) chapitre I,
multipliée par b®.

Les k solutions u(x) dans motre premier systéme canomique de solutions sont
donc des fonctions méromorphes admettant pour péles les points

Opy Og— I, Qg— 2,... (8=1,2,..., D).

Les résidus dans les points «,, ¢,—1, aj—2,... sont les coefficients dans le
développement de v, 0 au voisinage de Porigine. Ils satisfont donc & des formu-
les de récursions faciles & former. Supposons pour plus de simplicité que —a,
soit une racine simple et que v, o ne contient pas de logarithme. Soit 4,, 4,,
A4,,... les résidus dans les points «,, ¢,— 1, 0s—2.... On voit que ces quan-
tités satisfont aux relations suivantes
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4,p,(es—1) + Ay p, (@s—1) =0,

...........................

Po(%), ..., ps(x) étant les coefficients dans 1’équation aux différences (1).

De la méme manidre on voit que Dintégrale (13) peut se décomposer en
deux parties dont I'une est une fonction entiére pendant que I'autre se développe
en une série de fractions rationnelles de la forme (22) chapitre I. Les k solutions
u (x) dans notre second systéme canonique de solutions sont donc des fonctions méro-
morphes admettant pour poles les points

Vs, Vs + I, Vs + 2,... (s=1,2,...,P).

Les résidus dans ces points sont les coefficients dans le développement de v, «
au voisinage du point & I'infini. Supposons que 7, soit une racine dans I'équa-
tion déterminante telle que v,. ne contienne pas de logarithme. Soit B,, B,,
B,,... les résidus dans les points 7, ys41, 7542, .... Ces quantités satisfont aux
relations suivantes

B, pr(ys—k + 1) + Bypi—1(ys—k + 1) =0,

B, pi(ys—k + 2) + B, ppr (ys—k + 2) + By pp—2(ys—k + 2) =0,

..............................

.................................

Entre les expressions analytiques qui conviennent pour représenter nos solu-
tions u(r) on peut mentionner encore les séries de la forme

§== o

Uiq (¥) = a? 2 y:

8=0

(z—1)(x—2)...{x—23).
8! ’

pour ce qui concerne ces développements je me borne & renvoyer & ‘ma Thése

P. 50—5I.
Les développements déja considérés suffisent pour I'étude des solutions au
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voisinage de leurs points singuliers.! Avant d’aller plus loin dans cette étude
nous allons chercher des relations linéaires & coefficients périodiques entre les

u(z) et les wu(x).

CHAPITRE III.
Les relations linéaires entre les deux systémes canoniques de solutions.

§ 18. On peut arriver & ces relations par deux voies différentes. La
premiére consiste en une déformation de la ligne d’intégration dans lintégrale
(12) chapitre II. Dans cette intégrale on désigne par v, la branche de fonction
avec laquelle on revient & 1’origine aprés la rotation autour de a;. Soit v'g; (v'g,0)
ce que devient v, ;(vg0), aprés une rotation autour de a;(o) dans le sens direct.

Soit v ; (v o) ce que devient vg,i(vq0) aprés une rotation autour de a;(o)
dans le sens indirect. Prolongeons analytiquement v, respectivement v ;, le long
du bord gauche de la coupure (a;, o) jusqu’au point o; on trouve des relations
de la forme:

=P -
'’
Vei= NCqsVs0, U= D €, Vsos (x)

s=1 sw=l

Cqs 06 ¢, étant des constantes qu’on sait déterminer.

Et inversement en prolongeant analytiquement v, le long du bord gauche
de la coupure (o, @;) on trouve:

n=
Vs,0= ﬁd:,nvn,i; (2)

n=1
les fonctions v',o et v, s’expriment par des relations linéaires de la méme forme;

désignons les coefficients de celles-ci respectivement par d'; , et par d; .

1 Les égalités asymptotiques, indiquées plus haut, se trouvent démontrées pourvu que x
tende vers l'infini en restant dans un certain demi-plan R(x) > k. On peaut, sans faire inter-
venir les relations linéaires & coefficients périodiques, généraliser un peu ce résultat. On a

S p; (@)

u(x)=-—2 mu(ﬂ: + ).
i

On sait comment la fonction au second membre se comporte asymptotiquement dans le demi-
plan R(x)>k—1. Notre expression asymptotique de u(x) reste donc valable dans ce demi-
plan. En reprenant ce raisonnement un nombre quelconque de fois on voit que les expressions
asymptotiques, trouvées plus haut pour les solutions canoniques, restent vraies quand x tend
vers Vinfini le long d'une droite quelconque parallele & Uaxe des nombres purement imaginaires.

Acta mathematica. 40. Imprimé le 8 juin 1915. 29
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Cela posé, supposons pour un moment que tous les nombres 81;, ..., 8gi,. -+,
Bp,: ont la partie réelle supérieure & — 1.

On peut remplacer le contour /; par la droite de o & a; parcourue deux
fois et en sens inverse; on trouve

a; a; a;
Sne

uq,i(x)=ft”‘1v’q”idt— t*=lyg ;dt= (c'q"s—cq,g) t* 1o, dt, (3)

0 0 s=1 ]
les intégrations étant étendues le long du bord gauche de la coupure. Posons

ar

Vs, 0 = F] (_ as)r [t"asl/}(t)_us] ’ (4)

on
I
Me= avemay 1’

et soit C; le lacet (a; F Gai) fig. 3.

X

Fig. 3.

Remplagons dans (3) le chemin d’intégration rectiligne par le lacet C;;
on trouve:
S=
g (2) = 2 (0, . —Cqs) | t5 1 wyodi =

s=1

Ci

N " a 3 ai‘ $ -
== 2 (Cg’:*“ng, S)Jtz_l {!‘svs,0+ (:) E(T!'la;')'vs-—l,o +-- 4 a_(“:% v:—r,O} dt: (5)
t
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Je veux démontrer que le dernier membre est une fonction linéaire des solutions

Eq,;(x). Je déforme la ligne d’intégration sans franchir aucune des coupures donc
a été question dans le § 11. Comme lindique la figure le contour C; peut se
remplacer par deux droites a;E et a; H, une circonférence avec un rayon trés
grand et une suite de lacets L;yy, Liye, ..., Ly, ..., Lizy autour des points
@ity Bi42y o009 Byyeney Aj—y.

Supposons que la partie réelle de xz— y, soit négative. Faisons tendre le
rayon du cercle vers Pinfini, les intégrales prises le long des arcs de cercle
tendent vers zéro.

I1 ne reste que les intégrales prises le long des lacets Liy1, Lise, ..., ayant
leurs extrémités & 'infini, et les intégrales prises le long des deux droites (a; £ «)
et (a; H o).

Désignons ces deux dernidres intégrales par E et H respectivement.

On a:

du, "N
E= (cq: cq,s)ft“l{ gdsnvn,; + ( )a(_’_‘a) gdc—l,nl’n,i 4 -+
¥ g1

g1 nwl
ar ”
+ a(J:, id:—»r,ntn,l}

ne=l

n a 'S 1’
i-am 3, "””f ,,—1{ X oms+ () 57 2 rmni o+
s=1 nwm=l n=1
ar M: n= .
a(—a‘)' d’l*"",ﬂv”,i} dt?
nwl

la premiére intégrale étant étendue le long du bord gauche, la derniére intégrale
étant étendue le long du bord droit de la coupure (a;, o).

Admettons que —o,—,,..., — @,,... forment un groupe de racines. On
voit sans peine qu’on a la relation

d'yn= e—”’"“s[d, n+ ( )271:@ Bpy,n + ( )(zni)’d,_g,,, + -+ (2md) dy—r,n)’

correspondant aux autres groupes de racines (s'il y en a) on trouve des ex-
pressions semblables. Substituons ces expressions dans H. Soit H, la somme
d’intégrales qu’on déduit de H .e—?"# en remplagant partout d' par d. Par un
calcul un peu long on démontre qu’on a
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2

H—H, =&ipnip (c'q"s—-cq,s) ds,,,ftw“l Un, i d1;

s=1n=1 ™

mais cette somme peut se réduire encore.
Des équations (1) et (2) on déduit en effet les relations suivantes

~ 0,n=q
Cq,sds,n =

g=1 I,n=gq
0,sin>q, et sin<g—r
gmp
”
c da,n= r . : .
2% (m) (2 wi)ym e27¥q i, i n=gq—m,

s=1

m étant un entier tel que r>m>0. On en conclut qu'on a
H—H, ~ J 151y st =g ; (%).
i

Pour la somme des deux intégrales B et H on trouve donc 1’expression suivante:

E+H—(E+H)+ (H—H)=

§= P r 3# o=
= (Oq,i—C;”)Jtz'l {M; ds,n Vn,i + ( )0(__;) d:«-l aUni+ -
s
()

s} nw=l

+ (](—Ci,

T N s }dt + Ugi (@),
n=1
les sommations étant cette fois étendues seulement sur les solutions v,,:, non-holo-
morphes aw voisinage de a;, car les intégrales holomorphes, ayant la méme valeur
sur les deux bords de la coupure, se détruisent. Soit a; n fois racine dans
Péquation caractéristique. On voit que E + H s’exprime linéairement par les
solutions canoniques uy i (z), ug; (), ..., Un:(z).

Les coefficients qui figurent dans cette expression sont des combinaisons
linéaires des fonctions périodiques g, et de leurs dérivées par rapport & — a,.

Il reste & examiner les intégrales prises le long des contours L;41, Lige,. ..
Prolongeons analytiquement v,o jusqu’aux points singuliers 41, @iye, ... en
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suivant le contour déformé oa;EF ...; v, 8’exprime comme une fonction linéaire
a coefficients constants des p solutions vy, ;41,. .., Up i+1; mais l'intégrale

ftz—l vn,i-{-[ dt,

Liyr

est égal & zéro, si v, 41 est holomorphe au voisinage de a;41. Dans I’expression

finale de wu,i(z) il ne figure donc que les %k solutions canoniques u(x), tous
les termes contenant des solutions v, ;, holomorphes aux environs de a,, étant
égaux & zéro.

Nous pouvons dés maintenant simplifier les notations de manidre & éviter
les doubles indices. L’équation caractéristique admet k racines a,, a,,..., ax
distinctes ou non. Soit a; une racine d’ordre de multiplicité n(a; = a;i+1=---
=ai4n-1).! L’équation déterminante relative au point a; admet n racines aux-
quelles appartiennent n solutions non-holomorphes au voisinage. Nous désignons
ces racines par f, Bi+i,..., Si+n—1. Il correspond & ces racines n solutions

canoniques %;(z), %i+1(2),..., %i4+n— (%), et n solutions canoniques u;(x), %is1(2),...,
Uipn-1(T).
Soit a; une des racines a;, a;4,, ..., Gi4n—1, NOUS sommes arrivés a I'équa-

tion suivante

_ vk _ pomi_1 _ 6
ui () = u; (2) + z 5y (%) uy (2) + €272 2 75, () s (2), ()
vei vl

on

s A(v)‘ B(y)‘ M(V)' .
75,0 (%) = i{ g —3 T [62::"(:-—(’;;) —pt ot [e2m'(z—a:) —1 ]’ (7)

se]

m, est égal au nombre des racines de p,(z) appartenant au méme groupe que
o, et non-supérieures & ¢,, chaque racine comptée avec son ordre de multiplicité.
Le facteur ¢2"=, qui figure dans le dernier terme au second membre de (6), pro-
vient de ce qu’en suivant le contour déformé on arrive au point a, avec l'ar-
gument ,, 8i 8> ¢ mais avec l'argument {, + 27, 8i §<1.

Dans la démonstration de la relation (6) nous avons supposé que R(z—y,)<o
et que R(B)>—1 (s=4,494+1,...,9+n—1). Mais les solutions sont des
fonctions analytiques de z et de §,; la relation subsiste dono quelle que soit la
valeur de 8, et pour toutes valeurs non-singuliéres de z.

! On suppose que a; soit un point singulier régulier de 1'équation différentielie.



230 N. E. Norlund.

Le calcul explicite des constantes A, B,..., M par la méthode précédente
est quelquefois assez facile; j’en donnerai un exemple dans le § 25. Mais le
plus souvent il est préferable d’appliquer la méthode plus directe que je vais
maintenant exposer.

CHAPITRE 1V.

Méthode directe pour former les relations linéaires entre les solutions
canoniques.

§ 19. Démontrons d’abord un lemme relatif au déterminant D{(x)

%y (%‘), uz(x)1~'-s Uk(x)

D(z) = u1(x+I), Uy (x+1,..., wr(x + 1) (1)

....................

w@t+k—1),uw@+k—r1)...,up{x+kb—1)

formé des solutions du premier systéme canonique. Kecrivons dans ce détermi-
nant z + 1 au lieu de z, et joignons aux éléments de la derniére ligne ceux des
lignes précédentes multipliés respectivement par pr_ (%), pr—a(x), ..., P, (%)

En remarquant qu’on a l

pr(@)u(@+k)+ - +pi@u@+9)+--+ p)ulz)=o, (2)

on trouve le relation suivante

DG+ 1) = (— 28 Do) (3)
Mais on a
(____I)kpo(x)__ (x‘a1)(x'_a2)'-'(x'—'ap) (4)

(@ @—rnt k). =tk
a étant égal au produit des racines de I’équation caractéristique
a=a,a,...a,

et o, 0y, ...y ¥4y V2, - .. étant les nombres dont il a été question plus haut. De
la relation (3) on conclut que D (x) est égal &
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Fz—ea)l (x—a,)... T {x—ap)

D — T
(@) =a I‘(x—y,-i—lc)I‘(x—y,+k)...1“(x——7p+k)n

(), (5)

7 étant une fonction périodique (x(z) = m (z + 1)) dont nous allons déterminer
la valeur. Dans cette expression le facteur I" (x — ;) figure n fois, si a; est une
racine d’ordre de multiplicité n. On peut trouver une autre expression du
méme déterminant en substituant i chaque élément son développement en
série de facultés. Pour abréger, je discuterai seulement les deux cas extrémes
suivants:

1°. Les racines de I’équation caractéristique sont distinctes.

2°. Toutes les racines de I'’équation caractéristique sont égales a 1 et le

point =1 est un point singulier régulier de I'équation différentielle. C'est le
cas étudié dans le chapitre 1.

Dans le premier cas nous avons vu que %,(x)(s=1,2,..., k) est de la
forme

r(G)

) Tt (Zﬁ, + Bt I)

(49 + ()], (6)

A9 étant une constante arbitraire qui est, par hypothése, différente de zéro,
e(r) étant une fonction qui tend uniformément vers zéro quand z tend vers
Iinfini le long d’une droite qui forme avec I'axe des nombres positifs un angle

. e« pr s , . T
qui est en valeur absolue inférieur ou égal a 2

Divisons la premiére, la deuxiéme etc.... colonne du déterminant respec-
tivement par aZxr—8-1 4N aZx—8-14@ . .. 1l vient
D(z) =afx—Ffb-~B—k AL 4D AP @(z), ()

® () étant une fonction qui tend vers

I 1 I
a, a, .. A
(8
a® a! ...at |
ak-1 ak-1 | gk

quand x tend vers l'infini par des valeurs positives. Ce déterminant est égal
an produit des différences deux a deux des racines a;.
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II(a;—ay,), (,8=1,2,..., k; ¢>8);
il est donc différent de zéro.

Soit une équation différentielle d’ordre p de la classe de Fucus. Supposons
qu'elle admette, outre le point & Pinfini, ¥ + 1 points singuliers réguliers & di-
stance finie. Soit

Q15 Qw,25 0« ¢y Qw,p; seey Qi1 04250405 Oipy---

les racines des équations déterminantes relatives & ces points. On sait que
L. FucHs a démontré qu’il existe entre ces nombres la relation suivante

S P U L)
§=0 s=1 gm] 2
Dans notre cas cette relation s’éecrit:
Su= s=k —
(n—e)+ 3=k 2E=D_p@=D@=2) gy gy ()
sm=]1 s=1

Cela posé, en égalant les secondes membres de (5) et de (7), on trouve

w(x) =F(z) AP AD ... AP g(x),
ol

F(z)=

Fe—y,+k)...T(x—yp+ k) (x)ﬂx+ﬂa+-~+ﬂk+k.
Z

T'(—a,)... [(t—ap) ’
mais en vertu de la relation (g):

lim F(z)=1.

L==0

La fonction périodique 7 (x) est donc égale & une fonction qui tend vers
une limite finie quand x tend vers + ». Elle est par conséquent elle-méme
une constante.

On a

w(x) =APAD ... AP [I(a;—a,).

Considérons maintenant ’antre cas extréme, oh g, =a,=---=az=1. Nous
écrivons le déterminant D (x) sous la forme
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ul(x)x uz(x),---; uk(x)

4 u,(x), 4du,(x),..., Ju(x) .

A%V (x), LV uy (), ..., L5V ug ()

(10)

Je suppose qu’aucune des différences entre les racines 8,,0,,..., S de
Péquation déterminante relative au point ¢=1 ne soit égale & un entier. Nos
solutions canoniques se représentent par des développements de la forme

WO =D & A TR R o
A étant différent de zéro. On en déduit aisément
(—1)r A uy(z) =
=(f+1)... (8t n)m%miug)(xfg&i?) " ((f;;:zﬁzi)w)' (12)

re=0

Substituons ces développements dans le déterminant (10); divisons la si®me

I'(z) .1 . .
= e @0 ___ -~ V7 . , l
colonne (s=1,2,..., k) par 44 TSI multiplions enfin la deuxidme, la

troisidme eto. ... ligne respectivement par (— z), (—=z)®, etc.... Il vient

k(k—1)
D@ = <:x—1) 2 'z +[;:<:)3: ﬁ(%) .I‘.(.x‘i(fk;k +1) (=), (x3)
@(x) étant une fonction qui tend vers
I s I 1eees I
g, +1 s Bt yeoos Pr+I (14)

Bet1)(By+2)... (B +k—1), (By+1)...(Ba+k—1),...,(Bx+1)...(B+k—1)

car la série de facultés qui figure dans un élément quelconque tend vers son
terme constant A® quand z tend vers + ». Or ce déterminant est égal au
produit des différences deux & deux des racines §,:

o(g:— By, (i,8=1,2,..., k; 1>8).
Acta mathematica. 40. Imprimé le 10 juin 1915. 30
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La relation de FucHs entre les racines des équations déterminantes est dans
le cas actuel

8= s=k
Do) + 2= ph—EERD, (x5)
s=1 s=1

En égalant les seconds membres de (5) et de (13) on trouve

k(1)
m@)=F(x)(—1) * AP...APg(x),
ol
k1)
Fieg—y,+k)y... C(x—yp+ k) [C(x)fx 2

Fa) =

Fe—ea))... I'e—ap) F(x+ﬁl+1)...1‘(m+ﬂk+1)'

Mais on a, en vertu de la relation (15)

lim F(z)=1.

Tm®

On en conclut que 7 (x) est une constante et égale a:

k(k—1)

(@) =(—1) * AD... APII(8:;—Bs);

elle est donc différente de zéro parce que, par hypothése, les racines g, sont
distinctes.
On voit de la m&me maniére que le déterminant D(z) formé des solutions

(%), uy(w), ..., us(x) dans notre second systéme canonique est égal & I’expression

'i—a—y,—k)... I't—x—yp,—k)
ra+oe,—z)... 'z 4 op—=2) ’

multipliée par une constante qui est la méme que celle qui figure plus haut.

§ 20. Entre ces deux systémes de solutions il existe nécessairement des
relations?! linéaires de la forme

o=
wi(@) = ase@ul®)  G=1,2,..., k) (16)

yw=1

* Voir mon Mémoire: Sur l'existence de solutions d’'une équation linéaire aux différences
finies. Annales de I'Ecole Normale supérieure, sér. 3, t. 31, 1914, p. 205.
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ol
v (%) = 75,0 (€ + 1).

Il s’agit maintenant de calculer ces fonctions périodiques.

En écrivant dans les équations (16) au lieu de z successivement z + 1,
z+2,...,2+k—1 on trouve k* équations & I'aide desquelles on sait déterminer
les nj,(x). Soit Dj,(z) ce que devient D(x) quand on remplace u,(z) par u;i(x);
on trouve
Dj,(x
—-—5&3- (17)

7, (%) =

De cette expression on conclut que =;,(x) est une fonction méromorphe de »
admettant les points

s Ve —2,Ys— I, Y, Ve ¥ I, ¥+ 2,... (8-=I,2,...,p)

pour pbles et étant d’ailleurs holomorphe. Le numérateur admet en effet les
points y,—k+1+n et les points ¢,—n(n=o0,1,2,...,) pour pdles. Le dé-
nominateur admet les points o, — 7 pour poles du méme ordre que le numéra-
teur; il admet enfin les points y,—%k—mn (n =0, 1, 2,...) pour zéros.

Posons =0+ iz. Pour déterminer la forme des fonctions périodiques il
suffit d’étudier comment elles se comportent pour des valeurs trés grandes po-
sitives et négatives de v. On y arrive & l'aide de la formule (17) et des expres-
sions asymptotiques des solutions canoniques indiquées dans le chapitre II.1
Considérons d’abord le cas ol toutes les racines de I'équation caractéristique
sont égales & 1. On se rappelle qu’on a

- _r(—x—”ﬁa) A6y +1) N (3) (Bet1)... (B4 7) i
W@ =pr=a ¢ EB” F—1)(z—2)... (x—7) (18)

On en déduit:

Vor

2T (o) — o i Gt D= Z— B — 1) " o) (B + 1) (B +2) ... (B + v +7)
A2 ug(x) = €™ Ve? T'(1—z) EB” (x—1)(x—2)... (x— )

Substituons ces développements dans le déterminant D;,(x) et appliquons &
D;,,(z) les mémes opérations qu’on vient d’appliquer & D(z). On voit que 75, (2)
est égal & l'expression

AR F(—x-’ﬁj) r(x+ﬂv+1),
raoa—z) r'(z)

! Voir en particulier la note & la page 225.
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multipliée par un quotient de deux déterminants dans lesquels chaque élément
tend vers une limite finie quand =z tend vers + . Le dénominateur tend vers
le déterminant (14) et le numérateur tend vers ce que devient ce déterminant
quand on remplace 8, par 8;. Le numérateur tend donec vers zéro, si » =§; mais
si »=74 il tend vers la méme limite que le dénominateur. On a par conséquent

lim 2% ~% 7, , (x) = o, iz,

T=twm

lim 7j,(%) =1, (19)
T = OO

lim 7 (2) = &7, (20)
T 40

Si la partie réelle de (8;— B.) est positive ce résultat nous suffit; sinon, il
faut aller un peu plus loin. En faisant usage des relations linéaires qui existent
entre les nombres 4,, 4,, 4,, ... et entre les nombres B,, B,, B,,... on voit qu'on
peut dans le déterminant Dj;,(x) faire disparaitre un nombre quelconque des
premiers termes dans les développements qui figurent dans la ji*me et dans la
yitme colonne. Notre raisonnement permet donc de conclure qu'on a

lim ¢ 7, (x) = o, =, (21)
7=+ ®

p étant un nombre positif quelconque. Ce résultat nous permet de déterminer
la forme des fonctions 7;,(x). On sait! en effet qu’une fonction uniforme et
périodique avec la période 1 qui est méromorphe dans tout domaine fini, et
qui tend vers une limite quand x tend vers I'infini en restant dans la bande -
a<o<a+ 1, est nécessairement une fonction rationnelle de 27z, De ce qui
précéde il résulte donc qu’on a

A(:}?s + B;vl + + — M (vl . ( 22)
—_— e - L]
(e2nt(.z:-—ys)_1)2 (eznz(m—-ys)__l)ms

s=p
75,0 (%) = &0 + [

27z —yg)
s=1 I

m, étant Pordre de multiplicité du pdle y, et & ,:

I, v=1
go=1" 7.,
0, ¥ZJ.

1 Voir par exemple, Oscoop: Lehrbuch der Funktionentheorie. Bd. I, p. 404—405, Y.eipzig 1907.
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Des égalités (20) et (21) on conclut que les constantes 4, B,..., M satisfont aux
relations suivantes

5= 2aif i
z"[—A§71+B;~71+-~-+(—1>'"~M;r’.1={e 1, v =i, (23)
g=]

o, v=j.

Nous avons supposé dans ce chapitre qu'aucune des différences entre les §;
n’est égale & un entier (y compris zéro). La discussion se fera de la méme
maniére dans le cas général ol les racines §; forment des groupes et des sous-
groupes. Je me borne & renvoyer le lecteur 4 mon Mémoire! cité plus haut, ol
I'on a discuté avec détail comment se modifient les déterminants en ce cas. Les
relations (16) et (22) restent vraies dans ce cas mais les relations (23) prennent
une forme un peu plus compliquée. On vérifie d’ailleurs que ce résultat est en
accord avec celui trouvé dans le chapitre III.

§ 21. Considérons ensuite le cas ol toutes les racines de I’équation carac-
téristique sont distinctes. Changeons légérement les notations dans la relation
fondamentale (16) et écrivons

Vomfo] vmpk
uj(x) = €27z ¥ 75, (x) up (2) + z 725,y (2) Uy (X). (24)
Ye=l Yy
Rappelons qu’on a
i),
w (@) =af o € AD + &y (@),
r (I —a

¢,(x) étant une fonction qui, dans tout intervalle fini de ¢ tend uniformément
vers zéro quand 7 tend vers + o ou vers — w. Substituons cette expression
dans le déterminant D; , (x).

En raisonnant exactement comme plus haut on démontre les égalités

lim m;j(z) =1, lim mj;(z) = "%, (25)
§e=—a0 t= 4o
lim 7;,(z) =0, lim €2*¢*7;,(x)=o, vZj, (26)
T —m T4
car on se rappelle que les nombres a,, a,, a,, ... ont été numérotés de sorte qu’on
ait o < Arga, < Arga, < Arga,<---. De ces égalités on conclut que 7;,,(x) est

' 1. c. Bur l'intégration des équations etc., chapitre III.
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de la forme (22) et que la relation (23) subsiste dans le cas ol »=7j, mais non
si Pon a ¥=4, car on n’a pas en général lim =;,(x)=o0.

T

Pour abréger j’ai discuté seulement les deux cas extrémes susmentionnés.
Dans le cas général ol ’équation caractéristique admet plusieurs racines mul-
tiples on peut appliquer un raisounement qui est intermédiaire entre ceux qui
conviennent dans les cas extrémes.

Soit a; une des racines multiples, soit n son ordre de multiplicité
(i = @iy1 = == diyn—). L’équation déterminante relative au point a; admet
les racines 8i, fis+1,..., Bitn—1 non-entiéres en général. Soit B; une de ces racines.
Supposons enfin qu’aucun des points a,, @,, a,,... ne soit un point singulier
irrégulier de l’équation différentielle. Le lecteur verra sans peine qu’on trouve
la relation

_ pei—1 i=k
uj(x) = e2vie Dy, (@) uy (@) + 2 )0 () U (2) (27)
ya=] Y=y

o 7mj.(x) est de la forme (22). L’exactitude de cette relation a d’ailleurs été
démontrée dans toute sa généralité dans le chapitre III. Si la solution appar-
tenant & §; ne contient pas de logarithme, la relation (23) est vraie pour » =1,
t+1,...,¢+ n—1, mais non pour les autres valeurs de ». Eile est done vraie
en particulier pour »=7j.

§ 22. Pour compléter cette étude il nous reste & déterminer les constantes
A4,B,..., M. Supposons pour plus de simplicité que les pdles y, soient simples,
mais restons d’ailleurs dans le cas général ol nous venons de nous placer. On
a donc

0= B = M.
Soit m un des nombres o, 1,..., k—1. Multiplions les deux membres de
(27) par (x—ys + m) et faisons tendre x vers y,—m.
1l vient
omi Yaagex]l vealp R m=o
7 D AP un (s —m) + X AP uv(r.—m)r—{ . (28)
—— o’ o ,m=1,2,...,k—1

2miRj, étant le résidu de u;(x) dans le point y,. Ces k équations suffisent pour

déterminer les nombres AL, ..., A%, Leur déterminant est en effet égal &

A7V-1n6-0 (ys—k + 1)
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il est donc différent de zéro. Je veux démontrer que les 4)) s’expriment par

les multiplicateurs de I’équation aux différences (2). Divisons celle-ci par pi(z);
il vient

Plu@)]=u(x + &)+ Pra(x)u{z+k+ 1)+ -« + Po(z)u(z)=0.

On entend! par un multiplicateur de cette équation une fonction g;(x) telle
que le produit p;(x) P{u(x)] soit la différence finie d’une fonction linéaire en
u(x), u(x+1),...,u(z+k—1):

k-1

ui(@) Plu@]~4  Qi(z)ulz +i).

i=0

On sait qu’il existe k multiplicateurs linéairement indépendants qui sont des
solutions de I'éguation adjointe

@)+ Pra@ulz+ 1)+ Pra(z+1)u(x+2)+ -+ Plz+k—1)ux+k)=o,

et qui satisfont aux relations suivantes

vk
zyv(x)“v(x-{-m)-.:{o’ m I;Z,...,k I,
v=1 I, m:;.—k.

En comparant ces équations avec les équations (28) on trouve

A};V)' = Rj:l . ”V(yl— k) . e—?ni;r. ‘v’
ou

& = {o, si v__ioi,
I, 81 »<1.

Théoréme. Enire les deux systdmes canoniques de solutions il existe des rela-
tions linéaires & coefficients périodiques. Ces coefficients périodiques sont des fonc-
tions rationnelles de e*"'=. Les seules constanies gqui enirent dans ces fonctions sont:

1°. Les nombres y,, ¥,, ..., ¥p, racines de Uéquation px(x)=o.

2°. Les résidus des solutions canoniques u;j(x) dans les points y..

3°. Les valeurs des multiplicateurs de Uégquation aux différences dans les points
Ye—k.

' 8. PixoaErLe & U. Amarpi: Le Operazioni distributive e le loro applicazioni ali’Analisi.
Bologna 1901, p. 242—246.
E. Borrororri: Rom. Acc. L. Rend. (5) §, (1896).

G. WaLrenera nnd A. Guipsere: Theorie der linearen Differenzengleichungen. Leipzig
1911, p. 78—86.
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CHAPITRE V.
Etude des solutions au voisinage du point & Vinfini.

§ 23. Nous sommes maintenant en mesure de voir comment se comportent
nos solutions canoniques quand «, en suivant une droite quelconque, tend vers le

by

point & Yinfini qui est le seul point essentiel de ces fonctions. Considérons par

exemple la solution u;(x). Nous avons déja vu comment se comporte asymp-
totiquement cette solution quand x tend vers Vinfini de sorte que la partie réelle
de r reste inférieure & un nombre positif. La relation (27) chapitre IV montre
immédiatement comment elle se comporte quand z tend vers P'infini en suivant
un rayon vecteur formant avec I’axe des nombres positifs un angle non-nul et

inférieur & ;—t en valeur absolue. Il suffit en effet d’introduire dans le second

membre de cette relation les développements convergents obtenus pour les solu-
tions u,(x), u,(x).... Remarquons que, si Pargument de z est compris entre o
et — 7, les produits €272 ; ,(x) (¥v=4) tendent vers une limite finie et non-nulle
en général; mais si » =4 la fonction =;;(x) tend vers la limite 1. Si Pargument
de x est compris entre zéro et m les fonctions z;, (%) tendent vers une limite
finie et non-nulle en général, si » =1, 2,. cot—I,t+n,t+n+1,..., k. Mais
les fonctions =, (%) décroissent plus vite qu’une puissance quelconque de z, si
y=1%,1+1,...,J—1,5+1,...,4+n—1. On a, en effet, en vertu des relations
(23) chapitre IV, pour ces valeurs de »

lim e—27¢# 7; , (z) = const.,

F-L 1=+
et enfin
lim 7 j(x) = e2#38;.
IO

Les termes contenant w;(x), Uiy1(2), - .., uj—1(2), Ujs1 (%), ..., Uisn— (X) sONE
donc sans influence sur la valeur asymptotigue de w;(x), car ils décroissent beau-
coup plus vite que le terme contenant u;(r), le facteur exponentiel a# étant le
méme en tous ces termes.

Cette remarque est trés importante. On en conclut par exemple que dans
le cas étudié dans le chapitre I, ou toutes les racines de 'équation caractéristique
sont égales 4 1, on a

lim %(2)

I
emeo i) 7
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si I'argument de z est compris entre o est — s et

tim %4%) _ i
rmo Uj ()

si Pargument de x est compris entre o et = les limites exclues. Les égalités (18)
et (1g) (chapitre I) sont donc vraies, non seulement dans les angles indiqués, mais
respectivement pour w—¢> Argx > —mw +¢ et pour —e> Argx>—2mw+ ¢, €
étant un nombre positif. Plus généralement, si §; appartient 4 un groupe de
racines et » est un entier convenablement choisi, on a uniformément dans I’angle
m—e>Argx>—m + &

lim ¥¥E°__ (z)2" "

. == const.
= togr (g

Ce résultat est, ce nous semble, trés remarquable. Les fonctions méromor-
phes u;(x) se montrent par la comme les plus simples en leur genre.

§ 24. Retournons au cas général oui les racines de I'équation caractéristique
sont des nombres quelconques. Faisons tendre z vers l'infini le long d’un rayon
vecteur fixe différent de I'axe des nombres positifs. On voit qu’on sait former
une expression 7,(z),

telle que u;(%):7,(z) tend vers une limite finie. 7 désigne un entier et on sup-
pose que l'argument de a, soit convenablement choisi. Cette limite existe a
Pintérieur d’un certain angle facile & déterminer. Quand P’argument de z varie,
les différents expressions 1,(x) se permutent entre elles. Pour un rayon vecteur
qui sépare deux de ces angles il arrive que expression asymptotique de wu; (%)
soit de la forme

Zk: Nss

3

les k, étant des constantes.

On sait donc former une somme Zk, 7, qui représente asymptotiquement

— ” - ’
u;(x) dans Pangle = > Argx>& et une autre somme ksm, qui représente
/] 2 g 7
f
Acta mathematica. 0. Tmprimé le 10 juln 1015, 31
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asymptotiquement w;(x) dans Llangle —g<Arg x<-—¢e. Les arguments des
nombres a, doivent &tre choisis d’une maniére différente dans les deux cas. La
direction de Uaxe des mombres positifs est une direction singuliére. Il n’existe aucune
fonction =(x) qui représente wui(x) asymptotiquement quand x tend vers Vinfini le
long d’une droite parailéle & Uaxe des nombres positifs. Mais la relation (27) permet
toutefois de se rendre compte de la maniére dont varient les valeurs de_ﬁ,- (%)

le long d’une telle droite.
Pour les solutions wu;(x) on trouve des résultats du méme ordre. Cest la
direction de 'axe des nombres négatifs qui est singuliére pour ces fonctions.

CHAPITRE VI
Exemples partieuliers.

§ 25. Je veux maintenant appliquer ce qui précéde & 'étude de deux équa-
tions particuliers. A Péquation différentielle de Larrack

Z(ci+b;x)g—';%=o,

il correspond l'équation aux différences finies suivante
i=k
Plu(@)]=Qle:+ bilz + )] ulz+i)=o, (1)

i=0

les ¢; et les b; étant indépendants de x. Supposons que bz =1 et que b, »o.

Posons
u(x) =ft“”“lv(t)dt. (2)
En substituant cette intégrale dans I’équation (1) il viendra
i=k
Plu(@)]=t=v(t) X bt +ftf‘1Q[v(t)]dt, (3)
=0
ou
1=k tm==i

;10— v(t) 2 cith. (4)

=0 i=0
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Déterminons v(f) comme une solution de I'équation différentielle Q =0. On a

v(E)_ B, B B B
v() ¢ t-—al+t—a,+ +t—ak
Supposons d’abord que les racines a,, ..., a; de 'équation caractéristique soient

distinctes et que les nombres g,,..., fi ne soient pas des entiers non-négatifs.
Prenons pour v(f) la solution suivante

'u(t) — t5°(t—a,)ﬂ‘ (t——a,)"’. . ([—ak)ﬂk. (5)

Les solutions canoniques se déterminent par les équations

u, () = [t‘“‘v(t)dt, Us () =fl“li’(t)dt- (6)

Iy

Pour les définir complétement convenons que P'argument de t—a, tend vers
{n+ 7 quand ¢ revient & lorigine le long de la derniére partie de la ligne I,
et vers
L, sin<s,
{§,+zn, si n>s,

quand ¢ revient & Pinfini le long de la derniére partie de la ligne L,. Pour
Pargument de ¢ on prend la valeur qui est égale & {, le long de la partie recti-
ligne du chemin d’intégration. Les u(z) et les u(z) se trouvent ainsi définies
respectivement pour R (z + 8,) >0 et pour R(z + 8, + 8, + - + Br) <o.

Quand z tend vers l'infini de sorte que la partie réelle de x tend vers + o,
ou reste finie, on a

lim oz 2’ u,(x) =k, =>Argz>—2, (7)
Tw 1 2 2
k étant une constante.
Mais si la partie réelle de x tend vers — o, ou reste finie, on a
lim a;= 2% %y, (z) = &, -—%‘;Arg x;—-%’t—, (8)
At

k étant la méme constante.
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La solution u,(x) peut s’exprimer par Pintégrale

~1I

e—'2ﬂiﬂs — 1
Us (x) == WWVJFE-I ’U(t) dt, (9)
s

C, étant un contour partant du point a, et y revenant aprés avoir entouré
Porigine dans le sens direct et en laissant & son extérieur tous les autres points
singuliers. En déformant le contour C; de la maniére indiquée dans le § 18
on trouve la relation suivante

US(W) = Es (x) + S—_insjvn(:fsﬁo) e—ni(-‘t+ﬂo+ﬂs> {Es (x) + as+1(x) $ot ak ((If)}
| (10)
ﬁ(;i% i@+ BoBy) {Ex () + u, () + -+ 53—1(96)}.

A laide de cette relation et des égalités (7) et (8) on peut voir comment se
comporte u, (x) quand z tend vers I'infini d’une maniére quelconque.

L’intégrale qui figure au second membre de (g) est une fonction entiére de .
Elle s’évanouit si  + 8, est un entier positif. Les solutions w,(x), %,(z),...,
ur{x) sont donc des fonctions méromorphes de x admettant les points — 8,
—B,—1, —f,—2,... pour podles simples. De méme on voit que les solutions

u, (), u, (), ..., ux(z) sont des fonctions méromorphes de x admettant les points

Bo+B+--+B+p (p=o0,1,2,...)

pour pdles simples et étant d’ailleurs holomorphes.
Si B,(n=s) est un entier non-négatif il faut dans I’équation (10) remplacer

un(x) par zéro. L’intégrale de contour u,(z) s’évanouit en ce cas; mais pour
obtenir une solution appartenant & @, il suffit de remplacer le contour I, par
la droite de zéro & a,. Le premier terme au second membre de (3) est en effet
égal & zéro pour t—a,.

§ 26. On a supposé jusquici que les racines a, étaient distinctes. Si
ik

a; est n fois racine dans 1'équation Zbit"= o, deux cas essentiellement différents
=0

se présentent
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i=k
1°. @, est (n— 1) fois racine dans I'équation 20,-t,-=o. On vérifie aisément
i=0
que P'équation aux différences finies admet les solutions suivantes

a?, a*x, a*x, ..., at "2,

qui, joignées aux solutions définies ci-dessus, forment un systéme fondamental
de solutions.

i=k
2°. L’équation 20,-t‘=o n’admet pas a, comme racine d’ordre de mul-
1==0
tiplicité (n —1). Supposons pour abréger que a, n'est point du tout racine
dans cette équation. v(t) est en ce cas de la forme

ﬂ(sl) ﬂ(:l-—l)
+ ‘e + ———
v(E) =tho(t—a,)...(L—a,)fs gl e—a™ 1 (f— ay)Pk.

Les lacets !,,1,,... nous donneront seulement un nombre de solutions indé-
pendantes qui est égal au nombre de racines distinctes dans I’équation carac-
téristique. On peut former des nouvelles solutions de la maniére suivante. Le
voisinage de a, se partage en 2(n — 1) secteurs

Fig. 4.

tels que lorsque ¢ tend vers a,, v(f) tend vers o, si { se meut dans un des secteurs
de rang impair et vers o g’il reste dans un secteur de rang pair. Prenons
pour ligne d’intégration une ligne qui part du point a,, et s’en éloigne suivant
le premier secteur, traverse le second et revienne en g, par le troisiéme; v ()
g’annule aux deux extrémités de oe contour, on obtient donc une solution de
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Péquation (1). Cette solution est une fonction entiére de z. En intégrant
suivant une ligne qui s’éloigne de a, suivant le troisiéme secteur et y revient
par le cinquiéme secteur on obtient une nouvelle solution. On peut former en
tout (n— 1) solutions semblables qui sont linéairement indépendantes.

§ 27. Outre les solutions canoniques il y a un certain nombre d’autres
solutions qui, pour la raison suivante, méritent ’attention. Pour les solutions
canoniques w,(x) la direction de 'axe des nombres négatifs est une direction

singuliére et pour les solutions canoniques us(x) c’est la direction de Paxe des
nombres positifs qui est singuliére. Mais les nouvelles solutions que nous allons
former n’admettent pas de direction singuliére. Supposons que les racines
@,,...,ar de l’équation caractéristique soient distinctes. Soit C un point quel-
conque du plan. Joignons-le aux points a,, @,,.. ., a; par les lacets 4,, 4,,..., 4;
entourant ces points dans le sens direct. Désignons par 4.7 le lacet 4; par-

couru dans le sens indirect. Soit [s] la valeur de l'intégrale f =1y (t)dt prise

le long du contour 4, et avec une détermination initiale convenable de la fonc-
tion & intégrer. Soit [s— 1, s] la valeur de la méme intégrale prise le long du
contour A4; 3 4; A7, A7Y. L’intégrale [s—1, s] est une solution de I’équation
(). En effet, *v(f) se reproduira aprés les deux rotations successives autour
des points a;_; et a;. Le premier terme au second membre de (3) est donc nul.
La solution [s— 1, s] est une fonction entiére de z. Il est facile de I'exprimer
par les solutions canoniques. En ayant égard aux changements que subira v(f)
par les rotations autour des points singuliers on trouve la relation suivante

[8—1, 8] = (1 — "Fs)[s — 1] — (1 — e2™¥s—1) [s].
Mais la valeur de Vintégrale [s —1, s] est indépendante du choix qu’on a fait
du point €. On peut donc faire tendre C vers l'origine. Quand on se rappelle
le choix qu'on a fait des arguments de ¢t—a,,{—a,,... dans les solutions
canoniques on voit qu’il existe la relation suivante
[8—1, 8] == €27 hs—1 (1 — €25 ) Y,y (x) — €27Fs (1 — e2™Fs—1) u, (2).

De méme en faisant tendre C vers l'infini d’une maniére convenable il vient

[s—1, 8] =(1—e2ifs) u,_; () — 62705 (1 — €37ibs~1) u, ().
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Ces relations font voir comment se comporte la fonction entiére [s—1, s] quand
z tend vers linfini le long d’un rayon vecteur quelconque. Les coefficients dans
ces relations ne sont plus des fonctions périodiques mais des constantes; on voit
donc qu’il n’y a pas de direction singuliére pour ces solutions.

Il y a en tout £—1 solutions! de ce genre [1, 2], [2,3]),...,[k—1, k]
qui sont linéairement indépendantes.

§ 28. Considérons en dernier lieu P’équation aux différences finies
@F—a)@e—p Liu@) +{ef—y—a—f—1+(y—a—F+3) 2} u(z)
+(r—e—g+1)u(r)=o,

qui rentre dans la classe de celles étudiées dans le chapitre I. En écrivant
z + 2 au lieu de z elle peut se mettre sous la forme

(x—a+2)(z—B+2)u(x+ 2)
—~{ap—(a+B8+y+r)(z+1)+2(x+1)(z+2)}u(z+1)+x(x—y+ 1)u(®)=D0.
En posant

% () =ft""lv(t)dt,

on voit que v (¢) doit satisfaire & 1’équation différentielle de Gauss

d*o(t) dv(t)

t(x—1%) an +y—(e+8 +1)i] It —afv(t)=o.

Cette équation admet aux environs de ¢= 1 les deux solutions
F(a,8,a+8—y+1,1—1),
(1—t)—PF(y—ea,y—B,7y—a—g+1,1—1);

les solutions canoniques u,(x) et u,(x) se représentent donc par les séries de
facultés

! Plus généralement on sait démontrer qu'une équation aux différences d'ordre k, ayant
pour coefficients des polyndmes du degré p(p < k), posséde k — p solutions entiéres qui n’ad-
mettent pas de direction singuliére.



248 N. E. Norlund.

af el +1)8(8+ 1)
(a+ﬁ~—7+1)w(9€+1) (@t+B—r+1)(a+p— 7+2)x(w+1)(x+2)

I (@) fr+ it ==

u, (x) =

uz(x)=r(x_a_ﬂ+y+1) I.(x“i‘}’_a_ﬁ_l-l)

y—e)(y—a+1)(y—F(—B+1) +”},
1.2.(x+y—a—gB+1)(x+y—a—F+2)

convergentes pouvu que
REx—y+ 1)>o0.
Quand on se rappelle la formule

rriy—e—4g)
ry—a)L'(y—§)

F(O‘:ﬂ:% I)"‘

on voit que u,(x) est égal 3

r(x)(x—y+ 1) ‘
r'—g+1)rz—ea+ 1)

U, (x) =

Les solutions canoniques u, (z) et u,(z) sont

1 ale—y+1)
(a+13 y+1)(x—a)(® —a—1)

"71 (%)= z—

cle+1)lc—y+ 1)(a—y + 2)
(a+1-‘? r+n)(e+g— 7+2)(x—a)(x—a—1)(x-a—2)

~ Fle—a2)I'(—=x)
u’(x)=1“(1——x)l‘(y~—x)'

On trouve entre ces solutions les relations linéaires

sin wzsinzw(x 4+ 1—7)
sinz(x—a)sinz(x— g

az () =

) U, (x)a

P (1+a+f—9) U, () .
rie)T($) r @+ 8—9)r{(x + a—y) sin n(r— «) sin z (x — P)

Uy () = u, (2) —

u, (%) et u,(x) sont des fonctions méromorphes admettant pour pdles simples
les points 0, —1, —2,...;y—1,y—2,7—3,..., et on a uniformément
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lim 2w, (z) =1,
=0
w—e>Arg x> —m + ¢

lim ao+b—r-1y, (2) = 1.

%, (%) et u,(x) sont des fonctions méromorphes admettant pour poles simples
les points ¢, ¢ + I,a+2,...; 8,8+ 1,8+ 2,...

Goettingue, octobre 1giz.
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