SUR LA GENERALISATION
D'UNE FORMULE D’ABEL

PAR

N. SONINE

a4 VARSOVIE.

La formule dont il sagit se¢ rapporte au calcul inverse des intégrales
définies; clle a été deux fois établie par Aer et présentée sous deux
formes équivalentes: (%)

=0 1
ds sin nx / ¢(et) . dt
/ == _ _ ;
) O P T P
z=0 0
. sin nx (* da “(2) . dz

(2) f(‘l;) = 1—n j nw

w (z—a) (a — 2)

o 0

La généralisation que nous allons présenter de cette formule peut étre
effectuée de la maniére suivante.
Gonsidérons l'intégrale

et multiplions la fonction f(&) par lunité représcntée par une intégrale

() Voir les N°* II et IX de la nouvelle édition des Ocuvres complites d ABEL.
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définie contenant x, & Par un choix convenable de variable on peut
toujours réduire ce multiplicateur a la forme

(3) 1 =f¢(/1, £, x)dA

et alors on pourra écrire, en vertu d'une formule élementaire,

(9 o= j‘f<e>-de f o0, & 2)dd = [ [1@- ¢, & aye

Telle est I'expression la plus générale de l'intégrale @ par une intégrale
double. En comparant cette formule & la formule (2) on est conduit &
supposer:

¢, & @) = oA —§). Pz —A),

les fonctions ¢, ¢ devant étre déterminées au moyen de la condition (3),
qui devient

t=[od— 8. g—7).di,

ou, en posant A = & + (z — &)u et désignant £ — & par 2,

(5) 1 =2 [ olep)d (e — ) dp.

Pour gue cette égalité puisse avoir lieu en faisant 2 = o il faut néces-
sairement admettre que le produit o(%).¢(x) soit infini du premier ordre
pour z = o; la convergence de l'intégrale aux limites exige en outre que
les fonctions ¢(z), ¢(z) pour z = o ne soient infinies que d'un ordre in
férieur & l'unité. On peut donc poser

ox) =z*(a, + a,x + a,z’ + .. ), o<p<i,
¢@) =27(b, + bz + bzt + ...), o0<¢q<i1,
p+eg=1
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L’égalité (5) devient par la substitution de ces valeurs

m=wo n= !
2 Z Z1n+nambn /‘#mbp(l __/l)n—'l.d/l’
m=0 =n=
ou
m=aw n=oa m+"
' 2 2 T ¥ ) 10 — P)b. M — q).
m=0 n=

En posant a,ll(m — p) = ¢, b,/l(n — q) = d,, on trouve de la
codo =
m + Cu- ]d + + C, d," 1 + ¢y m = 0, m > 0.

Ces conditions font voir quon peut supposer: ¢, = d, = 1 ct qu'alors on
doit avoir pour y arbitraire

tteoy+oy' +..)0 +dy+dy' +..)=

Nous parvenons ainsi au résultat définitif suivant: Ayant choisi deux
nombres positifs p et ¢ dont la somme est égale a l'unité, prenons une
série quelconque

Lty + 69"+ ... =¢@)
et formons le développement
=1 Ay Ay

alors on aura

M=o

- e,y c,z%y? R cmz"‘y"'_,

©) olt) = ( —p T p)+11<z—p>+“')_‘” TT(m — )
m=0

L day_, daw R Ny

7) ¢@ =2 (H(—q)+11(l——g)+]7(2—~g)+"')—J; - fIn — q)

.’l'
x

(8) ff(e).de /¢(x—a d,iff c(A— &) . dt.
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Nous avons obtenu cette généralisation de la formule d’Ankr, il y a déja
plus de deux ans, par une méthode différente dans unc recherche qui
n'est pas encore publiée. Le changement de lordre des intégrations
effectué dans la formule (4) a été appliqué pour la démonstration de la
formule d’ABer par M. JoacuimstAL, en 1860 ('), et par M. LETNIKOFF,
en 1874 ().

Soit maintenant

U _r
50(?/) = ¢, ;@‘) =€, ¢, = 7]_(77)’ d, = 1) ’
nous avons alors:
N (xy)” N
o(r) = =™ ). (n—p)’ glo) =7 fmy. fI(n—g)’
0 0

et ces deux fonctions s'expriment aisément par les fonctions cylindriques
a savoir

T (2iyyz) o T M (2vya) .
) = » , — () o VIT)
G'(x) (2x (zi\/y—z>-—p Sl,(“v) (2L) (2 Jyz)—q
en particulier pour p = ¢ = % on aura
\__ €os (25yyz) LN cos (2vy=) .
o’(.l?) = *———\/E ’ s[}(.ﬁ) = —_—W; :
Soit encore ¢(y) = (1 + y)™7, 50(_!3/) = (1 +¥),
LD (rEn—1) _rfr—1)...(r—mn+ 1)
Cp = (_— I) II(n) ’ d, = 1wy ’

(") JoAcHIMSTHAL: Ueber ein Attractionsproblem. CRELLE's Journal, T. 58, p. 135.
(" A. B. JntHHKOBD: M3CIBIOBAHIA OTHOCAIIACA KB TEODIH MHTETrPATORD BHJA:

x
S (@ —uy " f(uydu. — MaremaTHueckifi cBOpHHKB, M3aBaeMufi MockoBckumMs Ma-
a

TeMaTHYeckuMDs OpuiecrsoMs, T. VII (1874), p. 1—206.
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nous obtiendrons:

_wr(-l-l... + n— u
o) =2 pz rﬂ(n)).ﬂ((:;——p) I)(—?/'T) = p(r, p, 1)

0

@

. rr—1...(r—mun 4+ " .
Plr) =z "Z ( n(:l)).ﬂ(:.__,;) Dy = e, 4, — 1)

0

et pour r = ¢ =1 —p on aura

" I e YVde
@ =m=p PO =g f TR

Supposons que les coefficients ¢,, d, ne dépendent pas de p, g et
considérons les fonctions (6) et (7) en omettant complétement les restrictions
imposées a p, q; pour mettre en évidence leur dépendance de p, ¢ mnous
les désignerons o_,(z), ¢_ (zj. Si I'on considére maintenant l'intégrale

x 1

f 0,(A— &) . ¢, (x — A)dA qui se transforme en z f o, (zp) . &, (2 — zpu)dy, on
5 0

remarque tout de suite qu'en vertn des relations qui existent entre les
coefficients ¢ ct d, cette intégrale se réduit A un seul terme

1
z‘l+r+s . , (-13 — E)1+r+:
11(r) . Ti(s) P —n ’l""‘ﬁ(n +7r+9)

.on 'on suppose naturellement r > — 1, s > — 1. Ainsi on peut écrire

/f< /[(l-{—';-;-;) fﬂl’s(m—“z)-d)«ff(é).a,.(/l——é).da’:‘.
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Soit enfin

C+Cy+Cy'+...=A+Ay+4,y+..)B+By+By +...),

en sorte que C, = 4,B, + 4, B, + ...+ 4B, , + 4,B,. Posant

n=aw

' '] A"(y‘t)”
(10) @) ==z T +s)°
n=0
- ,”=w Bn(yx)"
(11) L@ =2 D Jimsn
n=0
NS Gl
(12) COREDN el
n=0
on trouve pour r > — 1, §> — 1,
1 z

Dpi(@— &) = 2 f 5(o) Fole — 2p) . dp = /'z;(a — ). U (x — ). dA

[1]
done

z

(13) ff(E). D, p001(x — E)dE zf'l",(m—/l)d/l .ff(é‘).Z‘,(A—E).dé.

Remarquons en terminant que les cing fonctions o,(z), ¢,(x), X.(2), ¥.(2),
®,(x) possédent la propriété exprimée par 1'égalité

(14) B — v, (),

et que cette propriété appartient aussi aux fonctions

k4

0, :ff((,-') (@ — ). dé.

Varsovie, le 20 Juin 1883.




