
SUP, LA GI~NERALISATION 

D'UNE FORMULE D'ABEL 

PAR 

N.  S O N I N E  
~. V ~ . R S O  V I E .  

La formule dout il s'agit sc rapl)orte au calcul inverse des int~grales 
ddfinies; clle a 6t6 deux fois 6tablie pat' ABEL et prdscnttle sous dcux 
formes 6qulvaleutes: (~) 

(,) 
X ~ t l  i 

; ds sin ,,:r /> r .d t  
__ z , (i __t)  ~-' '  

x ~ O  0 

(2) = ~._:,,. ['. a<< _ C s ' J . _ ) - 7 _ ~ .  
l - - } ' l  I I  r(x) ,-r J ( x -  a) d (a--z) 

0 0 

La g(hl6calisation que nous allons prfsenter de cctte formule peut 6=tre 
cfl'ectu~c de la mani~re suiwmtc. 

Consid~rons l'int~grale 

x 

.de 
a 

et multiplions la fonction f(e) par l'unitd rel)r~sent6e I)~W u,Je intdgralc 

(~) Vole les N ~ II  et IX  de la nouvelle ~dition des O e u v r e s  c o m p l e t e s  d'AB~L. 
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172 N. Soniue. 

dd[inie colttenant x, ~. Par un choix eonvcnablc de vari .ble on peut 

toujours r6duire ce multiplicateur i~ la forme 

x 

(3) , e, 

et alors on pourra 6crire, en vertu d 'une formule 61ementaire, 

X X. x ~. 

(4) t o  =jr(,). dq (a, e, x)aa =fdafr(e). (a, ,, ,)d,. 
~1 ~ a a 

Telle est l'expression la plus g6n6rale de l'intdgrale to par une int6grale 
double. En comparant cette formule h la formule (2) on est conduit 

supposer: 

9(,~, ~, x)  = , , (a  - -  ~) . r  - -  ,~), 

les fonctions ~r, ~ devant 6tre d6termindes au moycn de la condition (3), 
qui devient 

x 

ou, en posant 2 = $ + ( x - - $ ) / t  et ddsignant x - - $  par z, 

1 

(5) ~ = ~ f , ( ~ ) r  ~p)d/~. 
o 

Pour que eette 6galit6 puisse avoir lieu ell faisant z = o .il faut n6ces- 
sairement admettre que le produit ,,(x). r soit infini du premier ordre 
pour x = o; la convergence de l 'int6grale aux limites exige en outre que 
les fonctions a(x), r pour x = o n e  soient infinies que d'un ordre in 
f~rieur ~ l'unit6. On peut donc poser 

~(x) = x-~(~0 + a,x + a,~ ~ + . . . ) ,  

r = x-'(bo + b,x + b~x '. + . . .) ,  

o < p <  I, 

o < ~ q ~  I~ 

p + q = I .  



Sur la gdn6ralisation d'une formule d'Abel. 

L'(!galit6 (5) devient par la substitution de ces valcurs 
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O U  

111 = oo n=Qo | 

m=O n = 0  0 

s  / /( ,~ + ,,) ~,,, u(,,~ - -  p ) b . a ( ~  - -  q). 

En posant a . , l l ( m - - p )  = c.,, b. ll(n ~ q )~ -d , , ,  on trouve de lk 

cod o -~ I ,  

c,,,do + c .... ,d, + . . .  + c, d.,_, + cod,,, = o, m >  o.  

Ces conditions font voir qu'on pcut supposer: c o = d o -~ x et qu'alors on 
doit avoir pour y arl)itraire 

(I + c~y + c2y "~ + . . . ) ( I  + d~y + d~y '~ + . . . )  = x. 

Nous parvenons ainsi au rdsultat d6finitif suivant: Ayant  choisi deux 

nombres positlfs T et q dont la somme est 6gale k l'unit6, prenons une 
s6rie quelconque 

I + c~y + c,y  ~ + . . . .  ~(y) 

et formons le ddveloppement 

alors on aura 

I 

9(Y)-- i + d~y + d 2y* + . . . ;  

! etxy 
(6) a ( X ) : :  x -v I1(__----~+ 11( , - -T)  

~$~2y2 / Z r Ylrlt 
+ 1/(2 --~v) + . . . .  z -"  - -  f l ( m  - -  V)' 

t~=O 

( ,  (7) r  x- ,  # ( -  q) ) Z - -  + a ( t  - -  q) t - / 1 ( 2  - -  q) + . . . .  x - '  //(--~-~-- ~ ) '  

ar 

(s) fro) .  d$ 
O 

x 

a 
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Nous avons obtenu cette g6m~ralisation de la formulc d'ABEL, il y a d@~ 
plus de deux  ans, par une m(~thode diff6rente dans une recherche qui 
n'est pas encore publide. Lc changement  de l 'ordre des int6grations 
effcctud dans la fo rmulc  (4) a 6td appliqud pour  la ddmonstra t ion de la 

f o rmu le  d'ABE~ par  M. JOACniMSTHAL, en ~86o (~), et par  M. LI~TNIKOI~'F, 

en 1874 (~). 

Soit main tenant  

I I ( - - t )  n . 
- - = e  -u c . - -  , d.  = ~ ,  

nous avons alors: 

n ( n )  = x -q  
0 0 

(--  xy)" 

et ces deux fonctions s 'expriment  ais6ment par les fonctions cyl indriques 
savoir 

I 
en part icul ier  pour  p = ~ / = -  

2 
O i l  a u r a  

, _ ( ,  Soit encore ~(y) = (I -~ y)-~, ~(y) 

c~ = ( ~  ~)~ ~(~ + ~)'"//(~) (~ + ~ - -  ~) , d,, = ,.(~ - -  x)...]/(~)(~ - -  n + ~)., 

(~) JOACHI~STHAL: Ueber ein Attractionsproblem. CRELI~E~8 Journa l ,  T. 58, p. I35. 
(~ A. B..~THHROB%" H3C~1~OBaHi~I OTH0CHmi~Ic~t K% TeOpiH gHTerpa2IOB% ]~H~a: 

z 

f ( z - - u ) P - ~ f ( u ) d u .  ~ MaTeMaTHqeCKifi cBOpHHK%, H3~aBaeMhli~ MOCKOBCKHM% Ma- 

TeMaTHqecrn~:b O~eCT~O~, T. VII (I874), p. t--206. 



gu t  la ggndralisati~m d 'une  formule d 'Abe | .  

nous obtiendrons: 

,,(~) = , ~ - , ~  
7~(~: 7) ') (--:~~)" = P(:'' ~'' ")' 

0o 

- / / ( , 0 . / / @  - -  q) ' = p ( z '  q ,  - -  r ) ;  
0 

et  p o u r  r - - ~  q----- i - - p  o n  aura, 

--yz  I .e - y : r  d x  etc.  
n ( _ v ) e  , r = n ( - q -  ,) ,,~'+, ' 

o~ 

175 

Supposons que les coefficients era, d,, ne ddpendent pas de p ,  q et 

consid6rons les fonctions (6) et (7) on omettant  compl6tement les restrictions 

impos6es K p ,  q; pour  mettre en 6vidence leur  d6pendance de p ,  q nous 
|es ddsignerons ,~-p@), ~3_q(m). Si l 'on consid@e maintenant  l 'intdgrale 

x I 

la,.( , t  - -  ~). r  - -  )t)d~ qui se transforme en z /a , ( z ,a ) .  r - -  z#)@, on 

remarque tout de suite qu'en vertu des relations qui existent entre les 
�9 #( i t  coefficients c et d, cette rot%tale .~e rdduit  a un seul terme 

1 

~'§ S#,.(i - -  ~), 
0 

( Z  ~ ~ ) l + r + s  

<~# = n6 u ;. u  

.oh Yon suppose naturel lement  r > - -  i ,  s > - -  i .  Ainsi on petit 6crire 

(9) / ? i (x - -  G) 1+' '+ '  ,. 
f ( ~ ) "  ~ u r u  = r  - -  ; , ) .  d;, f ( e ) .  ,,,.(,t - -  * ) .  d e .  

ix a a 
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Soit enfin 

N .  S o n i n e .  

6 o + C~y + C2y 2 + . . . .  (A + A~y + A~y ~ + . . . ) ( B  + B~y + B2y ~ + ...), 

en sorte que C~ = A.B o + A~_~B~ + . . .  + A~B._~ + AoB.. Posant 

Z A.(yz)" 
(IO) 2',(x) = x'" / / T ; u  

r ~ = 0  

( i i )  
B.(yx)" q'~(x) = z ' ~  

i ~  u  
n = 0  

H(~ + t)' 
t t = 0  

on trouve pour r > -  I ,  s > - -  I y 

1. 2 

donc 

(13) f r(,). r  : "f ($) .Z , (2- -$) .d~: .  
a 

Q tt 

Remarquons en terminant que les cinq fonctions e,(x), ~,,(x), S,(~c), r 
r poss+dent la propri6t6 exprim6e par lYgalit6 

( x 4) du, (x) a .  - u . _ , ( x ) ,  

et que cette propri6t6 appartient aussi aux fonctions 

a~ 

v, = f f($) . u,(~ - -  $) . d$. 
a 

Varsovie, le 2o Juin  Igg 3. 


