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PAR 

CH. H E R M I T E  et L. FUCI IS .  

I. E x t r a i t  d ' u n e  l e t t p e  a d r e s s 6 e  eh M .  H e r m i t e  p a r  M .  F u c h s .  

Peut-6tre vous int6ressera-t-il de voir la mani6re dont je me suis dd- 
montr6 votre th6or6me ainsi 6nonc6: 

~Soit a et fl deux exp6sants dont la somme r = k, k 6tant 
B 

entier et positif, et ] la r6duite d'ordre n du d6veloppement cn fraction 

continue de (x~--a)~(x ~ b) ~. Les polyn6mes A et B,  des degr6s ~ et 

n + k, se d6terminent sauf un facteur constant en posant: 

(I) D ; [ ( ~  - a ) " ~ ~  - -  b ) . + ~ ]  = ( x  - -  ~,)'~(:~ - -  b ) , ~ a  

(n) D;+~[@ - -  a)"r - -  b) n+~-'~] = (x - -  a)-'~@ - -  b)-'~B. 

D'abord eomme on peut changer l 'expression ( . v -  a ) a ( x -  b) '~ au moyen 
d'une substitution lin6aire ct enti6re en t a ( I - - t )  '~, je consid6re imm6diate- 
ment  une telle expression, ou plutbt x~(I - - x ) " ,  en mettant  2 et # au 

lieu de a et ft. 
Je  me restreindrai ~ la d6monstration de la formule (I), parce qu'on 

peut proc6dcr de la mdme mani6re pour prouver la seconde. 
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II suit d'une formule donn6e par JAcom, dans un m~moire posfhume 
( J o u r n a l  de BORCHAm)T T. 56, p. I49  , w 3), que l'on a l'6qnation: 

( , )  D~:[.,~" ~ ( ,  _ .~),,+,,] 

= (, + ~)(~ + i ; , ) . . .  ( ,  + ~,)~r'(, --: , .) ,<], '(--  , ,  h- + n + , ,  , + i;,, x). 

Or on peut poser: 

(:) .','"(, - - . ' , ) . "=  a,.(.', ')+ / ' ( / ' - - ' ) " ' 0 ' - - ~ "  + ' )F(~, ,  , , +  ~', -') 
i 7.7]77. ' :,, ' 

G~(x) 6tant tin polynSme en/icr du degrd k. ~n d6veloppant 

F 2, I, k-t- I, 
r 

en fraction eontinue, On voit que le ddnominateur de la r~duite d'ordre 
n est identique ~ la quantit~ A (sauf un faeteur constant), et l'on d6duit 
des formules de HEI~  ( J o u r n a l  de BORC.AIIDT T. 57, P. 23 I, et aussi 
Halldbuch der Kugelfalwtionei~, T. [, chap. V), sauf un facieur constant: 

(3) A = F ( - - n ,  k + n  + ,,  , + 2 ,  :r). 

On pent done substituer dans l'6quation (I) ~ la fonction 

F ( - - t $ ,  k -4- Ill -11- I ,  I -t'- i;,, X), 

la quantit~ A, ce qui d6,montrc la premi6re de vos deux forlnules. 

Heidelberg, 17 Octobre i883. 
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2. E x t r a i t  d ' u n e  l e t t r e  a d r e s s 6 e  h M. F u c h s  p a r  M. H e r m i t e .  

. . . . .  Je me permets maintenant de vous communiquer une autre manidre 
de parvenir au r6sultat que vous vvez 6tabli. Sous ce nouveau point de 
rue, je puis supposer k indiff6rement positif ou ndgatif, j 'admettrai seule- 
ment lorsque le second eas se presents que n - k - k  soit positif. Cela 
6tant, je pose, en d6veloppant suivant les puisganccs ddscendantes de la 
variable: 

.... , =  p + ; + p +  . . .  

P d6signant la partie enti6re, et je prends lcs ddrivdes d'ordre n des dcux 
membres de eette 6galitS. 

J 'obtiens ainsi 

D~[(x - -  a)"+'~(:c- b) "+,*] ..... (.r - -  a)'~(.c - -  b)'~A 

-= D~t '  + ~+~ + ,,+.,+ . . .  

et cette relation met immddiatement en dvidencc que D_~'~I__' est la rdduite 
A 

d'ordre n du d6veloppenmnt en fraction continue de la quantitd 

16 num6rateur dr.ant du dcg r6 .n -4 -k ,  ct le ddnominateur du degrd n. 
On parvient ~ la mdme r6duite, si l'on part de l'dgalit6 suivantc: 

_-= ~ + ? +  . . .  

oh la partie enti6re Q cst du dcgr6 2n-I" k. 
En prenant en effct la d6rivdc d'ordrc n n t- k des dcux membres, 

nous trouvons: 
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D::+~<2 cst uric r6duite du et comme tout  k l 'hcm'e o~ cn c~.wlut q,w. B 

ddveloppement  de (.c - - . ) -~ (~c  - -  b) -'+. 
B 

La fraction inverse DII+~2 est par eonsdqucnt, d'aprds le degr6 de 

son ddnominateur  la l'6duite d 'ordre  n de la qua,,tit6 ( x -  a)'~(x- b)", et 

vous voyez que vous pouvez dcrire, saul  un fiwteur constant:  

B .- D " t '  1.,. Q = A .  

Ces relations met ten t  en evlderce" " l une liaison bien singuli6re et que 

jusqu' iei  je n'ai point cherch6 h al ,profondir  entre P ,  Q, A et B; je me 
contenterai  d 'avoir  dtabli par  la ln'emiOre le rdsultat  quc j 'avais en vue. 

Paris, I F6vrier t884.  


