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Les recherches dont je vais exposer ici l'ensemble, ont dtd publi6es 
auparavant, quant ~ ]eurs traits les plus essentiels, dans le Bulletin ( 0 fve r -  
sigt) des travaux de l'Ac~,ddmie royale des sciences de Suede, ainsi que 
dans les C o m p t e s - r e n d u s  h e b d o m a d a i r e s  de l ' A c a d d m i e  des sci- 
ences  h Paris. Leur but est de faire parvenir, dans un certain sens, la 
th~orie des fonctions analytiques uniformes d'une variable, ~ ce degr6 
d'achSvement auquel la th6orie des fonctions rationnelles est arriv6e depuis 
longtemps. 

Soit x une grandeur variable complexe ~ variabilitd illimit6e, et x' 
un point donn6 fini(~) dans le domaine de la variable x. Soit enfin R 
une quantit6 positive donnSe. Je dis que l'ensemble des points x rem- 
plissant la condition I : v -  x' I < R, constitue le voisinage ou l'entourage 
ou les environs du point x'(2) correspondant it R. Chacun de ces points 
est dit appartenir au voisinage ou it l'entourage ou aux environs R ,  ou ~tre 

(') C~est-k-dire repr6sentant une valeur denn6e finie. 
(~) Cf.: Zur Functionenlehre, voJ~ K. WEtERSraASS. M o n a t s b e r i c h t  d e r  K 0 n i g l .  

A k a d e m i e  de r  W i s s e n s c h a f t e u  zu Ber l in~  August I88o,  pag. 4. 
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situ6 dans le voisinage ou dans l'entourage ou dans les environs R de x'. 
Conformdment ~ ce qui prdcdde, l'ensemble des points x remplissant la 

condition I i I<  R, �9 = R 

I I 

Consid6rons un ensemble ~ d'un nombre infini de points diff6rent~ x; je dirai 
d'abord que l'entourage d'un point appartient b, ~ ,  si tout point de cet 
entourage est un point de ~ ;  maintenant, il peut arriver, relativement h cet 
ensemble ~ ,  qu'il existe un certain point dont l'cntourage, convenable- 
ment choisi, appartient tout entier ~ ~ ;  s'il existe un tel point, je le d& 
signerai par x0, en prenant toutefois toujours pour x o le point cx9, s'il existe 
un entourage de ce point appartenant ~ ~f. Si, enfin, quelle que soit la 
valeur finie x~ appartenant ~ ~f, on pout toujours trouver un hombre fini de 
points xl, x2, .... , x~ tels, que dans la s6rie xo, Xl, x ~ , . . . ,  x~, x'o on pout 
ddfinir pour chaque point un entourage de telle mani~re que cet entourage 
appartienne tout entier ~ ~f et que chaque point suivant appartienne 
lentoura.ve du prdc6dent, je dirai, suivant WEI~r~STaASS, que le champ ~f 
constitue un continuum compos6 d'une seule piece. (~) 

Pour ~tre plus bref, je ddsignerai frdquemment dans la suite seule- 
ment par continuum (~) un continuum de l'espSee qui vient d'6tre ddcrite. 

Conformfiment h, la d6finition qui pr6c6de, il existe toujours, pour 
chaque point x' appartenant ~, un continuum ~f, un voisinage correspon- 
dant, dont tous "les points appartiennent dgal6ment b~ ~I'. En suivant la 
terminologie employ6e par WEIERSTRASS dans son cours, je dirai qu'un 
point pareil est situ6 en dedans de ~ ,  ou que le continuum ~ contient 
ce point. Selon la m~me terminologie, x' est dit se trouver sur la limite 
de ~f, si, parmi les points d'un entourage, si petit qu'il soit, de x', il 
s'en trouve toujours quelques-uns qui appartiennent et quelques autres 
qui n'appartiennent pas ~ ~f; et x' est dit situ6 en dehors de ~f, s'il s e  

trouve un voisinage de x' ne comprenant pas de point appartenant ~ ~ .  
D'apr~s ces d~finitions, il convient d'entendre, par la limite compldte de ~f, 
rensemble de tous les  points situds sur la limite de ~f. On peut encore 

(i) WmERSTRASS: Zur Functio~renlehre, p. 5. 
(') Suivant ]a terminologi e de CANTOR (volt ee journal ,  T. 2~ p. 407 - -408 ) ,  

l'ensemble ~[~ rant que cet ensemble ne far'me qu'une partie du champ total de la variable 
�9 ~ est un ensemble imparfait continu; il constitue~ par suite~ une espbce distinete de semi- 
cotdi~uum, mais n'est pas uu coldinuum parfait. 
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dire que ~ est parfaitement limit6 par l 'ensemble de t o u s l e s  points 
situ6s sur la limite. 

Soit maintenant F ( x )  une fonction monogdne(~) uniformc de ~,. Une 
fonction pareille se comporte d'une fa~'on r@uli~re(2) dans le voisinage 
d'un point :C', s'il existc une s6rie proc6dant suivant les puissances enti6res 
et positives de (x ~ x'): 

Ao + A~ (., - -  :c,) + .a~ (~ - ,,;,)~ + . . . ,  

telle, que l'on ait, 

F(:c) = Ao + A & -  :~') + ~,(:c-- . , : ' ) '  + . . . .  

Cettc 6galit6 subsiste ndeessairement dans route l'6tcndue du domaine de 
convergence de la sdrie. La ddfinition est dgalemcnt wdable pour ~ : '=  ~ ,  

si l'on entend par ( x - - x ' )  l 'expression-~. Quand F(x )  se comporte 

d'une fag'on r6guli6re dans l 'entourage de deux points ;r 0 et :Co, dont 
x0 = oo dans le (;as oh :C = cxv est un point rdgulier de F(:~), il 
cst toujours possible d'interpoler entre eux un hombre fini de points 
:C,. ( r - :  i, e , . . . ,  ,~), ir chacun desquels correspond unc sdric 

,~'o'~' + A ? ( : c -  ,,-,.) + A ' ; ' ( : ~ -  .~,.): + . . .  

telle, que l'on air l'6galit6 

~,'(:~,) = A'o"' + A~"'(:c- :c,.) + , ~ ' ) ( . ~ -  :,:,.): + . . . ,  

et que chaque point se trouve dans le domaine de convergence de la 
s6rie relative au point prdc6dent. L'ensemble de t o u s l e s  points dans le 
voisinage desquels F ( x )  se comporte d'une facon rdguli6re, forme pal" 
cons6quent un continuum ~ tel qu'il a 6t6 d6fini ci-haut. 

(1) J'entends alors par fonetion monog~ne une fonction telle qu'elle a 6t6 d6finie par 

WF~;~RSTRASS: Zur Functio~enlel~re. M o n a t s b e r i e h t  d. Ktinigl .  Akad .  d. Wissen-  

seha f t en  zu Berl in~ August I880, p. x2. 
(2) Zur Theorie der ei~deutigen al~alytischen Functionen, yon K. WEI~.aSTRASS. Ab-  

h a n d ] u n g e n  der  Kt inig] .  A k a d e m i e  der  W i s s e n s c h a f t e n  zu Ber]in~ 1876, 
p. I I .  
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ConsidSrons maintenant un point x' tel, qu'il existe, darts chaque 
voisinage de x', des points pour lesquels F(x)  se comporte d'une fa~on 
r~guli~re, mais pour lequel il n'existe aucuja entourage oh une ~galit5 
de la forme 

F (x )  = Ao + A , ( x - - x ' )  + A , ( ~ -  x')~ + . . .  

ait lieu; on dit alors que x' est un point singulier de la fonction F(x),  
ou aussi que F(x) se comporte d'une fa?on singulikre au voisinage du 
point x'.(~) L'ensemble de tons les points singuliers de F(x)const i tue 
la limite complete du domaine ~f dans lequel une fonction se comporte 
rSguli~rement. 

Quand P est un ensemble infini donnd, ne contenant qu'une lois 
chaque point spScial, CANTOR comprend par P'  l 'ensemble de tous les 
points tels, qu'il se trouve une infinit5 de points appartenant ~ p (2 )dans  
un voisinage aussi rapproch6 que l'on voudra de chaque point en question. 
Si P est l 'ensemble de tous les  points singuliers de F(x), et qu'il constitue 
en outre un ensemble infini, P contiendra n5eessairement t o u s l e s  points 
de P'. En effet, lorsque, au voisinage d'un point, aussi petit que ron 
voudra, il existe une infinit~ de points singuliers d'une fonction, ce point 
est lui-m~me un point singutier de la fonction. 

Soit maintenant P un ensemble quelconque, ne contenant qu'une seule 
lois chaque point sp(~cial et embrassant de mOne tous les points de P'. 
I1 peut arriver alors que P contienne des points qui ne sont pas compris 
en P'. Soit Q l 'ensemble de tous ees points. A chaque point de Q 
appartient toujours, en ce cas, un si petit voisinage, qu'il ne s'y trou~'e 
pas d'autres l~oints de Q. On dit alors d 'un tel point qu'il est isold. 
CANTOR(~) ddsigne par le tcrme d'ensemble isold tout ensemble dont les 
points particuliers sont des points isolds qui diffSrent entre eux. En 
d~rivant maintenant par la rSgle de Ch~"ron l'en~emble Q' de l 'ensemble 

.(1) K. WEIERSTRAfiS: Zur Theorie etc., p. I I. La ddfinition qui vient d'Stre donn~e 
ici~ di~cerge de celle de W~,IEaSTRASS en ceei que WEI~aSTRASS n'ajoute pas la eondition 
que F(x) doive possdder des points rdguliers dans ehaque voisinage de x-~ x'. En lisant 
la suite de mon mdmoire on reeonnaltra sans peine pourquoi j'ai dtd amend ~ faire ce 
ehangement dans la dgfinition de W~.IERSTaASS. 

(~) Voir ce journal, T. 2~ p. 343. 
(s) Voir ce journal, T. 2~ p. 373. 
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Q, on trouve que Q' est conteuu en P', et, par consequent, qu'il est 
aussi compris en P. I1 est dvident que les deux ensembles Q et Q' ne 
peuvent avoir aucun point commun. Soit S l 'ensembte de tous les points 
qui sont contenus en P sans dtre compris en mdme temps ni cn Q, ni en 
Q'. On obtient alors P =  Q +  Q' + S.(~) Un point de S n 'Stantcom- 
pris ni en Q, ni en Q', il y a 5videmment, h. chaque voisinage d'un point 
pareil, d'autres points qui appartiennent de m~me ~ S. L'ensemble S est 
done un ensemble tel, qu'il est toujours compris dans l 'ensemble S' dSriv5 
de S par la r~gle de CANTO~r 

Supposez maintenant que P soit l 'ensemble de t o u s l e s  points sin- 
guliers d'une fonetion F(x). Si nous considSrons F (x )  au voisinage d'un 
point a de Q, notre fonction pourra toujours, sur la base du thSor~me 
de L~Wn~T,(~) se mettre, dans un certain voisinage de a, sous la forme: 

( ' )  oh G - - ~ - ~  d6signe une sdrie toujours eonvergente, proc~dant suivant 

les puissances cnti~res a t  positives de i s 'annulant quand l 
x - - a  ~ ~ g - - a  

et oh ~ (x  ~ a) est une autre s6rie proc6dant suivant les puissances en- 
ti6res et positives de ( x - - a ) ,  et convergente dans le voisinage pr6cit6 de 
(x = a).(3) I1 en sera de m5me pour a = o,v, ~ la condition que l'on 

entende i par ( x -  axe). 
X 

l~:tant donn5 un continuum ~f parfaitement limit5 par un ensemble 
isol5 Q et l'ensemble ddriv5 Q', mais d'ailleurs arbitraire, adjoignant 

(1) Ua ensemble constituant la r5union de plusieurs autres q u i n c  possSdent aucuu 

point commun~ est ddsignd comme la somme de ceux-ci. (Voir ce journal~ T. 2~ p. 372.) 

(2) J~ai montrd dans les" M d m o i r e s  de la  s o c i d t ~  des  s c i e n c e s  de L i~ge~  

2 e sdrie~ t. X I ]  comment il est possible de prouver ce thdor~me sans avoir recours ~ Ia 

th6orie des intSgrales d5finies et sans sortir des principes dldmentaires employds dans ee 

travail. Cette ddmonstration sera reproduite k la suite de ce mdmoire. 

(s) A l ' instar  de WF, i~asTa)_ss: Zur T]~eorie etc. p, 26~ je comprends toujours par  

~ l ( x -  a)  Dune sdrie procddaut suivant les puissances cntiSres ct positives de ( z -  a)~ et 

convergente dans uu certain voisinage de (x ~ a))~. 
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ensuite arbitrairement k chacun des points a qui constituent l'ensemble 
Q, une fonction 

(;( '-~--') + ,j(~,'--a), 
\~r  - - -  a ~  

off g ( x - - a )  est une fonetion rationnelle entiere du degr6 m e,, ( ,c- -a) ,  

G [ \ "  I Ulle el; \x---~a] sdrie toujours eonvergente, proeddant suivant les puis- 

sances enti6res et positives de - - '  " " ' -- ~ -- a '  et s evanomssant lorsque x -- a o, 

est-il possible de former une expression analytique eorrespondante, re- 
pr6sentant une fonction monog6ne et uniforme, qui, pour le voisinage 
immddiat de (x = a), puisse se mettre sous la forme 

, / +  + (:,,- .IJ 

et qui, en outre, se comporte rdguli6rement au voisinage de chaque point 
situd en dedans du continuum .2f, parfaitement limit6 par l'ensemble 
Q + Q ' ?  

Je vais ,nontrer (lUC c'est toujours possible, et qu'il existc une in- 
finit6 d'expressions analytiques repr6scntant des fonctions qui correspon- 

dent tant au continuum donnd, qu'aux fonetions arbitraires ~ et 

g ( x - - a ) .  Je ferai voir aussi que ees expressions peuvent dtre ehoisies 
de faeon que la fonetion qu'elles repr6sentent ne s'dvanouisse que pour des 
points donnds. 

Je montrerai de mdme qu'une fonetion monog6ne uniforme quel- 
eonque F(x)  6tant donn6e il est toujours possible de former une ex- 
pression analytique eorrespondante ayant les propri6t& indiqudes et re- 
prdsentaut la fonetion eonsiddrde avee chaque approximation voulue, mdme 
en d'autres points que eeux qui appartiennent k O. 

11 a 6t6 supposfi que l'ensemble Q + Q' eonstitue la limite eompl6te 
d'un continuum ~ eompos6 d'une seule piece. L'ensemble isold O peut 
de mdme 6tre ehoisi d'une manidre eompl&ement arbitraire, mais l'on 
obtieng alors en g6n6ral une expression analytique eorrespondante, repr& 
sentant, dans des parties diffdrentes du domaine de la variable ~., des 
fonetions monog6nes uniformes diff6rentes. 
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On peut donner de la anani6re suivante un sens d6termin~ i~ ee que l'on 
entend en disant d'une expression pareille qu'elle se comporte d'une fa?on 
r6guli~re au voisinage d'un point donn6: Une expression analytique(~) F~ 
se comporte d'une faTon r~guli6re dans l'entour~tge d'un point (x ~ x') 
s'il y a une s6rie 

A o + A , ( z - - z ' )  + . 4 d x - - x ' )  + . . .  

pour laquelle, en un certain voisinage du point (x = x'), a lieu l'6galit6 

Fx = Ao + , 4 , ( x -  x') + A , l x -  x') + . . . .  

I1 n'est toutefois pas ndcessaire que cette dgalitd se produise dans tout lc 
domaine de convergence de la s6rie. WEIERSTRASS (2) a donn6 en effet des 
exemples d'expressions analytiques oh cette 6galit6 ne subsiste que dans un 
entourage du point (x = x') constituant une partie de ce domaine de con- 
vergence, et oh l'expression analytique ne repr6sente par consdquent que 
des parties de diff6rentes fonctions monog6nes. Les expressions analytiques 
qui seront principalement 6tudi6es dans le pr6sent m6moire, ne se compor- 
tent cependant pas de cette mani6re. Ces expressions repr6sentent en g6- 
n6ral au moins une fonction monog~ne tout enti6re. 

Je me contenterai de signaler, pour terminer, que les diff6rents 
points d'un ensemble isol6 peuvent toujours ~tre ordonn6s en une s6rie 
al, a s , . . . ,  a~, . . . .  (3) Pour exprimer cette propri6t6 que la totalit6 des 
points appartenant ~ un ensemble isol6 donn6 peut toujours ~tre arrangde 
en une s6rie ai, a ~ , . . . ,  a ~ , . . . ,  CA~TOR dit que cet ensemble a la m6me 
puissance que la s6rie des nombres i, 2 , . . . ,  ~, . . . .  (4) I1 n'est toutefois 
pas vrai que chaque ensemble dou6 d'une telle propridtd soit aussi un 
ensemble isold.(~) Si un ensemble ne se composant pas d'un nombre fini 

(t) Pour 6viter la confusion qu'on trouve chez beaucoup d'auteurs sur la diffdrenee 
entre une expression analytique et une fonctiou monog~ne j'introduis dans la suite le signe 
Fx pour exprimer la premiere de ces notions. 

(~) M o n a t s b e r i c h t  der  KOnigl. A k a d e m i e  der  W i s s e n s c h a f t c n  zu Berlin~ 
August I88O et Februar I881. 

(s) Voir ce journal, T. 2~ p. 373. 
(*) Voir ce journal, T. 2~ p. 3 I I .  
(5) Je citerai comme exemple l'ensemble de tousles hombres rationnels. 
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de points, ne possSde pas la mgme puissance que la s6rie t, 2 , . . , , ~ , . . . ,  
on dit qu'il a une a u t r e  p u i s s a n c e ,  plus 6levde que celle de cette s6rie. 

On consid6rera toujours dans ee qui suit x = oo comme un point 
dans le domaine de la. variable x, la dd, finition de ~)voisinage de x = axv)) 
faisant comprendre ce que l'on veut signifier en disant que ce point est 
situ6, en dedans, sur la limite, ou en dehors d'un certain domaine; enfin, 
qu'on le rencontre parmi les points de l 'ensemble P', d~duit de la fa(~on 
indiqu~e ei-haut, d 'un ensemble donn5 P.  

I .  

Ce paragraphe esg consaer6 au d6veloppement d'un thdor~me principal, 
servant de base k route la th6orie qui suit. 

A .  9)Soit Q un ensemble isol5 appartenant au domaine d'une va- 
riable x k variabilit6 illimit6e, et dont les points partieuliers seront d(Mgn6s 
par a~r a ~ , . .  . , a , ,  . . . .  Soit ensuite 

I I " ~  ~ I 

une s5rie de" fonetions monog5nes uniformes, oh , ~-?---g,, destgne une 

i 
fonetion enti~re rationnelle ou transeendante d e - - ,  s'~vanouissant 

X - -  @v 

I 
lorsque x - - a ,  o. I1 est alors toujours possible de former une expres- 

sion analytique qui se eomporte partout d'une manidre rdgulib.re, saul 
au voisinage de ehaeun des points appartenant ,~ Q n t- O', et qui, pour 
chaque vMeur ddterminfie de ,~, au voisinage de (:r = a,), peut dtre raise 
sous la forme 

Si l 'ensemble Q ne eontient qu'un nombre fini de points a~, a 2 , . . . ,  a, , ,  

il n'existe pas d'ensemble Q', ce que Cax'rolt exprime par l'~galit(~ Q ' =  o. 
Le th~or(~me que j 'ai 4noneS, ressort presque imm~diatement en ee eas. 
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En effet, si l'on pose: 

I 

la somme 

( ' ), , f , , ( , ) =  G,, 

est une fonetion nlonog5ne uniforme et r5guliSre dans un continuum o2f, 
que l'on obtient en excluant l 'cnsemble Q du domaine de la variable x. 
Au voisinage de chacun des points a., (~ ~ i, 2 , . . . ,  n) appartenant 
Q, F(x)  peut aussi se mettre sous la forme: 

( , )  ( , j  = a~ 7 - - - a :  + tJ(.~ - -  a,). 

II est de m~me toujours possible, d'autre part, d 'exprimer sous la forme 

I 

chaque fonetion monogSne uniforme F(x) ,  dont les points singuliers sont 
al, a 2 , . . . ,  a,,. I1 suffit pour cela, suivant le th~or&ne de LAUREY'r, de 
d6velopper F(x)  en une s6rie de puissances au voisinage de chaque point 

a, (~---- I, 2 , . . . ,  n), d'ofi l 'on obtient une fonction G~ ~ telle, que 

la diff6renee ( i )  
F(:~)  - -  G, 7 - - - -~ ,  = tJ(~ - -  ~). 

La diff6rence 

y = l  

est alors n6eessairement une eonstante donn& en m~me temps clue la 
fonetion F(x).  On a done le th6or~me suivant, que l'on retrouve dans 
le m6moire de WEIERSTRASS: Zztr Theorie der eindeutigen analytischen 
Functionen: 
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))Soit Q un ensemble fini dans le domaine de la variable x k varia- 
bilit~ illimit~e, dont les points particuliers sont a~, a 2 , . . . ,  a,. Soient 
ensuite 

( ' ) G, I , G~ , . . . ,  G,, 

( ' )  des fonetions monog~nes uniformes, oh G~ ~ eonstitue une fonetion 

enti~re de i , qui s%vanouit quand 
X - -  a v 

[ 

X ~ (,t  u 
- - - - ~  O .  

La somme 

G [ i . . .  i 

reprdseute en ee eas une fonction monog5ne uniforme de la variable x, 
laquelle se cornporte d'une maniSre r6guli6re au voisinage de chaque 
point n 'appartenant pas k l'erlsenible Q, et qui, au voisimige de chaque 
point a~ appartenant k cet ensemble, peut se mettre sous la fornie 

ti,,{ , \ + i i (x  - -  aD. 

D'autre part, ehaque fonetion monogb.ne uniforme de x qui se corn- 
porte partout d'une maniSre rdguli6re, sauf au voisinage des points ap. 
partenant  k l 'ensemble Q, peut se mettre sous la forme d'une somme 
telle que celle qui a dtd dite.~ 

Supposons maintenant que +' " ' Q' legahte  = o n~ait pas lieu, et que Q 
eontienne par cons6quent un nombre infini de points a~, a ~ , . . . ,  a~, . . . .  
]l peut dtre prouv6 qu'il est toujours possible, en ce cas, d'adjoindre k 
chaque point tr~, qui n'est ni o ni ..~, un autre point D~, appartenant 
h Q', et pouvant dtre cboisi de telle sorte, que lim i a ~  b~l ~ o, ou 

qu'k chaque quantit6 positive 8 corresponde un hombre entier positif n 
tel, que I a,~-- b~[ < 8 dds que u >=u. Cela n'exclut pas la supposition 

b~ = cxv, et l'on entend en ee cas par (a~,--oo) l'expression i_. Faisons, 
av 
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en eflht, ddsigner ~. b, Fun apr6s rautre,  chacun des points appartcnant  ~ Q'. 
I1 existe alors toujours, pour chaque p donnd, une limite infdrieure p~ du 
module [a.~ ~ b [, laquelle n'est ni nulle, ni infinie. On volt dgalement 
sans peine qu'il  se trouve au moins un point b tel, que [a~ ~ h i :  p~. 
Je choisis arbitrairement un point pareil, que je ddsigne par b.~. Soit 
maintcnant 0 une quantit6 positive quelconque. I1 ne peut y avoir, parmi 
les points a~, un hombre infini de points a~. pour lesquels p./ soit su- 
p6rieur ou 6gaI s ~9. Car, si c'gtait li~ cas, il y aurait  toujours du moins 
un point b' tel, qu'il  exist's dans chaque voisinage de ce point unc 
quantit6 infinie de points a~.. Le point b' appartient s Q', et l'on aurait  
par suite, contrqirement s la supposition admise, une quantitd infinie de 
points a~. pour lesquels [ a ~ . -  b' I, et par consdquent aussi p./, seraient 
inf6rieurs s une aussi petite quantit6 que l'on voudra, et d6s lors aussi 
inf6rieurs ~ (9. I1 existe donc n~cessairement un nombre entier n tel, 
que < 0 < que >= 

Admettons ult6rieurement une quantit6 positive arbitraire e < t, et 
en outre une s6rie infinie de grandeurs 

qui, arbitraires ~ tous autres 6gards, sont soumises aux deux conditions 
d'etre toutes des quantit6s positives et d'avoir une somme finie. 

Pour former l'expression analytique cherch6e, on peut proc6der de 
la mani6re suivante. Si a~ ~ - o ,  ou a~-~ cx9, on pose 

(I) Comme exemple d'un ensemble Q pour lequel Fdgalit~ Q ' ~  o ne se prSseate 
pas~ je citerai l'ensemble qui constitue la rdunion de tous ]es points 

n - 1  2kTri 
I / i~ ~- \ _ _  ~ _  ) . e ~ + l ;  n ~ - o ~  l,  2 , . . . ;  k ~ o ,  I, 2 ~ . . . , n .  

a s k =  [ + n-t-  I / 

Ici Q' se compose dvidemment de la rdunion do tous les points remplissant ]a con- 

dition 1~1-~ t. Les quantit~s b,~ peuvent ~tre fix~es de telle sorte, que b,,k = v ''+! 

(.)u volt imm~diatement la sigoifieation g~omdtrique de a , , ~  b~, e t  Q'.  

2 -  665006 A c t a  ma themat i va .  4 
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Si, au coutraire, a, n'~st ni z6ro ni infini, il est toujours possible de d6- ( i )  
velopper a., ~ --~ en une sdrie(~) 

o o  

Z , ~( , j 
A ; ?  ( ~'" - -  ~" I \,z -- b,/ ' 

~ = 0  

converge d6s que I " ' -  b~[ qui < I. On entend alors, qu:md b, = co, 
I x - - b ,  

I 

Ct.j - -  b~ 
par -- l 'expression z Le coefficient 4(~) est toujours  zdro quand b~ 

9J - -  b,, a v -  a 0 

�9 , 

n'est pas 6x~, Inais il poss6de en g6ndral une valeur dlfferen e de zdro 

quand b~ = cx~. Or, il existe toujours  un nombre entier m~ dgal ou 

- -  I, OU ~ zero, ou ~ u.n noinbre positif, assez grand pour que le module  

de la s6rie 
ao 

Z AT \ ~ - - b ~ /  
p . = m  v + l  

soit < , .  d6s que I ~ v - - ~  _ .,b'l<-~'" Quand on a trouv6 un nombre m v pareil, 

on pose: 
m v 

I 

/_. . ,  ,, \ z  __  b ~ /  " 
p.= 0 

Si m~ = -  x, on introduit dans eette expression le tevme .z6ro au lieu de 

m v 

p=O 

de mani6re ~ obtenir dans ce cas 

(1) K. WEIERSTRASS: Z~r Functioneulehre. Monatsbericht  der K6nigl .  Aka- 
demie der Wissensohaf ten  zu Berlin~ August 1880, p. 7. 
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La sdrie 

13 

or 

est alors une expression pareille ~ celle dont je voulais prouver l'exis- 
ten ce. 

En cffcl, soit x 0 une valeur finie d6terminde de x, n'appartenant pas 
1'ensemble Q + Q'. I1 est alors toujours possible de trouver une quantit6 

positive p telle, qu'aucune des valeurs de x pour lesquelles [x~xo[~ p 
n'appartlenne ~ Q + Q'. Si l'on fait prendre successivement '~ x routes 
les valeurs remplissant la condition IX~Xo [<p, et que, dans l'cxpression 
I~c--b~[, l'on fasse parcourir h > la s6rie I, 2, 3 , . . . ,  i} existe 6videm- 
ment une quantit6 positive l constituant la limite infdrieure des valeurs 
obtenues de cette mani@e par Ix - -b~l .  On a donc, pour les valeurs 
de x qui remplissent la condition [ x ~ x 0 I ~ p ,  

[ z - -  >__l. . . . .  

Posons maintenant O--= el. I1 existe toujours, comme nous l'avons 
vu, un nombre entier positif n tel, que l a y - - b ~ l <  0 d6s que u > n .  
Par suite, l'on a aussi, pour ~ > n, 

l ay - -  b~ [ 0 
- = z "  

Rappelons-nous maintenant que 

dds que 

\ x - -  o~/  I 
, u ~ 0  

l a ~  - -  b y  [< 

et que la s6rie ~, + s 2 + z 3 + . . .  poss6de une somme finie. On voit 
d6s lots imm6diatement que si 9 est une quantit~ positive arbitraire~ 
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il est toujours possible de ehoisir It hombre n assez grand pour que 
ron ait: 

I , t . --  b~ I 

I .-~--:--~1 < ~; 

.,~1 z,'~(~)I < ,~, 
k la condition 

~ao 

La sdrie ~ Fv(x) est done unif'ormdment eonvergente pour le domaine 

Ix--x,l~a. Ch~cu.e des fonctions F , , (x ) (~ : - :  i, ' ~ , . . . )  peut aussi pour 
ee mdme domaine dtre raise sous la forme d'une s6rie ~l(x~xo). 12on 
a done, en vertu d'un thdor6me (l) connu, pour I x - -  x 0 l--< P, 

Z ~ ( x )  = y ( ~  - -  x0). 
Y = I  

On volt immfidiatement qu'il e n e s t  de mdme quand x o = c~, sans que 

ee point appartienne k Q q- Q', pourvu que l'on introduise x_ ~, la place 

de (x - -  x0). 
Soit maintenant a~ l 'un des points dont l 'ensemble est Q. Prenons 

la quantit~ positive p assez petite, pour que, k l 'exception de (x-----a~.), 
aucune des valeurs de x pour lesquelles Ix ~ aal< p n.'appartienne 
l 'ensemble Q -{- Q'. 

De la mdme mani~re que lorsqu'il s'agissait "plus haut  de la s4rie 
oo 

~, F~(x) pour le domaine Ix--xol<Ap, on comprendra sans peine que la 
1 ~ 1  

a~ 

s6rie Z ~ : ( x ) - - F ~ ( x )  est uniformdment convergente pour le domaine 

Ix ~ aa Is et l'on obtiendra ainsi 

Y. F ~ ( x )  - -  F ~ ( x )  = IJ (x  - -  .~), 
' a = l  

(1) K. WIgIERSTRASS; ZUF ~unctionenlehre, p. 7. 
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d'oh suit S son tour 

15 

I1 e n e s t  aussi 6videmment de m~me de (a~ = cx3). 
J 'ai donc prouv6 que l'expression analytique 

poss6de les propri6t6s indiqu6es dans mon th6or6me. 
La s6rie 

,--z \ z - - b ~ /  
.u=O 

l a , - - b , ]  
donnde plus haut, est convergente d6s que I z -  b, i < I. II en suit qu'il 

est toujours possible de trouver un nombre m, assez grand pour que 

," \ z - - b ~ /  < r 
;t,~mv + l 

la, ~ b~ I 
rant que x remplit  la condition ~ < ~ < i .  Comme il a d6jk dt~ 

dit, j 'entends ici par a~--c~ l'expression ~'~. 

Je vais maintenant donner une m6thode trbs simple pour le calcul 
de m~. On suppose k cet effet que les points a~ (~ =~ i, 2 , . . . ) ,  de m~me 
que les fonetions 

ont 6t6 choisis arbitrairement dans los limites donndes. 
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J e  pose:  

i ) ,!=', ~" ~% - -  _ _  t : - -  2 _ _  

G. ~7-~--- ~-. �9 - -  , .  + ( .  - -  ~.)~ + ( ,  - -  ~2 ~ + . . . .  

J e  s uppos e  en  o u t r e  q u e  a~ n ' es t  ni  zdro,  ni  inf ini .  

Si b~ est  u n e  q u a n t i t 6  finie,  on  o b t i e n t  les coe f f i c i en t s  

s y s t 6 m e  d ' 6ga l i t 6 s :  

A (~) p a r  le 

A ( o  v) ~ o 

a v -  by 

a, - -  b, + (a, - -  b,) '~ 

f~ av - -  by .3i_ [1 l I (a,~ - -  by) 'a -4"- ([1 I ) ( / 1  - -  2 )  0 _  3 

i_~ ( . . - -  b.), + ' "  

. . .  + (/,. - -  ~ ) ( / , - -  2 ) . . .  ( , , - -  [ r - -  ~]) r + . . .  
l~'--  l ( ( , , -  b,)" 
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et si b~ est infini on obtient les m6mes coefficients par le syst6me 
d'dgalit6s 

av (/u 
.~ + . . .  + ( - -  ~ ) ' . - - ;  + . . . . . . . . . . .  

(/~, (7 v 

-4?  ) ~ - - -  + 2 ~ - ~ 3 ~ - + . . . + ( - -  I ) ' . r . -  7 +  . . . . . . . . . .  
a~ ~ ,  a,~ a v 

~% + 3 ~ - - 6 ~  + . . .  + ( - -  ~ . - -  + . . .  av av C% ] " ~ a r 

A(~') coo "-I- [ l  -F I c(__ ~) ([1 ~- I)( / l  d I - 2) O~ ) 
: ~ - -  +i l l  

--,'~ a. IZ a~ 12 a ~  

�9 " "  (z~ + r -  , )  r  
�9 . .  - 7 - - 4 - . - -  "3 L ( _ _  i),.{f.~ "4- ')(!z "4-1:) I av 

( ' ) La suite G~ ~ - ~ -  6tant, par rapport aux puissances de m ~v 

s6rie k convergence absolue et illimitde, la somme 

u n e  

~ + ~V  + - 7 j  + . - . ,  

oh la quantit6 $.~ peut ~tre une quantit6 positive quelconque, poss6de 
toujours une valeur positive finie, qui peut ~tre d6signge par g~'). On 
aura done I c~'~l=v~ <'(~)~'-~. Quand b, est fini, on obtiendra par consgquent 

IA~,I  < g ~ ~  ~. - ,  = l a ~ - - 5 . 1 '  I + l a . - - b . i /  ' 
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et, dans le eas oh b~ est infini: 

g ~  �9 r  

IA,,)I < �9 I-- \ 
-" = -l~:i I~,I/ " 

Posons maintenant deux quantitgs positives, a et fl, remplissant les 
conditions 

fl<~, (i+~)~<~, -__r 

It  existe toujours une quantit6 positive ~" . ,  telle que 

$ 

x - - f l <  e' < i .  

Choisissons ensuite, ce qui est toujours possible, les quantitds Sv cor- 

respondant ~ une quantitg finie by, de telle sorte que ]a~-b~]  < a, et 

les quantit6s Sv correspondant k b~----oc, de fa~on que ~ ]  < ft. 

Quand b~ est une quantitg finie, et que i z _  b~ < z, on aura donc 

' ' I o ~ - ~ . 1  ~ < ' "  g $  �9 a 

iA(~'l__. . l~_b~  I = ; u  
p = m  v + 1  

I _ _  . ~ , m ) , + l .  _ _  . 

I - -  E '  

Si, au cont.raire, bv.=cxv, et s i l ~ l < r  obtient 

E II i z ~ g $  . ,cr 5 , , . ~ +  1 .  _ . 

p - - - m ~  -4-1 

On n'aura donc qu'k choisir le nombre m, de fa,con que, dans le 
premier cas, 

et, dans le second cas, 

(~) , 3  I 
�9 q~  " P  c , m  v + l . _  
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qu'it poser ensuite 

t n  v 

I (~) a ~ b ~  I, 

p = 0  

quand a~ est une quantit6 finie qui n'est pas zdro, et 

19 

lorsque a~ est z6ro ou infini, et ~ faire enfin 

oo 

t 5  = Z 

pour obteniv en F~ une expression analytique ayant les propri(~t6s in- 
diqu6es dans ilion thdor6me. 

La  grande latitude que l'on poss6de dans le choix des quantit(~s e, 
~1, z2, e a , ' "  et, dans certains cas, bl, b~, b y . . . ,  laisse une infinit& de 
moyens divers de former une pareille expression jouissant des l,ropri(:t6s 
requises. 

Soient maintenant F .  une certaine expression de l'esp6ce COLIsidel'SC, 
et G. une autre expression analytique se comportant d'une fa$on r(~gu - 
liSre, du moins au voisinage de chaque point n'appartenant pas ~ l'en- 
semble Q', mats pouvant ~tre prise d'une mani~re parfaitement arbitraire 

tous autres 6gards. 
Ces deux choses-ci sont alors 6videntes, savoir: que 

poss6de toujours les propridt6s indiqudes dans mort th6or6me, et que toutes 
les expressions analytiques jouissant de ces m~mes propri6t6s peuvent 
dgalement ~tre raises sous une forme pareille. 

oo 

Si l'on met Gx sous la forme ~f~(x),  oh, du moins au voisinage de 

chaque point n'appa,rtenant pas ~ Q', chacune des fonctions 

f,(x), 
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se comporte d'une faqon r6guli6re et .~ f~(x) converge d'une mani~re uni- 

forme, F~ pourra s'~crire 

On obtient p. ex. une expression pareille F~ en posant 

off f~(x) est une s6rie toujours convergente par rapport aux puissances de 

i I ' ' , '  e t  ' ' o'  ~.--b~'et o(~ s <~. d~s q u e l ~ _ b ~ ] = . ,  e,, e ~ , . . . , ~ , . . .  

6tant des quantit~s positives, et la s6rie ~ ~: gtant convergente. 

On trouvera l'expos~ et la d6monstration du th6or~me qui vient 
d'etre d~velopp6, dans le Bulletin (0 fve r s ig t )  des travaux de l'Acad~mie 
royale des sciences de SuSde pour le 7 Juin 1876, avec cctte restriction 
cependant, que Q' ne contient que le point x ~ cxv, et quc lcs fonctions 

I e i . .  t . . .  

sont toutes des fonctions entiSres i'atiommlles. La d~monstration dont je 
me suis servi ~ cette occasion-lk, est toutefois diffdrente ~ plusieurs 
(igards de celle que je viens de donner. Quant k cette derni~re, elle est 
conforme, dans des points essentiels, k celle employee par WEIERSTRASS 
dans son mgmoire: ))Ueber einen functionentheoretiscl~en Satz des Herrn 
G. MITTAG-L~FLEm). (Mona t sbe r i ch t  der  Ksn lg l .  Akademie  tier 
W i s s e n s c h a f t e n  zu Ber l in ,  August 188o.) J'avais d~jk expos6 la 
mOne d~monstration dans mon cours k l'universit4 d'Helsingfors (Fin- 
lande) au commencement de l'annSe I879.(~) J'ai expos5 ce fait que mon 

(~) Voir outre ]e m4mCre de W.~E~TRASS d~j~ citg~ les mdmoires suivants: 

~ULIsSE Dim. Alcuni feoremi sulle fa~zioni di una variabile complessa. I n  me-  
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th6or6me est 6gal'ement vaIable quand Q' continue ~ se composer du seul 
point x = oo, mais .que les 

v =  I~ 2~ 3 ,  " ' "  

soot des fonctions enti~res transcendantes, dans le Bulletin ( 0 f v e r s i g t )  des 
t ravaux de l 'Acad6mie royale des sciences de SuSde pour le I2 Ddcembre 
I877 , et je l'ai d6montr6 dans le Bulletin du 8 Fdvrier I882 de la 
mdme Acad6mie, ainsi que dans les C o m p t e s - r e n d u s  des s6ances  de 
l ' A c a d d m i e  des s c i ences  de F r a n c e ,  13 Fdvrier i882.( ')  

Dans ce qui prdc6de, l 'ensemble Q a pu dtre fix6 arbitrairement. 
Si l'on exclut du champ de la variable x l 'ensemble Q + Q', il reste tou- 
jours un hombre de continua diffdrents entre eux, et dont chacun se 
compose d'une scule piece. L'ensemble de tous ces continua est un en- 
semble fini, ou poss6de la mdme puissance que ]a s6rie des nombres 
I 1 2 , . . . ,  v, . . . .  (2) Si l'on entend par ~ un de ces continua, on peut 
montrer que l'expression /~', constitue toujours en dedans de ~f la mOne 
fonction monog6ne. En effet on a le th6or6me: ))Une expression ana- 
lytique, qui se comporte d'une maniSre r6guliSre au voisinage de chaque 
point appartenant b, un continuum compos6 d'une scule pi(~ee, reprdsente 
toujours en dedans de ce continuum une mdme fonetion monogSne et 
uniforme)). Ce th6orgme est une eonsdquenee imm(~diate de la d6finition 
qui a 5t6 donn6e aux expressions de ))se eomporter d'une mani~re r6- 
gulidre au voisinage d'un point)), et ))dtre un contimuon eompos5 d'une 
seute piece)). 

mor iam Do)tlmCI CHELL'~I C o l l e c t a n e a  3 I a t h e m a t i c a  nunc p r i m u m  edi ta  cura  
et s t u d i o  L. CRE~tONA et E. BELTRAMI.)) 

:l)(~H. HERMITS. Sur quel~ues points de la thdorie des fonctions. Extrait d'une lcttre 
de M. HERMITE ~ i'~I. MITTAG-LEFFLER. Ac ta  S o c i c t a t i s  S c i c n t i a r u m  Feonicm~ 

T. XII)), ainsi que ~Journa l  ftir die rc ine  und a n g c w a n d t e  3 Ia themat ik~  Bd. OI)). 

))E. SCHEm.X(~. Das A~schliessen einer Function an algebraische Fu~zctionen in 
unendlich vielen Stellen. A b h a n d l u n g e n  der  KSn ig l .  A k a d e m i e  der Wissen-  

Scha f t en  zu G~t t ingen .  Bd. XXVII.~ 

(~) Voir aussi: F. CASORATI. Aggiunte a recenti lavori dei Sig ~ WEIEt~TRASS e 

MITTAG-LEFFLER sulle funzioni di una variabile complessa. Anna l i  di M a t e m a t i c a  
pura  ed a p p l i c a t a .  Serie IP. Tomo X~ 

(~) Voir ce journal, T. 2, p. 36(5. 
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Mettons maintenant que la limite compl6te du continuum .2f dont 
j'ai parl6 ei-dessus, consiste en un ensemble Q~-4- Q;, oh Q~ est un en- 
semble isolg contenu en Q, et tel, qu'aucune des fonctions 

V---- I~ 2 ,  3 ,  " "  

correspondant ~ un point a~ de Q~ ne disparaisse identiquement. La fonc- 
tion constitude par Fz en dedans de ~ eat alors une fonction monog6ne 
et uniforme qui ne peut pas 6tre continu6e au del~ de ~ .  C'est ce qui 
suit imm6diatement de cette circonstance que chaque point de Q, est un 
point singulier de Ia fonction et que, par cons6quent, chaque point de Qi 
est aussi un point singulier. 

C'est une question de grand intdrdt que de savoir si chacun des autres 
continua restant apr6s que l'ensemble Q + Q' a dtd exclu du champ de 
la variable x, constitue de m~me une fonction monog6ne st uniforme qui 
ne peut pas 4tre continude au delk de ce continuum. Cette question ne 
sera toutefois pas trait6e ici. 

Mais je ferai observer que si 1'on apporte au choix de Q cette 
restriction que l'ensemble Q 4- Q' doit constituer la limite compl6te d'un 
continuum composd d'une seule pi6ce, on obtient, au lieu du thdorSme A ,  
le thdor6me suivant: 

B .  ))Soit Q un ensemble isol6 dans le domaine de la variable x 
choisi de telle sorte, que Q-4-Q' constitue la limite compl6te d'un con- 

tinuum ~ .  Soient ensuite a~, a : , . . . ,  a , . . .  tous les  points de l'ensemble 
Q~ et 

' I ~ e I I 

, ( , )  une sdrie de fonctions monogenes uniformes, o11 G~ .~--~- d6signe une 

I 
fonction enti6re rationnelle ou transcendante de ~--a---~' qui s'dvanouit 

lorsque 
I 

- -  O~  

sans toutefois dtre identiquement nulle: II est toujours possible de former 
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une expression analytique reprdaentant une fonction monog6ne uniforme, 
laquelle se comporte d'une mani6re r6guli6re au voiainage de chaque point 
situ6 en dedans de ~ ,  et qui, dans un entourage auffisamInent petit d'un 
point a~ appartenant k Q, peut dtre mine' aoua la forme 

( x )  
Chaque point de Q-4- Q' est un point singulier de cette fonction.~ 
I1 a 6td montr~ de quelle manidre on pent toujours former une 

expression analytique qui reprdsente, en dedans de ~ ,  une fonction pa- 
reille. Si le continuum ~f est tel qu'il existe des points situds en" dehorn 
de ce continuum, l'expression F~ a toutefois, mdme pour chacun de ces 
points, une signification ddterminde, et s'y comporte d'une fa~on rdguliSre. 
Les valeurs que F~ re~oit en de tels points situ~a en dehorn de ~f, appar- 
tiennent n~anmoins ~ d'autres fonctions que celle qui eat constitu(~e par 
F~ en dedana de ~f.(~) Si maintenant ron supprime la condition que 
F~ doit se comporter d'une fa~on rdguli6re mdme pour les points situ~a 
en dehorn de ~f, il eat possible d'indiquer, pour une expression pareille, 
une loi de formation encore plus g6n6rale que celle donnde prdc6dem- 
ment. Cette condition manque aussi dvidemment de toute signification, 

(~) Si l'on part de l'ensemble Q donnd dans l'exemple de la note page I x, et que 

l'on suppose qu'aucune des fonctions Gnk(z--~a~, ) n'est identiquement z~ro~ l'expresslon 

( ' )  analytique F~ eorrespondaut ~t l'ensemble Q et aux fonctions Onk ~ , reprdsente, 

dans un eercle ayant l'origine pour centre et l'unitd pour rayon~ une certaine fonetiofi 
monog~ne et uniforme qui se comporte d'une mani~re singulibre dans l'entourage de chaeun 
des points 

~krri ( ' )  __ e 2p+l  p=O,l,2, . . . ;  k=0,1,2,...,2p 
a2p k I 2• ~ I 

ainsi qu'aux environs des points situ~s sur la pdriph~rie du eercle. Cette fonetion est r~- 
gu]i~re au voisinage de ehaque autre point appartenant au eercle. Elle ne peut pas ~tre 
continu~e au de]~ du cerele. 

L'expression analytique ~ z  repr~sente aussi une autre fonction monog~ne uniforme 
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s'il s'agit simplement, soit de ddduire, de certains 616ments de ddtermina- 
tion donn6s, une fonction monog6ne, uniforme et rdguli6re en dedans de 
�9 3f, soit aussi de trouver une telle expression d'une fonction monog6ne 
et unifor,ne donn6e, que cette expression indique immddiatement la valeur 
de la fonction qui correspond ~ une valeur d 'argument donnde. 

Supposons par consdquent que le domaine ~ soit tel qu'il existe 
des points situds en dehors. 

Soient, dans ce cas, b, (v = I, 2 , . . . )  des points situds en dehors de 
~f + Q ou sur la limite m~me de ce domaine, et ddsignons successivement 
par b les divers points appartenant ~ l'ensemble Q', ou, en d'autres termes, 
constituant la limite de ,'R + Q. Entendons ensuite par fl, la limite in- 
f6rieure de [b~b,I. Figurons-nous ultdrieurement que nos points 
by (v = i ,  2 , . . . )  ont 6t6 choisis de mani6re que la limite supdrieure 
des qnantit6s fl, (~ = i, 2 , . . . )  soit une quantit6 finie d6termin6e fl, 
et que 

lim (1 a, - -  b~ ] - -  fl~) = o ,  
v=c~ 

ou que, k chaque quantit6 positive O, r6ponde un nombre entier positif 
n,, tel que [a  v -  b~l--fl~ < O d6s que ~_> n. 

Le cas oh b, ~-o,v n'est pas exclu dans le prdc6dent, mais alors 
__ I 

a , ~ o o  signifie I et b - - o o  signifie ~. av t 

Si l'on choisit, dans l 'ensemble Q', les points b~ (v---- i ,  2 , . . . )  de la 
mgme mani6re qu'k la page i I, la totalit6 de ces conditions sera remplie. 
Les quantitds /~ (v---- I, 2 , . . . )  seront en ce cas toptes 6gales k z6ro. 

n'existant qu'en dehors du eercle mentionn6~ et qui ne peut pal" consdquent se continuer 
dans |'intdrieur de ce eercle. Cette fonction se comporte d'une "fa~on singu|i~re au voisinage 
de chacun des points 

2k~i 
( ~ )  2-'p-- p ~ l , 2 , . . . ; k = O , l , 2 2 p - - 1  . . . . .  a2p--ti: = I + e 

oomme aussi dans l'entourage de chacun des points situds sur la p6riphdrie du cercle. 
Pour la premiere fonction~ ~[~ + Q est dgal ~ l'intdrieur d'une surface circulaire 

ayant l'origine pour centre et l'unit~ pour rayon. Pour la fonction mentionude en dcrnier 
lieu~ ~ + Q est 6gal IL]a partie du plan tombant en dehors de la surface pr6eiu!e. Poar  
les deux fonctions, la p6riphdrie du cercle est dgale k Q'. 
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On verra toutefois sans peine comment il est possible dTindiquer des 
cas off les quantitds by peuvent dtre choisies aussi d'une autre mani6re, de 
far k remplir les conditions donndes. Soit, p. ex., comme c'est le cas de 
la premi6re des fonctions mentionn6es darts ia note de la page pr6c6dente, 
le domaine ~ + Q l'int6rieur d'une ligne circulaire, elle-mdme 6gale ~ Q', 
et ayant x = o pour centre. Si l'on met alors b~ = , o c  (~ = I, 2, . . . ) ,  
la totalit6 des conditions indiqu6es sera remplie. Ou aussi, comme c'est 
le cas de la derni6re des fonctions donn6es dans la note de la page 
pr6c6dente, soit ~ + Q l'extdrieur d'une ligne circulaire 6gale k Q', et 
dont le centre est z = o. Toutes les conditions seront remplies, si l'on 
pose b~-~ o (~ = i, 2, . . . ) .  

Fixons, maintenant, exactement de la mdme mani6re qu'en formant 
1'expression F~ du th6or6me AI, la. sdrie r r r  off chaque 
terme est une quantitd positive, et off la somme de t o u s l e s  termes a 
une valeur finie d6termin6e; mais, au lieu de la quantitd z < I, in- 
troduisons une s6rie infinie de grandeurs positives ~(', ~(~),. . . ,  r 
soumises ~, la condition limz(~)= I. Formons ensuite les fonctions 
F~(x) (~---- I, 2 , . . . )  comme auparavant, mais avec la modification que 
les hombres m~ (u = I, 2 , . . . )  seront maintenant choisis de telle sorte, que 
le module de la sdrie 

/L=my+l 

, Io -bvl soit inf4rieur a z~, des que ~ ~< ~(~), tandis que m~ n'avait besoin 

auparavant que de remplir la condition 

Z A"' ( o. - 
�9 " \ ~ - - b ~ /  ] < s "  

~ = m u + l  

d6s que Iz- -bvl- -~e"  
ao 

La s6rie ~.,F~(x) repr6sente alors une fonction monog6ne uniforme 
v = l  

et r6guli6re en dedans de ~ ,  jouissant des propri6t6s indiqu6es au th6o- 
r6me B .  
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La preuve peut 6tre donn6e exaetement de la m6me maniSre que 
lorsque les fonctions F.,(x) (u---- i ,  : , . . . )  avaient 6t6 d6duites d'apr/cs le 
mode de formation plus sp6cial indiqu5 auparavant,  si l'on a r6ussi toutefois 
k ~!tablir pr6alablement qu'il existe toujours un hombre entier positif n 

tel que I z -  b, < e(')' d6s que ~ ~ n, quand ] x - -  x0 [ ~<p, oh x0 est un 

point donnt~ de ~ + Q, et oh p a 6t6 choisi de telle sorte, qu'il n'existe 
pas, dans le domaine I x - -  x o ] ~ p ,  d'autre point appartenant k l'cnsemble 
Q +  Q' que le point x0 tout au plus. 

On peut dSmontrer dc la mani6re suivante qu'il existe toujours un 
nombre n de l'espdce indiqu6e ci-haut. Si l 'on fait prendre successivement 
k x routes les valeurs pour lesquelles I x - - x 0 1 < p ,  et que l'on fasse 
parcourir en outre k u la s~rie des nombres i ,  e, 3 , . . .  dans i'expression 
I x - -  b, [ --:/~.,, il existera nelcessairem'ent une quantit6 'positive ddtermin~e 
l, constituant la .limite inf6rieure de 

On aura donc 
Ix--b l--fl . 

+ t, = 

dbs que ] x - - x , , l < = p .  Vu l aman iS redon t l e squan t i t~ sbv  (u----- I, 2 , . . . )  
ont fit6 fix~es, il existe toujours, quand 0 < 1 est une quantit6 positive 
d6termin~e, un nombre entier positif n' tel, que 

d6s que u _> n'. Par eonsdquent, 

I 
x- -b~[  < l+f l~  

Or, fl constituant la limite sup6rieure de fl~ (u = l, 2 , . . . ) ,  oil a 

et par suite 

l a,~ --  b~ I O + f l  
- < 

Vu la condition lime(*) = t ;  attendu, en outre, que /~ est une quantit~ 



S a t  ]a reprdsentation analyt ique  des fonetions monogbnes uniformes.  27  

finie dStermin6e, et qur 0 < l, il est toujours possible de trouver un 
nombre entier positif n" tel que 

t +D 
- -  < z (~), d6s que v=>n".  

Or, si l'on d6signe par n le plus grand des deux nombres n' et n", on 
aura par consdquent 

I z --  b. I < z(~)' d6s que ~ > n. 

Nous avons donc obtenu, dans la nouvelle s6rie 

une expression qui repr6sente en dedans de ~f une fonction F(x) ayant  
les propridt6s indiqudes au thdor6me B .  Si, maintenant, l'on entend par 
G(x) .une fonction monog6ne, uniforme et rdguli6re en dedans de ~ + Q, 
mais arbitraire s tous autres dgards, 

= + 

a dvidemment ~ tous 6gards les mdmes propridtds que celles qui ont dr6 
d6montrdes appartenir ~ F(x), et, d'autre part,  sous la forme ~ ( x )  sont 
comprises toutes les fonctions qui poss6dent ces propri6t6s. 

Pour obtenir les hombres n~ (~ = I, 2, 3 , - - . ) ,  on peut employer 
avec une modification insignifiante la m~me m6thode que dans le thdor6me 
A .  Au lieu des deux quantit~s fixes a e t  fl, il suffit en effet d'introduire 
les quanr 

e t  u= 1, 2, 3 . . . .  

On choisit ensuite les quantit6s ~:, (~--=- i ,  2, 3 , . . . )  de telle sorte que 

3 -  665006 A c t a  ~tathematica.  4 
I - - f t .  

< I~ 
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A chaque indice v correspond un nombre positif z(~)' tel que 

(I + a~) z (~) < z (~)' < I, ct - -  < z('~)" < I. 

Si b~ est une quantit6 finie, on choisit maintenant le hombre m~ tel que 

('O a 
.q~ " ~ . (~ (~) ' ) , ,%+1  [ 

et si b~ = co, on ehoisit m~ de mani6re que 

(v) f ~  

i - f i ~  (s"))"'~ + '  l - -  ~ < ~- 

Mon th6or6me B a 6td expos6 et d6montr6 dans le Bulletin ( 0 fve r -  
s ig t )  des t ravaux de l 'Acaddmie royale des. sciences de Su6de pour le I2 
Avril  i882,  ainsi que dans les C o m p t e s  r e n d u s  des s6ances  de 
l ' A c a d 6 m i e  des s c i e n c e s ,  Io Avril  et x4 Ao~t I882. J 'ai toutefois 
consid6r6 spdcialement, dans ces deux publications, le cas mentionr~6 au- 
paravant, oh le domaine ~ + Q se compose de l'intdrieur d'une ligne 
circulaire 6gale elle-m~me i~ Q', et ayant  x = o pour centre. Les quan- 
tit6s b~ ont aussi toutes 6t6 suppos6es 6gales i~ oc. Si l'on ddsigne alors 
par R le rayon du cercle ~f + Q, toutes les quantitds fl.~ (~ = t, 2 , . . . )  

i 
seront 6gales ~ ~ .  On pourra choisir les quantit6s z (~ (, = I, 2 , . . . )  de 

telle sorte que 

$(~) ~ _  ~ -  �9 

La fonetion G(x) devient une s6rie proc6dant suivant les puissances po- 
sitives enfi6res de x, et convergente du moins pour Ix l <  R. Si le do- 
maine ~f + Q se compose de la partie du domaine de la variable x, 
tombant  en dehors d'une ligne circulaire elle-m6me 6gale i~ Q', ayant  

--- 0 pour centre et /~ pour rayon, toutes les quantit6s b~ (~ -= I t 2,. . .)  
peuvent ~tre prises 6gales K z6ro. Les quantitds /~ (~---- i, 2 , . . . )  seront 
alors toutes 6gales b .R .  On peut prendre de mdme 
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La fonction G(x) devient en ee cas une s6rie proc6dant suivant lcs puis- 

sances positives enti~res de x, et convcrgente du moins pour [x i >  R. 
;g 

Soit maintenant F(x)  une fonction monogSne uniforme donnde, pour 
laquelle l'ensemblc P de tous ses points singuliers-cst tel que l'6galit6 
P - - P '  Q - - o  n'a pas lieu. En vertu du th6orSme B on peut tou- 
jours former une expression analytique, qui repr6sente une fonction mo- 
nogSne uniforme, dont tous les  points singuliers sont compris dans l'en- 
semble Q + Q' ct qui de plus est telle, que la diffSrence entre elle et 
F(x)  est une nouvelle fonction monogSne et uniforme, qui a t e s  mdmes 
points r6guliers que F ( x ) m a i n  qui en plus se comporte r6guliSrement 
aussi pour chaque point de l'ensemble P - - P '  : Q. On a par consdquent 
le th6or~me suivant. 

B' .  Soit F(x)  une fonction monogSne uniforme qui poss~de des 
points singuliers isol6s. I1 est toujours possible de former une expression 
analytique, repr6sentant une autre fonction monogSne uniforme telle, que 
la diff6rence entre elle et F(x)  est une nouvelle fonction, qui se comporte 
r6guliSrement non seulement partout oh c'est le cas pour la fonction 
proposSe, mais aussi dans le voisinage de chaque point singulier isol6 de 
cette derniSre. 

2 .  

Pour pousser plus loin les recherches, expos6es au w I, il est n6ces- 
saire de commencer par d6velopper quelques ddfinitions et quelques th6- 
orSmes concernant les produits infinis. 

On dit qu'un produit infi~i 
0o 

est convergent [orsque, apr~s avoir fixd arbitrairement une quantitd positive d, 
il est toujours possible de trouver un hombre entier m tel, que le module de 

H(x + vv)-- 
v ~ n  

pour chaque valeur positive de n', soit moindre que (~, aussit6t que n >=~ m. 
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Or, on peut d6montrer que: 

a ))si ~ni(i-t-vv) est un produit convergent, dans lequel chaque 

facteur est une quantitd finie ddtermin&, diff~rentc de z~ro, le produit 

~_IIl(I q- v,) tend vers une limite finie et d~termin~e lorsque n croit au delk 

de toute limite; autrement dit, il existe toujours une, et une seule, quan- 
tit6 finie et d6termin6e telle que, dans chaque voisinage de cette dernibre, 

n 

on trouve une infinit6 des valeurs que prend le produit ~=I](I T v~) pour 

les diff~rentes valeurs de n.)) 
La d6finition suivante se trouve alors 16gitim6e: 

Un produit convergent ~ (I d-v~) est acceptd comme dg~d h la limite, 

vers laquelle converge le produit h ( i q- v.,) pour les vtdeurs croissantes de n. 
u = l  

I1 est facile maintenant ~le d6montrer les propositions suivantes: 
b ))un produit convergent ne peut dtre 6gal k z6ro, k moins qu'un 

de ses facteurs ne soit 6gal k z6ro;)) 

t~ ))si ~=I:Ii (x -I-v~) est un produit convergent, la sfirie 

~w~ 

oh 

W 2 = ( I  + VI)V 2 

w, = (I + vO(x + + v,_,)v, 
�9 �9 �9 �9 �9 . �9 �9 �9 �9 ~ �9 . 

sera convergente aussi, et on aura de plus 

,H(,~ + 
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On peut fixer les notions de la convergence uniforme et absolue des 
produits infinis tout k fait de la m6me mani6re qu'on le fair pour lea s~ries 
infinies. (~) Pour le but que j'ai imm6diatement en vue il suffit de bien 
formuler la d6finition de la convergence uniforme. 

produit infini ~ f ,  dont les facteurs sont des fonclions d'un hombre Un 

quelconque de variables, converge uni formdment  dans une certaine partie ~f 
de son domaine de convergence si a chaque valeur positive ~, fix~e arbitraire- 
ment, correspond toujours un hombre entier m tel, que le module de 

n + a  

I I f . - -  i 

est plus petit que 8, pour tousles ,~jstkmes de valeurs des variables apparte- 
nant au domaine ~ ,  et pour chaque valeur positive r n', si t6t que.n >_~ m. 

Or, on s'assure ais6ment clue: 

d ))si le produit fif~ est uniform6ment convergent dans le domaine 
v = l  

~f, c'est aussi le cas pour la sdrie 

et l'on a.de plus 
fl + , =  + l - -  I) =lf  :, 

v 

ft -- r, + , ) ,  ,> 

De lh. ddcoule immddiatement le thdorSme important suivant:(2) 
e ))soient R et R' deux quantit6s positives donn6es, telles que 

/ / < / / ' ,  et soient 
p,(x), 

un  nombre infini de s6ries, ordonndes suivant les puissances positives et  
n6gatives de x, lesquelles sont toutes convergentes, si tSt que 

R<I I<R'. 

(') K. WET~.aSVaASS: Zur Functionenlehre, p. 3 et 4- 
(2) Voir Wr Zur Functionenlehre, p. 7. 
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Supposons de plus que 

G. Mittag-Leffler. 

c~ 

soit uniform~rnent convergent pour toutes Its valeurs de x qui non seule- 
ment satisfont h, la condition 

mais ont en outre toutes le mOne module. On peut toujours trouver 
dans ce cas une s~rie, ordonn~e suivant les puissances positives et nSgatives 
de x, laquelle est convergente et ~gale 

a o  

pour toutes les valeurs de ~c remplissant la condition 

Ces quelques th~or4mes emprunt~s ~. 1~ th~orie des produits infinis, 
que je viens d'exposer, suffisent pour le but que j'ai imm~diatement en 
rue, et je puis maintenant passer k. la  dSmonstration d'un th~or~me nou- 
veau, qui correspond compl~tement au th~orSme B du w pr~cddent. 

A .  ~Soit Q un ensemble isol~ infini de points dans le domaine de 
la variable x, tel que l'ensemble Q-[- Q' forme la limite complete d'un 
continuum ~f. Soient a~, a : , . . . ,  a~ , . . ,  les points diffdrents de l'ensemble 
Q, et soit n~, n 2 , . . . ,  n ~ , . . ,  une s~rie de hombres entiers positifs ou 
ndgatifs. I1 est toujours possible de former une expression analytique 
repr6sentant une fonction monog~ne uniforme, laquelle se comporte r~- 
guli~rement s l'intdrieur du domaine ~ ,  n'y devient pas zSro et qui cn 
outre dans !e voisinage de chaqu'e point a~ (~----- I, 2 , . . . )  peut ~tre mist 
sous la forme 

(x - -  av).~eY(~-"O. 

Chaque point de Q' est un point singulier essentiel de cette fonction.)) 
Pour d6montrer ce th~or~me on peut proc~der de la mani~re suivante. 

De m~me que dans le w I on peut adjoindre ~ chaque point av, qui 
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n'est ni z6ro ni infini, un nouveau point b., plac5 en dehors ou sur la 
limite du continuum ~f -I- Q; d~signons par ft. la limite infSrieure de l b . - - b  I 
oh b signifie Fun apr6s l 'autre tous lea points de Q' et fixons, comme il 
est toujours possible de le faire, les quantitSs b~ de mani6re que 

l i m  (I ~,,. - ~. I -  r = o 

et que la limite sup~rieure de fl.. soit une quantit5 finie. Choisissons 
de plus des quantit6s positives sl, ~ ,  , s., et ~(1) --(~) s (~) o o . . .  �9 ~ , ~ , �9 * �9 ~ ~ *  * �9 

de la m6me facon qu'au w I, c'est h dire de mani~re que ~ Lit une 

valeur finie et que lira z(')-~ I. 

Supposons que a, ne soit ni o ni co. 
Si b, n'est point cxv, on a 

. , .  , , .  ~,,. : W (<,.__ ~,,r,< 
x - -  a ,  - -  x - - b ,  + Oc - -  b------~ ~-.-~ - \ ~ /  

, t  = 

(~quation qui a lieu, si t6t que 

l ay - -  b~ I 

I z - b .  I < I. 

I1 en dScoule imm(idiatement 

IL=I 
(~ 7---- b~l = e 

laY--b, ,  I aussitbt que ~ - - - ~  < ~. Cette 6quation a lieu m6me dans le eas oh 

a~ - -  ~ 
b~ = oa, si par z - - c ~  on entend l'expression a-~" On a en effet 

- -  a~ av x a v \ q~/ 
I - -  - -  t~ = 0 
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si tSt que ~ < I et  par eonsdquent aussi- 

p.= l 1- \ a v !  
I . . . .  e 

a v /  

On voit par consequent que 

t T 

-, (.._%. . ,(~ 

z - - b , /  ~ e ,,=~,+' 

I ,-b,I des que l a _ b ,  l <  I. Le nombre m, d~signe ici un nombre entier positif 

ou nul. Si m,----o, on doit remplficer le fac/eur exponentiel 

mY i ( a v _ _ b v ~ ,  a 

. ,  Z ; \r-b---U/ 
e :,.i 

par l'unitd. 
.Adjoignons k chaque point a,, qui n'est ~gal ni k o ni ~ o% un 

nombre m, assez grand pour que 

~=mu+l  

[a~ ~ by [ 
si tSt que [ z -  b, [~-~ e(') et posons 

a, - -  b,~", e" _ \z--bvl 

Dans le cas oh a, est nul ou infini, j 'entendrai par b, un point quel- 
conque en dehors ou sur la limite du continuum ~f -{- Q, Si a, = o, je 
poserai 

b, ~', E, (x )  = ( I  --~ ~-----~/ 
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o11 E~(x) pour h, = c~ d6signera x",. Et enfin si a~ = ee je poserai de 
nouveau 

/ I \ n~ 

.t~,(,  X )  ~ I 

oh E.,(x)pour b~ = o  d6signera (~)"" 

~o 

Le produit 1-[E~(x) repr6sente une fonction f (x )  dont les propri6t6s 

sont d6termin6es par le th6or6me A .  
Soit en effet zo un point b~ l ' intdrieur de ~ .  I1 est toujours possible 

de fixer une quantitd positive p telle, que toutes les valeurs de x pour 
lesquelles [ X - - X o [ < p  appartiennent ~galement k ~ .  D'apr6s le w 
on peut aussi toujours trouver un hombre entier n assez grand pour que 

z--b~ i < s(~'' si t6t que u > n en m~me temps que I x - -~01=< e.(') 
Si d est une quantitd positive arbitrMre, pourvu que l'on ehoisisse n 

assez grand, on aura par eons6quent, si 

at) 

It=)n~, + l 

k ~ P" m e + l  

si t6t que ~ >  n, ~' 6tant un hombre entier positif quelconquc. 
a aus s i  

v+r ~ 1 " -  b~ 'L ,+~, - Z - . "  Z -' ,u  
H E ( x )  = e ' -"  ,~ - - : "~  

Mais on 

( ')  Voir p. 26 et 27. 
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E n  augmentant le hombre n on peut par cons6quent rendre le module 

de la diff6renee entre 1-IEk(x) et l'unit6 plus petib que chaque quantit6 
k = l s  

positive voulue. Le produit l"IE~(x) eat par cons6quent uniform6ment 

Convergent clans le domaine Ix ~ x 0 ] <  p et l'on a, en vertu du thdor6me e 

1"1 E~(x) = ~(x - -  :~o) 

6gallt6 qui a lieu au moina dans le domaine I X ~ X o ] < p .  Dans ce 
r  

m~me domaine le produit I IE~(x)  ne peut jamais ~tre 6gal k z6ro, selon 
Y = I  

le th6or6me b; on peut donc-poser (') 

ao 

IIE~(x) = e~(*-~.) 

Si a, est un point qui appartient '~ l'ensemble Q, on peut toujours 
fixer une quantit6 p de telle mani6re que l'in6galit6 Ix ~ a~.l< p n'ait 
lieu pour aucune valeur de x appartenant k l'e'nsemble _~, except6 pour 
x ~ a~. l l  s'ensuit qu'on a 

et par consdquent 

,~ =, elJ(~ --  .~) 
E~(z) 

r  

dana 16" voisinage immddiat de z ~-a~. 
r  

Le produit i-IE~(x) repr~sente par cons6quent k l'intdrieur du con- 
l J = l  

tinuum .~ une fonction monog6ne uniforme, qui s'y comporte partout 
rfiguli6rement et dont la valeur y est toujours diff6rente de z6ro(~) et 
qui de plus, dans le voisinage immddiat de chaque point x = a~ de l'en- 

semble Q, peut 6tre raise sous la forme (x--a.~)"~e ~(x--"~). Chaque point 

( ') Voir WEIERSTRASS: Zg}" Tl~eorie etc., p. 3 I .  
(2) Voir page 2 I .  
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de Q' repr~sente un point singulier essentiel de cette fonction, car dans 
chaque voisinage d'un point de Q' on ~rouve des p51es ou des pointa-z6ros 
de la 'fonction. (1) 

La fonction consid6r~e n'existe par cons6quent nulle part en dehors 
du continuum ~ ~ Q, reals" ~ l'int6rieur de ce continuum clle poss6de 
toutes lea propri~t6s que j'ai indiqu6es dana men th6or6me. 

Les mgm~ propri6t6s appartiennent aussi 6videmment ~ l a  fonction 
reprdscnt6e ~ l'int6rieur de ~ -4- Q par 

oa 

IIE ( ).Fo(x) 
~ 1  

si l'on ddsigne par Fo(x) une fonction qui est monog~ne, uniforme et 
r6guli6re g l'int6rieur, de-~f n u Q, et dent la valeur ne devient 6gale /~ 
zdro dans aucun point de ce domaine.  D'un autre cSt6 chaque fonction, 
jouissant: des propridt6s indiqudes dans le th(~or6me A ,  peut 6tre raise 
sous la forme: 

o o  

II 

Dans le cas off le continuum ~f n t- Q constitue une surface simplement 
connexe, Fo(X )peut  toujours ~tre raise sous la forme e 1~ en d~signant 
par f0(x) une fonction mor~og~ne, uniforme et rdguli~re ~ l'int~ricur de 
u + 

11 convient de remarquer encore, que si l'on prend t o u s l e s  points 
b,~ (~ : I, 2 , . . . )  sur la limite du continuum ~ d- Q, auquel cas il ~est 
aussi possible de remplacer par une seulevaleur  ~ < i la s6rie de va- 

. . . ,  z (') le produit ~IE~(x)se  comportera r6guli~re- leurs $(1) $(~) , . . . ~  

ment dans l'entourage de chaque point situ~ en dehors du continuum 
o t .  p 

consldere. 

(~) Un point �9 ----- a est uu p01e ou un point-z~ro'd'une fonetion monog~ne uniform% si 

cette fonction pent 0tre raise dans l'entourage du point ~r ~ - g  sous la forme ( ~ - - g ) % ~ ( x - a ) ~  

off n d~signe un nombre entier posit i f  ou n~gatif.  Si  n est posit i f  �9 = g est. un point 
z6r% si n est n~gatif ~r ~ g egt un p01e ou autrement dit un point singulier non essentiel .  

(s) CL WglgRSTaASS: Zur Theorie etc.,  p. 3 I .  
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Le thdordme ~4 a 6t6 dnoncg par M. PIcArD dans les Comptes  r e n d u s  
' a  des se nces de l 'Acad6mie  des sciences,  2i Mars 188I, pour le cas, 

oh l'ensemble Q ne contient que des zdros de la fonction consid6rde et 
oh le continuum ~ - ~  Q est compos6 du domaine de la variable inddpen- 
dante renfermd tout entier soit '~ l'intdrieur d'un certain ccrcle ayant 
x ~ o pour centre, soit b~ l'extdrieur de ce cercle. I1 choisit toujours les 
points b~ sur la p6riph6rie de ce cercle, de mani6re que l i~n l a~b~  [ = o. 

Dans ce qui pr6c6de j'ai montrd comment ces points b~ (~ ~ i, 2 , . . . )  
peuvent ~tre choisis encore d'unc infinit6 d'autrcs mani6res diff6rentes. 
Si le domaine ~ + Q est renferm6 tout enticr dans l'intdrieur d'un 
certain cercle, qui est lui m~me 6gal s Q' e t a  x ~ o pour centre, on 
peut poser b~ ~ r (~ ~ I, 2 , . . . )  ct l'on obtient alors l'expression 

IIQ~I 

v = l  

qui repr~sente une fonction n'existant qu'h l'int6rieur de -~-4- Q. 
Si d'un autre c6td ~ - b  Q constitue le domaine cxt6rieur '~, un 

certain cercle, qui coincide avec Q' et a x = o pour centre, on peut 
poser b~-= o (~ = :, 2 , . . . ) '  et, dans ce cas, la fonction est repr6sent6e 
par l'expression 

H [ ( ,  - - ~ ) " ' e  :'~' ] 

Dans le cas oh Q' se compose du seul point x = cxv, le th6or6me A 
coincide avec lc thdor~me remarquablc, dont lc ddveloppement constituc 
la partie essentielle du m6moire de Wr:iErs'rrAss, que j'ai d6j~ cit6 '~ 
plusieurs reprises: Zur Theorie der einde~ttigen analytischen Functionen einer 
Veranderliehen. 

o o  

La convergence du produit 1-[ E~(x) est telle, quc les facteurs qui le 

composent peuvent ~tre transposgs d'une mani6re arbitraire, sans changer 

la valeur du produit. Si l'on d6signe par consequent par 1-IcE~ (x) le 
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product de t ous l e s  facteurs, pour lesquels le nombre n~ est un nombre 

entier positif, et par II:E:(x) celui de tous lea facteurs, pour lesquels 
n~ est un nombre entier n4gatif, on a 

Mais 

si l'on pose 

I I  = 

I 
= 

E,.,(*) 

et l'on peut par eons(iquent (~erire 

Chaque facteur E~,(x) est une fonetion monog~ne uniforme qui n'a qu'un 
seul point z~ro x = a~,, et qu'un seul point singulier x----b~.. Chaque 

facteur E~.(x) est aussi une fonction monog~ne uniforme, qui n'a qu'un 
seul point zSro x----a,, et qu'un seul pob~t singulier x = b,... Le pro- 

duit II~,Er repr&ente k l'intdrieur du continuum ~f-{- Q une fonetion 
monog~ne, uniforme et r~guli~re qui n'a pas dans ce continuum d'autI~es 
pointa-z&os que lea points x----a~,, et qui dans l'entourage de chacun 

de ces points x----a~, peut ~tre mise sous la forme (x--ar)"xe~(~-ar). Le 

produit II~..E,.,(x) repr~sente aussi ~ l'int~rieur du continuum ~ - b  Q une 
fonction monog~ne, uniforme et r~guliSre, qui n'a. pas dans ce continuum 
d'autres pointa-zdros que lea points x- - - -a :  et qui dans l'entourage de 

chacun de ces points x-----a~., est dgale g (x ~ ar.)~"e ~(~-'~''). 
Je supposerai maintenant que tous les  points b, ont gt~ pria sur la 

limite du continuum ~f q- Q et je montrerai que les produits 17[r E,.(x) et 

II~,,E~..(x) peuvent ~tre transform6s dans ce cas en d'autres expressions 
analy~iques. 

En vertu de la relation l i m l a ~ - - b ~ l = o  , le-produit  de tousles  

facteurs E,,(x), pour lesquels le m~me point x ~ b~ a ~t~ adjoint h des 
points cliff, rents x ~a~, ,  constitue une fonction monogfne, uniforme et 
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r6guli6re qui n'a que le seul point singulier x ~ b~ et pour laquelle ce 
point est un point singulier essentie], si le nombre des facteurs est infini. 
D6signons cette fonction, qui est par consdquent une fonction entiSre 

rationnelle ou transcendante de z --I b~ (')' par G(~)//\-~------~U'I ~ Cette expres- 

sion se rdduit toujours h. l 'unit6, si le point x = bane  se trouve pas 
parmi les points x = b,, qui ont dt6 adjoints aux points x----a~.. 

De la m4me mani6re, le produit de tous les facteurs E./, (~), pour 
lesquels le mSme point x = ba a 6t6 adjoint ~. des points diffdrents 
x----a~,,, constitue une fonction enti6re rationelle ou transcendante de 

i , que je ddsignerai par Cette fonction eat necessaire- 

ment transcendante si le nombre des facteurs E~,. (x) dont elle est com- 
pos6e, est infiniment grand. Elle se r6duit '~ l 'unit6 si le point x----b~ 
ne se trouve pas parmi les points x = b~, qui ont 6t6 adjoints aux points 
x = ar It est b~ remarquer encore, que si l 'ensemble Q' ne remplit  pas 

la condition Q ' =  Q,,,(2) l 'une des deux fonctions G ~  G--(~')( t ) 

est n~cessairement transcendante, si tbt que le point x - ~  b~ appartient 
l 'ensemble Q ' ~  Q". Ceci est une cons6quence imm6diate de ce que, en 
vertu de la relation l imia~--b~ I =  o, chaque point de Q ' - - Q "  a 6t6 

v ~ r  

adjoint un nombre infini de fois h des points diffdrents x-----a~. 
En supposant par cons6quent que t o u s l e s  points x----b~ ont 6t6 

choisis sur la limite du continuum ~ + Q on obtient l'dgalit6 

(A2) 
l I  G (') l 

I I  E~(z) ----~=' 
~ = 1  ~ I 

(1) WEI~RSTaASS: Zur Theorie ete.~ pag. 171 A. 
(3) Si P e s t  un ensemble de points quelconque~ dans lequel chaque point pariiculier 

ne figure qu'une seule fois~ on dgsigne par P"~ d'aprbs la notation de CANTOR, un ensemble 
de points ddduit de P '  de la m~me manibre que P '  a dtd ddduit de P.  II faut remar- 
quer toutefois que~ tandis qu'il n'est pas ndcessaire que P contienne aucun point de P'~ P '  
au eontraire eontient ndeessairement t ous l e s  points de P". ( A c t a  M a t h e m a t i c %  T. 2, 

p. 350.) 
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oh les fonctions e(~)( z i et ~(~)/ '_i  ~ ont les propridtds qui viennent 

d'dtre exposdes darts ee qui prde6de. Si l'on suppose que Q' ne se com- 

pose que d'un nombre fini de points, la formule A2 se transforme en une 
formule, qui  se trouve dans le m&noire de WEIERSTRASS Zur  Theorie der 

eindeutigen analytisehen Funet ionen( ' )  et de laquelle on peut  dire, que, 
jointe aft thdor&ne eitd page to, elle constitue le r&ultat  le plus gdn@al 

auquel  l '6tude des fonetions uniformes d'une variable a 6t6 amende dans 
ce m6moire. 

Le th6or&ne A n'embrasse point le eas off Q est un ensemble fini 
de points a~, a.2, . . . , a~,. 

La fonetion qui correspond h Q dans ee eas n'a pas de points sin- 

guliers essentiels, elle est toujours une fonction rationnelle de la variable 
inddpendante x. (-~) 

Les nombres entiers ni ,n~,  . . . ,  % doivent par eonsdquent dtre ehoisis 
de mani&e que n~ + n 2  + . . .  + % ~ o ,  mais pour le reste ils sont 

parfaitenmnt arbitr'fires. Le thdorSme _~1 pent 8tre remplaed, dans le 

eas oi~ O est un ensemble fini de points, par le thdor(;me dl6mentaire et 
bien eonnu suivant. 

))Soient a~, a : , . . . ,  a~,, p points diff6rents dans le domaine de Ia 

variable x. Soient de plus n~, n ~ , . . . ,  %, p nombres entiers positifs ou 

n~gatifs, assujettis i~ la condition n~ -Jr=- n2 -4- �9 �9 . -Jr- n> = o, l)&ignons 
par C et par c deux quantit6s inddpendantes de x, dont c est suppose. 
diffdrent de chaeune des quanti t& a,, a~, . . . ,  ap. 

Posons 

off dans le cas a~ = o et c ~ cxv l'expression E , (~ )  signifiera x"~, 

dans le eas a~ = oo e t ] c ]  > o on entend par E~(.~) l'expre~sion ' -*  

et dans le cas a, = c-,o e t c =  o on e,,tend par E~(x)l 'expression (~'}"'~ 
\ , ( ; /  

(') Page I8, formule 2. 
(~) W~EnSTm~SS: Zt~r Theorie cte,, p. I2 et 13. 
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P 

Le produit Cl~Ev(x) reprdsente une fonction rationnelle, dont les pbles 

et les z6ros sont a~, a 2 , . . . ,  ap et qui dans l entoura~e de chacun de cos 

points x = a.~ (~ = i, 2 , . . . , p )  peut dtre dgalde it (x--a.~)"~e y(x-"~). 

Chaque fonction rationnclle de la variable x peut aussi 6tre raise 
P 

sous la forme d'un produit pareil CHE,(x).)) 

Du thdor6me ,4_ ddcoule comme corollaire immddiat un nouveau 
thdor6me, qui se rapporte h toutes les fonctions monog6nes et uniforlnes 
qui poss6dent des points-zdros et des p61cs. Ce thdor6me correspond tout 

fair au thdor6me B '  du w i. 

A ' .  ))Soit F(x) une fonction monog6ne uniforme de la variable x, 
possbdant des z6ros et des p61es. Il est toujours possible de former une 
expression analytique, qui repr6sente une autre fonction monog6ne uni- 
forme telte, que le quotient de F (x )  et de cette derni6re fonction n'a 
ni points-z6ros, ni p51es et de plus se comporte rdguli6rement dans l'en- 
tourage de chaque point r6gulier et de chaque point singulier non 
essentiel de F(x).)) 

Ce th~orSme subsiste aussi dans le cas oh F (x )  n'a qu'un hombre 
fini de z~ros et de pbles a~, a 2 , . . . ,  ap. L'expression analytique en 
question peut dtre formSe alors comme il a 4td indiqu5 k la page ant~rieure. 
Si F(x) a des points singuliers essentiels, la relation n~ n u n2 ~ . . .  n u np = o 
n'a pas n~cessairement lieu. La constante c dolt 5tre choisie dans ce 
cas sur la limite ou en dehors du continuum compos~ par l 'ensemble de 
t o u s l e s  points rdguliers de la fonction. 

Le th~or~me A nous donne les moyens de gdnSraliser dans diverses 
directions les th~orSmes que j 'ai ddduits dans le paragraphe precedent. 

Soit F(x) une fonction monogSne uniforme 'et spit x ---- a ou un point 
r~gulier ou un point singulier isol5 de cette fonction. Dans le voisinage 
imm~diat de x ~ a, F(x) peut toujours ~tre mis sous la forme d'une 
s5rie, proc~dant d'aprSs les puissances positives et n~gatives de x - - a .  
Cette s4rie peu.t ~videmment toujours ~tre repr~sentSe comme la somme 
de deux autres: 
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o(i n d6signe un nombre entier, posit.if, n6gatif ou nul, et ~ une 

fonetion enti~re de I , .  . I s evanomssant pour - - - -  ~ o;  le nombre n doit 
X. - -  a ~ - - a .  "~ 

de plus ~tre ehoisi de mamere que ~ _ ~  ne soit pas identiquement 

nulle dans le eas oh n < o .  Du reste n peut ~tre fix6 tout k fait arbitraire- 
merit, et 'X ehaque n correspond une seule expression absolument d6termin6e 

(x--a)"~(-~a ) + ( x -  a)"~(x--a). 

Je vais montrer dans ee qui suit, que le th6or6me B du w x peut ~trc 
g6n6ralis6 de telle mani6re, que l 'on peuV choisir arbitrairement les fonc- 

( x -  a)"(~(z--~a), correspondant k chaque point a d'un tions ensemble 

de points isol6, et que l'on obtient toujours une fonction F(x)correspon- 
dante. On retombe sur le thdov6me B du w I en supposant partout 
dans ce nouveau th6or6me n = o. 

B .  ))Soit Q un ensemble de points infini mais isol6 appartenant 
au domaine de la variable x et choisi de mani6re que Q A-Q'  forme 
la limite compl6te d 'un continuum .2(. Soient am, a 2 , . . . ,  a , , . . . . . l e s  dif- 
f6rents points de I'ensemble Q, soit n~, n 2 , . . . , n . , . . -  une sdrie de 
nombres entiers, positifs, n6gatifs ou nuls, et soi t  

I " ' ' ~  ~ I . . ,  

une s6rie de fonctions telles, que ~ i est une fonction enti6re ra- 

i x - -  o, mais tionnelle ou transeendante de z _  a------~' s'6vanouissant p o u r _  a~ 

n'6tant pas identiquement nulle, si t6t que nv < o. 
On peut toujours former une expression analytique, qui repr6sente 

une fonetion monog6ne, uniforme et r6guli6re k l 'int6rieur du continuum 
~ ,  laquelle dans rentourage de ehaeun des points av (~ = i, : , . . . )  appar- 
tenant k l 'ensemble Q, peut ~tre raise sous la forme 

_ + 

4 : - - 6 6 5 0 0 6  Aeta mathematica. 4 
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On peut en effet, d'aprbs le thdorbme .4 ,  former un produit 1-IE:,(x), 

dans lequel le faeteur E.,(x) sera remplac6 par l'unitd routes let tois 
que ~ = o. Dank l 'entourage de chaque point x =  a.~ (,~ = I, 2,. . .)  
l'dgalit6 suivante a lieu: 

( i )  
c l o  

lI E~(x) 

, (  t ) reprdsente une fonetion entidre rationnelle ou transeendante oll a~ ~----b~.~ 

d e  ' ' "  �9 ' z - -  a~' s evanomssant pour - -  = o. Avec ccs expressions G~\z _ a.,/ 
X - -  (:/.,, 

comme 615ments, on peut former, d'aprds le thdor6me B du w I, une 

expression ~F. , (x ) ,  d:ms laquelle, au cas oh G., se reduit 

identiquement k z6ro, le terme correspondant K,(x) s'Svanouit aussi idcn- 
t iquement;  et eette expression reprdsentera, au moins ~ l'intdrieur du con- 
timtum limit6 par Q-4- Q', une fonction monogdne, uniforme et rSgulidre, 
qui, dans l 'entouragc dc chaeun des points x = a.~ (u = i, 2 , . . . )  pburra 
dire raise sous la forme 

Le produit 

T .  / r  ;/" 

est en effet, comme on lc volt elairement, une expression analytique de 
la mdme nature que celle que j'ai considdrde dans mon thdordme. Ira 
mdmc chose a lieu pour le produit 

" r  

dans laquelle G(x) en dedans du co,tinuum ~f n t- (~ cst unc fonction 
monog&~e, uniforme et rdgulidre de |a variable x. 
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Chaque fonction ayant les propri~t6s d6sign6es, peut aussi 6tre rc- 
pr6sent~e sous cette derni6re forme. 

�9 % .~ / I \ 
S i  elmque point .~: = a,, pour lequel l'61&nent ( x - - a . , ) ~ { ~ - - a ~ )  

ne s'dvanouit pas identiquement, est un point-z6ro ou un point singulier 
de cet dldment, la .fonetion eorrespondante a un point-zdro ou un point 
singulier dans ehaque point de Q; ehaque point de Q' est pqr eons6quent 
un 4)oint singulier essentiel de la fonetion eonsid(~r(~e. 

Le thgor~me B ,  eomme on s'en assure ais&nent, subsiste m6me dans 
le eas off l'ensemble de points Q est firfi; maid dans ee eas on est assujetti 
k la restriction que les nombres entiers n~ (~ = I, 2 , . . . )  doivent 6tre 
choidis de mani6re que leur somme soit 6gale k z&o. 

Le th6orSme B nous donne les moyens n6eessaires pour former, dens 
cheque cad off une certaine fonction monog6ne uniforme F(x)  est donn6e, 
une expression ana]ytique correspondante, qui repr&ente une aufre fonc- 
tion monog&le et uniforme, laquelle se comporte r6guliOrement partout 
()(! eela a lieu pore" F(x)  et, pore" un hombre infini de points isol6s, peut 
repr&enter ]a fonetion donn6e avec chaquc degr~ d'exaetitude voulu. 

D6signons en effet, de m6me que nous l'avons fait dans l'intr0duetion 
ee m6moire, par ~ le continuum form6 par  rensemble de t o u s l e s  

points r6guliers de la fonetion F(x).  Ce continuum est limit6 par un 
ensemble de points P,  qui embrasse l'ensemble d6riv6 /"  et qui con- 
stitue l'cnsemble de t ous l e s  points singuliers de F(x). Si maintenant 
nous d&ignons par /)1 un ensemble, de points qui embrasse l'ensemble 
d6riv6 /~ et qui hfi in6me est eontenu dans t ' ,  on peut toujours, cn 
vertu d'un th6or6me de BE~DlXSOX,(~) s6parer du continuum ~ + P - - P '  
un ensemble de poir!td isolds O tel que O ' =  P~. Si l'on d6signe par 
eons6quent par a~, a= , . . ,  les diff6rents points dont la totalit6 constitue 
Q, la fonction t/'(x) pourra toujours 6tre t~gal6e, dans l'entouvage de 
ehacun de ces points x - - a , ,  "~ une expression de la forme 

, . I 

(1) Un thdor~me auxiliaire de la thdorie des ensembles. (Bihang till Kongi. 
S v c n s k a  V e t .  A k .  H a n d l i n g a r ,  Tome 9 N~ 7.) 
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( ' )  o~i ~;~ ~ - - ~  a I~L m~me signification que dans le thdor~me B ,  et oh 

n, d6signe un hombre entier positif, n~gatif ou nul, qui-peut d'ailleurs 
/ \ 

6tre ehoisi arbitrairement, pourvu seulement hue "k~----a.~] ne se rdduise 

pas identiquement '~ z~ro, dans le cas oh n., < o. 
Si l'on dSfinit par eons6quent un certain ensemble de points Q, eomme 

il eat toujours possible de le faire d'une infinitg de manidres diff6rentes, 
et que l'on fixe les nombres entiers n~, n.2,. . . ,  il est toujours possible, 

scion le th6or6me B ,  de former une expression analytique IIE~(x). ~_~,(x) 
V = |  

telle, que la difl'drence 

ao ao 

repr6sente k l'int6ricur du continuum ~ une fonction monog6ne, uniforme 
et r6guli6re et que dans l'entourage dc chacun des points x = a~, appar- 

~ ' O "  * " tenant "~ Q, l% a h te  

0o ao 

1l v T'(x)---~= E.~(x).~=lF,(x ) = (x- -a , )  ~ (x - -a , )  

ait lieu. Nous avons par consequent le th6or~me suivant: 
B ' .  ))Soit F(x)  une fonetion monog~ne uniforme quelconque. Soit 

l'ensemble des points rgguliers, et P l'ensemble des points singuliers 
de cette fonction. Soit de plus Q un ensemble de points isol6s, appar- 
tenant au continuum ~ + P - - P '  et tel, que l'ensemble d6riv6 Q' soit 
contenu dans l'ensemble P.  On peut toujours former une expression 
analytique, qui repr6sente ~ l'int6rieur de ~ une fonction monog~ne, 

7 Or uniforme et r6guliSre laquelle dans l entoura~e de chacun des points 
de Q repr6sente la fonction F(x) avec chaque degr6 d'approximation 
voulu.)~ 

Le th6or(~me B '  s'applique aussi au cas oh l'ensemble Q n'est com- 
pos5 que d'un hombre fini de points a~, a~, . . . .  Dans ce cas pourtant 
on est assujetti k la restriction suivante: si P est aussi un ensemble 
fini de points et si Q embragse t o u s l e s  points de P,  les nombres 
entiers n~, n~ , . . . ,  np doivent 6tre choisis de mani~re que leur somme 
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nl + n~ + . . . + n p  soit 6gale ~ zdro. Dans chaque autre cas cea hombres 
peuvent 6tre pris arbitrairement, mais la constante c,(1) qui entre dans 

P 

l'expression 1-I Ev(x), dolt 6tre choisie k la limite ou en dehors du con. 

tinuum ~f. 
Si la fonction F(x)  a des points singuliers isol6s, si noua d6signona 

par Q la totalite de ces points et si nous prenons de plus tous les 
nombres n~, n2, . . . ,  n ~ , . . .  6gaux g z6ro, le th6or6me B '  se r6duit au 
thdor~me B '  du w I. 

Le th6or&ne B nous apprend qu'il eat toujoura possible de former 
une expression analytique reprdsentant une fonetion, qui sc comporte d'une 
eerta, ine mani6re d6termin6e dans l'entourage de certains points d6aign& 
d'avance. Le th6or6me n '  nous fait voir que chaque fonction monog6ne 
uniforme donn6e peut toujours 6tre repr6sent6e par une expression analy- 
tique semblable avec un degrd d'approximation voulu. 

Je vais montrer maintenant qu'il est toujours possible de ehoisir 
l'expresaion analytique en question de telle manibre, que la fonction re- 
pr6sent6e par die  ait non aeulement certalns points-z6ros preserita d'avance, 
mais que sa valeur pour chaque autre point rdgulier soit diff6rente de z~6ro. 

Mais pour d6montrer cette proposition, il est ndcessaire d'6tablir le 
th6orbme suivant. 

f ))Soit F(x)  une fonction monog6ne uniforme de x, pour toutes les 
/ 

valeurs de cette variable assujetties b. la condition I x -  a] < r, off a et 
r d6signent deux quantit6s ind6pendantes de x, dont r eat n6cessairement 
r6el et positif. Supposons de plus que pour routes les valeurs consid6- 
r6es de x, ~ l'exception de x = a, F(x)  se comporte rdguli6rement et 
ait une valeur diff6rente de z6ro. 

On peut alors toujours et d'une aeule mani6re repr6senter F(:v) 
sous la forme 

= - . ) " e  + 

oh C est unc constante, ind6pendante de x, m un nombre entier positif, 

(') Voir page 4I .  
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negatlf ou nul, et ~ une fonetion entiere rationnelle ou tranacen- 

dante de ' qui s'annule pour ' ( z - ~ I  a) , - - o .  La fonction G cat 

toujours identiquement nulle pour chaque valeur de x, s i x - - ~  a eat un 
point rSgulier ou bien un p51e de la fonction F(x).)) 

Cette propoaition peut dtre ddmontrde de la maniSre suivante.(~) La 

fonction F'(x) se comporte r5guliSrement, si tSt que [ x--a]  < r, sans que F(~) 

x-----a. Si a est une quantit5 finie, on a par consSquent, en vertu du 
thdorSme de LAURENT, si tSt que I x -  a ] <  r 

F'(~) ~ d ( , ) d 

off m est une quantit6 inddpendante de z et G(/---~] a la mdme aigni- 
Vc - -  a l  

fication qu'auparavant. 
ll  s'ensuit que pour ] z - - a  I <  r 

a I_A_ 
F ( ~ )  = c ( : ~ -  ~)"e ( ...... ) ~ '  . . . .  * "  ~ 

et cette derniSre dgalit5 montre que m doit dtre un noml)re entier. 

(,) 
F(~ ) ~ 

f/' I )---G(~r) a 06 m' est une quantitd inddpendante de z,  et oh G{\~--2-~ la 

mdme signification ' , quaupara~ant.  11 en rdsulte 

1 

s ( , ~ )  ( '  ' 

ou, en poaant m ' = - - ~ J ~ ,  

G (,r) + - 

( l}  Ct', W E [ E R S T R A S S :  Z N r  Tl~eorie e t c . ,  p ag .  48~ 4 9 .  
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aussi m est un nombre entier. 

II est done prouv5 que quand I x - - a  I <  r, l'~galit~ 

-{- ( z  -- a ) ~ ( x - -  a) 

F ( x )  = C(x  - -  a)' e 

a toujours lieu, aussi bien dans le cas oh a est une quantitd finie, que 
lorsque a ~ cxv. L~ fonction F(x)  ne peut ~tre mise sous cette forme 
que d'fine seule mani~re: en effet ,  il rSsulte d'une proposition d~montr~e 
dans les. gl~ments de la th~orie des fonctions, que l'~galit~ 

ne peut avoir lieu autrement que si C ~ I et m, de m~me que t ous l e s  

coefficients de ~ et de ~ ( x - - a ) ,  sont ~gaux h z~ro. I1 suit aussi, 

�9 G( ' ) eomme eonsdcluenee de eette proposition, clue ~ dolt ~tre identique- 

ment  nul, s i x  = a est un point r~gulier ou un p61e, et de plus que 
m ~ o dans le eas oh x = a est un point rdguller mais non un point-z~ro. 

La proposition auxiliaire que je viens d'~tablir sert ~, mieux eom- 
prendre le nouveau th6orbme suivant: 

C.  :~Soit Q un ensemble infini de points isol~s appartenant au 
domaine de la variable x et ehoisi de mani~re que Q n t- Q' forme la 
limite complete d'un continuum ~ .  Soit a~, a ~ , . . . ,  a ~ , . . ,  la totatit~ des 
points de l 'ensemble Q, soient m~, m ~ , . . . , m ~ , . . ,  et n~, n ~ , . . . , n ~ , . . .  
deux s~ries de nombres entiers positifs, n~gatifs ou nuls, et enfin 

I 

sdrie de fonctions telles, que @~['~---~a~) "' est une fonction entmre u n e  

i i 
- - - - ~  o ,  rationnelle ou transcendante de z - -a~  qui s'6vanouit pour z - - a ~  

mais qui n'est pas identiquement nulle si n~ ~ o. 
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On peut toujours former une expression analytique qui repr6sente, 
~ l'inldrieur du continuum ~ ,  une fonction monogdme, uniforme et rSguli6re, 
conservant partout dans ce continuum une valour diff6rente de z6ro et 
qui, dans le voisinage de ehaque point a, (u = I, 2 , . . . )  appartenant h 
l'enselnble Q, peut dtre dgalde k 

(x - -  aD"' ,  e . , ,  

On peut eonstituer eette expression analytique de la mani6re sui- 
ar 

vante. Formons d'apr6s le thdor&ne A un produit H E,(m), dans le- 
' ~ = 1 "  

quel E-7,(:~) a la mSme signification que E,(:,,) dans" ee t hdor6,ne, saul 
que m~ est pris iei k la. place de .~,, et que ee hombre my peut aussi 

(;tre 6gal ~t zdro, auquel cas E,(.,:),--- ,. Pour ehnque indico u on a 
l'dg<qlit6 

(, _ o.,:" _,,,,) 
a r  

11 ~.,(~) 

( .... ,,.>.,~ f - _ ' _ ) ,  < .... %; ~(,,.-,,.> 

off ~,  repre, ente une fonetion enti&'e de x _ . . ,  

I - - - - =  o, mais qui n est pas identiquement nulle, si ~l., < o. p o u r  z - -  a .  = 

Servons-nous mninteimnt des foncfions (m - -  a~)"~ ~,,(a,~I-~s pour en 

former, de la lnelne lnaniel-e qu'811 t.hdorTqne ]J ,  line expres.~ion ailnlytique 

qui partout i~ l ' int6rieur du continuum ~ se eomporte r(.,gulii, rement et qui, 
dans le  voisinage imm6diat de chaque point x ~ a~, peut 5tre 6gal&~ h 

- ( i )  
@ a . ) " . t .  ;----D~,~ + (~ ' " ,11 : -  - -  . . ) .  
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On a alors clans 

l-I E~(x). ~'~ (x) a o  _ _  f 

HE  x).e 

51 

une expression qui repr6sente :a l 'intdrieur de ~ une fonction avec les 
propri6tds indiqu6es. 

Une fonction semblable est reprdsentde aussi par 

"=l '=' .Fo(x) 

si l~o(x ) i~ l 'int6rieur du continuum ~" est une fonction monog6ne, uni- 
forme et r6guli6re qui ne s'annule jalnais et qui de plus dans le voisinage 
dc chaque point x = a. peut sc mettre sous la forme 

e ( * -  ~)'~ l ~ ( * -  ~ ) .  

Toute fonetion F(x)  qui 1)oss6de les propri6tds indiqudes darts ee 
th6or6me, pout dvidemment aussi (!tre repr6sentde sous la forme gdn6rale 
ci-dessus. 

Si les hombres entiers n, (u = I, 2 , . . . )  sont tous positifs et que le 
continuum ~" -4- Q forme une surface silnplement connexe, on peut toujours 
choisir les expressions F~(x) (~-= x, 2 , . . . ) ,  de mani6re que la fonction 

consid6rde soit reprdsentde par 

] __ I-[ R#x).[  )":- ~v(x) +;'o(x) 
F(x)  = 1-I E,~(z). e ~=' L,.=, 

oli hr fonction/o(x) cst monog6nc, uniforme et r6guli6re ~ l'intdricur de ~ +  Q. 
En choisissant d'abord d'une mani6re d6termin6e le terme constant 

darts chacune des expressions (x--a . , )~ ,  . ~ - ~  , on obtient 

On a ici 

at) r 1 6 2  

| H E,, (~). 22 ' F v ( x )  

-- x . e  ./% x .  

oll f0(x) est uuc fonctiou monogene, uniforme et r~guli6re h l'int6ricur 
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du continuum ~f + Q. l)ans lc voisinage imm6diat de chqque point x ----- G 
O i l  

ou k~ repr6sente un nombre entier positif ou n6gatif ou bien z6ro. Ou 

peut fixer le hombre k~ d'une manihre arbitraire pour un certain point a.+; 
mais alors, en vertu du cdl6bre thdor&ne dc CAUCHY sur le hombre des 
raclnes(') et en eons6quence de ee que le continmon ~f + Q forme une 
surface simplement connexe, ce nombre est n6cessairement ddtermin6 

sens unique pour chaque indice ,., X'./. D'apr6s le lh6or&ne A on a par 

cons6quent 

(.) - (,) + / ; ( . )  

oh f0(x) a la mdme signification qu'auparavant.  
En posant alors 

on obtient l'expression cherch6e de la fonction eonsid6r6e: Je l'ai commu- 
niqu@ dans lc B u l l e t i n  des  s c i e n c e s  m a t h 6 m a t i q u e s  e t  a s t r o n o -  

m i q u e s ,  sdrie ]I, tome III, p~lge 272. 
Le th6orfme C subsiste mdme dans le c'ls oh Q est un ensemble 

fini de points (q, c6, . . . ,  ap. Mais alors, comme on le voit faeilement, 

la restriction suivante dolt avoir lieu: les nombres entiers rot, m : , . . . , % ,  
doivent dtre assujettis g la. condition m~ + m=, + . . .  + m p  = o, Les 
nombres entiers n,, % , . . . ,  G, doivent dtre 6galement ehoisis de manidre 
que n ~ + % + . . .  + %  o. Si les hombres 'm.~ et n~ ( ,~=I ,  z, . . . , p )  

P P 

remplissent e e s  eonditio,s, les produits IIK(:,') I I E . ( . )  peuvent dtre 
~--1 ~ = l  

forinds d'apr6s le th6or6me eit6 page 4 I. 
Si t o u s l e s  nombres cutlers n~ (,~-- I, 2 , . . . )  sont positifs et quc ( l )  

de plus toutes les fonetions eorrespondantes ~ ._-~, ,  soient ehoisies de 

sorte qu'aucune d'elles ne eontienne de puissance de I supdrieure 

(1) Cfi O. MITTA(~-LsF~'LZR: Om skiljal~det af r6tterna till en sy~ektisk funktion af 
~ variabel. Upsala Universitets /~rsskrift~ 1872. 
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, , . . . . . . . .  

'~ \ ~ - - a ~ /  l expresslon analytique form6e suivant la mamere mdNuee 

rep%sentera ~ l 'int6rieur de ~" + (~ une fonetion monogdne uniforme, 
qui dans ee domaine n'a pas de points singuliers essentiels et dong tous 
les pdles et tous les zdros sont eontenus dans Q. Dans ee eas, on a 
dans le voisinage de ehaque point (x-= a.,) de Q 

m~,e 

oh 9 ~ ( : c -  a,) est une fonetion enti6re rationnelle de ( x - - a , )  de degr6 
n , . ~  i, qui ne s'ammle pas pour x - - a , - - o .  Les coefficients de,q~(x--a~) 

sont des fonetions rationnelles enti6res de eeux de ~i, ( ~ ' ~ .  D'un \ z ' - -  a,,/ 

( , )  autre e6t6, les coefficients dc (~ ~ - ~  sont aussi ddtermin6s k sens 

unique par eeux de g.~(x ~ a,~), si seulement, eomme it est toujours pos- 

sible de le ,faire, le coefficient de \ ,~_~., /  dans ~i~ S----~ esg choisi 

de fa(;on que l'5galit6 

e = 

ait lieu pour x = a., 
Si I'on exige, par eons6quent, que ta fonetion reprdsentdc par l'expres- 

sion eherehde se mette dans le voisinage de ehaque point z ---- a,, sous l~ll 
forlne 

oi~ les fonctions ,q .~(x--a,~)  (v = i, 2, : . . )  sont ehoisies arbitraireinent, il 
ne reste plus qu'k dSterminer par le ealeul les fonetions eorrespondantes 

( ' )  (x--a~)"'~;.~ ~---~.~ et k former une expression analytique analogue ~, 

eelle du th6ordme C. 
Du th6or6me (7 d@oule imm6diatement, par eonsdquent, le th6o%me 

nouveau qui suit: 
D .  )>Soit Q un /~nsetnble infini de points isol6s dans le doInaine de 



54 G. Mittag-Lefflcr. 

la variable x, choisi de mani6re que Q + Q' forme la limite compl6te 
d'un conti,rmum ~'.  Soit a~, a o , . . .  la totalit6 des points de l'ensemble 
Q, soit m~, m~, . . .  une sdrie de hombres entiers positifs, ndgatifs ou nu!s, 
et soit n~, n2, �9 . .  une s6rie de nombres exclusivement positifs. Soit de plus 

g , ( ~  - -  ~,), ~ : ( x  - -  , : ) ,  . . . ,  g ~ ( z -  ~ )  . . . .  

une s6ric de fonctions entibres telles, que g . , ( x - -  eta) est une fonction entiSre 
rationnclle de (x--a.,) du degrd n~.-- i, qui ne s'@anouit pas pour : r - - a . ,~  o. 

II est toujours possible de fi)rmer une expression analytique repr6- 
scntant ~ l'intdrieur du continuum ~ + Q une fonetion monog6ne uni- 
forme, qui, k l'intdrieur de ~f, se comporte partout r6guli6rement et a 
unc wdeur diffSrente de z6ro, et qui, dans le voisinage de chaque point 
x == a., appartenant h Q, peut sc mettre sous la forme 

(x - -  ~) 'n.o~(~ - -  a~) + (~ - -  a . ) ' ~ + " ~  (~ - -  a~).,, 

quo l'expres  on En dans lc th6ol'elne 

B a i t  la forme (x ~ a~)"~g.,(x ~ a.,), on obtient aussi une expression analy- 
tique repr6sentant ~ l'intdrieur du continuum ~" + Q une fonction ntonogSne 
uniforme, qui st comporte r,~guli6rement partout ~ l'int6rieur de ~f et qui 
dans le voisinage de chaque point x = a~ de (2 peut dtre 6g~d6e 

Mais cettc derni6re fonction se distingue pourtant de cello qui est 
%rm6c d'apr6s le thgor6me D ,  en ce qu'clle peut avoir des zt~ros h. fin- 
t6rieur de ~ ,  ce qui n'est jamais le cas pour l'autre. 

Le th6or6me D contient une g6n6ralisation du thdor6mc .d qui 
m6rite d'6tre remarqude. D'aprbs le th6orbme .,4, on peut former unc 
expression analytique, reprdsentant une fonction qui a certains zdros 
et certains p61es prescrits d'avance, de mani6re que l'ordre de chacun 
d'cux est fix6 ~ volont6. Le thdor~me D nous permet de former unc 
expression reprdsentant une fonction qui non seulement poss6de 1~ pro- 
pri6t6 exig6e, mais satisfait de plus "~ la condition suivante: dans son 

�9 " ~ Or d6veloppement en serm de puissances, dans 1 entourage de chacun des p61cs 
et des z6ros ainsi que r nombre infini d'autres points, un nombre voulu 
de coefficients obtiennent certaines valeurs fixdes arbitrairement d'avancc. 
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Le thdor6me D a ddj~ 6t6 6,nonc6 par moi dans le B u l l e t i n  etc. 
(loc. cit.). Mais lh j'ai suppos6 que Q' ne consiste qu'en un seul point 
x =  

Soit maintenant F(z)  une fonction monog6ne uniforme quelconque, et 
d6signons comme prdc6demment par ~ l'ensemble de tous sos points r6- 
guliers et par P celui de tous ses points singuliers. Soit de plus ~ l'en- 
semble de tous les points r6guliers oh cette fonction a une valeur diff6- 
rente de z6ro, et ]) celui des points-zdros et des points singuliers. On 
volt imm6diatement que ~ contient ~ et que ~ + ] ) - - ] ) '  contient ~ .  

D'apr~s le thdor6me C, on peut former pour chaque fonction donnde 
F(x) une expression analytique corre.~pondante, qui reprdscnte ir l'intdrieur 
du continuum ~3 une nouvelle fonction monog6ne telle, que non seulement 
pbur un nombre infini de points dStermin6s d'avance, cctte derniSre coin- 
cide avec la fonction donnde suivant un degr6 d'approximation voulu, 
mais encore qu'elle se comporte rdguli6rement partout h l'intdrieur de ~l 
et n'y devienne jamais 6gale k zdro. 

Soit en effet Q un ensemble infini de points isolds sdpar6 du continuum 
+ ~}- -~ '  de sorte que Q' soit contenu dans .]9. Si nous ddsignons 

par a~, a~, . . ,  les diff6rents points de Q, nous aurons pour l'entourage 
immddiat de chacun de ces points 

F(x)  = (z --a~)"~e 

oh (~ ~ . ~  a la m~me signification qu'au th6or$me C, .m~ est un 

certain nombre entier positif, ndgatif ou nul, et n~ e n e s t  un autre 
nombre qu'on peut du reste choisir arbitrairement, pourvu que la fone- 

tion ~ ~ ne soit pas identiquement nullc si n~ < o. Fixant avee les 

restrictions indiqu~es l'ensemble de points Q et les nombres hi, %, . . . .  nous 
pouvons toujours former, d'apr6s le thdor6me (7, une expression analytique 

cla 

o o  

(') Volr de plus E. SCHERINa: DOS A~schliessen etc.~ p. 4'. 
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r~pr6sentant k l'int6rieur du continuum ~ une fonction monog~ne uni- 
forme, qui se comporte partout r~guli~rement et ne s'annule jamais et 
qui de plus est telle, que si nous la divisons par F(x), le quotient peut, 
dans l'entourage de chaque point x-----a~ apparteuant k Q, dtre 6gal6 

e(=- 
J'ai obtenu par eons6quent le th4or6me suivant: 
C'.  ))Soit F(z )  une fonction monog6ne uniforme quelconque. Soit 

l'ensemble de tous ses points r6guliers qui ne sont pas des points-z6ros, 
et 0 celui de tous les  points-z6ros et des points singuliers. 

Soit de plus Q un ensemble infini de points isol6s, contenu dana 
+ 0 ~ 0' et tel, que Q' est contenu dans ~). On peut toujours former 

une expression analytique, repr6sentant ~ 'l'int6r.ieur de ~ une fonction 
rnonog~ne uniforme, qui se comporte partout r~guli~rement et ~ une 
valeur diff6rente de z6ro et qui, de plus, dans l'entourage de chaque 
point de Q, coincide a v e c l a  fonction F(x)  suivant un degr~ d'approxi- 
mation voulu.)) 

Si 0 est un ensemble fini de points a~, a~, . . . ,  ap, les nombres entiers 
correspondants m~, m2, . . . ,  mp doivent n6cessairement remplir la condition 

Si Q est aussi un ensemble fini de points qui einbrasse ~)~ le th6o- 
r6me en question n'aura lieu qu'~ la condition que les nombres entiers 
n~, n2, . . .  soient choisis de mani(~re que leur somme salt nulte. Dans 
tout autre cas, le th6or6me C subsiste sans aucune restriction par 
rapport au choix des hombres entiers nv, m~me si Q est un ensemble 
fini de points: Dans ce dernier cas pourtant, les constantes(1) qui entrent 

dans les produits h ~ ( x )  et I I  E~(x), doivent 6tre choisies sur la limite 
v = l  ~=I  

ou en dehors du continuum ~.  
Les th6orbmes que j'ai ddmontr6s dans ce paragraphe sont les mdmes 

que ceux que j'ai annoncSs ~ la fin de ma communication dans les 
C o m p t e s  Rendus  etc. pour le 14 Aoflt i882. 

(1) Voir page 41. 
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w 

Soit F(x)  une fonction monogSne uniforme quelconque, ~ le conti- 
nuum form6 par l'ensemble des points rdguliers de cette fonction, et P Fen- 
semble de ses points singuliers. Si l'dgalit6 P--P'----o n'a pas lieu et que 
par suite la fonction en question possdde des points singuliers isolS~, on 
obtiendra d'aprds le thdor+me B '  du w i ou d'aprds le th6or+me B '  du w 2, 
une expression reprdsentafit une fonction telle, que la difference entre elle 
et F(x) constitue une nouvelle fonction monogdne uniforme, qui se comporte 
rdgulidrement non seulement k l'intdrieur de ~ mais de m6me duns chaque 
point de P - - P ' .  Oil pourrait proc6der avec cette nouvelle fonction 
comme avec F(x) et ainsi de suite. On obtiendrait ainsi, apr+s chaque 
opdration, une  expression nouvelle, qui, additionnde k la somme de toutes 
les prdcddentes, reprdsenterait une fonction telle que la diffdrence entre 
elle et F(x) serait une nouvelle fonction ddpourvue d'un hombre de plus 
en plus grand des singularitds appartenant k F(x). Mais ici l'on se 
demande si ce proc~d~ est illimit~ ou a une limite d~t~rminSe et s'il 
nous conduit finalement ~ une fonction telle, que la diffSrence entre elle 
et F(x) soit une nouvelle fonction, tellement plus simple que F(x), 
qu'elle puisse ~tre considdr~e comme une fonction d'une nature essentielle- 
ment diffdrente et plus 616mentaire? La m~me question se pose pour le 
proc~d5 indiqud dans le thSor~me C'. Ce n'est que to~t r~cemment, et 
gr's aux recherches remarquables de CANTOa, qu'il a 5td possible de 
rSpondre k ces questions par l'affirmative. 

Le procSd~ indiqu5 a rdellement dans chaque cas une limite dSter- 
minSe; il aboutit toujours h une fonction jouant pr~cisSment le m~me 
rble que la constante additive ou multiplicative, k laquel!e on est amend 
lorsqu'on veut representer une fonction rationnelle sous forint d'une somme 
de fractions partielles ou sous forme d'un produit. 

Mais pour d5montrer cette proposition, il faut rappeler certains rS- 
sultats auxquels est arriv~ CASTOm Je les signalerai ici de mani~re qu'on 
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puisse suivre mon exposition, mdme sans avoir dtudi6 les mdmoires dc 
CANTOR. 

Soit P un ensemble infini de points quelconque, ne contenant chaque 
point particulier qu'une seule lois, et comme auparavant, P '  l'ensemble 
de tous les points tels, que dans" chaque entourage de chacun d'eux 
se trouvent une infinit6 de points appartenant ~ P. CANTOS ddsigne(~) 
de m6me par /~) l'ensemble de tous les  points tels, que dans l'entourage 
de chacun de cos derniers il y a une infinit6 de points de P', et par 
P:'~+" l'ensemble de t o u s l e s  points tels, que dans l'entourage de chacun 
d'eux se trouvent une infinit6 de points appartenant.~, /x~). 

Dans la sgrie /~), p :2) , . . . ,  p:~), . . ,  chaque ensemble qui pr6c6de 
contient tous los-points des ensembles suivants. II peut arriver qu'en proc6- 
dant de gauche s droite dans cette .erie, on arrive s un ensemble/~,o ne 
contenant qu'un hombre fini de points. C) Dans cecas  l'ensemble P('+" ne 
contient pas de points du tout, ce que l'on exprime par l'dgalit6 1~"+ '=  o. 
I1 pout aussi arriver qu'en procddant dans la suite /~) ,  / ~ ) , . . . , / ~ ) , . . .  
on n'arrive jamais ~ un ensemble /x.) tel que /~,+1)__ o. Dans ce 
cas, il existe toujours un ensemble, commun h route la sdrie 

p(1), p(2), . . .  , / ~ ) ,  . . .  

et CA~TO~ le ddsigne par /~% ('~) 

(') Cf. page 40. 
(s) Comme excmpl% on pout citer l'ensemble des nombres~ qu'on obtient de l'ex- 

pression 
I I I - - + - - + . . . +  

2'n~ 2nq+m2 2~,+~z Jr...+ m,, 

en faisant parcourir h chacune des quantitds m , ,  m s ~ . . .  ~m. toute la sdrie des hombres 

entiers positifs. L'ensemble considdrd eat uu ensemble isold et~ si on le ddsigne par P ,  P(") 
ne contiendra que le seul point zdro. 

(s) Comrne exemple d'un cnsembl.e de points P~ pour lequel il n 'existe pas de 

nombre entier positif n~ tel que p;,~+l) : O~ on peut citer l'ense~able do tous los nombres~ 
que l'on obtient de l'expression 

I I I I 

2-'~ "~ ~+-'~ul '~ 2~,+,nl+,u~ '[- "~ + 2,,+nq+m,+...+m. 
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II dgsigne ensuitc pa r  p:o,§ l 'ensemble de tous los points tcls, quc 
dans l 'entourage de chacun d'eux se trouvent une infinitg de points" ap- 
partenant ~ /~) ,  et par P:~+~+~) l 'ensemble de t o u s l e s  points tels} que 
dans l 'entourage de chacun d'eux se trouvent une infinit~ de points ap- 
partenant k /~+~). I1 peut arriver qu'en parcourant la sSric 

on arrive enfin k un ensemble /z~+,,} ne eonsistant qu'en un hombre fini 
de points de mani6re que /~+"+~)----o.(~) 

Mais il se peut tout aussi bien que roe  ne parvicnne jamais ~ un 
ensemble /~'+"+~)-~ o. Dans ce dernier cas, on d~signe par /~:~)l 'cn- 
semble commun ~ tous les ensembles /~'~), / ~ , ~ ) , . . . }  /~,o+~}, . . . .  (~) 

cn faisant pareourir ~ ehaeun~ des quantit~s n ,  mt~ , n , ~ . . . ~  m,  toute Ia s~rie des 

hombres entiers positifs. Dans ee cas p(o,) ne conticnt quc lc seul point z~ro. L'ensemble 

consid~r~ P e s t  un ensemble de points isol~s. 

(~) Comme exemplo d'un ensemble de points P, pour IcqneI p{~,+,o contient un 

hombre fioi de points~ on pout citer celui qu'on obtient de l'expression 

I I I I I 
- - + - - - I - . . .  + + + 2mr 2ml§ 2ml-t-n~+...~-mm 2~h + n~+...-t- m,,+p 2ml+~+...§ 

I I 

"~ 2m~+ro~§ ~ . . .  -~- 2mJ.t_n~+...+rn.§ p 

c n y  faisant pareourir ~ ehacune des quantitds m~} m ~ . . .  , m , ,  p ,  qt ,  q 2 , " "  ~q~ route 

la s~rie des hombres entiers positifs. L'ensemble consid~r~ est un ensemble iso]~ et P(~'+") 

ne contient que le seul point z~ro. 
(2) Soit -P l'ensemble de tous les  nombres, que l'on obtient de l'expression 

I I I i I - - + - - + - - + . . . +  + 
2 n 2n§ 2n+ml+m'~ 2n+ml+m~+...+m~ 2 ~ + ml +,a.~+... -'i- m,,§ 

I I 

..~ 2 n~'nh§247247 ~L 2 n§ ~U....~. 12n+ml+m.~+...+m,+la+qt+qa+...+qp 

en faisant parcourir ~ toutes ]es quantit~s n} m 1~ m s~ . . . }  mn~ /7~ q~} q2} " ' ' ~  qp toute 
la s~rie des hombres entiers positifs, II n'exist~ pas dans ce cas de hombre eerier u tel} 

que p{o,+~) .~ o. L~ensemble consid6r6 est un ensemble de points iso]~ et P ~ ' )  ne contient 

que le seuI point zdro. 
5 -  665006 Acta mathematica. 4 
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En cont inuant  de proedder ainsi, on arr ive h u n  ensemble dc points 

t '<'~'''t'/~, oi~ ~ et ,.,' ddsignent des hombres  entiers positifs. On ddsigne 

ensuite par  t x'''> l 'ensemble des points communs  h tous les ensembles 
P<">, t ''~'~ . . . .  , P: '~ '>, . . .  et l 'on obtient alors l 'ensemble /s,,o,+./,o'+,"> oh 

'~, ,J, v" ddsignent des nombres  entiers positifs. En poursu ivan t  le m6me 

procddd, on parvient  ir l 'ensemble de 1)oints 

puis [r 

/3(~t.u'~. + , j to ,t- -1 + ... + ~', ' t - - l a t  + ~,,p.) 

i)(,.,. ), l ) ( j . + t )  ,~+,,, p( ,  ,.") , . . . ,  ( W  ), etc.( ') 

Tous les s ymboles  to, to + I, . . . ,  2to, . . . ,  p c / ) , . . . ,  to~, o)'2-31 .- I , . . . ,  
to 

t .  (Ot~) Pto" + ' ~ l t o " - l + " ' + ' ~ ,  1to + ~ , , ,  . . . ,  to , . .  , , . . . ,  a , . . .  sont ap- 
-4 N pelds 1)at CA/'rol~ des hombres  de la seconde dasse,(~) tandis que les 

hombres cutlers positifs t, 2, . . . ,  ,), . . .  const i tuent  ceux de la premiere 
classe. II existe pour  les nombres de la secondc classe, dc mdme que 
pour  ceux de la premi6re,  un ordre  determ ne dap re s  lequel  ils sont 
range's, de sorte que si l'on prend un hombre  quelconque,  il existe 

toujours  un autre  nombre ,  et un seul, (lui suit imm&tiatement  apr6s lui. 

Mais le contraire n'a dv idemment  pas toujours l ieu ct l 'on ne peu.t pas 
dire qu'~, chaque nombre  donn6 corresponde toujours  un autre  hombre,  

qui le pr@dde immddiatement. C') 
En parcouran t  la sdr ic / -~ ' ,  /~.2), . . . , / z ~ ) ,  . . .  o~i a d6signe un  nombre  

quelconque de la premi6re ou de la seconde elasse il se peut  qu 'on par- 

vienne k un nombre  a tel, que P(~) ne eontienne qu 'un  hombre  fini de 

po.ints, et que par eonsdquent p(~+o = o. Dans ee eas l 'ensemble P:~>, 

oh a esfi un des nombres  qui prdc6dent a, a la mdme puissance que la 

s6rie des hombres  I, 2 1 . . . ,  P l . . .  c'est-~-dire la premidre puissance.(~) 

(') Voir ce journal, T. 2, p. 3 5 9 - - 6 0 .  
(~) Voir ce journal, T. 2, p. 385. 

(,) Pour les hombres 2to, to '~, etc., par exemple, il n'existe pas de hombre qui les 
prde~de immddiatement. 

(~) Voir ce journal, T. 2, p. 409,  Thdorbme B. 
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l,a rdciproque se pr&eute 6galement: si / r  est un ensemble de 
points de la premidre puissance, il existe toujours un hombre de la pre- 

mid.re ou de la seeonde elasse a, tel que p(7,.) ne eontient qu'un hombre 
tini de points.(~) 

Mais il peut aussi arriver qu'en procddant dans la sdrie 

/ : ~ 1 )  p c . ' )  . . .  , P : ' ~ ) I  . . .  

on n'arrive jamais k un ensen,ble ne eontenant qu'un hombre fini de 
points, l)ans ce eas on peut dnonecr le thdor6me suivant, qui a did 
ddlnontr6 par un de rues 61dyes, M. I. Bt,:xmxsos (.a), et qui embrasse comme 
c..,s spdcial le thdor6me pr6eit6 de CANTOR: ))Si P est un ensemble de 
points quelconque, il existe toujours un premier hombre j- appartenant 
h. la premi6re ou s la seeonde elasse, pour lequel 1 '~>= p:~-+l). L'en- 
semble P ' - - t  '~;'~ a la premi6re puissance.~) 

Considdrons maintenqnt ,  un co~timt~tm, d<mt la limite compl6te cst 
constitu6e par l 'ensemble de points S - =  S'. l)'apr6s un autre th6or6me 
de BKNI)IXSON eit6 an page 45 il est toujours possible pour chaque 
hombre donnd de la premi6rc ou de la seeonde classe ~" de s6parer 
dlune infinit6 de mani6res diffdrentes de ce continuum un ensemble de 
point.s tell que, ajout6 s l 'ensetable S, il forme un ensemble de points 
P, eontenant l 'ensemble 1 *u et ayant la propridt6 l*a~ = S; on aura par 
consdquent P~a? = Pr et on peut loujours choisir l 'ensemble -P~ /*~~  
de far'on que le hombre donn6 j- soit le premier nombre de la premi6re 
ou de la seconde classe, pour lequel cette 6galitd ait lieu. 

(~) Voir ce journal 1 T. 21 p. 409,  ThdorSme C. A proprement parler, le thdor~me 

C de CANTOR -dnonce seulemcnt qu'il existe toujours un premier nombre ~', qui appartient 

~, la premiSre ou ~ la seconde classe et pour lequel p~r) = o. Mais en se servant des 

m~mes raisonnements que BENDIXSON (voir ee journal 1 T. 2 ! p. 4 t 9 - - 4 2 I )  1 on montre 

facilement que 7 dolt toujours avoir la forme 72 4- I et que par consdquent P(~-) ne 

contient qu'un nombre fini de points. 

(~) Voir ce journal I T. 21 p. 426.  Voir aussi ~ ce sujet CANTOR, Ueber unend- 
liche lineare Pu~zktmannigfaltigkeiten. N ~ 6. M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n  1 Bd. 231 p. 

467  - - 4 6 9  . 
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l l  est ais6 maintcnant de d6montrcr que, apr/~s avoir rctranch6 du 
continuum donn6 l'enscmblc de points P - - I  ~';'), le domaine qui rcstc 
cst toujours un continuum ~', compos6, d'une scule pi6ce ct complbtc- 
mcnt limit6 par rensemblc de points P. CANTOIt a ddmontrd, en efl'et, 
que si l'on retranche du continuum donn6 un ensemble de points P1 
quelconque, de la premibre puissance, il cst toujours possible d'unir 
deux points appartenant k ce continuum mais non k /)1, par une ligne 
continue, dont tout, le parcours appartient au continuum consid6r6 et qui 
ne passe par aucun des points de P~.(I) Mais si P a une signification 
telle que dans le cas prdsent et que P~ ~ P - -p ( r> ,  chaque point de 
P'~ appartient ndcessairement k P'2 et par consdqucnt aussi ~ P, c'est-k:dire 
ou bien k /)1 ou bien k p:7). Mais P:~) constituant la limitc du premier 
continuum considdr6 la limite infdrieure de l a  distance d'un point de la 
ligne donnde k un point de P e s t  par consdquent une quantit6 positive, 
et les deux points extrdmes de la ligne sont toujours unis par un con- 
tinuum, appartenant au continuum consider6. Et la proposition que j'ai 
6nonc6e se trouvc d6inontr6e par l~. On volt de indme que si a est un 
nombre quelconque de la premibre ou de la seconde classe, qui pr6c~de 
F, ~ A - P ~  P<~) est un nouveau continuum compos6 d'une seule piece et 
limit6 compl6tement par rensemble de points /~).  

Je me suis ddjk servi de ce thdorbme, dans le cas le plus Simple 
O l l r  I. 

Ces consid6ratlons pr~liminaires une lois dtablics, il me ser~ facile 
de terminer rues recherches de la fa~on indiqu~e au commencement de 
ce paragraphe. 

Soit ~ un continuum, dont la lbnite complete est formde par un en- 
semble de points que je ddsignerai par R, et qui est tel .clue l'~galitd 
R ~ R ' :  o n'ait pas lieu; et soit F le premier hombre de la pre- 
mibre ou de la secondc classc, pour lequel / ~ ) ~ / ~ + ~ ) .  Soient de plus 
a~, a 2 , . . .  ,a~, . . . .  les diffdrents points dont la totalit~ forme rensemble 
R ~/~;,7). "Ddsignons encore par a~ los points a, appartenant ~ l'en- 

semble / ~ " ) - - R  ("+~) oh a est un nombre qui pr6cbde F- Le nombre 
a peut aussi dtre ~gal k z6ro, dans quel cas a~o ddsigne les points diffd- 
rents qui composent rensemble R - - R  ~ Je remarquerai ic] en passant 

(1) Voir ce journal, T. 2, p. 369. 
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que /~")--/~'+~) ne peut ~videmment dtre compos6 d'un nombre fini 
de points que dana le cas oh R :"§ :r). Si R :r)-- o, il existe tou- 

joura un nombre& tel que y = ~ +  I. Darts ce cas, R ( ; ) - R  (~+~) ne 
contient de m~me qu'un nombre fini de points. A chaque point a.., 
qui n'est n i  z6ro, ni infini et qui n'appartient pas k un ensemble fini 
de points /~(~)~/~"+' ,  on peut tonjours faire correspondre de la ma- 
ni6re suivante un autre poin t  b~, situ6 sur la limite ou en dehora 

du continuum q[ + R - - R  c~+1). D6signons par fl~ la limite inf6rieure de 

I b ~ b~ ], lorsque b parcourt lea uns apr6s les autres tous lea points de 

l'ensemble /i~ "+~) et choisissons b,~ de mani6re que: I ~ la limite sup6rieurc 

de /~ (v = i, 2 , . . . )  soit une quantit6 finie; et que 2 ~ l'(!gqlit6 

l i m  (l a ,  - -  b~ l - -  fl,~ ) = o 
V =  oo 

ait lieu; e'est-b~-dire qu'k chaque quantitd positive donn& 0 corresponde 
un nombre entier positif n, tel que 

d6s que u > n .  
On peut toujours choisir les quantit& b~ (v---- I, 2 , . . . )  dana l'en- 

semble R' de mani6re que la condition soit satisfaite. Toutes les quan- 
tit& flu sont en effet 6gales k z&o dans ce caa, et l'on n'a qu'k choisir 
entre les points de l'efisemble R', des points b. tels, que b,, appartienne 

l'ensemble /~,+1) et que 

l iml a~- -b~  I = o 
V = e ~  

c'est-k-dire, qu'k chaque quantit6 positive 0 corresponde un hombre en- 
tier positif n tel que ]a~ - -b . ]<  O, d6s que ~ n .  Cela aura lieu 
par exemple, si l'on choisit b.a de mani6re que ] a , , -  b.a ! soit 6gal k 

la limite inf6rieure des diff6rentes vateurs que prend l a . - - b l ,  loraque 

b d&igne Fun apr6s l'autre les diff6rents points de l'enaemble R c'+1). 
En effet, s'il existe dana ce cas un hombre infini de points a.. pour 
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le.squels [a , ,~b~ , l>  O, il existe aussi toujours un point b' tel, qu'e 
dans chaque entourage de ee point, se trouvent des points a~,. Ce point 
appartient par cons6quent s l 'ensemble /~', mais peut aussi appartenir  

R ~), R(3) , . . .  etc. Dans t o u s l e s  cas on peut toujours trouver dans la 
s6rie R (~), t ~ ) , . . . ,  R!~), . . . ,  R :'') le dernier ensemble /~'~'), qui contient 
le point b', et l 'on peut toujours, par cons6quent, fixer une quantitd po- 
sitive et suffisamment petite 0' < /4 de mani6re que le nombre a cor- 
respondant ~ chacun des points en hombre infini a~.,~, situ6s h l'intd- 

rieur du domaine I x - - b ' [ <  0', est un nombre qui prdc6de a' et que 
b' appartienne par consdqnent h l 'enscmble R'~'~+'); mais b~, appartient 

aussi h l 'ensemble R (~+I) et [a~, ~ b~, [ est un minimum, d'ofl il rdsulte 

que [a,i~ ~ b~, [ < [a~, - -  b'[ < 0; mais cela est contraire h la supposition 

pr61iminaire [ a ~ . - - b ~ . [ >  0. Si l'on choisit par cons6quent b.~,~ de 
mani~re que [a,~a--b~ I soit dgal h la valeur minimum qu'obtient 

la~ ~ b l ,  lorsque b parcourt tout l 'enselnble R (~+n, on aura toujours 

lim[ a ~ -  b~t-----o, et il est possible par eons6quent de fixhr les qu'mtit6~ 
y = a r  

b~ (~ = I, 2 , . . . )  de mani6re que 

l i m ( l a ~ - -  b ~ ] - - ~  ) = o. 

S'il se trouve des points, situ6s en dehors du contbmum ~ " 4 - R - - ~  y), lcs 
quantit6s b.~ (u---- I, 2 , . . . )  peuvent 6tre fix6es d'une infinitd de mani6res 
diff6rentes, de sorte que l i m ( l a ~ - -  b.~l--/~) = o, sans que l'on ait 

besoin pour cela d'6galer k z6ro tous les fl,~ (,a = I, 2 , . . . ) .  Si l'on a 
par exemple / - = , ~ - 4 -  I e t  si R (~) est un cercle qui a l e  point x = o  
pour centre, on peut proc~der de la ,nani6re suivante.( ') On adjoint h 
chaque point a,~, off a pr6cdde ~, un point b~,~ tel, que l a ~ , -  b~, I soit 
6gal au minimum de toutes les valeurs de l a , ~ - - b  [, lorsque b parcour t  

l 'un apr6s l 'autre tous les points de l 'ensemble /i5 '~+~). Si {~ + R - - R  (~) 
contient le point x = o, on prend enfin tous les i)oints b ~ - =  cx~. Et 

si, d'un autre c6t6, ~ - { - R  ~ R (~) ne contient p a s x  = o, mais au con- 
traire x = oo, on pose b~ = o. 

(') Cf .  p a g e  2 5 . 
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Maiatcnant qu's chaque point, a~ qui n'est ni zdro ni infini et qui 

n'appartient pas ~ un ensemble fini R ~ " ) -  R ~+~), il correspond un nouveau 
point b~, situ6 .en dehors ou sur la limite du c o n t i n u u m  ~ - } - R - - R  ('~+~) 

et choisi de mani6re que la limite sup6rieure de fl~, fl~, . . . , f t ,  . . .  

soit une quantit6 finie, et que l i m ( [ o . . - - / , . [ - - t ~  ) = o, on fixera une 

sdrie de quantitds positives r z 2 , . . . ,  z , , . . ,  dont la somme est finie, et 
une seconde s6rie de quant]tds positives s ">, s (~) , . . . ,  s ( ' ) , . . ,  telles que 
l ime  (~> = I. Fixons de plus une s6ric de nombres entiers ~Zl, ~ ,  . . . ,  n , . . .  

qui peuvent &re positifs ou n6gatifs ou nuls, et qui, du reste, peuvent 
8tre ehoisis arbitrairement, sauf que si R ('~>-//"~+:) est un ensemble 
fini de points, la somme de tous les nombres n correspondant aux diff6- 
rents points de eet ensemble, dolt dtre 6gale ~ z6ro. Nous formerons 
ensuite une s@ie de fonctions 

, (5 I . . . , q i  I . . .  

( i )  
telles, que ~ ,,r~a~ soit une fonction entidre, rationnelle ou transcen- 

dante, de ' qui s'annulc pour ' (~-J-~,~) - - - -  --  o, et que (~, ne soit 

pas identiquement 6gal b~ z6ro, si n ~ <  o. 
A chaque point a~ correspond par eonsdquent une fonction ddter- 

_ ( i ~) _ ainsi que deux quantitds d dtermindes z~. et min6e (:~: - -  a~<.) "~" (6~ ; _ % 

s <',,.~. Par eonsdquent, d'aprds le thdordme B du w 2 les quantit6s s~: 
et s <~-> permettent de former avec les 616ments 

\ ' ~ t z  

une expression analytique F(x ~), pour chaque nombre a qui est dgal b~ 
z6ro ou bien appartient h la premi6re ou ~ la seconde elasse de nombres 
et prdc6de y. Cette expression repr&ente h l'int6rieur du con t in~um dont 
la limite compl6te est constitu6e par l 'ensemble /~ '~)--/~+1) et par la 
preini6re d6riv6e (selon la notation de CAXTOn) de cet ensemble, une 
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fonction monog~ne uniforme, qui se comporte r~guli~rement partout it 
l'int4rieur de ce continuum et dans l'entourage de chaque point x =  a~, 

peut ~tre mise sous la forme 

- ( ' a.~ tt0, %). 

Les expressions ~'(_ 2 ) que l'on obtient de cette mani~re peuvent tou- 
jours dtre rangdes en s6rie simple F~ '''~ (/~ = 1,2,.. .),  oil le nouvel indice 
/l, ajout6 k l'expression F(~ ), indique la place qu'elle occupe dans cette 
s~rie. 

On peut maintenant ddmontrer le th5or~me suivant: 

A .  ))L'expression ~ F ~  ''~ repr~sente k rint~rieur du continuum 
!L = 1 

une fonetion monog~ne, uniforme et r~guli~re, qui dans rentourage de 
ehaque point �9 : a~. peut dtre (~gal~e k 

Si a' est un nombre de la premiere ou de la seeonde classe, qui 

precede 7", et que ron s6pare de la s~rie ~ F ~ . '  tous les termes, dont le 

premier indice correspond k un hombre a pr~cddant a', la s~rie qui 
reste reprdsente k l'int~rieur du continuum ~ - } - R -  R (~'~ une fonction 
monog6ne, uniforme et r~guliSre, laquelle dans le voisinage immddiat de 
chaque point x--= a~, peut dtre ~gal~e 

%a" I § 

Soit en effet x o un point k l'int~rieur du continuum 1~ h - R  ~ R '  

et p une quantit6 positive suffisamment petite pour que le domaine 
i x "  xol< p ne contienne aucun point appartenant k l'ensemble R, except6 
tout au plus le point x 0 lui-m~me. Si l'on d6signe maintenant par ~ une 
quantit(~ positive queleonque, il est toujours possible, en vertu des con- 
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t(1), de fi:~er un nombre n assez grand 

,~. I F~ < e , r  , - - x  

das que !*--*0 I<p, en ,n~me ten,ps que u ' >  n, et # ' >  n. 
On a, par consequent, das ,lue I x -  .~ I < p ,  si ~~ appartient b. g 

Y_. F:.," - -  tJ(* - - . " 0 )  
IL = 1 

et si x0 coincide avec un point a~. appartenant k l'ensemble R -  R' 

[ ( l )  ] ~:1,~ ........ ( , - a , . ) ,  ~,o ,--~aT~,. + l J ( * - ~ , , . )  + I J ( , - - ~ O .  
# = 1  

On peut d6duire de la mdme maniSre les propri6t6s de la s6rie qui 

reste, apr6s avoir retraneh6 de ~F~'." t o u s l e s  termes dans lcsquels 
# = 1  

pr6c~de a'. 
Le thdor6me A nous permet maintenant de g6n&aliser les th6o- 

r6mes B '  du w I et du w 2 de la mani6re indiqu6e au commencement 
de ce paragraphe-ci: Ddsignons comme auparavant par F(x) une fonc- 
tion monog6ne uniforme, dont l'ensemble des points r6guliers constitue 
un continuum ~, que limite compl6tement l'ensemble de points P, com- 
pos6 par la totalit6 des points singuliers de cette fonction. Indiquons 
de plus par r le premier nombre de la premi6re ou de la seconde classe, 
pour lequel /~r )=  P>+'.  J'appellerai /~ un ensemble de points que je 
retrancherai dtt continuum ~-4-P et qui a les propri6t6s suivantes: il 
contient les deux ensembles R' et P e t  l'on a de plus /~')----/x~). On 
voit immddiatement que si a est un nombre quelconque de la premi6re 
ou de la seconde classe qui prdc6de r, l 'ensemble/~') embrasse l'ensemble 
/x,). I1 en d&oule que r e s t  le premier nombre de la premi6re ou de 

(t) Pag. 14 et 2 7 . 
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llt scconde classe, pore' lequel 1 to ' )=  I (  ~~ ~. Jc d6signcrai de mdme 
qu'au th6ordme z] ,  par (r h' con:imtum dont la limite comi)ldte est 
constitu6e par R. L'ensemble de points R - - R  ~~ a la premidre puis- 
sance; on peut par consdquent, de la mdme manidre qu'au thdordme A ,  
ddsigner par a~, a~, . . . ,  a~, . . .  tous les points qui le composent. A 
chacun de ees points r162 (,~ ~ I, 2 , . . . ) ,  qui n'est ni zdro ni infini, et qui 
n 'appartient  pas ~ un ensemble fini de points R ( '~ )~  ]l ('~-~), on peut faire 
corresl)ondre , avec la m~mc signification qu'au thdordme : t ,  un nouveau 
point b., ,  de mdme qu'une quantitd positive s <'> et une autre quantit6 
positive s.~. 

On peut de l}lus adjoindrc h chaque point a~ (,~ ~-- i, 2 , . . . )  tm 
hombre entier 1)ositif ou nul ~.~, qui est soumis aux dcux conditions 
suivantcs: I ~ si a~ aH)artient k l 'cnscmblc l l - - B '  sans appartcnir pour 
cela ~ t ' ,  lc n,)mbrc correspondant n~ est toujours 1)ositif; et 2 ~ si 
R ('~l) - - R  (~) =--o; chaquc nombre ~ qui correspond k un 1,3int de Fen- 
serene fini R ( : ~ - - l f  '~ ~) est 6gal it zdro. Sous tous h',s atttres l'al~ports , 
les hombres n~ peuvent 6trc choisis arbitrairement. 

La fonetion donnde F( . r ) ,  dans l 'entourage immddiat de chaque point 
a~0, appartenant k l'ensemble R -  R', peut toujours dtre raise sous la forint 

k chaque point ~r correspond, par consdquent, une fimction parfidtcment 
" I \ 

ddte~',nint"e ( 6 ~ o ( . ~ 0 ) .  On peut done (voir page 43)for lner  k l'aidc des 

quantit6s b~., s,~. et s ~0~ unc expression F~ ~ qui repr&cntc k l 'intdrieur du 
cont inuum 1~ une fonction monog6ne, uniforme et rdguli6re pouwmt tou- 
jours 6tre 6gal6e, dans lc voisinage immddiat de chaque point a~: ~r 

/ 1 \  

La diff6rence 

V ( : )  - -  

repr6sente k l 'int@ieur du cout inuum ~ + R ~ R'  une fonction monog~hle, 
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uniforme et rdgulibre, qui darts le voisinage imm6dia t  de ehaque point 
p 

A n,~ x = % peut toujours etre raise soua la forme (.c - -  %) o ~J (z - -  %). 
De son c6t6, cette dernidre fonction peut toujoura dans l 'entourage de 
chaque point % appartenant  ~r l 'ensemble R ( ' ) - / ~ 2 )  dtre dgal6e g 

( ' )  (, - + ( .  - - - , , 0 .  

On peut ~ l'aide des quantitds b,, et des hombres z.,, z(~,), former 

avec les dl6ments (6,~,(~-~,~,) et les hombres eorresl)ondants n~, une ex- 

pression analytique l ~ )  ), laquelle repr&ente it l 'intdrieur de (f q - R - - I ~  ~') 
une fonetion monog~,ne, uniforme et r6guli6re, pouwmt 6tre 6galde, dana 
le voisinage imm6diat de ehaque point x = a~,, ir 

La diffdrence F(x) - -F . (~  ') rel)rdsente ~r l 'intdrieur du cont i -  

n u t t m  ~ - 4 - R - - R  c') uric fonction monogbne, uniforme et r6gulidre qui 
clans le voisinage de chaque point x = % peut (}tre raise sous la forme 
( : v - - % ) " ~ , ~ J ( x -  %) et, da,,s le voisinagc de chaquc point :c = a~ appar- 
tenant ~ l 'enselnble R ~'-') - R (~), peut dtre 6galde ~ 

( i )  

En eontinuant le m6me proe6dd, on forme suceessivement les nouvelles 
r162 

�9 /~.(a) F(z) dont la somme ]~ I,'~ (z) reprdsente g expressions F(~) ,  _ ,  , . . . , _ .  , . . .  
/ = 0  

l 'int6rieur de ~ une fonction monogSne, uniformc et r6gulidrc, grime g 
la mani~re dont chaeune des expresaions F(] ) a 6td form(~e par l 'interm6- 
diairc des nombres z~z. et ~('9 ) et des. quantit6s b.9. Cette somme a de 

plus lea propridtds suiwmtea. 
Si l'on pose 

Z =  ~ Z = Z  ~e 

Y .  I~'(~) = Z I~'~) + Y_, I~'(~ ~ 
z = O  Z - O  Z = Z ' + I  
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Z~/' 
F ( x )  - -  Z Y 7  ) 

Z=0  

2". = Z ' + I  

reprdsentent toutes les deux, k l'intdrieur de ~ -4- R - -  R ~z'+~) des fonctions 
monog6nes, uniformes et r6guli6res, dont" la premi6re peut toujours dt.re 
6galde k 

dans le voisinage imm6diat de chaque point x ~-= a,z.,. 

La diff6rence 
Z=~o 

Y(x) - -  Z F2' 

repr6sente aussi ~ l'int6rieur du continuum ~ - 4 - R ~  t~ ~) une fonction 
monog6ne, uniforme et r6guliSre. On a par consdquent dans le voisinage 
imm6diat de chaque point x = a.,~, appartenant i~ l'ensemble de points 

-- _~ = -- ,,,o) '~ t~..,. ; ~. , + (.~.-- ,,..j o I~(~ -- ~.,.). 
z=O 

En se servant des quantit6s b,,, z,, et ~(~-), on peut toujours former unc 

expression ~ ' ) ,  repr~sentant k l'int6rieur de ( ~ - 1 - P - -  ./~) une fonction 
monog6ne, uniforme et rdguli6re, qui, dans le voisinage imm6dia~ de chaque 
point x----a,~, peut ~tre ~gal6e k 

t ny (~ - '""-'~ / ' + (~-- a.J "l~(x -%). 

On peut continuer ce m(!me proc6d6 et former les expressions 
.F(: ), F ~ + I ) , . . . , . F J a ) , . . .  oh a d6signe successivement run apr6s l'autre 
tous les hombres entiers de la premiere ou de la seconde classe qui 
prdc6dent T. Si l'on range ensuite les expressions 

. ~ ( 0 )  _ (1) , . F ( a )  
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en s6rie simple, et que l'on marque la place qu'occupe chacune de ces 
expressions dans eette sdrie par un nouvel indice sup6rieur, la somme 

Z F;,, ~ 
/ t = l  

aura les propri6t6s suivantes: 
I ~ Elle repr6sente ~ r intdrieur du continuum ~ une fonction mo- 

nog6ne, uniforme et r6guli6re, de x. 
2o Si l'on pose 

c~ a '  a '  

Z E?' =Z~;,,' + Z  ~,:~ 
/~=I  (1) (2) 

(z' 

off a' est un hombre qui pr6c6de T et off ~ ddsigne la somme de tous 
(1) 

les termes de ~ F ~ . ,  dont le premier indice precede a,  tandis que 
# = 1  (2) 

d6signe la somme de tous les termes, dont le premier indice ne pr6e~de 
pas a', les expressions 

F(x)  --ZF:,, '  
(1) 

et 
a '  

(2) 

repr6sentent des fonctions, qui toutes les deux sont monog&nes, uniformes 
et reguheres a l ' int~rieur du continuum ~ q - t g  ~ t~ "'). Si a' est un 
nombre tel, qu'il existe un autre nombre qui le pr6c6de imm6diatement, 
ou, en d'autres termes, a ' =  ~'-t-  I, la premiere de ces deux fonctions, 
dans l 'entourage imm6diat de chaque point x = a~7., petit toujours (~tre 

raise sous la forme 

(~ - -  %)"'~'tl(~ - -  %). 
3 ~ La diff6rence 

F ( ~ )  - - 5 2  ~':" 
IL = 1 

repr4sente ~ l ' int6rieur du continuum ~ -4- R -  t~ r) une fonction monog~ne, 
uniforme et r~guli6re.  S'il existe pour le hombre j- un autre nombre, 
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qui le pr6e~de immddi'ttement, e'est-k-dire si i" = ~ + I, la" fon(:tion con- 
sid6r6e peut, dans le voisinage immddiat de ehaque point /x = a.~7,., 6tre 

6galde 
- -  - -  

~ n~ - 

Si P(~:)-= o, la diffdrenee 

- -  Z 

: t =  1 

repr6sente une fonction qui est monog6ne, uniforme et r6gulibre dans 
tout le domaine de ]a variable x Mais une r fonction est ndcessaire- 
ment constant% et on a par consdquent dans ce cas 

F(:r) = E F~'" + C. 
11=1 

Le r6sultat que n~)us venons d'obtenir peut se formuler dans le 

thdor6me suivant: 
A'.  ))Soit F(x) une fonction monog6ne uniforme de la variable x. 

D6signons par ~f le co~ztinuum compos6 par l'ensemble de tous Its points 
rdguliers de cette fonction, par P l'ensemble de ses points singuliers et 
par r le premier nombre de la premidre ou de la seconde classe, pour 

lequel P(~) = p(r+~). 
Soit de plus R u n  ensemble de points appartenant all continu~tm 

+ P, qui renferme les deux ensembles/~' et P e t  pour lequel R(~)= P(~), 
mais qui, pour tout le reste, peut dtve choisi arbitrairement. 

ll est toujours possible de former une expression analytique, re- 
pr6sentant une fonction monogSne uniforme qui se comporte r6guli6rement 
partout k l'intdrieur du continuum ~ et qui, dans le voisinage immddiat de 
chaque point appartenant ~ l'ensemble R--/~(~), coincide avee F(x)  
un degr6 de prdcision voulu(~) et qui, de plus, est telle, que la diffdrence 
entre elle et F(x)  reprdsente, ~ l'intdrieur du continuum ~ + P- -P(" )  
compl6tement limitd par l'ensemblc de points p(r), une nouvelle fonction 

monog~ne et uniformed) 
Les thdorSmes A et A '  que je viens d't~tablir constituent la gdndra- 

lisation des thdorbmes B e t  ]Y du w 2, que j'ai annonc6e au commen- 

(1) Ce que je veux dire par 1'~ est suffisamment delairei par l'exposMon qui prdeb, de. 
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cement d e  ce paragraphe. Le cas off F est un nombrc de Ia premiere 
classe, po-)~_ o et t o u s l e s  nombres n~ sont nuls, a dtd ddmontrd par moi 
clans le Bulletin ( Of ve r s ig t )  des travaux de l'Acaddmie des sciences de 
Sudde (8 FSvrier i882),  ainsi que dans les C o m p t e s  r e n d u s  des 
s~anees  de l ' A e a d ~ m i e  des  s c i e n c e s  s Paris, 3, 24, I7 Avril 1882.( I ) 

Voyons maintenant comment on peut, d'une mani~re exactement 
semblable, dtablir deux nouveaux thSorb~tnes gdn&'alisant les thdorSmes 
C et C '  du w 2. 

Nous d4signerons toujours par ~ un c o n t i n u u m  limit5 comph~te- 
ment  par l 'ensemble de points R, oh nous supposons que F est le 
premier nombre de la premiere ou do la seeonde classe pour lequel 
//(~) -----/~'+~). Soient de plus aa, a2, �9 �9 �9 a~, . . .  les cliff, rents points, dont 
la totalitd compose l 'ensemble R - - R  ~ On peut maintenant, avcc la 
m~me signification que pr~c6demment, adjoindre aux points aa, a~, . . . ,  a~,... 
de nouveaux points b~, b~, . . . ,  b~, ...  et deux s~ries de quantit6s positives 
z~, e ~ , . . . ,  z . , . . ,  et z ~ e (2), . . . ,  e (~) , . . . .  On doit de plus annexer k 
chaque point a~ (v ~ I, 2 , . . . )  deux hombres entiers n2~ et n~, positifs, 

o 

n~gatifs ou nuls et choisis arbitrairement, avec cette seule restriction 
que si R (")~/~"+~) est un ensemble fini de points, lu somme de tous 
les nombres m~. correspondant aux diffdrents points de cet ensemble, 

PO" / dolt ~tre e~ale k zero, et celle de t o u s l e s  nombres n,. correspon- 
dant k ces mdmes points est aussi (~gale k z~ro. Adjoignons enfin h 
chaque point  a, une fonction enti~re, rationnelle ou transcendante de 

z - -  a , '  , qui s'annule pour x - -  a~ - - o ,  mais qui n'est pas 

identiquement (!gale k z4ro si n. ~ o. 
A chaque point a , . ,  appartenant k l 'ensemble R r  R (~'+~) correspond 

alors(~) une expression d~termin~e 

,% 1 ~ \ 

- -  a~.) e 

d e  m6me que deux quantit6s d~termin6es e~. et e (~-~. On pent done 
toujours, d'apr6s le th~or6me (7 du-w 2, former une expression analyt ique 

(~) II faut observer que l'ordre de ces articles dana lea C o m p t e s  r e n d u s  etc. 
a ~t6 interverti. 

(J) Voir p. 4 9  et 50. 
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f~(") qui repr6sente, h l'intdrienr du contin.uum limit5 cornpl6tement par 
R (~)~ R ("+~) et par la premiSre d6rivde de cet ensemble, une fonction 
monog6ne, uniforme et r6guli6re, ne s',mnulant nulle part h l'int6rieur de 
ce continuum et pouvant dans le voisinage de chqque point x---= % 6tre 
6galde ' a 

% (.~- %,) "tJ( .... %) 
. j .  _ _  r162 z 

- , , , ~  

Les expressions ~!~) que l'on obtient ainsi peuvent toujours 6tre 
rangdes en s6rie simple /$'." (ff = i, 2, . . .) .  

oo 

r , t  Si l'on forme maintenant le produit l-If;  , le thdordme suivant, 
, u = l  

contenant une g6ndralisation du thdor~me C du w 2, a lieu par rapport 
ce produit. 

r 

B .  ))Le pro&tit 1-If,,= ':~ rcpr6~ente k l'int6rieur du continuum q une 
I t =  1 

fonction monog6ne, uniformc et r6guli6re, qui ne s'annule pour aucun 
point de ce contimtum et qui, dans le voisinage imm&liat de chaT'le "point 
x = a~~ peut (!tre dgalde 

Si a' est un nombre cntier de la prcmiire ou de la scconde elasse 
ao 

qui prdc6de T, et que l'on s6pare du produit l-[f~"'' tousles facteurs dont 
t t  ~ 1 

le premier indice correspond h u n  hombre prdcddant a', le produit 
qui reste repr~sente s l'intd~rieur du continuum t~ A - R -  R ("') line fonc- 
tion monogbne, uniformc et r6guli6re, laquelle ne s'annule pour aucun 
point de ce continuum et, dans le voisinage immddiat de chaque point 
x = % , ,  peut toujours ~tre 6galde 

. . ,  , V / ~ \ ] 
~ + + 

X ~ " , u  . 

V ~ , /  v 

La d6monstration de ee th6or&me d6coule imm6diatement du raison- 
nement dont nous nous sommes servis pour 6tablir le th6or6me A de 
ce paragraphe et le thdor6me C du paragraphe pr6eddent. 
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On obtient de m~me facilement un nouveau th6or6me, qui contient 
la g6ndralisation annonc6e du th6ordme C '  du w 2. Nous d6signerons 
toujours par F(x)  une fonction monog6ne et uniforme dont l'ensemble 
des points r6guliers constitue le continuum ~ et dont les points singuliers 
forment l'ensemble P. De m~me qu'au w ~, nous d6signerons par ~ll 
l'ensemble de tous les points r6guliers qui ne sont pas des points- 
zdros de cette fonction, et par ~ l'ensemble des points-zdi-os et des 
points singuliers; nous d6signerons par ~ le premier nombre de la 
premiere ou de la seeonde elasse pour lequel ~('~)= ~}<~+'). Sdparons 
maintenant du continuum ~ + ~ un ensemble de points R qui contient 
R ~ et embrasse ~ et pour lequel R(~)= ~('~). Soit ~ le continuum, 
dont la limite complete est constitu6e par R, et soient a,,  a 2 , . . . ,  a~, . . .  
les points diff6rents dont la totalitd forme l'ensemble R ~ R ('~'. Adjoig- 
nons "~ chaque point a~ (v = I, 2 , . . . ) u n  nombre entier positif ou 
nul n~, qui sera positif chaque fois que a~ appartiendra b. l'ensemble 
R ~ t l ' ,  sans faire pour cela pattie de rensemble ~, et qui sera nul d6s 
que R ("+') --= R('~)~ o et a~ appartiendra k l'ensemble tint R ( " ) -  R (~+'). 

Dans le voisinage imm6diat de chaque point x----a~., appartenant it 
l'ensemble R -  R', la fonction donn6e peut toujours ~trc raise sous la 
forme 

- "~ --~--- + (~ ~ 0  , 1 ~ ( ~ - % )  
/~a~ it 

= - . e  ( "  ~ ' ' ( ' -~ 
et le hombre m,, est entidrement d6termind par cette 6galitd; quant it l'ex- 

pression (x--a,~',,~j.~.(~-~,,_), elle est d~ter,nin6e k une constante additive 

pros, 6gale '~ un multiple'--~entier de 2r, i. D'apr~s le th6or~me C du w 2, 
on peut toujours former une expression ,,f(~ reprdsentant it l'int6rieur du 
continuum ~ une fonction monog~ne, uniforme et r6guli~re, qui n'a pas 
de points-z6ros it rint6rieur de ce conti)~uum et qui, dans l'entourage de 
ehaque point x = a~., peut 6tre dgalde it 

,,~.) .6,.  + (~ %.) . y ( ~ - . . . )  
role (z --.a,.) .e 

Le quotient 
F(z) 
f(o) 

- 6 - 6 6 5 0 0 6  ~ r  mathematiea. 4 
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reprdsente "~ l'int6rieur du continuum ~ + R - -  R'  une fonction monog6ne, 
uniforme et r6guli6re, qui n'a pas de points-z6ros dans ce continuum et 
qui, dans l 'entourage de chaque point x = a~o, peut (~tre 6galde 

(_~(,i; - -  ( t o )  (, ~ (,t; - -  (t,~o) 

Dans le voisinage imm6diat d'un point x -= a~, cette fonction a aussi 

la forme 

,%) .~,, + (~--,,,) ~,y(~--,~,) 
(x - -  a~.)"% e 

Formons maintenant unc expression analytique f J ' ,  reprdsentant 
l 'int6rieur de (g + / ~ - - R '  une fonction monog6ne, uniforme et rdguli6re, 
qui ne s'annule jamais '~ t 'int6rieur de ce continuum et qui, dans le 
voisinage de chaque point x = a~,, peut dtre mise sous la forme 

' 1 tt ~ 

Le quotient :(0~:(1) rcpr6sentc alors ~ l 'intdricur dc {~ + R - - / ~  (:) une 
j x  j x  

fonction monog6ne, uniforme et rdguli6rc, qui n'a pas de points-z6ros 
l 'int6rieur de ce continuum et qui, dans le voisinage de chaque point  

(~ - ~ )"", 1~ (~ - . x ----- %, peut ~tre 6galde ~ e ' %) 
En continuant toujours le ,name proc6d6, on obtient une sdrie d'ex- 

pressions 
f~o), f ~ , ) ,  . .  . ,  f~, , . ) ,  . . .  

qui peuvent toujours 6tre rang6es en s6rie simple f2'z (~----- I, 2 , . . . ) .  

Le produit 1-[ 1~ " .... jouit, d'apr6s ce qui vient d'etre 6tabli, des pro- 

pri6t6s suivantes: 
i ~ I1 repr6sente g l 'int6rieur de ~ une fonction monog6ne, u~lif~me 

et r6guli6re qui n'a pas de points-z6ros ~ l 'int6rieur de ce continuum. 

2 ~ Si l'on pose 
(z' a '  

I I  f: ,~ = I I  f2,'~.l-[ f2 ,. 
pf f i l  (1)  (2) 
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6t '  

oh a' prdc6de ~ et oh I I  d6signe le produit de tous les facteurs de 
O) 

I I ( 2  '~ dont le premier indiee pr6e6de a', tandis que I I  repr6sente le 
/~=1 1"2) 

produit des facteurs, darts lesquels le premier indice ne pr6c6de pas a', 
les expressions 

F(x) 

[ I  f~'~ 
(1)-- 

et 
el '  

H t:'" 
(2) 

reprdsenteront des fonctions qui, k l'intdrieur du continuum ~ + R -  R (~'>, 
sont toutes les deux monog6nes, uniformes et r6gulidres et ont partout 
une valeur diff6rente de zdro. Si a ' ~ - ~ '  + I, la premi6re'de ces deux 
fonctions peut aussir dans l'entourage de chaque point x ~ a,;., fitre 6gal6e 

v ( ~ -  a<,) '<'~(~ - "< , ) 

-~ Le quotient ,) 
v ( x )  

ao 

repr6sente k rint6rieur du continuum 

une fonction monog6ne, uniforme et r6guli6re, qui n'a pas de points-z6ros k l'in- 
n,- 

t6rieur de ce continuum et qui peut ~tre mise sous la forme e (x-%-) ~l~(x-~,~) 
dans l'entourage de chaque point x = a~z, en supposant 3-=  ~ + i. 

Si ~}(~) o, le quotient F(z) = sera, par cons6quent, 6gal k une 

,u=l 
constante. 

Je peux donc formuler le th6or6me suivant: 
B' .  ))Soit F(x)  une fonction monog6ne uniforme de la variable x. 

Soit ~ l'ensemble de tous ses points r6gu|iers, qui ne sont pas en mdme 
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temps des points-zc!ros, et ~ l'cnscmblc dc tous sos points singulicrs et 
de tous ses points-z6ros. Soit cnfin 3 le prcinier hombre de la premi6re 
ou de la seconde classe, pour lcqucl ~}('~)= ~}(,~+1). 

Je-ddsigne par R u n  ensemble de points, qui al)partient au continuum 
+ ~, eInbrassant R' et ]} ct pour lcquel R ~ ~"~', mais qui, quant 

au rcste, peut dtrc choisi tout .~ fair al'bitrairement. 
] l c s t  toujom's possible dc former une expression analytiquc, repr6- 

sentant une fonction monogSnc uniformc, laquclle k l'int6rieur du conti- 
nuum ~ se comporte partout rdguliSremcnt c t a  une valcur diff6xente de 
z6ro; duns le voisimigc imm6diat de chaquc point de l'cnsemble R ' - - /V ';), 
cctte fonction peut coincider avcc F(x) au degr6 d'exactitude voulu 
et cllc cst dc plus tellc, quc lc quotient qui r6sulie de sa division par 
F(X) est une nouvelle fonction, qui est monog6ne, uniforme et r~guli6re 
k l'intdrieur du continumn ~3 + ~ ) ~  ~)('~) dont la limite compl6te est con- 
stitude par l'enscmble ~('~), ct qui ne s'annule jamais k l'int6ricur de 
ce continuum.)) 

En vertu des dcux th6or6mcs A '  ct B ' ,  on peut toujours repr6scnter 
chaque fonction monog6ne uniforme sous deux formcs esscnticllement 
diffdrentes. 

D'apr6s le thdor6me A '  on a," '~ l'int6rieur du continuum .~ + P - -  P(~), 

et il est toujours possible de former l'cxprcssion F,  de fa~,on que C(x) 
soit une fonction monog6ne uniforme, sc comportant rdguli~remeut partout 
k l'int6rieur dc ce continuum. 

D'apr~s le th6or6Ine .~' on a, "~ l'int6rieur du continuum ~ + ~ -  ~('~, 

et on peut toujours former l'expression f, de sorte que c(x) soit une 
fonction monog~ne uniformc, qui, k l'int~ricur du continuum cn question, 
se comporte partout r6guli~rement et conserve toujours une valeur dif~- 
rente de zgro. 

Les deux fonctions C(x) et c(x) deviennent des constantes ind~pen- 
dantes de x duns le cas oh / ) ( r )~ o. Mais si cette ~galit~ n'a pus lieu, 
et que p(r) _. p(r+, soi t  l'ensemble de tous les points singuliers de C(x) et 
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que ~)c,~ __=_ |}~,~+1) soit l'ensemble de tous les  points singuliers de c(z), on 
obtient un groupe d6termin6 de fonctions, caract~ris6 par cette propri6t6 
m~me. 

Dans une autrc occasion, je ferai ressortir les propri6f~s remarquhbles 
qui appartiennent ~ routes les fonctions de ce groupe, et qui sont lides 
6troitement aux recherches expos~es duns ce m6moire. 

Avant de terminer, je feral remarquer que les th6or6mes A et B 
de ce paragraphe peuvcnt imm~diatement dtre g~ndralisds de la m(~me 
mani6re que le th6or6me A du w I. En d'autres termes, on peut choisir 
l'ensemble de points P a v e c  la seule restriction que l'6galitd P - - P '  ---- o 
n'ait pas lieu. La condition que P forme la limite compl,~te d'un co~- 

tinuum ~ compos6 d'une seule pi6ce, n'est point obligatoire, et, en la 
ndgligeant, on ne change pas essentiellement los thdor6mcs obtenus. 


