
243 

RECHERCHES SUR LES VALEURS EXTRI~MES DES INTI~GRALES 

ET SUR L'INTERPOLATION 

PAR 

A. 3 f A R K O F F  
S:t  PE'~ERSBOURG. 

Duns ce mdmoire j 'ai en rue de donner la plus grande gdn~rulit6 aux 
r~sultuts, obtenus auparavunt, de compldter les ddmonstrations et enfin 
d'expliquer la connexion entre rues recherehes e t l e s  recherehes des uutres 
g6om~tres. 

Les reeherches sur les maxima et les minima peuvent gtre divis6es 
en trois parties. 

La premiere pattie consiste duns la ddduetions des dquations, par 
lesquelles se ddterminent le maximum ou le minimum cherehd et les autres 
inconnus lids ~ celui-ei. La seconde partie consiste clans la solution des 
6quations obtenues ou, au moins, duns l'deluircissement, que ees 6quations 
sont compatibles et d4terminent les inconnus. Enfin la troisi~me partie 
eonsiste duns lu ddmons~ration, que les dquations dtablies correspondent 
effectivemen~ au maximum ou minimum cherch6. 

1 A.  ~/~ARKOFF, ~nr quelques applications des fractions continues algdbriques, (an russe), 
I884. Sur une question de maximum et de minimum, (Acta ma themat ica ,  I886). 
Nouvelles applications des fractions continues, (Mathemat i sche  Annalen ,  B. 47)- 

TCH~BYCHEF, Sur l'interpolation dans le cas d'un grand hombre de donndes, (M6- 
moires de l 'Acad, de Sc iences  de St Pe te rsb . ,  VII s6rie, I, I859 ). 

A. KORKINE et G. ZOLOrAn~F, S u r u n  certain minimum, (Nouvel les  An- 
nales, I873 ). 

STIELTJES, Jets over de benaderde voorstelling van eene functie door eene andere, 
(Delft, 1876). 

Acta mathematica. 28. Imprim~ le 28 novembre 1903. 
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Bien que plusieurs recherches de cette esp6ce se bornent h la premiere 
pattie, mais le ddfaut de la seconde et de la troisi~me partie peut ddnuer 
ees recherches de route importance. On ne saurait justifier ce d6faut par 
une affirmation real fondde, qu'il est dvident, que la question pos6e dolt 
avoir une solution. 

Au contraire, en ddveloppant convenablement la seconde et la troi- 
si~me partie, nous pouvons supprimer la premiere, s'il est possible de de- 
viner le r6sultat cherch6. 

Dans nos recherches il s 'agit justement des questions, dont nous 
pouvons deviner la rdsolution au moyen de l'analogie h la rdsolution des 
autres questions discutdes. C'est pourquoi nous tenons pour superflu de 
nous arr~ter ~ la premiere partie. 

w i. Soit 

a, (~) ,  a d ~ ) ,  . . . ,  ~ . (~) ,  ~.+~(~), . . .  

une s~rie de fonetions satisfaisantes aux indgalit6s 

~(z) > o, ~(z) ,  ~;(z) > O, 

al(z), a~(z), ~;'(z) 

~(z) ,  a;(z), ~;'(z) 

~(z) ,  ~(z) ~"cz~ , 3 k  ] 

~ O ~  o , o ,  

~(~) , ~(z)  , . . . ,  ~ ) (~ )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  > % 

a.+~(z), a' 

pour routes les valeurs de z comprises entre a et b 

(a<z<b). 

Pour nos recherches il est importan~ de d6montrer la proposition 
suivante. 
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Si 

le dg te rminan t  

T h 6 o r b m e  I, 

a <_<ul < u2 < . . .  < u.  < u,+x <_< b, 

~ I ( U l ) ,  ~ I ( U $ ) ,  " ' "  , ~ l ( U n ) ,  ~ I ( U n + I )  

~(~,), ~(~,), . . . ,  ~(~,) , ~(u.+~) 

�9 . ~ . . ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

�9 . . . . .  ~ ~ ~ . . ~ . . . . . . . .  ~ . . . . .  ~ ~ 

a.+~(u~), a . + l ( ~ ) ,  . . . ,  a . + , ( ~ , ) ,  a.+,(~.+~) 

est un  nombre  posRif.  

D ~ m o n s t r a t i o n .  

Duns  le cas de n ~ o le thdor~me est 6vident,  car dans ce cas il ne 

donne  que l ' in6galitd posse 

~l(z) > o. 

Cela 6rant, nons  supposons,  que ce th6or~me est jus te  pour  n fonc- 

t ions  2 et pour  n valeurs u,  satisfaisuntes h nos condit ions,  et  nous  

allons d6mont re r  que le m~me thdor~me sera aussi jus te  pour  n + x fonc- 

t ions  2 et  pour  n +  I valeurs u.  

P o u r  cet effet prgsentons  le d6 te rminan t  considgrd 

. . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

comme le produi t  de l 'expression 

al(u,)  a, (u,)a,  ( u , ) . . .  a,(u.)a~(u,+~) 
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et de l 'autre  dd te rminan t  

A. Markoff. 

~1 (~X2) ~1 (q~l) ' ~1 (U3) - -  ~1 (qs ' " ' ' ,  ~1 (~._l.1) ~I(U.) 

~ (U~) 2~ (U~) ~ (m) ~a (m) ~S (U.+~) ~(U.) 
~1(U2) ~I(U,) ' ~I(U3) ~I(U~) ' " " "' ~l(Un+l) ~l(Un) 

�9 ~.+~(u~) , i"+1(u,) , i .+~(m) ,~.+i(u~) ,~,,+~(u.+d ,~.+~(u.) 
~i (u2) ~i (u , )  ' ~i (us) ~i ('~t2) , " ' ' ,  t{l (q2.+l) ~i (tt~n) 

lequel  est 6gal h u n  p rodu i t  de la fo rme 

( , ,~- , , , ) (u,-  u,)... (~.+,--u.) 

off l 'on pose 

L~,,(z)J = 

et l 'on d6signe par  

A,(U~), A,(U2), . . . ,  A,(U.) 

A2(U~), A~(U2), . . . ,  A~(U,) 
. . . . . . . . . .  , , , , . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ 

A.(U~),  A~(~ , ) ,  . . . ,  A~(U~) 

~ P,( ') I  = A,(z) d P"+'(')l = A.(~) 
d~ L~,(z)A ' ' " '  ~ L ~, ( , )  J 

U, , U: , . . . ,  U. 

des valeurs ind6termin6es satisfaisantes aux in6galit6s 

u, < U~ < u  2 < U 2 < u ~  < . . .  < u , <  U,,<u.+~. 

Les fonct ions ,  nouvel les  A, semblab lement  h ~, sat isfont  aux condi t ions  

A,(z) > o, 
A,(z), A',(z) 

A~(z), A;(z) 
> 0 ~  

A,(z), A;(z), Ai'(z) 

A~(z),  A;(z) , A"Cz~ ~ 

As(z), A;(z), A;'(z) 

O ~  o ~ , 
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pour a < z < b, ear le dgterminant 

A,(z ) ,  A',(z),  A; ' (z ) ,  . . . ,  Ai*-')(z) 

A,(z), A;(z) ,  A ' ( ( z ) ,  , Ai*-a)(z) 
t 

�9 . . . .  ~ . �9 . . . . . . .  , . . . . . . .  ] 

r () A'( ) "()  ~'-')( A~z , , z  ,Ak  Z , . . . , A ~  z ) 

lle diffdre du ddtermillant 

' ~ 1 ( z )  , 

a~(z)  , 

,~;(z) , . . . ,  ,~?)(z) 

. . . . .  ~. (z) 
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J 
, ' , . . . ,  L + , ( z )  

que par le diviseur {~,(z)} k+', ee qu'il  est facile de manifister par des trans- 
formations simples au moyen de la formule de LEIB~IZ 

A?>(")=U;~a'+' (~)+(~+') ~ ""+'(")+ ~:z ~ /  ~ n ' > ( " ) +  

I1 ell rdsulte collformdment h notre supposition, que le ddtermillallt 

A, (U, ) ,  A , (U, ) ,  . . . ,  A,(U.)  

A,(U,) , A , (U , ) ,  . . . ,  A,(U.) 

�9 . , . . �9 . . , , , . . . ~ . . . , 

A.(U1), A. (U, ) ,  . . . ,  A.(U.) 

es* ull nombre positrif, et par consdquellt le ddferminallt 

~,(~1), a l ( - , ) , . . . ,  ~,(u.+,) 

~ , ( U l )  , ~ , ( ~ , ) , . . . ,  ~ , ( u . + , )  

�9 . . �9 . , , . , , , . . . . . . . . . . .  

�9 , . , . , . . . . . . . . . .  o , . . . .  

~n+l (Ul )  , / ~ n + l ( ~ , ) ,  . . . ,  an+l(~A~n+l) 

doit gtre aussi un llombre posit-if en vertu des dgali~gs prdeddentes. 
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Cola suffit pour la dgmonstration de notre thgor~me. 
De ce thgor~me ddcoulent phsieurs corollaires importants. 

Corollaire 1. Si dans le syst~me des in6galitds 

nous remplagerons eertains des signes < p a r - - ,  n'dgalisant cependant 
aucuns trois nombres voisins de notre syst~me 

et si conform6ment h ehaque dgalitd 

U l  ~ U i §  1 

nous remplagerons dans le d6terminant 

�9 . . . . . . . . . . . . . . .  ~ , . . , ~ 

la colonne 

( u , + , )  , , . . . , ( , , , + , )  

par 

. . . ,  

l e  ddterminant obtenu de cette mani~re sera aussi un hombre posit-if. 
On peut atteindre ce rdsultat en divisant le d~terminant primitif par 

les diffdrences ui+t--u~ et en diminuant ces diffgrences jusqu'~ limite zgro. 
I1 en r6sulte que le ddterminant nouveau ne peut ~tre un nombre 

n~gatif, mais, il reste en doute, s'il ne puisse pas ~tre dgal h zgro. 
On 6eartera ce doute, en exprimant le ddterminant obtenu par le 

produit d'une quantit6, qui diffdre de z~ro, et d 'un ddterminant 
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A~(U~), A~(U,), . . . ,  A,(U,,) 

A~(U~), A,(U~), . . . ,  A:(U,) 
. . . . . .  , . . . . . . . . . . . .  

. . . . . .  . . . . . . . . . . . . .  

A,(Ux), A,,(U2), . . . ,  A,,(U,) 

oh l 'on a comme auparavan~ 

A, (z) ----- ~ i,(z) J '  L ~ j '  " ' "  = d z l . . ~ ( z )  / '  

a< Ua < U~ < . . . <  U,,<b. 

Examinons par exemple le ddterminant 

a,(u,),  z;(u~), ~(u~)l .  

~ ( U I ) ,  ~ ; ( U l ) ,  ~ 3 ( U 3 )  

En transformant ce d6terminant nous trouvons successivement 

o h  l 'on  a 

~,(~), ~;(u,), ,~(u,) 

, ~;(u~), ~(u~) 

= am(~,)~,(u,)a~(u,) 

= a ~ ( ~ ) a ~ ( - ~ ) a ~ ( - ~ )  

' L(%) 

A,( u,) ,~,(u,) 
' , ~ , ( u , )  

: 
L(u0 I I 

' ,~1(Ul ) , 

~,(u,) 
i,(u,) 

~,(u,) 

= 2a(uO)h(ua)i~,(u~){u3--u~} Aa(Ua), A~(U 0 

A,(U~), A,(U~) 

U~ -~- u~ < U2 < u a. 
Aata mathemat/ea.  28. Iml) r im~ le 21 d~eembre 1903. 32 
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Corollaire 2 .  

A. Markoff. 

Si nous rempla~erons les dldments 

~ ( ~ ) ,  ~(~,~), . . . ,  ~,+,(~) 

de chaque colonne paire du dgterminant 

par 

' ~ I ( U l ) ,  ~ l ( U 2 ) ,  �9 * ~ , ~ l ( U n + l )  

,~ (~ , ) ,  ~ ( u , ) , . . . ,  a~(~.+l) 
. . . . .  o . . . . . . . . . . . . . . . .  

~.+,(u, ) ,  ,~.+~(u~), . . . ,  ~.+~(u.+~) 

~',(~,_,), ~;(u~,_,), . . . ,  ~'o+1(~,_,), 

le ddterminant obtenu de cette mani~re restera un nombre positif pour 
routes les valeurs des nombres 

pourvu qu'elles soient diffdrentes et comprises entre a e t  b. 
Ce corollaire d~coule du corollaire prdcddent. 

Remarque. I1 est dvident, que dans notre thdor~me et dans ees co- 
rollaires la fonction 2n+l(z) peut ~tre remplacde par chaque autre fonction 
~2(z), satisfaisante ~ l'in6galitd 

~l (z ) ,  ~'l(Z), . . . ,  ~In)(z) 

~:(~), ~;(z), . . . ,  ~i~)(z) 
�9 . . . . . . .  �9 . . . . . . .  

~n(z), ~,:(z), . . . ,  ~(:)(~) 

~ ( z ) ,  ~ ' (~) ,  . . . ,  ~(')(z) 

~ o  

pour l'in~ervalle de z ~ a jusqu'~ z ~--b entier. 
On peut admettre aussi que l'indgalit6 derni~re parfois se r~dui~ 

l'~galit6, mais alors il taut compter parmi les nombres posi~ifs le zdro. 
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CoroUaire 8. Si la fone~ion t2(z) satisfait  ~ l ' indgali t6 

/ ~ 1 ( ~ )  ' ~ ( ~ )  , �9 * ' ,  ~ n ) ( ~ )  

~ ( z ) ,  ~ ; ( z ) ,  . . . ,  ~i")(z) 

. . . . . . . . . . . . . . . .  > 0  

~ . ( z ) ,  ~' .(~),  . . . ,  ~(:)(z) 

~(z), ~'(z), . . . ,  s~(")(z) 

pour  l ' in terval le  de z----a jusqu'?~ z ~ b ent ier  et  les coefficients 

P l , P 2 , " - , P -  

de l 'expression 

�9 (z) - - ~ , ( z )  + p ~ ( z )  + . . .  +pJ. (z)  

sont  d6terminds par  les dquat ions  

p~,~(u,) + p~(u,)  + . .  + p j . ( u ~ ) =  ~(u~), 

�9 �9 �9 . . �9 . . . .  . . . . �9 . . . ~ . . . . . . . . . . . .  

p~(u . )  + p#:(u.) + . . .  + p.,~.(u.) = ~(u.), 

oh l 'on  a 

a < u ,  < u  2 < . . .  < u . _ l  < u . < < b ,  

cette expression O(z) doit~ satisfaire aux in~galitds 

r  pour  u.  < z < b  , 

( o ( z ) > ~ ( z )  , U . _ l < Z < u .  , 

�9 (z) < ~ ( z )  ~ u._~ < z < u , _ l ,  

, . �9 . . �9 . . . . . . . . . . . . . . .  �9 . 

(-- i ) "~(z)>(- -  i)"~(z) pour ul <z<u~, 

(--I)"~(z)_____<(--I)"~2(z) , a < z < u  1. 

251 
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On obtien~ ce corollaire en remarquant la formule 

,~(u~), ~,(u~),  . . . ,  ,~,(u,) 

,~,(ul), ,~,(u~), . . . ,  ~(u.) 

~ n ( ~ ' l ) ,  / ~ , ( U 2 ) ,  " ' ' 9  a n ( U n )  

~ I ( U l )  , ~ l ( U 2 ) ,  ~ �9 �9 , , ~ l ( U n ) ,  ~1( '~)  

,~.(u,), ,~.(u~) . . . .  , ,~.(u.), a.(~) 

~(u~), ~(u , ) ,  . . . ,  ~ (u . ) ,  ~(~) 

w z. Ajoutons maintenant aux fonctions 

~(z ) ,  a~(~), . . . ,  ~,(~), ~.§ 

satisfaisantes aux conditions prdeddentes, une fonction Q(z), laquelle saris- 
fair aux indgalitds 

e ( z ) > o ,  
~l(z), hi(z) t >  

O~ ~(z) ,  ~':(z), a;'(z) 

~(z) ,  a ' (z) ,  ~"(~) 

~ .~  0 ~  . �9 �9 

~l(z) , ,~;(z) , , ~ ; ' { z ) , . . . ,  ~i'+~)(z) 
i 

, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

p , ,  l ( n + ' )  / ,.).'~ ~.+l(z), a.+,(~), ~.+1(~), . . . ,  .,.§ ,-, 

~(z )  , ~ ' ( z )  , ~ " ( z ) , . . . ,  ~ .+l ) ( z  

> 0  

pour routes les valeurs de z, comprises entre a e t  b. 
:Nous pouvons ~tablir la proposition suivante. 
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T h & o r b m e  2. 

Si les fonctions 

21(z), 22(z), . . . ,  2.(z), 2,+1(z), ~(z) 

satisfont  aux in6galit~s indiqu6es ci-dessus et si les k - { - l = n +  i nombres  

a,  , a~_l , ak-2 , . . . ,  al , bl , b~ , . . . ,  b t -1 ,  b~, 

satfisfont aux in~galitgs 

a ~ a~ < a~_l < . . .  < al < bl < b2 < . . .  < bz ~ b, 

la fonct ion 

O(z) =p12~(z) + p J ~  (z) + . . .  +p.+12.+1 (z), 

dont  les coefficients 

/ h  , T2 , "" ", P . + I  

se dgterminent  par les ~quations 

.P,)h(ak) -~--p~2,(a,) + . . .  - -[-p.2.(ak)  + p .+l ) t .+ l (a , )  = ~ ( a , )  , 

1)1 )h (a,_l) Jr P ,  22 (a,_,)  + . . .  -{- p .  2. (a,_,)  + P.+a 2.+, (a,_l) ----- ~ (a,,1),  

�9 �9 . . . . . . . .  . o , ~ ~ . . . . . . . . . .  ~ , , . . . . . . . . . . . . . .  ~ ~ , 

p ~ ( a ~ )  -at-/o~22(a~) - b . . . - @ p . 2 . ( a ~ )  q- -p .+~ .+~(a~)=Q(a~)  , 

.pa21(b1) -if- P2~2 (hi) -Jf- .** .Al-pn~a(bl)  - ] - .pn+l~n+l (b l )  = 0 , 

p i l l ( b 2 )  - [ - -p:~(b2)  - [ - . . . - - [ - . p . 2 , ( b 2 )  - [ -pn+,2 ,+ l (b2)  = o , 

�9 ~ �9 �9 �9 ~ . . . . . . . . . . . . .  ~ ~ . . . .  �9 �9 �9 ~ ~ ~ ~ o �9 ~ ~ �9 ~ . . . .  �9 �9 ~ 

p,~l(b,)  +p~2~(b,) + . . . + p . ~ . ( b , )  + p . + , ~ . + , ( b , )  = o , 
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dolt satisfaire aux indgalitds 

r  ~2(z) pour 

�9 ( z ) > ~ ( z )  , 

�9 (~)< ~(z) , 

A. Markoff.  

a I < Z 1 < b~, 
a~ < z  < a ~ ,  

a~ < z < a 2 , 

(--  I) k-1 ~}(Z)~(-- I)k--l~(~) pour ak<z~<a,_,, 

( - - I ) *  O(z)~__~(-- I)* B(Z) " a <z~_<a, , 

r  pour a l < z < b l ,  

~ ( z ) ~ o  , b i < z < b ~ ,  

~ ( z ) > o  , b2 <_<z~b3, 

( ~  I) Z-~ r  pour bt_~<z<_b,, 

(--~)' r  , b, < z < b .  

Ddmonstration. 

Ce thdor6me a d~6 ddj~t ddmontrd dans mon mdmoire Sur une questio~ 
de maximum et de minimum/ or nous allons donner une au~re ddmonstration. 

/qous remarquons d'abord que le ~hdor~me es~ 6videmmen~ jus~e dans 
le cas de k =  o, car dans ce cas la fonetion ~(z) se r6duif ~ zdro. 

I1 est facile de vdrifier ce thdor6me et dans le eas, oh l 'on a 

k ~  i et / = o .  

En  effe~ dans ce eas on obtient 

r  = 2,(z) Q(al ) 
~,(a,) 

et par cons6quent la diffdrence 

~ ( z ) - - ~ ( z ) ,  
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se r6dui~ 

I 
~(a,)  
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A~(z), ~,(a,) 

~(z), ~(a,) 
- - I  ,~1(al), 21(z) 

~(~),  ~(z) 

I1 on rdsulto quo cetto diffdrenee est un hombre  posi~if pour  a < z < a t 

e* au contraire w ndgatif  pour  a 1 < z < b; or on a 

o(z)>  o 

pour  routes  los valeurs considdr~es de z. 

Cola grant, admet tons  que no~re thdor~me est dtabli pour  tous los cas, 

off au lieu du nombre  n +  i on a n.  

Formons  los expressions 

e~ 

Oo(Z) =p%(z) +poa~(z)+. . .  +poa.(~) 

�9 ,(z) =p',~,(z)+p;~:(z)+. . .  +p'.~.(z), 

on d6~erminan~ los coefficients 

pl o ,po,  . . . , p ~  p ~ , p ; ,  . . . , p '  

par los dquations 

~o(a~) =g2(a~)  , 

(Po(a~_:) = ~2(a._,), O:(a._,)--~ ~2(a._a), 

~ o ( a l )  = ~-2(al) , ~ 1 ( a l )  = ~ ( a l )  , 

~o(b,) = o  , ~,(b , )  = o ,  

. . . . . . . . . . . . . . . .  , . . . . . .  

O0(b,_,)=o , O,(b,_,) = %  

ah (b,) = o. 
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Cos fonctions #o(Z) et #~(z), eonform6men~ ~ no~re supposition, doivent 
satisfaire aux in~galitds 

(~ I )~#o(Z)<( - -1 )~2(z )  pour a < z < a , ,  (--I)k-~#l(a~)<(--I)~-~2(a~),  

( - -  I )'--l {~O (Z) et (--I)~--I~)I(Z)~(--I)~--I~(z) pour a , < z < a , _ , ,  

. . . . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . .  * . . . . . . . . . . .  

#o(Z) et # i (z)>~2(z)  pour a ~ < z < a x ,  

Co(Z) et ~ , ( z ) <  ~(z) 

~o(Z) et o l ( z ) > o  

o0(z) et r  

>> a I <~ Z < bl, 

b I < z <  b~, 
�9 �9 ~ ~ ~ ~ . . . . . . .  ~ ~ �9 ~ . . . . .  ~ ~ 

(-- ,) ' - l~o(Z) et ( - -  i) '- '  ~1(z)>o pour b,_,<z<b,, 

( - - i ) t - l r  ( - - I ) ' ~ ) I (Z )~O pour b,<z<b. 

D'autre part, il est facile de voir, que la fonction #(z) ddterminde 
par les conditions du th6or~me est lide avec les fonctions #o(z) et r 
par les formules 

r =, ~'o(~)--a~o(b,) Ao(~) 
Ao(b~) 

et 

. .. A,(z) 
~ ( z ) =  o,(z)+{~(a~)--~lla,);~, 

oil l 'on a 

Ao(Z) = 

,~,(a~), . . . ,  ,~,(ai) , , ~ ( b , ) , . . . ,  ,~,(b,-i) , ,~(z) 

22(a~) , . . . ,  2~(a~) , 2 2 ( b , ) , . . . ,  2:(b~_~) , a~(z) 

�9 . . . . . .  , . . . . . .  , . . . . . .  �9 �9 . . . . .  * . . . .  

�9 . . . .  , . . . . . . .  �9 , . . . . . .  * , ~ , �9 , ~ * ~ ~ * ~ 

~,+i(ak), . . . ,  ~,+1(al), ~,+1(bl), . . . ,  ~n+l(b~_l), ~,+t(z) 
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~ ( ~ )  = 

2~(z), 2x(a~_~) , . . . ,  2~(a~),  ~l(bl) 1 . , . ,  ~l(b/) 

~o(Z) , )~(ak_l) , . . . ,  ~(a~) , ~ 2 ( b 1 ) ~ . . . ,  ]t~(bl) 
�9 . , �9 �9 , . . . .  , �9 . , �9 . . . . . .  . ~ �9 �9 , �9 ~ . . . .  i ~ 

�9 ~ �9 . . �9 . . . .  . . . . . . . .  ~ �9 . . . . . . . .  . . . . 

2n+l(z), 2n+l(ak_l), . . . ,  2.+1(al), 2.+1(bl), . . . ,  2,+,(b,) 

C'est pourquoi nous pouvons, en vertu du th6or~me I 6tablir les 
indgalitds 

(--~)~v(z)<(--~)~r pour ~ < z < a ~ ,  

( - - 1 ) k - ~ ( z ) ( ( - -  I ) ~ - ~ o ( z ) < ( - -  I)k-~2(z ) pour ak<z<ak_~ 

�9 . . . , , ~ . . . . . . . . .  . . . �9 . . . .  �9 . . . . . . . . .  �9 , . . �9 

r > r > ~(z) pour a, < z < a,, 

r < r < a(z) 

r > r > o 

r < r < o 

~ a1 < z < b 1 , 

a t ~ z < b  1 , 

b I < z < b~, 

( - -  I)~r ( - -  I)~4~,(z)> o pour b , < z < b .  

De cette mani~re nous avons obtenu les indgalitds du thdor~me 2, 
en supposant k et 1 diffdrents de z6ro. 

Dans le cas de l -~  o la fonction ~0(z )perd  le sens. 
I1 en reste la seule fonction auxiliairo 4~1(z), laquelle peu$ servir 

pour d~montrer l'inggalitg 

r  

pour a~ < z < b. 
Quan~ aux au~res in6galit6s, e11es sont une suite immediate du co- 

rollaire troisi~me. 
Ces considerations suffisent pour reconnaltre notre ~h~orbme. 
Aeta math~mati~a. 2 8 .  I m p r i m ~  l e  2 1  d ~ c e m b r e  1 9 0 3 .  ~ 3  
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3. Abordons maintenant le probl~me suivant. 
Etant  donngs les hombres a ,  b,  c ,  C et les valeurs des int~grales 

b b b 

a a a 

il s'agit de trouver les valeurs extremes de l'intdgrale 

b 

a 

~ la condition 

Or nous supposons que les fonctions ), satisfont aux conditions dtablies 
auparavant. 

Le probl~me pos6 est une gdndralisation du probl~me r6solu dans mon 
m6moire Nouvelles applications des fractions continues. 

Si les hombres 

OC 1 ~ GO2 ~ �9 . . ) ( ~ n  

sont donnds arbitrairement, les conditions de notre probldme peuvent ~tre 
incompatibles. 

On peut 6carter route incompatibilitd en supposant que les hombres 
a l ,  %,  . . . ,  a, se ddterminent par les dgalitds 

b b b 

a a a 

oh la fonction donnde ~(z)  satisfait aux indgalitds 

c<F(z)<C. 

:Nous excluons cependant les fonctions F(z), pour lesquelles l'intervalle 
de z = a  jusqu'h z = b  se divise en n, ou en un hombre plus petit de 
parties de telle mani~re que dans chaque de ees parties la fonetion F(z) 
conserve une settle valeur c ou C. 

Pour les fonctions F(z)  excludes les dgalitds 

b b b b 

f f(z),~,(z)dz ----- f F(z)2,(z)dz, . . . ,  f = 

a a a r 
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conjointement avec les in~galit~s 
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trainent apr~s elles 

c~f(z)<C 

b b 

f = f F(z)a,+l(Z)dz. 
q~ a 

Sous la restriction indiqude la solution de notre probl~me se r~duit 
aux ~galit6s que nous allons donner. 

Abordons en premier lieu les deux cas les plus simples: 

~ 2 ~  I e t  Z'/---~ 2. 

Pour r6soudre le problbme dans le eas de n = I fl faut d6terminer 
deux hombres ~ et ~ par les conditions 

a ~ b 

c f ~,(z) + c f ~(z)dz = ~ ---- c f ,~(z)dz + c f ~,(z)dz. 
a V a 

Ces conditions sont ex6cutables et d~terminent effectivement les nombres 
~ et ~; ear si le nombre x ero~t eontinueilement de a jusqu'~ b, la somme 

x b 

a x 

crolt aussi eonfinuellement 

et la somme 

b b 

de c f ,~l(z)dz jusqu'~ c f ,~(z)dz, 
a Ct 

d~crolt 

x b 

b b 

de Cf~(z)dz jusqu'~t 

et outre cela on a 
b b b 

~t a 
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Au moyen de ces nombres ~7 el; $ formons deux fone1;ions f,,.. el; 
f ~ :  du hombre variable z: 

el; 

f,,,~. -= C pour a < z < ~ 7 ,  

f,,,,,~ = c pour a < z < $, 

f m i , = c  pour ~ < z < b  

fma~:~C pour $ < z < b .  

Les intdgrales 

ot; 

b ~7 b 

a a 

b $ b 

f&o.&(z)& = c f ,t,(z)dz + v f ,t:(z)dz 
a a $ 

seron1; les valeurs ex1;r4mes cherchdes de l'intdgrale 

b 

a 

ce qu'fl es1; clair des formules 

b b b 

et 

d= 

b b b 

ff(z),~,(z)dz--ff,~=&(z)dz =f{ f (~) -  fm,,.I,~,(.)d~ 
a a 

dz. 

En abordant 10 cas 
~ - - - 2 ~  
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introduisons dans nos consid6rations un hombre variable ~" born~ par les 
inggafitds 

a < ~ " < ~ ,  

~t~nt le hombre dgtermin~ auparavant. 
k chaque valeur de ~" corresponde une valeur ddtermin6e d'un aufre 

variable $", satisfaisant aux indgalitds 

et h l'6quation 
7/" < $" < b 

V" U' b 

C f ;tl(Z)dz + c f + c 

L'existencc d'un tel nombre$" se manifeste de la recherche pr6cddente, 
car on trouvera au moyen de ce nombre$"  la valeur maximum de Fin- 
tdgrale 

b 

aux conditions 

off l'on a 

b b 

et 

f,.~. = C pour ~ " < z < 7 /  et f , . i .:c pour ~<z<b. 

En vertu de la liaison 6tablie entre $" et ~", on aura 

en d6signant par d$" et d~" les diff6rentiels de ces variables. 
I1 en r6sulte que ~2" et $" croissent et ddcroissent simultangment. 
I1 est facile de voir aussi, qu'aux valeurs a e t  7] du hombre 7" corres- 

pondent les valeurs $ et b du hombre ~". 
Apr~s ees remarques formons l'expression 

7" $" b 

a 7" ~" 

laquelle nous ddsignons par Z(~"). 
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Si 7" crolt de a jusqu'~ 7, la fonction Z(~/') decrolt, car on a 

a . . . .  _ ~,(~"), ~,(~") [ 
~,,~ Zc~J ( c - - C )  < o .  ~, , - ,  a~,, - ~ (C) ,  ~(~") I 

Or il est facile de concluro, au moyen de la solution de notre probl~me 

pour le eas de n-- - - i ,  que z(a) est un hombre positif et Z(~]) au con- 
~raire est an  nombre ndgatif: 

b b 

z(a) ~--. c f ~2(z)dz "4- c f )~,(z)dz --  f F(z)A,(z)dz > o, 
a $ a 

b b 

x(,~) = c f~ , (~)a~  + c f ~(~)~-- f F(~)~(~)a~ < o. 
a *~ a 

Par consdquent, il existe dans l'intervalle 

de ~" ----- a jusqu'~ ~" = 

une seule valeur de 7", pour laquelle Z(~") se rdduit h zdro. 
Nous nous persuadons ainsi, qu'il existe u n s e u l  ensemble de valeurs 

de :q" et ~", satisfaisant aux deux conditions 

et 

~" ~" b 

a ~" r 

~" $" b 

A cet ensemble correspond la fonetion f ~  du hombre variable z, dg- 
termin6e par les formules f~,~ ---- c pour ~]" < z < $" et f~,~ ---- C pour routes 
autres valeurs de z. La fonction f,,a~ donne pour l'int6grale 

sa valeur maximum 

b 

(l 

b 

f r,.~ 
~t 



et 
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En effet;, au moyen  des 6galit6s 

b b 

b b 

f f( Z))t~( z)dz = f fm.~,~,(z)dz 
a 6 
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il est faerie d 'obtenir  la suivante 

b b 

a a 

b / { f ( ~ ) - - f o o , }  

a 

~,(~"), ~,,($"), Z,(z) 
~(~"), ~,~($"), ~,(z) 
&(~"), &(~"), ~(z) 

~,(~"), 2,(~") 

~,~(v"), ~,(~") 

dz 

d'ofi il est 6vident que la diff6rence 

b b 

a a 

ne peut  ~tre un hombre positif. 

De la m~me manibre il est facile de se convaincre, qu'il  existe deux 
autres hombres ~ ' ,  7/ satisfaisant aux gquations] 

~' 7' b 

a ~r "~' 

$ '  "~' b 

a ~ '  7' 

et aux indgalitds 

E t  si l 'on pose 

a ]<  ~=' < ~: , ~ < ~ ' < b .  

f,~n = C pour 5' < z < 7/' et f~,~n ---- c pour routes les autres valeurs de z, 
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cet~e fonction f,,~. corresponde la valeur minimum de l'intdgrale 

b 
f f(~)~,(~)d~, ~ 

comme fl est facile de conclure au moyen de la formule 

b b 

b ]/~l($t), /~l(~t), /~,(~')2~l(Z) j ' { f ( z ) - - f , . , . }  )t,(~'), 2~(~'), dz 

.($) a.(,/) a,(z) 
- -  ) 

Apr~s avoir examin~ le eas de n----~, on peut passer au cas de n ~ 3; 
mais nous allons considdrer le passage gdndrale d'une valeur de n ~ la 

valeur suivante: de n = k h n----k-4-z.  

w  
donn6es: 

Supposons que notre probl~me est r6solue pour le cas des 2m 

b b 
f f( )~()dz  f r( )~ ()d~ �9 
a 

savoir supposons, que les fonctions f~.: et f~. ,  correspondantes ~ la 
valeur la plus grande et ~ la valeur la plus petite de l'int6grale consid~r~e 

b 
f f(z) ,~, , ,+~(z)dz,  
a 

se d6terminent par les formules 

f~~ ~ C pour 

(max ~ C 

f m l n = C  , 

fret. ~ C 

a < z < ~ ' ( ,  ~'1' < z < ~ ' 2 ' ,  . . . ,  ~ " _ l < z < ~ ,  ~ ; ; < z < b ,  

~ ; ' < z < ~ ; ' ,  7]7<z<~'~ ' ,  . . . ,  ~;~' < z < ~ ,  
! v 

~ ; < z < ~ ' , ,  ~ 2 < z < ~ , . . . ,  ~',, < z < ~ ,  

! v o p �9 a < z <  ~'~, 72 < z <  ~2,  . . . ,  ~7~-~<~<~,~, ~ < z < b ,  
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oh l 'on a sans doute 

a < r/~' < $; '  < r/;' < . . .  < $,,_~ . . . . . . .  < r~,, < ~,, < b 

et; 
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F t t t I p 

a < ~ < r h < ~ < . . .  < ~]m-1 < ~m < ~m < b. 

Introduisons ensuite un hombre variable x", compris entre a e t  ~ ,  
et pour chaque valeur de ce hombre variable d6~erminons les nombres 

Yi' " y~' " y" x'~' 

de telle mani6re, que la fonction f(z), conservant la valeur constante C pour 

z "  < z < y', '  " y'~ . . . . . .  ' 
, X 1 < Z <  , , < Z <  < < b  �9 "" X m - 1  Y m  ~ X,n Z 

et la valeur c pour 

I f  I I  I I  I I  y; '<z<x~ , y~ '<z<x2  , . . . , y , , < z < x , ~ ,  

donne la valeur la plus grande ~ l'intdgrale 

aux conditions 

et 

off l'on a 

b 

,,T" 

b b 

x"  x"  

i ~  I ~ 2 ~  3 ~  . . .  ~ 2 ~  

et fm~. ddsigne la fonetion indiqu6e plus haut. 
En  d'uutres termes, nous d6terminons les nombres 

v;,  ,, y; ,  ,, y , /  
, X l  , , x 2 , . . . ,  , x,;~ 

par les dquations 

x"  Yt" b 

c f + c f + . . .  + c f 
a x"  Xm 

en posant 

Aeta mathematlva. 28. Iml)rim~ le 23 d~cembre 1903, 

qi~ 

34 
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En diffgrentiant ces 6quations on obtient 

~ . ( x " ) d x " ~  ~ . (y '~ ' )dy~ '  2[_ ] t i ( X ' l ' ) d x "  _ _  . . " _1_ ] t , ( x , m ) d x :  = o ,  

i dtant 6gal "X 1 , 2 , 3 , . . . , 2 m .  
Par cons6quent, les diff6rentiels 

d x " ,  @'1 ' ,  d x i ' ,  dy ' /  , . . . ,  dx',; 

sour proportionnels aux d6terminants des syst~mes de (2m) 2 
obtenus de lu seule syst~me suivante 

( ) (Y) ( (Y:;) ( " )  ,tl z "  ), " ,t x '/ ) , , ;~ ~ ), x ,, , 1 1 , 1 " ' "  ~ 1 

~ @ " ) ,  ~ ( y ' , ' ) ,  ~,~(x'/),  . . . ,  ~ ( y ' o : ) ,  ~ ( x : , : )  

. . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~ ( x " ) ,  ~2~(y','),  . . . . . . . . . . .  , ~ , ~ ( y : ) ,  ~ , , ( ~ : )  

lorsqu'on supprime la colonne premiere, seconde e tc . '  
Cela 6rant, il est facile de se convaincre au moven du th6or~me 

que tous les hombres 

y, . . . . . . . . .  
, Xl , Y'~ , - ' ' ~  Y m ,  Xm 

croissent continuellement, lorsque le nombre x" croit continuellement. 
D'autre part, pour x " =  a on a 

yl . . . . .  y~' ~' . . . . . . .  ~" ' - - - - ~ ' / ,  x~ ----r = ~ , . . . ,  y ~ : = ~ , , ,  x ~ =  ~; 

et pour x " =  ~i on a 

Y', " ~' Y2 . . . . . . .  '~--'~'1, X 1 = ~, = ~ ,  . . . ,  y , , - - - ~ , , ,  x , , = b .  

Donc, ell posant 
a < x "  <~'~ 

on aura les in6galitgs 

, ,  y,/  , ~ . . . . .  ~ ,  , . .  , ,  ,, ~ < <7]~,r <x~ <~2,  <Y.~'<~]2, . ,  $., < x , ,  < b .  

Formons maintenant ]a somme 

X "  y l  ~ b 

a " z m  

en la ddsignant par Z ( X " ) .  

dldments, 
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I1 est clair de la formule 
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~ , ( y ; ' ) ,  ~ , , (x ; ' ) ,  . . . 7  ~,,(x;;) 

(y") ~ (~") ), (x:;) 
2 I ) 2 1 ) ' '  ") 2 

. . . . . . .  �9 . . . . . . . . .  

a~(y ; ' ) ,  ~.o(x; ') ,  . . . ,  ~,~(x',:) 

dZ(z" ) 

={~-c} 

(~") ~ (y") a (x") 
1 ~ 1 1 ~ " ' ' ~  1 m 

~ ( ~ " ) ,  ~ (y i ' ) ,  . . . ,  ~(x;:)  

�9 , �9 �9 �9 �9 . �9 �9 o , �9 . . . . . .  

" , , "  . . . ,  ~ ( x : )  ~,,,,(x ) ~ :~(y , ) ,  

~,~,~+~(x"), . . . . . . . . . . .  , ~,2~+,(x:/) 

que eerie somme ddero% eontinuellement, lorsque x" erolt eontinuellement 
F - !  

de x " =  a jusqu'h x " =  r 
O r ,  n o u s  a v o n s  

b 

a 

et 
b 

En vertu de eela, il existe dans l'intervalle 

de r  a jusqu'h x . . . .  ~; 

une seule valeur de x", pour laquelle la valeur eorrespondan~e de Z(X") 

est ~gale ~ a~m+l. 
Done, il existe un seal syst~me de hombres 

x "  y ; '  " y ;  . . . . . . .  
~ X l  , ~ . . . ,  X,n--1 ~ Y m  ~ X m ,  

d~termin~s par les in~galitSs 

I ~ l l  I I  P t l  I I  ~, ' I I  I I  

Yl ~ ~1 , ""  a < x " < ~ , r ] ' l ' < :  " ' r  , ~ q , , , < y , , , < ~ ' , r  
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et par les 6quat~ions 

A. Markoff .  

X" Yl" XI" b 

a X" YI" Xm 

i grant 6gal h 1, 2 ,  3 ,  . . . ,  2m,  2m-4- i .  

Or, si l 'on ddsigne par f,,,.x la fonction du nombrc z, qui a la valeur 
C pour 

" . . .  x "  < z < y " , x " < z < b  x " < z < y ~ ' , x ~  < z < y ' 2 ' ,  , ,,_~ 

et la valeur c pour 

a < z < x " ,  y ' / < z < x ' l ' ,  �9 . . ,Y~,~-I  < z < x ~ n  . . . . . .  ~, y,, < z < xm, 

la valeur correspondante 

b 

a 

sera le maximum cherch6 de l'intdgrale considdrde 

b 

f f(~)~,~+~(z)dz, 
a 

c a r  o i l  a 

~ I ( X " ) ,  ~ l (Y; t ) ,  " ' ' ,  )'I(Y~), ~l(Xtm #) 

" , ~  . . . .  . . . . . . . . . .  fX"~ ='~,,+~(z ) ,  ~,,,+~tY~ ) ,  , '~,,,+~ ,~s 

b -/{r(~)-r.o,} 
~,(z") , ~ , ( v ; ' ) , . . . ,  ~ , (x") ,  ~,(,~) 

~ ( x " ) ,  , ~ ( r  ~ ( x " ) ,  ,~:(z) 

(x") ,~ (v") ~ (x") ~ (z) 2m-J-2  ) 2 m 4 - 2  1 ~ " �9 �9 ~ 2 m + 2  m ~ 2 m + 2  

dz. 
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De la m~me mani~re on pout trouver le minimum de la mdme integrale 

b 

f f(z),t2m+~(z)dz. 
a 

A savoir il cst facile de se convaincrc, qu'il existe des nombres 

# # # # , # 
y'  , x, , y~ , x.~ , . . . ,  Y,,-1 , x,, , y,, , 

ddterminds par les inggalit6s 

~' ' ~" ~7~' a < y '  < >7't', ~1 < x l  < ~, , ~ < y ~  < , , . . .  , ~,',,<x,',,< ~,~"", ~],~<~'y,, < b 

ct par les 6quations 

Y' x l '  YI '  b 

a y x I y ~  

i dtant dgal h 1 , 2 , 3 , . . . , 2 m q -  I. 

E t  si l 'on dgsigne par f~,  la fonction du hombre z, qui est 6gale 
�9 ~ C pour 

] e # # # # a < z < y ' ,  x~ < z < y ~ ,  x 2 < z < y 2 ,  . . . ,  x,, < z < y , , , ,  

et h c pour 

v s I # y'  < z  < x l ,  y'~ < z < x 2 ,  . . . ,  y,,_~ < z < x , , ,  ~r" < z  < b, 

cette fonction donnera ]e minimum cherch6 de l 'intdgrale 

b 

a 

Des considdrations prgc6dentes 6tablissent aussi les indgalit6s 

~ #  # ~ # e  ## # # # x "  < ~, < x~ < r < x~ < ~ < x.~ < ~'~' < . . .  < r < x,, < r < x~,~ 

et 

De la m~me mani~re on peut passer du cas, oh l'on a n : 2 k +  i, 

au cas de n ~ 2k- t -2 .  
Donc, nous pouvons dnoncer la proposition suivante. 
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Etant  donn6es les 6galitgs 

b 

f f(z)~,(z)dz = ~,, 
a 

b b 

f f(z)a:(z)dz = a: , . . . ,  f f (z)a,(z)  = ~,, 

et la condition 

c<r(z)<C, 

les valeurs extremes de l'intdgralc 

correspondent aux fonctions 

b 

ff(z)~.+,(z)~z 
a 

f ( z )  = fma= e t  f(z) = fm,, 

lesquelles dans l 'intervalle de z = a jusqu'h z = b n 'ont  que deux valeurs 

C et c et changent la valeur justement n fois. 

Or, la fonction f,,~z, donnant le maximum de l'intdgrale 

b 

a 

est dgale h C pour les valeurs de z voisines h b, et la fonction f,,,,, 

dormant 10 minimum de la m~me int6grale, est au contraire 6gale ~ c 

pour les valeurs de z voisines h b. 

w 5. En  abordant un autre problSmc ajoutons aux hombres a e t  b 
un nombre interm5diairc v (a < v < b) et aux fonctions 

~,(~) ,  4 ( ~ ) ,  . . . ,  ~,(z)  

ajoutons aussi une fonction t2(z), satisfaisant aux indgalit6s 

~, (z ) ,  ~;(~) ,  . . . ,  ,~?>(z) 

~ , (~)  , ,~;(z) . . . . . . . . . . . . . .  
t~(z )  > o ,  > o , . . . ,  

~ ( ~ ) ,  ~<~'(z) - ~n(z) ,  ~: (z) ,  . . . ,  ~A~)(z) 

~ ( z ) ,  ~ ' (z ) ,  . . . ,  ~ec,)(z) 

pour l 'intervalle cntier de z = a jusqu'k z = b. 

> o ,  
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~Totre second probl~me consiste dans la d6termination des valeurs ex- 

tremes de l'intdgrale 

ff(z) (z)dz 
a 

J 

aux m~mes conditions qu'auparavant 

b b b 

a a a 

c<f(z)<v. 
Pour dclaircir notre solution, posons 

n = 3 ,  

an nous restreignant h la recherche de la valeur la  plus petite de l'intdgrale 

e x a m l n a e .  

Ddsignons par 

�9 ", YT, xT, Yi, z l ,  y;, 

les nombres satisfaisant aux indgalitds 

a < x "  <x[ <x'~' < b ,  a<y '  <y'( <y'~ <b 

et aux 6galitds 

Y' xI '  yI ' b 

x" yI" xI "  b 

a x "  Y I "  x t  

i grant 6gal h 1 , 2 , 3 .  
L'existence de ces nombres est dgmontrde par les consid6rations prdcd- 

dentes. 
Cela dtant nous distinguons deux cas par rapport h v: 

I) v est compris entre a e t  x" ou entre x'~ et x'(; 

~) v e s t  compris entre x" et x~ ou entre x~' et b. 

Consid6rons d'abord le cas premier. 
Dans ce cas, en ddsignant pal" x le hombre variable compris entre a 

at x" d6ierminons les fonctions 

Y , ~cl , Yl 
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de ce hombre par les conditions 

x Y x l  Yl b 

a X Y x l  Yl 

pour i---- x , e , 3 .  
S i x  crolt de a jusqu'h x", le hombre x 1 crolt de 5; jusqu 'h x'~'. 

Par  consgquent il existe une telle valeur de x, pour laquelle on a 

X ~ V O U  X 1 ~ V .  

Et  si l 'on donne h x cette valeur et on pose 

f~,(z).~-c pour  a < z < x , y < ~ < : x l , Y l  < z < b  

et f~(z)= C pour les autres valeurs de z, l ' int6grale eorrespondante 

v 

a 

sera la valeur la plus petite de l ' int6grale considdrde 

Cette assertion 

dans ce cas on aura 

f f(z)~(z)dz. 
a 

sera 6vidente dans le cas, oh l 'on a a < v  < x " ,  car 

f f.(~)~(~)dz=c ~(~),~. 
a a 

En  supposant  ensuite 

formons l'expression 

l I I  Xl < V < X l  , 

cn ddterminant  les coefficients 

par les conditions 

r  = ~(x),  

2)1 , P2 , 2)~ 

r = ~(y), ~ ( u , ) = o .  
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En vertu du thgor~me 2 on aura 
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qJ(z) < .Q(z) pour  a < z < x, 

0(~)>~2(z )  , �9 < z < u ,  

r  , v < z < z ,  

~P(z)>o , x~ <z<y~, 

~(z)<o ~ y, < z < b ,  

~ V ~  

et ensuite, l 'in6galit6 

v 1/ 

a 

dd, coule imm6diatement  de la formule 

q a 

'V b 

--- f{~ , (~) - - r (~)}{~(~) - -  r  f{f~(z)--f(z)Ir 
v 

Supposons maintenan~ 

x" < v < x ~  ou x'~' < v < b .  

Dans ce cas, en dgsignant par y un hombre variable eompris entre a 

et y', d6terminons les fonctions 

X , Yl , Xl 

de ce nombre par les conditions 

y x Yl •1 b 

a y x .ill x l  

i 6tant 6gal h I ,  2 ,  3. 

Lorsque y cro% continuellement de a jusqu'h y', les nombres x et x~ 

croissent aussi continuellement:  le premier de x" jusqu"~ x' et le second 

de x;' jusqu'~ b. 
Acta mathematlea, 28, I m p r i m d  le  28 d ~ c e m b r e  1903. 3 5  



2 7 4  A .  M a r k o f f .  

I1 en rdsulte, que l 'un des deux nombres 

X ~  X 1 

peut ~tre @a,lis6 ~ v. 
En disposant de y de telle mani~re qu'on aura 

posons 
X -~- '~) O~1 X 1 ~ ~ 

f , ( z ) = C  pour a < z < y , x < z < y ~ , x ~  <z '<b,  

et 
fo(z) = c pour y < z < x ,  yl <:z<x~. 

Alors, l'intggr~le 
V 

f 
a 

prgsentera la valeur la plus petite de l'int6grale eonsid6rge 

v 

f 
a 

Nous nous persuadons de cela au moyen de la formule 

f f f(z)u( )dz 
a a 

v b 

a v 

oh l'on a 
r +io&(z) 

en dgterminant les coefficients P l ,  P~, Ps par les 6quations 

r = XZ(y), r  = ~q(x) et r  ~(~1~) 

dans le cas de xl = v e t  par les 6quations 

r = ~(Y), r = r  o, 
s i  l ' o n  a X ~ - - - v .  
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De la m~me mani~re on peut trouver la valeur la plus grande de la 
^ tgg meme in tale 

v 

f f(z)9(z)dz. 

Abordons les considdrations g6ndrales. 

w 6. En nous arr~tant pour fixer les id6es h la recherche du maxi- 
mum de l'intdgrale 

v 

f f(z)~(z)dz, 
a 

nous posons 

~----- 2 m .  

Quant ~ v nous distinguons deux cas en conservant les d6signations 

du w 4: 
I) v e s t  eompris entre 

p . 
a et  7'1', o u  7]i e t  7'~', o u  7'~ e t  7~ ' ,  . . . ,  o u  e n t r e  ~2,, e t  b, 

2) v e s t  eompris entre 

" ' 7;'  ' �9 " 7~ et 71, ou et ~ , . .  , on entre 72 et 7,,~ 

En abordant le premier cas d6signons par y un nombre variable, 

compris entre a et ~'1' et par 

x l , Y l ,  x 2 , Y 2 ,  " " ,  Xm, Ym 

les fonetions de ce variable, ddtermin~es par les dquations 

y X 1 Y m  b 

a y X~ ,  y m  

oh l'on a i - - 1 , 2 , 3 ,  . . . ,  zm. 
L'existence de ces fonetions est ddmontrde par les raisonnements du ~ 4. 
Il est facile aussi de se convaincre, que les hombres 

Yl , Y~ , " " ,  Y,,, 

croissent en m~me temps que y crolt; h savoir y~ crolt de 7; jusqu'h 7'~', 
y ~ -  de ~]; jusqu'h ~ '  etc., lorsque y crolt de a jusqu'h 7/i'. 
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Par consdquent on peut disposer du nombre y ~insi, que l 'un des 
hombres 

sera 6gal h v. 
Alors, en posant 

et 

Y ,  Y, , Y: , . . . ,  Y,, 

f , ( z ) - - - C  pour a < z < y ,  x~ < z < y ,  , x2 < z < y 2 ,  . . . ,  x,~ < z < y , ,  

f v ( Z ) = C  pour y < z < x ~ ,  Yl < z < x 2 ,  Y.~ < z < x 3 ,  ' ' ' ,  y , , < z < b ,  

on obtiendra le maximum cherchd 

~) 

f fo(,)tz(~)dz 
a 

de l'intdgrale consid6rde. 
Soit en effet 

Posons 

r = p A ( z )  + p~(z )  + . . .  + l~,,,~:,,,(z) 

en d6terminant les coefficients 

par les dquations 

r  = ~2(y), 

Pl , P~ , " " , P:'* 

r = o, r = o ,  . . . ,  r = o, r  = o. 

En vertu du th6or~me 2, la fonction 4)(z) satisfait h l'indgalitd 

r  ~(z) ,  

lorsque z est compris dans l 'un des intervalles 

(~, y, ) ,  (x,,  y l ) ,  (x~, y~), . . . ,  (~ ,  y~), 

et au contraire 

]orsque z est compris dans Fun des intervalles 

(y, x~), (y,, x~), (y~, x , ) ,  . . . ,  (~,_,, ~,). 

. . . ,  ~ ( x k ) =  ~(x~), 
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En vertu du thdorSme, on aura aussi 

lorsque z e s t  eompris dans Fun des intervalles 

. . . ,  (y , . ,  b), 

et au eon~raire 

lorsque z e s t  eompris dans Fun des intervalles 

( ~ k + l ,  Y k + l )  , ( X k + 2 ,  Y k + 2 )  , " ' "  , ( X m ,  f in , ) "  

D'apr~s cela, la formule 

a 

v b 

t~ v 

donne l'in6galit6 

En 

a 
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passant au second cas prenons le syst~me de hombres variables 

X~ Yl~ Xl~ Y2, X2, " ' ' ,  X ~  Ym 

d6termin~ par les in6galit~s 

t t t  t a < x  < ~ , ,  7, < yl < 7];, ~'1' < xl < ~; ,  ~;' < y2 < ~ ,  . . . ,  ~,',: < x,,, < b 

et les dquations 

x Yl xt  b 

(t x Yl Xm 

off l 'on a i =  I , 2 ,  3 ,  - . . ,  2m. 
Conform6ment 5 ce que nous avons expliqu6 dans le w 4, lorsque x 

crolt continuellement de a jusqu'h ~'~, les variables 

Yl , Y ~ ,  " " ,  Y,,, 

croissent aussi eontinuellement" y~ de 711' jusqu'5 ~'~, y~ de ~"~ jusqu'h ~2'~ etc. 
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I1 en rSsultc quc l 'un des hombres 

Yl , Y2 , " " ,  Y,,, 
peut 5tre 6galis5 h v. 

Cola faisant, posons 

t~(z) ~-- C p o u r  x < z < Yl , Xl  < Z < Y2 "~ " " ' ,  X m - 1  < ~' <Yrn  , Xm < i~ < b 

et 

[~(z)=c pour a < z < x , y l  < z < x  1, . . . , y , , _ I < Z < X , , - - 1 , y , n < Z < X m .  

La valem" 
v 

a 

obtenue de cetfe mani~rc scra le minimum chcrchd de l'intdgrale examinde 

v 

f f(z)tZ(z)dz, 
a 

ce qu'il est f~cile de d~montrcr par  la mSthodc expliqude ci-dcssus. 

Donc nous pouvons 5noncer 1~ proposition suivantc. 

Etant  donndes les dgalitds 

b b b 

f f(z)~,(z)dz = ~,, f f(z)~2(z)dz = % , . . . ,  f f(z)>,,,(z)d~ = ~, 
a a a 

et la condition 
~<f(z)<c, 

les valeurs extr6mes dc l 'intdgrale 

v 

a 

correspondent aux telles fonctions f(z), lesquelles dansl ' interval le  dc z ~ - a  
jusqu'h z =-b  n'ont que deux valcurs C et c et changent l~ valeur justc- 

ment  n T  I lois. 
Or l 'une de ces deux fonctions, dormant le maximum de l'intdgrale 

v 

,t 
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satisfait aux conditions 

279 

r ( ~ - -  ~) = (: et f(~ + ~) = c, 

et l 'autre, donnant le minimum de la m~me int6grale, satisfait aux con- 
ditions 

r ( v -  ~) = ~ et r(~, + ~) = e ,  

le n o m b r e s  6tant infiniment petit. 

En  rdsolvant notre probl~me nous avons supposd que v diffdre de 
toutes les valeurs de z, qui s@arent les valeurs C et c de ]a fonction 

f~,, ou de la fonction r 

5Iais il est facile de se convaincre, que darts les cas, oh v coincide 

avec l 'une ou l 'autre de ces valeurs, le maximum ou le minimum de l'intd- 
grale examinee 

v 

f f(z)~(z)dz 
a 

se rdduit h 

v 

f fo.,,~r~(z)dz ou a f fm~ 
a t l  

Quant aux fonctions 

),~(~), ~(~), . . . ,  t ( , ) ,  a,+~(~), ~(~), 

nous avons supposal, qu'elles sont continues et ont des d6riv6es de terrains 
ordres. 

Mais ces suppositions ne sont pas indispensables et il est facile de 
voir que les rdsultats obtenues eoncernent routes les fonctions 

~ I ( Z ) ,  ~ 2 ( Z ) ,  . . . ,  ~n(Z)5  ~n+l(Z)  , *.Q(Z), 

pour lesquelles les expressions 

&O~,), &("~) 

&("l), &Oq) 

~,(ul), &(u2), &(- , )  

~2(~1,1) , ~(~1,2), ~2(u3) 

&Oq), &(u,), &(u,) 

etc. 
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sont toujours positives et les expressions 

21(u~), ~("d 

ne peuvent ~tre ndgatives, off 

~,(.~t,), ~,(u,), ~,(~) 

a~(~,), ~(~,~), ~(,,~) 

~2(u~), tz(.~), ~(~) 

etc. 

~t  1 ~ ? t 2  ~ . . . ~ ' t t n +  1 

ddsignent des hombres arbitraires assujettis seulement aux in~galit6s 

a ~ u l  < %  < . . .  < u n + l < b .  

Outre eels, nous avons suppose, que les nombres 

a,  b , c , C  

sont finis. 
La solution de notre probl6me dans le eas, oh l'on a 

c.~-o, C~--- + c-xo, 

a 6t6 donn~e dans le m~moire Sur mw question de ma.~:imum et de minimum. 

Nous y avons suppos6 sans ddmonstration, qu'il existe des maxima et 

des minima eherehds. 
Mais il est facile de remplir eette laeune au moyen de eonsid6rations 

tout ~ fair analogues h eelles, que nous avons employdes plus haut. 

w 7. En rapproehant maintenant nos reeherehes des questions sin, 
l'interpolation, traitges par les autres gdom~tres, posons 

et par eonsgquent 

e = - -  i ,  C =  + i ,  F ( z )  = o 

g l  ~ O ~  r ~ 0 ~ �9 �9 �9 ~ ~ n  ~ O .  

Alors le maximum de l'int~grale 

b 

Z 

a 

ne se distingue du minimum que par le signe •  
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Cela 6rant, la question sur les valeurs extremes de l 'intdgrale 

aux conditions 

et 
b 

se r6duit aux ~quations 

b 

- -  i < f ( z ) <  + i 

b b 

= . f f ( z )~dz )dz  - -  . . . .  f f ( z ) ~ d z ) d z  = o 
a r 

G b 

f ~,(~)d~- f ~,(~)dz + . . .  + ( - -  ,).f~,(~)d~ 
a r r 

G b 

G b 

O~ 

0~ 

off l ' on  a 
a < ~ < ~ <  <~" < b .  �9 " " ~ n  

Le maximum de l'int~grale 

b 

sera ~gal darts ce cas ~t la somme 

b ~. t'~_~ 

O~ 

fz+,(~)d~- fz+,(~)d~ + f Z+l(~)d~ + ... + ( -  i)'j'z~,(~)d~, 
r 5,-~ G-2 a 

que nous d6signons, ~ l'exemple de TCHI~B~rCHEF, par le symbole 

f ,t.+l(z), 
n 

A e t a  mathemat ica .  28, I m p r i m ~  l e  12 j a n v i e r  1904.  3 6  
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en posant 
b r C~ 

f ,,,(z) = f to ( , )~ l , - -  f ,,(~)d~ + ... + (--,)" f~ (~)e~  

pour ehaque fonction to (z). 
Aux symboles 

1 2 3 

nous ajoutons, aussi ~ l'exemple de TCHt~BYCHEF, le symbole 

en ddsignant ainsi l'intdgrale 

I1 faut retenir que les symboles 

f~(~), 
0 

b 

f~,(~), f~(~), f~(~), ... 
0 1 2 

�9 *0 '  ddsignent des nombres positifs: le premier desl.ne le maximum de l'intdgrale 

h la condition 

b 

f f(x)~,(z)dz 
a 

- - I<f (z )<I ,  

le second d~signe le maximum de l'intggrale 
b 

a 

aux conditions 
b 

a 

dp ~ le troisi~me es~gne le maximum de l'int6grale 
b 

a 

~ 0 ~  
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aux conditions 

et 

etc. 

b b 

f f ( z ) i 1 ( z ) d z  = o, fr(,)~.2(,)d, 
a 

- - 0  

Au contraire, l'expression 

n 

283 

doit se rdduire ~ z6ro chaque fois, lorsquc on a 

~ m ~  

et par cons6quent on aura 

f r = o 
n 

pour ehaque expression 

r  =p~,~,(z) + pj~iz) + . . .  + l~.~.(~), 

dont los coefficients 

Pl ,P2,  . . . ,  Pn 

sont des nombres constants. 
Cela 6tant 6tabli, dgsignons par ~2(z) une fonetion quelconque, satis- 

faisant seulement h la condition 

�9 �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~.(~,), ~.(u,), . . . ,  ,t.(,,.), ,t.(u.+O 

~(u,) ,  ~(u,) ,  . . . ,  ~(u. ) ,  ~(u.+O 

quels que soient les hombres 

> o ,  

assujettis aux in6galit6s 
U l  ~ ~lJ2 ~ " �9 " ~ t~n ~ 1lSn+l 

a <_~ ua < u 2 < . . .  < u,, < u,+~ < b; 



284 A. Markoff. 

duns le mdmoire Iets over de benaderde voorstelling van eene functie door 

eene andere T. STIELTJES U traitd le pobl~me suivant. 
Trouver les coefficients 

de l'exPression 
P l , P 2 ,  " " , P ,  

condition que la valeur de l'intdgrale 

b 

a 

soit la plus petite, cn ddsignant par [co(z)] la vuleur absolue de w(z). 
Or, duns le mdmoire Sur un certain minimum M. A. Kom;INn et 

~-. ZOLOTAREFF ont traitd, beaucoup plus tbt que T. STIELTJES, le cas 
particulier du m~me probl~me, oh l'on a 

~ ( ~ )  = ~, ~ ( ~ )  = z ,  . . ,  ~ . ( ~ ) =  ~"- ' ,  ~a(~) = ~". 

Les raisonnements de M. A. KORKI~E et G. ZO~O'rAR~FF sont tout 
fair complcts et indiscutables, mais il n'est pus possible de reconnaltre 

le m~me par rapport aux raisonnements de T. STIELTJES. 
Nous allons donner la rgsolution de ce probl~me sous la forme du 

thdor~me. 

L'intdgrale 

atteint son miaimum 

Theorbme 3. 

b 

a 

f ~(*), 

lorsque les coefficients Pl , /02,  �9 . ' ,  P- de l'expression 
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sont dgtermin6s par le syst~me d'dquations 

~,~(~) + P=&(~,) + . . .  + P.~.(~) = ~(~), 

P~,(q)  +P ,&(~)  + - . .  + P . t ( ~ )  = ~(~), 

�9 . , , , ~ ~ ~ , ~ �9 . . . .  �9 , , . . . . .  �9 , 

p,~,,(r + ~.,~(r + . . .  + p . t ( ~ . ) =  ~(~'.), 

oh 

r r . . . ,  ~ et f ~(~) 
n 

ont les significations susindiqu~es. 
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D 6 m o n s t r a t i o n .  

Posons, que l'expression ! 

r  = ; ' i~ ,  (z) + l~,~(z) + . . .  + p.~.(z) 

se r~duit ~t ~(z) duns le cas, oh les coefficients 

Pl,P=, " " , P .  

sont ddtermin6s eonform6ment aux conditions du th6orSme" en sorte 
q u ' o n  a u r a  

~ C )  = ~(~), r = ~(~),  . . . ,  ,~(~,)= ~(~,~). 

Cela dtant, en vertu du corollaire 3 du thdor~me ~, la difference 

~(~)--r  

dolt ~tre un nombre positif pour 

b > z > r  ~ ._~>z>  ~'._,, ~'._,> z >  ~._,, . . .  

et au contraire ~ un nombre n6gatif, lorsqu'on a 

~ , >  z > r ~,_~ > z > ~'._,, . . . .  

Donc 
b 

f [ ~ ( ~ ) - -  ~(~)]d~ = f ( ~ ( ~ ) - - ~ ( ~ ) ) =  f a(~), 
a n ~ 



286 A. ]~larkoff. 

car 

f e(z) 
n 

==O.  

Or pour route autre expression 

on a 
b 

f [ ~ ( . ) -  r > f (.q(.)-- r f ~(.). 

Les recherches de w167 5 et 6 peuvent aussi gtre lides h u n  probl~me 
sur la reprdsentation approximative des fonctions, si 1'on posera comme 
auparavan~ 

- -  ~ <Z(z)  < + ~, 

6( 1 ~ O~ ~ 2  ~ - - - - 0  ~ . . . ~ ~ a ~ O .  

t)osons, que l'cxpression 

r = ~.1~,,(.) + ~,,;,,(.) +... + p,,;,.(.) 

doit reprdsenter approximativement une fonetion &2(z) dans l'intervalle de 
z = a j u s q u ' h  z = v et z~ro dans l'intervalle de z ~ v jusqu'~t z ~ b. 

En mesurant l'erreur de cette repr6sentation par la somme , 

/[~(~)-- r + f [ r  
(t V 

nous parvcnons 
l'expression 

au problbme: trouver les coefficients Jh ,  P2, " " ,  P,,- de 

~(z) =p~2,  ( ,)  + p ~ d z )  + . . .  + ~,.;,,(z) 

de telle mani~re, que la somme 

v b 

f [~(.)-  r d. + f [r 
a v 

soit la plus petite. 
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:Nous atlons donner  la solution de ee probl~me sous la forme du 

thdor~me suivant pour le eas, oh les expressions 

~(u,) , 
~l(u,), ~,(u~) 

~(~,), ~(u~) ' 
~(u,),  ~(u,) ,  ~(u~) 

etc. 

n 'obt iennent  pas des valeurs ndgatives, quels que soient les nombres 

assujettis aux in6galit6s 

8 1  ~ U 2 j �9 . . ~ U n a u l ,  

a~_<u 1 < %  < . . .  < u , , < u , + l  <=b. 

Th6orbme 4. 

Si v ne se confond avec aucun des nombres susdits 

il existe d'autres hombres 

satisfaisant aux indgalit6s 

a < O  1 

~, ~,  . . . ,  ~, 

01 , 02,  . . . ,  O. 

< O: < . . .  < O, < v < 0~+~ < . . .  < O. < b 

et aux 6quations 

0~, O,z v 0~+1 b 

- f),,(~)d~ . . .  + f ~ , ( z )d z . .  + 
a a I O~ v 0 .  

~--- o, 

oh Yon a i x  I ,  2,  3 ,  . . . , n .  

Or, la somme considdrde 

b 

f [~(~) - - :  ~(~)] d~ + ~f [ ~(,)] dz 

at teint  le m in im um  dans le eas, oil les coefficients Pl ,  P 2 , " ' ,  P. de l'ex- 

pression 
r =pl~,(z) + p~,~(z) + . . .  + p.~2z) 
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sont ddtermings par les dquations 

pg~(0,) + pg~(O~) 

A. Markoff. 

ce minimum 

Et lorsqu'on 

+ . . .  + p&(o,)  = ~(o,), 

+ . . .  + p&(o:) = ~(o~), 

�9 , o �9 * , . �9 . , �9 ~ �9 �9 �9 * , * , �9 * , �9 . , . 

pg,(o~) + pg~(o~) + . . .  + p&(o~) = ~(o~), 

~,~,(o~+,) + pg~(o~+,) + . . .  + p&(o,+,)= o, 
�9 , , �9 , , . . . . . . . .  , , �9 , ~ �9 , , �9 , �9 * 

p,~,(o~) + p ~ ( o , )  + . . . + p & ( o , , ) = o ;  

est 6gal 

f~(~/d~-- 
ea 

l'expression chercMe 

O ~  0 t 

f ~(~)d, +... + (-- ,)' f ~(~)d~. 
O t : ~ l  a 

r = p,,~,(z) + p&(z)  + . . .  + p & ( z ) ,  

donnant h la somme 

b 

la plus petite valeur 

~ - l  .~ 

f ~(,/d, + . . .  + (-- ,/'-~f~I,/d~, 

se ddtermine par les 6quations 

~(~) = ~(~), ~(~) = ~(~),  . . . ,  r ~,~(~_,), 

~ . = o ,  ~(r  r162 . . . ,  ~0(q)=o. 

w 8. Passons enfin h une gdn6ralisation de la mdthode d'interpolation, 
donnde par TCHI~BYCHEF dazas son mdmoire Sur l'inte~Tolation dam lecas 
d'un grand hombre de don~des fournies par les observations. 
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Pour ce but, nous introduisons dans nos recherches les fonctions 

r = ~,(~), 

r = ,~,(z) + w,A(z), 

r  = /~$ (* )  "Jl-- /9~,8/~2 (~r --[-- g l , , ' J ' I ( Z ' ) ,  

r  = ,L(z) + v . _ , , . , L _ , ( z ) + . . .  + v,,.,~=(z) +v,,.a,(z), 

on d~terminant les coefficients 

par les ~quations 

/ # , < = o ,  . . . ,  
0 1 n--2 

Ces 6quations se rgduisent ~ celles-ci 

f~,(~) + v,-,,, f,~.-~(~) = o, 
n--2 n--2 

f~.(*) + g.-,,, f < - , ( , )  + v.-~,, fa . -=( , )  = o, 
n--3 n - - 3  n--3 

f z ( ~ )  + g._,,, f ,~ ,_~(~)+. . .  +.q, , .f~,(~) = o, 
1 1 1 

f~ . ( , )  + g.-,., f~.- l(~) + . . .  + v,.. f~ , ( , )  + v,.~ f~:(~) = o, 
0 0 0 0 

les nombres 

f ,L_~(z) , 
n--9. 

f < _ , ( , ) ,  . . . ,  f ~ : ( , ) ,  /,~l(Z) 
n--3 1 0 

grant diffdrents de z~ro. 

La fonction r  satisfait ~ l'dquation 

fr 
gtl 

pour routes les valeurs du hombre entier m, except~ m ~ n - - I .  
A ~  mathcmativa. 28. Im]~rlm~ le 5 janvter 1904. 
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Quant 

fr 
r t - - 1  

il est facile 
l ' int@rale 

r " de se convainere, que ce svmbole epresente le maximum de 

b 

a 

aux conditions 

f r(~)r 

- -  I s 1 6 3  + I, 
b b 

f Z(,)r . . . . .  f f(z)r = o 
a a 

et aussi dans le eas, off l 'on a ajoutd ~ ces conditions les suivantes 

0 ----- 

b b 

f f(z)r 
a a 

= f f(~)r . . . . .  

Supposons maintenant,  que pour une fonction de la forme 

r =p,a,(z)+pA(z) + ... +p&(z), 

dont les coefficients Pl , P2, . . . ,  P.  restent inconnus, nous pouvons 6valuer 
assez exaetement l 'int6grale 

f ~(~)e~, 

quels que soient les nombres ~ e t r  t compris entre a et b. 
Alors, en reprdsentant cette fonction sous la forme 

~(,) = q,r + q,r + . . .  + q.r 

nous pouvons d6terminer 
suivantes 

les coefficients q~, q~ ,  . . . ,  q,, par les formules 

0 0 

1 1 

q, f r f r 
n - - 1  n - - I  
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En gdn6ralisant de cette mani~re la re&bode d'interpolation, donnd 
par TCrI~BYCnEr darts le mdmoire Sur l'interpolation dam le cas d'un grand 
hombre de donndes, nous parvenons k la formule 

0 1 u--1 + + +  ' 

0 1 n--I 

dont chaque membre se dgtermine indSpendamment des autres. 
Dans le cas trait6 par TCH~BVCHEF on a 

,,~1 (Z') = I ,  ~$(2 ~) : ~'1 t~3(Z ) = Z '  ,~n(Z) = ~,n--1 

Par exemple, posons 
a ~--- O, b ~ -  7t, 

~I(Z) = I ,  ~2(~)  = - - e o s Z ,  ~3(Z)  = C O S 2 Z ,  ) , , ( z )  = - -  cos 3z etc.  

I1 est facile de se eonvaincre, que ees fonetions 2@)satisfont aux 
nos conditions. 

I1 est clair aussi, que le maximum de l'int~grale 

lr 

f f(z)coszdz 
o 

la condition 
-- i <f(z)< + i 

correspond au cas, off l'on a 

+ I  pour o < z < ~ n ,  

- - I  
zc 3~r 

~> --<Z<--, 
2 n  2 ~  

3~r 57r 
+ I ~ --<z<--, 

2 n  2 n  

(-- I) n-1 pour (2,~ - -  3 ) z  (2n - -  I ) ~  
< Z <  - -  

2n  2 ~  

( 2 ~ -  I)Tt 
( ~  x)" p o u r  2~  < z < ~ "  
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I)ans le m~me cas on a 

~g 7~ 7r 

0 0 0 

cos  ( n - -  I)zdz = o, 

en vertu de la formule 

~r 3zr 
2n ~n 

0 zr (2n--1)n" 
2n 2n 

- -  m2--- { sinm= 2~, sin 3m~ + sin 5mzr 2~ 2n - -  - - . . .  + s i n ( 2 ~  Y~- l" 
- -  I)m~. ~ 

En effet, il est dvident de eette formule, que la somme alg6brique 

:r 3~', 
2rt 2n / 

f ~os~,~d~-- f r + . . .  + (--i)- cos,n~d~, 
0 ~r (2n 1)~r 

se rdduit h z6ro pour routes les valeurs positives de m, except6 

m = n , 3 n , 5 n , . . .  ; 
or, on aura 

7r 3~ 

f f + f 
0 7r (2n--1)Ir 

2n 2n 

si 
m 
--  est un nombre entier impair. 
~b 

Par cons6quent, la somme 

zr 3zr 

f cos ~d~ - f cos.~d~ + . . .  + ( - i ) ,~  oos ,~d~, 
0 ~r (2n--1)rr 

'-2n 2n 

dgale h 2, repr6sente aussi le maximum de l'int6grale 

f (z )  cos  nzdz 
0 
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dans le eas off outre les indgalitds 

- -  I < f ( z ) <  + , ,  
on a l e s  dgalitgs 

x "  7 r  7 ~  

f r(~)~ = f f(~) oo~ d~ = . . .  = f i(~) oos(~-- , ) ~  = o .  
0 0 0 

Donc, nous pouvons poser 

:r 37~ 

= / / + . . .  +__ 
n 0 w ( 2 n - - 1 ) a "  

en multipliant notre symbole par _+ i.  
Cela 6tant, on aura 

f ees mz 
n 

"-=0 

293 

pour routes les valeurs considdrdes de m, except6 

m = n , 3 n , 5 n , . . . ;  

or, on aura 
m - -  n 

f 2n c o s m z  = - - ( - - I )  '"  
m 

si m_ est un nombre entier impair. 

Enfin 
7 ~  

f dz = 7r e t  
0 

quel que soit le nombre entier m. 

Passons aux fone~ions 

f cos mzdz -~- 0 
0 

r = I, 

r  = r  + g~,~, 

r  = cos  2z + g,~,.~ c o s z  + .q,,3, 

r (z) = cos  ~z  + g . ,~+ ,  cos  (n - -  ~ )z  + . . .  + g~,n§ e o s z  + g , , . + ~ ,  

�9 , , , �9 . . , , , . . . . , . . . . . .  . . . , . , , ~ . . . . . . . . . .  
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dont  les coefficients 

gl.: , g2,3, gl,3 , gs,4 , g2,4 , gl,4, . . .  

doivent  gtre dgtermin6s conformdment  aux conditions 

fi,.+,(,)=fr162 . . . . .  f r  = o .  
0 1 2 n--1 

E n  considdrant les cas par{ieuliers les plus simples, on t rouvera  

r r r I 
r  = cos 3z + i c o s z  

r  = cos 4z, Co(z) = cos 5z i - - ~ c o s z ,  r = cos6z + i c o s 2 z  

I r r I 
r  = cos9~ + i e o s  3z 

I 
e l l ( Z )  = COS I O Z - - ~  COS 2Z~ 

I 
r = cos 11z + 77cosz etc. 

Q u a n t  au cas gdn6ral, on peut  6tablir la formule 

en ddsignant par n' tous les diviseurs impairs du nombre  n, sans facteurs 

carrds, et par h le hombre  des facteurs premiers de n' de la forme 4k q- I. 

Pour  le ddmontrer  il faut  et il suffit dtablir que la somme 

n '  COS --n' 

se rdduit  ~ zdro, si l 'on a 

m ~ o ~  i , 2 ,  3 , . . . ,  ~ i .  

Dans le cas de m o et dans le cas, oh le rapport  n = --  ne se rdduit  
~n 

aucun hombre  entier impair,  routes les expressions 

J 

COS ~, 

m 
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sont dgales ~ zdro et par cons6quen~ l'dgalit6 

(-~, cos ~ = o 
r 
m 

est ~vidente. 

Or, si le rapport ~ est ~gal ~ un nombre entier impair, il est facile 
m 

de r6duire notre somme 

, c o s  -5- 

h celle-ci 
n--m~' 

en dgsignant par n' tous les  diviseurs de n - -  sans facteurs earr~s. m 
D'autre part on aura 

( - -  ~) ,,,,.' __ ( - -  ~) '~ (__ ,) , = ( - -  ,) ~m ( _  , )" ,  

en dgsignant par hi le nombre des diviseurs premiers de n' de la forme 

4 k + 3 .  
I1 el~ r6sulte, que h + h 1 est 6gal au hombre de tous les diviseurs 

premiers de n', et par cons6quont on a 

f n--m 

m 

en d~signant par N 1 le nombre des diviseurs de ~ compos6s fl'un hombre 
~Tt ' 

pair de facteurs premiers, et par N~ le hombre des diviseurs de ~ ,  com- 

pos~s d'un nombre impair de facteurs premiers. 
I1 est important de retenir, que nous ne comptons pas l'unit6 au 

nombre des facteurs premiers et que conformgment h cela le hombre des 
facteurs premiers de l'unit6 est 6gal ~ z6ro. 

En posant m == ~, on trouve 

•/•l  ~--- I~ ~ 2  ~ 0  
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et par cons6quent 

~+,>,, / ,,~ 
~, .. c o s ~ = 2 ;  

n 

dans tous les autres cas on aura 

De cette mani~re, nous nous avons persuad6 que la somme 

(-- I)" / n, 
n' COS n~ 

se r~duit it zgro dans tous les cas, exceptd le cas de m = n, lorsque cette 
somme est dgale it 2. 

Done, on peut  poser 

et ensuite 

2 

o 1 n - - 1  

quelle que soit la fonction 

(~(z) = p ,  + P 2  cosz + p ~  cos :z  + . . .  + p,,cos ( n - -  I)z. 

Par exemple dans le cas de n-----4 on aura 

~ ( ~ )  = 

It  

7r ~ 

' f O(~)dz +'  f f ;: ? c o s z  @(z)dz-- @(z)dz 
0 0 :r 

' lJ + + i cos :z @(z)dz-- ~(z)dz + (~(z)dz 
;'r $1V 

i u 

Ii i +  ,( , )  + ~. e o s 3 z + ~ e o s z  ~ ( z ) d z - -  @(z)dz+ @(z)dz - -  r 
~r w 6~v 
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En faisant maintenant 

297 

a ~ O~ 

nous pouvons prendre aussi 

b = ~ r  

2 1 ( z ) = s i n z  , 2 ~ ( z ) = - - s i n 2 z ,  , t~ (z )=s in3z ,  2,( z) -~ - -  sin 4z , . . . .  

Duns ce eas, lequel au moyen de la substitution 

h cos  z ~ x~ 

se rdduit au 
formules 

cas traitg par TCttI~BYCHEF, il n'est pas diffieile d'dtablir los 

n + l  n + l  

n + l  n + l  

m--1 

et enfin 

f s in  ~/Z ~-  
2r~ lorsque n__ est un hombre entier impair, 

f sinnz----o duns ~ous les autres cas 
~i't--1 

n'  s in  n--7, 

en ddsignant par n' tous les diviseurs impairs de n sans facteurs curr6s et 

par k le nombre des faeteurs premiers de n'. 

w 9. Duns tous nos recherches, le syst~me des fonctions 

~(~), ~(~), ~(~), . . .  

a gtd assujetti ~ certaines indgaiitds. 
Cependant on peu~ 6tendre plusieurs de nos r6sultafs h certuins eas, 

oh les indgahfds mentionndes ei-dessus n'ont pus lieu. 

En posant par exemple 

a ~ o ,  b ~ 27:, 

~l(z)= I. ~,(z)=sinz. ~(z)=cos~. ~,(z)=sin 2z. ~,(z)=cos 2z . . . .  
Acta math*matica. 28. Imprim6 1 e 26 j~nvier 190~, 38 
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et en g6n6ral 
2~k(z)=- sin k z ,  ~ . + ~ ( z )  = cos  kz ,  

il est facile de voir, que le maximum de l 'intdgrale 

f f(z)sin kzdz 
o 

la condition 

- -  i < f ( z ) <  + I 

correspond h la fonction f ( z )  maintenant les valeurs eonstantes  

+ I pour o < z < ~ ,  

2~r 
7, ~ < z < ~ ,  

2z 3~ 

(2k - -  2 ) 7 r  (2 /r  - -  i ) ~  
+ I 77 k < z <  l,: ' 

(2k - -  t)~r 
- - I  77 < Z < 27r. 

k 

E n  

temps 

d6terminan~ de cette mani6re la fonetion f ( z ) ,  on aura en m4me 

~rr 

f f(~) cos ~ z d z  = o ,  
0 

quel que soit le hombre entier m ,  et 

~'~ 4k 
f f(z) sin m z d z  - -  - -  
0 

m 
si -~ est un hombre en~ier impair, eL enfin 

f f(~) si~ ~ z c l z  = o 
0 
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m 
dans tous les autres cas, lorsque m est un nombre entier e t ~  n'est aueun 

hombre entier impair. 
Par cons6quent, la somme 

k k -  -k  2~ 

/sinkzdz--/sinkzdz--~ / sinkzdz--...-- f sinkzdz, 
0 ~ 2w (2k--1)~ 

dgale ~ 4, sera aussi le maximum de l'intdgrale 

~7r 

f f(z)sinkzdz 
0 

dans le cas, oh la fonction f(z) est assujettie non seulement aux indgalitgs 

- -  < 

mais aussi aux dgalitds 

o 0 0 

Pareillement, il est facile de se convaincre, que la somme 

2k ' ~  2w 

0 ~ (4k--1)n" 

2k 

dgale ~ 4, est le maximum de l'int6grale 

f f(z) cos kzdz 
O 

aux conditions 

- - I  ~ f ( z ) ~ _ ~ - ~  I,  

0 

: f f(z),~:(z)dz = . . . .  f f(z)]t:~(z)dz 
0 0 

~ 0 .  
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En posant conform6ment ~ cela 

ft~ 

f.,(s)=f.,(s)ds, 
0 0 

2w 
k k -  27r 

2k--1  0 ,-r (2k--1)~r 

k- k 

Z 3~  
2k ~ $~r 

f ~(s)= f ~(z)dz-- f ~(s)ds + . .  + f ~(s)ds, 
2k 0 w (4k--l)rc  

2k 

on aura 

f sin mz ~ o, f cos mz ~-- o, 
2k 2k--1  

quds que soient les hombres entiers positifs m,  

f sin ms ---- 4k e~ f COS ms 
71/,. 

2 k - - I  2k 

m - - k  

= ( - - I )  ~ - -  

�9 ~ n  
m ~- est un entier impair, et enfin 

fsin~z feos~z---- o 
2k--1 2k 

darts les aut~res cas, lorsque m est tm hombre entier et~ ~- n'est~ aumm 

nombre entier impair�9 
Cela 6rant etabli, nous posons 

4 r  

( - - i ? .  kz r = ~ ~,- ,  s,n~, 

en d6signant par k' les diviseurs impairs de k sans faeteurs carr6s, par g 
le nombre des facteurs premiers de k', eL enfin par h le nombre des 
facteurs premiers de k' de la forme 4i-{-  I. 
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Alors on aura 

fr  4 
n - - 1  

301 

et tous les autres symboles 

fcn(~), f r  fr  ... 
0 1 2 

seront 6gals h zdro. 
I1 en rdsulte que pour ehaque fonetion ~(z)  de la forme 

r  ~ p l  + P 2  sinz + P 3  cosz + P 4  sin 2z + . . . ,  

nous pouvons 6tablir la formule 

4 ~(~) = r f ~(~) + r f ~(~) + r f ~(~) + . ,  
0 1 2 

dont tous les membres se ddterminent inddpendamment l'un de l'autre. 
Voil~ les premiers membres de cette formule 

0 0 

' 1 /  / 
+-4 eo~ e(z)dz-- e(z)dz + r 

2 u 

\ 

I sin 2z ~(z)dz ~ z)dz 

2 

i- 2- u 
I 

- ] -4-C~ 2Z o qO(z)dz--,~ (1)(z)dz 2 7 
i- 

3~r 

- 2  2Jr 

+ f o(~)d~- f r 
7:, 3~, 

7 ~  

~:r  6r ,  7 ~  

e t c .  


