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RECHERCHES SUR LES VALEURS EXTREMES DES INTEGRALES
ET SUR L'INTERPOLATION

PAR

A. MARKOFF
: S:t PETERSBOURG.

Dans ce mémoire j’ai en vue de donmer la plus grande généralité aux
résultats, obtenus auparavant, de compléter les démonstrations et enfin
d’expliquer la connexion entre mes recherches et les recherches des autres
géometres.’

Les recherches sur les maxima et les minima peuvent é&tre divisées
en trois parties.

La premicre partie consiste dans la déductions des équations, par
lesquelles se déterminent le maximum ou le minimum cherché et les autres
inconnus liés a celui-ci. La seconde partie consiste dans la solution des
équations obtenues ou, au moins, dans ’éclaircissement, que ces équations
sont compatibles et déterminent les inconnus. Knfin la troisitme partie
consiste dans la démonstration, que les équations établies correspondent
effectivement au maximum ou minimum cherché.

' A. Marxorr, Sur quelgues applications des fractions continues algébrigues, (en russe),
1884. Sur une question de maximum et de wminimwm, (Acta mathematica, 1886).
Nouvelles applications des fractions continues, (Mathematische Annalen, B. 47).

TcuesycuEr, Sur Uinterpolation dans le cas dun grand nombre de donndes, (Mé-
moires de I’Acad. de Sciences de St Petersb., VII série, I, 1359).

A. KorrINE et G. ZOLOTAREF, Sur un certain minimum, (Nouvelles An-
nales, 1873).

StieLtIEs, Jefs over de benaderde woorstelling van eene functie door eeme anmdere,
(Delft, 1876).

Acta mothematica. 28. Imprimé le 28 novembre 1903,
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Bien que plusieurs recherches de cette espéce se bornent a la premiére
partie, mais le défaut de la seconde et de la troisitme partie peut dénuer
ces recherches de toute importance. On ne saurait justifier ce défaut par
une affirmation mal fondée, qu'il est évident, que la question posée doit
avoir une solution.

Au contraire, en développant convenablement la seconde et la troi-
sitme partie, nous pouvons supprimer la premiére, s’il est possible de de-
viner le résultat cherché.

Dans nos recherches il s’agit justement des questions, dont nous
pouvons deviner la résolution au moyen de l'analogie & la résolution des
autres questions discutées. C’est pourquoi nous tenons pour superflu de
nous arréter a la premiere partie.

§ 1. Soit

Aa)y, A2), ..., L(2), A4.(2), ...

une série de fonctions satisfaisantes aux inégalités

Pour nos recherches il est important de démontrer la proposition
suivante.
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Théoréme 1,
Si
<y <y < < U, < U D,

le déterminant

............................

............................

An-{-l(ul) ) An+l(u2) )ty An+1(un) b An-l-l(/u’n+1)

est un nombre positif.
Démonstration.

Dans le cas de n =0 le théoréme est évident, car dans ce cas il ne
donne que l'inégalité posée

A(2)>o.

Cela étant, nons supposons, que ce théoréme est juste pour n fonc-
tions A et pour n valeurs w, satisfaisantes & nos conditions, et nous
allons démontrer que le méme théoréme sera aussi juste pour x4 1 fonec-
tions A et pour n 4 1 valeurs u.

Pour cet effet présentons le déterminant considéré

Al(ul) b Al (ug) ) A1(“3) ) y Al(“n) 3 )1<”n+1)

Ay(uy) Ay(uy) A(uy) v Ag(w) A,y

)(3(/”]) 3 As(u)) H A3(’lt3) bl ) Az(“n) ] 12 (un-H)
A1 (200) 5 At (%) 5 Aur (%) 5 ooy A () 5 Ay (Uayr)

comme le produit de l'expression
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et de l'autre déterminant

s (uz)__/b(ul) 12(’“3)__12 (ug) Ay ('”'n+l)__12(un)
A(us)  A(w) 7 A(us)  A(uws) T A(wagn)  Ai(ua)
A3 (us) A3 (wr) As (usg) . A3 (ug) g (Wn41) _ A3(ths)

(ue) A(uw) 7 A(uws)  A(ws) T A(ap)  A(ua)

..........................................

l,,_,_l('u,g)-_-l,,“(ul) 1,,+1(u3)__2,,+1(u2) 2n+1(’um+l)__ln+1(un)
A1 (ua) A(u) 7 A(us) A (22) P 2(Uagr) A1 (n)

lequel est égal & un produit de la forme

(s — ) Ug—tg) e (U U)o oo ,

ol Ton pose

et I'on désigne par
v, U, ..U,
des valeurs indéterminées satisfaisantes aux inégalités
w < U <u,<U,<u, <...<u, < U, <pny,.

Les fonctions nouvelles A, semblablement 3 A, satisfont aux conditions

A,(2)> o,
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pour a <z<b, car le déterminant
A(z), Ai(2), AV (=), ..., AF D (2)
Ay (2) , Ay(z), AY (2), ..., AFD(2)

.......................

A (2), higr(2), ooy Agﬂ-](z)i

que par le diviseur {A (2)}**', ce qu’il est facile de manifister par des trans-
formations simples au moyen de la formule de Lrisniz

’ Z r
40(2) = s M2 )+ 1) (5) A )+ S8 (7)) + -

1.2

Il en résulte conformément & notre supposition, que le déterminant

A4,(Uy), 4(T,), ..., A(U,)

...................

AT, 4,0, ..., 4(T,)

est un nombre positif, et par conséquent le déterminant
Aluy) , Auy) ooy At
Aw) 5 Alw) ooy M)

......................

......................

ln+1(ul) ) An+1(u2) 3 ey An+l(un+l)

doit étre aussi un nombre positif en vertu des égalités précédentes.
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Cela suffit pour la démonstration de notre théoréeme.
De ce théoréme découlent plusieurs corollaires importants.

Corollaire 1. Si dans le systéme des inégalités
Uy < Uy < U< .o < Uy < Uy

nous remplagerons certains des signes < par =, n'égalisant cependant
aucuns trois nombres voisins de notre systéme

Uy y Uy y ooy Uy y Uiy
et si conformément & chaque égalité
Uy == Ujg

nous remplacerons dans le déterminant

Al(ul) > )‘1 (H?) ) ) Al(un+1)

Aﬂ(“l) b Ae(”’a) b b )‘2(un+1)

Aopr (%) /ln+1(”'2) ) ’ An-f—l(un{-l)
la colonne

A (“.i+1) ) Aa(“u-x) y sy An+1(ui+l)
par

A(eg) , A(w) , ooy Apa ()

" le déterminant obtenu de cette maniére sera aussi un nombre positif.

On peut atteindre ce résultat en divisant le déterminant primitif par
les différences u;,,— u; et en diminuant ces différences jusqu’a limite zéro.

Il en résulte que le déterminant nouveau ne peut étre un nombre
négatif, mais, il reste en doute, s’il ne puisse pas étre égal a zéro.

On écartera ce doute, en exprimant le déterminant obtenu par le
produit d’une quantité, qui différe de zéro, et d'un déterminant



Recherches sur les valeurs extrémes des intégrales et sur l'interpolation. 249
A1<Ul) ) AI(U2) ) Tt ‘/11<Uvﬂ)
A4,(0), 4,(0,), ..., 4,(U,)

...................

ol l'on a comme auparavant

_ 2 40) _df4@) _ d [dni(2)
M=) we=ilis) o e = a5

a<U <U,<...<U,<b.

Examinons par exemple le déterminant

A(wy) , A(ay) , A(us)
Ao(mr) , Ay(y) , Ay(ws)
As(w1) 5 As(ny) ) Ag(ts)

En transformant ce déterminant nous trouvons successivement

Ai(w) |
’ A(u)’

/22 1 Z; 1 \2 8,
= )‘1(?"1))‘1(“1)%(“3) ZIEZI;’ ,{lgzli ’ ;,E::a;

)As(’h) Z;(ux) 13(“3)
Aug)’ Auy) A (us)

Alug)  A(u,)
4005 s ™

Aug)  Aluy)
Ay(w) Alug) A (u)

A](Ux) ’ Al(Ug)
4,(U,), 4,(U,)

= /11(“1))‘1 (ul)ll(us)

b

= Al(”l)al(ul)ll (“3){u3 - ul}

ou l'on a

U =u<U,<u,.

Acta mathemoatica, 28. Imprimé le 21 décembre 1903. 32
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Corollaire 2. Si nous remplagerons les éléments

A(tg) o Atgy) 5 ooy Auga (244)

de chaQue colonne paire du déterminant

)‘1(“1) H A](ug) ’ ’ Al(“n-{-l)
M) 5 A(w) y A (Ungr)
An+1(u1) b An+1(u2) )y An+1(un+l)

par

Y (“2k—1) , A (’“u-x) 3 vey A:H—l(uﬂ—]))

le déterminant obtenu de cette maniére restera un nombre positif pour
toutes les valeurs des nombres

U, , U

s’u

1 5y )

pourva qu’elles soient différentes et comprises entre a et b.
Ce corollaire découle du corollaire précédent.

Remarque. Il est évident, que dans notre théoréme et dans ces co-
rollaires la fonction 2,,,(2) peut étre remplacée par chaque autre fonction
8(z), satisfaisante a 1'inégalité

WE), X(2), ..y KE)
h(2), X&), oo, K(2)

2(2), L), ..., ()

pour l'intervalle de z=a jusqu'a z=10 entier.
On peut admettre aussi que linégalité derniére parfois se réduit a
I'égalité, mais alors il faut compter parmi les nombres positifs le zéro.
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Corollaire 3. Si la fonction £(2) satisfait a 'inégalité

A(z), K(z), ..., A7(2)
ho(2), h(2), ..., K(2)

pour l'intervalle de 2= a jusqu'a #=1>0 entier et les coefficients

_plypg; cony Pa

de l'expression

O(2) = p,2,(2) +p,A,(2) + ... + p.A(2)

sont déterminés par les équations

plll(ul) +29?A2<u1) + v +pnAn(ﬂ/1) = ‘Q(wl))

plll(uﬂ) +p212(%2) + . +pnAn(u2) = “Q('%)a

...............................

a<u <wu, <...<u,, <u,<b,

cette expression @(#) doit satisfaire aux inégalités

< 8(z) pour w, <z2<b ,
0(2)>80(2) » w,1<2<u, ,
Y

O(2)<L(2) » U, <z<Uyy,

(—1)"@(2) > (— 1)"8(2) pour u, <2< U,
(—1)0() < (—1)"8(2) » a <z<u.

251
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On obtient ce corollaire en remarquant la formule

{8(s) — 9(2)}

§ 2. Ajoutons maintenant aux fonctions

M(2), A(2), ., A(2), Apa(2),

satisfaisantes aux conditions précédentes, une fonction £(2), laquelle satis-
fait aux inégalités

hsi(2) ) Apa(2), Kia(2), -0, KED(2)

Qz) , L), (), ..., &)

pour toutes les valeurs de 2z, comprises entre a et b.
Nous pouvons établir la proposition suivante.
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Théoréme 2.
Si les fonctions

A7), A=), .o, 4(2), A (2), £(2)
satisfont aux inégalités indiquées ci-dessus et si les k4Il=mn-1 nombres
@y Gy By ooy Gy, by by o, by, by,
satisfont aux inégalités
0La,<0,,<..<6,<bh<h<...<h<b,
la fonction
P(2) =pA4(2) + 2.4 (2) + .. F Par b (),
dont les coefficients
Dy Pys oo Pana
se déterminent par les équations
k(@) +ph(a) +...+pdh(e) + Panhn(a) = 2(a) ,
Py (@ ) + Pody(@y) + - A Pada(@es) + Pur s (@) = L(@),
ph(a) +ph(a) + ...+ pd(a) +pnhn(e) =LQa),
PiA(b) +PA(b) + . PA(B) + Papndea(b) = 0,
pih(B) +pk(l) + . DA(G) A Papdea(l) = 0,

.............................................

}"Jl(bl) + 0, 4(8) ...+ 0.A8) + Papibal(l) = 0 s
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doit satisfaire aux inégalités
P(2) < £(2) pour a, <7 < b,
O(2) = 2(2) » @, <2 <ay,

......................

(— 1) 0(2) < (— 1) Q(2) pour ¢, <2< @y,
(—1)f O(n<(—1) L) » a<e¢<a ,
9(z)>o0 pour a, <z<b,,

2
<o » b <z<b,
>

o pour b, <2<b,
o » b <zZb.

Démonstration.

Ce théoréme a ét6 déja démontré dans mon mémoire Sur une question
de maximum et de minimum; or nous allons donner une autre démonstration.

Nous remarquons d’abord que le théoréme est évidemment juste dans
le cas de k= o0, car dans ce cas la fonction @(2) se réduit a zéro.

Il est facile de vérifier ce théoréme et dans le cas, ol l'on a

k=1 et [=o0.

En effet dans ce cas on obtient

A
0() = 125 8(a)

et par conséquent la différence
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se réduit a

=1
T A(ay)

2(a,), Qz)|

Il en résulte que cette différence est un nombre positif pour ¢ <z<aq,
et au contraire — négatif pour a, <z<b; or on a

P(z)=>o0

pour toutes les valeurs considérées de z.

Cela étant, admettons que notre théoréme est établi pour tous les cas,
ou au lieu du nombre 2+ 1 on a n.

Formons les expressions

0o(2) = pidi(2) + Pid(2) + ... + pahi(2)
et

0,(2) = pih(2) + pida(2) + ... + pahi(2),
en déterminant les coefficients

PLyDay vy Py Py Doy eees Ph

par les équations

bo(w) = L(a) ,

Oo( 1) = (@), Do) = 2(@)y
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Ces fonctions @,(2) et @ (z), conformément & notre supposition, doivent
satisfaire aux inégalités
(1) @,(s) < (—1)*€(s) powr a<z<a, (—1)*" O(a) < (—1)""" 2(ay),
(—1) 10, (2) et (—1) 1@, () < (—1)R(2) pour 0, <z<a;,,

..........................................

?,(2) et @,(2) > &(2) pour a,<z<a,,
D,(2) et D (2)<L(e) » @a <z<Db,
0,(2) et 9,(2)>0 e <z<b,
?,(2) et @,(2)<o0 » b, <z<b,,

........................

(— 1)1 Q,(2) et (— 1) P, (2)>0 pour b_,<z<b,
(— 1)1 0,(b) >0, (—1)®,(2) >0 pour b, <z<b.
D’autre part, il est facile de voir, que la fonction @(z) déterminée

par les conditions du théoréme est lide avec les fonctions @,(2) et @,(z2)
par les formules

O(2) = 0(2) — 0,(b;) 222

Ao(br)
et
0(2) = B,(2) + { () — (@)} 2222,
ou l'on a
/11(“1:) s s Al(al) , /11(61) s , Al(bl—l) ’ Al(z)
A2(“k>z s )‘2(“1) ’ A2(b1) , y A(biy) A2(Z)
AJ2)=1. .

.................................

An-i-l(ak) y e )‘n-l-l(al) ’ An+1<bl) y e An+1(bl-—1) ’ An-{»l(z)
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et
M(2) , A(@) v Alay) , A(b) .., A(b)
A»(Z) 1 12(‘110—1) ’ ) )2(d1) ’ A?(bl> ’ ’ 12(bl)
Ag)= .
hia(2) s Auga (@) 5 -y Aga(@n) 5 Aaga(B0) 5 - -+, Auga(B)
Cest pourquoi nous pouvons, en vertu du théoréme 1 établir les
inégalités

(— 1) 0(2) <(— 1), (2) S (— 1) Q(2) pour a<z<a,

(— 17 0) < (— 1) 0,(2) S (— 1)1 Q(2) pour @, <2< @,

.......................................

)

7)< Q) > a <2<b,
y>o » 0, <z<b,
)

<o » b <z<b,,

(— 1) @(2)>(— 1) D,(2) >0 pour ,<z<b.

De cette manitre nous avons obtenu les inégalités du théortme 2,
en supposant % et ! différents de zéro.

Dans le cas de I==o0 la fonction @,(2) perd le sens.

Il en reste la seule fonction auxiliasire @, (2), laquelle peut servir

pour démontrer l'inégalité

d(z)>o0
pour a, <z<b.
Quant aux autres inégalités, elles sont une suite immédiate du co-

rollaire troisiéme.
Ces considérations suffisent pour reconnaitre notre théoréme.
Aota mathematica. 28. Imprimé le 21 décembre 1903. 38
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§ 3. Abordons maintenant le probléme suivant.
Etant donnés les nombres a, b, ¢, C et les valeurs des intégrales

b b b
ST@nE)de=a,  [f@)h(z)de=a,, ..., [F(2)h(2)ds = a,;
il s'agit de trouver les valeurs extrémes de l'intégrale
b
[ F(@)A(2)ds,
a la condition
c<f(z)<C.

Or nous supposons que les fonctions 2 satisfont aux conditions établies
auparavant.

Le probléme posé est une généralisation du probléme résolu dans mon
mémoire Nowvelles applications des fractions continues.

Si les nombres

Oy Ogy oney Gy

sont donnés arbitrairement, les conditions de notre probléme peuvent é&tre
incompatibles.

On peut écarter toute incompatibilité en supposant que les nombres
gy -y 0, se déterminent par les égalités

a a

1)

0, = [F)h@)ds, a,= [F@)h@)dz, ..., a,= [Fl)i()dz,

ol la fonction donnée F'(z) satisfait aux inégalités
c<F(s)<C.

Nous excluons cependant les fonctions F/(z), pour lesquelles I'intervalle
de z=a jusqua z2=10 se divise en %, ou en un nombre plus petit de
parties de telle maniére que dans chaque de ces parties la fonction F(z)
conserve une seule valeur ¢ ou C.

Pour les fonctions F(z) excludes les égalités

b

S 1@ (9)dz = fb Flr)dz, ..., fb (&) A, (2)de = fb F(2)A,(2)dz

a
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conjointement avec les inégalités
¢=f()<C

trainent aprés elles
b b
ff(z)an+l(z)d‘z :fF(z)An-i-l(Z)dz

@

Sous la restriction indiquée la solution de notre probléme se réduit
aux égalités que nous allons donner.
Abordons en premier lieu les deux cas les plus simples:

n=1 et n=2.

Pour résoudre le probléme dans le cas de n=1 il faut déterminer
deux nombres 7 et & par les conditions '

ofz +cfz dz—a—cfll dz+0f/l

Ces conditions sont exécutables et déterminent effectivement les nombres
7 et &; car si le nombre « croit continuellement de @ jusqu'a b, la somme

szlll(z)dz-l— cj:/ll(.z)dz

croit aussi continuellement

b

b
de c¢fA(s)ds jusqua O [ 4 (s)de

a

et la somme

cf/\ dz+0fl

décroit

de Cf/l )dz jusqu’a cf/l

et outre cela on a

cfz dz<fF dz<0fz
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Au moyen de ces nombres % et & formons deux fonctions £, et

fmaz du nombre variable z:

fuin = C pour a<z<g, fory =€ pour n<z<b

et
frogz=¢ pour a<z<E, fnaz = C pour €< 2<D.
Les intégrales
b
S Foin (2 dz—Cf)L dz—l—cf)t
et

ffmaa)‘(z dz_cf/\ dz+0f)t

seront les valeurs extrémes cherchées de l'intégrale

b

J1(@)2,(2)de,

a

ce qu’il est clair des formules

b

[ (&) (2)de— f Frin Mo(2) diz = f {£(2) — Fain y1o(2) de

A(n), 4 (2)
h(7) 5 A(2)

dz

= ) (&) — o)

et

b

[T — [ fonsale)de = [A7()— Fracbalz) o

a

/11(5) » A4 (2)
M(&) 5 24(2)

dz.

=@ f )= o}

En abordant le cas
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introduisons dans nos considérations un nombre variable %" borné par les
inégalités
a<y' <7y,

7 étant le nombre déterminé auparavant.
A chaque valeur de %" corresponde une valeur déterminée d'un autre
variable £", satisfaisant aux inégalités

v’l < EII < b
et a 1'équation

Cf/l dz+cf/1 dz+0f/1 —aq,.

L’existence d'un tel nombre £” se manifeste de la recherche précédente,
car on trouvera au moyen de ce nombre & la valeur maximum de l'in-

tégrale
b
[ 1(2)2(2)dz
o

aux conditions

¢) < C et ff dz~ffmzl

ou 'on a
fuin = C pour 3" <2<y et f,,=c pour p<z<b.
Fn vertu de la liaison établie entre £” et %”, on aura
A(&7)de” = A (n")dy",

en désignant par d&' et dy” les différentiels de ces variables.
Il en résulte que %" et &” croissent et décroissent simultanément.
I1 est facile de voir aussi, qu'aux valeurs @ et » du nombre %" corres-
pondent les valeurs & et & du nombre &”. '
Apres ces remarques formons l'expression

0[11 dz—{—cf/l dz+0f/1 —a,,

laquelle nous désignons par y(7”).
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Si 9" croit de a jusqu'a %, la fonction y(»") decroit, car on a

A") s 4(E")
A(0") 5 A4(E")

Or il est facile de conclure, au moyen de la solution de notre probléme
pour le cas de m=1, que y(a) est un nombre positif et y(») au con-
traire est un nombre négatif:

d 11
LENEL) — c—0)

d77" < o.

x(a)—-—cfl dz—i—CfA dz—fF z)dz > o,

7 b
x(n) = Cf o(2)dz + ¢ fl dZ—fF(z)Ag(z)dz <o.
Par conséquent, il existe dans l'intervalle

de 7" =a jusqua %" =7z

une seule valeur de %", pour laquelle y(»"”) se réduit a zéro.
Nous nous persuadons ainsi, qu’il existe un seul ensemble de valeurs
de 7” et &”, satisfaisant aux deux conditions

ofa dz-l—cfA dz+0f/1 =aq,
et

oja dz—l—cfll dz—i—Cf/l =q,.

A cet ensemble correspond la fonction £,,, du nombre variable z, dé-
terminée par les formules f,,, = ¢ pour 3" <z <¢§" et f,,, = C pour toutes
autres valeurs de 2. La fonction f,,, donne pour l'intégrale

sa valeur maximum
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En effet, au moyen des égalités

fb F(2)A(2)de = f Frachi(2)d2

et

ff(Z)/\a(Z)dz=jfml,(2)dz

il est facile d’obtenir la suivante

fb F(e)2,(2)dz — f Frazhy(2)de

d’ot il est évident que la différence

ff‘(Z)A?)(Z)dz—.fbfmm)‘s(z dz

ne peut étre un nombre positif.
De la méme maniere il est facile de se convaincre, qu'il existe deux
autres nombres &', %' satisfaisant aux équations]

cf/m dz+0f/1 dz+cf/1 Vs = a,,

cfl dz—f—CjA dz+cfA = a,

et aux inégalités

i< & <&, <y <b.
Et si 'on pose

fumin = C pour & <z<7%' et f,, =c pour toutes les autres valeurs de z,
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a cette fonction f,,, corresponde la valeur minimum de 1’intégrale

jf(z)/l 2)dz

comme il est facile de conclure au moyen de la formule

b

S (@) (2)ds — f Finhy (2) dz

: AE), A0, Ale)
f {(2)— Fan} [ L(€), 4,00) , Ay(2) | de
K | M) A7), A(2)
N A(E), M)
WE), A7)

Aprés avoir examiné le cas de %= 2, on peut passer au cas de n==3;
mais nous allons considérer le passage générale d’une valeur de n a la
valeur suivante: de n=F% a n=F%k + 1.

§ 4 Supposons que notre probléme est résolue pour le cas des 2m
données

b

jf(z)/l,(z)dz =, ..., ff(z)/lm(z)dz = Oy}

a

a savoir supposons, que les fonctions f,,. et fmw, correspondantes a la
valeur la plus grande et & la valeur la plus petite de I'intégrale considérée

ff 2m+l

se déterminent par les formules

foar=0C pour a <z<yu, & <z<yy, ..., En1<e<yn, &<2<b,
fraz=C > N <e<E’ 9 <e<&E, ..., <2<E&,,
fuin =C » & <2<y, &<e<ny, .., & <2<7n,
fon=C » a<z<E&,p<s<E, ., gua<i<én, yn<s<b,
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ol 'on a sans doute

a<py <E <Y <. <E_L<L<pa<EI<Db
et

0< & <p <& <. <y <E <y <0

Introduisons ensuite un nombre variable ", compris entre a et &,
et pour chaque valeur de ce nombre variable déterminons les nombres

1

Noel,u 8, Y, 2
de telle maniére, que la fonction f(2), conservant la valeur constante € pour
<<y, wm' <e<y, ...,z <La<ly,,xn<z<b

et la valeur ¢ pour
<Lz ,yy <<z, ...,y <z<luzxl,

donne la valeur la plus grande & l'intégrale

b
j/K@Am+Azﬁh

aux conditions

c<fe)<C
et

b b
[f(z)&i(z)dz=ffm,.,,)%(z)dz,

ot l'on a

t=1,2,3,...,2m,

et [, désigne la fonction indiquée plus haut.
En d’anfres termes, nous déterminons les nombres

1!

rr 1 rr tr 1’
?/1 7561 )?/2 )x‘z)'-';ym)xm

par les équations

z” n” b
¢ [M(a)dz + C [ W(z)dz + ...+ C [h(e)de = a,

en posant
t=1,2,3,...,2m.
deta mathemation. 28, Imprimé le 23 décembre 1903, 34
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En différentiant ces équations on obtient

M) de — W)yt + M) — .+ (@) de = o

¢ étant égal & 1,2,3,..., 2m.
Par conséquent, les différentiels

’

de’, dyy’ , day’, dyy' , ..., dzy

sont proportionnels aux déterminants des systémes de (2m)® éléments,
obtenus de la seule systéme suivante

W@, AWy) , A, ., W), A
12(53”) b A?(yil) b )‘2(xil) LI | 12(y1’n’) ) A2(x;n,>

...........................

Aam(@) 3 g s e s Dan W) s Aom (20,

lorsqu’on supprime la colonne premiére, seconde etc. -
Cela étant, il est facile de se convaincre au moyen du théoréme 1,
que tous les nombres

124

124 r: r; rr
Yi %, s Yns T
croissent continuellement, lorsque le nombre z'* croit continuellement.
D’autre part, pour z” =a on a

ftdd 17

r; 1? rr 17 1 rr r? e,
1 =%, Ty =8, Yo =N, o, ym§=77m)xm'—‘§ma
et pour 2" =2¢& on a

4

r ’ ' 1 ’ 1 ’ o
.’%:771; ‘/‘Ul'= 2) ?/2=772;-'-, ym=7jm) xm"_b'

Done, en posant
a0 <z’ <E

on aura les indgalités
<yl <y, & <z <&, <y <y, ..., & <z, <b.
Formons maintenant la somme

z

2 b
¢ [ hanir(2)de + C [ o (2)de + ...+ C [ by (2)de,

a

en la désignant par y(z").



i)
[=2]
-1
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Il est clair de la formule

sy @)

)
L) s A@), o, Alzn) dy (2"
dxll

={c——-0} .................. ,

Agmpr @)y e s Aamar(®0)

que cette somme décroit continuellement, lorsque " croit continuellement
de #"" = a jusqu'a z” = &].
Or, nous avons

b
Z(a) = l/"(‘rmch?nH.l(:?/')d.?/' > Oomg
et

3
)((’3;) == fﬁnin )‘2m+1(5)d3 < Ggmgr-

En vertu de cela, il existe dans l'intervalle
de " =a jusqu'a z”’ ==&

une seule valeur de &, pour laquelle la valeur correspondante de y(z")
est égale a oy, .
Dong, il existe un seul systtme de nombres
) y

1t

1 1 r r rr (x
x)yl)wl)y27"-;xm—l)ym)mm)
déterminés par les inégalités

a<a'<E, p<yi<7i, E<a<&G, .., p<Y <G, Sa< T <D
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et par les équations

f(d~+0f/1 dz+cf/1 )dz +- . +0fa Yde = o,

a

¢ étant égal & 1,23, ..., 2m, 2m 4 1.
Or, si l'on désigne par f,,, la fonction du nombre z, qui a la valeur
C pour

<<y, xy <z<y),...,xn <zlyn,xn<2<b
et la valeur ¢ pour
a<z<x",y'<z<z!,. ..., yp i <e<um, ,,ys<z<um,,

la valeur correspondante

b

fﬁnazAQm-}—? (Z)dm

a

sera le maximum cherché de l'intégrale considérée

car on a

| 1 hnater ]
o ]—fbf,m,m@mg]

Aamir (@) s Agmpr(W1) 5 ot s Agmyr (Tm)
] Al(x”) ’ Al(y;') ] ] Al(x;n,) ] A1(2") }
M), AwY) o A, A(e)

= {f(z)—fmax}
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De la méme manitre on peut trouver le minimum de la méme integrale

ff 2m+2

A savoir il est facile de se convaincre, qu’il existe des nombres
?/', xi}?/i) x‘;) "').?/;n—l)x:n),?/v’na
déterminés par les inégalités
o<y <y, E<@<E <y <y, ..., En<E <& g <y <D

et par les équations

v

C [z d~+cfl(zd~+UfAzdz+ -{—af/l Yz = a,

@ I/m

¢ étant égal & 1,2,3,...,2m <+ 1.
Et si 'on désigne par f,, la fonction du nombre z, qui est égale
a C pour

a<z<y,m<e<y, B, <2<y ..., T, <2<Yn,
et a ¢ pour
Y<e<a,y<e<uy, ..., Y 1<e<T, Y <2<0b,

cette fonction donnera le minimum cherché de l'intégrale

ff Aamis 5>dz

Les considérations précédentes établissent aussi les inégalités
B <LE < <E <) <ELSH,LE ... <E L, <E L
et
Y<p' <y’ <p <y <7 <p'<p<... <yp <Y <70 <Yn.

De la méme maniére on peut passer du cas, ot I'on a n=2k+ 1,
au cas de n= 2k -+ 2.
Done, nous pouvons énoncer la proposition suivante.
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Etant données les égalités

ff(z)ll(Z)dz =a, ff'(z)l,(z)dz =d,, ...

et la condition

correspondent aux fonctions

[(2)=fosx €t [(2)="Fin

lesquelles dans lintervalle de z==a jusqu'a 2=20 n’ont que deux valeurs

C et ¢ et changent la valeur justement n fois.

Or, la fonction f,,,, donnant le maximum de l'intégrale

ff(z)/\n+1(z)dz,

est égale & C pour les valeurs de 2z voisines a b, et la fonction f,;,,
donnant le minimum de la méme intégrale, est au contraire égale a ¢

pour les valeurs de z voisines a b.

§ 5. En abordant un autre probléme ajoutons aux nombres a et b
un nombre intermédiaire v (@ <v <¥b) et aux fonctions

hz), (2, .., le)

ajoutons aussi une fonction £(z), satisfaisant aux inégalités

W)y, (), ..., A7(2)

Al(z)’ );(z> ..............

Q<Z)io’ .Q(Z)) ..(3'<Z) io’ ) An(z)J A;(Z)) ’ Agnn)(z)
Qz), L(2), ..., &)

pour l'intervalle entier de 2 =a jusqu'a 2=20.
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Notre second probléme consiste dans la détermination des valeurs ex-
trémes de l'intégrale

[ 1z ()i

aux mémes conditions qu’auparavant

b b b

ff(Z)/ll(Z)dz = d,, ff(Z)AAZ)dZ =0y, e, ff(z)ﬂn(;z‘)dz = da,,
céf(z)é(].
Pour éclaircir notre solution, posons

" =3,

en nous restreignant a la recherche de la valeur la plus petite de l'intégrale
examinée.
Désignons par
o Y, 2 Y, 21, Y
les nombres satisfaisant aux inégalités
a<ae' <p <! <b,a<y <y’ <y <b

et aux égalités

Ofli(z)dz +ec jlllli(z)dz + Cfil,,-(z)dz +c ‘/:/l,-(z)dz = g,

2

T " b
¢ [M2)dz + C [ X(2)dz + ¢ [M(2)ds + C [ kle)dz = a,
a " yl" 1‘1"
i étant égal 2 1,2, 3.

I existence de ces nombres est démontrée par les considérations précé-
dentes.

Cela étant nous distinguons deux cas par rapport a v:

1) v est compris entre @ et 2” ou entre x; et xy';

2) v est compris entre x” et z; ou entre z’ et b.

Considérons d’abord le cas premier.

Dans ce cas, en désignant par x le nombre variable compris entre a
et 2" déterminons les fonctions

y;x1)y1
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de ce nombre par les conditions

cfA dz+0f/l(zdp+ﬁfl dz-]-ofa dp-{—(*fz

pour i =1, 2, 3.

Si 2 croit de a jusqu'a z”, le nombre z, croit de z; jusqu’a ;.

Par conséquent il existe une telle valeur de z, pour laquelle on a

rT=v ou x =0.
Et st 'on donne & x cette valeur et on pose
fo(2)=c pour a<z<z,y<z<z ,y <z2<b

et f,(2) = C pour les autres valeurs de z, l'intégrale correspondante

v

ff;(z)ﬂ(z)dz

a

sera la valeur la plus petite de l'intégrale considérée

S1(2)Q(2)dz.

a

Cette assertion sera évidente dans le cas, o l'on a a<v<2a”,

dans ce cas on aura

v

ff,,(z) L(2)de = cfv.Q(z)d

a

En supposant ensuite
r<o<z,

formons I'expression

(D(Z) =p111(z) +paz2(z) +1)3A3(Z))

en déterminant les coefficients

par les conditions

car
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En vertu du théoréme 2 on aura

O(2) < L(2) pour a <z<uz,
O(z)> L(2) » =z <z<y,
()< L(2) » y <2<z =0,
®(2)>o0 oz, <2<y,
o(z)<o oy, <z2<b,

et ensuite, l'inégalité

[1i(2) @(2)dz < ff(z).‘?(z)dz

a

découle immédiatement de la formule

jﬂ(z).ﬁ(z)dz»f”f(az)g(z)dz

b

= f{ﬂ-(Z) — ()] 2(e)— O()jde— [{f.()—1(2)} O(2)de.

v
Supposons maintenant
r<v<z] ou x <v<b.

Dans ce cas, en désignant par y un nombre variable compris entre ¢
et ', déterminons les fonctions

x,?/l,xl

de ce nombre par les conditions

y z " zy b
C [ 4(z)dz+ ¢ [ a(e)de+C [ M(&)de+ ¢ [ A(2)de+C [ (2)dz=a,,
a Y x "N Iy
1 étant égal a 1, 2, 3.
Lorsque y croit continuellement de @ jusqu'a %', les nombres x et a,
croissent aussi continuellement: le premier de #” jusqu'a 2’ et le second
de 2z jusqu’a b.

Acta mathematica. 28. Tmprimé le 28 décembre 1903, 35
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Il en résulte, que l'un des deux nombres

x, x,

peut étre égalisé a v.
En disposant de y de telle manitre qu’on aura

T=7v ou ® =0,
posons

f,(2)=0C powr a<z<y,z<z<y ,r <z<b,

et
fo(z)=c pour y<z2<w,y, <z:<uz,.

Alors, lintégrale

fvf,,(z).fl(z)dz

présentera la valeur la plus petite de l'intégrale considérée

f £(2) 2(2)de.

Nous nous persuadons de cela au moyen de la formule

fvﬂ(z)g(z)dz—fvf(Z).Q(z)dz

— [U(0) = FN ) — 0l de— [ () — F(2)} (e

@ v

ou l'on a

O(z) =p,4,(2) + 2,4,(2) + p,A(2),
en déterminant les coefficients p, , p,, p, par les équations
D(y)= L),  Ox)= L) et O(y)=~L0,)
dans le cas de x, = v et par les équations

@(U) = Q(:’/): (I)(yl) = @(ml) = 0,

si 'on a 2 =7».
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De la méme maniére on peut trouver la valeur la plus grande de la
méme intégrale

ff(z)&’(z)dz.

Abordons les considérations générales.

§ 6. En nous arrétant pour fixer les idées a la recherche du maxi-
mum de l'intégrale

ff(z) 2(z2)dz,
nous posons "

n=22m.

Quant & v nous distinguons deux cas en conscrvant les désignations
du § 4:
1) v est compris entre
a et 3, ou p; et 7, ou 7, et 7, ..., ou entre %, et b;
2) v est compris entre
71 et pi, ou 7 et 35, ..., ou entre 7, et 7,.
En abordant le premier cas désignons par y un nombre variable,
compris entre a et 7’ et par
x])?/lixgyyz) "')xm)ym
les fonctions de ce variable, déterminées par les équations
4 3 Ym 4
Ofki(z)dz +¢ fli(z)dz + ...+ Ofxi(z)dz + cf/li(z)dz = q;,
a ¥ Zm Um

2m.
L'existence de ces fonctions est démontrée par les raisonnements du § 4.

ou I'onai=1,2,3,...,

11 est facile aussi de se convaincre, que les nombres

y])y?’ "‘7ym

croissent en méme temps que y croit; a savoir y, croit de x; jusqu'a 7y,
y,— de 7; jusqu'a ;' ete., lorsque y croit de a jusqu'a 7.
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Par conséquent on peut disposer du nombre y ainsi, que l'un des
nombres

y)y17y2)"'>ym
sera égal & wv.
Alors, en posant
fi(z)=Cpowr a<e<y, z <2<y, %,<2<yY,, ..., 0, <2<y,
et
fi(g)=rc pour y<z<uz ,y <2<u,,y, <2<z, ..., ¥, <2<,
on obtiendra le maximum cherché

v

ffv(z)!!(z)dz

a
de l'intégrale considérée.
Soit en effet
V= yk .
Posons

D(2) = p, A (2) + p,4(2) + ...+ Pondan(2)

en déterminant les coefficients

p]!pﬂ) "')p?m
par les équations

O(y) = 2(y), Oz)=L(x), OH)=20u), ..., O(w)= L),
O(2) =0, @) =o0, ..., Ow,) =0, 9@, =o.
En vertu du théoréme 2, la fonction @(z) satisfait a l'inégalité
?(2) < L(2),
lorsque # est compris dans 1'un des intervalles

<a>y1) ) (x17y1) » (xa) y,) N Yy
et au contraire
@(2) > L(2),

lorsque 2 est compris dans I'un des intervalles

(y’ xl) b (.1/1)‘1’.2) ’ (yQ) xs): MR (yk——l7 xk)'
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En vertu du théoréme, on aura aussi
0(2) > o,

lorsque 2z est compris dans l'un des intervalles

(e, xk-i—l) y Wesrs Togs) s ooy Um» b),
et au conftraire

?(z) <o,
lorsque 2z est compris dans 'un des intervalles

(xk+1 3 ylt+1) ) (xlc+2 3 yla+2> y t vty (xm ) ym)'
D’aprés cela, la formule

v

[r)e@d— [ ri)e()a

a

b

— [0 — F(RO() — D(eyde— [{1.(2) — F(2)} D(2)d2

v

donne l'inégalité
f f.(2) £(2)de > f 1(2)&(2)dz.

En passant au second cas premons le systéme de nombres variables
EyYy s @y Yy gy ey Ty Ym
déterminé par les inégalités
a<e<E&,p <y <y, & <k, <&, 9 <Y<y, ..., <z, <b

et les équations

fA, )dz—l—OfA d~+cle Ydz + . +0fz Vdz = a;,

ou l'on a é¢=1,2,3,..., 2m.
Conformément & ce que nous avons expliqué dans le § 4, lorsque
croit continuellement de a jusqua &, les variables
?/17.%; MR} .?/m

croissent aussi continuellement: y, de 7} jusqu’a 7, ¥, de 7, jusqu'a y; ete.
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11 en résulte que l'un des nombres

yl’ygy "'7ym
peut &tre égalisé a v.

Cela faisant, posons
f,(2) =Cpour 2<2<y, , 2, <2<y, , o0, Ty <EZ<Yp, &, <2<D
et

fo(2)=cpour a<e<w,y <z<T,, ..., Yu<Z2<Tp_1, Yu<2<Tp.
La valeur
[.(2) &(2)dz

obtenue de cette manitre sera le minimum cherché de l'intégrale examinée

fvf(z)SJ(z)dz,

ce qu'il est facile de démontrer par la méthode expliquée ci-dessus.
Done nous pouvons énoncer la proposition suivante.
Etant données les égalités

b b b

[r@n()de=a, [f(A()dz=1a,, ..., [[(2)4(2)dz=a,

a a a

et la condition
c<f(e) L0,

les valeurs extrémes de l'intégrale

v

ff(z)Q(z)dz

a

correspondent aux telles fonctions f(z), lesquelles dans I'intervalle de 2 = a
jusqua 2=~5 n'ont que deux valeurs C' et ¢ et changent la valeur juste-
ment n 4+ 1 fois.

Or lune de ces deux fonctions, donnant le maximum de lintégrale

jf(z)!!(z)dz,



Recherches sur les valeurs extrémes des intégrales et sur linterpolation. 279

satisfait aux conditions
fo—e)=C et flv+e)=c,

et l'autre, donnant le minimum de la méme intégrale, satisfait aux con-
ditions

fo—e)=c et flv4+¢e)=C,

le nombre = étant infiniment petit.

En résolvant notre probléme nous avons supposé que v différe de
toutes les valeurs de z, qui séparent les valeurs (' et ¢ de la fonction
fmee OU de la fonction f,,,.

Mais il est facile de se convaincre, que dans les cas, ot v coincide
avec l'une ou l'autre de ces valeurs, le maximum ou le minimum de I'inté-
grale examinée

ff(z)!?(z)dz

a

se réduit a
ffmm!!(z)dz ou a ffmam‘g(z)dz'

Quant aux fonctions

)‘1(5) ) )‘Q(Z) LR | /1,1(2‘) ) An-l»l(z) ’ Q('z))

nous avons supposé, qu’elles sont continues et ont des dérivées de certains
ordres.

Mais ces suppositions ne sont pas indispensables et il est facile de
voir que les résultats obtenues concernent toutes les fonctions

A&), Ae), .. A(2), A (2), £(2),

pour lesquelles les expressions

) s Ag(ug)‘E ete.
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sont toujours positives et les expressions

Afw), A(u), A(n)
? )‘2(”'1> ) AQ(”Q) ) A2(7{3)7 ete.
L(w,), L(u,) , L{uy)

ne peuvent étre négatives, ou
Uy y Uy y ooy Uy
désignent des nombres arbitraires assujettis seulement aux inégalités
a<u <wu, <... <, <0
Outre cela, nous avons supposé, que les nombres

a,b,c,C
sont finis.
La solution de notre probléme dans le cas, ot l'on a

D

== 0, (= +CO7

a 6t6 donnée dans le mémoire Sur une question de maximum et de minimum.
Nous y avons supposé sans démonstration, qu'il existe des maxima et
des minima cherchés.

Mais il est facile de remplir cette lacune au moyen de considérations
tout & fait analogues a celles, que nous avons employées plus haut.

§ 7. En rapprochant maintenant nos recherches des questions sur
Uinterpolation, traitées par les autres géomeétres, posons
= -—1, C= +1, F(z)=o0
et par conséquent
a, = O, @, =0, ..., a,=0.

Alors le maximum de lintégrale

ff('g)AnJrl(Z)dz

ne se distingue du minimum que par le signe +.
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Cela étant, la question sur les valeurs extrémes de l'intégrale

aux conditions

et

b

ff(z)Al(z)dz = _/’:f’(z)/lg(z)dz =...= j:f(z)lln(z)dz =0

@

se réduit aux équations

& ' 5
[h(@)dz— [N(2)de + ...+ (—1)" [4(2)dz =0,
a : 4}

& & 14
S a(&)de— [d(a)dz + ...+ (— 1) [2(2)dz = o,
a & &n
& & b
[a(2)dz — [A(2)de+ ...+ (— 1) [M(2)de =0,
o & &

olt 'on a

sera égal dans ce cas a la somme

Gt &

b G 1
Zfﬂ,l“(z)dz—tfknﬂ(z)dz +cf (A + . A (— 1) [ A(2)

n—1

que nous désignons, a l'exemple de TcHEBYCHEF, par le symbole

fAﬂ+l(z)7

Acta mathematica. 28, Imprimé le 12 jaunvier 1904,

281

dz,

36
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en posant

] a &
fw(z) ==fw(z)dz——- jw(z)dz e 1)"'fw(z)dz
n &n & a

Ln—l

pour chaque fonction w(z).

Aux symboles
Jo), fo), fol), ..

1 2 3

nous ajoutons, aussi i l'exemple de TcHEBYCHEF, le symbole
J ) P )

fw(z),

en désignant ainsi 1'intégrale

Il faut retenir que les symboles
f)&l(z) , f,l?(z) ) f/l3(z) y e
0 1 2

désignent des nombres positifs: le premier désigne le maximum de 'intégrale

b
[ @) (z)dz
a la condition
— 1 éf(z)i I,

le second désigne le maximum de lintégrale

b

ff(z)/lg(z)dz

a

aux conditions
b
—1<Zf(z)< 1 et [F(2)4(e)dz =0,

le troisitme désigne le maximum de l'intégrale

J (e
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aux conditions

Sf(2)4(2)dz = o, f F(2)2,(2)dz = o

a

et
—1<f(s) <1

etc.
Au contraire, 'expression

S 2a(2)

doit se réduire a zéro chaque fois, lorsque on a
n=m,

et par conséquent on aura

Jo(z)=o0

n

pour chaque expression

D(2) = p,4y(2) + Da2(2) + - .. F Pa(2);

dont les coefficients
]91 :102, ceey Do

sont des mombres constants.

283

Cela étant établi, désignons par £2(z) une fonction quelconque, satis-

faisant seulement a la condition

A1(“1) y 11(“2) y vy )‘l(un) s /11(’“,.+1)
)y A () s oo (1) ) Ay(tayy)

‘Q(ul) ’ 52(%2) y s 'g(“n) ) 'Q(“M—l)
quels que soient les nombres

WUy oy Wy y vvvy Uy y Uypy

assujettis aux inégalités

aflu <u, <...<t, <y <D
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dans le mémoire Iefs over de benaderde voorstelling van eene functie door
eene andere T. STIELTIES a traité le pobléme suivant.
Trouver les coefficients

p1’p2) "‘)pn
de 1'expression

a condition que la valeur de l'intégrale

f[.Q(z) — O(2)]dz

soit la plus petite, en désignant par [@(2)] la valeur absolue de w(2).

Or, dans le mémoire Sur un certain minimum M. A. KORKINE et
G. ZoLOTAREFF ont traité, beaucoup plus t6t que T. StieLTiEs, le cas
particulier du méme probléme, ol l'on a

AMe)y=1, L@2)==z, ..., L)=2"" 8()=2.

Les raisonnements de M. A. Korxixe et G. ZOLOTAREFF sont tout
a fait complets et indiscutables, mais il n'est pas possible de reconnaitre
le méme par rapport aux raisonnements de T. STIELTJIES.

Nous allons donner la résolution de ce probléme sous la forme du
théoréme.

Théoréme 3.
L/intégrale

b

J18(2)— ()] dz

a

atteint son minimum
f 2(2),

lorsque les coefficients p, , p,, ..., p, de I'expression

D(2) = p, 2y (2) + P, 4(2) + - . + Pada(2)
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sont déterminés par le systéme d’équations
(&) F2A8) + -t k(&) = 2(G),
A&+ 240 + - F 2 A(G) = £(8),

.........................

ol
Go G, Gt [R32)

ont les significations susindiquées.

Démonstration.

Posons, que l'expression i

(ﬂ(z) '__pl ('z> +p2)‘2( )+ +pn n( )
se réduit a ¢(2) dans le cas, ou les coefficients
PrsPyy ooy Pn

sont déterminés conformément aux conditions du théoréme: en sorte
qu’on aura

€)=, ¢6)=2@), ..., 0l6) = &)
"Cela étant, en vertu du corollaire 3 du théoréme 1, la différence
L(s)—¢(2)
doit étre un nombre positif pour
b>2>8,6 .>2>8 5,628 4, ...
et au contraire — un nombre négatif, lorsqu’on a

(n>z>g:—-1) Cn—2>z>(n—3) e

Done

S100) —p (= [ (21— ) = [ 9o)

& n
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car

Se)=o.

n

Or pour toute autre expression
D(2) = p, 4 (2) +ph(2) + ...+ Pata(2)

b

S18(5) = 0()]d> [ (26— 0() = [ 22).

a n

Les recherches de §§ 5 et 6 peuvent aussi étre liées & un probléme
sur la représentation approximative des fonctioms, si l'on posera comme

auparavant
—1Zf(5) S+ 1,

Posons, que V'expression

O(z) = p, ) (2) + p2(2) + ... + pada(2)

doit représenter approximativement une fonction £(z) dans lintervalle de
2=a jusqu'a #=2o et zéro daps lintervalle de 2= v jusqu'a z="0.
En mesurant l'erreur de cette représentation par la somme /

» b
J18(2)— o()]dz+ [[0(2)]d
nous parvenons au probléme: trouver les coefficients p , p,, ..., p, de

I’expression

O(2) =p, 2, (2) + p,4,(2) + ... + p.2(2)

de telle manitre, que la somme

f[Q(Z)~¢(Z)]dz+fb[@(z)]dz

soit la plus petite.
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Nous allons donner la solution de ce probleme sous la forme du
théoréme suivant pour le cas, on les expressions

Al(ul) ) Al(uﬁ) ’ ‘1(“3)

A
s | A(e) 5 Awy) , 4 (u)
Q(w,), L(u,), Lu,)

A (u), A ()

), 2u,)

l 4 2

ete.

2(u,) ,

n’obtiennent pas des valeurs négatives, quels que soient les nombres

u1, ua; vy Uy,

assujettis aux inégalités

A< <ty <...<U<U Db

Théoréme 4.

St v ne se confond avec aucun des nombres susdits

q ’ C; 3 ey Cn
il existe d’autres nombres

0,,0,,...,0,
satisfaisant aux inégalités

1<6,<6,<..<6,<v<6,,,<...<0,<b

et aux équations

Or 41

fA dz—f)% 2)dz + .. f dz+f 2)dz. . +fli(z)d =

ou l'onai=1,2,3,...,7
Or, la somme considérée

f [2(2)— @(2))dz + [[D(2)]dz

atteint le minimum dans le cas, ol les coefficients p,, p,, ..., p. de l'ex-
pression

() = pA(2) + 1ady(2) + . Pude2)
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sont déterminés par les équations

]91%(01) +]0212(01) + ... +pnzn(0l) = £(6,),
p111(02) +p212(02) + v +pnln(02) = hQ(ﬂ?))

..........................

pljl(ﬂk) +_p2'12(0k) + e +pnln(0k) == ‘Q(ak)r
P14y (04) +102/12(0k+1) + ... +10Mn(01:+1) == Q,

..........................

»iA(6,) “I‘Pﬂz(ﬂn) + ...+ p,A0,) =o;
ce minimum est égal a

[(s)ds— fﬂ}z(z)dz o (— I)"fﬂ.lQ(z)dz.

Or1 a

Et lorsqu'on a
v =,

I'expression cherchée

P(2) = p, A (2) + 2,4(2) + ... + 2. (2),

donnant 3 la somme

| f[9(2)~ @(Z)3dz+f[!2(z)]dz

la plus petite valeur

[ Gt &
[e)dz— [ Qa)dz+ ...+ (— 1) [L(a)de,
Gt Gr-2 a

se détermine par les équations
O(G) =), (&) =L(&), -, OG) = L(G),
po=0, O,)=0, O&)=o0,..., O)=o0.

§ 8. Passons enfin 3 une généralisation de la méthode d’interpolation,
donnée par TcHEBYCHEF dans son mémoire Sur Uinterpolation dams le cas
d'un grand nombre de données fournies par les observations.
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Pour ce but, nous introduisons dans nos recherches les fonctions

sbl(z) 1(2),
a(2) = X (2) + 91,24(2),
503(3) 45(2) + a3 (Z) + gl,slx(z),

Sl’n(z) = An('z) +yn—-—l,nan—1(z> + e +g2,nlﬁ(z) + g],nll(z)x

I

en déterminant les coefficients

gn—-—l,n ) gn-—?,n y g?,n 3 gl,n
par les équations
Sue)=0, [gle)=0, ..., [g.(e)=
0 1 n—32

Ces équations se réduisent a celles-ci

fA +gn—-—1 n fzn—l (2) = o,

nss n2a
_/‘A + .gn—l n fln—l + In—2,n fA"—2 = 0,
n—8 n—3 n—3

fln(z) +yn—-1,nfln—l(z) + ... +92,nf12(z) ==

f n(2) +gn—lnfln—l z)+ . +gznf/1 ‘I"gu.fjx

Ll

les nombres

Shua(2), :[A,,_,(z),..., S a2y, [h(2)

n—2

étant différents de zéro.
La fonction ¢,(2) satisfait & 1’équation

Je2)=0

m

pour toutes les valeurs du nombre entier m, excepté m = n— 1.
Aota mathematica. 28. Imprimé le 5 janvier 1904, 37
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Quant 2

S ¢n(2),

n—1
il est facile de se convaincre, que ce symbole représente le maximum de
I'intégrale

S (o) ¢u(#)dz

aux conditions

—Iéf(ﬁ) +IJ

[ 1@ (2)de = [F(2)p(e)ds = ... = [ f(2)¢. 1(e)de =0

a

IA

et aussi dans le cas, ol I'on a ajouté & ces conditions les suivantes

b 13
o= [F(&)ni(e)dz = [ f(2)Psle)de=...
Supposons maintenant, que pour une fonction de la forme

D(2) = pi4y(2) + p,4(2) + - + pada(2),

dont les coefficients p, , p,, ..., p, restent inconnus, nous pouvons évaluer
assez exactement l'intégrale

7

J o)z,
3

quels que soient les nmombres & et 7 compris entre a et b.
Alors, en représentant cette fonction sous la forme

P(z) = q,¢,(2) + ¢,¢,(2) + ... + q. ¢u(2),

nous pouvons déterminer les coefficients ¢,, ¢,, ..., ¢, par les formules
suivantes

q, [ ¢.(z) = [ 0(2),
¢, [ ¢(2) = [0(2),
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En généralisant de cette maniére la méthode d’interpolation, donné
par TcuEBycHEF dans le mémoire Sur Uinterpolation dans le cas d'un grand
nombre de données, nous parvenons a la formule

6.(2) [ 02)  ¢2) [ 0(2) da(a) [ @u(a)

n—1

= [ T [ 4(2) +"'+TMT’

n—1

dont chaque membre se détermine indépendamment des autres.
Dans le cas traité par TcHEBYCHEF on a

A2y =1, Af2) =2, May=2", ..., ()=, ...
Par exemple, posons
@ =0, b=m,
AE) =1, A(8) = —cos 2, A(2) = cos 2z, A,(2) = —cos 32 ete.

I1 est facile de se convaincre, que ces fonctions A(z) satisfont aux
nos conditions.
I est clair aussi, que le maximum de l'intégrale

ff(z)coszdz
0

a la condition
L O

correspond au cas, ou l'on a
+1 pour 0<2< =
P 2n’

T 3n
1 2 S

37 ST
+1 o <<

. (2n — = (zn — D=
(— 1)"! pour o SE

(zn — 1)
2n

(— 1)* pour 2 cr<n.
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Dans le méme cas on a

T T T

ff(z)dz = 0, ff(z)coszdz =0, ..., ff(z)cos('n— 1)zdz = o,

0 0 0

en vertu de la formule

T L¥:4
2 2n 7
f cos mede — f cosmzde 4+ ... + (—1)" f cos mzde
0 T 2r—1)m
2n 2n
2 . mn . ma . mmn . (2n— I)mrm
= — sm———smL + s1n5—~ — .. ism(———z— .
m 2n 2n 2n 2n

En effet, il est évident de cette formule, que la somme algébrique

T 3r
2n 2n ™
f cos made — f cosmedz + ...+ (— 1) f cos mzdz
0 T en—l)mx
2n 2n

se réduit a zéro pour toutes les valeurs positives de m, excepté

m=mn,3n,s5n,...;
or, on aura

T EEd
g;l i?i‘ T 2”, m—n
f cos medz — f cosmzdz + ... + (—1)" f cosmedg = — (-— 1) ** |
0 T (2n—1)m "
on 2n

si — est un nombre entier impair.

Par conséquent, la somme

T 3r
2n 2n 7
f cos neds — f cosmedz 4 ... + (— 1) f cos nzdz,
0 r ) @n—1)x
o 2n

égale a 2, représente aussi le maximum de l'intégrale

ff(z)cos nedz
]
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dans le cas ol outre les inégalités

— I i.f(z)é + I,
on a les égalités
ff(z)dz =ff(z)coszdz= =ff(z)cos(n—— 1)zdz = o.
0 [ 0
Done, nous pouvons poser
= 3
2n 2n 3
fw(z) =f w(2)ds — f o(z)dz+ ...+ f w(z)dz,
n 0 d @2n—1)rx
2n : 2n

en multipliant notre symbole par + 1.
Cela étant, on aura

fOOSMZL——O
n

pour toutes les valeurs considérées de m, excepté

m=mn, 3n,5n,...,

or, on aura

m-—n

2n 5
fcosmz = W(_ 1 ™,
k(3

. m N . .
si — est un nombre entier impair.

Enfin
fdz =7z et fcos medsz = O
0 0

quel que soit le nombre entier .
Passons aux fonctions

¢l(z> =1,
¢, (2) = cosz 4+ gy,
¢3(Z) = €08 22 +g2,3cosz+gx,a;

.......................................
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dont les coefficients

G125 Y9235 91,85 Is,45 J2,4 5 J1,45 - - -

doivent étre déterminés conformément aux conditions
Jn) = [use) = [traa) = .. = [dannle) =o.
En considérant les cas particuliers les plus simples, on trouvera
O (2)=1, ¢,(2)=cosz, ¢, (2)=rcos2z, ¢,(2)=cos3z+ gcosz
¢, (2) = cos 42, ¢,(2) = cos sz.— -g cosz, ¢,(2)=cos6z -+ %cos 2z
J,(2) = cos 7z + ;cosz, ¢,(2) = cos 8z, ¢ ,(2) =cosoz -+ gcos 32
¢,,(#) = cos IOz——é cos 2z, ¢ ,(2)=cos11z+ %cosz etc.
Quant au cas général, on peut établir la formule
Puiale) = 2 ﬁ#cos%,
en désignant par #’' tous les diviseurs impairs du nombre 7, sans facteurs

carrés, et par % le nombre des facteurs premiers de »’ de la forme 4% + 1.
Pour le démontrer il faut et il suffit établir que la somme

> EE [
n n

m

se réduit a zéro, si l'on a
m=0,1,2,3,...,n—1L
Dans le cas de m=o0 et dans le cas, ol le rapport - ne se réduit

a aucun nombre entier impair, toutes les expressions

)

nz
COS —
n

m
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sont égales a zéro et par conséquent 1'égalité

— 1) nz
Z£~—) /‘cos_,—_-—o
woo n

m

est évidente.

Or, si le rapport% est égal & un nombre entier impair, il est facile

2(— )thOS

m

de réduire notre somme

a celle-ci

n—mn’

3 e Rl

4 . . . n
en désignant par 1’ tous les diviseurs de -~ sans facteurs carrés.

D’autre part on aura
n—mn’ n—m n'—1 n—m
(=)™ =(=1)"™(—=1)* =(=1)" (—1)",
en désignant par b, le nombre des diviseurs premiers de »' de la forme
4k + 3.
Il en résulte, que %+ A, est égal au nombre de tous les diviseurs

premiers de 7', et par conséquent on a

Y [ ot — () 2, — ),

m

. . e n
en désignant par N, le nombre des diviseurs de — composés d'un nombre

. . . . 7
pair de facteurs premiers, et par N, le nombre des diviseurs de — com-

posés d’'un nombre impair de facteurs premiers.

Il est important de retenir, que nous ne comptons pas l'unité au
nombre des facteurs premiers et que conformément & cela le nombre des
facteurs premiers de 1'unité est égal a zéro.

En posant m = n, on trouve

N, =1, N,

1
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et par conséquent

— I [ nz
E (————)— / cos — = 2;
n n

n

dans tous les autres cas on aura
N, —N, =o.
De cette maniére, nous nous avons persuadé que la somme

— 1)t neg
E ( 7 ) [COS—,
) n

v

m

se réduit 4 zéro dans tous les cas, excepté le cas de m = n, lorsque cette
somme est égale a 2.

Done, on peut poser

¢11+1(Z) = Z ,(,jﬁ,ﬂ’_' COS%

nl
et ensuite

20(:) = _(2) [ 0) + 44(2) [ 0) + .+ ul5) [ 0

0 1

quelle que soit la fonction

D(2) =p, + p,cosz+ p,cos2z+ ...+ p,cos(n-——1)z.

Par exemple dans le cas de n =4 on aura

O(2) =

q-

(f(l’(z)dz+ %cosz j@(z)dz*j &(z)dz

= 3
+  cos 22 f@(z)dz——f O(2)des + fd)(z)dz
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En faisant maintenant

nous pouvons prendre aussi
A(2) =sinz, Af(2)=—sinz2z, A(z)=sin3e, A(2)= —singz, ....
Dans ce cas, lequel au moyen de la substitution
heosz =z,

se réduit au cas traité par TcuesycHer, il n’est pas difficile d'établir les

formules
Jo@E)= [ o@d— [ o@d+... + (=1 [ o(z)de,

. 2m n . .
f sin nz = =— | lorsque poy est un nowmbre entier 1mpair,
n

m~—1

f sinnz = O dans tous les autres cas

m—1

et enfin

en désignant par ' tous les diviseurs impairs de n sans facteurs carrés et
par % le nombre des facteurs premiers de 7'

§ 9. Dans tous nos recherches, le systéme des fonctions

A(a), &(2) 5 A4(2),

a 6té assujetti a certaines inégalités.

Cependant on peut étendre plusieurs de nos résultats & certains cas,
ol les inégalités mentionnées ci-dessus n'ont pas lieu.

En posant par exemple

@ =0 b= ar
) )

A(z)=1, A(2)=sinz, A(z)=coss, A(2)=sin 2z, A(s)=rcos 22, ...

Acta mathematico. 28. Imprimé le 26 janvier 1904, 38
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et en général
Ay (2) = sin kz, Ayey1(2) = cos kz,

il est facile de voir, que le maximum de I'intégrale
2

f f(2) sin kedz

Q

a la condition
—1LZfle) <+ 1

correspond & la fonction f(z) maintenant les valeurs constantes:

-+ 1 pour O<Z<7—]:,

2
— I » %<Z<*I—:‘r,
27 7
+I » ‘£<Z<%)
—2 2k — 1)7
b1 o, BB, R DE
k k
b —
— I » (2 k%<z<2ﬂ'.

En déterminant de cette maniére la fonction f(2), on aura en méme

temps
2

ff(z) cos meds = O,

0

quel que soit le nombre entier m, et
27 476
af/’(z) sin mzde = -,

. m . v .
81— est un nombre entier impair, et enfin

27

f f(2) sin meds = o

9
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. m
dans tous les autres cas, lorsque m est un nombre entier et i n’est aucun

nombre entier impair.
Par conséquent, la somme

e 2 3
% N T o
[sinkzde— [ sinkedz+ [ sinkads—...— [ sinkedz,
0 T 2 (2x—1)
E 3 Tk

égale a 4, sera aussi le maximum de l'intégrale
2

f f(2)sin kedz

[}

dans le cas, ou la fonction f(z) est assujettic non seulement aux inégalités

—1=f(¢)=1,
mais aussi aux égalités
[ Fan()de= [ Fle)h(@ds=...= [ F(2)ln_s(2)dz =o.

Pareillement, il est facile de se convaincre, que la somme

g 3r
2k 2r

2%
f cos kzdz — f coskzdz 4+ ...+ f cos kzdz,
h x 4k—)r i
2k 2k

égale & 4, est le maximum de l'intégrale

fﬂf(z) cos kzdz

aux conditions
— I if(z)é + I,

2 b1.4

jﬂf(z)ll(z)dz =ff(z)/12(z)dz =.. . = f f(2)Ay(2)dz = 0.

0 0
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En posant conformément a cela

2

fw(z)=fw(z)dz—fw(z)dz+...—— J o(2)de,

2k—1 T (2k—V)7
t k
Ed 3
2% 2% 27
fw(z):fw(z)dz—-f w(z)dz+ ...+ f w(z)dz,
2% [ T (4k—)m
2% 2k
on aura
fsin mz = O, fcos mz =0,
2k 2%—1

quels que soient les nombres entiers positifs m,

—k
'"Tkﬁ,

m

. k
smmz=% et 2_[cosmz:(—r)

2k—1

si - est un entier impair, et enfin

sin mz = fcosmz =0
2k—1 2k
. m
dans les autres cas, lorsque m est un nombre entier et T n’est aucun
nombre entier impair.

Cela étant etabli, nous posons

(—1y . kz

Do (2) = 7 sin o

— (— 1) k2
¢2l:+l (Z) = Z’ 7 COS? )

en désignant par k' les diviseurs impairs de % sans facteurs carrés, par g
le nombre des facteurs premiers de %, et enfin par % le nombre des
facteurs premiers de %' de la forme 4¢ - 1.
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[ ul) =

n—1

Alors on aura

et tous les autres symboles
Joula), [oula), [4a(2)

seront égals a zéro.
Il en résulte que pour chaque fonction @(z) de la forme

O(2)=p, +p,sinz + p, cosz+p, sin2z+ ...,

nous pouvons établir la formule

¢1sz 2) + &, ( f )+¢4@J¢w>+

dont tous les membres se déterminent indépendamment I'un de l'autre.
Voila les premiers membres de cette formule

T 27

d)(z)za%fn@(z)dz-l—isinz S @)ds— [ 0(s)ds
—}-icosz Ofa(z)dz—[ @(z)dz+3[ O(2)de

-

37r

f@(a)dz—-f(b d,z-}—f (Dz)dz—f(p (2)dz

2

1.
-} - s 22
4

2

bl bhd

-{-icos 2zlj@(z)dz—~j(b(z)dz+3j (D(z)dzw—ﬁ}/:i d)(z)dz+7f@(z)dz

0
4

n 3 T

ete.




