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SUR LA THI~ORIE DES CAISSES DE PENSION 

L. LINDELOF 
H E L S I N G F O R S .  

Lorsqu'on veut se rendre compte de l'6tat d'une caisse de pension, 
il faut calculer d'un c5t6 la valeur actuelle de ses revenues et de l'autre 
celle de ses d6penses, parmi lesquelles figurent surtout les engagements" 
de la caisse soit envers les soci6taires eux-mdmes, soit envers leurs fa- 
milies. Ce calcul dolt, pour dtre complet, embrasser non seulement les 
soci6taires ou membres actuels, mais aussi les membres futurs. Tant 
qu'il s'agit des membres actuels, le calcul peut s'effectuer par les r6gles 
ordinaires de la thdorie des rentes viag6res, pourvu que les ~16ments 
statistiques n6cessaires soient donn6s. Le calcul relatif aux membres 
futurs est ordinairement sujet ~ plus de difficult6 et d'incertitude. Ce- 
pendant il y a un cas oh ce calcul peut se faire presque avec la mdme 
certitude q u e  pour les membres actuels; c'est celui oh le nombre des 
membres actifs (c. ~t d. de ceux qui ne sont pas encore pensionn6s)reste 
constant. Pour ce cas j 'ai 6t6 conduit, en examinant l'6tat de quelques 
caisses partmuheres, ~ employer un proc6dd, qui me semble tr6s com- 
mode et en mdme temps aussi rigoureux que possible. Ne l 'ayant pas 
rencontr6 ailleurs, j'ai cru qu'il pourrait m6riter d'dtre port6 ~ la con- 
naissance de ceux qui s'occupent de telles enqudtes. 

i Deux de ees enqu6tes out 4td publides sous les titres: Statistisk unders6kning af 
stiillningen i Finska Skolstatens Pensionskassa vial 1892 dtrs ing~ng, Helsingfors I892~ et 
Nytt bidrag till belysande af st~llningen i Folkskolliirarenes i Finland enke. och pupil~- 
kassa, Helsingfors I893. La troisibme, qui vient d'~tre terminal% est relative k la caisse 
de pension des matins finlandais. 

Aeta ma$h~a~e,a. 1S. Imprim6 le 16 f~vrier 1894. 12 
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Consid6rons, pour fixer les id6es, une eaisse qui doit fournir des 
pensions k un certain groupe d'employ6s, et admettons que le hombre 
des places ou des emplois qui s'y rapportent, ne varie pas avec le temps. 
Soit i l'gge d'un membre, lorsqu'il entre dans le groupe, et u celui auquel 
il en sort pour devenir pensionnaire. Chaque membre qui atteint l'~ge 
u ou qui Ineurt avant de l'atteindre, sera imm6diatement remplac6 par 
tin nouveau membre de l"~ge i. Cela pos6, nous fixons par la pensde 

u n  certain emploi, occup6 actuellement par un membre de l'$ge x, et 
nous nous proposons d'abord de calculer la valeur actuelle des pensions 
que la caisse aura g payer ~ ce membre et g tous ses successeurs dans 
le mdme emploi. 

D6signons par C. la valeur actuelle d'une somme I payable lorsque 
le membre (x) quitte sa place, soit comme pensionnaire, soit par la mort, 
par Px la valeur actuelle de la pension qui lui est assur6e g partir de 
l'Age u, et par P.  celle des pensions que la caisse aura ~ payer tant 
cet employ6 qu'g tous ses successeurs futurs dans le mdme emploi; on 
aura 6videmment 

(1) 

P 6tant la valeur moyenne de P .  pour un nouveau membre au moment 
de son entr6e en service. Quant g cette valeur, on pourrait se contenter 
de faire P -~ P~ en supposant i constant, mais on arrive ~ une d6termina- 
tion plus ratiommlle de P de la mani~re suivante. La formule g6n6rale 
(I), appliquSe h un nouveau membre qui entre g l'~kge i, donne 

.P, - -  p, + o , P .  

Si l'on connalt les "~ges d'entr~e de t o u s l e s  employds actuels ou d'un 
autre groupe quelconque suffisamment nombreux et qu'on prenne la 
moyenne des deux membres de l'6quation pr6cddente relativement g ce 
groupe, on trouve 

P = p + C.P, 

p ~tant la valeur moyenne de p~ et Cce l l e  de C~. Il en rdsulte 

PC' (2) t ' -  
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et en substituant eette valeur dans l%quation (I), 

C. 
(3) P~ -~ P~ q- t----~ cP. 
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Dans cette expression de P~ le premier terme p. se rapporte au fonction- 
naire actuel (x); le second terme 

(4) , _ c v  

repr~sente la valeur des pensions qui seront payees k ses successeurs. 
Consid~rons maintenant une place de soci~taire actuellement libre, 

mais qu i  scra immSdiatement remplie. La valeur des pensions relatives 
une telle place est, d'apr~s la formule (3), 

C x 
(5) P + = - c p" 

En faisant la somme des expressions (4) et (5)relativemcnt k tous les 
emplois existants, on trouve pour la valeur actuelle totale F des pensions 
des membres futurs la formule 

(6) F 2'C~ + 
- -  I - - O  P '  

off la somme Z dolt comprendre t o u s l e s  foncfionnaires actuels et m 
signifie le nombre des charges vacantes. 

Si Yon fair, dans l'expression pr~c~dente, 

(7) 2U,, + m __ A, 

cette quantitd A a une signification remarquable. Elle repr~sente dvi- 
demment la valeur actuelle d'une somme I qui serait servie chaque lois 
qu'un nouveau membre entre dans le groupe des soci~taires, ce qu'on 
pourrait exprimer p]us simplement en disant que A repr~sente le nombre 
escomptd des entr~es. Ce hombre joue un rble important non seuleInent 
dans le calcul des pensions, mais aussi dans celui des contributions des 
membres perques au profit de la caisse. L'expression (6) du capital des 
pensions des membres futurs se r~duit par 1~ simplement 

F = @ .  
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La pension assur6e k un soci6taire de l'/rge x n'6tant autre chose 
qu'une rente viag6re diff6rde ~ l'~ge u ,  sa valeur p~ s'obtient par des 
r6gles connues. Ayant construit une table de ce valeurs, on calcule 
facilement k son aide la moyenne/9 de la fonction p~ pour un membre 
entrant en service. Quant k la fonction C~, elle s'obtient par la formule 

D~ cx=A  

oh l'on a d6sign6 par 
Ax la valeur aetuelle d'une somme I assur6e sur une t~te de x ans, 

et par 
D x  = Ixv ~: le hombre escompt4 des vivants (lx) ~ l'~ge x dans la 

table de mortalit~ des soci4taires, v ~tant la valeur actuelle 
d'une somme x payable au bout d'un an. 

Nous avons admis dans ce qui pr4c~de, que toute place de soci4tuire, 
devenue libre, sera imm~diatemcnt occupde par un nouveau" membre. 
En r~alitd il n'en est pas ainsi; ordinairement il se passe un certain 
temps entre la sortie d'un membre et l'entr~e de son successeur. E n d &  
signant par r cet intervalle de temps, suppos~ constant, et par [m] le 
hombre escompt5 des m vacances actuelles, chacune d'clles ~tant con- 
sid~r~e au moment de sa cessation, l'expression de A deviendra 

I - -  V ~ C  

et ron aura comme pr~c~demment 

F = @ .  

Jusqu'ici il n'a ~t~ question que d'une seule categoric de pension- 
naires. Supposons maintenant qu'il y air deux classes de pensions diff~- 
rentes, que l'~ge d'entr~e dans la premiere classe soit a e t  dans la secondc 
b (a > b) et qu'on n'entre dans la premiere classe qu'en passant par la 
seconde. Soit A 1 le nombre cscompt~ des entr~es de nouveaux membres 
dans la classe I ' et A 2 celui des entr~es dans la classe II. Pour mieux 
distinguer les deux classes, nous d~signons l's d'un fonctionnaire actuel 
par xl ou x2, suivant qu'il appartient ~ la premiere ou k la seconde 
classe, et pareillement par m~ et m 2 les nombres des places actuellement 
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vacantes dans les deux classes. D'apr6s l'6quation (7), qui a une applica- 
tion immddiate ~ l'6gard de la classe I, on trouve 

( 8 ) A, .= ":~' + ,n, 
I ~ C~ 

Quant ~ la classe II, il faut observer que tou~e entr6e d'un nouveau 
membre dans la premi6re classe produit une vacance dans la seconde et 
qu'elle est par: cons6quent accompagn6e de l'entr6e d'un nouveau membre 
aussi dans eelle-ci. En calculant A~ il faut donc consid6rer les membres 
des deux classes coinme formant un seul groupe, auquel on applique la 
formule (7). On trouve ainsi 

(9) A2 2~, + 2,~, + m, + ~n, 
= I ~ C b 

la somme Zx 1 6tant relative ~ t ous l e s  inembres actuels de la classe I 
et 2~c 2 relative k tous ceux de la classe 1I. (I1 est bien entendu que les 
pensionnaires ne sont pas ici compris parmi les membres de la eaisse.) 

Soit maintenant T~ ) la valeur actuelle de la pension assur6e g un 
membre de la elasse I do'nt l'gge actuel est x, et T~') celle de la pension 
assur6e k un membre du mdme s de la classe II. La valeur actuelle 
de routes les pensions g payer aux membres futurs de la classe I ~era 
6videmment 

Pour la classe II cette valeur serait de mdme A,,p~ 2), si tous les membres 
qui entrent dans cette classe devaient y rester toute leur vie. Mais 
comme un certain hombre de ceux-lk avanceront plus tard (k l'/rge a) ~ la 
classe I pour remplir les places devenues vacantes dans celle-ci, la-dite 
valeur sera par lk diminu6e d'une partie correspondante. Chaque lois 
qu'un tel avancement a lieu, un terme p(,~) disparaltra de la somme des 
pensions de la classe II, et le nombre escompt6 de ces avancements 6rant 
A1, la pattie dont il s'agit sera evidemment A~p~ ). La valeur escompt6e 
des pensions qui seront r6ellement paydes aux membres futurs de la classe 
II, se r6duit par cons6quent k 

F~ = A~p(~ : ) -  Alp~ ~'). 
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Ces valeurs de /;'1 et F 2 subsistent encore si chaque vaeance, au lieu 
d'dtre remplie imm6dia tement ,  comme nous l'avons suppos6, dolt durer  
un certain temps :; seulement les expressions de A, et A 2 doivent en ce 
cas subir certaines modifications, faciles ~ trouver, mais auxquelles nous 
ne nous arrdterons pas ici. 

Si les vacances survenues dans lu classe I ne se remplissent pas 
toutes moyennant des avancements de la classe II, mais seulement pour 
une partie a ,  l 'autre partie i ~ a des vacances 6tant remplie par des 
personnes jusque-l~ 6trang6res h la caisse, l'expression (9) de A 2 dolt dtre 
remplacde par celle-ci: 

"C + ~no + (~(2'C., + m,) 
A2 ---=- "~ *: "I--C~ 

"t et la valeur de /~2 deviendra 

.~: = A~p~ :) aA,p(. :), 

tandis que les expressions de A, et de /~; resteront inalt6r6es. 
Consid6rons encore le cas oh il y a trois classes de pension diffd- 

rentes, et supposons que la premiere clnsse soit recrut6e uniquement  
parmi les membres de la seconde et celle.ci uniquement  parmi les membres 
de la troisibme. En distinguant par lea indices i ,  2 , 3  les valeurs de 
x ,  m,  A e t  1," relatives k ces diff6rentes classes et d6signant respectivement 
par a ,  b,  c (a > b > c) l's d'entr6e dans chacune d'clles, on trouvera, 
par un raisonnement analogue k celui qui pr6cSde, 

A1 __ 2U~, + m, 
I - -  C'. 

- -  I - -  Cb ' 

A~ --  - -  2U., + 2U.. + 2'Cx, + -,, + *% + m~ 
I --  (_Y~ 

Si l 'on introduit  encore les notations px'(') , p~) , p~)pour  ddsigner la valeur 
actuelle de la pension ~ssur6e s un membre de x ans, suivant qu'il 
appartient h la classe I, II ou III, la somme des valeurs escomptdes des 
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pensions clue la caisse aura ~t payer aux membres futurs dans chacune 
de ces classes, sera respectivement 

Alp~ , 

F~ = A~p~ 3) - -  A2p? ). 

Les exemples qui precedent, doivent suffire pour faire comprendre 
la nature et la pottle de notre mdthode. Nous n'avons parl~ que des 
pensions dont jouissent les membres eux-m~mes ~ par t i r  d'un certain ~tge. 
Mais il est dvident que la mSthode se prSte tout aussi bien au calcul 
des pensions qui peuvent ~tre assur~es h leurs veuves et orph61ins, ainsi 
qu'~ celui des cotisations annuelles des membres, comme nous l'avons 
prouv~ en d4tail dans les enqu~tes ddj~ cities. 

] l e s t  ~ remarquer que notre m~thode ne suppose pas la eonnaissance 
du hombre r~cl des pensionnaires ~ une ~poque quelconque de l'avcnir 
e t q u e  nous avons ainsi pu ~viter les caleuls assez prolixes par lesquels 
on a essay~ d'~valuer approximativement ce hombre. ~ Tout ce que nous 
prdsumons, c'est que le nombre des soci~iaires actifs ou plutbt celui de 
leurs places reste constant. 

C'est du reste le seul cas dans ]equel le probl~me admette une so- 
lution tant soit peu exacte. Sans doute le nombre des emplois qui in- 
tdressent une caisse de pension, peut varier avec le temps, ces dtablisse- 
ments ayant souvent une tendance ~ $1argir leurs spheres d'activit~, mais 
les variations de ce genre ont un caract~re trop fortuit pour qu'on puisse 
en tenir compte autrement que par une estimation toujours tr~s incertaine. 

1 Voir "~ co sujet la communication intdressante de G. E~EST1~SM~ portant lo titre: 
II~irledning af en allm~in formel f6r antalet pension~rer, sore rid en godtycklig tidpunkt 
f6refinnes inom en sluten pensionskassa, insdr~o dans 0 f v e r s i g t  af  K. Svenska  Vc- 
t c n s k a p s - A k a d e m i e n s  F 0 r h a n d l i n g a r ~  Stockholm I893. 


