SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE PESANT
SUSPENDU PAR L'UN DE SES POINTS

PAR

R. LIOUVILLE

4 PARIS.

Le mouvement d’an corps solide pesant, dont un point reste fixe,
peut étre regardé comme défini par six équations différentielles, de forme
simple et symétrique; on en a depuis longtemps obtenu trois intégrales
et le multiplicateur, ce qui réduit tout le probléme & la recherche d’une
intégrale unique.

Cependant on ne connut, jusqu'en ces derniéres annédes, qu'un seul
cas de réduction aux quadratures, celui qui se présente quand le centre
de gravité du solide se trouve sur l'un des axes de l'ellipsoide dinertie
relatif au point de suspension. Indiqué d'abord par LaGrANGE, puis
étudié par Jacosr, il a été traité par Harenex d'une facon compléte.
(Fonctions elliptiques, tome II, chapitre 2 et 3.)

C’est seulement en 1888 qu’un nouveau cas d'intégration fut trouvé
par M™ de Kowarewski, dont le mémoire sur le sujet recut l'un des
prix décernés par 1'Académic des Sciences de Paris. Quelques années
plus tard, I'éminent géométre avait obtenu des résultats plus importants
encore, mais la mort I'empécha de les publier et cest par une note, in-
sérée en 1892 dans un ouvrage de M. Poixcart que le monde savant
fut averti de la découverte faite par Sormr KowALEWSKL

»Je crois savoiry, disait M. PorNcarg, »que M™ de KowALEWSKI a
découvert de nouveaux cas d'intégrabilité. Les notes qu'on a retrouvées
aprés sa mort sont malheureusement insuffisantes pour permettre de re-
constituer ses démonstrations et ses calculsy En méme temps et, comime
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conséquence accessoire d'une de ses théories, M. Porxcare démontrait
Vimpossibilité d'une nouvelle intégrale algébrique, si l'ellipsoide d’inertie
relatif au point fixe n'est pas de révolution.

Dans le Mémoire qui va suivre, je me suis proposé de déterminer
tous les cas dans lesquels le probléme de la rotation admet une quatriéme
intégrale algébrique. Mes recherches, entreprises en vue d’un concours
pour le prix Borpixy de 1894, étaient & peu prés terminées lorsqu’une
indication fut donnée par MM. ArreLL et PoixcArg dans »l'Intermédiaire
des mathématiciensy {mars 1894). Il en résultait que la méthode employée
par SopHIE KowaLewskr dans V’étude de cette méme question était celle
qui a été obtenue par M. Bruxs (Acta mathematica, tome 11, 1887)
et dont ce savant &4 déduit une proposition importante concernant le pro-
bléme des trois corps.

Le temps m'ett fait défaut pour entrer dans cette voie et celle que
jai suivie en est tout a fait distincte. Je crois cependant qu'un essai
fait en vue d'utiliser la méthode de M. Bruxs présenterait un véritable
intérét, car si lon voit sans peine qu'elle se préte 4 la recherche de
conditions nécessaires et par suite & la démonstration de théorémes né-
gatifs, il semble au contraire plus difficile d’en conclure des conditions
suffisantes, & moins de posséder lintégrale elle-méme.

L'étude des intégrales algébriques des équations de la dynamique
peut étre considérée a deux points de vue différents: ou bien, le pro-
bléme mn'est pas déterminé et Von se propose de le choisir afin qu'il
admette une intégrale algébrique, de degré donné; ou bien, le probleme
est I'un de ceux qui se posent naturellement et T'on veut savoir sl
existe une intégrale algébrique, quel qu’en soit le degré. Dans ces deux
catégories de questions, les difficultés ne sont nullement les mémes; c'est
a la seconde que se rapporte l'objet de ce travail.

Aprés avoir remarqué que les équations différentielles du probleme
jonissent d’une homogénéité particulicre, jen déduis sans peine une pre-
miére conséquence, c'est que »s'il existe une quatriéme intégrale ration-
nelle, on peut toujours la supposer entiére» (§ 1). Le polyndme qui la
représente doit étre ordonné d’une certaine maniére, indiquée par la
forme méme des équations i résoudre; je donne alors le mode de con-
struction de ses premiers termes et je montre que tout consiste dans
l'intégration de certaines équations différentielles linéaires. Avant d'en
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continuer l'examen, je suis conduit & signaler deux systémes invariants,
symétriques l'un de Yautre, chacun d’eux composé de trois équations;
je calcule

1° les solutions qui g'en déduisent et qui dépendent de trois arbitraires,

2° les solutions infiniment voisines des précédentes, données aussi par
des formules assez concises.

Il convient d'observer d’ailleurs que cet ensemble de résultats n'im-
plique aucune condition spéciale i remplir, soit par lellipsoide d’inertie
du solide relatif au point de suspension, soit par la position du centre
de gravité de ce solide dans le volume qu'il occupe.

Les propriétés des solutions simples ainsi définies sont l'un des élé-
ments dont je me sers pour établir a la fois les conditions d’existence
d’une quatriéme intégrale algébrique et la possibilité d’en abaisser le
degré au-dessous d’'un nombre assignable. Mais je dois d’abord donner
quelques explications nouvelles sur les termes des divers ordres qui
appartiennent & cette intégrale et sur leur construction successive.

Il est aisé de constater que, non seulement le premier ordre, mais
chacun des ordres est composé de termes qui s'obtiennent en intégrant
des systémes d'équations différenticlles linéaires, & seconds membres. Ces
mémes systémes, rendus homogénes, sont tous intégrables sans nulle diffi-
culté. Le nombre des inconnues & déterminer croit avec l'ordre auquel
ils correspondent, cependant la relation qu’ils conservent avec le premier
d’entre eux est des plus simples et suffit a justifier les formules définitives.
Celles-ci donnent en général les termes d'ordre » dans lintégrale, quand
ceux dordre n— 1 sont déja trouvés; toutefois, des exceptions aux régles
ordinaires peuvent se présenter, si deux variables, qui figurent comme
inconnues dans les équations différentielles du probléme et comme para-
métres dans les systémes linéaires précédents, sont dans des rapports
faisant partie d’une série de nombres commensurables. Ces cas excep-
tionnels résultent, soit de ce que l'un des systémes linéaires admet une
équation caractéristique dont les racines ne sont pas distinctes, soit de
ce que les quadratures, exécutées sur les seconds membres des mémes
systémes, introduiraient des logarithmes. Or il peut arriver qu’aucune
singularité n’apparaisse, méme si 'une ou l'autre de ces circonstances se
rencontre; 'homogénéité dont on a déja fait usage, jointe a une symétrie
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bien visible, montrent qu’alors l'intégrale existe. La question tout entiére
s'est donc réduite a ceci:

En profitant des arbitraires dont on dispose, est-il possible de suppri-
mer les singularités dans tous les cas exceptionnels?

Les arbitraires dont il s’agit sont des polynémes entiers et homogénes
de deux variables; l'un constitue le terme d’ordre zéro dans l'intégrale
cherchée, les autres appartiennent aux termes d’ordre pair et résultent
des intégrations successives. Or on démontre que, s'ils ne permettaient
d’éviter les singularités dans la construction de lintégrale, les formules
définissant les solutions simples ne devraient aussi donner lieu qu’a trois
combinaisons algébriques. Les conditions a satisfaire pour en établir quatre
sont donc celles d’oit dépend l'existence de lintégrale elle-méme. L’une
d’elles est que le centre de gravité du solide soit situé dans I'équateur
de Dellipsoide d’inertie relatif au point de suspension. (D’aprés un théo-
réme de M. Poincarg, il a fallu d’abord supposer que cette surface est
de révolution.)

La derniére condition, c'est qu'en désignant par % et (% les carrés

des axes de lellipsoide, le premier axe situé dans l'équateur, le second

. . 2C . . .
perpendiculaire & ce plan, le rapport — soit un nombre entier, qui peut
d’'ailleurs étre quelconque.

Ainsi sont résolues les questions relatives a la possibilité du probléme;
celles qui touchent au calcul effectif de l'intégrale exigent de nouveaux
efforts. J'ai dit en effet qu'an cours des opérations certains polynémes
entiers et homogénes s'introduisent comme arbitraires. Leur définition
est une conséquence immédiate de la théorie, mais les moyens directs de
les déterminer doivent étre regardés comme impraticables. Le premier
de ces polynomes et le plus important est le terme d’ordre zéro dans

Vintégrale cherchée; c'est surtout afin de 'obtenir qu'ont été rassemblées
les matiéres du § 7.

Sans rien supposer au sujet du rapport %, j'indique d’abord certaines

séries représentant formellement les inconnues du probléme et douées de
convergence sauf en des circonstances spéciales. Leurs termes sont déduits
les uns des autres d'une fagon simple et, tandis que pour construire une
intégrale, on devait résoudre des systémes linéaires, & seconds membres,
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formés d’équations de plus en plus nombreuses, les systémes linéaires qui
s'offrent ici ne se composent jamais que de trois équations et leurs scconds
membres seuls différent; 'homogénéité procure encore des données géné-
rales sur les formules définitives. Ces derniéres établissent la possibilite
de représenter la quatriéme intégrale algébrique, dans tous les cas ou
elle existe, par le produit de deux polyndmes entiers et homogenes, dont
I'ensemble est symétrique. Rien ne donne & penser que lintégrale ait
sous cette forme son moindre degré; mais si celle-ci est choisie, le degré,
toujours pair a cause de I'homogénéité, doit devenir un multiple de quatre et
le terme d’ordre zéro dans l'intégrale est un carré parfait; deux de ses di-
viseurs sont immédiatement connus; pour les autres, certaines propriétés de
l'intégrale et des séries précédentes donnent une expression simple qui les
comprend. Il y figure deux nombres entiers, dont la détermination
précise est la - principale difficulté qui reste a surmonter pour obtenir
I'intégrale elle-méme,. ‘

Le dernier paragraphe renferme quelques indications sur ce sujet,
mais concerne surtout les intégrales uniformes; j'espére pouvoir revenir
& bref délai sur cette question.

J’ajouterai en terminant qu’une méthode, analogue a celle que jai
employée dans ce travail, m’a permis d’étudier les cas d’intégration algé-
brique dans un probléme fort différent; il s’'agit du mouvement d’un solide
invariable mobile, sans forces accélératrices, dans un liquide indéfini. Les
équations différentielles qu'on rencontre alors n'ont que des analogies
assez vagues avec celles de la rotation des solides; je n’ai eu cependant,
pour les traiter, que peu de modifications & faire a I'analyse qui va suivre.
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§ 1. L’intégrale cherchée, s’il y en a une algébrique, peut étre
mise sous forme entiére.

Le mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe peut se dé-
terminer, on le sait, &4 l'aide des équations suivantes, quand T'ellipsoide
d’inertie relatif a ce point est de révolution,

d . d .
A% = A, qr — px, sing, A?l% = — A4, pr + p(r, sine —z, cose),
dr A—C
(1) Cop = px, cose, A4, =A4—C,
dax, . de, . de, .
(F=r;1,2—qx3, E=px3——m:l, ('zz-=qxl -— Pry5

p,q,r sont les composantes de la rotation instantanée suivant les axes

de l'ellipsoide, 7%; la longueur de l'un d'eux, celui qui est perpendiculaire
a 'équateur, \/LZ est cclle de D'autre, contenu dans ce plan; g, e sont
deux parameétres, dont la valeur définit la position du centre de gravité
du corps par rapport au point de suspension. Quand le dernier, ¢,
g'évanonit, le centre de gravité est situé dans I'équateur de I'ellipsoide
d’inertie relatif au point de suspension.

Si le systéme (1) admet une intégrale algébrique, outre celles qui
existent dans tous les cas, il est aisé de comprendre quil est permis de
la supposer rationnelle a l'égard de z,,x,,z,,p,q,r et u. J'ajoute
qu'elle doit exister, quel que soit u, car en remplagant », ,x, , z, par des
inconnues nouvelles

X, =pm,, X, = px,, X, = pa,,

les équations (1) se changent en celles qui correspondraient & yu=r1.
Ces équations jouissent d’'une homogénéité particuliére; quand on multiplie
Pp,q,7, par une constante %k, ¢ par k', z,,x,,», par k° elles ne sont



Sur le mouvement d’un corps solide pesant suspendu par l'un de ses points, 245

pas altérées. Toute fonction ¢ possédant cette homogénéité satisfait a
la relation

% 4 %% 0 % % % __ 4%
(2) pap + qaq + Y + 22, o, + 27, ax, + 27, dz, tat =mg,

dans laquelle m est son degré.
Soit

ol by

la fraction rationnelle qui doit constituer, pour le systéme (1), une qua-
triéme intégrale indépendante de £, en sorte que R et § soient des fonc-
tions entiéres des inconnues, et du paramétre p. Il est clair que T'ex-
pression
dR _ oR

: oR _
di E}(Alqr'—l‘xa sine) -+ ;1—35(— A,pr + px, sine — px, cose) + ...,

doit étre divisible par R. Il y a donc une identité telle que celle-ci

dR
(3) — = R,

ou A est un polynéme entier. Je puis toujours imaginer que R soit une
R
dt
posséde alors la méme homogénéité et son degré est m - 1. Par suite,

A est homogéne.et de degré 1; mais c’est une fonction entiére de p,q,r,
%, , %, , %,; il est donc nécessaire qu'elle soit de la forme

(4) A=Ap+ Ag+Ar,

J, s A ,A, étant des constantes. Comme conséquence, A ne peut renfermer
p, car il contiendrait alors w,,,,x,, dont ce paramétre est inséparable,
ce qui serait contraire a 1'équation (4).

Soit

(5) R=R,+Rp+...+ R,

R,,R,,..., R, étant indépendantes de p; R, R, ,..., R, sont homogénes
a l'égard des variables x,,x,,,, considérées séparément. La premiere

fonction, douée de I'homogénéité indiquée et dont le degré soit m;
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d'entre elles, R, ne dépend donc que de p,q,r; elle vérifie de plus la
condition

dR
:i—t‘ = AR,
cest a dire
R, R,
(6) Aap Alqr_ A_anlpr = Ro()op + Alq + AQT)‘

Quand p’ 4 ¢* reste constante, il faut, en vertu de I'égalité précédente,
que R, devienne une fonction de p, satisfaisant & I'équation différenticlle

A
(7) 4,rd log B, = ?(lop + 4q+ An)dp,
ou bien
4, A.pd d d
d[—flogRo —Alp] = _?;_}7 + Aar?p = —Aodq =+ Agr—f,

ou encore, en posant p’ 4 ¢° = a?,

A . ).gr(lg__

On en conclut

4 ] —
(9) —‘/i—rlogRo — AP+ Aq = Airlog (p + iya® — p*) + r log d,

¢ étant une fonction de p*® 4 ¢* et de r.
Or R, doit étre exprimable algébriquement et comme 2
des constantes, facteurs de termes ou n'entre pas r,

. » A, sont

(10) J, =1 =03
de plus, ffj’?’ est un nombre rationnel e. La conséquence est que
1
Alei
(r0) Ay =— 4 °

Si donc il existe une fonction R vérifiant I'identité (3), il suffit d'y
changer ¢ en —¢ pour avoir une autre fonction, S, pour laquelle la
méme identité soit vérifice, a moins cependant que R soit une fonction
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réelle. Dans ce dernier cas, e ne peut étre que nul et R est elle-méme
une intégrale enti¢re; dans le premier, le produit RS satisfait 4 la con-
dition
dRS)
dt

et, par suite, fournit encore une intégrale entiére.

§ 2. Calcul des premiers termes appartenant a Vintégrale,
lorsqu’elle existe.

Des relations (9), (10) et (11), § 1, on déduit que R, gexprime ainsi
(1) R, =p(p + 1),

p ne contenant que r et p® 4 ¢°. Chaque terme du développement (5),
§ 1, satisfait évidemment & Véquation suivante,

oR; AR; P oR;
(2) AIQ’F‘—‘]‘@—AP' Adg (”E — 4%, )+ (px mcl)"" B_x:(qxl—pxn)

OR; . oR; 4 . ORi,
cose x, sine —x, cose —ux, sine — AR, =
+ 2, Cor + (@ 3 ) Adyg 2 Adp ‘
En outre,
1° R; est une fonction homogéne, de degré ¢ par rapport aux va-
riables z, , 2, , @,, considérées comme formant un groupe distinet;
2° elle Sﬂtlaf&lt aussi, en vertu d’'une autre homogénéité, a 'équation
(2) du paragraphe précédent, c'est a4 dire, dans le cas actuel, a celle-ci,
aR oR; oR;
(3) = + + . + 23, o + 28, 5~ = mB;
ox, 2,

ap
ces deux conditions jointes exigent que l'on ait

311@

(4) + + —'=(m — 2¢) R

a«1

en d'autres termes, R, est aussi homogéne a Iégard des variables p, g, r,
constituant  un second groupe séparé; le degré de cette homogénéité est
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m— 2i. En conséquence, R, ne renferme que z,,#,,z, ct le nombre
entier m est égal a 2n.
- . . 9. . ) \
Je fais maintenant ¢= 1 dans l'équation (2) et comme, d'aprés ce
qui précede, on peut mettre R, sous la forme

o, B + x, R + z, R,

R{,... etc. ne dépendant que de p,q,r, les coefficients de z,,z,,»,
dans 'équation obtenue devront étre isolément nuls. On en conclut

4, ([ 9R] aR . ' R, Y
= <q o >+gR — R, +cvaaq SR =0,
A, [ 3R/ R/ _okR, 3R, .
(5) I?(gg—p- )-{—rR — pR{" + coss G Qm'/Ta])—A rR' = o,
.A ’ .:Il 1rt a "
4 Kq agp _pi ) + pR; — qR, —cos ¢ A — L7 R =o0

Soit @ =p*+ ¢*, p+ ig =y, et, par suite,

(U

(6) p—iq = Y, = 7/

Il est clair que, si P'on regarde w et r comme des constantes, le systéme
précédent équivant aux équations différenticlles,

RI e 2 ) 'R” 2'2., i’l’ , 2 ) Sill I3 BP
+A[(t—2)R1 — 2 gy g et o,
Y1 R ¥y Y, 9q

aR [21."‘ <l + )RI’I

(5"

2¢cose R, 2isinedlR, 24,6r

AR’ ) , 2icosedlR, 22,0 5,7
2y ali{n 4 f)Re — (1= ) m - ERe B o

Elles prennent une apparence plus simple en posant

(6') Ry + iR = 2p1y;, Ry —iR) = 2p1'y1, R = pi"y1;
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a cause de l'expression trouvée pour e,

elles deviennent ainsi

A,r9p] r | I . 9R, R, ] _
Ay g litie +yeT+T[S‘“5Aay T CSE S Gar | T @

Arad 1 r o, lew ,,, 1 GRO QR
(7) __Lﬁ_+_pl —=-=p1 +?7H—1[cose si ]_0,
1

A9y, "oy, 29} 20%r Ay,
Ar9p” | o cose [ OR, R,
Aoy, Ty [Aay,—AayJ B

Je considére le systéme linéaire, adjoint an précédent et homogene,

o e =
® Bt o
?2% :_111)_;' -+ %:‘Lyf:v;’ = 0,
Il est satisfait, si je prends
n=gw, = j—‘:[j‘? 24, Y(M-}- 1)<M+ )]yﬂl+‘l

(9)

rn A
'Ul ——T( +A) M_H?

avec la condition

(10) O+ 1= (M+ ) (M+2—1)] =0,

c’est a dire qu'on en connait trois solutions généralement distinctes.

chacune d’elles donne lieu & une identité telle que celle-ci,

A d rr 1’ 11’ rre
(11) Ti—d (vip1 + o' o1 + v pi")

I R
+ — 1 [ﬂ,(smeAa“

R,
Yq € 20’87‘)

’" aR ok e 9R0 SRO ]
+?Jl (COS€"@~———S A >+’U COSS(EJ‘——M) = 0,

1

Acta mathematica. 20, Imprimé le 3 novembre 1896.

32

249

Or



250 R. Liouville.

de laquelle se déduit par une quadrature I'expression

(12) vipr + vy p + v ey

Comme d’ailleurs, d’aprés (1),

(13) R, = pyi,
I'on voit, en donhant & M la valeur — 1, que la dérivée
d '
gy, @i+ o pl A0 p")
contiendrait un terme en gy et I'expression (12) elle-méme un logarithme,
ce qui est inadmissible, si I'on n'avait
(14) ép sing = 0.
En conséquence, ou bien
(15) gine = o,

ou bien e=o0, cette derniére hypothése signifiant que le polynéme R
serait une intégrale indécomposable.

Je calcule, & I'aide des relations (10) et (11), les trois déterminations
de la somme vjp] + v{'p]’ + v{"”p;"’ et supprimant dans chacune d’elles la
facteur y qu’elle contient, jaurai pour définir les trois quantités

PL YT  hipt
trois équations linéaires, ou les inconnues sont multipliées par des facteurs
constants. On a donc

(16)  pi=a+pfytry, yipl = +Fn+ry, ppl’ =o' +Fu+r"Yi,

a,B,...,7" désignant des constantes, c'est a dire des fonctions de w et r,
qu'il reste a construire. Elles sont données par le systéme (7), dont
on déduit

" 2 r__cosei_o
@ ar = C or’
A4,r ,, , cose 2
(17) j—a —wa+ o = ~ <ep+w5‘;€),

2(3—;—1-3 —_— I) ra’ + wa'’' = 0;
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2(%—1)rﬂ+ﬂ”=—2ineg§),
(18) wﬂ— = O,
2(__‘——-1>rﬂ’+(oﬂ"——zs;ne( +w:—‘:’-u>;

Ar , cosedp

(x9) LT T er—r ="
" Cos € 9p

27’7" wy = _0—31'-

Avant de résoudre ces équations, j’'ai & faire une remarque trés simple
sur le systéme différentiel ((1) § 1), duquel dépend tout le probléme.
Et d’abord, jintroduis comme inconnues y, ,y,, & la place de p,g; puis,
au lieu de z, ,z,,

2, =, +ix,, 2, = I, —1%,,

enfin, je prends pour variable z=if. Cela fait, le systéme indiqué devient

Ady . dz

= = — A1y, + pe, sine — gz, cose), T = Tl — 1%,
Ady . dz

(20) ___dr.’/z = A,ry, + p(x, cose —z, sin¢), T2 = 1% — %Yy
2Cdr 2dz,

a0 = /jCOSS(Za—Zl), dr =Y,%, —Y,%,.

Quand on y permute y, ,y, et 2,2, sans toucher & x, ni r, il suffit
de changer 7z en — 7, pour qu'il se reproduise lui-méme. L’intégrale R,
ne contenant pas 7, doit donc étre symétrique en y,,y, et 2,2, ce
qui exige, puisque y,y, = o,

(21) 0!=)", a'=;’w2, a"=r"w, ﬂw=,8"

En tenant compte de ces identités, les relations (19) se confondent toutes
avec (17) et, posant pour abréger,

(22) A=w+r’(1—2j‘>,
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je trouve, en les résolvant

A.a=c°ﬁ(1_2_f‘l)[a,(’°’_/’._iap)_e ]_COSS-A?B

24, 4 3w 2Cror 20r  or’
,  _@COSE %0 A 9p
2 o = UM ) J—
( 3) A.a 24, [a) (30) 2Cr a'r> ep],

w__reose/ 24, w 43
At =" (1= [0~ ) — o)

Comme a,a,a” doivent étre des polynodmes entiers en w et r, on voit
que l'expression suivante
3 A ap:l
L 1l l—e
‘”[aw 207 ar g
est divisible par A.

D’aprés les résultats établis § 1, 'on peut toujours faire en sorte
que e soit égal & zéro; cette supposition étant faite, la différence

9p 4 9
2w 2Cror
g'évanouit avec A.

Quant aux coefficients B,p,p’, on ne peut les déterminer d’une
facon compléte par les relations (18) et il est aisé d’en apercevoir la raison.

§ 3. Etude d’une solution particuliére remarquable.

Les équations (20), § 2, admettent deux solutions particuliéres simples,
qui méritent d’étre signalées. Je suppose qu'a l'origine du mouvement il
goit satisfait aux conditions
(1) h=24=1,=0

manifestement invariantes. Pour les trois autres inconnues, voici les équa-
tions a vérifier

d .
A él% = A, ry, —pz, 8ine,
d
(2) 203—’;=;wzcose,
dz
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Leurs intégrales s’aper¢oivent sans difficulté: celle des forces vives est la
suivante,

(3) Cr®—pz,co8e = H,

o H désigne la constante arbitraire; la premiére équation différentielle
devient ensuite

(4) ay, — Ay, @e ]
dz, Az, AVH ¥ j, cose’

et l'on en peut conclure

4
_ . 2 d
(5) Y, = —p\/Csine 2 h %y ;

z;T\/ H + /12, cos &

de plus, &4 cause de la 3™ équation (2),

(6) T = \/% log<%%> -+ constante,
ce qui acheve l'intégration.

Une seconde solution, symétrique de la premiére, s'obtient en suppo-
sant y, = 2, = x, = 0.

Il importe de posséder les solutions infiniment voisines de celles qui
précedent; a cet effet, plagons-nous dans le cas défini par les conditions
(1) et solent représentées ainsi

Yot Yt rtun, 5 +&,5+8&, 0+,

les valeurs des inconnues, infiniment peu différentes de celles qui satis-
faisaient & ces conditions: 7,,%,,...,&, sont déterminés par le systéme

dy, . at,
A-JZ— =—A ry, + p(§ sine—§&, cose), =16,

d . dg,
(7) A‘%’-—_— A (rg, +y,m,) — (&, 8ine — &, cose), EC;!: 1€, + 2,7, —¥,65 5

d s des
206'{:.7_= /‘(Es“'ex)’ 2:1‘;: Y26 — 275



254 R. Liouville.

mais celui-ci admet des intégrales évidentes

2,6, =a,
(8) Ay, & + 2,9,) + 2008, =B,
Ay, n, + 20ry, — p(&, + &) cose — 2u€, sine = ;

et, comme des deux premiéres on déduit
1 Aay,]
(9) &= '55;.[:6_‘43971 I &

cela permet d’écrire

dy, pcose 4,

(10) ds, [2(H + pz, cose) Az,
® e pacosey’
+ sagrgl2Carsine —feose] + =5

ou bien encore

4 Ay

4 4 i

(11) _d%_[ 7% ]z ¢ s[CarsmeA ﬂcose-{-acose.y,].
s | VH + pz, cos e 2(H + pz, cose)

La derniére des formules (8) donne entre 7, et & une relation connue;
la troisiéme équation (7) raméne donc aux quadratures le calcul des so-
lutions cherchées.

Parmi les conséquences a tirer de ces résultats, on remarque d’abord
les suivantes:

-]

1°. Entre les inconnues

ﬂ17y2+72”r+773,61 ’ Zg+£z, 63’

Y5 2, et r étant définies par les équations (2), il doit exister des rela-
tions algébriques, au nombre de quatre. Les formules, qui déterminent
Bis%Yas---r & et dans lesquelles n'entre pas 7, doivent donc renfermer
une seule transcendante irréductible; jentends par la qu’il ne peut y
figurer deux fonctions transcendantes, si I'une ne dépend point algébrique-
ment de 'autre et de & ou de z,.
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Or, & cause de (5), 7, contient & la fois les trois intégrales

A _g 4 A
4 ] >y
7y de, 73 dz, dz,

’ )
H + pz, cos ¢ H+ cos &)} (H+ £ coss)é,
12y 1%

la premiére et la troisiéme multipliées par un facteur qui s'annule avec
sine. Il est clair qu'aucune réduction n'est possible, par exemple entre
les deux premiéres de ces transcendantes. Il est donc néeessaire que sine
g'évanounisse. Il y a une exception évidente, relative au cas de LAGRANGE,
pour lequel cose est égal & zéro.

En d’autres termes, hormis ce cas, le centre de gravité doit étre

dans T'équateur de l'ellipsoide d'inertie relatif au point de suspension.
’

2°.  En outre, ij;l est un nombre rationnel; §'il en était autrement,
4y
#2 serait une fonction transcendante et entrerait dans I'expression des in-
connues, sans étre algébriquement réductible aux transcendantes qui
l'accompagnent.

3° Ces hypothéses étant faites, les équations du probléme deviennent

d dr
A;;L = —(4,ry, +px,), 45 y’ = A1y, + pz,, 203; = plz, — 2,),
12
(12) s, is, da,
d = 1,4, — dr =12, — XY,y 2 — = Y% — Y%

et l'on voit qu'elles jouissent d’une importante propriété: quand on y
change de signe y,,y,, 2,2, et p, sans toucher & z, ni 7, elles se re-
produisent non modifiées. Par suite, dans les formules ((16) § 2), faisant
connaitre le coefficient de la premiére puissance de u dans lintégrale
R, il est permis de supposer

=F=F =0

leurs seconds membres deviennent ainsi des fonctions paires de la variable y,.
4°. Le systéme (12) étant admis, ’équation (5) doit étre remplacée
par la suivante,

4,
(13) yg =‘-—h12: b
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dans laquelle %, est une constante quelconque et 'on en conclut

2¢ ¢
4 1 s 4
1 — > 2, © dz 74 7, * dz,
14 =-2,4(p2, + H) | pah A
(14) = 2% (n2, )| pah, (2 + mi 4 (et + )
A cause de (8), on en déduit encore
d (§\ _4a | 1%, +an I, _xe -
3) Ez_,(r?) =T 20 T 200 [ ez % — l

Mais les transcendantes, 4 Vaide desquelles s'exprime 7, et qui résul-
teraient de quadratures seulement indiquées, ont tous leurs points critiques

(e ) . 2C . . . . .
algébriques, a moins que = soit un nombre entier. D’ailleurs, si cette

condition n’est pas remplie, & renferme cependant des logarithmes, en
vertu de l'équation (15); 5, devrait donc étre liée & z, par une relation
algébrique, ou &, ne peut entrer. Or ceci est visiblement inadmissible

2(C . . .
quand - est un nombre fractionnaire. Il faut donc que ce soit un

nombre entier.
o . 20 . Py
5. Si - est un nombre entier, toutes les quadratures non éxécutées

peuvent étre représentées de cette manieére

ou de celle-ci
z,_N' dz,

- g9
(pey + H)

N, désignant un nombre entier. La premiére est algébrique et peut

recevoir la forme

1
Ny——
172

2p

—_— — I
Ve g

N+
(C — Hr'Y)

pEL g
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I . . .
en posant r = 7 La seconde, contient un logarithme et ce dernier porte

sur l'expression
VC— \/E
VC + rVH’
tous les autres termes sont rationmnels a l'égard de »”. Clest ce méme

logarithme qui figure dans &,: 1l suffit donc de I'éliminer entre les relations
faisant connaitre

Ty &
pour obtenir une équation intégrale algébrique.
— 20 . . .
Ainsi, quand -4 est un nombre entier, il y a une solution des équa-

tions (12) dans laquelle y,, 2 , 2, sont infiniment petits, pour laquelle
en outre, non plus trois, mais quatre des équations intégrales sont algé-
briques.

§ 4. Calcul des divers termes qui doivent composer Vintégrale R.
Propriétés des coefficients.

S'il existe, hormis les trois intégrales qui appartiennent & tous les
cas et qui sont les suivantes
Ay .y, + Or* — pu(e, +2,) =H, A(y,z, + y,2,) + 2Crz, = H,,
28, + oy =1

29

(1)

une intégrale rationnelle R, nous avons vu qu'on peut toujours la sup-
poser entiére, c'est & dire supposer e (§ 1) égal & zéro. Lorsquelle est
développée sous la forme

R=E +upR +...4+ "R,

un terme quelconque R, de ce développement se laisse représenter par
Pexpression symbolique

(2) B, = (3'1,01';' + 2,0, + xspi")",

Aoty mathematica. 20, Imprimé le 3 novembre 1896, 33
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chaque produit

uh,p/ho 11thy

P P

étant remplacé par une fonction de r et de w, qu'il reste a calculer.
Cette recherche elle-méme dépend de-l'équation ((2) § 2) a laquelle
R, doit étre assujettie,

Ar/ 3R aR . oR, ok,
(3) A <?/2 —‘W:_yx ;1/—1&> + (’Zs _xsy‘z)é?g' + (xzyx ——7‘,2'])5;

I R, Ry R, . ok 1
+ 5(?/2""1 _ylz2>3—_m: + x3<A3y2 - A8y1> + (‘2_'?1) 200r

J'emploie, pour abréger, les notations suivantes

A;'r 9 ’ 1 ’
A (yn al:h —U 9J1> + 101 — ./1/01: = D/Oh’
A a n Xy 1’

(4) T < gﬁ_yl ap—yhl>—"'}”h + > Y201 = Dp}/,
A,r

3 rry '
A (?/2 5"“‘_‘/1 2, ) + 01 — Ya0n —-DP .

Pourvu qu'on regarde les opérations D comme soumises aux régles or-
dinaires du calcul des différentielles, en égalant & zéro le coefficient de
chaque monéme 22z, dans I'équation (3), j'obtiens une série d'identités,
auxquelles il est aisé de donner cette forme

X A, 1124, 1 ho— l/ll ]. /lil— L rrrh,
(5)  WD(pm gt ™) + 2o 2 (o gt gy — 2o 2 (i e i)

h 111hy—1 tihy thy 112h

’ h ° -
+ - Aay (2 o3l 035 1) — Zg—(ph—lph—lloh ) =o.

D'aprés cela, si I'on veut obtenir les fonctions p}"p}*p,'"", étant données
celles d’indice inférieur s — 1, l'on reconnait qu’il faut, en traitant 7 et
@ comme des constantes, intégrer un systéme d’équations différentielles
linéaires, non homogénes, dans lequel la variable indépendante est y,.
Or le systéme homogéne, adjoint & celui-ci, admet comme solutions les
produits de % solutions, distinctes ou non distinctes, appartenant au systéme
(8) § 2). Je les représenterai par l'expression

P1hy pathy pat 11 hy
Uy 00,
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en écrivant ainsi le systéme indiqué,

vy Av; Aw
£t __._h-_.,______y”‘” = O,

2, 4.y, Ay

97};:/ -A-'U/h, A ’U, '

14wr .
AM+ 1)+ C’
par l'équation déja trouvée, (10 § 2)

Soient encore w——g, f(M) = M est un exposant défini

(7) (M+I)[I~%(M+%)(M+ :—4)|=o.

1

Lorsqu'on désigne par M’ et M"” ses deux racines différentes de — 1
q
1l est satisfait aux identités

(8) M+M'+2=0  f(M)(M")—o=o,

faciles a vérifier.
Cela dit, on résoudra le systéme (6) par les formules

= Lruby! + L)yt + L”f(M")yi" :

,_ DL I e
(9) vh "" %yl + f(M)yl + + f(M”) ?/1 H

rw

rry

(%

on L, L', L' sont des constantes quelconques. Les fonctions, dont nous
avons d’abord & faire usage,

PRy pyt Ry gt 1 1Ry
Un U

sont les coefficients de facteurs numériques dans le développement de
cette puissance

(o + Vo + 103,
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ou I,7,1" sont regardés comme des constantes a volonté. Ce sont les
inconnues d'un systéme linéaire, déduit de (6) comme il a été dit et
dont toutes les solutions sont les termes de l’expression suivante

[Z(L”"%’J LAY L (M) )"H\ ayl+f(§1')y‘ +2+f(M o +2>

h
+ lu< + L'JM +1 + lL”'?/M +1>J ,

Aw

cest a dire sont données par les formules

/ hl
(IO) :’/:’_hl’l};‘,h' U;""‘ ,Dll.nhJ _ < + f(M) M +1 + f(M” M +l>

'

On y doit considérer comme constituant des solutions distinctes les coeffi-
cients de toutes les constantes

X (Lrw® + LMYy 4 LMYy +)’ (LCI

I eI .
(9, +9,+9,=h +h+h, =Dh)

dans le développement de l'expression précédente. Celle-ci peut encore
s'écrire, d'une fagon plus commode,

. L/r [N
(IO') y;lz~hl+ll(u +1)1)”"‘U I.ZU//;hJ — ( ; Jiu +1 + f(M) (u +1 + f(]',[ )>
rw*

h3
X (L,}wgJM +1 + Llf(M’) 2(31 +1)+Luf(Mu)> (LO ¥-+1+iL,y«i(M'+1)+iLu> R
Aw

et, si I'on pose, aprés avoir désigné par I, hy,,... etc. des nombres
entiers positifs,

By =Ry F by + by, by =hy, + Ny + Do,y By = hys F gy + gy

(11) B, = lh‘lh2|h3
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puis,
1=ty + hyy F Dy, Gy = hys + Tyy + Dy, Gz =Nz + bys + hysy
elle se développe de cette maniére

([ 2) yl;z—hd-h(M'-}-l)v’I‘lh,v;'hz ?);,""’

— ZB;. La;ngL,/gs(yw%)hz,l—-nl.,f(Mn)hz.g—hl.ef(M; Yt ih3,2+h3,3<_j__

hzq
(M +1)(gg~g3+ 1)
4 % yl *
w

L’une quelconque des solutions cherchées est donc déterminée par 1'équation
(13) OO Al By By D)y

avee

’ hy
(I 4) A (hl , k2 s hs ’ M') = ZB,, (yw%)"z l-/'mf(M')"z-z—hn»zf‘(M")"z~3-—h1-3i"s-z+h3-3< AO é) H
w

la sommation indiquée s'étend a toutes les valeurs des indices pour les-
quelles %, ,h,,h, et g ,9,,9, sont des sommes connues. D’ailleurs il est
aisé d'obtenir, pour représenter ces coefficients A, des notations plus
simples. Solent en effet

- by i L
]w/ — L " % LI Mr Ln MII , ['u —_ = —,

(15) rud + Lf(M) + L"f(M") ~+ 7y T 7

I’VIII — Lol + iLI + 'iL”;

Aw?

il est clair alors que la relation

’ 1 o trhy Jrhy 00
(16) A(hy by, by, M) (W1 ),

- [& ‘(_72 ’& L' %23/

dans laquelle les opérations indiquées ne sont pas symboliques, mais
effectives, est équivalente a (14). Je dis maintenant que les fonctions
, sont définies en général par des égalités de cette

trhy thy P10y

inconnues, 0, 0,0
espeéce,

t1hy the 11thy (k) 2k—20,—h3
(17) On 'Pnon " —(kgh)ahl.hz,hsyl T,
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les quantités of, ,, liées aux seules variables, @ et r, étant fonctions
entieres, homogeénes et de degré

2n— 2k 4 2h, + h, — 2h.

Pour le prouver, il suffit d'établir que si des formules telles que (17)
sont vraies quand l'indice % regoit les valeurs inférieures & un nombre
donné, elles le sont encore quand il atteint ce nombre lui-méme. Voici
comment on le peut voir: les équations linéaires (a), satisfaites par les
inconnues (17), sont ce que deviennent les équations (5) aprés y avoir
remplacé les opérations (4) par les suivantes

’ A T a 1rry
Dp, = — __A Y, a’;h + 70, — Juon s
17 'A ,r a " 1’ I w rre
(18) D/J;, = —-—-—A‘ Y, 82’. A +§ (]
. 1
114 A;'r 3 W 17 ’
Dpi" == 4 5= 90l — - eh

()] . N ey
et y, par ?"/‘; w,r doivent de plus étre traités comme des constantes.
1

Le systéme adjoint au précédent et sans seconds membres est celui qui
est vérifié par les fonctions (13). Or, en vertu des propriétés bien connues
des systémes adjoints, l'identité

ih
(19) Z—W (TR, ook Do pie ™)

J— A 1‘ lh, thy 1PNy 1Ny 111hy
== ay[zlhp]i v 01" i ]

a lieu, quelle que soit la valeur attribuée a chacun des trois nombres
9,19,,9; dont la somme est %, les signes de sommation sappliquant &
toutes les valeurs des indices & ,h,,h,, liés aussi par la seule condition

Iy + hy + by =h.

Mais, dans les deux derniers termes de l'équation (5), les dérivées par-
tielles étaient prises en regardant y, et y, comme les variables indé-
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pendantes; lorsqu'on fait jouer ce rdle & y, et w, les termes indiqués
sexpriment par

;"3 . @ 9 1 ’ 21— hs a r ?h, P17 hg—
(20) G (1= 22) o (Rt i )+ S (o2 p37).
Si donc le degré en y, de la fonction p;™ o), p; /%" était, selon I'hypothése
traduite par la formule (17),

2h— (2h, + h, + 1),

celui de l'expression (20) est d'une unité supérieur. D’aprés la relation
(19), pour intégrer le systéme (a), jai & multiplier chacune des fonctions
(20) par une autre, de cette forme

Ay,

a faire la somme de tous ces produits, & intégrer ensuite I'équation ainsi
obtenue, ou @ et r sont des constantes, & résoudre enfin des équations
linéaires, a coefficients constants, qui font connaitre les produits

trhy the o11Rs,

y’;lo’l OnPr s

or je trouve par ce moyen un polynéme, entier en y,, de degré visible-
ment égal & 2h— (2h, + &, + 1) 4 1. Clest celui que la proposition énoncée
attribuait a linconnue (17). En outre, le produit de celle-ci par yiht's
est bien une fonction paire de y,, selon l'une des remarques faites au
paragraphe precédent. J'ajoute que, l'intégrale R étant symétrique en
YisYss 252, (§ 2), 11 en doit résulter I'égalité

k)

(2 I) @'t B Ethy ag’.hz'hg,

hphy by — O

w
car y, = —

8§ b, Hxpression des termes qui composent Vintégrale R, dont
Vexistence est supposée. Mode d’achévement des calculs qui
s’y rapportent.

Afin d'obtenir les valeurs explicites des coefficients «f, ,, jaurai
besoin de considérer les systémes différentiels ('), linéaires et homogenes,
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obtenus en supprimant les seconds membres dans les équations (a). Je
les représente ainsi

(1) Dy ™) = o,

avec la condition A, + %, 4k, =h. Le premier d'entre eux définit les
trois fonctions ], uy’, u;"’, par les relations suivantes,

Ar  ou, I Ar  ou I w
2) =y, ——ruy + -y u) =0 oy —Fruy —-—u" =0
(2) 1 -/layl 1+23/1 1 ’ A"/Iay, + ruy zy. )
Ar " o , '
—— Yy 5 —U;— YU, = O
R4 dy, + g, hi, =0,

desquelles on conclut ceci

W — A*w 2l . _i_?-JI’_ r =N
PV i r)“[ $h o T o ]

rw
’ Agw 1 —1 ' yroN ,,—M—2 1 N y— M —2
(3) ul = 4A3(M +“17=[2h”w§?/1 _lf(M )yl —-] f(M)yl ]’
e A2/w 20C 2, —M'—1 20 ——M"—‘l— .
“ —zAf(M+I)2[Aw%_dy‘ — J’

1,U',1"” sont des constantes arbitraires.

En raisonnant comme on 1'a fait, au paragraphe précédent, pour le
systéme (), adjoint & (1), on verrait encore que toutes les solutions de
ce dernier s'expriment de cette maniere

(4) u;.’hlu},;hzu;l”ha — A(kl , h2 , 71’3 , Ml)y(lgl-—g,)(ﬂl'-{-1)+h-_»—hj,

les coefficients A étant donnés par la formule

N Aw T
(5) A e PATA Foend
ah . ’(1— ? 12 1r 7 hl 2l _l:_ l‘ h2 ilg_—' '_—' 1 ha i
X I:azg‘,azmﬁ;{ (2lrw =1 f(M")—1"[(M)) (;;%_f(M")_—f(M')) (\Aw; i’ il ) }J

Dans les seconds membres de ces relations (4) et (s5), toutes les opéra-
tions indiquées sont effectives et non symboliques. A chaque groupe de
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valeurs attribuées aux trois indices g¢,, ¢,, g,, dont la somme est %, il
correspond une solution particuliére du systéme (1). La méme chose
avait lieu, au paragraphe précédent, lorsqu’on employait les formules (13)
et (16) pour déterminer les solutions du systéme (b), adjoint & celui-ci.
Je dirai que les solutions de ces systémes sont concordantes, lorsqu’elles
répondent aux mémes valeurs des indices g,,g,,9,. Alors il est aisé
de constater que les formules (3) et ((9) § 4) ont été construites de telle
fagon que la somme

wo) + w0y - " 0f
si les solutions considérées sont concordantes, soit égale a cette arbitraire,
Ll + Lll/ + Lnlu,

différente de zéro; la méme somme est nulle au contraire quand les so-
lutions ne sont pas concordantes.

On en déduit immédiatement que les solutions des systémes généraux
() et (') vérifient les identités,

h
(6) Z — i pthag it gt By Ry 0 thy |_ ’
h R YR ¢ h h h -
LA 192|295
lorsqu’elles sont choisies comme nous l'avons dit et de plus concordantes;
elles vérifient au contraire celles-ci

(7) 2%%%@%M¢W%%M&W%=q
e it

lorsque la concordance n’a pas lieu.
J'imagine que les fonctions

1 211hy athy 0t 1R,
—_— l/y 2/0 3
[ [ [ 2
golient réunies en un tableau, celles dont 'ensemble constitue l'une des
solutions du systeme (b) se trouvant sur une seule ligne, toutes les ex-
pressions possibles d’une méme inconnue formant une seule colonne. A
ce tableau correspond un déierminant ¥. J’en construis un autre, tout

semblable, avec les fonctions adjointes,

1h 2. 171,
|91 192 |95 w3 ™ a3 e0) ™
Acta mathematicaq., 20. Ymprimé le 20 janvier 1897. 84
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et T'on voit qu'a cause des relations (6) et (7) leur produit est égal a
Punité. En outre, d’'aprés leur composition, si I'un des éléments du pre-
mier est v, 'élément de méme situation dans le second est

14
Vav'

Ayant donc a résoudre un systéme linéaire dans lequel chaque équation
a pour coefficients les éléments d’une méme ligne du déterminant 7V,

je devrai les multiplier par les éléments contenus dans une méme colonne
du déterminant

(8) EATATARUAU A

l,
inverse de ¥V et faire la somme des produits ainsi formés.
Ces remarques faites, je reviens au systéme (a), définissant les inconnues

11thy

A ’
o ‘Pnthh

qu'il g'agit d’obtenir. En admettant pour plus de briéveté ces notations,

@) o)
0(h h, k%) h, 9an, b, n—1 hy, 9ap 1 p.n
19 Mg s Ay s

(9)

@ ')
h i') — l'/,_ w Onyh—1.h, & w Oah,. hg.hy—1
37 20 ar A dw

h 2’ 7
+ 3 (2hy 4+ by — 28 — 1)af 1,

8k, , R

1979,

et celle-ci
(10) T(hy yhyy hyy@)=6(h, by, by, &' — 1)+ 8(h, , by, by, %),
le systéme a intégrer, (a), s’écrit de cette maniére, (§ 4),

(a) RD (0™ o pi ™) + 2Ty s by by, )yt~ =0

et I'on en deduit
hAlT 9 Iﬁ Prhy o tho 11 1R t1hy th, 111R.
(II) T?/IQ—Z Zm'vh YR 0 o 0RO

h 3 N v
Z ’—h% B T(hy s hy o by @)y2 it Eemw@+D — o
1% |2 =
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les sommes sont étendues & toutes les valeurs de A, ,h,, h,, satisfaisant
a Tégalité h, + h, + h, = h et & toutes les valeurs de ¢ inférieures & h.
L'intégration donne en général

h :
0 D
22
|h—1 T(h, b, , by, i) gAYy
L Ll b G ear g YT = constante I,

elle introduit une constante arbitraire, c’est 4 dire une fonction de r et
de ®, qui, d’aprés la nature du probléme, doit étre homogéne et algé-

brique. Comme d’ailleurs
q T
y(lgz—os)(M'+1)

est en facteur dans tous les termes de 1’équation précédente, ((13) § 4),
Je puis diviser toute l'équation par ce facteur; elle ne renferme plus
‘ensuite dans son premier membre que des puissances de y,, entiéres et
de méme parité; la valeur de l'exposant M, liée & r et w, pouvant étre
quelconque, il est clair que le second membre de 1'équation (12) doit
g'évanouir, 4 moins que g, —g, soit égal & zéro et % un nombre pair.

Pour résoudre les équations (12) et en conclure les coefficients cherchés,
-

ll__/ n__/er=n Zl_l, ____l”=’
(13)  2lrw2—UAM")—Uf(M)=7", ob Ty fary = T
2101 — il’— il”:)’"',
Aw*

en sorte que la formule (5) devienne

"o 2% A’w h 9k 21ky o 1y 211K
(I 4) A(kl b k? ) k3 b M) - ‘& I& I& [4A12(M1+ I)g] alngl'gzal"% (T r r )’
avec
(15) k, +k, + &, =h.

Le produit
(-I 6) Igl I& |g_3

== U”hl’l),h”l)”'h’. unklu/huluks
I_’ﬁ Ih 1@ h h h h h %hr
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g'exprime en conséquence par

1 1 92
(I 7) 'gl lgs lgs lhl lhi ’hs (o Laly (GL'SZ')%(BL'M')V:[

F:/h, 1”1)32 I‘w;ha ] rnl-, rlkzrurl',]’

quand ;Mo et w,Mujtu;’* correspondent aux mémes valeurs de

gl ’ g-) ? gs .
D’aprés les identités indiquées, la somme de ces produits, pour toutes
les valeurs de g¢,, g,, 9, est égale & l'unité, g'il est satisfait aux relations

k, =h,, k,=h,, k, =h,,

a zéro, §'il n'en est pas ainsi. Comme conséquence,

(I 8) a‘(;:.)kz.k;
4 z T(hy, hyy by, 7)) SM[I"M I ["hay kry/ksy'hy) I
T hA,r % [Ba [By[9:]95 ]9, LA GL L )@L e 20 —h + (g, — g, + 1) .

Toutefois, quand 24#'=h, on doit, dans la formule précédente, modifier
les termes qui correspondent a g, —g, == 0, en substituant au quotient

T(h,, by, by, %)

une fonction homogéne de r et w, entiére et de degré
20 + 2— 3h + 2k, + b,

mais d’ailleurs jusqu’a présent arbitraire. Elle provient du second membre
de I'équation (12), F alors n'étant pas nulle.

La formule (18) s'exprime encore d'une autre facon. Les coefficients
A, A ne dépendent point en effet des constantes L, L’,...,1"”, dont on a
fait usage pour les construire. En posant donc

2l= 1, l'=—1/, I"=—1L1L",
Pexpression de A n’est pas changée; or 7, ", " deviennent ainsi pro-
portionnels a 1", 7', I'"’, ce qui permet d’écrire d’abord la relation

Al )
(19) Ak, Py by, M) =(2AI ¥ (]é’ _:v)l)n M (— 1) ™ ARy, By by, M)
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et ensuite celle-ci

© A 1 (dwp

(20) akl_,cz_ks = hAllr (2A1)2h (M' T I)‘lh wh—“zzzh"'g: (__ 1)92—98
19119 |95 , , T(h, , by, by, ©)
X i iy oy A0 P Ty BV Ko o ) g )

|

Soit M’ 4 1 = ¢, en sorte que l'on ait

(21) A’w + C* = A}d?,

a cause de la relation ((10) § 2). En remplacant, respectivement, L, L', L"
par Aw%L, —iCL’, —iCL", comme on le peut faire, d’aprés l'observa-
tion précédente, je trouve

F1=%’ FII=A%”T, ['III___:AO ,

avec
A’ = LA2* — (L' — I/)A,06 — C¥L + L' + L"),
(22) A" = LA + (I" — L) A,C60— C¥L + L’ + L"),
AHI — 02(L + Lr + Ln).

Il en résulte pour A cette expression nouvelle

N e I r\k / — O\ A AT A
(23) A(h]’hg’ha;M) = l&!&’é O th ( Awr Y <Z> <Aw%> 2LhaL %L 9

Je remarque encore l'identité

8(hy by by 7)) = — @™t B G(h kb h—i —1),

2771273

déduite de ((21) § 4) et de laquelle on conclut
Thyyhy,hy,)=—a@" 5 T(h,  h yhy, h—7).

27 "1 773
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§ 6. Valeurs exceptionnelles du rapport w. Elles introduiraéent
des logarithmes, qui disparaissent aprés un choix convenable des
arbditraires dont on dispose.

Les formules des deux paragraphes précédents sont sujettes a des
exceptions qu'il est aisé d’apercevoir et qui répondent & certaines valeurs

particuliéres du rapport w=:~),. L'une d'elles s'était offerte déja donc

Pintégration du systéme (b). Sl arrive en effet que 'on ait ¢ = o0 c'est
a dire

(1) A*w + C’ = o,

Péquation caractéristique de ce systéme, qui n'est autre que I’équation
((10) § 2), posséde deux racines égales, en sorte que, pour avoir toutes
les solutions distinctes, relatives a cette valeur de w, I'on doit introduire,
non plus seulement des puissances de y,, mais des termes logarithmiques.
La méme circonstance peut encore se présenter, et pour plusieurs valeurs
de &, dans l'intégration du systéme (a), car tous les termes pour lesquels

(2) 28 —h+(9,—9g,)0 =0,

introduisent, dans l’équation (12) du paragraphe précédent, non point
une puissance de y,, mais un logarithme. Les valeurs du rapport w,
définies par les égalités (1) et (2), sont ce que nous avons appelé des
valeurs exceptionnelles. Elles sont de la premiére catégorie, quand
I'égalité (1) est vérifiée; de la seconde, dans le cas contraire.

Afin que leur présence n'empéche point d’étre algébriques les inté-
grales du systéme (a), quelles sont les conditions a remplir?

Les formules ((20) § 5) font connaitre les quantités af) , comme
sommes de certains quotients; elles ne contiennent, on le voit sans peine,
que des puissances paires de ¢ et sont, par conséquent, de forme ration-
nelle, mais elles doivent étre entiéres, puisque l'intégrale cherchée l'est
elle-méme et d'ailleurs, en vertu de l'analyse précédente, les seules solu-
tions du systéme (a), qui scient en général finies pour les valeurs ex-
ceptionnelles du rapport w, renferment des transcendantes logarithmiques,
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4 moins que ces valeurs ne correspondent A aucune singularité: ceci
exige que, dans les expressions (20),
1° tous les dénominateurs

2i' —h + (9, —9,)0

divisent les numérateurs correspondants,

2° que la somme des quotients obtenus soit divisible par ¢™.

Pour faire en sorte qu'il en soit ainsi, I'on dispose de la fonc-
tion p, a laquelle se réduit l'intégrale R, quand g s'évanouit, des po-
lyndmes arbitraires provenant des équations ((12) § 5), pour lesquelles
F v'est pas nulle; on a vu que ces derniers existent lorsque kb est pair
et g, = g,, mais ne se présentent dans aucun autre cas. Il reste a savoir
st l'on peut choisir ces arbitraires de telle facon que les conditions:in-
diquées soient remplies.

Cest ce que peuvent établir les résultats du § 3, dont_je rappelle
les conclusions:

: o sy 2C
Pourvu que sine soit égal & zéro, et le rapport - & un nombre

entier, il existe, outre les trois intégrales communes a tous les cas, une
quatriéme intégrale algébrique, admissible pour des valeurs infiniment
petites de g, , 2, et z,. Cela étant, jobserve que rien n’empéche d'attribuer

au rapport % T'une quelconque des valeurs exceptionnelles, bien que les

trois quantités y,, 2 et z, demeurent infiniment petites. Voici com-
ment on peut sen convaincre. Je regarde les inconnues du probléme
comme renfermant un certain parameétre ¢, de telle fagon que, si ce
dernier s'annule, on en puisse conclure

Y, =2 =2, = 0;

les valeurs infiniment petites de ¢ répondent alors aux solutions infini-
ment voisines de cette solution simple. Les notations du § 3 étant con-
servées, le point est de montrer qu'avec les expressions trouvées pour
N1y Yy + 755 00y etc, &, on a le moyen de construire quatre corbinaisons
algébriques dont les arbitraires demeurent limitées, quand w regoit ses
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valeurs critiques. A cet effet, comme y, est nul, », infiniment petit,
j'imagine que r sapproche de zéro et cela, de telle maniére que, ni le
rapport

Y
r?

ni son inverse, ne tendent 4 s'évanouir. J'ai donné déja des formules
qui se laissent représenter ainsi

c

(3) zz_ly, = h,, Cr*=pz, + H,
_2C /i _C
A A
Bl — éh, Vol pat, | 22— "’%———ﬂf dh gy
(ﬂzg + IJ)2 (/‘Zs + H)g

h , H, ainsi que a, 3, r, sont des constantes a volonté, les trois derniéres
seulement de I'ordre du paramétre ¢. Ces égalités mettent en évidence
ce quil s'agissait d’établir: en conservant aux constantes des valeurs
finies dans. les quatre intégrales algébriques satisfaites par les solutions
infiniment voisines de la solution simple, on a pu faire tendre le rapport
w vers une de ses valeurs exceptionnelles. Puisqu’il ne s’est pourtant
introduit aucun logarithme, c’est qu'il est possible de déterminer les po-
lynémes arbitraires que l'on possédait, de telle maniére que les divisions
indiquées seffectuent sans aucun reste. Ayant donc construit, par les
procédés des §§ 4 et 5, une intégrale R, de méme degré que la précé-
dente et, cette fois, sans rien supposer sur l'ordre de grandeur de y,, 2,
et x,, on est assuré de lui pouvoir donner une forme entiére; mais je
dois ajouter a ce sujet quelques explications.

Je dis que, §'il y avait des logarithmes dans deux intégrales, distinctes
et d'ordinaire finies pour toutes les valeurs critiques du rapport w, ces
logarithmes subsisteraient dans des équations intégrales qu’on sait obtenir
(celles qui définissent les expressions trouvées pour 7,,%,, ..., &) et ne
permettraient pas d’en former quatre combinaisons algébriques.

J’ai déja prouvé l'existence de ces derniéres, sous certaines conditions
que je suppose désormais remplies. L’une de ces combinaisons fait connaitre
les premiers éléments d'une intégrale nouvelle, développée selon les puis-
sances d’'un paramétre ¢, différent de p. Mais, parmi les éléments, dans
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lesquels entre ¢ au degré le plus proche de zéro, il est clair qu'il y en
a de tous les degrés d’homogénéité inférieurs & un certain nombre entier,
20
I
cients, que jai représentés par af), ,, il en est un pour chaque valeur
de lindice % et, & cause d’une symétrie déja signalée, il en est au moins
deux, qui sont algébriques et entiers. Cela exige l'une ou l'autre des
deux hypothéses suivantes:

°. Tous les coefficients appartenant 4 un méme indice % sont des

lié au quotient Or voici ce qu’on en doit conclure. De tous les coeffi-

1°,
polynémes entiers en w,r”.

2°. Les coefficients appartenant 3 un méme indice % ne sont pas
tous débarrassés des transcendantes, bien que quelques-uns satisfassent &
cette condition. Dans chacun d'eux et pour chaque valeur critique de
la seconde catégorie, logy, se présente multiplié par une fonction linéaire
et homogeéne des expressions

(4) > @A;L—“

2¢ — h

ot il faut imaginer que ¢ soit remplacé par Afin que le lo-

s s
garithme ne puisse jamais s'introduire dans un coefficient d’indices dé-

terminés, les relations nécessaires sont en nombre égal a celui des quan-
tités (4), quelles contiennent au premier degré. Les équations ainsi
obtenues sont homogénes et il est évident que leur déterminant n’est pas
nul, car il est le produit de plusieurs autres, invariablement égaux a
V'unité. Leurs inconnues, c'est & dire les quantités (4) elles-mémes, doivent
donc §évanouir et, comme conséquence, tous les coefficients af, , de-
meurent algébriques, pourvu du moins que ¢ différe de zéro.

Lorsque ¢ s’annule, ce qui donne une valeur critique de la premiére
catégorie, une solution des systémes linéaires (a) § 5, restant en général
finie, peut renfermer logy, et méme plusieurs de ses puissances; mais,
comme ce log peut étre augmenté d’un multiple quelconque de 2iz, 'on
voit que de la solution connue l'on en sait déduire une autre, de degré
moindre en logy,, en sorte quil y a nécessairement, pour les systémes
linéaires indiqués, une solution non transcendante et sans cesse finie,

comme il le fallait établir.
Acta mathematica., 20. Imprimé Je 20 janvier 1897. 35
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Soit # la plus haute puissance de p que l'on trouve dans 'expression
R; une conséquence de la disparition des dénominateurs qui figuraient
dans la formule ((z0) § 5), c’est que le coefficient de u" ne contient plus
o ni r? étant a leur égard de degré zéro; (en vertu de la relation
((21) § 4), quand kh=#n, 2k + h,— 2k sannule et représente précisé-
ment le degré de o, ,). Ce coefficient de p" est alors une fonction
entiére des seules variables 2,2, et z,. Cela suffit pour que R,
s'évanouisse, c'est & dire que R soit effectivement une intégrale, entiére
et de degré n. Ainsi les deux conditions

sine = O,

20 . .
~ ¢gal & un nombre entier,

reconnues nécessaires afin que le probléme de la rotation admette une
quatriéme intégrale algébrique, sont aussi suffisantes.

§ 7. Solutions développées en séries quand, sine étant nul, le rap-

2C
port T demeure quelconque. Convergence dans les cas ordinaires.

Conséquences relatives aux propriétés des intégrales, lorsque

2C
1 devient un nombre entier.

Les équations différentielles sont les suivantes, (§ 3),

dy, dy, d
Adz ='—(Alry1 +F~x3)) A% =Alry2 -|-p£03, 2CI:=F(Z2_ZI)’

(1)

dz, dz, dz,

e = Tl — T4, dr = T %Y 297 = %4 — Y%

dans l'’hypothése ou sine est égal a zéro; les inconnues y,,¥,, ..., %,
qui les vérifient, se développent en général selon les puissances entiéres

de p, de cette maniére,

(2) h=Yotmhat ..., ..., Ty=Totpt,t...
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et les premiers termes des séries précédentes sont données par un calcul
simple; je trouve d’abord

-Al "o -Al "o

(3) 1.0 ™ ,31 s 2.0 = [32 ’
B, By, 1, désignant des constantes arbitraires; puis, aprés avoir posé

4,7y

—T

4 —
(4_) 0=e ) zl-_—__—é’la 1, ZQ:C’?ﬂ,
pour déterminer {,...,x;, j'obtiens un systéme linéaire

at., , Cr daé,. Cr
‘gi‘o 71‘? 10— P1%s0 = O, d:_o - —A—o Go + Po%s0 =0,

(5)

2(1933 0

_',82{10 + ﬂxé’zo = 0,
a coefficients constants, dont voici ’équation caractéristique

(6) <’S —Bip — A’) =0

Comme conséquence

,32(1 ot ﬂxcz 0 207‘ T30 = ,339 G%CM + O{:Cs — A 20y, = ﬁ;e_”,
(7) ATt A
{7
C’f’?Cl 0 + ﬂl CZ ) + 2x3.0= ﬂ5eST;
— +s "A— —s

Bs» B.» B; représentent encore, dans ces formules, des arbitraires, s 'une
des deux valeurs différentes de zéro qui vérifient I'équation caractéristique.
Soit €7 = ¢; des relations (7) il résulte celles-ci

Y = W
@ Go== P (s— T2 )0 + 28— (s + 2 )Buc ],
vo =202 B + 250 + o),

qui achévent de définir les premiers termes des séries (2).
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Parmi ceux de l'ordre suivant, trois sont déterminés par des quadratures
immédiates, ce sont r,,y,,,¥,,; les trois autres résultent de l'intégration
d’'un systéme linéaire, & coefficients constants, qui différe du systéme (3)
en un seul point: Les seconds membres, au lieu d’étre nuls, sont des
fonctions données de la variable z.

Dans ce calcul, il s'introduit six nouvelles constantes arbitraires, que
je supposerai choisies, par exemple de telle facon que les six quantités

yl.l; LR xs.l:

g'évanouissent & la fois quand 7 lui-méme s'annule.

D'une maniére générale, on voit sans peine que, si les termes des
séries cherchées sont regardés comme connus, jusques et y compris 'ordre
h— 1, les termes de l'ordre % s’en déduisent, les trois premiers,

(9) Ths Yrns Yo

par des quadratures immédiates, les trois autres,

(lo) Giny Gon s Ty

par lintégration d'un systéme linéaire & coefficients constants. Celui-ct
ne différe de (5) que par la présence, dans chaque équation, d'un second
membre, représenté par une fonction déja connue de la variable 7.

Je ne crois pas utile de transcrire ici les formules qui résultent de
cette intégration et je me borne & quelques remarques, dont l'exactitude
est évidente.

Les six termes d’'un méme ordre % sont exprimés par des polyndémes
entiers, au moyen de 7 et des exponentielles,

6,01, ¢, 6.

Ce sont aussi des fonctions entiéres de f,, f,, 5,; elles sont homogénes a
Pégard de cet ensemble, les trois inconnues (9) étant du degré %, les trois
dernieres (10), de degré k- 1; les coefficients qui y figurent sont enfin
des fonctions rationnelles de s et de 3,, §,, 7,; j'ajoute qu'elles jouissent
encore d’une seconde homogénéité.

Afin d’en donmer la définition, jimagine que g, B, 7., f,, B et
par suite s soient regardés, ainsi que g, comme étant de degré 1, B, du



Sur le mouvement dun corps solide pesaut suspendu par I'un de ses points. 277

degré 2, 7 du degré —1; alors ¢, @ sont du degré zéro, ¥, ..., Ty,
sont homogénes et de degré 1—%, y,, ..., x,, sont aussi homogénes et
de degré 1.

Il est naturel de se demander si les séries ainsi obtenues sont en
général convergentes; c’est ce que la démonstration suivante permet
d’affirmer:

L'un des théorémes de M. PoINCARE prouve que la convergence a
lieu, quelles que soient les valeurs de 5, 5,,...,p, et de 7, pourvu
que p reste compris dans un certain domaine. Un seul cas fait exception
a cette regle; il se présente quand les valeurs choisies pour 7 et les con-
stantes initiales 8, 8,,..., 3, font »passer» la solution correspondante
par un point singulier.

Supposons qu’il n'en soit pas ainsi, mais que |p| soit supérieur a
cette limite pour laquelle la convergence est assurée. En posant u= u'py”,
rien n'empéche de prendre |g'| au dessous de la limite indiquée; les séries,
ordonnées selon les puissances de g, convergentes en vertu de 'hypothése
précédente, développent alors les inconnues, pour toute valeur ordinaire
de 7 et des constantes, aprés substitution de ' a p. Mais, & cause d'une
homogénéité déja signalée, I'on peut changer p' en g, si l'on remplace

B B

aussi B,,..., 3, par =2, ..., = et, puisque les séries convergeaient pour
: Iz 2

toute valeur ordinaire de ces paramétres, avec la détermination adoptée
pour ', la conclusion nécessaire est qu'elles convergent pour toute va-
leur de p.

Quand la solution considérée va »passer» par un point critique, la
divergence peut se produire. Les valeurs de 7 et des inconnues, relatives
a ce point, doivent visiblement étre telles qu’en le prenant pour origine,
quelques-unes des fonctions y,,, ..., #,,, construites d’aprés cette nouvelle
hypothése, cessent d’étre finies ou tout au moins d’étre représentées par
I'expression analytique qui leur convient dans les cas ordinaires.

Les formules obtenues montrent que ces circonstances sont toujours
évitées, & moins que la variable 7 croisse indéfiniment ou que le rapport

Al’ro
As

goit un nombre commensurable. En conséquence et tenant compte des
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égalités (3) et (6), on voit que les valeurs de @ et r qui répondent &
des points critiques sont définies par des relations de cette espece

2.2 "2
Air m

(I I) Ao + 02,’.2=m«27

ou jai désigné par m', m” deux nombres entiers réels; ces points peuvent
aussi s'offrir quand z devient supérieur a toute quantité donnée.

Au commencement de ce paragraphe, j’ai montré que les inconnues
se développent en séries ordonnées selon les puissances positives de s, les
coefficients de ces puissances étant des fonctions entiéres de 7 et des ex-
ponentielles 4, 0,607, 6. Elles sont ainsi représentées par les formules,

h=Yhot M.+ ...+ Y.+ /1"+1[?/1‘n+1]»
(12)

Xy ==Ly + p2s1 4 ... + (' T+ lf'"+l[x3.n+1]?

dans lesquelles [#,,,:], -, [%s5.4:] désignent des expressions, non dé-
veloppées, mais qui tendent vers des limites finies lorsque g tend vers
zéro. Entre ces relations, au nombre de six, ¢, 8, traitées comme des
variables distinctes, peuvent étre éliminés par des opérations algébriques.
Les quatre équations obtenues sont rationnelles & l'égard des différences,

(13) ?/1““‘!1n+1[y1.n+1] ) e ey xs_/1”+l[x3.n+1]

et de 7. Si cette derniére variable y figure effectivement, ce qui est le
cas ordinaire, elle peut aussi étre éliminée par des opérations rationnelles
et cela, de plusieurs facons. Il est clair que les équations ainsi construites
résultent des trois intégrales, toujours existantes, ol les inconnues toute-
fois sont remplacées par leurs valeurs approchées (13).

. . y . .. C .
Imaginons maintenant qu’aprés avoir choisi le rapport - comme il

convient, il y ait une quatriéme intégrale algébrique et, par suite, une
intégrale homogéne et entiére, de degré n a l'égard du parameétre p.
Elle implique pour y,,y,,...,2, une relation, également vérifiée jusqu'aux
termes en p"*', par les expressions précédentes (13), qui représentaient
la n® approximation. Awu reste, les équations calculées en éliminant 8, o
ne peuvent étre en nombre supérieur a quatre; il est donc nécessaire que
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la variable r ellee-méme n'y entre pas. Cette condition satisfaite, voici
comment on peut former les équations dont il s'agit.

Je traite d’abord ¢, 0, 6!, ', comme des indéterminées distinctes,
que jélimine et, le faisant, je suis conduit & calculer ces quantités en
fonctions rationnelles des différences (1). Or le produit des expressions
attribuées a f§,0, B,6~" constitue une équation intégrale, aux termes prés
qui ont en facteur p*'. De ces deux expressions, ni I'un ni Vautre ne
peut renfermer 7z, puisque leur produit ne le renferme pas; si l'une
d’elles est annulée, il en résulte avec la méme approximation une équa-
tion invariante, algébrique, qui n’est point une intégrale; pareille remarque
est encore vraie pour la seconde. D’aprés cela, je construis, ce qul est
possible, un polynéme entier, homogéne, doué de cette propriété qu’en
I'égalant & zéro et tenant compte des trois intégrales communes a tous
les cas, on reproduise, jusqu'aux termes en p* au moins, l'une des deux
équations invariantes qui viennent d’étre indiquées. La méme opération
étant faite pour l'autre, I'un de ces deux polynémes homogénes, T, T,,
se déduit du second, lorsqu'on y permute y, avec y,, z, avec z,; cest
done leur produit qui représente, avec I'approximation voulue, la quatriéme
intégrale, dont Vexistence est supposée.

Il est clair que ceci est inadmissible, a moins,

que le nombre # soit pair,

qu'aucune des deux polynémes T,, 7, ne posséde de termes, dont

’ . cF_ 1 n 14 2 14 : ’ .
le degré soit supérieur & —, les homogénéités et la symétrie s’y opposant,
que chacun de ces polyndmes, égalé a zéro, constitue une équation
invariante et que le premier membre de lintégrale soit décomposable en
ces deux facteurs.
Mais, dans T}, la partie indépendante de p peut étre représentée ainsi,
]
Tys,
pendant qu’elle l'est dans T, par
Tys;

T désigne alors une fonction de r* et w qui, en vertu de la symétrie,
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est la méme dans les deux cas. Il s'ensuit que, sous sa forme décom-
posable, l'intégrale commence par

T w°.

J’ajoute que e doit étre pair, car le dernier terme de chaque polynéme
T, ,T,, est une fonction entiére de z,,2,,z,, ce qui signifie que son
degré d’homogénéité est un ncmbre pair.

Le premier terme de l'intégrale est donc un carré parfait; sa racine
est divigible, au moins une fois, par w; il resterait 4 définir ses autres
« . y y . \
diviseurs. J'observe d’abord que si, dans T, ou T, on donne a y,,y,, .., %,
des valeurs qui ne font pas évanouir le polyndme considéré, il devient

une constante, multipliée par l'exponentielle
e—).,frdr

ou par son inverse, en sorte que

— A [ rdr A [ rdr
=19 n = rp ™, R= 1T

c’est ce que I'on a vu déja dans le § 1.
Imaginons que la constante TV T soit donnée, indépendante de g,
et considérons les expressions de ¥, ,¥,,..., %, qui lui rendent égale

. @ . , R
I'intégrale B. Quand = prend l'une des valeurs qui font évanouir le

premier terme p de lintégrale, tous les autres ayant en facteur p, le
produit T T{, qui ne dépend pas de g par hypothése, doit étre nul, &

. . . .. 1
moins que certaines des inconnues augmentent sans limites avec a De

méme, T,, par exemple, peut s'évanouir, méme quand 7" n’est pas
nulle; f rdr est alors infinie, ce qui exige, ou bien que 7 le soit aussi,

. w .
ou bien que le rapport —; atteigne 'une des valeurs (11).

r

Ces remarques faites, il est évident qu'on peut satisfaire 4 'ensemble

des conditions suivantes:
o

1°. T, TP ne sont pas nulles et ne dépendent pas de u;
2° les valeurs attribuées & 7 ne tendent pas vers l'infini, cependant
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w «
elles donnent au rapport = l'une des valeurs annulant le premier terme
de lintégrale R.
Alors Tun des dénominateurs que contient » s'évanouit et l'on en
conclut que les racines de 7' sont comprises dans cette formule

m' (Ao + O*r?) —m'2 4% = o

b

ou les nombres entiers m', m”, ne sont pas connus.

§ 8. Remarques sur les moyens d’achever la détermination de
Vintégrale. Proposition relative aux systémes différentiels
ayant des tntégrales uniformes.

J’ai montré § 5 comment se déduisent les uns des antres les diffé-
rents termes d'une intégrale, supposée homogéne et entiére. Comme le
degré de cette derniére est limité (§ 6), pour chaque valeur admissible

C _ ) . 1, .,
du rapport =, son calcul au moyen de coefficients indéterminés n’offre,

en théorie, pas de difficultés; en fait une méthode aussi directe ne peut
convenir, ni dans I'étnde générale du probléme, parce qu'il s'agit surtout
alors d'une solution formelle, ni méme dans les cas particuliers les plus
simples, en raison des opérations trop nombreuses qu'elle nécessite. Le
point le plus important serait d’obtenir, pour le terme indépendant de u
dans le polynome R, des propriétés qui le caractérisent sans l'intervention
de tous les autres. Un premier pas a été fait dags cette voic vers la fin
du paragraphe précédent; toutefois, le résultat établi ne suffit pas et,
malgré lintérét visible qui s'attache 4 la question, non seulement dans
les cas d'intégration algébrique, mais méme dans les recherches relatives
a lintégration uniforme, je suis obligé d’'en laisser 1'étude encore in-
compléte, me proposant de la joindre, s'il est possible, &4 un prochain
Mémoire. Je me borne, sur ce sujet, aux remarques suivantes, qui mettent
sous un jour nouveau les propriétés des solutions périodiques.
Soit un systéme d’équations différentielles

(1) g—?;: X, (1 << m),

Acta mathematics. 20. Imprimé le 26 janvier 1897. 36
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dont les seconds membres ne dépendent que de z,,7,,...,2, Je
suppose que, parmi leurs intégrales, m — 2 soient connues et uniformes
et ne contiennent pas ¢. Par elles je puis exprimer z,,x,,...,x, en
fonction de z,, z,, et de m — 2 constantes arbitraires a,, ..., a,. Soit A,
le déterminant

Y op e e,

e T Ba,  dum

A, A, ..., A, les déterminants de méme espéce qui résultent de la
substitution de x, a4 x,,x,,...,x,, dans A,, snivie d'un changement
de signe. D’apres les équations proposées,

d 31,‘_ _ 9 X“ 323’ ) 9 Xi G
@ o) = Rt R
et, comme conséquence,
oy dA, > (X, 3 A) e X3> 3_-(Xm),
(‘)) —d}t_l_ - A‘LT, (i) ot %, (Xl ) ] A, o, (Xl A, oz, \X, /)’
de sorte qu'en posant pour abréger

v /X, v /X)) ? [Xa

@ = (X)) am(F)+ ()

I'équation précédente et ses analogues se laissent ainsi représenter

dA, 3 (X ] X,,,> .
T];T+A‘)3—Q';<:Y—‘>+...+Amé.¢—_,(x;;, ~—0‘1A2,
dAa, A2 "X:\) + A i(&'>_¢,A
(5) de, + 1o, (Xl +-.- "o, Xl Rt
etc.
Quand x,,r,,...,, sont supposées connues en fonction de z, et des

arbitraires, les relations (5) définissent A,, A, ..., A, et, de plus, sont
linéaires. Si la variable indépendante, x,, décrit un cycle ef qu'il en soit
de méme de z,,z,,...,%,, un systéme fondamental de solutions des
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équations précédentes subit une substitution. Mais Fune de ces solutions
est composée de fonctions uniformes en z,,2,, ..., «,, lorsque les inté-
grales connues a,,a,,...,a, sont elles-smémes uniformes. En consé-
quence, cette solution n’est pas altérée par les substitutions dont il sagit.
Si donc on considére le groupe de ces derniéres, quand la variable z,
décrit tous les cycles déja définis, ce groupe ne peut point étre primaire.

Imaginons que les fonctions X , X,,..., X, dépendent d'un para-
métre g et que lon sache intégrer le systéme (1), quand p est égal a
zéro. D’aprés un théoréme de M. Poincarg, on peut, pour des valeurs
assez petites de ce paramétre, développer les solutions.suivant les puis-
sances de p; par suite, les coefficients des équations (5) seront développés
de la méme maniére ainsi que, dans le groupe précédent, les coefficients
des substitutions fondamentales.

Aprés avoir calculé ces coefficients, jusqu'aux termes en u* et sachant
d’ailleurs, non pas obtenir les m — 2 intégrales uniformes, mais exprimer
Ty, Xy 5., o, en fonction de »,, x, et de m — 2 constantes, liées d'une
facon quelconque aux valeurs initiales des variables, on pourra

[«]

1° vérifier que le groupe des équations (5) n'est pas primaire;

2° choisir leurs solutions fondamentales de maniére a présenter ce
groupe sous la forme typique, c’est & dire mettre en évidence les sous-
groupes dont il se compose. Or ceci consiste a remplacer les arbitraires
par d’autres, fonctions données des précédentes et parmi lesquelles doivent
étre comprises les intégrales uniformes. Quand une seule de ces derniéres
reste inconnue, il en résulte pour elle et notamment pour celui de ses
termes qui ne s’annule pas avec u, des conditions & satisfaire, celles que
je voulais signaler.

Dans le probléme de la rotation, j'ai montré, (§ 7), comment les
inconnues ¥,,¥Y,,..., %, et, par suite aussi, les déterminants, solutions
d'un systéme semblable a (5), s'expriment en fonction de la variable ¢
et de six constantes arbitraires. Les trois intégrales uniformes, communes
a tous les cas, sont liées & ces derniéres par des relations simples. Les
cycles décrits par l'une des inconnues, prise pour variable, doivent étre
tels que toutes les autres décrivent aussi des cycles; cest dire qu'il faut
congidérer une solution périodique et laisser r s'accroitre d’une période,
lorsque la variable nouvelle, 7, par exemple, décrit un cycle.
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Les équations différentielles ((1) § 7) n'ayant aucun point singulier
a distance finie, pourvu que 7 soit la variable indépendante, I'unique
groupe ‘admissible est celui qui correspond aux solutions périodiques; sa
recherchie n'offre rien dont la théorie soit difficile, mais les opérations
sont encore assez longues pour qu’il soit indispensable de les abréger &
l'aide de quelques artifices; j'en remets 1'étude a une autre occasion.




