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SUR LA D]~FORMATION DES S U R F A C E S '  

P A R  

JULIUS WEINGARTEN.  

�9 S~epe st i lum ver tas  ! 
(HO~ACS.) 

_Preface. 

Le problSme de la d6formation des surfaces s'6nonee eomme il suit- 
E ,  F ,  G 6tant des fonctions donndes des deux variables ind6pendantes 

u ,  v, trouver toutes les fonctions x ,  y ,  z de u et de v qui s~tisfont iden- 
tiquement ~ l'6quation 

dx ~ + ely ~ + dz ~ = E d u  ~ + 2Fdudv + Gdv 2, 

oh les du et 4v peuvent 6tre pris arbltrnirement. (DARBOUX, Lemons sur 

la thdorie gdn&ale des surfaces, I l l  "~e partie, page 253. ) 
Nous ajouterons dans la suite la supposition que la quantit6 E G - - F  2 

ne s'annule pas pour toutes les valeurs des variables u et v. Car, en 
faisant l'hypothdse contraire, la solution du problSme n'offre pas de diffi- 
cult6s particuli5res. 

Le seul pas qu'on ait fait vers lu solution de ce problgme g6n6ral 
est qu'on a 5tabli une 6quation aux d6riv6es partielles du second ordre 

laquelle satisfont silnultan6ment les trois fonctions x , y ,  z chereh6es. 
Cette ~quation e s t  de l~ forme des 6quations 6tudi6es par AMPERE. 

Mais il n'existe pas d'616ments lin6aires (les surfaces d6veloppables ex- 
cept6es) pour lesquels cette ~quation admette des int6grales interm6diaires 
du premier ordre, ou devienne int6grable par la m6thode d'AMP~RE. 

' Ce Mdmoire est sans aucune alt6ration celui qui a remport6 le grand prix des sciences 

math6matiques au coneours propos6 par l~Aeaddmie des Sciences de Paris (annde 1894 ). 
Aeta mathematlea. 20. I m p r i m ~  le 7 m a r s  1896. 
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De  plus, cette 6quation ne se prate pas imm6diatement ~ la solution 

de la partie la plus intdressante du probldme, ~ la solution de la question: 
trouver toutes les surfaces r6elles applicables sur une surface r6elle donn~e. 

En effet, poss6dant mdme toutes les solutions r6elles de cette dqua- 
tion, il faudra encore sdparer celles qui conviennent de celles qui ne 

conviennent pas. 
Aussi n'a-t-on pas tir6 le moindre parti de cette dquation pour la 

ddcouverte de toutes les surfaces admettant un 61dment lin6aire donnd, quel 
que soit cet dldment lindaire. 

C'est pourquoi nous avons essay6 de reprendre le probl6me dans 
toute sa gdndralit6, en suivant une voie nouvelle. Nous rattacherons la 
solution du probldme de la ddformation des surfaces s une autre dqua- 
tion aux d6rivdes partielles du second ordre, qui est aussi de la forme des 
6quations d'AMPI~RE, mais qui admet moyennant certaines conditions des 
intdgrales intermddiaires du premier ordre. Nous 6tablirons ces conditions 
et donnerons routes les dquations en question, qui sont intdgrables par la 
m6thode de MOI~GE et d'AMr~RE. 

Nous rechercherons d'autres cas, dans lesquels notre dquatlon, que 
nous nommerons dquation fondamentale, devient intdgrable par la mdthode 
de Lx~I~Ac~ ou se ram6ne ~ une dquation connue intdgr6e par LIOUVILLE. 
NOUS ferons voir que cette 6quation fondamentalc dolt ~tre regard6e 
comme la source des ddcouvertes de toutes les classes gdndrales de sur- 
faces applicables l'une sur l'autre qu'on connait aujourcl'hui. 

0uant  au probl6me des surfaces rdelles applieables sur une surface 
r6elle donn6e, toutes les solutions r6elles de l'6quation fondamentale suffi- 
sent pour d~terminer toates les surfaces rSelles applicables sur ]a surface 
rdelle donn6e. 

Nos efforts pour tirer de notre 6quation fondamentale une classe con- 
tenant tou/es les surfaces qui admettent un dldment lindaire cssentielle- 
ment nouveau, ont 6choud jusqu'K ce moment. 
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En accordant une certaine pr~fdrence s la question: 

Trouver routes les surfaces r~elles applicables sur une surface 
r~elle donn4e, 

nous supposerons, du moins provisoirement, que les variables ind~pen- 
dantes z et eo, qui entrent dans l'~l~ment donn~ de la surface consid~r~e, 
sont des quantitds r~elles, et que les fonctions r4elles E' ,  F ' ,  G', duns la 
forme diffdrentielle quadratique 

(a) ds 2 ---- E 'dz2 "t- 2F'dzdto + G'deo ~ 

qui d4termine cet ~l~ment, restent continues et finles dans le domaine 
donn~ de ces variables, ainsi que la courbure totale, que nous d~signerons 
par K e n  un point d~termin~ de la surface. Nous excluons le cas dans 
lequel K s'annule partout. La quantit~ E ' G ' - - F  g sera d~sign~e par 
la let tre A'. 

Nous verrons bientbt que la restriction d'dtre r~elles, ~ laquelle nous 
avons soumis les variables z et eo, ne jouera de rSle ni pour ~os calculs, 
ni pour nos conclusions gdn~rales. Mais nous la maintiendrons pour le 
moment, parce qu'elle raccourcit l'explication et nous permet de mettre 
de cSt~ des discussions d'un int~rdt secondaire. 

Au lieu de l'une des variables z et eo, par exemple au lieu de co, 
nous ferons entrer une nouvelle variable t d~finie par l'~quation 

OJ 

O) 0 

l'int~gration se rapportant seulement ~ la variable to, et % ~tant une 
fonction arbitraire de la quantit~ z ou une constante. Cette substitution 
jouera un rble  dans nos calculs. Comme on en d~duit 

~t d 

Acta metthcma~. 20. Imprlm~ le 27 f6vrie~ 1896. 21 
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on peut  t i rer  des deux 6quatlons pr6c6dentes les valeurs de eo et de do> 

en fonction de z et t, et de dz et dr, et les substituer dans l '6quation 

donn6e pour ds ~. 

Mais la ' " " determination de deo sera impossible pour toutes les valeurs  

de z et de eo qui annulent  l 'une ou l 'autre  des quantit6s K e t  A'. Nous 

bornerons donc nos recherches k un domaine des variables z et co, ou 

une r6gion de la surface, oh ne s'6vanouit ni K ,  ni A ' .  (Quant ~ la 
quantit6 A '  il ne faut 6viter en v6rit6 que les "points ou les lignes dans 

lesquelles les courbes z = const, touchent  les courbes eo----const.) En 

convenant que ~/A --~ d6signe la racine de m6me signe que K au point  

consid6r6 de la surface, tous les 616ments de l 'int6grale t seront positifs 

ou n6gatifs, en m~me temps que la diff6rence co--co0, et cette quantit6 

t ne s 'annulera qu 'aux points de la surface pour lesquels on a: 

(/)--(D O =0. 

Mais eo 0 6tant une fonction arbi traire  de z, on peut  prendre pour le lieu 
des points w -  w 0 = o une courbe arbitraire de notre surface. Cette 

courbe s6parera en g6n6ral deux r6gions de cette surface. Pour  l 'une 

de ces r6gions la quantit6 e o -  eo 0 sera positive et n6gative pour l 'autre.  

Nous poserons encore 

I 

a 6tant une variable toujours positive, mais ~/~ sera toujours du signe de 
la quantit6 t. 

Toutes ces suppositions 6tant admises, on aura 

2 ~/a s ~Z 

et en t irant  la valeur  de do> de cette 6quation, et la substituant dans la 

formule (a), on t rouvera 

ds 2 = Ed~  2 -{- 2 F d z d a  + Gda ~, 
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E ,  F ,  G d6signant les quantit~s suivantes: 

163 

E~--- E '  

F = 

G 

F, 
+ ' 

G' 
4oS K~ A " 

:Nous supposons ces quantit6s exprimdes en  fonction de z et de 
I 

t = ~]--~, k l'aide de l'dquation donn6e pour la quantit6 t. 

De ces 6quations on ddduit la suivante: 

I 
K ~ ( E G  - -  F 2) -~ 4a---- ~ , 

ou encore, en posant E G - - F ~ =  A: 

I 

(t) K~/~  -----2~" 

Mais, pour que cette derni6re 6quation soit 16gitime, il faut d6terminer 
la quantit6 ~/~ en chaque point (z, t) de la surface propos6e de la ma- 
nitre suivante: 

Dans la r6gion de la surface pour laquelle ~/~ est une quantit6 po- 
sitive, ~/~ d6notera celle des deux racines de A qui est du m6me signe 
que la courbure totale K au point (z, t). 

Dans la r6gion des  valeurs n6gatives de ~/~, ~/~ est pris avec le 
signe contraire de K au m~me point. La quantit6 ~/~ changera done 
de signe en traversant la ligne t------o. Donc, 

6tant donn6 un 616ment lin6aire quelconque par l'~quation 

ds 2 = E ' d z  ~ + 2F'dzdoJ  + G'dro ~, 

on peut toujours, k l'aide d'une quadrature, r6duire cet 616ment k une 
autre forme 

ds ~ --~ E d z  ~ + 2 F d z d a  -{- G d r  ~, 
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pour ]aquelle les fonctiOns E ,  F ,  G des variables z e t a  satisfont 
l'6quation 

I (,) �9 

Cette r6duction se fait d'une infinit6 de mani6res. Nous noname- 
rons une telle forme: une forme rdduite, et nous supposerons, dans la 
suite, que l'616ment lin6aire de la surface donn6e soit ramen6 k une 
forme r6duite. 

Nous nous servirons, dans ce m6moire, des symb~ ] ik]  d e h  M. 
I I 

C~RISTOFFEL, pour d6noter les six quantit6s, importantes dans la th6orie 
des surfaces, qui se composent des trois coefficients E ,  F ,  G d'un 616- 
ment lin6aire et de leurs six d6riv6es premi6res par rapport aux variables 
ind6pendantes qui d6terminent la situation d'un point dans la surface 
donn6e, blous ne reproduirons pas ici les formules explicites pour ces 
quantit6s, que l'on rencontre d6jg dans le c616bre m6moire de GAuss, et 
nous supposons connu le m6moire de M. CHRISTOFF~.L: Allgemeine Theorie 
der .qeodCitischen 1)reiecke, Abhandlungen der Ksniglich Preussischen Aka- 
demie der Wissenschahen I858. 

On y trouve la signification de ces symboles, d'ailleurs bien connue, 
et une formule g6n6rale pour la courbure totale K e n  un point quel- 
conque d'une surface dont l'dldment lin6aire est donnd par l'dquation 

ds 2 = Edz ~ + 2Fdzda + Gda ~. 

Cette formule s'~crit avec nos notations dans la forme: 

et se r6duit ~ la formule eonnue de GAuss, en d6veloppant le calcul, 
l'irrationnalit6 n'6tant qu'apparente. 

En substituant la valeur de K~/~  donn6e par l'6quation (I), l'6qua- 
tion pr6c6dente donnera: 
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I1 existe donc une foncfion ~ des variables z et a, ou si l'on veut, 
i 

des variables z e t  ~ ,  d~finie par l'fiquation: 

~ p O  

(2) ~ = ~ dz 

zo~ ao 

l'int6grale ~tant prise le long d'une l igne jolgnant le point (z0, a0)de la 
surface au point (z, a). Si cette ligne traverse la courbe pour laquelle 

i 
-= = t s'annule, le signe de la quantit~ ~/~ change, en cons6quence V" 
de la d~finition donn~e de cette quantitY, et elle-m~me "s'annule aussi. 

Comme les quantit6s 171 e t l ~ : l  tendent vers l'infini si A s'annule, on 
8 ~ J ~ 

i p i, i 

p0urrait craindre que l'~l~ment de cette int6grale cesss d'avoir un sens. 
Mais on se convaincra, par une discussion des formules explicites relatives 

ces quantit~s, que les d~riv~es premieres de la fonction ~ restent finies 
au point d'intersection, et que l'int~gration reste l~gitime quand on tra- 
verse la ligne t = o. 

On aurait pu ~viter cette discussion facile, en introduisant seulement 
la variable t dans le calcul, et en observant qu'en v~rit~ les quantit~s 
E ,  F ,  G ne sont pas connues sans ambiguit6 quand on se donne les va- 
leurs correspondantes de z et de ~r, mais qu'elles admettent des valeurs 
bien d~finies en cha~ue 2ooint de la surface, parceque pour un tel point 
les quantit6s z e t  ~/~ sont des quantit~s donn~es. 

Mais nous conserverons la variable a dans nos calculs, parce qu'elle 
joue un r61e capital dans nos recherches. 

La fonction ~ de l'~quation (2) satisfait aux ~quations: 

{:1 

et admet en ehaque point de la surface consid~r~e des d6riv~es pre- 
mieres finies et continues. Comme elle contient les valeurs arbitraires 
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z 0 et %, on pourra mettre k la place de 9 route autre fonction ne 
diff6rant de 9 que par une eonstante d'addition arbitraire. 

Nous ferons encore usage dans la suite de quatre fonctions nouvelles 
a ,  b, a e t  fl, qui sont d6finies au moyen de la fonction 9~ par les 6qua- 
tions suivantes: 

a = ~/E sin (co + 9 ) ,  a = ~/G sin 9~, 
(3) 

b = ~/~cos (co + r fl = r  9,  

dans lesquelles l'angle co est choisi de faqon k satisfaire aux relations: 

v g X  
cos co --  ~ / ~ / ~ ,  sin co = ~ ,  

la quantit6 ~/~ ayant le m6me signe que dans la formule donn6e pour 
la fonction 9'. 

On tire de ces 6quations: 

(4) a f t - -  be = ~/~, 

et l'6quation (i) se change en la suivante: 

( ' 3  K (~fl - -  b~) = - - ~  . 

La connaissance des huit d6riv6es premi6res de ees quatre fonctions 
a ,  b, a ,  fl, nous sera n6cessaire. Elles se composent des d6riv6es de la 
fonction 9, et des ddriv6es des quantit6s E ,  F ,  G. Tirant les d6riv6es 
de f de la formule (2'), et exprimant les d6riv6es des quantit6s E ,  27, G 

~0~ ~y,n~olo~ I'll, ~o 0.~ ~ on trou~ora lo~,qu.,~on, 
o ~ 

a u  moyen 
I ! 

importantes dans la suite, 

~o b IXlla§ I 

- - =  ~ +  b +  , 
~z  ~/a  I 2 

a~-= ~ +  b +  , 

(5) 

~ I i:l {I2 I 0 a  2 

~ a  2 ' 

~-~-- , I ~, 

; - 1 7 }  ~ § 
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auxquelles nous ajouterons les formules bien eonnues 

II II I:1 I.I" (53 ~log ~/N ,~ ,~ ~log ~/A 
0z = r + 2 ' aa + " 

on tire les deux 6quations, capitales darts notre 

aa ~a f l  aft ab a __ 
~z ~a + _ =  o ,  ~z ~a ~/~ o .  

Comme on a, en eons6quenee des 6quations (3), lea trois autres: 

a ~ + b~= E,  
a~ + bfl= F, 

a ~ + ~ =  G, 

(6): 

(6) 

(7) 

en joignant ces 6quations aux 6quations 

~a ~a ~_ ~._ ~ O, 
(6) ~z ~a q. 

~B ab a 
_----- O 7 

on aura cinq 6quations auxquelles les quatre quantit6s a ,  b ,  a et fl w 
soumises. Cette cireonstance n'est due qu'& l'existence de l'6quation (I), 
laquelle n'est autre chose que le r6sultat de l'61imination des quatre quan- 
tit6s a ,  b, a , f l  entre les cinq 6quations. 

Remarquona encore que, quatre fonctions a, b, a, fl v6rifiant ces cinq 
6quations 6tant connues, ces fonctions v6rifieront n6ceasairement les 6qua- 
tions (5), ainsi que l'6quation (I'). 

En effet, d6rivant lea 6quations (7) par rapport & z et k ~, on aura, 
en ajoutant les 6quations (6), huit 6quations pour d6terminer les huit d6- 
riv6es de ces quatre fonetions. En r6solvant ces 6quations, on arrivera 
facilement aux 6quations (5)- Mais pour que ces 6quationa soient com- 
patibles, il faut que les quatre conditions d'int6grabilit6 qu'elles exigent, 
se trouvent v6rifi6es. En les formant on trouve qu'elles se r6duisent 

une seule: 
I (,,) g ( a p  - b~) = V - ~ '  

d'oh r6sulte notre proposition. 
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Si l'on embrasse ~ la lois les quantitds rdelles et imaginaires,  les 
formules 6tablies gardent leur g6n~ralit6. 

L'6quation (I) 
I 

K~/~- = 
2 CG a 

subsistera encore, en fixant convenablement les signes correspondants des 
deux racines ~/~ et ~/~, ainsi que les formules que nous venons de d& 
velopper, ~ l'exception d'un cas particulier.. Ce cas, qui ne se pr6sente 
jamais quand on n'emploie que des variables ind6pendantes r~elles, se pr~- 
sentera si l 'un ou l'autre des deux coefficients E ,  G, de l'dldment rdduit, 
s'6vanouit pour toutes les valeurs des variables z et #, suppos~es imagi- 
naires, ou si ces deux coefficients s'annulent ensemble. 

Alors une ddtermination de quatre quantitds a ,  b, a , /~ vdrifiant les 
6quations (6) et (7), k 1'aide des 6quations (3), sera illusoire. 

Nous terminerons ce chapitre pr61iminaire, en donnant, pour ce eas, 
les valeurs de ces quatre quantitds. 

Si l'on suppose que E----o identiquement, on aura ~/~ = i F ,  et en 
choisissant convenablement la valeur correspondante de la racine ~/:r, on 
aura, au lieu de l'dquation (i), la suivante: 

I 
K i . F - -  

Mais, si on a E----= o, la formule de GAUSS nous donne presque imm& 
diatement 

O 2 
~ K F  = oz F ' 

et en substituant on trouve l'6quation: 

o F  i 0 G \  - -  i 

Done, il existera une fonction ~ ddfinie par les deux 6quations 

o F  i oG 
o~___/:= o~ 2 or o~__/_-- i 
o~ F ' or ~/~' 

d'oh on d6duit ~ par une quadrature�9 
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En prenant les valeurs suivantes: 

' ( e "  + a e - * ' ) ,  

b = ~ i F e  - ~ ,  , f l = ~ i  (e~i _ _  Ge_~,), 

on v6rifiera imm6diatement  les 6quations (6) et (7), ainsi que les 6qua- 
tions (5)- 

Si 1'on suppose G - =  o, on aura de m6me 

9 ~z - ~ g a  / 
~ K F  ~ / 

et joign'mt cette 6quation k l 'autre (I) 

I 
K / F - -  

on obtient la suivante 

t g F  ~ 9 E ~  - -  i 

9 F 4;, 
0o" 9o" 

On d6terminera donc une fonctlon r g l 'aide des deux 6quations 

9F t OE 

9z F 

- -  ~ O .  96 

i 

En prenant les valeurs suivantes: 

x ( . .r Ee_~i),. = Fe_,,~,~ a ~ -  - r162 _ a , 
2 

i 
b = 2 (er - -  E e - ~ ) '  f l  = i F e - r  

on verifiera faeilement les 6quations (6) et (7) "finsi que les 5quation~ (5) .  
A~ta mathematic, a, 20. I m p r i m 6  le 7 mars  1896. 2 ~  
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F ne s 'annulera jamais, en supposant E - ~  o ou G ~ o, parce que nous 
avons exclu formellement l 'hypothdse E G - - I : 2 ~ o .  

Si E et G s'dvanouissent k la fois, on aura l'une ou l 'autre des 
deux d6terminations des quantit6s a ,  b,  a ,  ft. 

Ainsi, quand on emploie la substitution 

q)  

of = '  

pour une forme quelconque du carr6 de l'616ment lin6aire donn6 

ds 2 ~ E ' d z  ~ + 2 F ' d z d w  + G'dto 2, 

il prend la forme 

ds ~ = E d z  2 "4- 2_Fdzda + Gda ~, 

qui donne toujours naissance ~, quatre fonetions a ,  b,  a ,  fl bien d6- 

termin6es des variables z et ~r ~ (ou de z et de x ) ,  v6rifiant les 6quations: 
Va 

a 2 + b ~ : E , .  aa-4- b~-~  F, a ~-t-f12-~ G, 

et en cons6quence les 6quations (5)- 
Donc, la restriction adopt6e, h, s-~voir que les quantit6s z e t a  soient 

r6elles, ne touche nullc part, ni les calculs qui pr6c6dent ni les conclu- 
sions k e n  tirer. 

I I .  

Nous supposons maintenant  que le carr6 de l%ldment lin6aire d'une 
surface, dont les coordonnSes rectangulaires d'un point quelconque sont 
d6sign6es par ~, ~2,5, soit donn6 par la forme r~duite 

d~ 2 + dTi ~ + d ~  ----- E d z  ~ + 21"dzda + Gda ~, 

1 contenant une eonstante arbi t raire .  
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et que ,  de plus, les cosinus directeurs de la normale en ce point soient 
dSsign6s par X", Y", Z". Posons encore: 

dX"d~ + dY"dr] + d Z " d ~  c~dz ~ -t- 2qflzda -t- c~da ~, 

les coefficients c~ 5tant des fonct{ons connues des variables ind~pendantes 
z et ~/~, qui d~terminent la situation d'un point de la surface. 

Consid~rons le syst~me suivant de neuf quantit& X, Y, Z, X', Y', Z' 
et X", Y", Z" : 

X' 
IX 

f l  O--z - -  O a  O a  - -  Oz  

Y ~  , Y ' - -  
CA 

or or ~r or 
B ~ ~ o~ o,~ oz Z' Z ~ , , - -  , 

(8) o or o:o  

Oz Oa Oz Oer 

~ - , ,  _ _  _ _  Oz  O a  Oz O a  
- 7  

Z "  - -  Oz Oa Oz O<r 

4-s ' 

~/~- ~tant la quantit~ a /~ -  ba. 
Ces neuf quantit~s sont ~videmment ]es coefficients d'une substitution 

orthogonale, ou si l'on aime mieux, les neuf cosinus directeurs des ar~tes 
d'un tri~dre rectangulaire, ayant son origine en un point P de notre surface. 

La consideration de ce syst~me n'est pas nouvelle. On le trouve, 
dans sa forme la plus g~n~rale, dans l'ouvrage classique de M. DARBOUX 
(2 ~ partie, page 377). Mais nous donnerons une s4rie de consequences 
nouvelles de cette consideration. 
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L'ensemble des ar~tes des tri6dres donn6s par les neuf cosinus di- 
reeteurs (8), se divise cn trois congruences distinctes de droites, .ayant  
leurs points de d6i)art aux points P de la surface consid6r6e. Les deux 
premi6res de cos congruences de droites, poss6dant respectivemcnt les eosinus 
directeurs (X,  Y , Z )  et (X', Y', Z') sont form@s l'une par routes les tangentes 

un syst6me de lignes situdes sur cette surface, l 'autre par toutes los 
tangeT~tes all systdme de trajectoires orthogonales aux lignes du premier 
syst6me. La tr0isidme congruence est celle des normales k la surface. 

On peut donc concevoir trois repr~sentations sph6riques de notre 
surface, en regardant les quantit6s X ,  Y,  Z ou Ies autres X', Y', Z' ou 
enfin X", Y", Z" comme les coordonndes de l ' image du point corres- 
pondant de la surface sur une sph6re dont le rayon est l'unit6. 

Ce sera notre but le plus prochain de montrer combien les deux re- 
pr~!sentations ddtermindes respectivement par les coordonndes (X,  Y,  7.) 
et (X', Y', Z'), sont li6es intimement K la d6formation de cette surface. 

Cette liaison s 'exprime par les th6orbmes suivants: 

Supposant donndes les coordonndes X ,  Y, Z de l'im'lge du point 
/) de h~, surface en fonction des deux variables ind6pendantcs nou- 
velles u et v, les anciennes variables z et o" seront les fonetions de 
u et de v, qu'il  s 'agit de d6terminer. Soit le carr6 de l 'el6ment 
lin6aire de cette repr6sentation 

= dX" + d Y  2 4- d Z  2 --=- e,~ ~ht~ + 2e~dudv + e~dv '~, 

les e~k 6tant des fonctions eonnues de u et de v, je dis que la fonc- 
tion a ne sera autre chose que le premier param6tre diffdrentiel 
de la fonction z par rapport  k la forme diff6rentielle quadratique 
~, c'est bo dire 

= A ( z ) - -  
ell e22 - -  e'~2 

Quant k la fonction z elle-mSme, elle se d6terminera par uric 6qua- 
tion aux d6riv6es partielles du second ordre, qui exprimc l'6vanouisse- 
meat  d'un invariant differentiel par rapport "5, tq forme l~, et st 
compose de simplcs param6tres diff6rentiels. 

Cctte 6quation 6taut int6gr6e, l 'ensemble des surfaces applicables 
sur la surface donn6e se d6terminera par des quadratures. 
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d6montrer ees propositions, il ne nous reste qu'k ealeuler la 
au moyen des variables ind6pendantes z et a, et g former les 
en question. Les valeurs trouvdes demeureront les mdmes 

pour les  mdrnes fonetions et le mdme point de la sph6re X 2 +  y 2 + Z ~ =  I, 
quel que soit le syst6me des variables ind6pendantes dont on fait usage. 

Nous  ealeulons les d6rivdes des eoordonndes X ,  Y ,  Z bo l'aide des 
dquations (5) du chapitre pr6e6dent et en faisant usage des 6quatlons 

a'# I~lla# {~la# 
az = -  i gz + e ~ - - c , , X " ,  

a,, ~ ~ + 2 ~ c,,~X", 

et de leurs analogues qui se trouvent presque sous la m~ine forme dans 
le m6moire de GAuss. 

Ayant effectu6 le ealcul, on arrivera aux 6quations qui suivent: 

aX aX 
a-7---- X ' R  - -  X " Q ,  a,~ - -  X ' R  1 - -  X " O  

*o 1 , 

(9) aX' X " P ~  X R ,  aX' - -  X " P  ~ X R 1 ,  az aa -~  

aX" aX" 
a /  = X O  - -  X ' P ,  - -  X Q  1 - -  X ' P  1 

a a  

les quantit6s P,  Q,/ t  et P~, Q,, R 1 6taut donn6es par les formules suivantes: 

P = C X  ' P '  = ' 

Q = f i e ,  1 - -  b c , ~  Q1 - -  f l ' ' ' ~  - -  bt;2~ 

v X  ' 

I 
/~ = m - ; - ,  R~ := o. 

V6 

Les conditions d'int6grabilit6 des 6qu'ltions (9), 
prendront la forme: 

conditions bien commes~ 
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(IO) 

aP 
~a 

a? 
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aP, 
az 

a?, 
3a az 

I 

2 \/a ~ 

01 

P, 

PQ, - QPI. I 

Des dquations (9), nous tirons la forme .herch6e ~ du carr6 de l'616- 
ment lin6aire de la repr6sentation sph6rique: 

= d X  = + d Y  ~ + d Z  ~ + Q2)dz= 4-, 2QQ~dzd,r + I~1 a , 

et si nous formons le para, mdtrc diffdrentiel A(z )  par rapport ~ cette 
forme, nous aurons 'X l'instan~ 

(~ ~) ~ x ( ~ )  = ~,  

6quation par laquellc la premidre de nos propositions se trouve d6- 
montr6e. 

Formons encore le par'm~&re mixte des deux fonctions z et X, ce 
param6tre est, donn6 6videmment par la forInule 

,r( aX aX) 
A (z, x )  = ~ 07 ~ - -  0 7 ,  ~ �9 

A l'aide des 6quations (9), on trouve 

( , 2 )  

Ainsi on aura: 

# /--  ~(~, x) - - -  x v~.  

X' = A(z, x) 
Ca ' 

y, = A(z, Y) 
~lia ' 

Z' A(z ,Z)  
%a 

les deux dernidres &tuat, ions se d&nontrant comme la premi6re. 

* Fdz~ '+  2 P ' d z d a +  Gda 6~ant une forme rdduite, 

(12-' + (tf")(1;: ~ + 2 ( P P ,  "4- Q(,)I) (L':da + (P1 + Q~) *la~ 

e'est  5, dire d X " ' +  d Y " 2 +  dZ  ''~ le sera aussi. 
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Des 6quations (8), on tire aussit6t les suivantes 
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~ = a x  + bX',  
~z 

~ = ~,x + / ~ x '  ~a 

et quatre au~res analogues, se rapportant aux quanti t& ~ et r Sub- 
stituant ]es valeurs des quantit& X', Y', Z '  que nous venons de trouver, 
on est conduit aux trois 6quations 

(,s) 

= ' 

C A ( . )  J + fl . . . .  ~ . , ~a (z ) ) ,  

en utilisant l '~quation a = A ( z ) .  

Si l'on se souvient que les quatre quantit6s a, b, a , f l  sont des fonc- 
tions connues des  variables z e t a  ~ A(z) ,  on remarquera bien que les 
formules importantes (I3) donnent les valeurs des diff@entielles d~, d~, dC 
des coordonndes ~, ~y, C d'un point quelconque de la surface donn& sous 
une forme invariante,  e'est k dire que les valeurs de ces diff~rentielles 
restent les m4mes, quelles que soient les variables ind@endantes u et v 
dont on a fair usage. 

Ces diffdrentielles 6rant des fonctions lin6aires et homog~nes des 
diff6rentielles d u e t  dr, il semble que les 6quations (I3) exigent l'existenee 
de trois conditions d'int6grabilit6. Mais nous verrons tout de suite que 
ces trois conditions se r6duisent k une seule. 

L'dquation qui exprime cette seule condition, 6quation aux ddrivdes 
partielles k laquelle la fonction z sera assujettie, nous l 'appellerons notre 
~quation fondamentale. 

Pour &ablir cette 6quation nous 6viterons l a  vole directe un peu 
compliqu6e et nous proc6derons comme il suit. 
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En posant, pour abr6ger l'6criture 

~Z 
Z l  1 - -  

2Z 

Z l ~  - -  8 u a v  (7) (7) 
2Z 

Z~2 - - -  3V ~ 

(ik 'l 
les crochets \ h / d&mtant les symboles de M. CHRISTOF~'EL qui se rapportent 

k la forme e~du~n t- 2e:fludv-t-e2flv ~, symboles distlncts des crochets h 

appartenant k la forme Edz ~ + 2Ntzda + Gda ~, nous ealeulerons les trois 
param&res diff&entiels du second ordre qui suivent" 

A , ( z )  = e , , , , ,  - -  2 ~ , , , , ,  + ~,,,,, 
g l l e22  - -  ~12 

J(z) : 
au) z, , --2a-~avZ,,+ av z,, 

2 

gl I P'22 - -  elo 

2 e,l  e22 - -  e,~ 

dont le premier et le dernier co'incident avee le param~tre second de 
M. BELTRAMI et avec l'invnriant - - a ( z )  de M. DAlmoux. 

Faisant usage des variables ind6pendantes z et a, la forme 

e,~du 2 + 2e~fludv + e~2dv 2 

sera repr6sentde par l%quation suivante: 

dX2 + d y e +  dZ~ = (~ + Q'~)dz: --[- 2QQ~dzda + Q~da ~. 

En se servant des formules explicites des symboles [il:~ appartenant \ h /  
cettc forme, ainsi que des 6quations (lo), on trouvera facilement 
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(14-) ( I : )  ..~_ _ _  Q1.p.~/~, 

Comme on a pour les m6mes w~riables ind6pendantes 

(;') (7) (7) 
on saisit sans peine la validit6 des d6terminations: 

t q 
a A 2 ( z ) - - - J ( z )  = 2 a ~ '  

P, 
(I5) J ( z )  = - - r  

0(~) = _ 4 _ ~ L .  
2 Q~ 

Formons maintenant la condition d'intSgrabilit6 de l'5quation: 

d~ = (aX + bX')dz + (~X + ~X')d~ 

en faisant usage des 6quations (9). Cette condition 

~(aX + bX') _ ~(ax + ~X ) 
~a ~z 

se changera en: 

X(~ ~ 
0 ~ \~a ~z 

177 

) + x ' ?  b ~ ~-~ x"( b_P~ + ~Q-- 

Comme les quantit6s qui multiplient les cosinus X et X' s'6vanouissent 
en cons6quenee des 6quations (6), il ne restera que l'6quation: 

o = X " ( - - a O ~  + bP 1 + a Q - - b P ) .  

Les deux conditions analogues eonduisent k deux 6quations corres- 
A~ta mathemallva. 20. Imprim~ le 7 mars 1896. 28 
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pondantes, et on volt que les trois conditions d'int6grabilit6 mentionn6es 
n'exigent que l'4quation unique: 

( i  6 )  - -  + b P ,  + - -  = o .  

Cette 6quation, sans doute, se trouvera satisfaite par les valeurs donn6es 
dSj~ des quantit6s P ,  Q , / )1 ,  Q1" Mais il s'agit de faire entrer les va- 
riables indSpendantes u et v dans cette 5question. Divisant par Q1 (qui 

ne s'annule pas), et portant les valeurs des quotients Q P P~ tir6es des Q,'  Q, ' Q, 

6quations (15) dans l'6quation trouv6e, on aura l'dquation fondamentale 
sous sa forme invariante: 

(x7) aa 4- 2aaA~(z) b + 2a~/; J ( z ) -  2fl~//~f(z) = o, 

a d6signant A (z) et a ,  b, a , /~ les fonctions de z e t a  d6termin6es aupara- 
vant, oh on a remplac6 la variable a par A(z). 

Chaque fonction z des variables u et v satisfaisant k l%quation 
(17), rendra int6grables les diff6rentielles d~, d~], d~" des 6quations g6nf- 
rales (13). 

On peut donc 6noncer le thdorfme suivant: 

Etant donnfes trois fonctions $, 7/, r des deux variables in- 
ddpendantes z e t a  qui v6rifient l'dquation 

d$ 2 4- d~ 2 4- d$ 2 ----- .Edz 2 + 2Fdzda + Gda 2, 

dans laquelle E ,  F ,  G reprdsentent les coefficients d'une forme r3duite, 
si l'on congoit les trois fonctions X,  Y, Z ddfinies par les formules 
(8), comme des fonetions donn~es de deux nouvelles variables ind6- 
pendantes u et v, v6rifiant l'6quation 

d X~ 4- d Y  ~ -'l- dZ  ~ ~ ell du~ 4- 2el~dudv + e22 dr2, 

la fonction z consid6r6e eomme une fonction des variables u et v 
sera une int6grale de l'dquation (I 7) aux d6riv6es partielles du second 
ordre, (o 6tant A(z)): 

b + 
aa 4- 2aaA~(z) ~-aVa g ( z ) - -  2fl~/~O(z) ----- o. 
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Mais vice versa on aura encore ce second th6or6me: 

Etant donn6es trois fonctions X ,  Y, Z des deux variables u et 
v, v6rifiant les 6quations 

dX ~ + d Y  ~ + dZ ~ ~ elldU 2 + 2ea2dudv + e~dv ~, 

X ~ + Y~ + Z ~ = I, 

connait une int6grale z de l'6quation aux d6riv6es partielles si l'on 
du second ordre: 

~:, (~) - -  

~ =  • 

les trois diff6rentielles d4:, d~/, d~" 

r))d~ b 
~/A (~) / 

c~:= ( a Z -  b ~ ( z .  Z_)~dz 
q/x(~) / 

seront les diff6rentielles exactes 
riables u et v, (ou des variables 

a_(~,_x)~dzx (~), 
r 

+ 
~/A ~z) / 

+ ( a Z - -  f l&(z ,  Z)) 

de trois fonctions 4:, r/, ~" des va- 
z et a) v6rifiant l'6quation 

d4: ~ + d~ ~ + d~ ~ ~ Edz 2 + 2Fdzda + Gda:, 

dans laquelle E ,  F ,  G d6signent les coefficients d'une forme rgduite 
donn6e, a,  b, a , f l  d6signant les quatre fonctions aussi donn6es ap- 
partenant ~ cette forme. 

En combinant ces deux th6o%mes g6n6raux, on en conclura faeilement: 

Toutes les int~yrales rdelles de l'dquation fondamentale, form6e 
pour une surface r6elle donn6e, 6tant connues, toutes les surfaces rg- 
elles, applicables sur cette surface, s'en d6duisent par des quadratures. 

Toutes nos propositions sont donc d6montr6es. 
II sera souvent pr6f6rable de donner ~ notre second th6or~me une 

autre forme, oh n'intervieunent pas les trois quantit6s E ,  F ,  G. La voici. 
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Etant donn6es trois fonctions X ,  Y, Z des deux variables u, v, v6- 
rifiant les 6quations: 

X = + Y~ + Z ~ : I, 

d X  = + d Y  ~ + d Z  ~ = e, f l u  ~ + 2e,2d~tdv + e.~=dv ~ 

et quatre autres fonctions a, b, =,fl  des deux variables z et a, li&s par 
les deux relations: 

~z ~a 

(6) aft ab 

3, 

aa a,~ _{_ ~, = o, 

6t 
_ ~ O ~  %/a 

l'int6grale g6n6rale de l'6quation aux d6rivdes partielles du second ordre 

a~ + 2 ~ , ( z )  

signifiant le param6tre diff6rentiel A ( z ) ,  rendra diff6rentielles totales 

exactes les expressimJs: 

etc., et d.onnera done par des quadratures routes les surfaces dont l'61&nent 
lin6aire ds ~ comporte la forme: 

ds ~ = (,~ + b~)dz "~ + 2 (.~ + bfl)&d~ + (~' + f l : ) J .  

III. 

Etudions encore la secoride repr&entati,m de la surface (tonnde obtenue 
l'aide des cosinus X', Y', Z' au lieu de X ,  Y, Z. 

En r6p6tant les calculs que nous venons de ddvelopper, on concoit 
qussitbt, qu'il ne s'agit que d'un changement des lettres a , b ,  a ,  ft. 

Pour avoir lcs dquaiions appartenant g cette reprdsentation, il filut 
remplacer les lettres a , b ,  a , f l  pal-les lettres b , - - a , f l , - - a .  
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Ce changement n'apportc aucune modification dans les 6quations (5) 
et (6) du chapitre I. 

Sui)posons maintenant  les quantit6s X' ,  Y' ,  Z '  donndes eil function 
des deux nouvelles variables ind6pendantes u' et v', on aura pour l'616- 
ment lin6aire de cette seconde repr6scntation l '6quation: 

(~' ---- (tX ''2 + d Y  '~ + dZ  '~ ----- e~du '~ -{- 2e~.,da'dv' -F e~..dv'"-. 

L'~quation fondamentale ~ laquellc satisfera la i'onction z des va- 
riables u', v' prendm la forme 

(I7') b'a' -k- 2fl 'a 'A;(z)-}-  ~ ' - -  2fl" ~/d j , ( z  ) + 2a' ~/-~O'(z) = o, 

~ '  = ~ = A ' ( z ) ,  

les accents indiquant  qu'il s'agit des variables u' et v', et que les in- 
variants se rapportent  k la forme e~du '2 "k- 2e~.du'dv' + e'~dv '2. 

Au lieu des 6quations (I2) obtenues pr6e6demment 

(i 2) x '  - A ( ~ ,  X) ~,  _ A(~, Y) Z' - -  •  Z) 
~iA(z) ' --  - - ~ A ( z )  ' qA(z)  

qui ne donnent que deux 6quations inddpe'ndantes, on trouverait  les trois autres 

(12') X - -  A ' ( z ,  x )  y A ( z ,  Y )  Z - -  A ' ( z ,  z )  

v'A'(~) ~/A'(z) ~/~(~) 

aussi 6quivalentes k deux 6quations ind6pendantes. 
En eoneevant toujours les quantit6s X ,  Y, Z comme des functions 

donnbes des w~riables u et v, les quantit6s X',  Y', Z '  comme donr162 par 
les variables u' et v', les 6quations (~2) et (~2') entrainer~t quatre 6qua- 

Oz Oz ~z 3z et, u'~ V'~ ~ . tions ind6pendantes l iant les hui~ valeurs u ,  v ,  ~,z' ~v ~ ~v' 

Si la fonction z e s t  eonsid~r6e eomme une fonetion connue des va- 
riables u et v, on peut tirer de ces qua t re  6quations, non seulement 

les variables u', v' en fonction des u ,  v, mais aussi le,~ ddriv6es ~z ~z 
~,' ~ ~v' 

en fonction des m6mes variables. 

On peut donc regarder ces quatre 6quations comme d~finissant une 
transformation de l%quation fondamentale (17) dans l 'autre (I7'), et aussi 
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l'une de ces deux dquations comme la transform6e de l'autrc h. l'aide des 
dquations (xe) et (,2'). 

On aurait trouvd directement l'dquation (t7') cn rempla(;~mt la fonc- 
t 

tion ~ du premier chapitre par la fonction ~ q-~,'r. Choisissant une con- 

i 
stante arbitraire au lieu de ~zc, l'6quation fondamentale (I 7) prendrait 

une forme un peu plus g6n6rale que celle de l%quation (I7'). Mais 
cette nouvelle 6quation elle-m6me n'est qu'une transform6e de l'6quation 
(I7), au moyen d'un syst6me d'6quations analogue au syst6mc des 6qua- 
tions (I2) et (t2'), qu'on forme sans peine. 

Nous n'insisterons pas ici sur ces transformations, utiles dank certaines 
recherches g6om6triques, en nous contentant des remarques suivantes: 

Les 6quations (~7) et (I7'), l'une 6tant la transform6e de l'autre 
l'aide des 6quations (I2) et (I2'), admettent ~ la fois des int6grales inter- 
mddiaires du premier ordre, ou aucune des deux 6quations l:cn admet. 
En effet, si l'6quation (I7) est une cons6quence imm6diate d'une 6quation 
de la forme 

F (  az az ) Z~ ; Y ~ a~t ' a v '  Z ~ C oDs t ,  

l'~quation (t7') sera la eonsdquence immddiate de l'6quation 

( az az ) 
F '  u ' ,  v'~ art '  ' at" ~ ~ ~ c o D s t .  

az az d6- tit& de la pr6c6dente, en y substituant les valeurs des u,v,>t,a,: 
duites des 6quations (i2) et (I2'). 

Donc les conditions n6cessaires et suffisantes pour l'existence d'unc 
int6grale interm6diaire du premier ordre de l'6quation (17), co'incident 
avec les conditions pour l'existence d'une telle int6grale de l'dquation 
(t7'), ct vice versa. 
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IV .  
Portant les valeurs des invariants A2(z),  J(z) et O(z), donn6es au- 

paravant, dans l'~quation (I7), cette 6quation prendra la forme des 6qua- 
tions aux d6riv6es partielles du second ordre 6tudi6es par AMrkI~E. 

Nous suppo~ons, sans alt6rer la g6ndralit$, que la quantit6 f l n e  
s'6vanouit pas identiquement. Car t8 s'6vanouissant, on peut 6tudier 
l'6quation correspondante (17') dans laquelle ~ a  prend la place de /9. 
Mais a ne s'annule pas en m6me temps que fl, aut rement  la quantit6 
E G - - F ~ =  (a~8~ba) 2 s'annulerait. Donc, le facteur de l'invariant O(z) 
pour l'une des deux 6quations fondamentales (~ 7) ou (I 7') ne s'annule pas. 

Soit l'6quation (I7) cette 6quation. 
Multipliant l'6quation (I 7) par 

2 elle22 - -  e~2 

apr6s avoir substitu6 les valeurs des invariants A~(z), J(z) et O(z), on 
voit facilement qa'on peut mettre l'6quation trouv6e sous la forme 

~z 2 ~z ~z ~z]2  

2B , ~ O; --]-C 

2, p ,  e d6signant les quantit6s 

b + (B) P = ' 

e ~--- en e2~-- e~2. 

L'6quation (A)es t  identique k notre 6quation fondamentale (~ 7), mais 
sa forme se prate mieux ~ des reeherehes ult@ieures. Pour ne pas 
faeiguer, nous mentionnerons seuIement le fait que les 6quations diff6- 
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rentielles des caract&istiques de cette 6quation aux d6riv6es partielles, 
coincident avec les 6quations diff6rcntielles des lignes asymptotiques de la 

surface donn6e. La belle remarque de M. DARBOUX subsiste done pour 
nos 6quations. On d6montre facilement cette proposition en util isant 

l ' invarianee de l '6quation (A) et l ' invariance des forints quadratiques qui 

s 'annulent  pour les caract6ristiques. 
L'6quation (A) se simplifie beaucoup en employant  au lieu des deux 

variables ind6pendantes u ,  v quelconques, les dcux variables x et y,  

bien souvent  utilis6es, qui donnent a u c'~rr6 de l'616mcnt de la sph6re 

X = +  Y ~ +  Z 2 =  I, la forme: 

4dxdy 
<IX~ + dY'2 + dZ~ = (I + x~)'" 

Pour  ees variables on aura:  

X - -  x T y  
I + x g  i I + z!! ' 

Z - -  i - - m y  
i + ,'~y 

et de plus 

2 
el~ - -  (I +zy)~'  - - 4  

(i + 

2y 
zll ----- r q I + zy p '  

Z12 ~ 8) 

2 z  
z,, = t + I + ar q'  

en se servant des notations de Mo~oE pour les premieres et les secondes 

d6riv6es de la fonction z, on aura  encore 

. = A ( z )  = ( ,  + x y ) ' p q .  

Portant  ees valeurs dans l 'dquation (A), elle s'4erit 

2v p ~\ [ t 
I + xy q - -  s, (I + x?t)" t~ 

4 ab - -  fla 
2fi 
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Si l'on pose, pour abr6ger, 

(c) w'  I X . z : ,  = .  , 

eette 6quation urendra rautre forme 

2y 2z 

s - - 2 ( i  + ~y)" ppg s - -  2 (i + zy), i~ ~ 0 .  

Finalement, adoptant les notations: 

(r)) r = m + 2 ( ~ + W i ) ,  

r. = p a  + 2 (,~ - -  Wi)  

on obtient notre gquation fondamentale sous la forme suivante: 

(A') r + i  +z----~p--pp ~ t +  i +z-~y q 

r v. 

qui sera la base des recherches du chapitre prochain. 
Nous nous posons la question: 

quelles sont les conditions, n6cessaires et suffisantes, pour que cette 
6quation (A') devienne int6grable par la m6thode d'AMr/~a~, c'est ~ dire 
qu'elle admette deux int6grales interm6diaires g6n6rales du premier 
ordre? 

Cette question 6tant pos6e, nous allons en donner la solution compl6te. 

~D 

Ne voulant pas entrer dans les d6tails de la th6orie des caract6ri- 
stiques, donn6e par MONGE et AMr/~RE, nous mettrons en trite de nos 
d6veloppements la proposition suivante: 

Acf~ ~ .  20. Imprim~ le 7 mar~ 1896, 24 
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Etant  donnde une 6quation aux ddrivdes 
ordre de la forme suivante: 

partielles du second 

( , . - -  A , , ) ( t -  a , , )  - -  ( s -  a , 2 ) ( s -  ~,~) = o 

les lettres A~ d6signartt des fonctions donndes des einq variables x , y , z ,  
p ,q ,  et s'il existe une fonction 9' de ces variables, satisfaisant k la 
lois aux deux dquati,)ns lin6aires suivantes: 

(a) 

o~ 8~ a~ a~ 

ou aux deux autres: 

(b) 9-; + PV~ + All ~ + A,1 aq = o, 

la fonction ~ 6gal6e ~ une constante arbitraire, donnera une int6grale du 
premier ordre de cette 6quation aux d6rivdes partielles du second ordre. 

En effet de l '6quation ~ -  C = o on tire en d6rivant: 

a~ a~ 9r 9r 
+ P~Z-z + r~pp + s T = O, 

ay -i- q ~z 2r- s ~2 -]- t ~----  o. 

En retranchant les 6quations (a) de ces derni6res on aura: 

~--~ (s - -  A,1) + ~ (t - -  A . )  = o, ~v Vq 

v~ a_99 et comme ~p et aft ne s 'annulent  pas identiquement ensemble, l '6quation 

aux d6rivdes partielles du second ordre 

(P) ( r -  A , t ) ( t -  Ass ) - -  ( s -  A~,)(s - -  A , , )  = o. 

sera une cons6quence imm6diate des 6quations (a). 
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On trouverait  le m6me r6sultat en supposant satisfaites lea 6quations 
(b) par la fonction 9,. 

La recherche des conditions sous leaquelles l '6quation (P) admet des 
int6grales interm6diaires premieres se r6duit donc ~ la recherche des con- 
ditions sous lesquelles les deux 6quations (a) ou les deux autres (b), ad- 
mettent  des solutions communes. 

Comme il ne s'agit ici que de notre 6quation (A'), qui a la forme 
en question, nous 6crivons les deux syst6mes d'6quations ( a ) e t  (b), se 
rapportant  ~ cette 6quation (A'), en les d6signant par (a') et (b'). 

On a 

(a') 
p' 

o = ~y-- + q~ - /+  'dPqa-p~ + q' ~ + ~y/a-~ 

= 

= 

et 

( b ' )  

- -  - -  -4- v / Vq 

- -  

- -  e ' ( 9 , )  

Je dis clue l'existence d'une fonction 9 , ( x , y ,  z , p ,  q) satisfaisant ~ la 
fois aux deux ~quations (a'), amine  n6cessairement l'existence d'une autre 
fonction 9~,(x, y ,  z , p ,  fl) aatisfaisant aux deux 6quations (b'). 

En effet, lea 6quations (a') ~tant v6rifi6es identiquement par la fonc- 
tion 9,, il sera indiff6rent de quelles lettres on d6signe les cinq variables 
qui entrent dana cette 6quation. En permutant  donc les lettres is et q 
et les lettres x et y, laissant z ~ sa place, et d6signant encore par 9', 
la fonction d6duite de 9, pur cette permutation, les 6quations (a') restent 
v6rifi6es. Mais comme nous n'avons pas chang6 ni la variable z ni la 
variable a---=-(i + xy)2pq par cette permutation, les fonctions p ,  r ,  r,, 
qui ne d6pendent que de z et a, resteront les m~mes, et on sera conduit 
au syst~me (b ' ) fo rm6  par rapport  ~ la fonction 9,,. 

Ainsi si l '6quation (A') admet une int6grale du premier ordre 
9, -~ 9,(x, y ,  z, p ,  q), elle admettra aussi l ' int6grate 9,  -~ 9,(Y, x ,  z, q ,p) .  
Le cas 9-----9, ne peut pas sepr6senter,  sans que r ~  r ,  ou W-----o. 
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Mais ayant 6gard k l 'tquation (C) du chapitre IV on reconnait que l'hy- 
pothSse W = o est exclue de nos recherches. 

I1 ne nous reste plus qu's 6tudier les conditions sous lesquelles le 
systdme (a) admet des fonctions ~ vtrifiant k la lois les deux 6quations 
de ce systSme. 

Dans ce but, nous formons, en suivant les mtthodes de BOUR et 
JAcom, l 'tquation: 

~ ( ~ ( r  e(~(~))  = o, 

6quation lintaire et homog~ne par rapporl aux d6riv6es de la fonction 9~. 
Nous jugeons superflu d'tcrire ici le ealcul fatigant et prolixe, et 

nous nous bornerons ~ donner des indications rapides. 
Les quantitts P et Q 6tant dtfinies par les 6quations suivantes: 

0W' 
P =  0a 

Q 

on arrive ~ l 'tquation: 

/~ Oa 

b ) b o w +  W G - - p  +L-w 
Oz 

(~) ~(~(r162162 2w~--(O+ p~) p--(q--P~)~q=o. 

Utilisant pour les dtrivations qui figurent dans les expressions des quan- 
tit~s 19 et Q, la formule (C) (chapitre IV) 

W ~ = ~/zX - 

et les 6quations (5) (chapitre I) on trouvera aussi: 

(,8) 
p =  w '  0a 

' w oXog)x 
~ log ~ ]  

~ J" 
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Etudions en premier lieu le cas darts lequel l'6quation 

2 ( ~ ( ~ ) )  ~(2(~)) = o 

se trouve vdrifi6e identiquement, c'est h dire par une fonction ~ quelconque. 
Les 6quations 9J(gv ) = o, @ ( g ) =  o seront des 6quations Jacobiennes. 

Comme W ne s'6vanouit pas, l'6quation (B) ne sera satisfaite pour 
une fonction quelconque que sous les conditions: 

(I9) = o, V_ k= 2l, 

l d6signant une eonstante arbitraire, mais diff6rente de z6ro. 
La premi@e de ees 6quations exige que les fonetions W ,  p ,  r ,  r. 

ne contiennent pas la variable z. 

a b a dont d6pendent ces fonctions, I1 faut done que les quotients ~ , # , #  

ne contiennent pas la variable z. 
Mais sous eette supposition les 6quations (6)(ehapitre I )exigent  pour 

les quantit6s a ,  b,  a ,  f l l e s  formes suivantes: 

a = a'e'% b =b'e '% a = a'e'% fl .= fl'e ''~ 

les a', b', a', f f  d6signant des fonctions de la seule variable a, n &ant une 
constante arbitraire. 

La seconde de ces &luations exige que n soit 6gale ~ z6ro. 
Les fonetions a , b ,  r fl &ant maintenant des fonctions de la seule 

variable a, les 6quations (6) donnent les relations: 

~a fl ~b a 

desquelles on tire 

ou, en ayant 6gard ~ nos 6quations (i9) 

DE s I 

= 1 e t :  E G  ~ = -~.,, 

m ddsignant une eonstante arbitraire nouvelle. 
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Le carr6 de l'616ment lin6alre de la surface correspondant ~ ces 
valeurs de a ,  b ,  a et fl sera donc: 

ds 2 = Edz  2 + 2Fdzdr  + Gd~ ~ E dz + d .B 

I ada' 
a--l m dr~ + 4l a - -  m 

F 
dr = dz + ~ da = dz + f ( r  

si on a pos6 

do .~ 

Introduisant une nouvelle variable t par la substitution 

on trouve pour l'616ment lin6aire ds la forme finale: 

ds ~ --_- t~dr , + (lt ~ + m)dt  ~. 

Ainsi les 6quations 2(9')-----o, ~ ( ~ ) =  o ne seront des 6quations 
Jacobiennes, que pour une surface admettant l'61dment lin6aire donnd 
par l'dquation (20). Dans ce cas, ces 6quations poss~deront deux intdgrales 
communes 9~ ct ~' et les 6quations 9/'(9) ----- o et ~ ' ( ~ ) ~  o admettront 
les int6grales ~, et 9~,, et on formera sans peine l'intdgrale g6ndrale de 
l'6quation fondamentale (A'). 

Etudions le second cas, qui se pr6sentera si l'6quation 

n'est pas v6rifide par une fonction ~ quelconque. 
L'dquation (B) divis6e par - - 2  W prendra la for,he: 

~ Q +  Pia9 Q - -  P iay  + P + q --- ~ 

ou la forme 6quivalente 

~ O  
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j l~ 47' 

2 ~a 

/ ,  

Remplaqant ~/~ par sa valeur tir~e de l'6quation (t) du premier chapitre 
on aura aussi 

(~) 
S ~ _I W a Iog K a ' .  

2 ~a 

Eliminons des 6quations 9 . I (~)= o, ~ ( ~ ) =  o au moyen de l'6qua- 

tion (21) la d6riv6e ~-s la fonction ~ doit v~rifier ~ la lois les trois 
~z 

6quations lin6aires suivantes, dans 
R + S i =  U e t  R - - S i =  U. 

o = A ( ~ ) =  

lesquelles on a pos6 pour abrSger 

, + ~yPJ Vp + pq 7, + v, vq' 

o ---- B(•) -~ ay -t-Pq ~ + ~ + U . ) -  2. 7~r 

o = c(~)  = - -  + gPVp + U.q~  

Pour que ces trois 6quations admettent deux int~grales communes, il sera 
n6cessaire et suffisant que les deux conditions 

C ( A ( ~ ) ) -  A(C(~)) = o et C ( B ( ~ ) ) -  B(C(~)) = o 

soient v6rifi6es idenfiquement, c'est k dire pour une fonction ~ quelconque. 
(IMSCU~,S~TZKI, Etude sur les mdthodes d'intggration etc, w lO6 etc.) Ces 
deux conditions constituent deux 6quations lin6aires et homog~nes entre 

lea d6riv6es ~ v~ vP , vq, et comme elles doivent 6tre identiques, elles donnent 

naissance ~ quatre 6quations qui expriment l'dvanouissement des quatre 
coefficients de ces 6quations lin6aires. 
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n ne vaut pai la peine d'6crire ici ces calculs plus fatigants que 
difficiles et qui peuvent 6tre abr6gds par des artifices faciles. 

On arrive d'abord K eette forme des 6quations cherch6es: 

i) a2 w a s  2I~ WS a,1 
4R  ~ 4 ~aa - -  2 --a ~ 2- a 2 as-- = o, 

aW haS WI~ $2 2aW aS 
2) 4 R  a - - - d ~  2-za--d~ 2 t l S ~  o -4 2 a a az "4 2--=as o, 

b b a 
b all Rb WS ~ at~ 3) - - 2 / ~ + 2 ~ + 2 R ' + ~ - - ~ -  . +-----2--=o,~.  as 

aW aR Sb WR 2 a W  
4) 4 R - ~ - ~  4W~- d + 2 R S  2 ----- o, a/~ a a az 

2, W, R ,  S 6tant donn6es par les 6quafions (B), (C) du ehapitre IV et 
les 6quations (22). 

Si l'on ne se rebute pas de la complication apparente de ces ~qua- 
tions, au moment oh le calcul exige violemment son droit, en substituant 
les valeurs et utilisant toujours les 6quations (5) (chapitre I), on mettrra 
les 6quations I), 2), 3), 4) sous l 'autre forme: 

i) 

2) 

= log K, 

3 (a:'~ ' 

b( 3 (ar ) 3,r162 
,~ r - - -4  \~a] + 4 K G  + r 4as aa + 4 K F  = o, 

3) b ' (  3 (a_~_r ' ) b (  3 ~r ~r + 4 K F )  

3 (ar ~ 
+ r --74 \ ~ z /  + 4 K E  .~. o, 

4) - ~  r  --;, ,,~/ + 4Kg + r 3 ar ar 
4 az aa + 4 K F  = o, 

les r signifiant les abr6viations adopt6es au chapitrc II page I76. 
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Ainsi nos quatre conditions se r6duisent aux trois suivantes: 

3 (vr + 4 K E =  o, 

3 ~r ~r ~. 4 K F  = o, 

" 

0.,~ _ _  3 \~'~/ + 4 K G  = o, 

ou encore, si on introduit  la variable ~q = , s 6tant une eonstante, 

on trouve les 6quations bien simples, derites sans abr6viations: 

az' i I~z e ~ - - 3 e ~ 5 - ~ E = ~  

~a' ~ z ~  2 ~ ~ 3 e 0 - ~ G - - - ~  

~ 

De ces trois 6quations la premiere est, en g6n~ral, une consdquence des 
deux autres, ou la dernibre une eons6quence des deux premi6res. (Dd- 
rivant, par exemple la premi6re par rapport ~ la variable a, la seconde 
par rapport  k z, et retranehant, on trouvera la derni6re, except6 d'ms le 

Ainsi nos conditions chereh6es se r6duisent en v6rit6 K deux. 

Les dquations (t~) sont 6videmment invariantes pour une substitution 
qui change la forme .quadratique 

dans l 'autre 

E d z  2 A- 2Fdzdtr  -'k Gda ~ 

~dP 2 -I- 2gdpclq 2 c ~d(l 2, 

p et q d6signant deux variables nouvelles. Done les 6quations (O) ne 
Aeta mathematica. 20. Imprtm6 le 9 mars 1896. ~5 
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perd~nt pas leur validitd, quand on suppose l'~l&nent de la surface donnSe 
connu sous une forme quelconque, au lieu de partir de la forme pri- 
mitive r~duite. 

En utilisant cette propri~td, on verra sans peine que les ~quations 
(~} exigent que r616ment lindaire de la surface donn6e soit l'616ment 
d'une surface de rdvolution. En effet, prenant au lieu de l 'une des va- 

3 

riables p et q la quantit6 ~-----(~)-4-~ ou une fonction convenable de cette 

quantit6, et pour l'autre le paramgtre ttes lignes coupant orthogonalement 
les lignes ~-~-const., on trouvera F =  o et pour E et G des fonc- 
tions de la seule quantit6 ,9. 

En effectuant le ealcul indiqu~, on verr', que le carr6 de l'dldment 
lin~aire d'une surface assujettie aux 6quations (9} sera de la forme: 

E d z  2 A- : F d z d a  -4- Gd~ ~ = t2d 'r2 "4- (It 2 "4- m)d t  ~, 

l et m ddsigant deux eonstantes arbitraires, (1 diff6rente de zdro). On 
prouvera aussi facilement que cette forme est la seule compatible avec 

les 6quations invariantes (~). 
Cette forme est la mdme que celle que nous avons rencontr6e au- 

paravant. 

Ainsi l 'dquation fondamentale  (I7) n'admet deux int6grales inter- 
m6diaires g6ndrales du premier ordre que dana le Cas off le carr6 
de l'dl6ment lin6aire de la surface propos6e peut dtre transformde 
dans la forme: 

ds 2 ~- t~dr ~ d- (It ~ d- m)d t  2, 

et vice versa: 
Toutes les surfaces admettant le carr6 de l'616ment lin~aire: 

ds 2 ~ t~dr ~ + (It "s + m)d t  2 

conduisent k une g~quation fondamenla le  (i 7) int6grablc par la m6thode 
d'AMP~RE. 

A l'aide des ~quations invariantes (~9), on rcconnait aussitSt si l'~ld- 
ment lindaire d'une surface donnde se transformera dans ]a forme ell 
question ou non. 
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Les fonctions a ,  b, a ,  fl de z et de a de toute ~quation fondamentale 
int~grable par la mdthode d'Amp~re seront donc tir~es d'une forme r4duite 
quelconque Edz ~ -t- 2Fdzda + Gda ~, d6duite de la forme t~dr 2 + (It ~ + m)dt 2 
par un changement quelconque des variables. 

Il suffira d'avoir int~gr@ une seule de ces @quations fondamentales, qui 
forment un groupe infini, pour trouver routes les surfaces admettant pour 
le carr6 de l'~lement lin6aire la forme t2dr~-I-(lt~+ m)dt 2, et on choisira 
une des plus simples pour  cette int6gration. L'int6gration effectu6e, on 
connaitra, en cons@qucnce des th@or6mes dorm,s auparavant, les int6grales 
g6n6rales de chaque 5quation appartenant k ce groupe infini. 

Mais nous ne donnerons pax ici un tel exemple, qui n'exige qu'un 
calcul facile, parce que routes les surfaces qui admettent l'61@ment lin6aire 
en question sont donndes d~j~ sous la forme la plus ~16gante dans l'ouvrage 
classique de M. DARBOUX (IIP partie, page 369 etc.). 

Donc l'int6gration de toutes les 6quations fondamentales de notre 
th6orie int~grables par la mdthode des caractdristiques est achev6e, la g6o- 
mdtrie ayant dcvanc6 l'analyse. 

Ndanmoins nos dquations fondamentales int6grables par la m6thode 
d'AMp~RE donnent ~ l'enseignement une s6rie illimit6e d'exemples, plus 
ou moins compliqu~s, d'~quations aux d(iriv(~es partielles du second ordre, 
permettant de mener k bor~ne fin les diffSrents calculs qu'exige 1'integration 
par la m~thode des caractdristiques. Et ces exemples sont bien rares 
en ce moment. 

V I .  
En cherchant d'autres formes de l'dquation fondamentale de notre 

th6orie, rendant possible /'integration par des m@thode s r6guli~res con- 
hues, on est conduit ~ diseuter celles de ces ~quations qui sont lin~aires 
par rapport aux d~riv~es secondes de z, et ne contiennent pas les d@- 
rivdes premiSres. 

Elles se prdsentent en supposant: 
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Les 6quations auxquelles sont assujetties ees quatre quantitfs 

a a  ~ a  

af t  ab  a 
= = O  

sont vdrifides, et l'6quation fondamentale (i 7) prendra la forme bien simple 

A (z) - -  

L'intdgration de eette 6quation donners toates  les surfaces admettant 
pour le carr6 de l'616ment lin6aire la forme: 

_ ( (l~" -}- (lr, ~ q-  ,,,~'*~ = (da  ~ 2 f ( z ) d z )  '~ n t- 4 a t z  . 

Faisant usage des variables x et y d6jk employdes, l'6quation fonda- 
mentale sera: 

a"-z f ( z )  
(23) ~,a!/ ([ + . : 0  ~ 

Choisissqnt pour f ( z )  la fimetaion lindaire et homog6ne f l ( z  ~ i ~ ) z ,  

/9 d~signant une eonstante arbitraire, on aura pour notre 6quation fonda- 
mentale la suivante: 

aza,~ ~- (i + zy)  ' z  

qui co~nci,le 6videmment qvec une 6quation dejk bien 6tudi6e. 
On petit done appliquer routes les belles proI)ositions donn6es par 

3I. DA~/BOUX sur eette 6quation k la th6orie de la ddformation, et d6- 
terminer routes les surfaces admettant un 616ment lindaire compati!Jle avee 
cette dquation. 

On retrouvera leg r6sultats donn6s par MM. BAROSI, GOUUSaT et 
par moi. 

Si Yon suppose f ( z )  = e" + 2 l'6quation (23) donne pour l'6qu'ttion 

fondamentale 
a~z e ~ + 2 

a~--~ = (, + zy)"  
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et en tenant compte de l'identit6 

i . I  2 
a'Iog I + x y [  

azay = ~ 2 (t + xy)' ' 

on trouvera l '6quation 6quivalente g la premi6re: 

a =log [i t ~* " e * - g <~)'] 
a~a, - [ ( ,  + . , ) : ] '  

dont l 'int6grale g6ndrale a 6t6 donn6e par LIOUVlLr, E. 
Toutes les surfaces, applieables l 'une sur l'autre, dont l'616ment lindaire 

correspond '5, eette 6quation, ont 6t6 signaldes par moi. 
De In ,me l'6quation aux d6riv6es pnrtielles du seeond ordre, donnde 

par moi: 

av ~a'~ + (p + , )  aT- + pp' ~ '  

( C o m p t e s  r e n d u s  du 23 mars I89I)  6quation dont ees r6sultats d6eoulent, 
n'est qu 'un cas partieulier de notre 6quation fondamentale. 

En effet, adoptant les valeurs 

a 9 a=9 a = a=---~'~ 2 - - ,  ~ - -  , 
~z ~ aa  azaa 

_ ~ 
b = - -  2 , / a ~ " ,  fl  = _ _  2 V a agi, 

off ~ d&igne une fonction donn~e quelconque des variables z et a, on 
trouvera que les deux 6quations (6) sont v6rifi&s, ainsi que la relation 

b +  2~ ~/:, - -  o. 

Formant  l'~quation fondamentale (I 7) eorrespondant k ees valeurs, on trouve" 

a~9 a~ a'~, A=(Z) n t- 4 a 'ge(z)  ~Z ~ ~ O.  
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Si t)n fair la substitution 

Julius Weingarteu. 

cette 6quation deviendra: 

~p--~ :p) ~-~,/-]- (6(p) -{- pA2(p) -f 1' ) ~  = o. 

En concevant p eomine la normale abaiss~e de l'originc des coordonndes 
x ,  y ,  z sur le plan tangent au point ( x , y , z )  d'une surface quelconque, 
les rayons de courburc principaux k ce point sont donnSs, eomme on 
salt, par les formulcs: 

? + :,' = ,x~(p) + 2p, ?:," = o(~,) + p,x~(?) + l : ,  

clans lesquelles les invariants A=(p) et #(p) sc rapportcnt ~ l'6tdment 
lin6aire de la reprdsentation sph6rique de l~r surface it: l"dde des normalcs 
en chaque point. 

En substituant, on reconnaitra l'6quivalenee de l'dquation fonda- 
mentale correspondant aux valeurs particuli6res de a ,  b, a ,  fl, et de 
l'6quation 

~ :  + (? + ? ) ~ + H, ~ = o .  

Ainsi les propositions que j'ai at/ach6cs k eette ~quation dans lcs 
C ompte s  r e n d u s  du 1 3 mars I893 se trouvent v~rifi~es par notre 
analyse. 

Nous n'avons pas r~ussi jusqu'k ce moment a tirer de nos ~qua- 
tions fond'amentales un eas essentiellement nouveau, permettant de d~- 
terminer routes les surfaces applicables l'une sur Fautre, qui admettent un 
certain 61(iment lin(~aire donn~ k l'avance. N'ayant cn vue que la thSorie 
gdn~rale de la d6formation, nous ne d6velopperons pas ici Its r~sultats 
particuliers qu'on peut tirer de notre th6oric, et nous terminerons cette 
(!rude par quelques remarques, concernant l'Squation aux ddrivdes par- 
tielles du second ordre k ]aquelle satisfont los trois coordonn6es 5, r], ~" 
d'une surface, admcttant le carr~ de l'61dment lin6airc 

ds ~ = Edp 2 q- zFdpdq q- Gdq:. 

i BIA~0H b Lezioni di Geometria Differential% p. 137. 
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II est bien facile d'6tablir cette 6quation k l'aide de nos ddveloppements. 
En effet les 6quations du chapitre II 

~ - -  aX  + b X "  o~ = a X  + f iX '  
~ z  ~ a  

donnent, en d6rivant p. e. la premi6re par rapport k z, 

et si on utilise les 6quatioos (5) qins: que les 6quations (8) et (9) du 
m6me chapitrc, on aura la premi@e des dquations connues suivantes, les 
deux autres se trouvant par un calcul semblable" 

Faisant usage encore des 6quations connues 

K ~ Cil ~22 - -  ~2 

E G - - F  ' 
x , , 2  , (r 

e~ employant pour abr6ger les notations :::, ~::2, $22, on &ablira l%qua- 
tion, ~ laquelle satisfait la coordonn6e ~, sous sa forme connue invariante 

E G  - -  F t 

C'est cette ~quation, qui, K &ant suppos6 diff~ren~ de z6ro, n'admet pas 
pour aucun 616ment lin6aire, des int6grales interm6diaires du premier 
ordre, et ne permet pas l'int6gration par une m&hode r6guli6re connue. 

Mais notre anulyse a mis en 6vidence pour la premi6re fois ce fait 
bien digne de recherches ult6rieures, qu'une 6quation aux d6riv6es par- 
tielles du second ordre, qui r&iste ~ l'int6gration par les m&hodes r& 
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gulaires connues, peut ~trc r~duite k une autre ~quation 'rex d~riv~es 
partielle~ du m6me ordre, qui ne se montre pas si rebelle. 

Ayant  trouv5 l 'intSgrale g~n~ralc de cette 5quation r~solvante, on 
aura l'int~gr:tle de Ia propos~e par une quadrature contenant les fonc- 
tions arbitraires sous le signe d'int~gration. 


