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THEORIE DES EQUATIONS REPRESENTABLES
PAR TROIS SYSTEMES LINEAIRES DE POINTS COTES

PAR

MAURICE p’OCAGNE

4 PARIS.

Préambule.

1. Supposons qu'une équation donnée entre a, , a, et a, puisse se
mettre sous la forme

(E) fo(2)  @a(ay) ¢2<“2)

Elle exprime que les points définis en coordonnées homogénes re-
spectivement par

(a,) & = f,(a), ¥ = ¢y (a), t = 5[’1(0‘1)7
(?‘2) & = f,(a,), Y = ¢y(a,), t = ¢2(a2))
(a,) T = fy(ay), ¥ = ¢y(ay), t = 5[’3(“3)’

sont en ligne droite. Si donc, dans les trois systémes de formules précé-
dents, nous faisons varier respectivement a, , @, et a, en ayant soin d’in-
scrire & coté de chaque point obtenu la valeur du paramétre correspon-
dant, nous n'aurons qu'a couper les trois systémes de points cOtés ainsi
construits par wume droite quelconque pour obtenir un systéme de valeurs de
a5 o, € a, satisfaisant @ Uéquation donnée.
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Les points cotés correspondant & chaque paramétre sont distribués
sur une courbe qui en est dite le support.

2. Si fi(a), ¢.(a), ¢(a) sont des fonctions linéaires d'une méme
fonction #;(«), le systéme (x) a pour support une ligne droite sur la-
quelle il constitue une sorte de graduation. Lorsque la fonction #; change,
cette ligne droite reste la méme; seule la graduation se modifie. Le cas
le plus simple est celui ou la fonction 6,(a) se réduit & a; le systéme
de points cotés (a,) est alors dit lindaire.

Le probléme se pose d'abord de reconnaitre quelles sont les équa-
tions représentables par trois systémes linéaires de points cotés et de
déterminer pour une telle équation les fonctions 7;, ¢, ¢, (i = 1, 2, 3)
correspondantes. C’est ’objet de la premiére partie de ce Mémoire.

Si, en fajsant varier a; par échelons égaux, ou obtient sur le support
rectiligne des points également espacés les uns des autres, le systeme est
dit régulier. Un tel systéme réalisant, au point de vue de la représenta-
tion géométrique, le maximum de simplicité, il est intéressant de recher-
cher si, par une transformation homographique appropriée, on peut rendre
réguliers un, deux, ou méme les trois systémes linéaires servant a repré-
senter une équation donnée. C’est l'objet de la seconde partie du Mémoire.

A la vérité, on aurait pu traiter les deux problémes & la fois, mais
la solution edt alors perdu en netteté sans gagner beaucoup en briéveté;
aussi la division adoptée pour le sujet a-t-elle paru préférable.

Le premier probléme est susceptible d'une interprétation géométrique
qui se trouve indiquée dans une Note placée a la fin de la premiére partie.

Formules et remarques préliminaires.

3. Etant donné un ensemble de trois systémes de points cotés, on
peut toujours, en conservant les cotes, lui faire subir une transformation
homographique quelconque puisque, dans une telle transformation, 'aligne-
ment des points se conserve.

On pourra des lors faire en sorte que les supports des trois systémes
soient des droites assignées d'avance, en distinguant toutefois les cas ou
ces supports sont ou non concourants, circonstance qui subsiste pour toute
transformation homographique.
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1 Cas. Les supports ne sont pas comcowrants. Dans ce cas, une
transformation homographique permet de faire coincider deux des supports
avec les axes de coordonnées Oz et Oy et le troisiéme avec la droite de
Iinfini du plan Ozy (ce qui revient & faire correspondre a chaque valeur
de a, une direction du plan). Les trois systémes sont dés lors définis par

x:mlal—l—nl y Yy=0 R t=p1a1 +qu
(d) r =0 ’ ) -:p?ag + q2 y t = mﬂaa_,_ ”2,
T=pa, +¢q, , Y=moa,+n , t=0 ,

et '’équation représentée prend la forme
(Ea) (myay + n,)(my0; + n,)(mya, + n,)

+ (plal + ql)(pﬂaﬂ + q?)(p3a3 + q3) = O’
qu'on peut écrire

(B'a) Mo+ 5,)(a, + 5,)(a + 8) + Pla, + 6)(a + £,)(o + 4,) = o.

2° Cas. Les supports somt concowrants. Dans ce cas, une trans-
formation homographique permet de faire coincider deux des supports
avec Ox et Oy et le troisitme avec la bissectrice de l'angle de ces axes.
Les trois systémes sont alors définis par

zr = ma, + n , Yy=o0 R t = pa, + q, ,
(b) ¥ =0 ’ Yy = ma, + n, , t=pa, + ¢, ’
x = mua, 4 N0, , Yy = mga, +n, , t = _(ps'% + 4,),

et '’équation représentée prend la forme

+q
Eb e + 4 p.a, + 4q, Py s
( ) ma, + n, + myo, + %, + mya, + n, ’

qu'on peut encore écrire

¢
tx _+_ ts + 3 —_— N'.

a1+sl al+s2 aS+S8

(&)
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Chacune des équations (Ea) et (Eb) développée est de la forme
(E) Aw,a,a,+ Biaya, + Byoya, + Byaa, + G0y + Cya, + Ca, + D'=o.

Toute la question revient & mettre une équation donnée du type (F)
sous l'une des formes (Ea) ou (Eb), en ayant pour tous les paramétres
des valeurs réelles.

4. En vue d’alléger la suite de notre exposé, nous allons définir
ici certaines fonctions des coefficients et fairc quelques remarques relatives
a des équations qui s’y rattachent et qui joueront plus loin un réle im-
portant.

Posons

) { F = B/, + B,C, + B,C,— AD,
E,=AC,—B;B,, F,=F,—2B,C;,, G,=B,D—C(C. Gjt=129

Le discriminant du premier membre de I'équation (E) rendu homogéne
peut s’écrire

() A=F;—4(B,CB,C,+B,C,B,C,+DB,C,B,C—ACC,C,— B B,B,D),
et on a

(1) F? — 4E,G, = A. (i=1,2,3)
Si donc on considére les trois équations

(5":‘) 5”:'(/’) = E5P2 + Fp + G, = o, G=1,2,3)

la condition de réalité des racines est pour chacune d’elles

A >o.
On a encore
E.B; + F.AB, + G.A’ = — E,E,,
Iv) E.C + I\B,C, + G.B; = — E,G,,

ED'+ F,.CD + GC = — G,G,.
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On en déduit que si E, = o, cest d dire si Uéquation (@) a une

. e e , ) ., B; .. G
racine infinie, Uéquation (p;) a une racine égale a j’ égale aussi & 3, el
J

) - L . B .. G
de méme Véquation (¢;) une racine égale & 5, égale aussi & 5, etc.
(]

Enfin, on voit bien aisément que, parmi les trois systémes E;, F;, G,
(i =1,2,3) il ne peut y en avoir un composé de trois éléments nuls sans
qwil en soit de méme pour Uun des deux autres. La variable dont lindice
differe de ceux de ces deux systémes entre alors dawns un binome qui se met
en factewr dans le premier membre de (E). Cette équation cesse alors
d’établir un lien entre les trois variables, et il n'y a plus lieu dés lors
d’en rechercher une représentation.

Dans le cas ou tous les coefficients de (E) sont différents de zéro,
cette proposition se démontre ainsi qu’il suit. On a

AC;,— BB, = o, B;C;4+ B,C,— B,C;— AD =o0, B,D— (,C,=o.

Tirant 4 et D des équations extrémes pour porter leurs valeurs dans
I'équation du milieu on obtient

(qu -— B,iC,-)(Bka _— Bioi) = Q.

L'un de ces deux facteurs est nécessairement nul; soit le premier. Rap-
prochant l'équation qui en résulte des deux extrémes du groupe précé-
dent, on en conclut que

Dés lors, I'équation (E), qui peut §'écrire
a;2;(Aa, + By) + a(Bjay + C) + o (Biay + C) + Cio, + D = 0,

devient
(@, + N(Ao; + Bya, + Bia;, + C,) = o,

ce qui démontre la proposition.

Si un ou plusieurs coefficients de (E) sont nuls, la démonstration ci-
dessus se modifie un peu dans la forme, mais subsiste pour le fond.
Partout, dans la suite, nous supposons donc I, F, et G; i =1, 2, 3)
non nuls a la fois.

Acta mathematica. 21. Imprimé le 14 septembre 1897. 39
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PREMIERE PARTIE.

A. Equations représentables par trois systémes linéaires
NON CONCOUrants.

5. Afin d’éviter toute hypothése particuliére nous représenterons par
i,J, k une permutation quelconque des indices 1, 2, 3 et nous supposerons
les équations (E), (Ea), (E'a) remplacées par celles que l'on obtient avec
ce changement de notation des indices.

Sur la forme (E'a), on voit que pour @, = — s;, le premier membre
de I'équation se réduit & un produit de binomes en a; et a,. Or, le ré-
sultat de cette substitution dans le premier membre de (E) est

(B, — As)aa, + (C; — B;s)a; + (C, — B;s)a, + D — C;s,.
Pour que ce polynome se décompose comme il a été dit il faut que
(B; — A4s)(D — Cis)) — (C; — B,s)(C; — B;s;) = o,
ou, si on se référe 4 la définition donnée au n° précédent, que
¢i(s) = o.
On trouverait de méme que
¢ilt) = o.

Si done p; et p;’ sont les deux racines de I'équation (¢;), on voit
que l'équation (E’'a) peut s'écrire

(Ba) Mo+ pi)a, + £ + i) + Plos + i) + 07 ) + o1)) = 0.

Les racines p’ ct p” doivent d'aprés cela étre réelles; elles doivent
aussi étre inégales. Si, en effet, on avait p; = p;’, le binome o; + p; se
mettrait en facteur commun et 'équation se décomposerait. Donc, d’apreés
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ce qui a été vu au n° précédent, pour que Uéquation (I) soit représentable
par trois sysitémes linéaires mon concourants il faut que le discriminant A
soit > o.

On va voir que cette condition nécessaire est également suffisante
en prouvant que lorsqu’elle est remplie, on obtient toujours pour M et P
des valeurs réelles.

6. Il faut d’abord reconnaitre le lien qui doit nécessairement exister
d’'une part entre les racines du groupe (0'), de I'autre entre les racines

du groupe (o).

Sur la forme (E"a) de V’équation, on voit que son premicr membre
devient identiquement nul pour o; = —p!, @, = — p;’. Faisant cette
substitution dans le premier membre de (E) et annulant le coefficient du
terme en «;, on a

Ap;py — Bip{ — B,p; + C; = o.
La substitution a; = — p;, o, = — p;’ donne de méme
Ap;pi' — B,pi’ — Bypj + C; = o.
Eliminant p;’ entre ces deux derniéres équations on obtient

E@P§ — B,C; = E'P; - BjCj7

J

ou, en doublant les deux membres, ajoutant & chacun F, et tenant compte
des formules (I) (n° 4),

On trouverait de méme
2Eyp} + Fi = 2B,p} + ¥,

Ces deux derniéres équations peuvent s'écrire

d n__ d n__ a -
m%(ﬂi) = g;}%(‘”j) = d_m2¢‘(p‘)'

Pareillement, on obtiendrait

d "y o d " d "
W%(ﬂi)—w%' j)=‘m¢k t)-
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On peut donc dire que les trois racines du groupe (p') dune part,
du groupe (p") de Uautre donnent une méme valewr & la dérivée du polynome
(¢) correspondant.

On peut encore remarquer, en résolvant I'équation (p;), que

2Ep, + F; = + /A

Les racines d'un méme groupe correspondent donc @ un méme signe
pris pour A

En résumé, on est libre de choisir parmi les racines de (g¢;) la racine
ol et la racine p}’, mais, unc fois ce choix fait, les racines p; et p; d’'une
part, p/’ et p; de l'autre sont déterminées sans ambiguité.

Remarque. Une on plusieurs des équations (¢) peuvent avoir une racine
infinie (jamais les deux, d'aprés la remarque finale du n° 4). Dés lors,
E; étant nul, la quantité 2E,p; 4 F; prend la forme indéterminée o X o0
pour la racinc p; infinie, mais comme elle prend la valeur parfaitement
déterminée F; pour la racine p; finie, le criterium indiqué applique au
moyen de cette seconde racine. Il est donc valable dans tous les cas.

7. Abordons maintenant le calcul de M et P. Pour cela, remar-
quous que lidentification de (E”a) et de (E) conduit a huit équations de
la forme

MR + PR" = K,
ou I, B” et K ont les systémes de valeurs

R =1 , R' =1 , K= A4,
R=p , K= , K=B,

(z‘) ! ’ ’ 144 tr 17
R =pipr R = pj'p; s K=C,

J

’ « e . ) L ]

R = pipjpi, B' =pi'p'p/s K=D.
Prenons deux de ces équations, distinguées par les indices o et 1. Nous
en tirons
L
R/'K,— R/K, RK,—RK,
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Par suite, 'équation (E"a) devient
() (B Ko — B K)o + pi)ey + o)) + pi)
— (B K, — B K)o + pi')(o + o)) + pi') = o.

Nous allons voir comment cette équation peut sadopter & tous les
cas possibles caractérisés par le passage & l'infini d’une au de plusieurs
racines p' et p”.

17 Cas. Les six racines p' et p" sont finies. Dans ce cas, E;, E;, E,
sont différents de zéro. Nous prendrons ici dans le systéme (X)

By=1, R =1 , K, = A,
B} = P> , Ry = p!/, K, = B,.
L’équation () devient alors

(&) (doi’ — Bi)(a: + pi)o + pi)a + pi)
— (dpi. — Bk)(?‘i + 0i)e + o) e + pi) = o.
2° Cas. Une racine est infinie. Soit p}’ = oc0,' auquel cas E, = o.
L’équation (A,) du n° précédent, divisée par p}’, peut s'écrire

(4= 22) e + P, + o + o)

— ek — Ba+ o)y + o) + 1) = 0.

k

Pour p;’ = 00, elle devient

(A,)  Aa + pi)oy + p)e + o) — (doi— B)a; + pi')a; + p') = o.

3° Cas. Deux racines de méme groupe sont infinies. Soient p!’ = pi == co,
auquel cas K = E, = o. Nous prendrons ici dans le systéme (J)

By =1 Ry =1 , K, = A4,

)

B =pipi, B'=p's’, K =C,.

! Lorsqu'une racine est infinie on peut simplifier le calcul des autres en s’appuyant
sur les remarques faites & propos des formules (IV) du n° 4.
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L'équation (A) divisée par p;'p;’ peut alors s'écrire

C: , , ,
<A —m>(“z + pi)a; + o) + oi)

— (dp} o, — C)a; + pi’) (;*;’ + I)(;i -+ I) = 0.

Pour p;" = p;’ = oc, elle devient
(a,) A(a; + pi)(a; + p)e + pr) — (dp] pi. — Clos + pi’) = 0.

4° Cas. Deux racines de groupes différents sont infinies. Soient
0, = p;, = 00, auquel cas on a enccre k= K, =o0. Nous prendrons ici

-R(’) = pl:n R(’), = /ollc’; Ko = Bln
R =p, B =p, K=DB8.

L'équation (A) divisée par p;p;’ peut alors s'écrire
P"’ n{ % ’
(kaf/— Bj)(ai + Pi)(l,—j + I)(ak + pi)
— (B/c — B,-‘i’?)(a.- + i) + ﬂ}')(g’f‘/ + I) = 0.
Lj Lk
Pour p; = p;’ = oo, elle devient

A,) Bi(a; + pi)(o + pi) + Bila: + pi' ) + pj') = o.

On voit qu'ici le terme en aoa, a disparu, c’est a dire que 4 = o.
Cest 1 ce qui distingue ce cas du précédent.

5¢ Cas. Les trois racines d'un méme groupe sont infinies. Soient
ol = pi' = pi’ = co, auquel cas E;= E;= E,=o. Nous prendrons ici

R, =1 , R =1 ’ K,= A4,

’ ’ ’ 1 1t 1

R} = pip;jpi, By = pi' o' o1 s K, = D.
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x4 rr rr

L'équation (A) divisée par p; p;’ p; peut alors s'écrire

i D . , ’ ,
(A o W) (@ + pi)e + o) + 02)

—(Apéppr—D)c%Z + 1)(;7’ + I)(%} + I) = o.

Pour p;' = p;’ = p;’ = 00, elle devient
(A;) A(e; + pi)o + pf)ow + pi) — (dpipjpi — D) = o.

6° Cas. Deux racines de Uun des groupes et une de Uautre sont infinies.
Soient p; = p;’ = p;’ = 0o, auquel cas on a encore E; = E; = E;, = o.
Nous prendrons ici

-R(’) = Psf ’ R(’)’ = /0;, ] ]{o = Bz',
R} = p;ps, Ry = p}' o, K = C.

r rr

L’équation (A) divisée par p;p;'p;’ peut alors g'écrire
i\ (4 , ,
(Bi —G; ;J%) (;; + I)(aj + o) + o)
— Bi".l{&;"— 0;) a4 4 pi’ (a—’ 1)(“—" I) = 0.
( p (@ + o) 7+ 1) (0r +
Pour p; = p;’ = p;/ = 00, elle devient

(AG) Bi(aj + P})(ak + Pl'c) + Ci(“i + P-{’) = 0.

On voit qu’ici encore il n’y a pas de terme en a;aa, C'est & dire que
A = o. En outre, B, est différent de zéro, ce qui, avec I'hypothése faite,
entraine nécessairement B; = B, = o.

8. Résumé. Si on compare & l'équation (Ea) chacune des équations
de (A,) a (A,), on voit que, pour A > 0, la représentation peut étre
définie par les formules (a) du n° 3, les paramétres m,n,p, g étant
donnés par les tableaux ci-dessous dans lesquels on les suppose rangés
dans V'ordre

My By Piy Qi
My By D5y G

My s Wy Py Qi-
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1* Cas. K, E;, E, = o:
I ’ Pi ’ I ’ o’ ’
1, p; ; 1, o’ ’
Aoy — By, pi(dpy — By, B.— Ap,, pi(Bi— 4py).

2® Cas. E;, E; =% o; E, =o0:'

I ’ pi ) 1 ’ o ’

1 ’ 2 ) I ’ o;’ ’

A , o d , o , B,— Ap, .
3 Cas. E;==0; E;, E,=0; 4% o0:

I ’ pi ; I ’ i’ ’

1 , oF , 0 , I ,

4 pid , o , C—dpp .

!’ r

I ’ Pi ’ I ’ 05 ’

o ’ 1 ’ I ’ P;{' ’

B 0B o B, .
5° Cas. E;,E,E, =0; A= o:

I ’ oi ’ o ’ I ’

I ’ P; ’ o ’ 1 ’

A ’ O;I,A ’ o ’ D— Ap;p;p,’p..

6° Cas. E;,E;,E,=0; A=o0; B;% o:’

o ’ 1 ’ I ’ Pi ’
1 ’ ,0; ’ o ’ I ’
-Bi ’ ;ollc Bi ’ o ’ Cz' .

! Dans ce cas A == O nécessairement; car 4 = 0, F; = O entratnent soit B; = 0,
soit Bj = O, par suite soit K; = 0, soit E; = 0.
? On vient de voir que les deux autres B sont nécessairement nuls.
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B. Equations représentables par trois systémes
linéaires concourants.

9. Nous avons vu que lorsque les trois systémes linéaires sont con-
courants 'équation (E) est susceptible de prendre la forme (E'd) qui peut
encore §'écrire

N(e + s){a; + 8)(@ + 51)
— tilay + 8o + 8) — f(a + s + 8) — bl + s)(o; + 5)) = 0.
On voit que pour @, = — 5, , a@; = — §;, @, = — 8;, elle se décom-
pose en un produit de binomes. Il en résulte, comme au n° 5, que
Siy S;» 5 sont racines respectivement des équations (g;), (¢) , (¢o)-
Ces trois équations doivent donc encore avoir leurs racines réelles.
Or, si ces racines étaient inégales I'équation (E) serait représentable par
trois systémes non concourants, ainsi qu'on l'a vu au paragraphe précé-

dent, et cela serait contraire a I'hypothése actuelle. Chacune des équa-
tions (p) a donc nécessairement ici ses racines égales et, par suite,

A =o.
Si p;, p;» oy sont ces trois racines, I'équation précédente deviendra donc
(E"D) N + 0o + o) + o1)
— t(a + o) + o) — t@ + p) (o + ) — (e + pi)(y + pj) = 0.

L'identification de cette équation et de (K) donne les huit équations

(1) N=A4,

(2) No, — t; = B,

(3 Noior — tipe — tp; = G,

(4) Nlouojlok - tuojpk - t]pklO,,’ _ tklolloj — D.

Acta mathematica. 21, Imprimé le 14 septembre 1897, 40
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Ayant, dans toutes ces équations, remplacé N par sa valeur (1), on
tire de (2;),
(59 t; = Ap,— B,.

Faisons maintenant la somme de (2;),(2,) et (3;) respectivement
multipliées par p,, p; et — 1. 1l vient

(6j) ox(dp; — B) = Byp, — C;

De méme, la somme de (2,), (3,), (3;) et (4), respectivement multipliées
par p,p;, — p;, — p; et 1, donne

(7:) pi(Bipi — C)) = Cip; — D.

Cela posé, nous pourrons calculer ¢, ¢, ¢, dans tous les cas possibles.
Remarquons d’abord que nous pouvons, au moyen de ces formules,
vérifier que chaque équation (¢) a ses racines égales.
Si, en effet, entre les équations (6,) et (7,) nous éliminons p;p;, nous
obtenons

(8%) Epp, + Ejp; + B,C,— AD = o.
Si maintenant, de la somme des équations (8,) et (8;) nous retranchons
I'équation (8,) multipliée par 2, nous obtenons
2Ep; + F,=o0
ou

d
?JTo—;‘p"(‘o'.) = 0,

ce qui démontre que p; est racine double de (¢,) et, par suite, que A = o,
comme nous l'avions préva @ priori.
Passons maintenant & I'examen des divers cas qui peuvent se présenter.

10. 1% Cas. Les trois racines sont finies. Dans ce cas, E;, E;, E,
sont différents de zéro.
D’aprés (1) et (5) I'équation (E'd) devient

Ap; — B; A‘DJ‘-—Bj_I_APk—Bk:A
a; + pi a; + p; e + Pk

’
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ou

(4,)

Ap; — ‘Bi Ap; — Bj__ Aw, 4 By —o0
a; + p; & + pj ag + pi

2® Cas. Une des racines est infinie. Soit p, = 0o, auquel cas E, = o.
En vertu de (6;) et (6,) 'équation (#,), multipliée par p,, peut s'écrire

Bipi— G | Bipj—C; Aw + B _ o

% + pi % + pj % 4o
ok
Pour p, = <o, elle devient
Bipi— G, Bepi—Ci oy
: — =0
ai+,oi+ a + p; (o, + By
ou
Bipi— G Braj + G
— — Aa, = 0.

(8.) @ + pi % + pj “

3° Cas. Deux des racines somt infinies. Soient p; = p, = 00, auquel
cas E; = E, = o.
En vertu de (7,), I'équation (#,) multipliée par p;, peut s'écrire

Cpi— D __ Biaj + G
a; + py aﬁ+x
P

— Ap;a;, = o.

Or, pour obtenir (#,), nous avons supposé o, = co, et, d'aprés (6,),
our p, = o0, on a Ap; = B;. L’équation précédente peut donc sg'écrire
P P ’ O; j q p p

Cipi — D___ Bia; + C;

a; + p; f‘!'+1
Pj

—Bjak = 0.

Pour p; = oo, elle devient

Cipi— D
T‘:’T_—E— - (Bkaj + Ot) — Bjak = 0,
ou
Cia; + D
(ﬁ3) a_‘-l-—“ + Bkaj + Bjak = 0.

“ai + pi



316 Maurice d’Ocagne.
4° Cas. Les trois racines sont infinies. On a donc E; = E;= FE, = 0.
L'équation (#,), multipliée par p;, s'écrit
Cia; + D

i
241
pi

+ B.pia; + Bipiay, = 0.

Or, pour obtenir ($,) nous avons supposé p; = p, = oo, et, d’aprés (7;)
et (7;), pour p; = p, = oo, on a Byp; = C;, Bjp; = C,. L'équation précé-
dente peut donc s'écrire

Cﬁi+D
gj-{-l
Pi

+ Ga; + Gy, = 0.

Pour p, = oo, elle devient
(8,) Cia; + Cioy + Cyo + D =o.

Ce dernier cas n'a d'ailleurs été envisagé qu’a titre de vérification, car
il est de toute évidence que I'hypothése A = E;= E;= E, = o entraine
nécessairement 4 = B; = B, = B, = 0.

11. Résumé. Si on compare & l'équation (Eb) chacune des équa-
tions de (#,) &4 (8,), on voit que, pour A = 0, la représentation peut
étre définie par les formules (b)) du n° 3, les paramétres m , n, p, g étant
définis par les tableaux ci-dessous dans lesquels on les suppose rangés
dans l'ordre

My, Ny Py i
m;, W, Pis 95,
My Ny Pis Qice
1 Cas. E;, E;, E, + o:
Iy pis o , A/Oi""Bn
1, o, o , Ap;—B;

1, ;y, —4, — B,
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2¢ Cas. E;, E +o0; E,=o:'
I, p) o , Bip—0G,
1, pi, —B, —C, ,

2

o, o, —A, o .

33 OtlS. EZ#O;EJZELSO:‘Z

I) loi’ Oi) D ’
o, 1, B , o,
o, I, Bja O ’

4° Cas. E;,= E, = E, = o:

07 I, Oi I O ’
o, 1, Oj) o ’
o, 1, ¢ , D

Interprétation géométrique.

12. Si, dans Péquation (E) du n° 3, on regarde a,, a, et a, comme
des coordonnées courantes, on voit que cette équation représente une sur-
face du 3™ ordre passant par les droites du plan de linfini situés dans
les plans de coordonnées, et ayant, par suite, pour points doubles les
sommets du triangle & formé par ces trois droites.

Lorsque A >0, les plans ;4 p; =0 et o+ p;/' =0 (i,j=1, 2, 3)
se coupent deux & deux snivant des droites réelles de la surface. Lorsque
i et j sont différents, la droite correspondante est & distance finie et pa-
ralléle & I'axe des coordonnées «;,. Si une des racines devient infinie le
plan correspondant se confond avec le plan de Vinfini.

Lorsque A = o0, p; = p;’ pour i=1,2,3. Les deux droites pa-
ralleles a chaque axe de coordonnées se confondent en une seule, et ces

' Tci, comme on I'a déja vu au n° 8, A = O, nécessairement.
* L’équation (#,) montre qu'ici 4 = B; = Q.
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trois droites doubles concourent en un mnéme point qui constitue un
quatriéme point double de la surface. On saisit ainsi la raison géométri-
que de I'annulation du discriminant A dans ce cas.

La théorie ci-dessus présentée fournit donc un mode de représenta-
tion plane des surfaces du 3®° ordre ayant trois points doubles dans le
plan de linfini. Dans cc mode de représentation, a tout point de la
surface correspond une droite du plan,' & chaque section de la surface
faite parallélement & un des plans de coordonnées, un point coté.

Si A = o, la surface se décompose en le plan de Vinfini et un hyper-
boloide. La condition A > o signifie que I'hyperboloide est a une nappe.
Lorsque A = o, cet hyperboloide se réduit a un cone.

DEUXIEME PARTIE.

13.  Si nous considérons l'ensemble des trois systémes de points cotés

(a) z = fi(a), Y = ¢i(o), t = ¢i(a),

nous en obtenons la transformation homographique la plus générale en
prenant

(a{) z = Af;+ m¢: + szbu Y= lofi + 20+ ”2¢u t = Af; + #3¢i+vs¢'n

le déterminant de la transformation

A oomoy
H=1{4 p v
Aty Yy

étant différent de zéro.

! 11 suffirait d’appliquer une transformation dualistique pour obtenir unc représenta-
tion point par point de la surface sur le plan.
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Pour que les points (af) forment un systéme régulier, il faut et il
suffit que ¢ soit constant et différent de zéro, cest & dire que dans
Ay + paei + v,y le coefficient du terme en a; soit nul et le terme constant
différent de zéro.

Nous allons rechercher maintenant si, par un choix convenable des
parameétres A, p, v rendant H différent de zéro, on peut réaliser la condi-
tion précédente pour les trois systémes linéaires d'une équation (E) ou
seulement pour deux et méme pour un d'entre eux.

A.. Equations représentables par trois systémes linéaires
non concourants.

14. Lorsqu'une équation appartient a cette catégorie (A > o), on
peut prendre comme formules (a) les formules (¢) du n° 3 ot on remplace
1,2,3 par ¢,7, k. Les formules (') sont alors

x = (Am; + v, p)a; + An; + v,q;,
@ = (up; + vim)a + mg; + v,
r = (Ap, + pmpoy + Ag,+ mn,
y = (hm; + vop)a; + hn + .4,
(a'a) ¥ = (wp;, + vom)o; + mq; + vomy,
¥ = (Aape + pom)oy + Aqp + pny,
b= (ham; + vspi)a; + Am; + Vs,

t = (mp; + vim)a + p39; + v,
t= (Ao + pami) oy + Aq, + psny

Les équations exprimant que chacun de ces systémes est régulier sont donc,
d’'aprés la remarque faite au n° précédent,

Am; + v;p; = 0, avec la condition Ayn; 4+ v,q; == O,
(na) MsP; + vym; = O, » 139 + v == O,
A + psty = O, » Asq + psmy == O.

I



320 Maurice d'QOcagne.

Remarquons tout d'abord qu'en vertu des conditions ci-dessus on ne
saurait admettre une solution dans laquelle plus d'un des paramétres A, pr,, v,
serait nul.

Tout revient donc, dans chaque cas, a essayer de satisfaire au plus
grand mnombre possible des équations (ya) en observant cette condition.
Mais, si cette seule condition est remplie par une solution, les trois condi-
tions inscrites en regard des équations (ya) sont satisfaites. En effet, si,
A, et y, n’étant pas nuls & la fois, on avait

At + vsp; =0 et An; + vyq; = 0,

il en résulterait % =%“ Par suite, comme on le voit en se reportant
i i
a la forme (Ea) de I'¢quation (E) (n° 3), a; disparaitrait de cette équa-
tion. De méme pour les deux autres équations (ya).
Remarque. Pour que les trois systémes puissent étre rendus réguliers
a la fois, c'est & dire pour qu'il y ait compatibilité entre les équations
(ya) il faut que

mmym, + PP, p; = O,
cest a dire, si on se reporte & (Ea), que
4 =o.
On verra plus loin que cette condition nécessaire n'est pas suffisante.

15. Les équations (ya) ne contenant que les éléments de la troisiéme
ligne du déterminant H, on peut disposer arbitrairement de ceux des
deux premiéres lignes 4 la condition toutefois de ne pas rendre H iden-
tiquement nul.

Si, par exemple, A, est différent de zéro (ce qui est partout le cas
dans ce paragraphe), on pourra prendre

4 =o, M =0, =1
A, =0, P = 1, v, = 0O,

ce qui donne H = — 4,.
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Dans cette hypothese, les formules («'a) deviennent

r=po+q¢ Y=0 y b= (Aami + ”310@')% + A 4 vaqi
(a%) r=mo+n, yYy=po+gq, t= (#310]' + ”3’”%')%' + psq; + vty
r =0 ’ Y= ma,~+n, = (/131019 + #3”%)% + Asqi + pah

On voit que les supports sont pour () I'axe des %, pour (@) 'axe des
Y, pour («) la droite

(o) v, T + pmy = I.

Cela posé, nous allons chercher, sous la condition sus énoncée, 4 satis-
faire 4 une ou plusieurs des équations (ya) dans chacun des cas que nous
avons été amené a considérer (n° 8).

16. 1% Cas. E;, E;, E, &= 0. Les équations (ya) sont ici
A+ v, =o0,
(9a,) i+ v, = o,
(B, — App)d, + (dp) — B = o.

Elle sont généralement incompatibles, mais on peut toujours satisfaire
aux deux premiéres en prenant

A, =1 p=1, y, = — I.
Les formules (aa,) deviennent donc
t=a+p’, Yy=o0 , t=pi—pi ’
(@) Yy2=0+p, y=0o+p y t=p —p; ’
r=o0 , y=(dpl—B)m+pl)s t= (o} —p)(Aa+By).

En outre, I'équation (g;) est ici

y—x =1.

Si A =o0, le systéme (a,) devient lui-méme régulier.
Acta mathematica. 21. Imprimé le 14 septembre 1897. 41
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2° Cas. E;, E;#+o0; E, = o. Les équations (ya) sont ici

A+v, =0,
(‘)7&2) M + YV, = o,
ft, = O.

On satisfait encore aux deux premiéres en prenant

Les formules (aa,) deviennent donc

a:=a,-+p,5', = 0 3 t=P:_P:' ’
(aa,) r=o; + pj, y=a+p" , t=p"—p ,
=0 ’ y = A(a, + pi), t = Aa, + B,.

Ici, comme on I'a déja remarqué au n° 8, 4 ne peut pas étre nul,
et, par suite, le troisiéme systéme n’est jamais régulier.

3 Cas. E;#+0; E;, E,=0; 44 0. Les équations (ya) sont ici

A +v, =0,
(ﬂas) v, = 0O,
gy = O.

On satisfait & la premiére et a4 la derniére en prenant
Ay =1, M = 0, Vg = — I.
Les formules (ag,) deviennent donc

.’D=ai+p£', Yy=0 ’ t=P£—“P§' ’
(aa,) c=ao+p, Y=1 , = — (% + ),
r=0 ’ y = A2 + p0)s t = C;,— Ap;p;.
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4° Cas. E;*o0; E;, E,=0; A =o0. Les ¢équations (a) sont ici

A+ v, =0,
(77“4) My, = O,
H; = O.

On satisfait & toutes trois en prenant

Les formules (aa,) deviennent

t=oa-+p's Yy=o0 ) t=pi —pi's
(aa‘l;) =1 ’ y=o+p" t=—1 ’
z=0 ’ y:B’j(ak'*'PI;)) t = D,

5° Cas. E;, E;,FE,=03; A= o0. Les équations (ya) sont ici

A, = o0,
(ﬂas) ys = 0O,
4; = 0.

On ne peut ici, sous la condition requise, satisfaire qu’a une seule de ces
équations, par exemple a la seconde en prenant

A =1 P =1, y, = O.
Les formules (aa,) deviennent donc

r =1 y, Y=0 , t=a;+,0;, R
(aa,) 2=+ p;/, y=1 , t=1 ;
z=o0 , y=A@+pe), t= A+ p)+ D — Appjpi.
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6° Cas. E,,E;,E,=o0; A=o0. Les équations (ya) sont ici

I v, = O,
(Vae) Ips = 0,
My = O.

Cette fois on satisfait aux deux premieres en posant encore

A =1, py=1, y, = O.

Les formules (aa,) deviennent donc
T=a;4+p's Yy=o0 , b=1 )
(@a) {x=a;+p;, y=1 , t=1 ,
r=0 s Y= DB+ p), t=Bia+p)+ G

B. Equations représentables par trois systemes
linéaires concourants.

17. Lorsqu'une équation appartient a cette catégorie (A = o), on
peut prendre comme formules (a) les formules (b)) du n° 3, ou on rem-
place 1,2, 3 par i,7,%. Les formules (¢') du n° 13 deviennent alors

x = (Aym; + vip)a; + An; + v,q;,
T = (mm; + vp)a + mn + 4
o= [(h + mw)m —vipJ o + (A + m)m— v
y = (hm; + vop)a + An; + v,
(o'B) Yy = (pam; -+ vap))a; + gy + vt
y = [(k + m)m—mp]a + (& + m)m — 9,0
t = (Amy + vp)a; + Am; + viq;,
t = (usm; + vsp))a; + pn; + v39;,
t = [(A + p)m — vspla, + (A + ps) 1 — v,
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Les équations exprimant que chacun de ces systémes est régulicr sont,
d’aprés la remarque du n° 13,

I dgm; + v,p; = 0, avec la condition At + v,q; == O,
(70) [ MsM; - vy p; = O, » st + v3q; == 0,
(% + pa)my,—y3p, = 0, » (A + ps) My, — 59, == O.

On voit que ces conditions ne permettent pas d’avoir y, = o, en
méme temps que A, g, ou A, 4 4 ; mais on peut prendre A, = p, = O,
avec y, == 0. En outre, le raisonnement déja fait au n° 14 montre que
si la condition précédente est remplie par un systéme de valeurs satis-
faisant 4 une des équations (yd), les conditions inscrites en regard des
équations (b) le sont aussi ipso facto.

Remarque. Pour que les trois systémes solent réguliers, c’est a dire
pour qu'il y ait compatibilité entre les équations (nb) il faut que

m1p2p3 + m2p3p1 + 7"3101272 = 07

c'est & dire, si on se reporte a (Eb), que
4 = o.

Comme précédemment, cette condition nécessaire n’est pas suffisante, ainsi
qu'on le verra par la suite.

18. Les équations (b) ne contenant que les éléments de la troisiéme
ligne du déterminant H, on peut disposer arbitrairement de ceux des deux
premicres lignes a la condition toutefois de ne pas rendre H identique-
ment nul.

Si, par exemple, A, est différent de zéro, ou pourra prendre

A =0, =0, y =1,

A =0, My =1, y, = O,
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ce qui donne H = — A,. Les formules («'d) deviennent alors

s=pau+& , Y=o ;
z = p;a; + g; ’ y = mya; + n; ,
& = — (peoe + 20> Yy = may + n,

t = (Aym; + vsp)a; + Asm; + V34,

t = (sm; + vspj)a; + psm; + va4;

t = [(A + ps)m — vsp o + (A 4 pa) — 39

(ab,)

Si A, = 0, mais que v, soit différent de zéro, on pourra prendre

A =1, p, = 0, y, =0,

= 0, po=1, y, = O,

ce qui donne H =y,. Les formules (a'6) deviennent alors

r = mo; + n;, y=o )
r =20 9 y=mjaj+n],
T = Moy + Ny, Y = Moy, + My,

(i) ~
t = ()‘3”7’1' + Vspi) a; + An; 4 viqi,

t = (/J3mj + ”31’;’)%’ -+ psh; + va95
t = [()‘3 + #s) ny, — Vapk] a, + (/13 + ﬂz)”k - V3.

Cela posé, envisageons chacun des cas définis au n° 11.

19. 1” Cas. E;, E;, E, + o. Les équations () sont ici

A, = O.

(75,) py = O.
A+ p, + Av, = o.
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On pent, sous les conditions requises, satisfaire dans tous les cas aux deux
premiéres en prenant

A, = 0, My = O, v, = I.

Puisque 2, est nul et y, non, il faut avoir recours aux formules (abs) qui
deviennent

z=0;+ o, y=0 ’ t = Ap,— B,
(ab]) r =0 ’ y'————'a]—l—pj, t=Ap]—B7,
T = oy + P, Y=o + ps t = Ao, + B,.

Ou voit que le support de (a,) est la droite y = .
Si 4 = o, le systéme (a,) devient lui-méme régulier.

2° Cas. E;, E; =% 0; E,=o0. Les équations (3b) sont ici

A =0 ,
(752) My — By, = o,
y, = O

On satisfait aux deux premiéres en prenant
A:o’ ﬂ3=Bk; y, = 1.
Les formules (ab;) deviennent donc

T = o+ pi y=20 > t = Byp, — G,
=1 R y=1 , t = Aa, + B,.

I

Tci, ainsi qu'on Ya déja remarqué au n° 11, 4 ne peut pas étre nul
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3° Cas. E;= 03 E;, E, = 0. Les équations (y)) sont ici

13 + 0.'”3 = O,
(ﬂbe) y3 = 07
y, = O.

On satisfait aux deux derniéres en prenant

A =1, Mo=1, y, = O.

Comme A, est différent de zéro, on a recours, cette fois, aux formules
(ab,) qui deviennent

z = C; + D, Yy =0, t=a; + pi
(abz) T = Bkaj ’ y=1, t=1 ’

x=——'Bjak, y=1, t— 2

4° Cas. E;, E;, E, = o. Les équations (3b) sont ici

l y, = 0,
(7b,) v, = 0,
b, —o.
On satisfait & toutes trois en prenant
A, =1, M =1, y, = O.

3

Les formules (ad,) deviennent alors

[x:C,-ai y Yy = 0O, t =1,
(ab,) ¢ = Cjoy ’ y=1, t=1,
lx=_(0kak+.D), yzl’ t=2.

20. Résumé général. Tous les résultats qui précédent peuvent se
résumer dans le tableau suivant ou une quantité positive est désignée
par +, une quantité non nulle quelconque par @. Si un de ces signes
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est souligné c’est qu’il découle nécessairement des autres hypothéses placées

sur la méme ligne.

+ | o o | o | 0 (@) » (a5) (aa,)
+ | 0| @ (@) 5 (%) 5 (o) (ag,)
+ o o o o () 5 (o) (aa,)
+ o o o / (@) 5 () (aa,) ¢ n° 16
+ /J o o o (@) 5 () 5 (o) (aa,)
+ o o o 0/ (o) (aay)
+ | o o] o (B.=+0) (a), (@) | (aa,)
o | @ | o | o | o () 5 (@) (aby)
o o | o | 0 | o (o) » (@) 5 (o) (aby)
o o /) o /4 (o) 5 () (ab,) 1 n° 19
o ¢ o | o | @ (o) » (o) (ady)
o o o o o (@) 5 (%)) 5 (o) (ab,)

On peut donc énoncer cette proposition:

Pour quwune équation (E) soit représentable par troig systémes linéaires
de points cotés il faut et il suffit que som discriminant A soit supérieur ou

égal a zéro.

Ces trois systemes linéaires peuvent étre rendus réguliers lorsque,

A étant nul, ou bien les quantités E;, E;, E, sont toutes trois différentes
de zéro, ow bien, deux de ces quantités sont nulles, la troisieme et A étant

ensemble ouw nuls ou non nuls.

Si E;, E;, E, étant nulles, A et A ne le sont pas, un seul des trois
systémes linéaires peut étre rendu régulier.
Dans tous les autres cas on peut rendre réguliers deux de ces systémes.

Acta mathematica, 21. Imprimé le 15 septembre 1897,
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