
301 

THEORIE DES t~OUATIONS REPRI~SENTABLES 

PAR TROIS SYSTENES LINEAIRES DE POINTS COTES 

PAR 

MAUI~ICE D'0CAGNE 
P&RIS .  

I~  

mettre sous la forme 

(S) t~(%) 

l~'~ambule .  

Supposons qu'une 6quation donn6e entre %, a 2 et % puisse se 

~1(~1) ~1((Z1) 

r r 
r r 

~ O .  

Elle exprime que les points d6finis en coordonn6es homog6nes re- 
spectivement par 

(~3) x = r ~ ( ~ ) ,  y = ~ ( ~ ) ,  t = r  

sont en ligne droite. Si donc, dans les trois syst6mes de formules prdc6- 
dents, nous faisons varier respectivement a l ,  % et a 3 en ayant soin d'in- 
scrire ~ c6t6 de chaque point obtenu la valeur du param6tre correspon- 
dant, nous n'aurons qu'~ couper les trois systdmes de points c6tds ainsi 

construits par une droite quelconque pour obtenir un syst~me de valeurs de 

a l , a  2 et a s satisfaisant d l'dquation donnde. 
Aota math~,nat~oa. 21. Imprim6 le 13 septembre 1897. 
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Les points cot6s correspondant ~ chaque param6tre sont distribu6s 
sur une courbe qui en est dite le support. 

2. Si f~(a~), f,,(a~), r sont des fonctions lin6aires d'une m4me 
fonction 0,(a+), le syst6me (a,) a pour support une ligne droite sur la- 
quelle il constitue une sorte de graduation. Lorsque la fonction O~ change, 
cette ligne droite reste ]a m4me; seule la graduation se modifie. Le cas 
l e  plus simple est celui oh la fonction O~(ai) se r6duit k a~; le syst6me 
de points cot6s (ai) est alors dit lingaire. 

Le problSme se pose d'abord de reconnaitre quelles sont les 6qua- 
tions repr6sentables par trois syst6mes lin6aires de points cot6s et de 
d6terminer pour une telle 6quation les fonctions f,., ~,, r (i = i ,  2 ,3 )  
correspondantes. C'est l'objet de la premi6re partie de ce M6moire. 

Si, en faisant varier at par 6chelons 6gaux, ou obtient sur le support 
rectiligne des points 6galement espac6s les uns des autres, le syst6me est 
dit r~yulier. Un tel syst6me r6alisant, au point de vue de la repr6senta- 
tion g6om6trique, le maximum de simplicit6, il est int6ressant de recher- 
cher si, par une transformation homographique appropri6e, on peut rendre 
r6guliers un, deux, ou m4me les trois syst6mes lin6aires servant k repr6- 
senter une 6quation donn6e. C'est l'objet de la seconde partie du M6moire. 

A la v6rit6, on aurait pu traiter les deux probl6mes k la lois, mais 
la solution efit alors perdu en nettet6 sans gagner beaucoup en bri6vet6; 
aussi la division adopt6e pour le sujet a-t-elle paru pr6f6rable. 

Le premier probl6me est susceptible d'une interpr6tation g6om4trique 
qui se trouve indiqu6e dans une Note plac6e k la fin de la premi6re partie. 

E o r m u l e s  et r e m a r q u e s  p r ~ U m i n a i r e s .  

3. Etant donn6 un ensemble de trois syst6mes de points cot6s, on 
peut toujours, en conservant les cotes, lui faire subir une transformation 
homographique quelconque puisque, dans une telle transformation, l'aligne- 
merit des points se conserve. 

On pourra des lots faire en sorte que les supports des trois syst6mes 
soient des droites assign6es d'avance, en distinguant toutefois les cas oh 
ces supports sont ou non concourants, circonstance qui subsiste pour toute 
transformation homographique. 
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I ~ Cas. Les supports ne sont pas concourants. Dans ce cas, une 

transfol;mation homographique permet  de faire coincider deux des supports 

avec les axes de coordonn6es Ox et Oy et le trolsmme avec la droite de 

l'infini du plan Oxy (ce qui revient ~ faire correspondre ~ chaque valeur 

de az une direction du plan). Les trois systSmes sont dSs lors d6finis par 

x m_ mla l  + nl ~ y ~ o , t ~ p l a l  + ql 

x --~ o , y ~ p~a~ + q2 , t ~ m2% + n~, 

x ~ p~a~ + q~ , y ~ m.~% + n~ , t =  o , 

et l 'dquation reprdsent6e prend la forme 

(Ea) 

"~ (~01~1 *'~ ql)(~0'](~2 "~-- q2)(P3~3 + q3) = O, 

qu'on peut 6crire 

(Eta) M((x 1 -JI- 81)((x 2 -J[- s2)((x 3 "~ Ss) --~ /)(0t I -Jl- t~)(% + t2)(% + t3)-----o. 

2 e Cas. Les  supports sont concourants. Duns ce cas, une trans- 

formation homographique permet de faire co~ncider deux des supports 

avec Ox et Oy et le troisi6me avec la bissectrice de l 'angle de ces axes. 
Les trois syst6mes sont alors ddfinis par 

(b) 
X : ml~ 1 2/_ nl , y = 0 , t = P1% + q, ' 

X = O  , y = m 2 % + n ~  , t = p , % + q ~  , 

x = m  3% + n  3 , y = m  3a 3 + n  3 , t = - - ( P 3 a s +  q3), 

et l '6quation repr6sent6e prend la forme 

(Eb) plal + q, ~_ p~a~ + q~ + p~a~ + q, o, 
re, a, + n, m~% + n 2 rosa 8 + n~ 

qu'on peut  encore 6crire 

(E'b) 6 + t. + t~ = h r  . 
a~ + S~ a~ + S ,  a s + s s 
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Chacune des (iquations (Ea) et (Eb) d6velopp(ie est de la forme 

(E) A(Zl% % -t- B~%% -t- B:%al "4- B3%% A- C~% A- 6'~% -4- C,~% -t- D: o. 

Toute la question revient ,~ mettre une 6quation donn6e du type (E) 
sous l!une des formes (Ea) ou (Eb), en ayant  pour t o u s l e s  param6tres 
des valeurs rdelles. 

4. En vue d'all6ger la suite de notre expos(i, nous allons d(ifinir 
ici certaines fonctions des coefficients et faire quelques remarques relatives 

des 6quations qui s'y rattachent et qui joueront plus loin un r61e ira- 
portant. 

Posons 

F o = B1C 1 + B~C 2 + B~C:,-- AD, 

(I) E ~ = A C , - - B ~ B , ,  F , = F o - - 2 B ,  Q, G , = B , D - - C j C k .  (id',k=l,2,8) 

Le diseriminant du premier membre de l'(iquation (E) rendu homog6ne 
peut s'(icrire 

(II) A =  F~o--4(B1CIB2C2 +B~C2B3C 3 +B~C~B,C--AC~C~C 3 -  B~B2B~D), 

et on a 

(III) F ,  2 - -  4 E~ G, --  A. (,=1,~,~) 

Si donc on consid6re lea trois (iquations 

(~) ~,,(p) ---- E,p~ ~ - F,p A- G,---- o, ,,=,,~,3) 

la condition de r4alit(i des racines eat pour chacune d'elles 

~>o. 

(IV) 

On a encore 

E~B~ + F, AB, -4- G,A ~ = - -EsEk ,  

E,C~ + F, EC,  + G,B] = -  E.G. 

E,D' + F,C,D + G,C, = - -  GIG,. 
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On en d6duit que si E~ ~ o, c'est d dire si l'~quation (~) a une 
Ck 

racine infinie, l'dquation (~,) a une racine dgale d -~, dgale aussi a ~jj, el 

BI dg~e aussi d Ck de m~me l'dquation (~) une racine dgale ~ -~,  ~ ,  etc. 

Enfin, on volt bien aia6ment que, parmi les trois syst~mes E~, ~ ,  G~ 
(i ~ i ,  2,  3) il ne peut y en avoir un composd de trois ~ldments nuls sans 
qu'il en soit de mdme pour l'un des deux autres. La  variable dont l'indice 
diff~re de ceux de ces deux syst~mes entre alors dans un binome qui se met 
en facteur dans le premier membre de (E). Cette 6quation cesse alors 
d'6tablir un lien entre les trois variables, et il n 'y  a plus lieu dSs lors 
d'en rechercher une repr6sentation. 

Dans le caa oh t o u s l e s  coefficients de (E) aont diff6rents de z6ro, 
cette proposition ae d~montre ainsi qu'il  suit. On a 

A C ~ - -  BiBk = o , BjCj + B k C ~  B~C~-- AD ~- o ,  B ~ D ~  CjC~ = o. 

Tirant  A et D des 6quations extrSmes pour por~er leurs valeurs dana 
l '6quation du milieu on obtient 

(BjC i - -  B , C , ) ( B , C , -  B,C,) = o.  

L'un de cea deux facteura eat n6cessairement nul;  aoit le premier. Rap- 
prochant l '6quation qui en r6sulte des deux extrSmes du groupe pr6c6- 
dent, on en conclut que 

A B; B~ 6'~ t ~-;=~=~=~=~.  

D~s lors, l'(~quation (E), qui peut s%crire 

~,~(A~ + B 3 + ~,(B~ + C , ) +  ~(B,a~ + Cj) + e , ~  + D = o, 

devient 
(~ + a)(A~,~.~ + F~, + B,~ + C,) = o, 

ce qui d6montre la proposition. 
Si un ou plusieurs coefficients de (E) aont nu|s, la d6monstration ci. 

deasus se modifie un peu dans la forme, maia subsiste pour le fond. 
Partout,  dans la suite, noua supposons donc Ei ,  F~ et Gi (i = ~, 2 , 3 )  
non nuls ~ la lois. 

Aela malhematica. 21. Imprim~ le 14 sepiembre 1897, 39 
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PREMII~RE PARTIE. 

h. E q u a t i o n s  r e p r J s e n t a b l e s  p a r  t ro i s  sys tOmes  l i n d a i r e s  

n o n  c o n c o u r a n t s .  

5. Afin d'6viter toute hypoth6se particuli6re nous repr6senterons par 
i ,  j ,  k uric permutation quelconque des indices I ,  2 , 3  et nous supposerons 
les 6quations (E), (Ea), (E'a) rcmplae6es par celles que ron obtient avec 
ce changement de notation des indices. 

Sur la forme (E'a), on volt que pour a ~ - - - - -  s~, le premier membre 
de l '6quation se r6duit ~ un produit  de binomes en aj et ak. Or, le r6- 
sultat  de cette substitution dans le premier membre de (E) est 

(B , - - a s , )~ ,  + ( E - - B , s , ) ~  + (O,--Es,)~,  + D--Cis , .  

Pour que ee polynome se d6compose comme il a 6t6 dit il faut que 

( B , -  As,)(D - -  C,s,) - -  (C~ - -  B , s , ) ( C , -  Bjs,) = o,  

ou, si on se rdf6re k la d6finition donn6e au n ~ pr6c6dent, que 

On trouverait de m6me que 

r  = o 

Si donc p~ et p~' sont lea deux racines de l 'dquation (f~), on volt 
que l '6quation (E'a) peut s'dcrirc 

(E".) M(~, + p;)(~j + p;)(., + p;) + P(., + pl')(.~ + p;')(~, + p;') = o. 

Les racincs p' ct p" doivent d'apr6s cela ~tre r6elles; elles doivent 
aussi ~tre in6gales. Si, en effct, on avait p~ = p~', le binome a~ + p, se 
mettrait  en facteur colnmun et l '6quation se ddcomposerait. Donc, d'apr6s 

~ , ( t , )  = o .  
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ce qui a 6t6 vu au n ~ pr6c6dent, pour que l'dquation (E) soit reprdsentable 

par  trois systbmes lindaires non concourants il taut  que le discriminant A 
soit > o.  

On va voir que cette condition n6eessaire est 6galement suffisante 
en prouvant que lorsqu'elle est remplie, on obtient toujours pour M e t  P 
des valeurs r6elles. 

6. I1 faut d'ubord reconnaltre le lien qui doit n6cessairement exister 
d'une part entre les racines du groupe (p'), de l 'autre entre les racines 
du groupe (p"). 

Sur la forme (E"a) de l'6quation, on volt que son premier membre 
devient identiquement nul pour al = - - p ~ ,  ak = - - p ~ ' .  Faisant cette 
substitution dans le premier membre de (E) ct annulan t  le coefficient du 
terme en a:, on a 

zip~p;' - -  B : y  - -  B k N  + cj = o .  

La substitution aj = - - p  j ,  a, = -  p~' donne de m4me 

Ap; p'~' ~ B:py  - -  B,p~ + Q -~- o.  

Eliminant  p2' entre ces deux derni6res 6quations on obtient 

E , ? : -  B,C, = ~ : ;  - -  BjC' .  

ou, en doublant les deux membres, ajoutant k ehacun xw 0 et tenant eompte 
des formules (I) (n ~ 4), 

2E, p~ + F, = 2E:; + ~ .  

On trouverait de m4me 

Ces deux derni6res &luations peuvent s'6erire 

d , d d , 

Pareillement, on obtiendrMt 

d ,, d d 
.~,Go, ) = ~ o ; , )  = ~ , ~ o ' , , )  

ae, ~ 
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On peut done dire que les trois racines du groupe (p') d'une part, 
du groupe (p") de l'autre donnent une m~me valeur a la ddriv~e d a polynome 
(~ ) correspondant. 

On peut encore remarquer, en rSsolvant l'~quation (~) ,  que 

:E,p,  -}- F, ~- +__ ~/-A. 

Les racines d'u~ m~me groupe correspondent donc 8 un m~me sone 

pris pour ~/-A. 
En rSsumS, on est libre de choisir parmi les racines de ((zi)la racine 

p: ct la racine p:', reals, une lois ce choix i'ait, les racines pj et p~ d'une 
part, p /  et p'k' de l'autre sont d~termin~cs sans ambiguit& 

Rem(n'q~ee. Une on plusieurs des 5quations (~) peuvent avoir une racine 
infinie (jamais les deux, d'aprSs la remarque finale du n ~ 4). DSs lors, 
E i 5rant nul, la quantit5 2Eip i -]- F i prend la forme inddterminde o X oo 
pour la racine p~ infinie, mais comme elle prend la valeur pari'aitement 
d~tcrminSc /~'~ pour la racine p~ finic, le criterium i~diqu5 s'applique au 
moyen de cette seconde racine�9 I1 est donc valable dans t o u s l e s  cas. 

7. Abortions maintenant le calcul de M e t  P.  Pour cela, remar- 
quoz~s que l'identific~tion de (E"a) et de (E) conduit ~t huit 6quations de 
la forme 

3IR'  -t- P R " ~  K ,  

off R', E '  ct K ont les systSmes de valeurs 

' I t "  : p ~ '  I~ '  ~ P i  , 

�9 ~ ~ , �9 �9 ~ 

I ~ ' =  ' '  R . . . . . .  P~ P~ , = -  Pj Pk , 

�9 ~ . ~ ~ , �9 ) 

t ~ ' =  ' ' '  R . . . . . . . .  

K ~ . A ,  

K---- Bi,  

K ~ Q ,  

K-----D. 

Prenons deux de ces bquations, distingu~es par les indices o e t  I. Nous 
en tirons 

M P 
Ri'K0 - -  ~'0'K, - -  R;/;, - -  RiKo 
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Par  suite, l '6quation (E"a) devient 

(:~) (R'I'K0 ~ " ~ : "  ' - -  o , j~ ,  + p,)(~, + p;)(~, + p'~) 

- -  (Ri go - -  R'oK,)(~, + p:')(~, + p;')(~, + p'~') = o .  

Nous allons voir comment cette 6quation peut  s'adopter ~ tous les 
cas possibles caractdrisds par le passage g rinfini d'une au de plusieurs 
racines p' et p". 

I er Cas. Les six racines p' et p" sont finies. Duns ce cas, E l ,  E~, Ek 

sont diff6rents de z6ro. Nous prendrons iei dans le systSme (2") 

.R o =  I , R o ' =  t , K o = A ,  
/~, , ,, = = p , ,  R ,  = p ; ' ,  K ,  B , .  

L'6quation (~) devient alors 

(~1) (Apk'--  Uk)(~ i + p;)({xj + p;)(~k "~ Pk) 

( a p l - -  B~)(~, + p;')(,,, + p~')(~,~ + pi') = o. 

2" Cas. Une racine est infinie. Soit p~' = = cxv, 1 auquel cas E~ o. 
L'dquation ( ~ )  d u n  ~ prdc~dent, divis6e par p~,', peut s'6crire 

- - + + p ; ' )  + , )  = o .  

Pour P'k" = oo, elle devient 

(~,)  -~(a, +/,~)(~, + / , ; ) ( ~  + p~.) - -  ( 4 o i - -  Bb( ~. + p~')(~, + p;') = o. 

3 ~ Cas. ])eux racines de m~me groupe sont infinies. Somnt" Pi" = pk'; = c~, 
auquel  cas Ej = Ek = o.  ~Tous prendrons ici duns le syst6me (27) 

~o = I , R o ' =  I , Ko = A ,  

' PjPk, t~l ~- pj p ,  , KI Ci. 

t Lorsqu'une racine est infinie on peut simplifier  le caleul des autres en s 'appuyant 

sur ]es remarques faites ~ propos des formules (IV) du n ~ 4. 
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L'dquat ion (~)  divis6c par  pj'p'k' peut  alors s'dcrire 

( A  g,~; ,)(~,  + p')(~j + pj)(~k + p~) 

, , _  (~:+ ~)(~ + - -  (aajas C,)(~, + g ' )  ~' 
\pc 

P o u r  p ~ ' =  p;'  = oc ,  elle devient  

I )  w~-O. 

A(~, + g)(~ + g)(:~ + p ; ) - -  (Agp l - -  C,)(~ + g ')  = o. 

4 ~ Cas. Deux racines de groupes diffdrents sont infinies. Soient 

L'6quation (~)  divis6e par  pjp'k' peut  alors s'dcrire 

,, 

? - + -  _..,~ / .  + ,: xo, + +) .,~ + .  = o 

t t  Pour  p~ -----pk ---- o,v, elle devient 

On volt qu'ici  le terme en a~ar a disparu,  c'est b. dire que A = o .  

C'est lk ce qui dist ingue ce eas du pr6c6dent. 

5 e Cas. Les  trois racines d'un m~me groupe sont infinies. Soient 
p~' = p~' = p~.' ----- c~ ,  auque l  cas /~i = Ej  = Ek = o .  Nous prendrons  ici 

t p t  R o =  I , B0 = I , K o = A ,  

. . . . . . . . . .  K~ = D .  R1 = PiPjPk, R'I' = Pi Pi Pk , 

' " ~ E~ Pj = P k  = c~,  auque l  cas on a encore = -----o. 

R '  p '  R . . . .  0 ~ k ~  0 ~ hOk  

t t R ,  = p j  , tt;" = p } ' ,  

Nous prendrons ici 

K o =  B~, 

K, = B+. 
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L'6quation ($I,) divis6e par p~'p~'pi' peut alors s'6crire 

A D , 

)5 ) - - ( A p ,  p ~ p ~ - - l )  ~' + ~ ~ + ~ + ~ = o .  
o 

Pour p~' ----p~' ----Pi' = co,  elle devient 

( ~ )  A(a, + p;)(aj + p;)(a, + p ; ) -  (ap'p;p'k--  D) = o. 

6 ~ Cas. 1)eux racines de l'un des groupes et une de l'autre sont infinies. 
Soient p" = p ; ' - - - - p ~ ' =  oo, auquel  cas on a encore E~ = Ej. = 2~k = o. 
Nous prendrons ici 

t 

~ o =  p, , ~o' = p~' , Ko = B,,  
l t ! l !  

_l:l, = P.i Pk, _l:l, = Pi Pk " K~ ---- C~. 

L'6quation (.~) divis6e par p;p;'p'k' peut alors s'6crire 

( )( B , - - q  P:' (~ + ~ ~ + p;)(~ + e;) 

) )V ) 
Pour pC = p" ----p~ = c~, elle devient 

(~0) B,(~ + p;)(a~ + p;) + C,(a, + p;') = o. 

On volt qu'ici encore il n'y a pas de terme en a~otr c'est k dire que 
,4 = o .  En outre, B~ est diff6rent de z6ro, ee qui, avec rhypoth6se faite, 
entraine n6eessairement B i = B~ = o. 

8. R~sumd. Si on compare b. l '~quation (Ea) ehacune des ~quations 
de (~1) b~ (-~6), on voit que, pour A > o,  la repr6sentation peut dtre 
d6finie par les formules (a) d u n  ~ 3, les parum~tres m ,  n , p ,  q 6rant 
donn6s par les tableaux ci-dessous dans lesquels on les suppose rang6s 
dans l 'ordre 

m~, hi ,  p~, qi, 

ink, nk, Pk, qk- 
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I er G a s .  E,, ~ ,  Ek * O: 

Ap';  - -  B ~ ,  

2 e C a s .  

3 e Cas. 

A 

4 ~ Cas. 

5 e Cas. 

Maurice  d 'Ocagne.  

6 e Cas. 

I p :  , I , 

t 
~Oj ~ I 

. E i ,  E j  : ~  0"~ E k  ~--" 0 : 1 

I , p~ , I , 

I ~ p; ~ I 

t A , p ~ A  , 0 , 

E ~ o ;  E i ,  E~,= o ; A ~ o :  

I , p~ , I 

I ~ p; :, 0 

p'~A , o 

E ,  . o ; E s ,  E~ = o ; .a = o:  

I , p~ , I 

0 ~ I ~ I 

B j  , p; B~ , o 

E , ,  E i ,  E~ = o ; . a . o :  

I , p~  , 0 

I ~ /9; ~ 0 

s 
A , O k A  , 0 

E , , E s , E k = o  ; A = o ;  B ~ o :  2 

0 ~ I ~ I 

I ~ p; ~ 0 

B ,  , p ,B~  , o , 

sp 

p;, 

tr 

e l  

Pi 

tt 

, c , - -  Ap~p'~ 

jOt• 
t 

sr 

, 1 ) - -  ~4p~p;p '~.  

p~' 

c, 

1 Dans ce cas A =t= o n6cessa i rement ;  car A = o ,  .Ek = 0 en t ra lnen t  soit Bi  = o~ 

soit B s - = O  1 par  suite soi t  E j  = o ,  soit E i =  o .  

On vient  de voir que les deux autres  B sont n~eessairement  nuls. 
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B. E q u a t i o n s  r e p r d s e n t a b l e s  p a r  t r o i s  s y s t ~ m e s  

l i n ~ a i ~ ' e s  c o n c o u r a n t s .  

9. Nous avons vu que lorsque les trois syst6mes lin6aires sont con- 
courants l'6quation (E) est susceptible de prendre la forme ( E ' b ) q u i  peut 
encore s'6crire 

~0,, + ,t)O,~ + 0(,,, + 8b 

- -  t,(,,~ + 0 ( ~  + s~) - -  tt(,,~ + sb(~, + ~,) - -  t,(,,, + ,,)(,,t + 0 = o .  

On volt que pour a t - - - - - - s , ,  a t ~ - s t ,  ak = -  sk,  elle se d~com- 
pose en un produit de binomes. I1 en r~sulte, comme au n ~ 5, que 
s t ,  s t ,  sk sont racines respectivement des 6quations (ft), (fi),  (fk)- 

Ces trois 6quations doivent donc encore avoir leurs racines r6elles. 
Or, s ices  racines dtaient in6gales l'6quation (E) serait repr6sentable par 
trois syst6mes non concourants, ainsi qu'on l'a vu au paragraphe prdc& 
dent, et cela serait contraire k l'hypoth6se actuelle. Chacune des 6qua- 
tions (f) a done n6cessairement ici ses racines 6gales et, par suite, 

Si P i ,  P t ,  pk sont ces trois racines, l'dquation pr6c6dente deviendra done 

(E"b) ar(~,, + o,)0'~ + P;)(~'~ + Pb 

- -  t,(aj + pj)(ak + pk) - -  tj(ak + p~,)(e, + p,)  - -  tk(a, + p,)(a t --1:- Pt) = o .  

L'identification de cette 6quation et de (E) donne les huit 6quations 

(,) N = A ,  

(5,) ~ h , -  t, = B, ,  

(3,) ~r - -  t s p ~ -  t~p~ = q ,  

(4) NPiP ipk  ~ t, p jpk  ~ tipk p ,  - -  tkp ,p i  = D .  
Acla m t h e m a t k a .  21, Imprim~ le 14 septembre 1897. 40 
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Ayant,  dans toutes ees 6quations, remplac6 N par sa valeur (i),  on 
tire de (2~), 

(5,) t, = A p , -  B,. 

Faisons maintenant la somme de (2,),  (2k) et (3i) respectivement 
multipli6es par Pk,P~ et ~ x. I1 vient 

(| pk(Ap,-  B,) = B~p , -  E. 

De mgme, la somme de (2k) , (3~), (3i) et (4), respectivement mul t ip l i&s 

par P~Pi , - -  P~ , - -  Pi et x, donne 

(Tk) p i (B~p , -  ~) = C , p , -  I). 

Cela pos6, nous pourrons calculer t~, t i ,  tk dans tous les cas possibles. 
Remarquons d'abord que nous pouvons, au moyen de ces formules, 

v6rifier que chaque 6quation (~) a ses racines 6gales. 
Si, en effet, entre les 6quations (6k) et (7k) nous 61iminons P,Pi, nous 

obtenons 

(8,0 E~p~ -4- E i p  1 "q" Bk Ck - -  A D  ---- o .  

Si maintenant,  de la somme des ~quations (8k) et (8j) nous retranchons 
l '6quation (8~) multipli6e par 2, nous obtenons 

2E~p, + F~ = o 

OU 

~F,(p,) = o, 

ce qui d&nontre que pl est racine double de (Fi) et, par  suite, que A ~-- o, 
comme nous l 'avions pr6vu d priori.  

Passons maintenan~ ~ l 'examen des divers cas qui peuvent se pr6senter. 

I O. Ier Cas. Les  trois racines sont finies. Dans ce cas, E~, E i , Ek  

sont diffdrents de z6ro. 
D'apr6s (i) et (5) l '6quation (E'b) devient 

Api - -  Bi  -t Api - -  Bi  F Apk - -  Bk ---. A ,  

+ pi a1 + Pi ak + pk 
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OU 

(~1 )  ~ [ ~ i -  B i  Apj  - -  B j  A~k "~ Bk 
ai + pi Jr a t + pj ak Jr pk 

~ O .  

2 ~ Cas. Une des racines est infinie. Soit Pk ----- cx9, auquel  cas Ek = o.  
En  ver tu  de (6j) et (6~) l '6quation ( ~ ) ,  m u l t i p l i &  par  Pk, peut  s'6crire 

Bk,o~ - -  G + Bk,oj - -  6'.~ A.k + Bk 

ai + pi aj + Pt a_kk + I 
pk 

P o u r  pk = c o ,  elle devient  

- - 0 .  

o n  

(~) 

B,p ,  - ~. + "~pt - e,  _ ( . ~  + B b  = o 
ai "4- Pi aj "4- pj 

B~pl - -  Cj Bk a] + C~ 

a~ + p~ at + H 
Aak ~ o. 

3 ~ Cas. D e u x  des racines sont infinies. Soient pC = p k - ~  co ,  auquel  
c ~  E t  = ~ = o .  

En ver tu  de (Tk), l '6quat ion (~2) mul t ip l i6e  par  Pt, peut  s'6crire 

Cipl - -  D Bk aj + Ci 

Pt 

Ap t~  ~ = O. 

Or, pour  obtenir  (~2), nous avons suppos6 ok = cx3, et, d 'apr6s (6,), 

pour  pk = ~x~, on a Apt  = B t. L'6quat ion pr6c6dente peut  donc s'dcrire 

C ~ p l -  D .Bkaj + C~ 

H 

Bj~x k -~ O. 

Pour  p1 = co ,  elle devient  

o n  

(~) 

C~p~ - -  D 

a~ 4- p~ 
(B,~ + o , ) -  Bt~, = o, 

Cia~ + D 
ai + p~ + B ,a  s + Bt~,  = o.  
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4 e GaS.  Les  trois racines sont infinies. 

L'6quation ( ~ ) ,  multipli6e par p~, s '&rit 

On a done .E~ = E~. ---- G = o. 

Ga~ + D 

pi 

+ B k p ~ i  + BiP~a~ = o.  

Or, pour obtenir (~,~) nous avons suppos6 pj = pk = cxv, et, d'apr6s (7k) 
et (73), pour pj = pk = co ,  on a Bxp, = Cs, B~p, ---- Q .  L'6quation pr6c6- 

dente peut donc s'fcrire 

Cia~ + D 

ai" ~ . i  
pi 

+ Q~; + CT~a~ = o. 

Pour p~-:-- c~, elle devient 

G0~ + Q~  + 6 ' ~  + o = o. 

Ce dernier eas n'a d'ailleurs ~t(~ envisag6 qu'k titre de v6rification, car 
il est de route 6vidence que l 'hypoth~se A = El-----E 1 ----Ek = o entralne 
n6cessairement A ---~ B/---- B~. -~-- Be ---- o. 

i i .  Rdsum6. Si on compare k l'6quation (Eb) chacune des 6qua- 
tions de (~1) k (~4), on volt que, pour A = o, la repr&entation peut 
5tre ddfinie par les formules (b) d u n  ~ 3, les param6tres m ,  n , p ,  q &ant 
d6finis par les tableaux ci-dessous dans lesquels on les suppose rang6s 
dans l 'ordre 

m i ,  n ~  . P i ,  q ~  

m~, n ; ,  P i ,  q~, 

nzk, h a ,  Pk , qk" 

I er Ca8. E,, Ei, E~ =~ o: 

I ~ loi ~ 

I ~ p j  

I ~ iOk~ 

o , _~p,--B,, 

o , Ap~--Bj,  

- - A  , --B~ 
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2 ~ C ~ s .  E ~ , E ~ . o ;  E ~ = o :  ~ 

I , P.i , 0 , l ~ k p i - - G ~ ,  

I , P i ,  - - B ~ ,  - - C ~  , 

O ,  O ~  - - ~  0 . 

3 ~ C~s. / ~ , . o ; E i = E , = o :  ~ 

4 ~ Cas. 

I ; ]9i ~ C i , D , 

o ~ I ~ B k ~ o 

o ~ i , ~ .  ~ o 

E~-----Ej=Ek=o: 
0 ~ I ~ ~ ~ 0 

0 ~ I ~ ~ j  ~ 0 

O, I , Ck , D 
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I n t e r p v d t a t i o n  f f6omdtr ique .  

I2. Si, duns l '6quation (E) du n ~ 3, on regarde a l ,  % e t a  s comme 
des coordonn6es courantes, on volt que cette 6quation reprgsente une sur- 
face du 3 ~r ordre passant par les droites du plan de l'infini situ6s duns 
les plans de coordonn6es, et uyant, par suite, pour points doubles les 
sommets du triangle ~ form6 par ces trois droites. 

Lorsque A > o, les plans a i H - D ~ - ~  0 et aj 2 I- p ; ' ~  0 (i,j-----I, 2 , 3 )  
se eoupent deux ~ deux suivant des droites r6elles de la surface. Lorsque 
i et j sont diff6rents, la droite correspondante est ~ distance fmie et pa- 
rall61e k l 'axe des coordonn4es ak. Si une des racines devient infinie le 
plan correspondant se confond avec le plan de l'infini. 

Lorsque A = - o , p ~ = p ; '  pour i - -  1 , 2 , 3 .  Les d e u x d r o i t e s  pa- 
rall61es ~ chaque axe de coordonndes se confondent en une seule, et ces 

Ici~ comme on l 'a  ddj~ vu au n ~ 85 A ~ o~ ngcessairement. 
L'dquation ( ~ )  montre qu'ici A = Bi----o. 
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trois droites doubles eoncourent en un m6me point qui constitue un 
quatriSme point double de la surface. On saisit ainsi la raison g6omdtri- 
que de l 'annulation du discriminant A dans ce cas. 

La th6oric ci-dessus pr6sent6e fournit done un mode de repr6scnta- 
tion plane des surfaces du 3 ~r176 ordre ayant trois points doubles dans le 
plan de l'infini. Dans ce mode de rcpr6sentation, k tout point de la 
surface correspond unc droite du plan, a k chaque section de la surface 
faite parall~lement k un des plans de coordonn@s, un point cot& 

Si A ~- o, 1,~ surface se d(~compose en le plan de l'infini et un hyper- 
bolo'ide. La condition A > o signifie que l 'hyperboloide est k une nappe. 
Lorsque A = o, cet hyperboloide se r~duit k un c5ne. 

DEUXI]~ME PARTIE. 

i3. Si nous consid6rons l 'ensemble des trois syst~mes de points cot6s 

(a,) x = r,(~,), Y = ~,(a,) ,  t = r 

nous en obtenons la transformation homographique la plus g6n6rale en 

prenant 

le d&terminant de la transformation 

~.~ /~1 ~,. 

H----  '~2 ,a2 ~ 

dtant  d~ffdrent de z~ro. 

1 T1 suffirait d'appliquer uue transformation dualistique pour obtenir une reprdsenta- 

tion point par point de la surface sur le plan. 
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Pour que les points (a~) forment un systSme r~gulier, il faut et il 
suffit que t soit constant et diff6rent de z6ro, c'est s dire que dans 

2~f~ + l~9~ + v3~, ~ le coefficient da terme en a~ soit nul et le terme constant 

diffdrent de z~ro. 

Nous allons rechercher maintenant st, par un choix convenable des 
param6tres 2 , p ,  v rendant H diff6rent de z6ro, on peut  r6aliser la condi- 
tion pr6c6dente pour  les trois syst6mes lin6aircs d'une 6quation (E) ou 
seulement pour deux et mdme pour un d'entre eux. 

A. ]~quat ions reprdsen tab les  p a r  trois  s y s t~mes  l in~a i res  

n o n  e o n e o u r a n t s .  

14. Lorsqu'une 6quation appartient ~ cette cat6gorie (A > o), on 
peut prcndre eo,nme formules (a) les formules (a) d u n  ~ 3 oh on remplaec 

, 2, 3 par i , j ,  k. Les formules (~') sont alors 

a'a) 

X 

X ~  

y =  

y =  

y =  

t =  

t =  

t =  

(2L,,v, + ,u, m~)a~ + ~., q~ + pin~, 

Lcs 6quations exprimant 
d'apr(~s la remarque faite au n ~ pr6c6dent, 

[ 2am~ -{- ~3_P~ ----- o, avec la condition 

(~a) /hPj + v~ mj ----- o,  )) 

(~m~ + ~p~)~ + ~n~ + ~q~, 

(~p~ + #~m~)~ + ~qk + rank. 

que chacun de ces syst6mes est r6gulier sont donc, 

,~n~ + v3q~ :4= o~ 

#~qi + ~ns ~ o, 

~sqk + t~3nk =i= o .  
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Remarquons tout d'abord qu'en vertu des conditions ei-dessus on ne 

saurait admettre une solution dans laquelle plus d'un des param~tres "~3 ,#3,~3 
serait nul. 

Tout revient donc, duns chaque cas, k essayer de satisfaire au plus 
grand nombre possible des (~quations (r/a) en observant cette condition. 
Mais, si cette seule condition est remplie par une solution, les trois condi- 
tions inscrites en regard des dquations (r/a) sont satisfaitcs. En effet, si, 
it s et ~3 n'dtant pas nuls s la lois, on avait 

23mi -~- PaP/ ~--- o et 2~ni -I- l~3qi ~ O, 

iI en r6sulterait m i  nl. Par  suite, comme on le voit en se reportant 
Pi qi 

k la forme (Ea) de l '6quation (E) (n ~ 3), az disparaitrait de cette (~qua- 
tion. De mdme pour les deux autres 6quations (~a). 

Remarque. Pour que les trois systSmes puisscnt dtre rcndus rdguliers 
k la lois, c'est k dire pour qu'il  y ait compatibilitd entre les (~quations 
(~a) il faut que 

mlm2m ~ -{-.p~p~p.~ = o, 

c'est k dire, si on se reporte k (Ea), que 

A = o .  

On verra plus loin que cette condition n6cessaire n'est pas suffisante. 

x 5. Les 6quations (r/a) ne contenant que les dl6ments de la troisiSme 
ligne du ddterminant H,  on peut disposer arbitraircment de crux des 
deux premieres lignes ~ la condition toutefois de ne pus rendre H iden- 
t iquement nul. 

Si, par exemple, 23 est diff6rent de z6ro (ce qui est partout le cas 
duns ce paragraphe), on pourra prendre 

),~ ~---O~ ~ --'~ I ~  1~ 2 ~ O ,  

ce qui donne H = - - 2 8  . 
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Dans cette hypoth4se, les formules (a'a) deviennent 
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(~ao) I 

x = p~a~ -[- q~, y ---- o 

x = mr + nr y = psa~ + qr , 

x = o , y = mkak + n~, 

t = (~m~ + ~p~)a~ + ,~n~ + u~q~, 

t = (Z~PJ + u~%)ar + z~qr + u ~ ,  

t = (~Pk + p~mk)ak + ,t~qk +/13n~. 

On voit que les supports sont pour (a~) l 'axe des x,  pour (ak) l 'axe des 
y, pour (aj) la droite 

(~) u~z + / ~ y  = I .  

Cela pos6, nous allons chercher, sous la condition sus 6nonc6e, h satis- 
faire ~ une ou plusieurs des 6quations (~a) dans chacun des casque  nous 
avons 6t6 amen6 h consid6rer (n ~ 8). 

i 6 .  i e r  ~as. E l ,  E j ,  E k ::~ o .  Les 6quations (r2a) sont ici 

(~al) { 2a -F ~3 ---- o ,  

#3 + ~ = o ,  

( B ~ -  ~p~)~  + (~p~' - -  B~)Z~ = o.  

E l l e  sont g6n6ralement incompatibles, mais on peut toujours satisfaire 
aux deux premieres en prenant 

~3 ~ I /2 3 ~ I ,  P3 - -  I .  

Les formules (aao) deviennent donc 

(~al) x = ~ + p; , y = ~ + p;' , t = p; '--p~ , 

x = o , y = (~p~' - -B~)(~k + p;) ,  t = (p ' : - -p;)(A~ + B~). 

En ontre, l '6quation (5.) est ici 

y - - x = I .  

Si A- - - -o ,  le syst6me (ak) devient lui-mdme r5gulier. 
Avta mathematiea. 21. Imprim6 le 14 septembre 1897. 41 
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2 ~ Cas. E~, E j .  o ;  Ek = o. Les 6quations (~a) sont ici 

(~a,) / l ~ +  u3 = o ,  

/ q = O .  

On satisfait encore aux deux premi6res en prenant 

~3 : I ,  ~S ---~ I:l  P3 ~ ~ I .  

Les formules (aao) deviennent done 

(aa2) 

# o n  x-----a~+p~", y = o  , t-----p~--p~ , 

x : as + p; , y : as + p;'  , t = p; '  - -  p; , 

A (  ') t =  Aak + B , .  x ----- o , y ---- ak + Pk , 

Ici, comme on l'a d6jg remarqu6 au n ~ 8, A ne peut pas &re nul, 
et, par suite, le troisi~me syst~me n'est jamais r6gulier. 

3 ~ Cas. E ~ : 4 = o ;  E i , E k = o ;  a . o .  Les 6quations (7/a) sont ici 

(~a3)  { ~ + v 8 : O, 

PS = O~ 

/ .q ----- o .  

On satisfait ~, la premi6re et k la  derni6re en prenant 

)'3 ----" I~ / t  3 = O~ P3 --'-- - -  I .  

Les formules (aa0) deviennent done 

(~a~) 
{ X---. ~i_. ~_ " P~ , 

x = ~i + p~ , 

X = O  

y~---O 

y- - - - - I  

t--p;--p:' , 

t = - -  ( ~  + p;) ,  

t - -  c , - - . 4 p ; p ' ~ .  
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4" Cas. E~=l=o;  E r  A = o .  

2~=I=~3= o) 

P3 - -  o) 

On satisfait ~ toutes trois en prenant  

~ 3 ~  I ,  ft ,----o,  

Les formules (aao) deviennent 

I 
x = a~ Jr p i ' ,  y = o , 

z = I  , y = aj +,o~'  , 

E( ') 

y3 ~ I ,  

5 ~ Cas .  E , , ~ . , E k = o ;  A * o .  
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Les 6quations (~a) sont ici 

t = - - I  

t =  Bk �9 

Les ~quations (~a) sont ici 

'~a ----- O~ 

~3 ~ O) 

p3-----O. 

On nc pent ici, sous la condition requise, satisfaire qu'k une seule de ces 
6quations, par exemple k la seconde en prenant  

) , 3 ~  I /~3~--- I ,  ~3~---0.  

Les formules (aa0) deviennent donc 

(aas) =a~-]-p~,  y =  I , t - "  x 

P t t = o  , y = 21(ak + p'k), t -~- A(ak + p'k) + l)  - -  Ap, pjpk. 
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6 ~ Cas. E~, E j ,  .E k -~-o;  21----o. Les ~quations (~]a) sont ici 

I 
~ ~ 0 ~  

(r]as) P3 ~ O, 

P3 ~ O. 

Cette fois on satisfait aux deux premieres en posant encore 

~3 ~--- I~ /~3 ~ I~ 1~ 3-~- O. 

Les formules (aa0) deviennent donc 

(~ao) 

x - - a ~ - k - p ~ ' ,  y = o  , t = ~ , 

x = o , u = B , ( ~  + p'~), t = B , ( ~  + p'~) + C,. 

peut 
place 

(~'b) 

I7. 
prendre 

B. JCquations re l~$sen tab les  p a r  t rois  sys t~mes  
l in~aires  c o n v o u r a n t s .  

Lorsqu'une ~quation appartient k cette cat6gorie (A = o), on 
c o m m e  formule~  (~) ]e~ formule~ (~) du ~o 3, o~ o .  rem- 
par i , ] ,  k. Les formules (a') d u n  ~ x3 deviennent alors 

x - -  (21m~ + ~lPt)~ "t- 21n~ -F ~q~, 

x = [(21 -4- / t , )mk--u,pk] a~ -4- (X, -4- t t ,)nk--v~qk, 

y = (2:m~ + ~p~)a~ + ,~:n~ + ~q~, 

Y = ~ %  + ~,P~)a~ + #2~'~ + ~:qj, 

t -~ (23m, -a t- ~sP,)ai + 2sn, q- ~3q,, 
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Les 6quations exprimant que chacun de ces systSmes est rdgulicr sont, 
d'ap%s la remarque du n ~ I3, 

I 23mi + v3P~ = o, avec la condition 

(rib) ,~3m~ + vsP~' = o ,  )) 

0'3 + / t 3 ) m k  - -  v3Pk = o ,  )) 

23nr -]-/a3qr =~ o ,  

#an./+ u3qj * o, 

(28 +/~8) n ~ - -  ~qk * o. 

On volt que ces conditions ne permettent pas d'avoir v 3 ----o, en 
mdme temps que 2~,/t~ ou 28+/~3; mais on peut prendre 2 3 = t t 3 = o ,  
avec v3 =1= o. En outre, le raisonnement d6jk fait au n ~ 14 montre que 
si la condition p%c6dente est remplie par un syst~me de valeurs satis- 
faisant k une des 6ciuations (rib), les conditions inserites en regard des 
6quations (rib) le sont aussi ipso facto. 

Remargue. Pour que les trois syst~mes soient r6guliers, c'est k dire 
pour qu'il y air compatibilit6 entre les 6quations (rib) il faut que 

mlp~p  3 + m~psp 1 -}- m s p l p  2 = o ,  

c'est k dire, si on se reporte ~ (Eb), que 

A = o .  

Comme p%c6demment, cette condition n6cessaire n'est pas suffisante, ainsi 
qu'on le verra par la suite. 

I8. Les 6quations (rib) ne contenant que les 616ments de la troisi~me 
ligne du d6terminant H, on peut disposer arbitrairement de ceux des deux 
premiSres lignes ~ la condition toutefois de ne pas rendre H identique- 
ment nul. 

Si, par exemple, 23 est diff6rent de z6ro, ou pourra prendre 

~1 = O~ //1 ~--- O~ V 1 = I~ 

'~t = O~ /21 = I~ ,V~ = O~ 
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ce qu i  donne  H = -  2~. Les fo rmules  (a'b) dev iennen t  a lors  

(~bo) 

x = . p ~ a i  + q~ , y = o , 

x = psas + qj , y = mi%. + nj , 

z = - -  (Pk~k + q,) ,  y = m~ak + n~, 

t ---- (j~t3m~ + vspj)ar + tt.,ni + v3qj, 

t = [(,~ + m)m~ - -  v~p~]~ + (a, + m)n~ - -  ,~,q'~. 

Si 2~----o, mais  que  v~ 

21 

22 

ce qui  donne  H = v 3. 

(=b;) 

soit di f f6rent  de z6ro, on pour ra  p r end re  

---= I ,  ~1 --'-- O, v 1 = 0 ,  

O~ /A~ = I~  1; 2 = 0 ~  

Les fo rmules  (a'b) dev iennen t  alors 

X ~ m,a~-4-  n i ,  y ~ 0 

x = o  , y = msa~ + n s , 

x = mkak + nk, y = mkak + nk,  

t = (,~)~ + v.p,)a~ + ,~.n~ + ~q~, 

t ----- (,a~ mj + v3Pi) ai + tt8 ni + Va qj, 

t =  [(;,~ + m ) , , ~ - - , ~ p ~ ] ~  + (a~ + m ) n ~ - - ~ q ~ .  

Cela pos6, envisageons chaeun  des cas d6finis au  n ~ I I. 

(,A) 

19. I ~r Cas. E~, Es., Ek 4= o .  Les dquat ions  (~/b) sont  iei 

~'3 = O .  

P3 ----0. 

,t~ + / ~  + A~,~ = o.  
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On peu t ,  sous les condi t ions  requises,  satisfaire dans  tous  les cas aux  d c u x  

premi6res  en p r e n a n t  

Pu i sque  2~ 

dev iennen t  

~ ~--- O~ la3 = O~ V~ = I .  

est nu l  et v 3 non,  il f au t  avoir  recours  a u x  fo rmules  (~b0) qu i  

x = a ~ + p i ,  y = o  , 

x-----o , y --- aS + pl , 

x ---- ak + pk, y ---- ak + Pk, 

t = A p , - - B , ,  

t =  A p j - -  B s , 

t ~ Aak + Bk. 

Ou voi t  que  le suppo r t  de (ak) est  la droi te  y = x.  

Si A = o ,  le sys t6me (ak) devient  l u i - m 6 m e  r6gul ier .  

2 e Cas. E , ,  E~ :4= o ;  E k - - - - o .  Les 6qua t ions  (r/'b) sont  ici 

[ ~ ---~ 0 

/ #3 - -  Bkv~ = O, 

V~ ~ 0 

On satisfait  aux  d e u x  premieres  en p r e n a n t  

't3 ~ o ,  / ~  = Bk, 

Les fo rmules  (ab;) deviennent  donc  

x = a ,  + P o  y = o , 

x = o , y --- aj + pi, 

X = I  ~ y~-- - I  , 

P3 ~ I .  

t = B k p ~ -  C~, 

t =  B k p i - - Q ,  

t =  Aak + B~. 

Ici,  alnsi qu 'on  l 'a  d6jk r e m a r q u 6  au n ~ I t, A ne p e u t  pas ~tre nul .  
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E~ ~ o ;  E j ,  Ek = o.  Les 6quations (~b) sont ici 

On satisfait aux deux derni6res en prenant 

~3 ---- I ,  Pa  = I }  lJ 3 ~ O. 

Comme )'3 est diff6rent de z6ro, on a recours, eette fois, aux formules 
(abo) qui deviennent 

x = Qa~ + D ,  

(~b 3) z = B ~  , 

X = - - B j a  k 

4 e Cas. E , , E j , E k = o .  

y ----- o ,  t ----- ai + Pl,  

y =  I~ t =  I 

y----- 1~ t =  2 

Les 6quations (72b) sont iei 

J 
P3 ~ 0 ~  

V 3 = O~ 

On satisfait h toutes trois en prenant 

2 3 = I~ ~3 ----- I:p 

Les formules (abo) deviennent alors 

I 
x ----- C~ai , y ----- o ,  t ----- I ,  

x = (,~iaj , y = I ,  t =  I ,  

I x  = - -  ( c ~ k  + 1)), y = i ,  t = 2. 

20. :R~sum~ gdndral .  Tous les r6sultats qui pr6c6dent peuvent se 
r6sumer dans le tableau suivant off une quantit6 positive est ddsign6e 
par -{-, une quantit6 non mille quelconque par (P. Si un de ces signes 

/ ~3 + Qu~ --- o ,  

P3 ~ 0 ~  

Ps ~ 0 .  
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est soulignd c'est qu'il d6coule n~cessairement des auh'es hypoth+ses plac~es 
sur la m~me ligne. 

A .E~ ~ .  A Syst~mes r~guliers Formules 
correspondantes 

F 

F 

s 

§ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 

0 0 

r o 

0 O 

0 0 

0 0 

0 0 

r o 

0 0 

0 (3 

(~,), (~) 

(~,), (~), (~) 

(~,), (~) 

(~), (~) 

(~), (~) , (~) 

(~) 

(B, ~ o) (~), (~) 

(~,), (~j) 

(~,), (~), (~) 
(~,), (~.) 
(~-), (~) 

(~,.), (~.), (~,) 

(aax) 

( ~ )  

(~a~) 

(~u~) 

(~ao) 

(~o) 
(~b,) 

(~b~) 

(~b~) 

(~b~) 

(~b~) 

I1 ~ 1 6 

1t ~ I 9 

On peut donc ~noncer cette proposition: 

Pour qu'une 6quation (E) soit reprdsentable par troi~ systOmes lindaires 
de points cords il faut et il suf[it que son discriminant A soit sup~rieur ou 
dgal ~ zdro. Ces trois systOmes lin~aires peuvent ~tre rendus rdguliers lorsque, 
A dtant nul, ou bien les quantitds E , ,  E j ,  Ek sont routes trois diffdrentes 
de zdro, ou bien, deux de ces quantitds sont nulles, la troisiOme et A dtant 
ensemble ou nuls ou non nuls. 

Si E i ,  E j ,  Ek dtant nulles, A et A ne le sont pas, un seul des t~vis 
syst~mes lindaires peut ~tre rendu rdgulier. 

Dans tousles autres cas on peut rendre r~guliers deux de ces systOmes. 

AMa ~t]w~at{ca,  21. Imprim~ le 15 septembre 1897. 4~ 


