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SUR LES SI~RIES DE TAYLOR. 

L e t t r e  a d r e s s & e  & l ' 6 d i t e u r  

P A R  

EMILE BOREL 
P A R I S .  

Monsieur, 

Vous avez bien voulu me demander de vous indiquer comment on 
pourrait, en partant des 616Inents, d6montrer les thdor~mes sur les s6ries 
de TAYLOR que j'ai 6nonc6s darts les Comptes  Rendus ,  en d6cembre 
I896 (en esquissant une d6monstration reposant sur deux m6moires relatifs 
aux s6ries divergentes, parus en 1895 dans le J o u r n a l  de M. JORDAn). 
Je suis tr6s heureux d'avoir une occasion de vous montrer comment des 
r6sultats, auxquels ma th6orie des s6ries divergentes m'a conduit d'une 
manibre intuitive, peuvent 6tre d6montr6s directement par une m6thode 
p eut-6tre plus simple, mais qui semble assez artificielle. 

Je consid6re une s6rie de TAYLOR dont le rayon de convergence est 
6gal ~ l'unit6: 

f (z)  = Za~z" 

et je suppose, pour plus de nettet6, que ~la, J a pour limite un. Dans 
le cas oh il n'en serait pas ainsi, rien ne serait chang6 aux conclusions 
qui suivent, comme on le volt par des remarques analogues ~ celles que 
j 'al faites dans le J o u r n a l  de M. JORDA~ (I896, p. 45I). 

J'appellerai fonction entiSre associ~e ~ la fonction f(z), la fonction 

Lorsque on donne ~ z toutes les valeurs de module r, appelons M ( r )  
le maximum du module de F(z);  on d~montre facilement (voyez mon m6- 
moire sur les z4ros des fonctions enti~res que vous imprimez actuellement 
dans les Acta 1) que, lorsque r augmente ind6finiment e-"(l+:)M(r) tend 

' A e t a  m a t h e m a t i c a ~  t. 20 .  

Actr raath,~nativa. 21. Imprim6 le 13 septembro 1897. 
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vers zdro et e-'(1-a)M(r) ne tend pas vers zdro, quelque petit que soit 
le nombre positif a. D'autre part, posons z ~ re ~~ r et 0 ~tant r~els, 
et consid6rons le produit  e-r(~-a)F(z), dans lequel 0 reste fixe e t r  aug- 
mente inddfiniment; a est un hombre positif arbitraire. Si, quel que soit 
a, ce produit  ne tend pas vers zdro pour r infini, 0 sera dit  un argument  
singulier pour la fonction enti~re F(z) ;  si l 'on peut prendre ~ assez petit  
pour que le produit  tende vers z6ro, 0 sera dit un argument  ordinaire 
de la fonction F(z).  Cela pos~, la premiere proposition que nous ayons 

d~montrer est ]a suivante: les Toints singuliers de la fonction f(z) sur 
son cercle de convergence ont prdcisdment pour arguments les arguments sin- 
gullets de la fonction enti~re associ~e F(z). 

Pour d~montrer cette proposition, d6signons par / '  un contour in- 
finiment voisin du contour 1~' obtenu en menant  des tangentes au cercle 
de convergence de f(z) en chaque point singulier;  /" est int6rieur ~ / " ;  
supposons d'ailleurs que F ne renferme pas de points singuliers de f (z)  
(dans le cas contraire, il suffirait de completer / "  en menant  en chaque 
point singulier une perpendiculaire ~ la droite qui le joint  ~ l'origine). 
Consid4rons l ' int~grale 

i .--;- 

I1 est manifeste que, lorsque la constance positive a augmente ind6fini- 
ment, x ~tant un point queleonque int~rieur ~/- ' ,  eette int~grale tend vers 

z~ro; car dans ces conditions, on a, sur tout le contour F, ( e  -~ ,  
k 5tant un nombre positif (voir mon m6moire du J o u r n a l  de M. JORDAN). 

Or il est ais6 de voir que cette int6grale est prdcis6ment ~gale 
e-'F(ax). Donc ce produit  tend vers z~ro lorsque a augmente ind~fini- 
ment  par valeurs positives, lorsque x est int6rieur k F. Mais, si 0 est 
l ' a rgument  d'un point du cercle de convergence, non singulier pour f(z), 

d0 
nous pouvons prendre x - - - - i ~ '  a dtant positif; si a est assez petit, x 

est int6rieur k 2". D~s lots, si l 'on pose a - ~  r ( I -  a), on a 

= e - ' < ' - ~  

et, par d6finition, dire que l 'on peut  choisir r de mani~re que ce produit  
tende vers z6ro lorsque r augmente ind6finiment, c'est dire que 0 est un 
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argument ordinaire pour F(z). Par consequent, aux points ordinaires de 
f(z) correspondent des arguments ordinaires de F(z). I1 reste ~ faire 
voir que, r6ciproquement, aux arguments ordinaires de F(z) correspondent 
des points ordinaires de f(z). Une remarque pr61iminaire est indispensable. 
Supposons, que dans un intervalle (00,61) donn6, la fonction F ( z ) a i t  des 
arguments singuliers partout condens6s (i~berall dicht); nous savons d~j~ 
que la fonction f(z) a sur Fare correspondant du cercle de convergence, 
des points singuliers partout condens6s, c'est K dire que cet arc est regard6 
comme singulier darts son entier. Au point de vue de la recherche des 
singularit6s de f(z), il est done sans intdrgt de rechercher si dans l'inter- 
valle (6o, 81) la fonction F(z) a ou non des arguments ordinaires. Les 
raisons de continuit6 que nous allons invoquer bientbt montreraient qu'elle 
n'en a pas; cependant, en modifiant 16g6rement leur d6finition, on pourrait 
sans doute arriver ~ reconnaltre si f(z) tend vers une limite d6termin6e 
lorsque z tend vers le cercle de convergence avec un argument d6termin6, 
mais ce n'est point la question qui nous occupe actuellement. 

Nous pouvons donc nous borner ~ consid6rer le cas oh F(z) admet 
comme arguments ordinaires tous les arguments compris entre 0 o e t  81; 
il. s'agit de montrer que l'arc correspondant du cercle de convergence est 
un arc ordinaire de f(z). Par hypoth6se, K chaque valeur de 0 comprise 
entre 0 o et 81, les limites 6rant comprises, correspond un nombre positif 
a tel que le produit e-'(1-")F(rd ~ tend vers z6ro lorsque r augmente 
inddfiniment par valeurs positives. On volt ais6ment que 1~ limite su- 
p6rieure A, des valeurs que 1'on peut donner ~ a pour une mOne valeur 
de 0, est une fonction continue de 8; d6s lots, si l'on consid6re les va- 
leurs de A correspondant aux diverses valeurs de 8 comprises entre 00 
et 81, elles admettent une limite inf6rieure qui ne peut dtre nulle; sinon 
elle serait atteinte pour quelque valeur de 8, laquelle serait un argument 
singulier, contrairement K l'hypoth6se; il r6sulte de l~ que nous pouvons 
trouver une valeur fixe de a telle que, quel que soit 0 entre 80 e t  8~, 
on ait 

lim e-~(1-~) F(re ~~ = o. 

Cela pos6, consid6rons l'int6grale 

f e-~ 
0 
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Cette int6grale repr6sente, lorsqu'elle a un sens, une fonction analytique 
de z, qui coincide visiblement avec la fonction f (z)  ~, l'int6rieur de son 
cercle de convergence. Or il est manifeste qu'elle conserve un sens si 
l'on suppose l 'argument de z compris entre 6 0 et 0~, son module 6tant 

inf~rieur ~ t i - ~ ;  la fonction analytique f(z) peut done 8tre prolong6e 

au del~ de l'arc 600 ~ du cercle de convergence, c. q. f. d. 
Notre proposition est donc compl6tement 6tablie: les arguments sin- 

gullets et ordinaires de F(z) correspondent respectivement aux points singuliers 
et ordinaires de f(z). 

Voici maintenant une application de cette proposition, application 
qui repose sur la d6termination simple de certains arguments singuliers. 
Consid6rons une s6rie de modules croissants 

r o , r 1 ) r ~ ,  �9 . .  

et raisons leur correspondre des nombres positifs tendant vers zdro: 

O~ 0 ~ Oc I , 0 ~  ) . . . .  

Supposons que 6. soit un argument quelconque tel que l'on ait 

( i )  > c 

Je dis que tout argument 6, que l'on peut prendre ~gal ~ 6. pour une 
infinit6 de valeura de n, est un argument singulier; car, si l~ relation (t) 
est v4rifi6e, lorsque 6. ~ 6, pour une infinit6 de valeurs de n, on ne 
peut avoir 

lim e -r(1-') F(rd ~ = o; 
r ~ o o  

car, quelque petit que aoit a, a. finit par dtre inf6rieur ~ a pour les 
grandes valeurs de n. On ne trouve pas d'ailleurs ainsi certainement 
tous lea arguments singuliers; par exemple, si les a d6croissent trop ra- 
pidement, il peut se faire que la relation ( I ) n e  soit v6rifide pour aucune 
valeur de 6.; mais les arguments que l'on obtient sont certainement 
singuliers, quels que soient lea r et lea a (satisfaiaant aux conditions in- 
diqu6es). 

Supposons maintenant que nous partagions les termes successifs de 
F(z)  en groupes, de telle mani6re que le n t*m~ groupe soit form6 des termes 
dont le rang est eompris entre 2 2 '~ '=  s e t  2~"+' = s*. Consid6rons ce 
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groupe de termes, dans lequel nous donnons au module de z la valeur 
s2(~ 22~"); il est tr~,~ ais~ de voir que le maximum du module de ce 
polynome (lorsque l 'argument de z prend toutes les valeurs possibles) 
diff~re trSs peu du maximum du module de F(z) pour la m~me valeur 
s ~ du module de z; autrement dit, les termes de F(z)  qui ne figurent 
pas dans ce n t~e grouPe ont, pour Iz I ----s 2, une somme n~gligeable par 
rapport aux grandes valeurs du module de F(z) .  On en conclut aid- 
ment qu'en choisissant convenablement les a et en prenant r.  = 22", on 
peut d~finir les arguments 6. exclusivement d l'aide des termes d u n  ~ 
grouse; d'ailleurs ces 6. couvriront, si l'on veut, un arc du cercle, su- 
p~rieur ~ s a n  t ~  partie et tel, par suite, que la somme de tous les arcs, 
correspondant ainsi ~ routes les valeurs de n, augmente ind~flniment avec 
n. Pour qu'un argument 0 soit singulier, il su•it qu'il appartienne 
une infinit~ de ~els arcs. Or il est clair que, si l 'on suppose la fonction 
F(z)  quelconque, c'est ~ dire ses coefficients ind4pendants les uns des 
autres, ces arcs recouverts par les 0., dtant d~finis s~par~ment par des 
groupes successifs de coefficients sans lien entre eux, devront dtre re- 
gard~s comme ind6pendants. On a done sur un cercle une infinit~ d'arcs 
ind~pendants, dont la somme d~passe tout hombre donnd; done, en g~ndral, 
tout point du cercle appartiendra ~ une infinit4 d'arcs. Done, en gdndral, 
tous les arguments d'une fonction enti~re sont singuliers et par suite, 
dans le cas gdn~ral, une s~rie de Taylor admet son cercle de convergence 
comme coupure. C'cst l~ la conclusion que je me proposais d'dtablir et 
que j'ai d~montr~e pour la premiere lois dans les Compte s  R e n d u s  
du I I d~cembre I896. On pourrait, je crois, tirer bien d'autres conse- 
quences de cette m~thode de recherche des points singuliers et, tout 
d'abord, l'~tendre au moins ~ certains points singuliers non situ~s sur le 
cerele de convergence, mais j'ai d~j~ peut-~tre trop abus~ de votre 
bienveillante attention. 

Je termine done en vous priant d'agr~er l'expression de mes senti- 
ments de respect et de sincere ddvouement. 

Paris, le 22 mai I897. 


