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SUR UN NOUVEL ET IMPORTANT TH]~0Rt~ME DE LA THI~0RIE 

DES FONCTIONS 

PAR 

J. L, W. V. J E N S E N .  

Monsieur le Professeur, 

Lors de votre dernier s~jour h Copenhague j'ai eu honneur de vous 
entretenir  au sujet d'une int~grale d~finie appelde, si je ne me trompe, 

jouer un rSle dans la thdorie des fonctions analytiques. Comme il me 
parut  que cette question vous inter~ss~ vivement, je profiterai de cette 
occasion - -  l 'envoi des deux petits m~moires 1 destines k votre Journal  
- -  pour vous communiquer  ]e d~veloppement d~taill~ de mon thdor4me. 

Soit z - ~ r e  ~ unc variable complexe, et a un nombre complexe 
diffdrent de z~ro, on a pour r < [a], 

Y=I 

oh l ddsigne la valeur principale du logarithme, En prenant les parties 
I 

r~elles des deux membres et en observant que l 'on a ~ ( a ) ~ - ~ ( a  Jr. (J), 2 

on trouve 

( , )  z = + ,, I. 

1 (x) Sur  les fonetions enti~res. 

(2) Note sur une condiliou ndeessaire et suffisante pour que t ous l e s  adros d'une 
fonelion enti~re solent rdels. 

Ici et dans la suite je ddsigne toujours par ~(a)  la partle rdelle et par (~ la 
valeur conjugude de a. 

Acta malhematlea. 22. Impr im$ le 6 mars 1899. 
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Si r >  [ct[, on a, par eons6quent, 

( 2 )  1 I - - -  = l  - -  i , ~ _ _ ~ o ~  

Si l'on suppose que r soit constant, dans ees 6quations (I) et (2), les s6ries 
des seconds membres convergent uniform6ment pour toutes les valeurs 
de l 'argument O. Multiplions les deux membres de ( I ) e t  ( 2 ) p a r  

x-L-e-~~ oh k d6signe un nombre entier positif qui peut 6tre nul, et 

int6grons de o k 2zc; t ous l e s  termes s'6vanouissent alors, g l'exception 
du terme constant. On trouve ainsi 

(a) 

et 

(4) 

x - -  d O =  

o p o u r  r < I~l ,  

2~r 

~ f ~ [ i - - ~ l e - " d e  = 
- - 5  

I 

pour ~" > I~ l, 

pour  ,- < I ~ I" 

Jusqu'ici nous avons laiss6 de c6t6 le cas r = [a[. Dans ce cas limite 
les s6ries en question se confondent et restent encore uniformdment con- 
vergentes, pourvu que l'on ait soin d'exclure de l'intervalle (o, 2~r) de 0 
un intervalle ( O ' - - s ,  0' + e), O' d6signant 1'argument de a. Apr6s l'int6- 
gration, les s6ries, dans les deux cask----o et k > o, deviennent 

~, et - -  v(k + v) 2~ 2k 
= V = I  

respectivement, expressions qui tendent 6videmment, pour lira e----o, vers 
les limites respectives i(:)' 

o et 2k 

D'autre part la fonction, sur laquelle porte l'int6gratlon dans les premiers 
membres, devenant seulement logarithmiquement infinie dans ]e voisinage 
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de 6-----0', les int6grales correspondantes tendent, comme l'on salt, vers 
des limites d6termin~es. De la sorte les formules (3) et (4) restent encore 
valables dans le cas limite, mais les deux formes diff~rentes des seconds 
membres se confondent en une seule. 

Cela pos~, nous allons faire une tr~s int~ressante application de ces 
formules ~ Ia th~orie des fonctions. Soit f ( z )  une fonction m~romorphe 
dans une partie du plan qui contient ~ son int~rieur le point z----o, 
point o~l la fonction ne devra 8tre ni nulle ni infinie. Soient a~,a~,...,a~ 
tous les z~ros et 181,/72, . . . , /7,,  t ous les  p61es de la fonction situ~s d Fin- 
tdrieur ou sur la circonfdrence d'un cercle [z I -~ r compris tout entier 71 
l'intdrieur du domaine donn~. Nous supposons, bien entendu, que les z6ros 
et les pbles sont chacun d'eux compt~s autant de lois que l'indiquent 
leurs degr~s de multiplicit& Nous aurons donc 

/ i(~ 
(5) f(z)---- f(o) "51 f~(z), 

n ( i )  I - -  

oh f l(z) dgsigne une fonction de z qui reste mgromorphe k l'int~rieur du 
domaine donn5 et qui est holomorphe s l'intgrieur et sur la circonf~rence 
du cercle Ix] = r .  Nous voyons, par suite, que l'on a 

ao 

au moins pour [z[ < R, R d~signant un certain nombre posifif plus grand 
que r. Nous pouvons aussi ~crire 

oh 

r 

(6) f~(z) "- ~-.B~z', 
I ~ l  

pour Izl ~ R', R' ddsignant la valeur absolue de l'affixe du plus petit 
z~ro ou p61e situ6 d l'ext~rieur du cercle ]z I ~ r.  Prenons maintenant 

Acta matiasnatlca. "2. Impr im~ le 5 ju in  1899. 46 
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la pattie r~elle du logarithme des deux membres de (5), nous obtenons 
alors par l'int6gration en appliquant la formule (3) 

2 ~  

(7)  fto If(re~ =  lr(~ + ~ r?-ylZ, l,iZ, l, :_: I. I~, I . . .  I~,1 ' 

car l'int~gr~le correspondante relative k f~(z) est nulle, d'apr~s la formule 
(6) oh manque de terms constant. 

C'est an cette formule (7) que consiste le nouvel et important th6or~me 
que j'avais en -cue. D'apr~s les d6veloppements pr6c6dents il est ~vident 
que le th~or~me subsiste mdme lorsque re ~ passe par un hombre quel- 
conque de z6ros ou de pbles. Dans le eas sp6cial oh f(z)  est une fone- 
tion entidre, on peut prendre r aussi grand clue l'on veut; la formule 
(7) se r~duit alors k la suivante 

2 w  

(s) ~ f zlf(~O,)l do = Z lf(o)l + z I~,,t.l,~,l... I,~.l 
o 

Avant de proc~der ~ quelques-unes des nombreuses applications du 
th4or~me, il ne sera pas inutile de jeter un coup d'oeil sur le second 
membre de (8). I1 est 6vident clue cette expression est une fonction 
continue du nombre positif r ,  et cela malgr6 qu'elle d~pende du nombre 
des z~ros compris h l'int~rieur du cercle ]z]----r. On volt aussi, du reste, 
que la fonction est continudlement croissante avec r. Dans le cas oh la 
fonction enti~re n'a pas de z~ros situ~s k l'int6rieur du cercle, le second 
membre de (8) se r~duit ~. son premier terme, qui est constant. Ce fait 
nous met en possession d'un crit~re prdcieux qui nous renseigne sur l'absence 
des racines ~ l'intdrieur d'un cercle. I1 est ~vident aussi que le thdor~me 
fondamental de l'Alg~bre est un corollaire imm~diat de ce que nous 
venons de d6montrer. 

Pour montrer avec quelle facilit6 ce th~or~me se prate aussi aux 
recherches de la thdorie des fonctions transcendantes enti~res, soit f(z)  une 
telle fonction, pr~alablement ddbarass~e par division de toute racine z6ro. 
Soit e ~(') la valeur maxima de If(z)[ sur la circonf~rence [ z l = r ;  il est 
~vident alors que ~(r) est une limite sup~rieure pour tlf(re~ et on 
r par consequent 

q~n 

(9) ~( , ' )  > ~ + ~ , 
a ,  t ~ ,~  , , . a u 
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K d6signant une constante r6elle et a2,a~, ..., a. lea valeurs absolues des 
z6ros, rang6es par ordre de grandeurs non d6eroissante, les zdros dtant 
compt6s, comme il a 6t6 dit pr6c6demment, avee leu~ degr6s de multipli- 
cit6 respectifs. II est 6vident que, dans la formule (9), nous pouvons 
d fortiori remplacer n par un entier qui Iui est infdrieur; de la sorte 
ne ddsignera plus le hombre exact des zdros it l'intdrieur oh sur la cir- 
conf6renee du ccrcle ] z ] -  r ,  mais an entier quelconque plus petit que 
ce hombre. Si nous supposons, bien entendu, que f(z) sit une infinit6 
de z6ros, nous pourrons fixer n arbitrairement, et prendre une valeur 
r ~ xa, correspondante, z d6signant une constante positive > I, mais 
d'ailleurs arbitraire. Par  cons6quent on a 

~t 

(xa.) > K + 1 ~__2___. + ntx 
~t �9 " �9 a~ 

> K + ntx. 

Done, si l'on suppose que ~ ( r ) < r %  to d6signant une constante positive, 
on a sur le champ 

K lx 
a: > -~ + n-~ , 

ce qui fair voir que la s6rie ~a~ "'-~ est eonvergente pour �9 positii t. 
l~ous avons ainsi trouv6 une limite ~nf6rieure de a, regard6 comme fonc- 
tion de n. On peut aussi proc6der inversement et employer (9) pour la 
d6termination d'une limite inf~rieure de ~(r) ,  en supposant a, donn6. Je 
,vous renverrai pour plus de d6tails it mon m6moire Sur les fonctians 
enti~res oh je traite cette question d'une mani~re tout it fair 616mentaire 
k ra ide  des premiers principes de la th~r ie  des s6ries et sans employer 
le ealc~ int6gral. 

Reprenons maintenant la formule (5) ot prenons comme auparavant 
la partie r6elle du logarithme des deux membres, mais en multipliant 

cette lois avant l'int6gration par --I e-k~ nous trouvons alors en appliquant 

les formules (4) et (6) 

0 V = I  



364 J . L . W .  u Jensen. 

Nous avons de la sorte calcul~ le coefficient de "2 dans f~(z), ce qui 
permet de d~terminer le facteur exponentiel dans les fonctions enti~res, 
(voir la m~thode analogue dans mon m~moire pr~eit~). 

Avant de terminer cette lettre, je prendrai la libert~ de vous rappeler 
quelques recherches de la th~orie analytique des nombres, dont je vous ai 
parl6 il y a plusieurs ann~es. Si je puis trouver le loisir n~cessaire, 
j'esp~re pouvoir cette annie terminer la r~daetion de mon m~moire sur 
les fonctions numSriques. Ces recherches ont beaucoup de rapport avec 
le th~orgme que je viens d'exposer. 

Vous savez, Monsieur, que le problgme relatif au nombre des hombres 
premiers inf~rieurs ~ une limite donn~e attend encore sa solution rigoureuse, 
et cela, parceque l'on n'a pu jusqu'ici d~montrer que les z~ros de la fonc- 
tion transcendante enti~re $(t) de R I ~ A ~  sont tous r~els. Or, ~ l'aide 
de recherches subs~quentes sur les s~ries de DIRICHLET, pour lesquelles en 
1884 1 d~j~ j'ai d~montr~ deux th~or~mes fondamentaux, et en employant 
le critgre donn~ plus haut, je suis parvenu ~ d~montrer rigoureusement 
que $(t) n'a pas de z~ros k l'int~rieur du cercle I t - - r i l=r .  C'est; en 
d'autres refines, affirmer que routes les racines de r~quation @(t)-----o 
sont r~elles. L'on a surmont~ de la sorte le dernier et le plus difficile 
des obstacles qui s'opposaient ~ la solution du probl~me, et il est 
maintenant ais~ de d~montrer (comme je le feral voir dans le m~moire 
que je prepare) que le hombre des nombres premiers inf~rieurs ~ n est 

= + 
2 

' L~ tend vers z~ro, e d~signant une cluantit~ fixe ou, pour lim n - -  o,~, (~/n)~+~ 

positive aussi petite que l'on veut. D'autre part on d~montre tr+s ais~. 
ment que p, n'est pas d'un ordre plus petit que ~/~, c'est ~ dire, pour 
parler d'une mani~re plus precise, qu'on peut toujours trouver une suite 
infinie de nombres n, pour lesquels 

I .1 > 

Voir T i d s k r i f t  for  Mathematik~ Copeuhague I884~ p. 7 ~ et 83 et Comptes 
Rendus~ t. IO6~ p. 834. 


