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SUR UNE EXTENSION D'UN PRINCIPE CLASSIQUE DE I’ANALYSE

ET

SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS MONOGENES
DANS LE VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER.

PAR

E. PHRAGMEN gr ERNST LINDELOF

3 STOCKHOLM 4 HELSINGFORS.

Les résultats que I'un de nous a fait connaitre dans ce journall sont
susceptibles d’étre notablement étendus et précisés, en méme temps qu’on peut
les rattacher aux principes élémentaires de 1’Analyse. On arrive ainsi & certains
théorémes nouveaux d’un caractére assez général, qui semblent appelés & jouer un

role dans Pétude des fonctions monogénes dans le voisinage de leurs points
singuliers. ‘

I. Principe général.

1. On connait le rdle que joue dans 1’Analyse le principe suivant:

Soient dans le plan de la variable complexe x un domaine connexe, T, el
une fonction monogéne, f(x), réguliére & Uintérieur de ce domaine. Supposons que
le module |f(x)| est uniforme dans le domaine T et vérifie pour tout point § de son
contour cette condsition :

(A) Quelgue petit qu’on se donne le nombre positif e, Uinégalité
/(@) <C +e,

o C désigne une constante, est vérifiée dés que x, restant & Uintérieur de T, est
suffisamment rapproché du point £.
Dans ces conditions on aura, pour tout point pris dans Uintérieur de T,

(1) )0,

Végalité étant d’aslleurs exclue st la fonction ne se réduil pas & une constante.

! E. PHRAGMEN, Sur une extension d'un théoréeme classique de la théorie des fonctions, Acta
mathematica t. 28, p. 351—~363.
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Voici maintenant la généralisation de ce principe que nous avons annoncée,
et dont nous développerons quelques conséquences dans la suite de ce travail:

Principe général. Admettons que le module de la fonction monogéne f(x), qui
est supposée réguliére & Uintérieur du domaine T, soit uniforme dans ce domaine et
vérifie la condition (A) sur son contour, en exceptant les points d’un certain ensemble E .

Admettons d'autre part qu'il existe une fonction monogéne. w(x), réguliére et
différente de zéro dans T et jouissant en outre des propriélés suivantes:

(a) A Pintérieur de T le module |w(x)] est uniforme et vérifie la condition

o).

(b) En désignant par o, ¢ des nombres positifs ausst petits qu’on voudra et
par § un point quelcongue de Uensemble E, on aura

[w(@)f(x)[<C +e,

dis que x, restant ¢ Uintérieur de T, sera suffisamment rapproché du point §.
Dans ces conditions, la conclusion (1) reste valable pour tout point x intérieur
au domaine T'.
Considérons en effet la fonction

F(2) = 07 () ().

Elle est d’abord régulidre et son module uniforme dans le domaine 7. En
vertu de P'hypothése (a) on a, d’autre part, |[F(z)|<[f(x)| dans le méme
domaine, d’ol il résulte que F(x) vérifie la condition (A) pour les points de son
contour qui ne figurent pas dans I’ensemble E. Mais, en vertu de I’hypothése
(b), la condition (A) a lieu aussi pour les points de cet ensemble, et le principe
rappelé ci-dessus nous apprend donc que | F(z)|<C, ou bien ‘

1@< Clo=)|,
pour tout poimt & l'intérieur de 7. Comme cette conclusion subsiste quelque
petit qu’on ait choisi le nombre ¢, nous arrivons bien au résultat voulu.
2. 11 est possible de présenter les hypothéses admises ci-dessus sous une
forme plus générale, qui nous sera utile dans la suite. Nous allons en effet
démontrer cette proposition:

Les autres conditions restant les mémes quau n° 1, admettons qu'on puisse
diviser Uensemble E en un nombre dénombrable d’ensembles partiels

E.,E,...  ELE,.

de -telle manidre que, & chague ensemble E,, corresponde une fonction monogéne w,(x),
régulidre et différente de 2éro dans T et jouissant en outre des propriétés susvantes:
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(a) A Dintériur de T le module |w,(z)| est uniforme et vérifie la condition
o, (@) <1

(b) o, ¢ désignant des mombres positifs ausst petits qu'on voudra et §, un
point quelcongque de Uensemble E,, U'inégalité

lwy () f(@)| <O+ e

est vérifiée dés que x, restant & Uintérieur de T, est suffisamment rapproché de &, .

8i ces conditions sont remplies, il existe une fonction w(x) jouissant des
propriétés énoncées au n° 1, en sorte que Vinégalité (1) aura liew & Vintérieur du
domaine T.

Pour la démonstration, prenons d’abord une suite de nombres positifs
décroissants &, &,..., &,... dont la somme est finie, puis une suite de
domaines 7,, T,,..., T,,..., tous compris dans 7 et tels que tout point
donné & lintérieur de 7" appartienne & 7, dés que » est suffisamment grand.

Comme w,(xz) ne s’annule pas dans 7', on pourra choisir le nombre positif
o, de telle sorte qu’on ait

1o @) |1+

tant que x reste dans le domaine 7',. Les exposants o, étant ainsi fixés, for-
mons le produit

Jo@)] =l @)]. ol @)]. ..l @)]. ..

En vertu de Pinégalité ci-dessus, ce produit converge uniformément dans
toute aire comprise dans le domaine 7' et n’ayant aucun point commun avec
son contour, et représente par conséquent dans ce domaine le module d'une
fonction monogéne, réguliére et différente de zéro.

On voit de suite que cette fonction w(z) vérifie la condition (a) du n° 1.
D’autre part on a, pour chaque indice »,

lo@] <lw(@)],
d’on

[0 (@) f(2) | <]os™ (@) . f ()],

et, en tenant compte de ’hypothése (b) ci-dessus, on en conclut que la fonction
m(x) vérifie aussi la condition (b) pour les points faisant partie de I'un quelconque

des ensembles E,, c’est & dire pour tout point de I’ensemble E.

Donc la fonction w{x) jouit de toutes les propriétés énoncées au n°® 1, ce
que nous voulions établir.
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II. Quelques applications du principe général.

3. Comme premiére application du principe établi ci-dessus nous démontrerons
la proposition suivante:

Sotent un domaine connexe T et une fonction monogéne f(x) réguliére a Uintérieur
de ce domaine. On suppose

1° que la condition (A) du n° 1 est vérifiée pour les points situés sur le contour
de T, en exceptant les points faisant partie d'un certain ensemble dénombrable E ;

2° que, x, élant un point quelconque de E et ¢ un nombre positif aussi petit
qu'on voudra, le produst

(x'—x‘v)sf(x)

tend untformément vers zéro lorsque x tend vers x, en restant & l'intérieur de T .
Cela étant, on aura

(1) [f=)1<C

dans tout le domaine T,
Posons en effet

— T — X
wv(x)z:z_ay

b

a étant un point quelconque situé en dehors du domaine T''. Cette expression
représente une fonction monogéne, réguliére et différente de zéro a I'intérieur du
domaine 7', et, comme elle prend une valeur finie pour z = oo, son module
reste dans tout ce domaine inférieur & une certaine quantité positive M,. En
ayant égard & la condition 2¢ ci-dessus, on voit donc que la fonction

wv(x) = ‘_uj(l::)

jouit bien des propriétés (a) et (b) du n° 2, d’oir résulte notre proposition.
4. Voici une autre conséquence de notre principe, dont nous indiquerons
dans la suite différentes généralisations:

. < s i e _ 1 . . .
! 8i le point «, est & 'infini, on posera &y(x)= Pt Si le domaine 7T avec ces points

limites embrasse tout le plan, on choisira pour e un point régulier de f(z) situé a l'intérieur
de T, et on exclura provisoirement du domaine 7' un petit voisinage du point a. Notre démonstra-
tion sera alors applicable au domaine ainsi formé et, en désignant par C' la plus grande valeur
de [f(x)| dans le dit voisinage de @ et par C" la plus grande des deux constantes O et C', on
pourra en conclure que |f(z)}< C" dans tout le domaine T'. Or on a nécessairement C" = C,
car si on avait ¢" > C, c’est qu'on aurait C¢' > C, €' = C'. Dans ce cas | f ()| prendrait sa valeur
maxima C' en un point situé i l'intérieur de 7 et on devrait avoir |/(2)]= C' dans tout ce
domaine, ce qui est en contradiction avec la condition 1°.
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Soit une fonction monogéne f(x) de la variable complexe x=re’® qui, dans
Vangle T défini par les inégalités
T 7T
(2) - 2_06 < P < 2—; »
est réguliere el jouit des propriéiés suivantes:
1° la condition (A) du m° 1 est remplie pour tout point du contour de T situé
& une distance finie de DPorigine,
2° ¢l existe un nombre positif k < o tel que le produit
e f (@)

tende uniformément vers zéro & Uintérieur de T lorsque r croit indéfiniment.
Dans ces conditions, Uinégalité (1) est verifiée & Uintérieur du domaine T.
La démonstration est immédiate. Posons en effet
w(z) = e (k<F<a),
fonction qui est évidemment réguliére et différente de zéro dans 7'. Son module
s'éerit
Iw(x) I —_ e—r"'cosk’qy,
et 'on aura donc & lintérieur de T
lo@)] < e,
!
en désignant par g la quantité positive cos (Iaﬁ %) Il en résulte que |w(z)|<1

dans le domaine en question et, d’autre part, que le produit

w’(x)f (),

quelque petit qu’on se donne le nombre positif ¢, tend uniformément vers zéro
lorsque =, restant & Dintérieur de 7', tend vers le point & l'infini (qui est dans
ce cas I'unique point de I’ensemble E). La fonction w(x) vérifie donc les conditions
énoncées au n° 1 et, par suite, notre proposition est démontrée.

Signalons, en passant, la conclusion suivante, qu’on déduit immédiatement
de cette proposition en tenant compte de la remarque faite au début du n° s.

8t Pon sait que Uordre d’une fonction entiére donnée n’est pas supérieur d un
nombre fini o et que son module reste au-dessous d’une limite finie sur certains
rayons, disposés de telle manidre que Dangle compris entre deux rayons consécutifs

quelconques sott inférieur o’ on peut affirmer que la fonction se rédust & une constante.

5. La démonstration donnée au n® 4 reste valable dans le cas ou T est
un domaine connexe quelconque faisant partie de Pangle (2). D’une maniére
générale, il est permis de choisir pour 7' tout domaine qui pourra 8tre enfermé

Acta mathematica. 31. Tmprimé le 19 mars 1008. 49
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dans un angle d’ouverture ;—I, quelle que soit son orientation. En effet, en

effectuant un déplacement convenable, représenté analytiquement par une certaine
transformation linéaire #' = ax + &, on pourra toujours ramener cet angle dans la
position (2), et la fonction donnée se trouve alors transformée en une fonction de
z' & laquelle s’applique notre raisonnement. !

Mais voici une remarque plus intéressante. Nous montrerons en effet que,
dans la proposition du n° 4, il est permis de substituer & la condition 2° la
suivante qui est plus générale:

Quelque petit qu’on se donne le nombre positif ¢, le produit

e ()

tend uniformément vers zéro dans le domaine (2} lorsque r croit indéfiniment.
A cet effet, considérons I’expression

F(x)=e7="f(),

7 étant un nombre positif arbitrairement petit mais fixe.

Comme |e—72"| < 1 dans Pangle (2), on voit d’abord que F(xz) vérifie la con-
dition (A) aux points z faisant partie du contour de cet angle et situés & une
distance finie de l’origine. '

D’aprés la condition admise ci-dessus nous savons, d’autre part, que F(z)
tend vers zéro lorsque le point z s’éloigne indéfiniment suivant un rayon quel-
conque compris dans langle (2) et, en particulier, suivant I'axe réel positif. Le
module | F(x)| aura donc une limite supérieure finie C' sur cet axe.

Soit C" la plus grande des quantités C et C', et désignons par T, et T, les
moitiés de I'angle (2) situées respectivement au-dessus et au-dessous de I'axe réel.

Sur les contours des domaines T, et T',, la fonction F(x) vérifie, & distance
finie, la condition (A) ou l'on aura substitué C" & C, et dans chacun de ces

domaines le produit e F(z) tend uniformément vers zéro en méme temps que ;.
d’aprés I’hypothése admise ci-dessus. Comme 7', et 7', occupent chacun un
angle d’ouverture 2—7%, il résulte dés lors de la proposition du n°® 4 que

(3) [F(x)|<C"

dans chacun de ces domaines et, par suite, dans tout le domaine (2).

!
* Le rapport % tendant vers l'unité lorsque le point z s’éloigne indéfiniment, on constate

immédiatement que la fonction transformée vérifie une condition de méme forme que la
condition 20 du n°o 4.
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Mais on aura nécessairement C' <C et, par suite, C"=0C.

En effet, si l'on avait C'>C, d’ott C"=C", le module | F(z)| prendrait la
valeur ' en un point de I'axe réel situé & lintérieur du domaine (2). Comme,
d’aprés (3), | F(z)] ne dépasse la valeur ¢' en aucun point de ce domaine, on y
devrait donc avoir identiquement |F(z)|= C', ce qui est en contradiction avec
la condition 1° du n° 4.

Il est donc démontré que |F(x)| < C,! ou bien

(@) < Clem*]

a l'intérieur de (z), et comme cette conclusion subsiste quelque petit que soit 7,
il en résulte bien qu’on a dans tout ce domaine |f(z)]|<C, c. q. f. d.

La démonstration subit de légéres modifications dans le cas ot T' est un
domaine de forme quelconque faisant partie de I’angle (2). Il peut alors arriver
que ce domaine soit divisé par Paxe réel en plusieurs portions séparées, dont
quelques-unes sont finies tandis que d’autres s’étendent & linfini. Pour les
premidres l'inégalité (3) découle immédiatement du principe classique rappelé au
début, pour les autres elle se démontre comme ci-dessus.

La remarque faite au début de ce numéro permet d’étendre le résultat qui

1 . . . A , Vi
précéde a tout domaine qui pourra étre enfermé dans un angle d’ouverture %

et nous avons ainsi établi ce théoréme:
Soit dans le plan de la variable complexe x =re!® un domaine connexe quelcongque

T qwon puisse entourer d’'un angle & ouverture %, et soit, d’autre part, f(x) une

fonction monogéne qui, & Uintérieur de ce domaine, est réguliére et jouit des propriétés
suivantes:

1° Le module | ()| est uniforme dans T , et la condition {A) est vérifiée pour
tout point o distance finie situé sur le contour de T.

2° Quelque petit qu’on se donne le nombre positif &, le produit

e—r*f(x)

tend uniformément vers zéro & Uintérieur de T lorsque r croit indéfiniment.
Dans ces conditions on aura

[/@i<C

pour tout point iniérieur au domaine T.

. ! Linégalite (3) une fois établie, cette conclusion pourrait se déduire aussi de la proposition
démontrée au n° 4 ou de celle du n° 3.
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6. En effectuant un changement de variable, on peut modifier de différentes
maniéres ce théoréme.

Faisons d’abord z' —logz; au domaine (2) correspondra, dans le plan de la
variable z', une bande comprise entre deux droites paralléles dont la distance est

g, et 'on en conclut facilement ce résultat:

Sotent un domaine connexe, T, faisant partie d’une bande de largeur %, et une

fonction monogéne, f(x), régulitre & Uintérieur de ce domaine, dont le module est
uniforme dans T et vérifie la condition (A) sur som contour (& distance finie). On
suppose d’ailleurs que le produit

e~ f(x),

quelgue pelit que soit le mombre positif e, tend uniformément vers zéro dans le
domaine en question lorsque r croit indéfiniment.

Cela étant, on aura |f(x)| < C pour tout point intérieur a T.

En posant

x = Cxb+i

C et B étant des constantes positives, transformation qui fait correspondre au
domaine (2) la portion du plan des 2’ comprise entre deux spirales logarithmiques,
on établit de méme cet autre résultat:

Supposons que la fonction monogéne f(x) est réguliére et son module uniforme
dans un domaine connexe T compris entre les spirales logarithmiques

e((p—zpo) cot o ((p——(po——:—:) cot w’

et r=e

gquelle vérifie la condition (A) sur le confour de T (& distance finie) et que, d

Uintérieur de ce domaine, le produit
a

e f(z)

tend wuniformément vers zéro lorsque r augmente indéfintment, quelgue petit que soit
le nombre positif ¢.

Dans ces conditions, on aura |f(z)|< C pour tout point intérieur au domaine T'.

7. Nous indiquerons encore en quelques mots une autre généralisation de
la proposition établie au n° 4.

Considérons une suite de courbes, 8,, §,,...,S,, ..., reliant les deux cotés
de langle (2) et dont les distances de Porigine augmentent indéfiniment, et
désignons par M, la plus grande valeur que prend le module de I'expression
e—*f(x) sur la courbe S,. Nous admettrons qu’il est possible de choisir les courbes
S, de telle maniére qu’on ait
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lim M»v=0_.

Y- 0D

Nous allons voir que la proposition dont il s’agit ne cesse pas d’avoir lieu
si, a la condition 2°, on substitue cette derniére condition, qui est évidemment
plus’ générale.

En effet, il résulte de cette condition que, le nombre positif ¢ étant donné
aussi petit qu’on voudra, le module maximum M, du produit

e—o7* f(x) (k<k' <a)

sur la courbe 8, tend vers zéro lorsque » augmente indéfiniment. Si I'on se
donne arbitrairement un point z compris dans le domaine (2), on pourra done
choisir » de telle sorte que ce point soit intérieur & la courbe 8, et que l'on ait
en méme temps M,<C. Daprés le principe rappelé au n° 1, le module du
produit ci-dessus est donc inférieur & C' au point considéré, et, comme ce résultat
subsiste quelque petit que soit o, on aura bien |f(x)|<C.

En tenant compte de la remarque faite au début du n° 5, on arrive ains ia
ce résultat:

Soit une fonction monogéne, f(x), régulitre dans un domaine T tel qu'sl est dit
dans le théoréme du n° 5, et admeitons que son module soit uniforme dans T et vérifie
la condition (A) sur son contour, en exceptant le point ¢ Uinfini.

Dans ces conditions, deux cas peuvent se présenter:

Ou bien on aura |f(x)| < C pour tout point pris dans Vintérieur du domaine T.

Ou bien, en désignant par M (r) le maximum de |f(x)| sur la portion du cercle
|@|=r intérieure & T, Uinégalité

M(r)>e*

sera vérifiée dés que r dépassera une certaine limite, le nombre positif & étant donné
aussy petit qu'on voudra.
A cette derniére inégalité on pourrait d’ailleurs substituer la suivante qui
est plus précise:
M(r) > eVin)

o V désigne une expression de la forme!

V(r)= e
~ logr.log®r . . . Tog™ Dy . (log"r)t o'

o étant une quantité positive et » un entier positif quelconque.

1 Pour abréger, nous écrivons

log(log @) = log®=, log[log'®z] = log¥=, ...
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11 semble méme probable qu’il existe toujours, dans cette seconde hypo-
thése, une constante positive 7 telle qu’on ait

M(r) > e

pour 7 suffisamment grand. Mais il parait difficile d’en trouver une démonstration.

8. Les résultats des n® 4 et 5 nous permettent de préciser comme il suit
le théoréme établi au n° 3:

Admettons que, d’un point donné x, de U'ensemble E, on puisse tracer deux arcs
de cercles n’ayant aucun point & Uintérieur du domaine T, et soit A, Uangle compris
entre ces arcs (du coté du domaine T).

Dans ces conditions il est permis de remplacer la condition 2°du n° 3, en tant
qu'il Sagit du point x, considéré ici, par Uune ou Pautre des conditions suivantes:

Sz A,,=§(> 0), on suppose que le produit

e 1= (),

quelque petit qu'on se donne le nombre positif ¢, tend uniformément vers zéro lorsque
x tend vers z, en restant & Uintérieur de T.

Si A,=o, it suffit dadmetire que la méme condition soit remplie pour le
produit

a
e—sel T—Ty Il(x) ,

le nombre o étant cette fois égal & 27 divisé par la valeur numérique de la différence
entre les courbures des arcs envisagés.

Il résulte d’abord du théoréme établi au n° 2 que le résultat du n° 4 reste
encore vrai dans le cas ol la condition (A) cesse d’étre remplie pour un nombre
dénombrable de points situés sur le contour de 7', pourvu que la condition 2° du
n° 3 soit vérifiée en ces mémes points.

On constate ensuite que le résultat etabli au n° 5 comporte une généralisation
analogue.

Or il est évident que, dans l'une et l'autre des hypothéses envisagées ci-
dessus, les points de l'ensemble E, compris dans un certain entourage ¢, du point
z,, sont tels que la fonction f(z) reste finie dans leur voisinage et que, par suite,
la condition 2° du n° 3 s’applique & chacun de ces points. D’autre part, on voit
facilement qu’il existe un changement de variable, x — ('), réalisant la représenta-
tion conforme d’un certain voisinage ¢ du point z,, pris dans U'intérieur de ¢,, sur
une aire 7T, faisant partie de Pangle (2), et que la fonction f(2') qui résulte de
f(x) par ce changement est telle que le produit
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e=e12'1](z)
tend uniformément vers zéro lorsque 2’ tend vers I'infini en restant a l'intérieur
de T',, et cela quelque petit que soit ¢. A laide du théoréme du n° 5, généralisé
comme il a été dit, on peut en conclure que |f(z')| reste au-dessous d’une limite
finie dans 7,. 1l en est donc de méme de |f(z)| dans l'aire ¢,, et, par suite, la

fonction f(x) vérifie la condition 2° du n° 3 aussi au point z,.
Les hypothéses admises ci-dessus se raménent donc & celles du n° 3.

III. Quelques propriétés des fonetions monogénes dans le voisinage d’un
point singulier.

9. Les propositions que nous venons de démontrer conduisent & certains
résultats nouveaux relatifs aux propriétés asymptotiques d’une fonction monogéne
dans le voisinage d’un point singulier isolé. Pour simplifier le langage, nous
admettrons que le point singulier qu’il s'agit d’étudier ait été rejété & I'infini &
Paide d’un changement de variable. D’ailleurs, nous nous occuperons uniquement
des singularités d’ordre fini, mais des résultats que nous allons établir on pourrait
tirer aussi certaines conséquénces relatives 4 d’autres points singuliers, en s’appuyant
sur des considérations du genre de celles exposées au n° 6.

Soit donc une fonction monogéne f(x) de la variable complexe x=re¢ qui
vérifie les conditions suivantes:

1° Elle est régulidre dans langle

(4) a<p<b

dés que r est supérieur & une certaine limite.

2° A Dintérieur de cet angle, f(x) est d’un ordre fini ¢, en sorte que, quelque

petit gu’on se donne le nombre positif ¢, I'égalité

log| f(re¥?)|
r

e+e

lim sup

r=w

a lieu uniformément pour les valeurs ¢ comprises dans Uintervalle (4), tandis que
cette condition n’est remplie pour aucune valeur mégative de &l

! En d’autres termes, pour toute valeur positive de ¢, l'inégalité

If(-”’)l < e,«@+e

a lien dans l'angle (4) dés que r est supérienr & une certaine limite, et 1'inégalité

@] > e+

du moins pour une infinité de points = tendant vers U'infini et intérieurs & ce méme angle, tandis
que l'une au moins de ces conditions cessera d'étre remplie lorsque ¢ est négatif.
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Soit V(x) une autre fonction monogéne jouissant des propriétés suivantes:
1° Elle est réguliére dans Uangle

(3) —w<p<w

dés que r est supérieur @ une certaine limite, w désignant la plus petite des quantités
T b—a

— et .

2¢ 2

2° Elle prend des valeurs réelles et positives pour les valeurs réelles et positives
de x qui dépassent une limite donnée.
3° Lorsque r augmente indéfiniment, le rapport

V{r)

rote

tend régulidrement vers zéro, tandis que le rapport

V()

re—¢

admet Uinfint pour limite supérieure, le nombre ¢ étant donné ausst petit que U'on veut.
4° r tendant vers Uinfini, U'expression

V (ret®)
Vir)

tend uniformément vers e pour les valeurs ¢ comprises dans Uintervalle (5).
Telle est, par exemple, toute fonction de la forme

(6) z¢ (log ) (log log x)* (log log log x)* . . .

Cela posé, nous allons étudier la fonction réelle h(p) de la variable réelle
¢ définie par I'égalité asymptotique!

(7) () = tim sup 2B L1,

Cette fonction est définie dans l’intervalle (4), mais parmi ses valeurs possibles
figurent aussi les valeurs + © et — .

* 8i n(p) prend une valeur finie pour une valeur donnée de ¢, on aura, d'aprés cette
définition, quelque petit que soit le nombre positif ¢,

|f("e'.¢)| < dh(@+el Vin
des que » dépassera une certaine limite, et d'autre part l'inégalité
[7(re®)| > hlor=el Vi

subsistera du moins pour une infinité de valeurs » tendant vers l'infini.



Sur une extension d'un principe classique de I'Analyse. 393

Nous ferons I'étude compléte de la fonction A{¢p) dans le cas oli ¢ est positif,
et nous ajouterons ensuite, an n° 18, quelques mots relatifs au cas ¢ =o.

Lorsque ¢ >0, la propriété caractéristique de la fonction % (¢p) se démontre
de la maniére la plus facile en la comparant & une fonction auxiliaire de la forme!

(8) H(p)= A cospp + Bsin gp,

dépendant linéairement des deux paramétres 4 et B. Cette fonction H(p) se
trouve parfaitement déterminée si on lui impose les conditions

(9) H(p,)=h,  Hp)=h,
-h, et h, désignant des gquantités réelles et finies, et ¢,, ¢, des angles quelconques
dont la différence ne soit pas un multiple exact de % . En effet, on tire immé-
diatement de ces conditions

Asing(p,—@,)= h,sinpp,— h, singep,,

Bsin¢(p,— ¢,) = —h, cos o, + h, cos gg, .

On voit que 4 et B sont fonctions continues de %,, h,, ¢,, ¢, tant que ¢,
et @, satisfont & Pinégalité

T
o<|fp,—~fpzl<5-

Si |rp,——(p2|=7—; , les -conditions (g) ne sont compatibles que si on a k, + h,=o.

Dans ce cas, ces conditions se réduisent & une seule, et il existe une infinité de
fonctions H (g) qui les vérifient.
10. Aprés ces préliminaires, nous allons établir le théoréme fondamental
qui suit: : '

Soient deux fonctions monogénes, f(x) et V(z), telles qu’il est dit au n° 9, et
admettons en outre que les inégalités

1 i1 202)
(10) —BUTe II’;((’:)E—)—I <hy e, Bl II/;((:e) "Neny v

subsistent dés que r dépasse une certaine limite, & désignant un nombre positif quon

' 11 est commode, dans ce qui suit, de se représenter les fonctions H{y) et #(®) par des
courbes, en prenant ¢ pour abscisse. A la premiére de ces fonctions correspondra une sinusoide

de période gg, oscillant autour de l'axe des abscisses.
Dans cette représentation, les propriétés de la fonction %(p) démontrées aux no% 13—17

deviennent & peu prés intuitives, dés qu'on s’est bien rendu compte de la signification géométrique
des propositions établies au ne 12,
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peut choisir arbilrairement petit, h, et h, des quantités finies quelconques, et @, ¢,
des valeurs de ¢ comprises dans Uintervalle (4) et vérifiant la condition

7
|¢1_q’z|<z,'

Cela étant, si Pon désigne par H,,,(¢p) la fonction (8) que déterminent univoque-~
ment les condilions
Hn z((Pl) =h1’ Hn z(‘pz) =hz’

on aura nécessairement, quelque petit que soit &,

log| f(re?)|

(17) T <Hi(@) + e

dés que @ satisfera aux inégalités
P PP,
et que r dépassera une certaine limite finie, indépendante de ¢.

Pour la démonstration., nous formerons d’abord la fonction H{f’%(rp) de la
forme (8) qui vérifie les conditions

(12) HYp) =h +0, Hp)=h,+o,

o désignant une quantité positive arbitraire. Nous écrirons cette fonction sous
la forme '

H{%p) = A" cos o (p — p,) + B sinp(p—q,),

en posant
P+ @
Po=""7"""
Puis nous formerons l’expression
K (2) = e~ 4B Vel

Cette expression définit évidemment une fonction réguliére pour ¢, <@ <¢,
et pour les valeurs suffisamment grandes de r. D’autre part, d’apreés les propriétés
de V(z), on aura

| K (2)]=eiBn 21Ky +elr, @) Vir)
&(r,p) tendant uniformément vers zéro pour ¢, <@ <, lorsque r augmente
indéfiniment. Il en résulte, d’aprés (10) et (r2), que le module du produit

F(z)=K(z).[(z)

reste inférieur & ’expression
e— Vi) [o—~s+s(r, ¢)]
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pour ¢ =g, et pour ¢ =¢, dés que r dépasse une certaine limite, et cela quelque
petit que soit ¢.

Le module de F(x) restera donc inférieur & une certaine constante C sur
tout le bord du domaine

P PPy, "'i-R,

si R est choisi suffisamment grand, et comme F(z) est dans ce domaine d’un
ordre au plus égal & ¢, tandis que le domaine fait partie d’un angle plus petit

e %’ il résulte des n* 4 et 5 qu'on a |F(x)|<C, ou bien
HOIR T st o i)

pour tout point intérieur au domaine en gquestion.

En observant que H{%(¢) converge uniformément vers Hi.(p) lorsque ¢
tend vers zéro, on en conclut bien que I'inégalité (11) a lieu pour ¢, <@ < ¢, dés
que r est suffisamment grand, c. q. f. d.

11. Avant de poursuivre les conséquences qu’on peut tirer de ce théoréme
fondamental pour I'étude de la fonction %(¢), nous allons en déduire un résultat
dont nous aurons besoin plus loin.

S, dans un intervalle @' < @ <.b' compris tout entier & Uintérieur de Uintervalle
(4), on a constamment

hip)<4,
A étant une constante, on aura nécessatrement, quelque petit que sost &,

(13) Ij(z)|<e(4+8) Vir)
dés que @ solisfera aux inégalités
A <p=V

el ‘que r dépassera une certaine limite finie, indépendanie de .
En effet, divisons l'intervalle en question en un nombre fini d’intervalles

partiels, chacun inférieur ou égal & - arccos Soient ¢, et @, les valeurs

A4
A+ te
extrémes d’un tel intervalle. En faisant A, =%, = A4 on trouvera

Acosg(q;——(—’l:—%)
H,,,(p)=
oosg%_(p‘

2
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et on aura par conséquent

H,,(pz4 +zf'

Le théoréme du n° 10 nous permet donc de conclure qu’on aura
lf(x) ' < e(A+£) Vir)

pour ¢, < ¢ <¢,, dés que r dépassera une certaine limite finie. On déterminera
de la sorte une limite pour chacun des intervalles en lesquels Iintervalle
a' <p<b a été divisé; dés que r sera supérieur a la plus grande de ces limites,
I'inégalité (13) sera satisfaite dans tout l'intervalle ' <@ <¥.

Tacitement, nous avons supposé ci-dessus la constante 4 positive; si elle est
négative ou nulle, la démonstration se simplifie.

12. Le théoréme du n°® 1o conduit immédiatement & cette propriété fonda-
mentale de la fonction A(¢), définie par l'égalité (7):

Admettons que, pour deux valeurs ¢, el ¢, de @, comprises dans U'intervalle

(4) et telles que @, —@,| < %, on ait

o)< H(p,), hiep,)<H(p,).

H(g) désignant une fonction déterminée de la forme (8); on aura auss:

h(p) < H(p)

pour toute valeur de ¢ intermédiaire entre @, el ¢,.
Par un raisonnement facile on en conclut cette autre propriété de h(p):

Sotent @, @,, @, trois valeurs de @ telles que I%—(Pll<% et que @, soit inter-

médiaire enire @, et ¢,. Si

hig)<H(p,), hip,)>H(p,),

on aura mécessairement
h(gs) 2 Hgs).

En effet, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait choisir la quantité positive ¢
de telle maniére qu’on efit A(p,) < H(p,) — 0. En posant

H(p)=H(p)— o 0e@—0)
O =H@ = oo —g.)

ce qui est toujours une fonction de la forme (8), on aurait alors
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E(¢1)=H(‘P1): E(¢2)<H(‘Pz)9 E(¢3)=H(¢a)_0,
d’ol

h(o,) é—H—(‘Pl): h(‘pa)éﬁ(q’a)-
D’aprés le théordme du n° 10, il en résulterait (p.) < H(p,) et, par suite,

h(p,) < H(gp,),

ce qui est contraire & I’hypothése.

En appliquant deux fois de suite la proposition qui précéde, on arrive au
résultat suivant qui est, & un certain point de vue, plus général:

Etant données deux valeurs ¢, et @, de @, telles que

T
I‘Pl—q’2l<z’

admettons que h(gp,) soit finie et que

h((pl);H((pl)> k(‘h) = H(‘pz),

H(p) désignant une fonction déterminée de la forme (8); on aura nécessairement

h(p) 2 H(qp)
tant que |q9——(p2|<:)—t et que @ — @, et @, — @, seront de signes différents.
Supposons par exemple ¢, < ¢,, et choisissons une valeur ¢, de telle sorte

que @, <P, <@, + % . Une premiére application de la proposition ci-dessus nous
donnera

h(p) > H (9) pour ¢, < ¢ < @,.

Puis, partant des relations

hip,)=H(p,), hig;) > H(p,),

et appliquant encore une fois Ja méme proposition, nous trouvons

T

hig)2 H(p) pour PSP<Paty

L’inégalité A(p) > H () subsiste donc pour ¢, <p <@, + 7—:, c. q. f. d.
13. En resserrant un peu les hypothéses, nous démontrerons maintenant

ce résultat assez précis:
Admettons que

o) Zhy, h(p))=h,, h(p:)<hs,
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by, by, by désignant des quantités finies quelconques et @, ¢,, @5 des valeurs de ¢ '
comprises dans Uintervalle (4) et satisfaisant aux inégalités

7T T
P <P <P3;, Pr— P, <“(;, P; — P; < E
Cela étant, la fonction h(p) reste finie et continue pour ¢, <@ < ¢, et, de plus,
le rapport

(14)

hig + &) — k()
3

reste compris entre des limites finies lorsque J tend vers zéro.

En effet, en désignant par H, ,(¢) la fonction (8) qui prend pour ¢ =g,
la valeur %, et pour ¢ = ¢, la valeur k,, et, d’une maniére analogue, par H, ,(p)
la fonction de la méme forme qui prend pour p =¢, la valeur A, et pour ¢ = ¢,
la valeur h,, on aura, d’aprés les propriétés démontrées au n° 12,

pourg, <¢<q,: H, (p)<h(@)<H,,,(9p),
pourg, << @, H, (@ Zhkip)<H, (9.

Ces inégalités nous montrent d’abord que la fonction A(g) reste finie dans
Pintervalle de ¢, & ¢;. D’autre part, en observant que

Hy, ,(p)=H,, ,(p;)=h(p,),
on en conclut

H ,(p) —H,, ,(p;) <h(¢)—‘h((l’z)< H,, s(p)—H,, 4(p,)

P—q, = 9—@, = P —9.

pour les valeurs de ¢ comprises entre ¢, et @,. On voit donc que la fonction
h{(p) est continue et que le rapport (14) reste compris entre des limites finies pour
la valeur @, de . Pour étendre ces conclusions & toute autre valeur ¢, située dans
Pintervalle de ¢, & @,, il suffit de choisir dans cet intervalle deux valeurs ¢, et
@, de maniére que
7 7

P </ <@, @/ —g'< z;’ P — ;' < 'e”
et de répéter le raisonnement ci-dessus, en remplagant seulement ¢,, ¢,, ¢; par
., 9., @ et hy, h,, ks par les quantités

h'=h(g), h'=h(p)), h'=h(gp)).

14. En supposant désormais la fonction k(¢) finie dans Pintervalle (4), nous
déduirons encore quelques propriétés caractéristiques de cette fonction.
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Etant finie, la fonction k() est nécessairement aussi continue, comme nous
venons de voir. Si elle est positive pour une valeur donnée de ¢, elle restera done
positive dans un certain intervalle, limité par des valeurs de ¢ pour lesquelles
la fonction s’annule (ou par I'une, ou toutes les deux, des valeurs a et b), et les
valeurs @ pour lesquelles %(p) est négative appartiendront & des intervalles
limités de la méme maniére.

On peut démontrer plusieurs propriétés intéressantes relatives & ces inter-
valles ol k(p) garde un signe invariable.

Un intervalle o la fonction h(p) est négative est limitrophe des deux cbtés
d’intervalles. ot elle est positive, & moins qu’il n’aboutisse & un des points a et b.

Soit ¢, une valeur de @, comprise entre a et b, pour laquelle A{¢p) s’annule
et qui limite un intervalle ol A(p)<o. Choisissons dans cet intervalle une

valeur ¢, telle que |p, — @, ] <Z , et formons la fonction H,,,(p) de la forme (8)
qui vérifie les conditions

H,  (9,)="h{p,) =0, H,, (p,)=rh(p,)<o.

Cette fonction peut évidemment se mettre sous la forme

HO»I (p)=C Sine(q’"‘q)o)’
C désignant une constante. Comme H,, ,(p,) <0, on en conclut immédiatement

que H, () > o pour les valeurs ¢ telles que |<p-—<p°|<7~v et que p—q, et ¢, — @,
soient de signes contraires. ¢

Or il résulte de la derniére proposition du n° rr qu'on a pour ces valeurs
de ¢, & condition toutefois qu’on ne sorte pas de lintervalle (4), h(9)>H,,, (p)
et, par suite, h(¢)>o0. L’intervalle considéré, ot %(¢) <o, est donc contigu au
point @, & un intervalle ol A(p)>o, ce que nous voulions démontrer. Mais
notre raisonnement nous a fourni en méme temps cette nouvelle propriété de la
fonction % (p).

Tout intervalle ol h(p) est positive, et qui est limité par des valeurs ¢ pour
lesquelles h(p) s'annule, est d’une étendue supérieure ou égale d g .

Les intervalles o A(gp) est positive seront donc nécessairement en nombre
limité, si lintervalle donnée (4) est fini. Il en sera évidemment de méme des
intervalles olt %A(p) est négative et aussi de ceux ou A(p) garde constamment la
valeur zéro, puisque 'un quelconque de ces intervalles, s'il n’aboutit pas & un
des points @ et b, est limitrophe des deux cotés d’intervalles ol %(gp) est
positive. Donec:



400 E. Phragmén et Ernst Lindelof.

St Dintervalle (4) est fini, on peut le diviser en un nombre limité de sous-
intervalles tels que, dans chacun d’euz, la fonction k() ou garde un signe invariable,
ou reste constamment nulle.

Nous démontrerons enfin cette proposition:

Létendue d’un intervalle ot h{p) est négative ne saurait étre supérieure a 7—;

S'il en était autrement, on pourrait, en effet, trouver une valeur ¢, telle
que h(p) serait négative pour chacune des trois valeurs ¢,— -2%, Por Qo + zﬁg .
Soit C une constante inférieure & A(y,) et posons

H(p) = Ccose(@—@.),
ce qui est une fonction de la forme (8) s’annulant pour ¢ ==, — :—9 et pour

Q=@+ 57% En choisissant le nombre positif J suffisamment petit, on aurait
alors, & cause de la continuité des fonctions %(p) et H(p), h(p) < H(p) pour

chacune des valeurs tpo——zﬁe + 0 et @, + %——6, dont la différence est inférieure

Y %, tandis que k(@) > H(p) pour la valeur intermédiaire ¢,. On se trouverait

ainsi en contradiction avec le résultat établi au n°® 12.

16. On peut de différentes maniéres déterminer une limite supérieure de la
valeur absolue de A(p) dans un intervalle ou cette fonction est négative. Le
théoréme le plus simple qu’on puisse démontrer dans cet ordre d’idées est le suivant:

St h{gp,) =0, on aura

k(p, + ) + h(p,—x) 20
tant que o <ac<72)E [pourvu qu'on ne sorte pas de Uintervalle (4)].
Déterminons, en effet, la fonction (8) par les conditions

H(‘Po) =h(p,) =o, H(p, + x) =h(¢o + x),

la valeur x étant comprise entre o et 7—: . On-aura d’aprés le n°® 12

h(p) > H(p) pour ¢o—7—;<fp<¢o-

En faisant ¢ = ¢, —x et en observant qu’on a
H((po"x)= "‘H(‘po + x)=_'h((po + ),

on en tire I'inégalité voulue.
Notons la conclusion suivante qui résulte immédiatement de cette inégalité:
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8i un intervalle ol h(p) <o est imitrophe des deux cotés d’intervalles oit h(p) > o
et aux extrémités desquels h{p) = o, le minimum de h(p) dans le premier intervalle
est, en valeur absolue, au plus égal a son maximum dans U'un des intervalles voisins.

Le théoréme démontré ci-dessus n’est d’ailleurs qu'un cas particulier du
suivant, qui exprime sous une forme assez élégante la propriété la plus générale
de la fonction %(¢p):

8¢ ¢, @,, @ sont trois valeurs quelconques de ¢, comprises dans un intervalle
o la fonction h(@p) reste finie et qui vérifient les conditions

T 7T
P <P < Ps, 9’2—‘P1<’é» ¢3_‘P2<’§’
on aura

h{g,)sin 9((/)3 —@,) + h(p,)sin 9(.‘7’1 — @) + h(gp,)sin Q(q’z —@)2o0.
En effet, toute fonction H(gp) satisfait & 'identité

H(gp,)sin o(@; — @,) + H(p,) sing(p, — ;) + H(g,) sinp(p, — @,) =o0.

En spécialisant H(¢) de maniére que

H(p,)=h(p,), H(p,)=h(p,),

et en observant qu'on a dans ce cas, d’aprés le n° 12,

h(gs) > H(p,),

on obtient précisément ’inégalité ci-dessus.

16. Revenons encore une fois sur la propriété fondamentale de la fonction
h(p) établie au n° 1z. Si, dans la derniére forme donnée & cette propriété, on
fait tendre ¢, et ¢, vers une méme valeur ¢,, on aura & la limite ce nouveau
résultat, dont nous nous proposons de donner ici une démonstration directe et
rigoureuse.

Si la fonction h(p) a un mazimum ou un minimum pour @ = ¢,, ou, plus géné-
ralement, si la fonction est stationnaire pour cette valeur de ¢, en sorte que la dif-
férence h(p) — h(p,) ne change pas de signe lorsque ¢ varie dans un certain enfourage
de @,, et st Hy, (@) désigne la fonction (8) qui pour ¢ =, est égale & h(qp,) et a
la dérivée nulle, fonction qui peut évidemment se metire sous la forme

H,,,(@)=h(p,)coso(p—q,),

on aura h(p)>H, (@) pour ¢p0—%<tp<¢po + %, & condition qu’on ne sorte pas de
Vintervalle (4).
Acta mathematica. 31. Imprimé le 19 mars 1908. 51
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Supposons en effet quon ait k(p,) < H,,,(p,) pour une valeur ¢, comprise
entre les limites indiquées, et, pour fixer les idées, admettons par exemple que

¢0—7—;<(p1<q70. Si nous formons la fonction H,,,(p) de la forme (8) qui est

égale & h(p) pour @ ==¢, et pour ¢ —q,, la différence

H,,, (p)—H,,,(p)=Const. sino(¢p —,),

étant négative pour ¢ = ¢,, aura nécessairement une dérivée positive pour ¢ = ¢,,
et comme H', ,(¢p,)=o, il en résulte que H',, , (¢,) > 0. En choisissant le nombre
positif ¢ suffisamment pztit, on aura donc

Ho,l (‘po_d)<Ho,1 (900) <Ho,1 ((Pu + 6) :
Mais H,, ,(p,) = k(p,), et d’antre part, d’aprés le n° 12,
hip,— )< H,, (¢, —90), h{p,+ ) >H,,, (g, + 6).

Par suite, on aura nécessairement

h(p,—3) < h(po) < h(gp, + d),

ce qui est contraire & I’hypothése.

On peut tirer de ce théoréme plusieurs conséquences, parmi lesquelles nous
signalerons ici les suivantes:

8¢ la fonction h{g), dans un intervalle ok elle est positive, est stationnaire pour
une certaine valeur ¢, de @, celte valeur divise intervalle en deux parties, dont

. . , 11
chacune est supérieure ou égale & P
¢

Dans un intervalle on hip) est négative, il ne peut y avoir qu'une seule valeur
@ =@, pour laquelle cette fonction est stationnaire. Cette valeur ¢, correspond ¢ un
vrat mintmum de la fonction h(p), et divise Uintervalle en question en deux parties

L. T
dont aucune m’est supérieure & p

Dans les deux cas, on suppose que I'intervalle considéré ne soit limité par
aucun des points a et b.

17. Les théorémes que nous venons de démontrer sur la fonction A(gp)
peuvent tous &tre complétés dans une certaine direction. On aura d’abord cette
proposition générale:

i Pégalité

h(p)=H(g),
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o H(p) désigne une fonction déterminée de la forme (8), a liew pour trois valeusr

P1, Pu, Py de @, telles que

7T 7T
P <Py < Py, (Pz"”q’l<‘g" ‘Ps—‘(l’z<z’

elle subsiste pour toute valeur de ¢ comprise entre ¢, et @,.

Cette proposition découle immédiatement du n° 13, en observant que les
fonctions désignées respectivement par H,,,(p) et H,, , (p) coincident actuellement
avec H(p).

On démontre de méme:

St un “intervalle o h(p) est positive est limité par des valeurs de ¢ pour les-

quelles h(g)=o0, e si Détendue de cet intervalle est précisément égale & %, la fonction
k(p) 'y réduit & une fonction de la forme (8).

Si un intervalle ok k(p) est négative est précisément d’élendue %, h{p) y coincide
avec une fonction de la forme (8).

Si h(p) est stationnaire pour ¢ ==q,, et s1 Pégalité
h(p)=H,,,(p)=h(p,) cos Q(‘P"‘ ‘po)

a liew pour une valeyr .¢p, telle que @, — @, | < 7—;,‘ elle subsiste aussi pour toute valeur
de @ comprise entre ¢, et ,.

En particalier, si h(p) est stationmaire pour @ = @, et sannule pour une des
valeurs @, + 2%, Végalité: ci-dessus subsiste dans Uintervalle compris entre @, et

cette valeur.

Les démonstrations de ces propriétés sont trop faciles & trouver pour que
nous ayons besoin de nous y arréter.

18. Jusqu’ici nous avons supposé constamment ¢ >o0. Dansle casolig=o0
on aura, d’aprés les hypothéses admises au n° g,

V(re?) = V(r)[1 + &(r, )],

ol &(r,¢) tend uniformément vers zéro pour a < ¢ <b lorsque r augmente indé-
finiment, et il en résulte que la fonction que nous avions désignée par.H(p) se
réduit actuellement & une constante. A cette différence prés, le raisonnement
donné au n° 1o reste encore valable et conduit & cette propriété générale de la

fonction A(p):
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S: @, @, ¢, sont des valeurs consécutives quelconques de ¢ comprises dans
Dintervalle (4), on ne saurait avoir & la fois

hig,) > h(p,) et h(p,) >hip,).

Evidemment, ces inégalités ne nous permettent pas de conclure que la fonc-
tion A(p) soit continue,

On arrive & des résultats plus précis en supposant la fonction V(x) de la
forme (6) page 38¢g. En effet, on constante aisément que, dans ce cas, la partie
réelle de ’expression

tlogz. V (z)
est de la forme
— (o, + 1)@V (r)[1 + &(r, 9)],

e(r,p) ayant la méme propriété que ci-dessus. Si, dans la démonstration donnée
au n° 10, on remplace ’expression K (z) par la suivante

e—14' + i B log (ze—$ P0)] Vize— P ,

on retrouve notre théoréme fondamental, avee cette modification que la fonction
H (@) aura maintenant la forme
A4 + Boy,

A et B désignant, comme A' et B', des constantes réelles. Il en résulte que la
fonction A(p) jouit des propriétés démontrées aux n° 12 et 13, et, en particulier,
qu’elle est continue dans tout intervalle ot elle reste finie.

19. En terminant, nous appliquerons les résultats précédents au cas ou la
fonction f(x) est uniforme et réguliére dans un certain voisinage du point & Uinfins.
Nous admettrons de plus que, pour toute valeur positive de &, P'inégalité

(15) |f(x)l < elA+e) V(r)
subsiste dés que r est supérieur 3 une certaine limite, et I'inégalité
(16) (2)] > eta—o ¥

du moins pour une infinité de points z dont les modules vont en croissant indé-
finiment, A désignant une constante positive ou nulle (si cette constante était
négative, la fonction f(z) serait nécessairement réguliére & l'infini) et ¥ une fone-
tion monogéne qui jouit des propriétés énumérées au n° g pour les valeurs de ¢
comprises entre les limites

—ow<p<Lw,

w étant la plus petite des quantités 229 et 7.
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Il est d’abord évident que, dans ces conditions, la fonction %(gp) admet la
période 27, et quelle ne saurait dépasser la valeur 4 pour aucune valeur de ¢.
Mais elle pourra prendre des valeurs inférieures & A d’aussi peu qu’on voudra.
En effet, nous avons démontré au n° 11 _que l'inégalité h(p) < A', 4" désignant

)

une constante inférieure & A, aurait pour conséquence que l’inégalité
@) | < a+0 Ve

subsisterait pour toutes les valeurs de ¢ dés que r serait supérieur & une certaine
limite ¢ désignant une quantité positive arbitrairement petit. Or cette conclusion
est en contradiction avec la condition (16).

Soit maintenant @, une valeur quelconque pour laquelle A(p) est finie.
Comme on a constamment hA(p)< A4, le théoréme du n° 13 nous apprend que
k(@) reste certainement finie et continue dans l'intervalle de ¢, —w & ¢, + w. Si
¢, est une valeur quelconque comprise entre ces limites, la méme conclusion
g’applique évidemment & Pintervalle de ¢,— w & @, + w, et, en continuant aingi,
on arrive & ce résultat que la fonction 4(p) est finie et continue pour toutes les
valeurs de ¢.

Etant continue, la fonction h(p) aura nécessairement une valeur maxima
qui, d’aprés ce qui précéde, ne saurait étre autre que la valeur 4.

Enfin, le résultat établi au n° 15 nous permet d’affirmer que %(¢p) ne saurait
8tre inférieure & — 4 pour aucune valeur de ¢.

Nous avons ainsi établi ce théoréme, out on suppose ¢ > o:

Sous les conditions énoncées ci-dessus, la fonction h(p) est finie et continue et
jouit des propriétés démontrées aux no 11—16 pour toutes les valeurs de . De plus
on aure constamment

—A<h(p)< 4,

la valeur A étant atteinte pour une valeur auw moins de la variable ¢.
Soit, dans le cas ou A est positif, ¢, une valeur de ¢ pour laquelle z(¢p)
est égale & 4: on aura d’apreés le n° 17

h(g) > Acosg(p—eqp,) pour |9 —q,|< 20,

d’olt ces conclusions:

Si 9<%, la fonction h(p) reste constamment positive, et sa valeur minima n’est
pas inférieure & A cosomw.

Si $<e<1, la fonction h(p) peut prendre des valeurs négatives, mais elle ne
descend pas au-dessous de la limite Acosgm, qui est supérieure @ — A.

Nous démontrerons enfin cette proposition:
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Dans le cas o 9 = o, ln fonction h(q) garde la valeur constante A pour toutes
les valeurs de ¢.

Admettons, en effet, quon ait h(p)< A, A' étant inférieur & A. En
appliquant le théoréme du n° 10 & lintervalle de ¢, & ¢, + 27, remplagant les
deux quantités h, et h, par A', et remarquant qu’on a identiquement H,,,(p) = 4/,
on arriverait & ce résultat que l'inégalité

()| < euren Vo

est vérifiée dés que r est supérieur & une certaine limite, quelque petit que soit ¢.
On se trouverait ainsi en contradiction avec la condition (16).

Les résultats démontrés ci-dessus s’appliquent, en particulier, aux fonctions
entiéres d’ordre fini.

Une question intéressante est celle du choix de la fonction V(x). Evidemment,
on pourra toujours mettre V(x)=1x?, ¢ étant supérieur & I'ordre de la fonction
f(x). Mais, dans ce cas, on aura 4 = o, et les considérations précédentes nous
font voir seulement que k(@) s’annule pour toutes les valeurs de ¢, ce qui ne
constitue pas un résultat nouveau. - :

Dans les cas ou 'on peut choisir V(z) de maniére que les conditions (15)
et (16) soient vérifiées pour une valeur positive de la constante 4. nos considéra-~
tions conduisent, au contraire, & des propriétés nouvelles de la fonction f(x),
relatives 4 la maniére dont elle se comporte lorsque z tend vers l'infini dans
différentes directions. On sait que cette circonstance se présente toutes les fois
que soit les zéros de la fonction soit les coefficients de son développement de
Taylor vérifient certaines inégalités asymtotiques d’un caractére assez général.
On pourrait méme dire que cela a lien pour toutes les fonctions entiéres qui se
sont introduites naturellement dans I’Analyse.

Cependant on peut se demander si, & chague fonction entiére d’ordre fini,
correspond une fonction monogéne V (z), jouissant des propriétés énumérées au
n® g, et telle quon ait des inégalités de la forme indiquée, la constante A étant
positive. Nous trouverons peut-étre une autre fois 'occasion de revenir sur cette
question.




