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SUR UNE EXTENSION D'UN PRINCIPE CLASSI(IUE DE L'ANALYSE 
ET 

SUR (IUEL(1UES PROPRIt~TI~S DES FONCTIONS MONOG~NES 
DANS LE VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER. 

PM~ 

E. PHRAGMI~,N ET ERNST LINDELOF 
sTocKno~s ~ ~.s~a~oss. 

Les r~sultats que l 'un de nous a fait connaltre dans ce journal 1 sont 

susceptibles ~l'~tre notablement 6tendus et pr~cis~s, en m~me temps qu'on peut  
les rattacher aux principes 6l~mentaires de l'Analyse. On arrive ainsi ~ certains 

th~or~mes nouveaux d'un caract~re assez g6n6ral, qui semblent appel~s ~ jouer un 

r61e dans | '6tude des fonctions monog~nes dans le voisinage de leurs points 

sLnguliers. 

I. Principe g6n6ral. 

1. On connMt le rSle qua joue dans l 'Analyse le principe suivant:  

Soient dana le plan de la variable complexe x un domaine connexe, T, et 

une /onction monog~ne, [(x), r~uli~re h l'intdrieur de ce donmine. SuIyposons qua 

le module [/(x)[ eat uni/orme dans le domaine T et vdri/ie pour tout point ~ de con 

vontour cette condition: 

(A) Quelque petit qu'on se donne le hombre positi] e, l'in~galit~ 

I1(~)1< O + ~, 

oh C d&igne une constante, eat v~ri/i~e d~s que x, restant ~ l'int~rieur de T, eat 

au/]iaamment rapproch6 du point ~. 
Dana cea conditions on aura, pour tout point pri8 dana l'intbrieur de T ,  

(~) ll(~)l<O, 
l'6galit6 grant d'ailleurs exclue ai la ]onction ne se r~duit pa8 ~ une con~tante. 

1 E. PHRXGMI~N, ~ r  une ewtens/on d'un th~o'r~me r de la th,~orie des foncti, o'ns, Acta 
mathematica t. 28, p. 351--368. 
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Voici maintenant la g~n~ralisation de ce prineipe que nous avons annonc~e, 

et dont nous d~velopperons quelques consequences dans la suite de ce travail: 

Principe g~n~ral. Admettons que le module de la ]onction monog~ne /(x),  qui 

est supposes r~luli~re ~ l'int~rieur du domaine T ,  soit uni/orme dans ce domains et 

vgri]ie la condition (A) sur son contour, en exceptant les points d' un certain ensemble E. 

Admettons d'autre part qu'il existe une /onction monog~ne, re(x), r~luli~re et 

di//@ente de zdro dans T et jouissant en outre des propridt@ suivantes: 

(a) A l'int@ieur de T l e  module J~(x)J est uni/orme et v~ri/ie la condition 

(b) En d~sig~nt par a, ~ de~ ~wm~es positi]s aussi petits qu'on ~ et 

par ~ un point quelconclue de l'ensemble E,  on au~'a 

< v 

dhs que x, restant ~ l'int@ieur de T ,  sera 8u]~isamment rapprochd du Toint ~. 

Dan~ ces condition~, la conclusion (i) rests valable pour tout point x intdrieur 

au domaine T .  

Consid~rons en effet la fonetion 

�9 '(x) - -  l(x). 

Ells est d 'abord r6guli6re et son module uniforms dans le domaine T.  En 

vertu de l 'hypoth6se (a) on a, d ' a u t ~  ~art,  J F ( x ) l ~ l f ( x ) l  dans le m6me 

domaine, d'ofi il r6sulte que F(x)  v6rifie la condition (A) pour les points de son 

contour qui ne figurent pas dans l'ensemble E.  Mais, en ver tu de rhypoth~se 

(b), la condition (A) a lieu aussi pour les points de set ensemble, et |e principe 
rappel6 el-dessus nous apprend donc que JF(x) I<C,  ou bien 

I I < o I,o( )I 

pour tout  point ~ l 'int~rieur de T. Comme ce$te conclusion subsiste quelque 

peti t  qu'on ait choisi le nombre a, nous arrivons bien au r6sultat voulu. 

2. I1 est possible de presenter les hypotb6ses admises ci-dessus sous une 

forme plus g~n6rale, qui nous sera utile dans la suite. Nous allons en effet 
d tmontrer  cette proposition: 

Zes autres conditions restant les mkmes qu'au n ~ 1, admettons qu'on puisse 

diviser l'ensemble E en un hombre ddnombrab~e d'ensembles partiels 

E~, E2 . . . . .  E, . . . .  

de .Idle mani~re que, h chaque ensemble E~, carr~l~mde une /onction monogkne ~o,(x), 

r~guli~re et di//@ente de z~ro dana T el jouissant en outre des propri~tg~ ~yuivante~ : 



Sur une exstension d'un principe classique de l'Analyse. 383 

(a) r A l'int~riur de T l e  nmclule ]to~(x)l est unilorme et v~ri]ie la condition 

Ito~(x)l=< x. 

(b)! a, ~ ddsignant ges nombres ~ositi/s aussi petits qu'on vondra et ~ un 

I~oint queleonque de l'ensemble E~, l'inggalitg 

Ito~(x)/(x)l < o +  ~ 

est vdri/i& d~s que x, restant a l'intgrieur de T ,  est su//isamment ratrprochg de ~ .  
Si  ces conditions sont remplies, il existe une /onetion to(x) jouissant des 

lyropri~tds ~nonc~es au n ~ 1, en sorte que l'inggalit~ (i) aura lieu ~ l'int~rieur du 

domaine T .  
Pour la d6monstration, prenons d 'abord une suite de hombres positifs 

d6croissants *1, , ~ , . . . ,  ,~ . . . .  dont la somme est finie, puis une suite de 
domaines T1, T2 . . . .  , T , , . . . ,  tous compris dans T et tels que tout  point 

donn6 g l 'int6rieur de T appartienne s T~ d~s que v e s t  suffisamment grand. 
Comme to~(x) ne s'annule pas dans T,  on pourra choisir le nombro positif 

a~ de telle sorte qu'on ait 

tant  clue x reste dans le domaine T~. Les exposants a~ 6rant ainsi fix6s, for- 
mons le produit 

I toa~ I ~(~) I = , ,  (x) l. I t  o? (x) l . .  I ~"  (x) I . . .  

En v e r t u  de l'in~gali~6 ei-dessus, ee produit  converge uniform6ment clans 

toute aire comprise dans le domaine T et n ' ayant  aucun point commun t~vee 

son contour, et repr6sente par eons6quent darts ee domaine le module d'une 

fonetion monog~ne, r6guli~re et diffdrente de z6ro. 

On volt de suite que eette fonetion to(x) v6rifie la condition (a) d u n  o I. 

D'autre  par t  on a, pour chaque indiee ~, 

I ~ (x) I =< I,.,.,:"(z) !, 
d 'o~ 

I to~ 1(~)I < I,,,~~ �9 l(x)! ,  

et, en tenant  compte de l 'hypoth~se (b) r on en eonclut que la fonetion 
to(x) v6rifie aussi la condition (b) pour les points faisant partie de l 'un quelconque 

des ensembles E~, c'est s dire pour tout  point de l 'ensemble E.  

Donc la fonction oJ(x) jouit de toutes les propri6t6s 6nonc6es au n ~ i, ce 
que nous voulions 6tablir. 
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H. Quelques applications du prineipe g6n6ral. 

3. C o m m e  p r e m i 6 r e  a p p l i c a t i o n  d u  p r i n c i p e  6 t ab l i  e i - d e s s u s  n o u s  d 6 m o n t r e r o n s  

l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e :  

Soient un domaine connexe T et une lonclion monoykne /(x)  rdquli~re ~ l'int~rieur 

de ce domaine. On suppose 

z ~ que la condition (A) d u n  ~ 1 est vdri/ide pour les points 8ituJs sur le contour 

de T ,  en exceptant les points /aisant pattie d'un certain ensemble dgnambrable E ;  

2 ~ que, x~ dtant un point quelconque de E el �9 un hombre positi] aussi petit 

qu'on voudra, le produit 

tend uni/ormdment vers ~ro lorsque x tend vers xr en restant ~ l'int~rieur de T .  

Oela dtant, on aura 
(~) 

clans tout le damaine T .  

P o s o n s  en  e f fe t  

II(x)l<o 

x - - a  

a 6 r a n t  u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  s i tu6  en  d e h o r s  d u  d o m a i n e  T I. C e t t e  e x p r e s s i o n  

r e p r 6 s e n t e  u n e  f o n c t i o n  m o n o g 6 n e ,  r6gu] i6 re  e t  d i f f 6 r e n t e  de  z~ro ~ l ' i n t 6 r i e u r  d u  

d o m a i n e  T ,  e t ,  e o m m e  el le  p r e n d  u n e  v a l e u r  f in ie  p o u r  x ~ ~ ,  son  m o d u l e  

r e s t e  d a n s  t o u t  ce  d o m a i n e  i n f6 r i eu r  ~ u n e  c e r t a i n e  q u a n t i t 6  p o s i t i v e  M r .  E n  

a y a n t  4 g a r d  ~ l a  c o n d i t i o n  2 ~ c i -de s sus ,  o n  v o l t  d o n c  q u e  l a  f o n e t i o n  

 r(x) = M r  

j o u i t  b i e n  des  p r o p r i 6 t 6 s  (a) '  e t  (b) '  d u n  o 2, d'ot~ r 6 s u l t e  n o t r e  p r o p o s i t i o n .  

4. V o i e i  u n e  a u t r e  c o n s 6 q u e n e e  d e  n o t r e  p r i n e i p e ,  d o n t  n o u s  i n d i q u e r o n s  

d a n s  l a  s u i t e  d i f f 6 r e n t e s  g 6 n 6 r a l i s a t i o n s :  

1 Si le point % est ~ l 'infini, on posera ~r(x)----- x . Si le domaine T avec ces points 
x ~ a  

limites embrasse tout le plan, on choisira pour a un point rdgulier de /(x) situd R l ' int6rieur 
de T, et on exclura provisoirement du domaine T u n  petit voisinage du point a.  Notre ddmonstra- 
tion sera alors applicable au domaine ainsi form6 et, en d6signant par C ~ la plus grande valeur 
de [/(x) [ dans le dit  voisinage de a e t  par C" la plus grande des deux constantes C et C', on 
pourra en conclure que [ / ( x ) [ <  C 'I dans tout le domaine T. Or on a n6cessairement C ' ~  G, 
car si on avait C'> C, c'est qu'on aurait C ' >  C, C ' =  C'. Dans ce cas [ ] (x) l  prendrait  sa valeur 
maxima C r e n  un point situ~ ~ l ' intdrieur de T et on devrait avoir [/(x) [---- C ~ dans tout ce 
domaine, ce qui est en contradiction avec la condition 1o. 
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Soit une /onction monog$ne ](x) de la variable complexe x ~ r e  ~ qui, dana 

l'angle T dg/ini par les in~galit~s 

~ g  " ~rg 

(2) - - -  < ~p < - - ,  
2 a  2 ~  

eat rdguli~re et jouit des propridtds suivantes : 

i ~ la condition (A) d u n  o 1 eat remplie pour tout point du contour de T situg 

h une distance /inie de l'oriqine; 

2 ~ il existe un nombre positi/ k < a tel que le produit 

e-~ / (x) 

tende uni/ormgment vers zdro ~ l'intdrieur de T lorsque r croit indd/iniment. 

Dana ces conditions, l'in~galitd (i ) eat veri/ide h l'intgrieur du domaine T. 

La d6monstration est imm6diate. Posons en effet 

~ ( x )  = e - ~  (k < k' < a) ,  

fonction qui est 6videmment r6guli~re et diff6rente de z6ro dans T. Son module 

s'6crit 

l ,~(x) l = e - '~~176 

et l 'on aura donc ~ l'int6rieur de T 

Io(x) l  < c-Pro, 

en d6signant par fl la quantit6 positive cos I1 en r6sulte que [oJ(x)[< I 
\ a  21 

dans le domaine en question et, d 'autre part, que le produit  

~o(~)/(x),  

quelque petit  qu'on se donne le nombre positif a, tend uniform6ment vers z6ro 

lorsque x, restant s l 'int6rieur de T, tend vers le point h l'infini (qui est dans 

ce cas l 'unique po in tde  l'ensemb]e E). La fonct'ion oJ(x) v6rifie donc ]es conditions 

6nonc6es au n o i e t ,  par suite, notre proposition est d6montr6e. 

Signalons, en passant, la conclusion suivante, qu'on d4duit imm6diatement 

de cette proposition en tenant  compte de la remarque faite au d6but  du n ~ 5. 

Si l'on sait que l'ordre d'une /onction enti$re donn~e n'est pas supdrieur ~ u n  

hombre /ini Q et que son module reste au-dessous d'une limite /inie sur certains 

rayons, disposgs de telle mani$re que l'angle compris entre deux rayons consOcuti/s 

quelconques soit infdrieur ~ ~- , on peut a/firmer que la /onction se rdduit h une constante. 
Q 

5. La d4monstration donn4e au n o 4 reste valable dana le cas off T e s t  

un domaine connexe quelconque faisant partie de l'angle (2). D'une mani~re 

g6n6rale, il est permis de choisir pour T tout  domaine qui pourra 6tre enferm6 
A c t a  m a t ~ .  31. Imprim6 le 19 mars 1908. 49 
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dans un  angle d ' ouve r tu re  _z, quelle que soit son or ientat ion.  En  effet, en a 

e f fec tuan t  un d~placement  convenable ,  repr~sent~ ana ly t iquemen t  pa r  une  cer ta ine 

t ransformat ion  lin~aire x f ~  ax  + b, o n  pour ra  toujours  r amener  cet angle dans la 

posi t ion (2), et la fonct ion donn~e se t rouve  alors t ransform6e en une fonct ion de 

x ~ h laquelle s 'appl ique not re  ra isonnement .  1 

Mais voici une r emarque  plus int~ressante.  Nous mont re rons  en effet  que, 

dans la proposi t ion d u n  ~ 4, il est permis  de subs t i tuer  ~ la condit ion 2 ~ la 

su ivante  qui est plus g~n~rale: 

Quelque petit qu'on se donne le nombre positi/ ~, le produit 

e -~ l (x )  

tend unilormdment vers zgro dans le domaine (2) lorsque r croit indd/iniment. 
A cet  effet,  eonsid~rons l 'expression 

F(x)--  e - ' ~ a l ( x )  , 

~ ~tant  un  nombre  positif  a rb i t r a i r emen t  pe t i t  mais fixe. 

Comme [e~jxa[ < I dans l 'angle (2), on voi t  d ' abord  que F(x) v4rifie la con- 

di t ion (A) aux points  x fa isant  pa r t i e  du con tour  de cet  angle et situ~s ~ une  

dis tance finie de l 'origine. 

D'apr~s  la condi t ion admise ei-dessus nous savons, d ' au t r e  par t ,  que  F(x) 
t end  vers z~ro lorsque le poin t  x s'~loigne ind~finiment su ivan t  fin r ayon  quel- 

conque compris dans l 'angle (2) et, en part iculier ,  su ivant  l 'axe r~el positif. Le  

module  IF (x ) [  aura  donc une  l imite sup~rieure finie C r sur cet  axe. 

Soit C" la plus grande des quanti t~s C et  C ~, e t  d6signons par  T~ et  T 2 les 

moitiSs de l 'angle (2) situ~es respee t ivement  au-dessus et  au-dessous de l ' axe  r~el. 

Sur  les contours  des domaines TL et  T~, la fonct ion F(x) v~rifie, h dis tance 

finie, la condi t ion (A) off l 'on aura  subst i tu6 C" ~ C, et dans ehacun de ces 

i 
domaines  le p rodu i t  e-'~F(x) t end  un i form~ment  vers z~ro en m6me temps  que - ,  

r 

d'apr~s l 'hypoth~.se admise ci-dessus. Comme T~ et  T 2 occupent  chaeun un 

angle d 'ouver~ure  z__ il r~sulte d~s lors de la proposi t ion d u n  o 4 que  
2[%' 

(3) IF(z) l<C" 

dans ehaeun de ces domaines et, p a r  suite, dans tou t  le domaine  (2). 

1 Le rapport i~]  tendant vers l'unit~ lorsque le point x s'61oigne ind6finiment, on constate 

imm~diatement que la fonction transform~e v4rifie une condition de m~me forme que la 
condition 2o du no 4. 
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Mais on aura  n6cessairement  C t ~ C  et, pa r  suite, C ' ~  C. 

En  effet, si l 'on avai t  c r p c ,  d'oh C " ~ C  ~, le module  ]F(x)l  prend ra i t  la 

va leur  C r en un point  de l 'axe r6el situ6 ~ l'intgrieur du domaine  (2). Comme, 

d 'apr~s (3), ]F(x)l  n e  d6passe la va]eur  C ~ en aucun  point  de ce domaine,  on y 

dcvra i t  done avoir  iden t iquement  I F ( x ) I ~  C', ce qui est  en cont rad ic t ion  avec 

la condi t ion i ~ d u n  ~ 4- 

I1 est  done d6montr6  qua IF(x )]<C, l  ou bien 

<_Cle ~ 

l ' int~rieur  de (2), et comme cet te  conclusion subsiste quelque pe t i t  que soit 7, 

il en r6sul~e bien qu 'on  a dans t o u t  ca domaine  I](x) l<C, c. q. f. d. 
La  d~monst ra t ion  subit  de l~g~res modif icat ions dans le cas oll T e s t  un  

domainc  d e  forme quelconque  faisant  par t ie  de l 'angle (2). I1 peu t  a]ors a r r iver  

que ce domaine  soit  divis6 pa r  "l 'axe r6el en plusieurs por t ions  s6par6es, don t  

quelques-unes sont  finies tandis  que d ' au t res  s '6 tendent  & l'infini. P o u r  les 

premibres  l ' in6galit6 (3) d6coule imm6dia tement  du  pr incipe classique rappel6 au 

d6but ,  pour  les autres  elle se d~mont re  comme ci-dessus. 

La  r emarque  fai te  au d6but  de ce num6ro perme~ d '~ tendre  le r6sul ta t  qui  

z 
pr6c6de h t ou t  domaine  qui  pou r ra  ~trc enferm6 dans un  angle d ' ouve r tu re  - ,  a 

at nous avons  ainsi 6tabli cc th6orbme:  

Soit dans le plan de la variable complexe x ~ re ~q~ un domaine connexe quelconque 

T qu'on pu l se  entourer d'un angle d'ouverture z_, et soit, d'autre part, ](x) une 
a 

]onetion monog~ne qui, dt l'intdrieur de ce domaine, est rdguli~re et ]ouit des proprigtds 
suivantes : 

i ~ Le module i/(x)] eat uni/orme dans T ,  et la condition (A) estvdri/ide pour 
tout point dt distance /inie situd sur le contour de T. 

2 ~ Quelque petit qu'on se donne le hombre positi] ~, le produit 

e--era/(x) 

tend uni/ormdment vers zdro 5 l'i~tdrieur de T lorsque r crolt indd/iniment. 
Dans ees conditions on aura 

o 

pour tout point intdrieur au domaine T 

1 L'in6galite (3) une lois 6tablie, cette conclusion pourrait se d6duire aussi de la proposition 
d6montr6e au no 4 ou de celle du no 3. 
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6. En effectuant un changement de variable, on peut  modifier de diff~rentes 

mani~res ce th~or~me. 
Faisons d 'abord x r = l o g x ;  au domaine (2) correspondra, dans le plan de la 

variable x f, une bande comprise entre deux droites parall~les dont la distance est 
~g 
- ,  et l 'on en conclut facilement ce r~sultat: 

7g 
Soient un domaine connexe, T ,  taisant pattie d'une bande de largeur - ,  et une a 

/onction monogkne, /(x), rdguli~e 4 l'intdrieur de ce domaine, dont le module est 

uni/orme dans T et vdri/ie la condition (A) 8ur son contour (4 distance ]inie). On 

suppose d'aiUeurs que le produit 

e-~"'l(x), 
quelque petit que soit le hombre positi~ ~, tend uni]orm~ment vers zdro darts le 

domaine en question lorsque r cro~t indd/iniment. 

Cela gtant, on aura I ] (x ) [ s  C pour tout point intdrienr 6 T. 

En posant 
z ' =  Cx~ +i 

C et fl 6tant des eonstantes positives, transformation qui fair correspondre au 
domaine (2) ]a portion du plan des x' comprise entre deux spirales logarithmiques, 

on ~tablit de m~me eet autre r~sultat: 
Supposons que la /onction monvy~ne ](x) est rdguli~re et son module uni/orme 

dans un domaine connexe T compris entre les spirales loyarithmiques 

r ~ e  e t  r ~ e  , 

qu'elle vdri/ie la condition (A) sur le contour de T (4 distance /inie) et que, 4 

l'intdrieur de ee domaine, le produit 
a 

e-, ,~'~l(x ) 

tend uni[orm~ment vers z~ro lorsque r augmente inddliniment, quelque petit que soit 

le hombre positi/ e. 

Dans ees conditions, on aura I/(x) I < C pour tout point int&rieur au domaine T. 

7. Nous indiquerons encore en quelques roots une autre g~n~ralisation de 

la proposition 4tablie a u n  ~ 4- 

Consid~rons une suite de eourbes, S 1, $ 2 , . . . ,  S~ . . . . .  reliant les deux cS t~  
de l'angle (2) et dont les distances de l'origine augmentent  ind~finiment, et 

d~signons par M,  la plus grande valeur que prend le module de l'expression 

e -~ / (x )  sur la eourbe S~. Nous admettrons qu'i/ est possible de choisir les courbes 

S~ de telle mani~re qu'on air 
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lim M~ ----- o. 

Nous allons voir que la proposition dont  il s 'agit ne cesse pas d 'avoir  lieu 

si, ~ la condit ion 2 ~ on subst i tue eette derni~re condition, qui est ~videmment 

p lus  g~n~rale. 

En  effet, il r~sulte de cette condi t ion que, le nombre  positif  a ~tant  donn~ 

aussi pe t i t  qu 'on  voudra,  le module  max imum _M~ du produi t  

e-o~'l(x) (k < k'< ~) 

sur la eourbe S~ tend vers z~ro lorsque ~ augmente  ind$finiment.  Si l 'on se 

donne arbi t ra i rement  un point  x eompris dans le domaine (2), on pourra done 

choisir ~ de telle sorte que ce point  soit int~,rieur g la courbe S~ et que l 'on air 

en m6me temps M ~ < C .  D'apr~s le prineipe rappel6 au n ~ z, le module du 

produi t  ci-dessus est done inf6rieur ~ C au  point  consid6r~, et, comme oe r6sultat  

subsiste quelque pet i t  que soit a ,  on aura  bien [ ] ( x ) [ < C .  

En  t enan t  compte de la remarque f a r e  au dtbu~ du n o 5, on arr ive ains ik 
ee r6sultat :  

Soit une /onction monog$ne, /(x), r~guli$re dans un domaine T tel qu'il ezt dit 

dans le th~or~me d u n  ~ 5, et adm~tons que son module soit uni/orme clans T e~ v~rifie 

la condition, (A) sur son contour, en exceptant le point ~ l ' in/ini.  

Dans cos conditions, deux cas peuvent se prgsenter : 

Ou bien on aura [](x)[ < C Tour tout point pris dans l'intdrieur du domaine T. 

Ou bien, en ddsignant par M (r) le maximum de [/(x)[ sur la portion du cerele 

[x~=r intdrieure ~ T ,  l ' in~alit~ 

M (r) > e "a-8 

sera vdri/ige d~s que r ddpassera une certaine limite, le nombre positi] 8 ~tant donnd 

aussi petit qu'on voudra. 

A eette derni~re in~galit~ on pourrai t  d'ailleurs subst i tuer  la su ivante  qui 

est plus precise: 

M (r) > ev(,) 

oh V d~signe une expression de la forme a 

Fa 

V(r) = log r .  log~2)r . . ,  logC~-l)r. (logC~r) x+"' 

6 tant  une quanti t~ positive et  ~ un entier positif quelconque. 

Pour abr6ger, nous ~crivons 

log(log x) = log(2)x, log[log(2)x] = log(a)x, . . .  
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11 semble m6me probable  qu' i l  existe toujours ,  dans cet te  seconde hypo-  

th6se, une  cons tan te  posi t ive ~ telle qu 'on  air 

M(r) > e ~  

pour  r suff isamment  grand.  Mais il p a r a i t  diffieile d 'en t rouve r  une d6monstra t ion.  

8. Les r~sultats des n ~ 4 et 5 nous p e r m e t t e n t  de pr6ciser comme il suit  

le th6or6me 6tabli au n o 3: 

Admettons que, d 'un point donng x~ de l'ensemble E ,  on puisse tracer deux arcs 

de terries n' ayant aucun point gt l' intgrieur du domaine T ,  et soil A~ l' anifle compris 

entre ces arcs (du cord du domaine T). 

Dans ces conditions il est permi8 de remplacer la condition 2 ~ d u n  ~ 3, en rant 

qu'il s'agit du point x~ considdrd ici, par l'une ou l'autre des conditions suivantes : 

Si  A ~ = - Z ( > o ) ,  on suppose que le produit 
Ot 

e I " - "  I"t(x), 

quelque petit qu'on se donne le hombre positi I e, tend unilorm~ment vers z~ro lorsque 

x lend vers x ,  en restant ~ l'intgrieur de T. 

S i  A , - ~  o, it sul/it  d'admettre que la m~me condition soit remplie pour le 
produit 

e-"l "~-', I I (x),  

le nombre a grant eette lois dilal a 2~  divisd par la valeur numdrique de la dilldrence 

entre les courbures des arcs envisaggs. 

I1 r~sulte d ' abord  du  th6or6me 6tabli au n o 2 que le r6sul ta t  d u n  o 4 reste  

encore vrai  dans le cas oh la condi t ion (A) cesse d '6 t re  remplie pour  un nombre  

d6nombrable  de points  situ6s sur le con tour  de T ,  pou rvu  que la condi t ion 2 ~ du  

no 3 soi t  v6rifi6e en ees m6mes points.  

On consta te  ensui te  que le r6sul tat  e tabl i  au n ~ 5 compor te  une  g6n6ralisation 

analogue.  

Or il ~ 6vident  que, dans  l 'une et  l ' au t re  des hypoth6ses  envisag4es ci- 

dessus, les points  de l 'ensemble E ,  compris  dans un  cer ta in  en tourage  c~ du  point  

x~, sont  tels que la fonct ion ](x) reste  finie dans leur voisinage et  que, pa r  suite, 

la condi t ion  2 ~ du n o 3 s 'appl ique ~ chacun de ces points.  D ' au t r e  par t ,  on voi t  

faci lement  qu' i l  existe un changement  de variable,  x = r r6alisant  la repr6senta-  

t ion  conforme d 'un  cer ta in  voisinage t~ du  po in t  x~, pris dans l ' int6r ieur  de e~, sur 

une aire T~ faisant  par t ie  de l 'angle (2), e t  que  la fonct ion ](x ~) qui rdsulte de 

l(x)  pa r  ce ehangement  est  telle que le p rodui t  
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tend uniform6ment vers z6ro lorsque x' tend vers ]'infini en restant ~ l'int6rieur 

de T,,, et eela quelque petit que soit e. A l'aide du th6or~me d u n  ~ 5, g6n6ralis6 

eomme il a 6t6 dit, on peut en eonelure que ]/(x~)l reste au-dessous d'une limite 

finie dans T~. I1 en est done de m@me de ]/(x)] duns l'aire t~, et, par suite, la 

fonction / (x)  v6rifie la condir 2 ~ du n~ aussi au point x~. 

Les hypotheses admises ei-dessus s e ram~nent done g celles d u n  o 3. 

III .  Quelques propri~t6s des fonetions monog~nes dans le voisinage d 'un 

p o i n t  singulier.  

9. Les propositions que nous venons de d6montrer conduisent ~ certains 

r6sultats nouveaux relatifs aux propri6t6s asymptotiques d'une fonction monogbne 

duns le voisinage d 'un point singulier isol6. Pour simplifier le langage, nous 

admettrons que le point singulier qu'il s'agit d'6tudier ait 6t6 rej6t6 ~ l'infini 

l'aide d 'un ehangement de variable. D'ailleurs, nous nous oceuperons uniquement 

des singularit6s d'ordre #ni ,  mais des r6sultats que nous allons 6tablir on pourrait  

tirer aussi certaines eons6quences relatives s d'autres points singuliers, en s 'appuyant  

sur des consid6rations du genre de eelles expos6es au n ~ 6. 

Soit done une fonction, monog~ne /(x) de la variable complexe x~re iV  qui 

v6rifie les conditions suivantes: 

I ~ Elle est rdguli~re dans l'angle 

(4) a < ep < b 

d~, que r e s t  sup~,rieur ~ une eertaine limite. 

2 ~ A l'intdrieur de cet angle, / (x)  est d'un ordre / ini  r en sorte que, qvelque 

petit qu'on se donne le nombre positi] , ,  l '~alitd 

lim sup l~ o 
r~oo r ~ + e 

a lieu uni/ormgment pour les valeurs 9 comprises clans l'intervalle (4), tandis que 

cette condition n'est remplie pour aueune valeur ndgative de e ~. 

1 E n  d ' a u t r e s  t e r m e s ,  p o u r  t o u t e  v a l e u r  p o s i t i v e  de  ~, l ' i n6ga l i t 6  

I f(~) I < e "~ 
a l i eu  d u n s  l ' a n g l e  (4) d~s  que  r e s t  s u p 6 r i e u r  h u n e  c e r t a i n e  l imi t e ,  e t  l ' in6galit@ 

_.~4)+ e 

d u  m o i n s  p o u r  u n e  i n f i n i t 6  de  p o i n t s  x t e n d a n t  v e r s  l ' i n f i n i  e t  in t@rieurs  ~ ce m ~ m e  ang le ,  t a n d i s  
que  l ' u n e  au  m o i n s  de  ces  c o n d i t i o n s  c e s s e r a  d ' 6 t r e  r e m p l i e  l o r s q u e  ~ e s t  n6ga t i f .  
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Soit V(x) une au t re  fonction monog6ne jouissant  des prolari6t6s su ivantes :  

i ~ EUe est r~guli~re dans l'angle 

(5) - - ~ < q ~ < ~  

d~8 que r e s t  supdrieur h une certaine limite, eo ddsignant la plus petite des quantit~s 

b - - a  
- -  e t ~  
2~ 2 

20 Elle prend des valeurs rdelles et positives pour les valeurs rdeUes et positives 
de x qui ddpassent une limite derange. 

30 Lorsque r augmente indd/iniment, le rapport 

V(r) 
r o + e  

tend r~yuli~rement vers z~ro, tandis que le rapport 

V(r) 

admet l'in/ini pour limite supdrieure, le nombre ~ grant donng aussi petit que l'on veut. 
4 0 r tendant vers l'in/ini, l'expression 

V (re~)  

V(r) 

tend uni/ormgment vere e.~ pour les valeurs cp comprises dans l'intervalle (5). 

Telle est, par  exemple,  route  fonct ion de la forme 

(6) xq (log x) ~, (log log x) ~ (log log log x) ~, . . .  

Cela pos6, nous allons 6tudier  la fonet ion r6elle h(r  de la var iable  r~elle 

d4finie par  l'$galit~ a sympto t ique  

(7) h(fp) = lim sup log ]/(re i~) ] 
_ | V ( r )  

Cette fonetion est  d6finie darts l ' intervalle (4), mais parmi ses valeurs  possibles 
f igurent  aussi les valeurs  + ~ et  - - ~ .  

1 Si h(r p rend  une valeur f inie pour une valeur donn6e de 9, on aura, d 'apr~s cet te  
d6finit ion,  quelque pet i t  que soit le nombre  posi t i f  ~, 

i f ( rJ~) l  < ~h(~)+~l V(~) 
d~s que r d6passera une certaine limite,  et  d 'autre  par t  l 'in6galit6 

i f ( re~)  i > elh(,~)--~] V(r) 
subsistera du moins pour une infinit~ de valeurs  r t endan t  vers  l ' infini.  
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Nous ferons l '~tude comple te  de la fonct ion h(~f) dans le cas off e est  positif, 

et  n o u s  ujouterons  ensuite,  au n ~ ~8, queiques roots relatifs au cas ~ = o. 

Lorsque ~ > o, l~ propri~t~ caract~ris t ique de la fonct ion h(ef) se d~montre  

de la mani~re la plus facile en la comparan t  ~ une fonct ion auxili~ire de la forme ~ 

{8) H(~f) = A c o s ~  + B sin r162 

d~pendant  l in6airement  des deux param~tres  A e t  B.  Cette  fonct ion H ( ~ ) s e  

t rouve  pa r fa i t ement  d~termin~e si on ]ui impose les condit ions 

(9} H(~I)  = h, ,  H ( ~ }  = h~, 

h~:et h~ d~signant des quanti t~s r~elles et  finies, et  eft, ef: des angles que!conques 

don t  la difference ne soit pas un mult iple  exac t  de ~ .  En  effet, on t ire imm~- 
r 

d i a t ement  de ces condit ions 

A s ine  (~p~-- ep~) ~ hi sinQ~p2-- h2 sin QCf,, 

B sin r ( ~  - -  eft) ~ ~ h~ cos Qcf~ + h2 cos Q~f~. 

On vol t  que  A et  B sont  fonct ions cont inues  de h~, h~, q~, q~2 ran t  que q~ 

et  ff2 sat isf0nt  g l'in6galit~. 

Q 

:Tt" 
Si [~p~--ef~l=-r  les condi t ions (9) ne  sont  compat ibles  que si l 'on a h~ + h 2 =  o. 

Dans ee CaM, ces condit ions se r~duisent  g une  seule, et  il existe une infinit~ de 

fonct ions H ( ~ )  qui  les v4rif ient .  

10. Apr~s ees pr~liminaires, nous allons ~tablir le th6or~me fond~menta l  

qui suit  : " 

Soient deux /onctions monog~nes, /(x) et V(x), telles q~t'il est dit au n ~ 9, et 
admettons en ontre que les indgalitds 

(~o) log l/(rd~,) [ log l /(re~)[ 
V (r) < h, + ~ , Y (r) < h~ + 

subsistent d$s que r ddpasse une certaine limite, e ddsiqnant un nombre positi/ qu'on 

I1 est commode, dans ce qui suit, de se representer les fonctions H(~) et h(~) par des 
courbes, en prenant ~ pour abscisse. A la premiere de ces fonctions correspondra une sinusoide 
de p~riode ~ ,  oscillant autour de l'axe des abscisses. 

Dans cette repr~sentation, les propri~t~s de la fonction h(r d~montr~es aux nos I~--I 7 
deviennent g peu pros intuitives, d~s qu'on s'est bien rendu compte de la signification g~omdtrique 
des propositions ~tablies au no i2. 

Acta mathematica. 31. lmprim6 te 19 m~rs 1~)8. 50 
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peut choisir arbitralrement petit, h~ et h2 des quantitds /inies quelconques, ,t  90~, 902 

de8 valeurs de ef comprises clans l'intervalle (4) et vdri/iant la condition 

T~ 

190,--q%1<-" 

Cela dtant, si l'on dgsiqne par H~, ,.(90) la /onction (8) que ddterminent univoque- 

ment les conditions 

H~, 2(90~) -~ h~, H , ,  2(902) = h , ,  

on aura ndeessairement, qudque petit que soit t ,  

(11) log[/(rd~)] < H , ,  2(90) + 
V(r) 

d~s que 90 saris/era aux  inggalitgs 

901 < 90 < 90 2 

et que r ddpassera une certaine limite [inie, inddpendante de 90. 
**l~ de la Pour la d~monstration, nous formerons d'abord ]a fonetion a~.,~r~ 

forme (8) qui v~rifie les conditions 

(12) H~7)~(%) = h, + a. H(~,)~(90~) = h, + a, 

a d6signant une quantit6 positive arbitraire. Nous 6crirons cette fonction sous 

la forme 

H~(,~ (90) = A (~) cos e (9 - -  900) + B(~) sin r (90 - -  %), 
en posant 

90~ + 90~. 
~0o~ 

2 

Puis nous formerons l'expression 

K (x) = e -~a~~162 v ~ e - i ~ .  

Cette expression d6finit 6videmment une fonction r6guli~re pour 901 ~eP <~902 
et pour les valeurs suffisamment grandes de r. D'autre part, d'apr~s les propri~t6s 

de V(x), on aura 

~(r, 90) tendant uniform6ment vers z6ro pour %~90< t f2  lorsque r augmente 
ind~finiment. I1 en r~suite, d'apr~s (Io) et (r2), que le module du produit  

reste inf6rieur k l'expression 

~'(~) = K ( x ) . / ( z )  

e--V(r) [o--~+8(r, ~)] 
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pour ~ = ~0, et pour e# ---- ~ d~s que r d~passe une certaine limite, et cela quelque 
peti t  que soit 4. 

Le module de F(x )  restera done inf4rieur ~ une eertaine eonstante C sur 

tout  le bord du domaine 

si R e s t  eboisi suffisamment grand, et eomme F(x )  est dans ee domaine d'un 

ordre au p lus  ~gal h Q, tandis que le domaine fair partie d'un angle plus petit 
gl: 

que ~,  il r~sulte des n o' 4 et 5 qu'on a I F ( x ) l < C ,  ou bien 

H(o)(~+s r ] 

pour tout  point  int~rieur au domaine en question. 
(~) 

En observant que H1,2(~) converge uniform~ment vers H1,.~((f)lorsque a 

tend vers z~ro, on en eonclut bien que l'in~galit~ (ix) a lieu pour ~01<~f_<_cf2 d~s 
que r est suffisamment grand, e. q. f. d. 

II, Avant  de poursuivre les consequences qu'on peut  tirer de ce th~or~me 

fondamental pour l'~tude de ]a fonction h (el), nous allons en d~duire un r~sultat 
dont nous aurons besoin plus loin. 

Si, clans un  intervalle a r ~  cf <~b r compris tout entier ~ l'intdrieur de l'intervaUe 

(4), on a constamment 

h(9)<=A,  

A dtant une constante, on aura ndce~eairement, qudque petit que 8oit 4, 

. I < e ' +  v(,-) 

d~s que ~o saris/era aux i~dgalit~8 

a' < q~ < b' 

et :que r ddpassera une certaine limite /inie, inddpendante de qD. 

En effet, divisons l'intervalle en question en un hombre fini d'intervalles 

partiels, ehacun inf6rieur ou ~gal h 2 are cos A e A + �89 Soient ef~ et 92 les valeurs 

extr6mes d 'un tel interwUe. En faisant h~----h2----A on trouvera 

A c o s ,  (~--q~' ~ q~' ) 
H,,~(r 

cos Q r -- 9, 

2 
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e t  on aura  par  consSquent 

H , ,  ~(q0)<A + - .  
2 

Le th~or~me d u n  ~ zo nous permet  donc de conclure qu 'on  aura  

II( )I < v(,) 

pour ef~ < rf < of 2, d~s que r d~passera une cextaine limite finie. On d~terminera 

de la sorte une limite pour  chacun des intervalles en lesquels l ' intervalle 

a'<_cp~b r a ~t~ divis~; d~s que r sera sup~rieur h la plus grande de ces limites, 

l'in4~galit~ (I3) sera satisfaite dans tout  l ' intervaIle a ' <  ep < b r. 

Tacitement,  nous avons suppos6 ci-dessus la constante  A positive; si elle est 

n~gative ou nulle, la d~monstrat ion se simplifie. 

12. Le th~or~me du n o Io conduit  imm~diatement  h cette propri~t~ fonda- 

mentale  de la fonction h[cf), d~finie par  l'~galit~ (7): 

Admettons que, pour deux valeurs ff~ et % de ~, comprises dans l'intervalle 

iT 
(4) et telles que ]~p~--cf~l<- ,  on ait 

Q 

h(ef~) < H (q~), h ( ~ )  < H (q~:), 

H(q~) ddsignant une ]onction ddterminde de la ]orme (8); on aura aussi 

h(qo)<H(qo) 

pour toute valeur de ef intermddiaire entre q)~ et eft. 

Par  un ra isonnement  facile on en conclut  cet te au t re  propri~t~ de h(q0): 
9T 

Soient qo~, qo~, el3 trois valeurs de qo tellee que 1993--q~tl < q et que qo~ soit inter- 
w 

mddiaire entre qo~ et q)3. S i  

on aura n~cessairement 

h(qDt) < H (qo,), h(qD3) > H (q~) , 

h( 3) > 

En effet, s'il n 'en  ~tait  pas ainsi, on pourrai t  choisir la quant i t~ positive a 

de te]le mani~re qu 'on eflt h ( ~ ) ~ H ( ~ , ) - - a .  En posant  

- -  s i n  Q (~  - -  ~ )  
H ( ~ )  = H ( ~ )  - -  u s i n  r ( ~ ,  - -  ~ ) '  

ee qui est toujours une fonction de la forme (8), on aura i t  alors 
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H(~I)=H(~,),  H(%)<H(~), H(%)=H(~, ) - -~ ,  

h ( ~ )  <H(~ol), h(~%)<H(%). 

D'apr~s le th~or~me d u n  o zo, il en r~stflterait h(q~2)<H(qD2) et, par suite, 

h(%) < H(~2), 

ce qui est contraire ~ l 'hypoth~se. 

En appliquant deux lois de suite la proposition qui precede, on arrive au 

r~sultat suivant qui est, s un certain po in t  de vue, plus g~n~ral: 

J~ant donn~es deux valeurs q~1 et of 2 de q~, telles que 

I~,--qD~]< ~-' 
e 

admettons que h(%) soit ] inieet  que 

h ( ~ , ) < H ( ~ ) ,  h ( ~ 2 ) = H ( ~ ) ,  

H(qD) ddsignant une ]onction ddterminde de la /orme (8)," on aura nJcezsairement 

h(~) >= H(qD) 
~T 

rant que [q~--~.z I< ~ et que ~--q~2 et % - - %  seron~ de signes di//drents. 

Supposons par exemple ~v~ < el2, et choisissons une valeur ~3 de telle sorte 

que % < of 3 < % +-~ Une premiere application de la proposition ci-dessus nous 
e 

donnera 

h(qD)~H(qD) pour ~ % < ~ < % .  

Puis, par tant  des relations 

h(%) = H(q~), h(%)>=H(%), 

et appliquant encore une lois ]a m6me proposition, nous trouvons 

~T 
h(~p)>H(cf) pour r  + - -  

e 

~rg 
L'in4galit~ h { ~ ) > H ( r  subsiste done pour ~ < r 1 6 2  + ~ ,  e. q. f. d. 

13. En resserrant un peu les hypotheses, nous d~montrerons maintenant  
ee r~sultat assez pr$cis: 

Admetton~ que 
h (~)  <ffih,, h ( ~ ) =  h~, h(~,) < h,,  
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ht, h2, hs ddsignant des quantitds /inies qudconques et qPt, qf2, q~ des valeura de go 
comlrrise8 dan, s l'intervaUe (4) et a~tislaiasm aux in~galit& 

~_ <~. 
gol < go~ < gos, q~,--gol < Q , goa--go, e 

Cela ~tant, let Junction h(go) reste ]inie et continue pour 9, < go < gos a, de plus, 
le rapport 

(r4) h(tr + ,)) - - .  h(~) 

reste eompris entre dee limites ]iniea lorsque r tend vers zdro. 

En effet, en d6signant  par  H I , ,  (go) la function (8) qui p rend  pour  go----go1 

la valeur  hi et  pour  go == go2 la va leur  h, ,  et, d 'une  mani~re analogue, par  H2,, (go) 
In function de ]a m~me forme qui prend pour  go-----go, la valeur  h, et  pour  go----go~ 
la valeur  h, ,  on aura,  d 'apr~s les propri6t~s d6montr6es au n ~ I2, 

p o u r  go, < go < go2 : H , , ,  (go) < h(go) < H , , ~  (go), 

pour  % < go < gos : H , , ,  (go) =< h(go) _< H2, 3 (go). 

Ces in~galitds nous mon t r en t  d ' abord  que la fonction h(go) reste finie dans  

l ' interval le  de go, & gos. D 'au t re  par t ,  en observan t  que 

H , , ,  (go,) -- H,, . ,  (go,) ---- h (%),  
on en conclut  

H , , ,  (go) - -  H , , ,  (go,) < h(go) - -  h (go,) < H , ,~  (go) - -  H , , ,  (go,) 
r - -  go, = go-- go, = go --go, 

pour  les valeurs de go comprises entre  go, et  go.~. On voi t  done que la function 
h(go) eat cont inue et  que le r appor t  (x4) reste eompris entre  des limites finies pour  

la  valeur  go, de go. Pou r  6tendre ces conclusions k tou te  au t re  valeur  go/si tu4e dana 

l ' intervalle de go, k go,, il suffit  de choisir dans  eet  intervalle deux valeurs  go,' et  

goa' de mani~re que 

t t ~q~ go,'<go,<go,, ~t,,'--go,'<~, ~,'--go,'<~-,r 
et  de r~p~ter le ra isonnement  ci-dessus, en remplavant  seulement  go~, go,, r pa r  

go~', go2', goa' et h~, h,, h3 par les quant i t~s  

h,'----h(go,'), h , '=h (go , ' ) ,  h , '=h(go, ' ) .  

14. En  supposan t  d6sormais la funct ion h(go).finie dana I ' intervaUe (4), nous 

d6duirons encore quelques  propri~hls caraet~rist iques de  cet te  fonction. 



Sur une extension d'un principe elassique de l'Analyse. 399 

]~tant finie, la fonction h(~) est ndcessairement aussi continue, comme nous 

venons de voir. Si elle est positive pour une valeur donnde de of, elle restera donc 

positive dans un certain interval]e, limitd par des valeurs de cp pour lesquelles 

la fonction s'annule (ou par l'une, ou routes les deux, des valeurs a e t  b), et les 

valeurs ~ pour lesquelles h((p) est ndgative appartiendront ~ des intervaUes 
limitds de la m~me mani6re. 

On peut ddmontrer plusieurs propri6t6s int6ressantes relatives ~ ees inter- 

valles off h(~) garde un signe invariable. 

Un intervalle oct la /onction h(cp) est n~gative est limitrophe des deuz c6t~ 
d'intervalles, o~ elle est positive, ~ moins qu'il n'aboutisse ~ Pun des points a et b. 

Soit ~o une valeur de ~, comprise entre a et b, pour laqueUe h( r  

et  qui limite un intervalle off h(~0)Go. Choisissons dans cet intervalle une 

valeur r telle que I ~  (f01< ~ ,  et formons la fonction Ho, 1(~) de la forme (8) 

qui vdrifie les conditions 

H0,~ (r ----- h(r = o, Ho,, (r ---- h(r < o. 

Cette fonction peut  6videmment se mettre sous la forme 

Ho,,  (r ~ C sin r (r ~ r 

C ddsignant une constante. Comme Ho, 1 (~ )  < o, on en conclut immddiatement 

que Ho, L (cp) > o pour les valeurs cp telles que I ~ - -  go I < -~ et que cp-- Cpo et ~L - -  go 
r 

soient de signes contxaires. 

Or il r6sulte de la derni~re proposition d u n  o ~I qu'on a pour ces valeurs 

de ~, ~ condition toutefois qu'on ne sorte pas de l'intervalle (4), h(fp)>Ho,~(cp) 
et, par suite, h(cf)> o. L'intervalle considdr~, oil h ( r  o, est donc contigu au 

poin~ ~0 ~ un intervalle off h ( ~ ) > o ,  ce que nous voulions ddmontrer; Mais 

notre raisonnement nous a fourni en m6me temps cette nouvelle propridtd de la 

fonction h(~0). 

Tout intervalle ah h(cp) eat positive, et qui est limitd par des valeurs r pour 

lesqueUes h(~) s'annule, est d'une ~tendue sup~rieure ou ~ale ~ z_. 

Les intervalles off h(~) est positive seront donc ndcessairement en nombre 

limit6, si rintervalle donnde (4) est fini. I1 en sera dvidemment de m6me des 

interva]les off h(cf) est ndgative et aussi de ceux off h(~) garde constamment la 

valeur zdro, puisque l 'un quelconque de ces intervalles, s'il n 'abouti t  pas s un 
des points a e t  b, es~ limitrophe des deux cStds d'intervalles oh h ( ~ ) e a t  

positive.  Donc:  
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Si  l'intervalle (4) eat /ini, on peut le diviser en un nombre limitd de sous- 

intervalles tels que, dans chacun d'eux, la /onction h(90) ou 9arde un slgne invariable, 

ou reste eonstamment nulle. 

Nous ddmontrerons enfin cette proposit ion: 

L'dtendue d'un intervalle o?, h(90) est ndgative ne saurait ~tre aupdrieure ~ ~-. 

S'fl en dtai t  aut rement ,  on pourrait ,  en effet, t rouver  une va]eur 9o telle 
7C 7g 

que h(90) serait ndgative pour chacune des trois valeurs 900--~-~Q, 90o, 90n + 2--~" 

Soit G une constante  infdrieure h h(9o) et posons 

H(9) = C cos r 90o), 

ce qui est une fonction de la forme (8) s ' annu lan t  pour  9 0 = % - -  - -  et  pour  2Q 

r# En  choisissant le nombre positif d suff isamment petit,  on aura i t  90 = 900 + z--C" 

alors, ~ cause do la continui td des fonctions h(90)et H(90), h(90)<H(90)pour 

cha~une des valeurs 9 0 0 - -  + $ e t  900 + --~ - - d ,  dont  la diff6rence est inf6rieure 
2r 2r 

a - ,  tandis que h (9  ) > H(90) pour  la valeur  intermddiaire 90o. On se t rouvera i t  
Q 

Mnsi en contradic t ion avee le r6sultat  dtabli au n o 12. 

15. On peut  de diffdrentes mani~res d6terminer une limite sup6rieure de la 

valeur absolue de h (90) dans un intervalle off cet te fonction est ndgative. Le 

thdor~me le plus simple qu 'on puisse ddmontrer  dans cet ordre d'iddes ~ t  le su ivant :  

Si  h(90o)~ o, on aura 

h(900 + x) + h ( r  

rant que o < x < z [pourvu qu'on ne sorte pas de l'intervalle (4)]. 
q 

D6torminons, en effet, la fonetion (8) par  les condit ions 

H(900) =h (90o)=O,  H(90o + x)=h(90o + x), 

7f  
la valeur x dtant comprise entre o et -. 

Q 

h(90)>H(90) pour  

On-aura  d 'apr~s le n o i2 

f f  
90o-- ~ < 9 0 < 90o �9 

En faisant  90 ~90o--X et en observant  qu'on a 

H(90o--X) =--H(90o + x)=-- h(90o + x), 

on en tire l'in6galit6 voulue. 

Notons la conclusion suivante qui rdsulte immddiatement de cette indgalitd: 
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Si un intervalle oh h(q~) < o est limitrophe des deux cStds d'intervallea oh h(q~) > o 

et aux extrgmitga desquela h (e f )~  o, le minimum de h(~) dana le premier intervalle 

est, en valeur abaolue, au plus dgal ~ son maximum dana l'un des intervallea voisins. 

Le th~orbme d~montr~ ei-dessus n 'es t  d 'ailleurs qu 'un  eas part ieulier  du 

suivant,  qui exprime sous une forme assez ~l~gante la propri~t~ la plus gSn~rale 

de la fonetion h(cp): 

Si qh, cf~, rf:~ aont trois valeurs quelconquea de q), comprises dans un intervalle 

qh la ]onction h(q~) reate ] inieet  qui vdri/ient les conditions 

on aura 

h ( ~ )  s i n e ( % - -  ~02) + h(%) sinr  - -~3)  + h(~a) sin r  > o. 

En  effet, route fonction H(~)  satisfait  ~ l ' identi t6 

H (~,) sin r (~s - -  ~2) + H (%) sin r  - -  ~s) + H(~s)  sin r - -  ~1) = o.  

En  sp~eialisant H ( ~ )  de mani~re que 

H(~ , )  = h ( r  H ( ~ 2 ) = h ( ~ , ) ,  

et en observant  qu 'on  a dans  ee cas, d 'apr~s le n ~ x2, 

h ( ~ )  ___> H ( ~ ) ,  

on obt ient  pr~cis~ment l'inSgalit6 ci-dessus. 

16. Revenons encore une lois sur la propri~t6 fondamenta le  de la fonction 

h(rp) ~tablie au n o I2. Si, dans la derni~re forme donn~e s cet te propriSt6, on 

fair tendre  cp~ et  ~2 vers une m~me valeur  ~0, on aura  s la limite ce nouveau  

r6sultat,  dont  nous nous proposons de donner  ici une d~monstrat ion direete et  
rigoureuse. 

Si la /onction h (q~) a un maximum ou un minimum pour ~o = %,  ou, plus g~ng- 

ralement, si la /onction est stationnaire pour cette valeur de cp, en sorte que la di]- 

/drence h(q~)--h(Cpo) ne change Tas de signe lorsque q~ varie dans un certain entourage 

de ~0, et si H o, o(q~) ddsigne la /onction (8) qui pour fp=rfo eat dgale c~ h(epo ) e t a  
la ddrivde nulle, /onction qui peut gvidemment ae mettre aoua la /orme 

Ho, o (~) = h(r cos e ( r  

~g, :l f; 
on aura h (q~) ~ Ho, o (~) pour ~o ~ < ~ < q~o + ~, ~ condition qu'on ne 8orte pas de 

l' intervalle (4). 
d c t a  r n a t h e m a t i v a .  31. Imprim6 le 19 mars 190g. 61 
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Supposons en effet qu 'on air h(epi ) < Ho, o (efx) pour  une va |eur  ep~ Comprise 

entre los limites indiqu6es, et, pour fixer les id6es, admet tons  par exemple que 

efo ~ <ep~ < ~o- Si nous formons la fonction H0, t (r de la forme (8) qui est 

6gale h h(~0 i pour ef--rpo et pour  r =ep~, la diff6rence 

Ho, : @) - -  Ho, o (q~) -~ Const. sin r - -  ~fo), 

6rant  n6~ative pour ep = el,, aura  n6cessairement une d6riv6e positive pour  ep = %,  

et comme H'o, o (%) = o, il en r6sulte que H'o, ~ @o) > o. En  choisissant le nombre 

positif ~ suff isamment petit ,  on aura  doric 

Ho,, (q~o-- ~) < H. , ,  (%) < H. , ,  @o + ~). 

Mais Ho, ~(epo)--h(%)~ et d ' au t re  part ,  d 'apr~s le n ~ I2, 

h(gro-- ~ )~Ho,~  (efo--O), h(tpo + c$) ~ H o , ,  (q~o + 6). 

Pa r  suite, on aura  n6cessairement 

h(~Oo--,~) < h (9Oo) < h(~o + ~), 

ce qui est contraire  ~ l 'hypoth~se.  

On peut  t irer de ce th~or~me plusieurs consequences, parmi lesquelles nous 

signalerons ici les suivantes:  

Si  la /onction h(ef), dana un intervalle oh elle est positive, est stalionnaire pour 

une certaine valeur cfo de of, cette valeur divise l'intervalle en deux parties, dont 

chacune eat sup~rieure ou ~gale ~ ~-~-. 
zQ 

Dan8 un  intervalle o~ h(ef) est ndffative, il ne peut y avoir qu'une seule valeur 

ep = efo pour laquelle cette ]onction est stationnaire. Cette valeur ~fo correspond ~ un  

vrai m i n i m u m  de la /onction h(ef), et divise l'intervalle en question en deux parties 

dont aucune n'est supdrieure h fig-. 
zQ 

Dans les deux cas, on suppose que l ' intervalle considdrd ne soit limit~ par  

aucun des points a et b. 

17. Les th4or~mes que nous venons de d6montrer  sur la fonction h(~) 

peuvent  tous 6tre compl6tSs dans une certaine direction. On aura  d 'abord  cet te  

proposit ion g6n6rale: 

Si  l'dgalit~ 

h(q~) = H (q~), 
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oh H(9)  ddsigne une /onction ddterminde de la /orme (8), a lieu pour trois valeusr 

91, q)2, q)8 de 9, telles que 

~r~ 7g 

91<eP2<93, 92--r ~3--92<- 'Q 

elle subsiste pour route valeur de 9~ comprise entre 9~ et q)~. 

Cette proposition d6eoule imm6diatement d u n  o 13, en observant que les 

fonctions d6sign6es respectivement par H~, 2 (9) et H2,3 (9) coincident actuellement 

avec H(cp). 

On d~montre de m6me: 

Si un ~ intervalle oh h(9) est positive est limitd par des valeurs de qD pour les- 

queUes h(ep) ~ o, et si tYtendue de cet intervalle est prdeisdment dgale ~ ~ , la /onetion 

h(cp) s!y rdduit & une [onetion de la /orme (8). 

Si un intem, glle oh h(9) est ndgative est prgcisdment dYtendue z_, h(9) y coincide 
e 

avec une ]onetion de la ]orme (8). 

Si h (9  ) est stationnaire pour 9 ~ q)o, et si lYgalitd 

h(~) = Ho, o (9) ~ h (9o) cos r  90) 

a lieu pour une valeur ~q)~ telle que [ 9~ - -  cfo I < ~,~ elle subsiste aussi pour route valour 

de 9 comprise entre 90 et q)~. 

En particulier, si h(cf) est stationnaire pour q)~-qDo et s'annule pour une des 

valeurs 90 + z l'dgalitd ci:dessus subsiste clans l'intervalle eompris e n t r e  9o et 
2 Q  ~ 

cette valeur. 

Les d6monstrations de ces propri6t6s sont t r o t  faciles g trouver pour que 

nous ayons besoin  de nous y arr6ter. 

18. Jusqu'iei nous avons suppos6 constamment e > o. Dans le cae off e = o 

on aura, d'apr~s les hypotheses admises a u n  o 9, 

V(rd~) = V(r) [I + ~(r, 9)],  

off e(r,9) tend uniform~ment vers z~ro pour a < 9  < b lorsque r augmente ind,-  

liniment, et il en rtsulte que ]a fonction que nous avions d~sign4e par H(9) se 

r~duit aetuellement ~ une cons tan te .  A c e t t e  difference pros, le raisonnement 

donn~ a u n  o zo reste encore va]ab]e et conduit s cette propri~t~ g~n4rale de la 

fonction h(~): 
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8i  qD1, qD2, q~s 8ont des valeurs cons~utives quelconques de q~ comprises dans 
l'intervalle (4), on ne saurait avoir c~ la lois 

h ( % ) > h ( ~ , )  et h(%) >k(%) .  

Evidemment,  ces in6galit6s ne nous permettent  pas de conclure que la fonc- 

tion h(~) soit continue. 

On arrive ~ des r6sultats plus pr6cis en supposant la fonction V(x) de la 

forme (6) page 389. En effet, on eonstante ais6ment que, darts ce cas, la pattie 
r6elle de l 'expression 

i l o g x .  V (z) 
est de la forme 

--(a, + ~)r + e(r,~)], 

e(r, cp) ayant  la m~me propri6t~ que ei-dessus. 8i, dans la d6monstration donn6e 

au n o xo, on remplaee l'expression K (x) par la suivante 

s + iB '  log (ze-'/~~ V(ze --i~~ , 

on retrouve notre th6or~me fondamental, avec cette modification que la fonetion 
H(ep) aura maintenant  la forme 

A + Bfp, 

A et B d6signant, comme A' et B', des eonstantes rdelles. I1 en r6sulte que la 
fonction h(ep) jouit des proprid, t~s d~montr6es aux n oB x2 et z3, et, en particulier, 

qu'elle est continue clans tout  intervalle oi~ elle reste finie. 

19. En terminant, nous appliquerons les r6sultats pr6c6dents au cas oh /a 
~onction ](x) est uni]orme et r~gulik, re dans un certain voisinage du point c~ l'in/i~i. 
Nous admettrons de plus que, pour toute  valeur positive de e, l'in6galit6 

subsiste d~s que r e s t  sup6rieur ~ une certaine limite, et l'in6galitd 

(zs) l / (x)  l > eca-~ vc~ 

du moins pour une infinitd de points x dont  les modules vont  en croissant ind6- 

liniment, A d~signant une constante positive ou nulle (si cette constante ~tait 

n~gative, la fonction /(x) serait n~cessairement r6guli~re ~ l'infini) et V une fonc- 

tion monogbne qui jouit  des propri6tks 6num~r6es au n o 9 pour les valeurs de 

comprises entre les limites 

w dtant la plus petite des quantitds ~ et ~ .  
2t~ 
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Il est  d ' abo rd  ~vident  que, dans ces condit ions,  la fonet ion h(rf) adme t  la 

p4riode 2 z ,  ct  qu'elle ne saura i t  d6passer  la va leur  A pour  aucune  va leur  de cp. 

l~Iais elle p o u r r a  p rendre  des valeurs  inf~rieures h A d 'aussi  peu qu 'on  voudra .  

E n  effet,  nous avons d~montr~ au n ~ I I  que l ' in4galit6 h(r f )<A r, A' d6signant  

une cons tante  inf4rieure s A, aura i t  p o u r  consequence que l 'in6galit6 

I I < e 

subsis terai t  pour  toutes  les valeurs  de ep d&s que r serait  sup~rieur ~ une  certaine 

l imite e d~signant une  quant i t6  posi t ive a rb i t r a i r emen t  peti t .  Or ce t te  conclusion 

est en cont rad ic t ion  a v e c l a  condi t ion  (i6). 

Soit ma in t enan t  ~1 u n e  va leur  quelconque pour  laquelle h(cf) est finie. 

Comme o n  a cons t ammen t  h ( r f ) ~ A ,  le th~or~me d u n  o I3 nous apprend  que 

h(~) res te  ce r t a inement  finie et  cont inue  dans l ' in terval le  de rf~--r ~ rft + co. Si 

~f2 est une  va leur  quelconque comprise en t re  ces limites, la mSme conclusion 

s 'appl ique ~videmment  ~ l ' in terval le  de ~ - - ~  ~ ~2 + w, et, en con t inuan t  ain.si, 

on ar r ive  h ce r~sultat  que la fonct ion h(~) est  finie e t  cont inue  pour  toutes  les 

valeurs  de rf. 

E t a n t  cont inue,  la fonct ion h(rp) au ra  n~cessairement une va leur  max ima  

qui, d 'apr~s ee qui pr~c&de, ne saurai t  ~tre au t re  que ]a va leur  A .  

Enfin,  le r~sultat  ~tabli au n o 15 nous pe rmet  d 'a f f i rmer  que  h ( ~ ) n e  saurai t  

6tre  inf6rieure ~ - - A  pou r  aucune  va leur  de rf. 

Nous avons  ainsi 4tabli ce th6or&me, oh l 'on suppose Q > o: 

Sous les conditions dnoncdes ci-dessus, la /onction h(q~) est /inie et continue et 

jouit des propridtds ddmontrdes aux n ~ 11--16 Tour toutes les valeurs de rf. De plus 

on aura constamment 

~ A  <h(9o)< A ,  

la valeur A dtant atteinte pour une valeur au moins de la variable of. 

Soit, dans le cas off A est positif,  ~f0 une va leur  de cf p o u r  laquelle h(rf) 

est  ~gale s A:  on au ra  d 'apr~s le n o ~7 

h (~ )~Aco s~ (9 0 - -g ro )  pour  [~0--cf01<2o~, 

d'ofi ees conclusions:  

Si ~ < �89 la /onction h(rf) reste constamment positive, et sa valeur minima n'est 

pas in/drieure ~ A cos ~ r .  

Si �89 ~, la [onction h(q)) peut prendre des valeurs ndgatives, mais elle ne 

descend pas au-dessous de la limite A cos~zr,  qui est supdrieure ~ - - A .  

Nous d6mont re rons  enfin ee t t e  propos i t ion:  
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Dans le cas oh Q--o ,  la /onction h(rf) garde la valeur constante A pour routes 

les valeurs de rf. 
Admettons, en effet, qu'on ait h ( % ) ~ A ' ,  A' ~tant inf~rieur h A. En 

appliquant le th~or~me du n ~ Io s l'interva]le de ef~ ~ ef~ § 2z ,  rempla~ant les 

deux quantit~s h~ et h~ par A ~, et remarquant qu'on a identiquement H~ ,: (rp) - -A ' ,  

on arriverait h ce r~sultat que l'in~galit~ 

< e(A'+ l v(r) 

est v~rifi~e d~s que r est sup~rieur s une certaine limite, quelque petit que soit e. 

On se trouverait ainsi en contradiction avec la condition (i6). 
Les r~sultats dSmontr6s ci-dessus s'appliquent, en particulier, aux fonctions 

enti~res d'ordre fini. 

Une question int~ressante cst eelle du choix de la fonction V(x). ]~videmment, 

on pourra toujours mettre V ( x ) : x  -~ Q ~tant sup~rieur ~ l'ordre de la fonction 

/(x). Mais, dans ce cas, on aura A ~ o, et les considerations pr~c~dentes nous 

font voir seulement que h(rf) s'annule pour toutcs les valeurs de rf, ce qui ne 

constitue pas un r~sultat nouveau. 
Dans les cas off l'on peut choisir V(x) de mani~re que les conditions (I5) 

et (i6) soient v~rifi~es pour une valeur positive de la constante A,  nos considera- 

tions conduisent, au contraire, s des propri6t~s nouvelles de la fonction /(x), 
relatives s la mani~re dont elle se comporte lorsque x tend vers l'infini dans 

diff~rentes directions. On sait que cette circonstance se pr~sente routes les fois 

que soit les z~ros de ]a fonction soit les coefficients de son d~veloppement de 

T a y l o r  v6rifient certaines in~galit~s 'asymtotiques d'un caract~re assez g6n~ral. 

On pourrait m6me dire que cela a lieu pour toutes les fonctions enti~res qui se 

sont introduites naturellement dans rAnalyse. 
Cependant on peut se demander si, ~ cha?ue fonction enti~re d'ordre fini, 

correspond une fonction monog~ne V(x), jouissant des propri~t~s ~num~r~es au 

n~ 9, eb telle qu'on ait des inSgalit~s de la forme indiqu~e, la constante A ~tant 

positive. N0us trouverons peut-6tre une autre fois l'occasion de revenir sur cette 

question. 


