333

THEORIE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
LINEAIRES HYPERBOLIQUES ET DU PROBLEME DE CAUCHY

PAR

JACQUES HADAMARD

% PARIS.

Les équations dont nous nous occuperons ici sont les analogues de I'équation
des ondes sphériques, étudiée par PoissonN et KIRCHHOFF, et de I’équation des
ondes cylindriques, étudiée par M. VOLTERRA.!

La méthode employée pour les intégrer sera, au fond, celle que nous avons
indiquée, pour le cas de trois variables, dans deux Mémoires intitulés Recherches
sur les solutions fondamentales et Uintégration des équations linéaires aux dérivées
partielles.? Le présent travail a pour but de reprendre cette méthode, pour
Vétendre & un nombre quelconque de variables.

I. Formule fondamentale et solution fondamentale.

1. Nous rappellerons, dans ce premier Chapitre, un certain nombre de
résultats connus ou empruntés aux Mémoires dont nous venons de parler.

Toutes les recherches faites jusqu’ici sur les équations linéaires aux dérivées
partielles reposent sur Pemploi de la formule fondamentale et des solutions fonda-
mentales.

1 Acta Mathematica tome XVIII; 1894.
* Ann. Scient. E. Norm. série (3) t. XXI, p. 535~556, 1904 et t. XXII, p. 101—I4I, 1905.
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Pour Péquation de LapLacE Ju = 0, la formule fondamentale est la formule
de GrREEN. La solution fondamentale! est le potentiel élémentaire T:—jz (n étant
le nombre des dimensions) ou log; (pour n = 2).

La formule fondamentale s’étend aisément & I’équation linéaire générale (du
second ordre). Soit

(E) Fu) =[x, 25, ..., Ta)

cette équation, ou x,,a,, ..., sont des variables indépendantes, « la fonction
inconnue, pendant que F(u) désigne un polynome différentiel

2u du
F(u) =Zaikm + Eai% + lu
ik i

dans lequel les ai, les a;, ainsi que [ et le second membre f de I’équation, sont
des fonctions données des variables indépendantes. Soient 7' une portion de
Pespace &4 n dimensions, limitée (en tous sens) par une surface (multiplicité n— 1
fois étendue) S; dS, un élément de S; =, m,, ..., 7,, des quantités propor-
tionnelles aux cosinus directeurs de la normale & S dirigée vers T, le facteur de
proportionnalité étant positif et sa valeur absolue étant telle que on ait

AndS =+ dx,dx, ...dxs—.
Désignons enfin par 4 la forme quadratique

A=2a,-km-7rk.

5, k

On aura, entre une intégrale n*'® prise dans 7' et une intégrale (n— 1)we
prise sur S, I'identité

(1) ff---f[uF(u)——uG(v)]dxldxz---dx,,= [---[(u%—v%~—£uv as
T s

quelles que soient les fonctions u et v.

! Les solutions fondamentales que nous introduisons sont donc sans rapport direct avec les
Jonctions fondamentales que considére la théorie des équations i caractéristiques imaginaires.
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Dans cette formule, G'(v) est le polynome différentiel adjoint & F
J® dJ
G(’U) == %m (aik ?)) —_— ; R (a;v) + v

[Péquation G(v)=o0 étant dite Padjointe' de (E)]; quant & la dérivée c%/’ elle

désigne le symbole de différentiation

20m; 0x;

i

La direction de cosinus directeurs proportionnels a %@—‘.« da, RN 4

v dy dv
désignée sous le nom de conormale? & S. Cest la direction conjuguée du plan
tangent & S par rapport au cone (cOne caractéristique) réprésenté par 1’équation
tangentielle 4 =o0. Enfin la quantité L a I’expression

est

_ Jair ) .
L—§(~k oxk+a17r,.

D’aprés sa définition, la direction conormale est tangente & S lorsque celle-ci
est caractéristique c’est & dire que son plan tangent satisfait & I'équation 4 =o.
La direction conormale n’est alors autre que celle de la tangente & la bicarac-

téristiqgue, — c’est 3 dire & la caractéristique de I’équation du premier ordre
A =0, — située sur S.

Nous désignerons par 4 le discriminant de la forme 4. Nous supposerons
toujours, dans ce qui va suivre, que cette forme est générale, c’est & dire qu’on
a 4#0. A admet alors une forme adjointe: nous désignerons par H cette forme
adjointe divisée par . La relation entre 4 et H est réciproque, et le discri-
minant D de H est l'inverse de .

2. Les solutions fondamentales ont été, pour le cas de deux variables,
découvertes par M. PrcarD,® retrouvées plus tard et appliquées au probléme de

1 L'équation adjointe est toujours prise sans second membre, méme si I'équation donnée
en a un.

? p’ApufMAR, C. R. Ac. Sc. 11 février 1901. — On pourrait employer aussi la dénomination
de transversale, empruntée au Calcul des Variations.

8 C. R. Ac. Sc., 6 avril 1891.
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Diricarer par M. SoMMerrFELD.! Elles comprennent, dans ce cas, un terme
holomorphe, augmenté d’un terme qui contient un logarithme en facteur.
Rappelons comment on peut former ces solutions pour un nombre quel-
conque de variables, en renvoyant pour les détails au premier des Mémoires
précédemment cités. 2
Soit O (a,, a,, ..., @) un point donné de Pespace & » dimensions. Si nous
déterminons les fonctions z;, p; de la variable s par les équations différentielles

dr; _—dpi _
2 Z AT
E(?p; 2 1727,'

8 t=1,2,...,m)

les z; ayant, pour s=o, les valeurs initiales a; et les p; des valeurs arbitraires
Poi, les lignes décrites ainsi par le point (r,, x,, ..., 2,) ne sont autres que des
géodésiques relatives & 1’élément linéaire

ds*=H{dz,, dx,, ..., dzxy; 2,, ,, ..., Xn).

Celles des lignes (2) sur lesquelles A est nul (et, par conséquent, sur lesquelles
H =0) ne sont autres que les bicaractéristiques. Sur les autres, s sera pro-
portionnel & l'arc (mesuré relativement & I'élément linéaire H et compté a partir
de 0), avec un facteur de proportionnalité arbitraire sur chaque géodésique. Nous
désignerons par I' le carré de la distance géodésique, ainsi mesurée, entre le
point O et le point M(x,, x,, ..., 2,). I est une fonction holomorphe autour
de O, son développement autour de ce point commencant par les termes

I'=H(@ —a,, T,—Q;, .., Tn—0p) + 3
les dérivées partielles de I" seront données par les formules

ar

(3) F P 28 ps.

Cela posé, si n est impair, il existera une solution (et une seule & un facteur
constant prés) de la forme

v
(3) U° = a2’

ol v est holomorphe autour du point O.

* Encyclopddie der Math. Wiss., II 7c.
* Ann. Sc. Ec. Norm. Sup., 1904.
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Pour 7 pair, au contraire, cette forme est remplacée par la suivante

(4) °=— + v, log I’

n—2

I‘2

ou v et v, sont des fonctions holomorphes. En outre, une telle solution n’est
plus unique, car la forme ainsi écrite de la fonction w n’est pas altérée si on lui
ajoute une fonction réguliére quelconque, solution de I’équation F(u)=o. Cette
indétermination est d’ailleurs la seule que présente u: la fonction v, est unique
(& un coefficient de proportionnalité constant prés) et (sauf le méme coefficient)

n—2

la fonction v est déterminée & des termes prés contenant en facteur I 2 .
Quant au coefficient de proportionnalité, nous 'avions choisi dans les Re-
cherches sur les solutions fondamentales de maniére que la fonction v prenne la
valeur 1 lorsqu’on fait coincider le point M(z,, @,, ..., &) avec le point O. Nous
modifierons légérement ici cette convention: nous admettrons — ce qui est plus
avantageux au point de vue de la relation d’échange (voir plus loin n° 21) — que

U prend, au point O, non la valeur 1 mais la valeur Le lecteur voudra

_r
. +V4)
bien tenir compte de cette discordance dans la comparaison de nos formules
actuelles avec celles de notre précédent travail.

Une fois cette derniére convention établie, la solution fondamentale u est,
dans le cas de n impair, une fonction parfaitement bien déterminée des 27 quan-
tités z,, Xy, . .., T, @y, Ay, ..., ap. Considéré comme fonction du point M, u ad-
met comme singularité la surface I' =o0. Cette surface est le conoide caractéristique
de sommet O, lieu des bicaractéristiques issues de ce point.

3. Cest la solution fondamentale qui joue le roéle du potentiel élémen-
taire dans DI'étude des équations & caractéristiques imaginaires (cas elliptique).
La théorie a été développée, & ce point de vue, d’'une maniére compléte par M.
SoMMERFELD, dans Particle cité de 'Encyclop. der Math. Wiss.

Nous nous attacherons ici au cas hyperbolique, ol A n’a pas tous ses carrés
de méme signe et o, par conséquent, le conoide caractéristique est réel. C’est
seulement dans ce cas que I'on a & se poser le probléme de CaAvcHY, c’est & dire
celui qui consiste 4 déterminer une solution de I'équation d’aprés ses valeurs et
celles d’'une de ses dérivées premiéres sur une surface donnée.

Sil'on envisage ce probléme dans I’hypothése ou il n’y a que deux variables
indépendantes et ou la solution est donnée par la méthode de RIEMANN, on y
voit encore intervenir une fonction des coordonnées z, y, 2/, ¥ de deux points

Acta mathematica. 31. Tmprimé le 9 février 1908. 43
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du plan, laquelle rend les mémes services que la solution fondamentale de M.
Picarp pour le probléme de DiricHLET dans le plan, c’est & dire qu’il suffit de
la substituer dans la formule fondamentale pour obtenir la valeur d’une inté-
grale de l’équation en fonction des données de Cavchy.

Cependant cette fonction de RIEMANN n'est pas 1'analogue de la solution
fondamentale. Mais elle présente avec elle une relation que j’ai établie en 1900,
et exposée au Congrés international des Mathématiciens: ! elle n’est autre que le
coefficient du logarithme dans l'expression (4') de . Nous retrouverons cette
relation dans I'étude du cas général.

4. Si maintenant, pour passer & des équations & trois ou a quatre variables
nous prenons les solutions de M. VoLTERRA et de KIRCHHOFF, nous y verrons
apparaitre un caractére tout différent Non seulement les fonctions utilisées
par ces deux auteurs ont une singularité (au contraire de la fonction de RIEMANN,
qui est réguliére): mais elles ont toute une ligne de singularités, en dehors du
conoide caractéristique de sommet O.

Cette singularité a été le principal obstacle & la généralisation des méthodes
de KircHHOFF et de M. VOLTERRA. J’ai montré précédemment, pour le cas de

=3, que cette généralisation s’opérait au contraire, d’elle-méme lorsqu’on re-
montait & la solution fondamentale. La marche suivie a cet effet consistait a
déduire de celle-ci les fonctions de M. VOLTERRA, ce qui se fait par une quadra-
ture. On pourrait I'étendre avec quelques complications, au cas de n>3; je
préfére laisser cet intermédiaire de coté et partir directement de la solution
fondamentale. Il faut pour cela, recourir 4 un symbole, déja employé dans
notre précédent Mémoire, et dont, comme le constatait? au méme moment M.
d’ADHEMAR on ne peut éviter la présence lorsqu’on veut effectuer les différen-
tiations indiquées par les formules de M. VorTERrRa. L’intervention de ce
symbole, formé de deux infinis qui se détruisent, a été jusqu’ici une des graves
difficultés du probléme. Je me propose, dans ce qui sa suivre de montrer qu’elle
permet, au contraire, d’en obtenir, d’une maniére simple et directe, la solution
générale.

1 Compte rendu du 2 Congrés Internat. p. 375. — Cette relation est indiquée & nouveaun
dans la Thése de M. Axprae. Gottingen 1903; p. 18,
? These, Paris, 1904.
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II. Définition d’un nouvean symbole d’intégration.
b. Partons de l'intégrale
F @)
() f md”
ou Pexposant constant o satisfait aux inégalités
o<e<rI.

Nous aurons surtout en vue, dans ce qui va suivre, le cas ou ces inégalités
excluent I’égalité et nous nous placerons tout d’abord dans ce cas.

L’intégrale (5) n’a aucun sens. Mais, du moins si la fonction 4 satisfait &
la condition de LipscHITZ

|4(®)— A(x)| < K[b—z],
on peut adjoindre & cette intégrale une expression de la forme

B(z)
(b—=x)*

telle que la somme de cette quantité et de la précédente ait une valeur déter-
minée: je veux dire, telle que la quantité

A _B(@)
© f G—apte T G _ap

tende vers une limite lorsque x tend vers b. Il suffit, pour cela que la fonction
B, remplissant également la condition de LipscHITZ, satisfasse en outre & la relation

(7) A(b) + aB(b)=0.

En effet, si, au lieu de 4(x) et B(x), on introduit A(x)— A4(b), B(z)— B(b),
Pexpression (6) s’écrit

(6) 'A(oc)——A(b)dz+B(x)—B,(b)+A(b)' I I )+ B(b)

(b—z)ta (®—z)° e \(b—2)* (B—a)  (b—a)
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et, moyennant la condition (7), elle tend vers la limite

b
A@)—A®),_AG)
®) f( b—a)ite  alb—ap

Le résultat demandé est donc obtenu. Mais une remarque essentielle se dégage
de la forme de ce résultat.

L'expression (8) me contient, pas la fonction B. Elle est entiérement définie
par la connaissance de l'intégrale donnée (5). Cela tient évidemment & ce que,
dans l'expression (6'), Pensemble des termes en (—5—-1*; n’a pu cesser d’'étre
infini que pour devenir nul, en vertu de I'inégalité « <1 et de la condition de
LipscriTz vérifie par la fonction B.

La quantité (8) sera dite la partie finie de Pintégrale (5) et désignée par

le symbole
U A(x)
(b __x)l +a

Plus généralement, prenons l'intégrale

f(bf:;l“ (o<a<1)

ol p est un entier positif, et supposons que la fonction A ait au moins p—1
dérivées, la derniére satisfaisant & la condition de LipscHiTz. Si '0on veut, pour

énoncer une condition un peu plus restrictive, mais plus simple, admettons que
A ait au moins p dérivées finies.

Nous pourrons encore ajouter & cette intégrale une expression de la forme

B(z)
(b—x)p—'l'*'a

(9)

de maniére que la somme ait une valeur déterminée pour z=25. Il suffira que,

dans le développement de ces deux expressions suivant les puissances croissantes

(positives et négatives) de b—z, les termes en (b—=)~(@+?~1) (b —z)~(@+r=2)
.y (b—%)~% se détruisent,

Cette addition peut se faire d’une maniére et d’'une seule, non que la fonction

B satisfaisant a ces conditions soit unique, mais parce que (si nous lui imposons,
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comme nous le ferons toujours, la condition d’étre dérivable au moins autant
de fois que A) elle est déterminée & des termes prés de Pordre de (b— ),
lesquels donnent un résultat nul dans la fraction (g).

Nous pouvons donc encore parler sans ambiguité de la quantité

(x0) l f A@)
(b _x)p‘}'a

ou partie finie de l'intégrale

A(z)
(b — x)P-I-.a

6. La théorie des fonctions de variable imaginaire va nous donner une
autre définition de I’expression (10).

Supposons la fonction A analytique et holomorphe pour z=25. (Si elle
ne Pétait pas, on appliquerait les mémes considérations & une fonction analytique
coincidant avec A aux termes en (b—=x)? prés). Soit d’abord I'intégrale

b
(11) I= A(z) dz
(b— )

qui a une valeur finie, au sens classique.

On a
4 (x)
I= 1 [
: I__(,32a7ra..L (b__x)adx

L étant un lacet (fig. 1) qui va de @ en b et revient

. : b
en @ aprés une rotation directe autour de & et le L
dénominateur ayant sa détermination réelle et positive L
sur la premiére branche. Fig. 1.

Considérons, de méme, expression.

A(x)
(12) ezmaf(b )p+a

Elle est égale & Uexpression (10)

Pour démontrer qu’il en est ainsi, comme on peut, en développant le nu-
mérateur par la formule de TAYLOR, décomposer l'intégrale (o) en une intégrale
de la forme (11) et plusieurs autres de la forme



342 Jacques Hadamard.
I ' 4
x
A e
f b—a)pte
a

(A étant constant), il suffit de faire la vérification pour ces derniéres. Or, dans
A .
(p+oa—1)b—a)?P*e—1
Le fait peut d’ailleurs &tre considéré comme évident & priori, l'intégrale prise
suivant un petit cercle de centre b étant manifestement d’ordre fractionnaire par
rapport au rayon de ce cercle.
De méme, la partie finie de I'intégrale

ce cas, les expressions (10) et (12) ont la valeur commune! —

A(x)
[(z—a)(b—x)jpte

(qui est infinie aux deux extrémités a et b) pourra se cal-

a b culer, soit en décomposant Pintervalle (¢, b) en deux par une
= 7 == limite intermediaire ¢, soit par intégration le long d’une ligne
Fig. 2. L allant de a en b et revenant avec rotation directe (fig. 2)

autour de I'un des points @, b et inverse autour de l'autre.
Dans le cas de ¢ =1}, qui est celui dont nous auron

a b 4 faire usage, les sens des rotations sont indifférents et
= "J‘:"“_D‘ """ on peut donner & L la forme classique représentée (fig. 3).
Fig. 3. Le facteur ———— a, dans ce cas, Ja valeur 1.
I — 62 ra

6 bis. Les remarques du n° précédent entrainent cette conséquence, im-
portante pour nous, que lerpression (10) admet la différentiation sous le_signe f R
méme lorsque la limite b est variable. Il suffit de ne pas écrire, dans la dérivée,
le terme correspondant & cette variabilité. Ainsi on a

b ] (')A
alf Awy / [ 9, db__ 4 ]
@) 2t d By —apra = N g—gere P gy Gogypreril®®

C’est ce qui se voit immédiatement sur la forme (12) de Pintégrale (10).
La formule est encore valable pour p =o: le second membre de cette for-
mule donne alors la dérivée, par rapport a ¢, de lintégrale (ordinaire) (1),

1 On remarquera que cette valeur est négative, pour 4 >0, quoique la quantité sous le
signe /° soit positive. Autrement dit, c'est le terme complémentaire (9) qui donne son signe.
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7. Quelques-unes des considérations précédentes s’étendraient i l'intégrale

b

(14) [__41_(?_)-,1%

b—ux)?
On raménerait celle-ci & &étre finie par I'addition des termes

B
(15) (7,‘_%@))1?1

+ B,(z)log (b —x).

Mais, pour p>1, on pourrait en ajoutant & B(z) des termes en (b—uz)?—1,
modifier le résultat d’une maniére arbitraire. Ce résultat n’est donc pas déter-
miné par la connaissance de Dintégrale (r3), mais exige celle des termes ad-
ditifs (15).

Il1 n’en est pas de méme pour p = 1. Mais, par contre, le résultat obtenu
n’est pas invariant par un changement de variable. Cette invariance a, au con-
taire, lieu pour « fractionnaire,! ainsi qu’il est évident sur 'une ‘ou autre des
deux définitions données plus haut. Ceci n’empéche pas d’ailleurs 1'expression
correspondant & p=1 d’avoir son utilité. C’est sous cette forme par exemple
que se présentent les dérivées secondes du potentiel spatial,? ou plutét sous la

3

forme analogue relative & une intégrale multiple.

8. Le cas des intégrales multiples se raméne, en effet, immédiatement au
précédent. :
Soit une multiplicité 7' & n dimensions, dont un point est défini par les
coordonnées x,, Z,,...a,, et dont 1’élément sera désigné par dr,, multiplicité

délimitée par une frontiére ¢ définie par I'équation
(16) I'(x,, %y, ..., %p)=0.

Sur o, soient prises des coordonnées A, 4,, ..., dn—1, et par chaque point
de I, menons une ligne !, qui varie continfiment et n’est pas tangente & I". En
considérant ,, 4,, ..., An—y, I' comme des coordonnées curvilignes dont les n —1
premiéres restent constantes sur chaque ligne I, I'élément & n dimensions dt,
pourra étre mis sous la forme

(17) Kdl, di, ... dig— AT

* 11 est clair, toutefois, qu'on suppose le changement de variable régulier en b.
? Cette expression est aussi en relation évidente avec la valewr principale de Caverny.
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Soit maintenant I'intégrale

(18) ff fA(xn;i'.;-l:‘; xﬂ)d o

que nous pourrons écrire sous la forme

(18)) JJ [FH "Kdi, ...dndr.

Etendue 3 la portion d’espace 4 n dimensions délimitée par la frontiére (16),

elle cesse d’avoir un sens.
lff’ A dr,
] reta

La partie finte
de cette intégrale sera, par définition,

(19) f] }d}. iy .. dins. |fKAdr

re +a

Les coordonnées curvilignes 1, ,,,..,I' et, par conséquent, la trans-
formation (18') ne pourront, en général, étre employées que dans le voisinage de
la frontiére. Il y aura donc lieu, en général, de diviser le domaine 7' en deux par-
ties, I'une centrale 7', ou lintégrale s'évaluera & la maniére ordinaire, Pautre 7T,
comprenant le voisinage de o, ou I'on adoptera l'expression (18').

Nous obtenons la partie finie de I'intégrale simple suivant !/ en la prenant
non plus depuis le point de départ I' = o de cette ligne, mais depuis un point
infiniment voisin I ==k, et ajoutant un terme complémentaire

, B
(19) ppta—1
ou B est une fopction réguliére de 4,,4,,..., A—1, b et, par conséquent, de

Xy, Tyy ey Tn.

h variera d’ailleurs suivant une loi quelconque en fonction des coordonnées
A, sous la seule condition d’étre partout trés petit. Appelons ¢' la multiplicité
décrite par le point I'—4% et qui devra tendre vers ¢ de maniére que kb tende
uniformément vers zéro.

La quantité précédente (19'), intégrée par rapport & 4,, 4,, ..., Zn—1, donnera
évidemment une intégrale n — 1% étendue & la multiplicité o, soit
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B
(20) ff...fmdx, dhy ... dhnsy
0"

et la valeur de I’expression (19) sera la limite vers laquelle tendra la somme de
Yintégrale n™'® (18) et de l'intégrale n— 1™ (20), limite qui sera indépendante
de la loi suivant laquelle la surface ¢' tendra vers o.

Elle sera également indépendante du choix des coordonnées curvilignes
iy 4y, ..., et de celui des lignes I.

Ce dernier point n’est pas une conséquence évidente de la maniére dont
nous avons obtenu le terme complémentaire (20); mais il résulte immédiatement
de la forme de ce terme.

Choisissons, en effet, pour fixer les idées, la multiplicité ¢' de maniére que
les rapports mutuels des valeurs de % tendent vers des limites finies. Soit, par
exemple, ¢ la distance interceptée entre ¢ et ¢’ sur une ligne déterminée quelconque
(sécante & o). Nous pouvons supposer que la position de ¢' est exprimée en
fonction de J et cela de maniére que 4 soit une fonction continue et dérivable
(jusqu’a I'ordre p) de 4,, 4,, ..., 2y, 0.

Dans ces conditions, le terme (20) est infini d’ordre fractionnaire en J, avec
numérateur régulier. D’aprés les considérations développées précédemment, cette
condition et celle de transformer l'intégrale (18) en une quantité finie déterminent
complétement ce terme, ou du moins le résultat obtenu en fin de compte: c’est ce
que nous voulions établir.

9. Dans le cas de p=1, on peut aisément écrire le terme complémentaire
sous une forme manifestement indépendante des éléments arbitraires. En effet,
pour I'=o, le nombre K est indépendant du choix des lignes I: il est égal a la
valeur commune du rapport

Dz, 255 - - -y X)) IT
DAy Ay oo oy 1) Oz,

et des rapports analogues. On peut, dés lors, introduire 1’élément
doy1=KdAd dh, ... dI2

de la multiplicité (16), et remarquer que cet élément, indépendant, & son tour,
du choix des paramétres 4,, 4,, ..., est entierement défini par I'égalité

dO’n__1 ar = d'l.'n

puis écrire la partie finie cherchée sous la forme
. Acta mathématica. 31. Imprimé le 9 février 1908. 44
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e A 1 A
JJ ...fI‘l-*—a d'rn_}_&j..-f_l"_a.dgn_l
T c

ol il est entendu que V'on doit tout d’abord remplacer ¢ par o' (en limitant ’in-
tégrale nwle & ¢') puis faire tendre ¢' vers o.

On remarquera que, pour calculer la partie utile du second terme, il suffit
de connaitre les valeurs de 4 sur la frontiére o, comme s’il s’agissait d’une

intégrale ordinaire. Ceci n’a plus lieu pour p > 1.

10. Enfin, il est essentiel de nous rappeler que tout ce qui précéde suppose
vérifiées les conditions suivantes:

1°. A admet des dérivées jusqu’a lordre p (ou jusqu’a ordre p—1, avec
la condition de LipscHiTz);

2°. ¢ n'admet pas de points singuliers aux environs desquels I" soit d’ordre
supérieur au premier par rapport & la distance du point (z,, x,, ... ) a 0.

Les considérations precédentes s'étendent cependant encore au cas ou I est
le produit de deux facteurs I', I'®  de maniére que ¢ se compose de deux
parties ¢!, ¢® sécantes entre elles: c’est ce qui arriverait, par exemple, si 7'
était un rectangle, I" désignant le produit des quatre cotés.

Cela résulte de ce qu’on peut encore ramener lintégrale a4 &tre finie en
retranchant des termes complémentaires en

M M M
rWe+e—1)’ pE(pte—1) Op+a—1)_ @ (p+a-1)

(M désignant des quantités réguliéres) et la troisidme catégorie de termes pos-
séde, comme les deux premiéres, la propriété de ne pouvoir rester finis pour
toutes les valeurs infiniment petites de '™, I'® sans &tre nuls.

La méthode est, bien entendu, applicable si, l'aire d’intégration étant un
rectangle, I représente le produit des premiers membres des équations de deux
cotés opposés; et d’une maniére générale, si la frontiére se compose d’une partie
o ou I' est nul et d’une autre s ou il est différent de zéro.

Il n’en est plus de méme pour d’autres singularités de ¢. Nons serons obligés
de traiter de telles singularités comme on traite les infinis de la quantité sous
le signe /' dans la théorie classique, c’est & dire de les isoler tout d’abord par
une frontiére auxiliaire 3 et de rapprocher indéfiniment celle-ci de la singularité.

Les résultats mémes auxquels nous parviendrons ainsi montreront qu’il
n’aurait pas été légitime d’opérer directement.



Théorie du probléme de Cauchy. 347

11. II importe de pouvoir assigner une limite supérieure aux expressions
que nous venons d’étudier, comme on le fait pour les intégrales ordinaires. S’il
s’agit, d’abord, de lintegrale simple

__lf Adx
(b_—x)P-!-a

on obtiendra cette limite supérieure en retranchant de A les premiers termes de
son développement de TAYLOR, comme nous P'avons expliqué plus haut. Si (4,)
est une limite supérieure du module de la n-— 1®me dérivée de 4 dans l'inter-
valle (a, &), on a

_1)

dx |4(a)] |4'(a)] . 14 | (@) |
(22) K|I|<(4p) f(b (b—a)l"““' + G —ayr+a + o b —a)?

K étant un coefficient numérique qui dépend exclusivement du nombre p.

Il pourra, évidemment, y avoir lieu de n’appliquer la transformation que
dans une partie de Pintervalle d’intégration.

C’est ce que I'on fera, en général, dans le cas de I'intégrale multiple

(18) U...frf_l_adrn.

On évaluera & la manidre ordinaire Vintégrale relative & la partie du do-
maine que nous avons appelée 7',. Dans T,, on partira de Pexpression (z2).
D’aprés ce que nous venons de trouver, le résultat ainsi obtenu sera de la forme

) L[(A0)+ N +(Ap)]f . ../\# @ + I/ (AO)(_;)p“l’—i (‘14174-1) 0y f] [FP‘I'a Tn
2

ou (4,) est le maximum du module des dérivées partielles d’ordre n de la fonc-
tion 4 dans 7T,, (I'), le minimum du module de I'" sur o,; L, L' des quantités
dépendant de I" et du choix des lignes [.

Il serait évidemment désirable de préciser cette formule en donnant des
expressions de L, L'. Telle qu’elle est, elle suffira pour les applications que nous
nous proposons d’en faire.

12. Non seulement la définition de notre symbole suppose ’existence des
dérivées de A4, mais, comme on le voit, sa valeur n’est limitée qu’en fonction de
ces dérivées, De fait, il est facile d'indiquer des expressions de cette nature qui
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prennent des valeurs aussi grandes qu’on le veut quoique A reste toujours fini.

Il suffit — pour nous borner au cas des intégrales simples — de prendre la
suivante
_l%w)

&
u étant un nombre positif trés grand et f une fonction finie quelque grand
que soit x. En faisant le changement de variable uz =z, on voit immédiate-
ment qu’on aura 1’égalité asymptotique

(25) I=l‘p+a—111
l “Hz)dz
L=l L

o

Si donc I, est différent de zéro, I augmentera indéfiniment comme p?+%—1,
Cest ce qui arrivera en particulier si les p premiéres dérivées de f conservent
chacune un signe constant depuis z=o0 jusqu’a z= o et sont nulles & linfini;
on aura alors:

ao

(— 1) fiorz
1, a(a+1)...(a+p——1)./\ 20 dz
0

13. Nous aurons & envisager, au point de vue qui précéde, l'intégrale

_ dz
=

Prenons-la d’abord entre + Ve et le nombre fixe 2z, > Va. Pour n=o0, ona

£y

[‘ dz ! z, + Vi —a
og )

=--}loga + P(a)’

) Ve —q Va
ol
(26) P(a)=log(z, + V2! —a) =logz, + log (I + 1/1——;},—)

1
est une série entiére par rapport & «.
On en déduit, par différentiation,
f dz 1=(—1)ni+ r}) ﬂP(a),
(Z2—a)*tt  20Cp o* I'(n+3) da®

(27)
Va
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Cn désignant le coefficient numérique

_33...0—4_ I'(n+})
(28) O”_fx.z...n “p(%)]‘(nj—x)

Pour 2z, =, le dernier terme disparait (en vertu de I’égalité (26)) dans
le second membre de la formule (27). On a donc

o0

l dz _ (=1 1
(29) Vj‘(z2———a)"+%_2n0n a®

Nous devrons également noter la valeur de Iintégrale pour » < o, soit

7 f — 7 \n'—1
(27') f d2(2 — o)~ = ‘—IE)—— Cwar' loga + P(a),

+Va

C. désignant le méme coefficient numérique que précédemment.

Mais les formules relatives au cas ol les limites sont — Vo, + Ve sont spé-
cialement importantes pour la suite.

L’intégrale

+Va
{0 — z")”"'*
—Va
est nulle.
L'intégrale
+Va
f dz (22— a)¥~1 Va— 28
-Va

est égale @ wA, A désignant le coefficient de log ¢ dans Uexpression (27') soit
+Va

(30') fdz (22— a)""—l a—z =
—Va

— 11
(—L)— T Onl o,

Ces résultats se vérifient directement sans difficulté, mais on les obtient
immédiatement en observant que les intégrales que nous venons d’écrire peuvent,

au facteur 2¢ prés, &tre considérées comme les périodes des précédentes, dues
au pole z =0,
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13 bis. Considérons la quadrique & » dimensions

(31) i+ @)+ T — =1

8

analogue & l’hyperboloide & une nappe, et le volume (& n dimensions) compris
entre cette quadrique et le cone asymptote

(32) i+ al t+ap—an=o0.

Posons
— X,
r=Veital tana="70

Cette équation, pour chaque valeur de z représente un cone. L’élément de
volume compris entre ce cOne, le cone analogue infiniment voisin et la surface
(31) est
.Q,._z dz

Qn_. £ 'r”d Sy s ——————
T T Voo
£, _; désignant la surface de I’hypersphére de rayon 1 dans l'espace & n-——1

v n—1
dimensions. Cette quantité est égale a 2(—117(%, c’est & dire (pour » impair)
et (2
w2
b 2y
i)
L'intégrale de la différentielle précédente, prise entre — 1 et + 1, est in-
finie; mais, pour » impair (seul cas qui nous intéresse) sa partie finie est nulle,
ainsi que nous venons de le constater.

Prenons, au contraire, la quadrique

rHaF o F T —Ta=—1

s

qui, pour n=3, donne l’hyperboloide & deux nappes. Considérons encore le
volume compris entre la nappe qui correspond & x, > o0 et le cone asymptote (32).
Ce volume sera représenté par l'intégrale

.Qn,_g dz ,
n ) V(EE—r1)

que nous devrons prendre entre 1 et + . Si n est impair et égal & 2%, + 1,
P’expression ainsi obtenue a une partie finie, qui est égale &

Bpr (—1)™
2n, + 1 20,04



Théorie du probléeme de Cauchy. 351

Par exemple, pour 'hyperboloide 4 deux nappes ordinaire, il vient

o
27 dz 27T

3 (22—1)%= 3
1

Si I'hyperboloide & deux nappes est donné sous la forme
H(x,, 20, oo, &p)=—1

(H étant une forme quadratique & un carré positif et n — 1 = 2n, carrés négatifs)
notre résultat devra évidemment &tre divisé par + VD, D étant le discriminant
de H.

n—1I

Le signe de la partie finie cherchée dépend, on le voit, de la parité de 7

14. Notons enfin que ce qui a été dit au n® 6 bis, sur la différentiation
sous le signe [, s'étend évidemment aux intégrales multiples, en vertu de la
formule (19) qui sert de définition aux parties finies de ces intégrales.

Si la fonction & intégrer est infinie (d’ordre fractionnaire) sur toute la limite
d’intégration, aucun terme correspondant & la variabilité de cette limite ne devra
étre inscrit. Dans le cas contraire, on devra tenir compte (il y a lieu) de la
variation d’une portion de la frontiére, celle out la quantité sous le signe / reste
finie.

III. Equations & un nombre impair de variables.

156. Ces principes étant rappelés, nous pouvons aborder I’étude du pro-
bléme de Cavcuy relatif & Péquation

(E) Fu)={f(z,, 2, ..., Tn).

D’aprés ce qui précéde, il est & prévoir que nous aurons & distinguer le
cas de » pair de celui de n impair. Nous commencerons par ce dernier.

La solution fondamentale est alors unique.

Elle ne contient pas de terme logarithmique, mais un dénominateur irra-
tionnel.

Nous aurons . d’ailleurs surtout & considérer, non la solution fondamentale
de Péquation proposée, mais celle de I'équation adjointe

(El) G(v) = 0:
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cette solution sera de forme entidrement semblable & la précédente, savoir

vV
(33) v=1v(z/a) = e

m—3
pour n=2n, + 1.

I’ est toujours le carré de la distance géodésique des deux points (z,, 2,, ..., Tn),
(ay, a,, ..., a,) et ¥V, une fonction holomorphe des 2n coordonnées de ces deux

: . - s I
points, prenant, lorsque ceux-ci coincident, la valeur —— -

Va
Nous supposons que l'équation considérée appartient au type hyperbolique
et, plus spécialement, & ce que nous apellerons le type hyperbolique normal,
celui ot la forme quadratique

4= 2 @iy 70 7Tk
a tous ses carrés de méme signe & Pexception d’un seul. Le conoide carac-
téristique se compose alors de deux nappes distinctes! et divise I’espace en trous
régions, deux intérieures a4 chacune des nappes, la troisidéme extérieure. On peut
toujours admettre (en changeant au besoin tous les signes dans I’équation donnée)
que I' est positif lorsque chacun des points dont il dépend est intérieur au
conoide caractéristique issu de l'autre: ceci revient & dire que 4 comprend un

carré positif et » — 1 carrés négatifs.

Le probléme de CAUCHY consiste & déterminer une intégrale u de I'équation
(E), connaissant les valeurs de u et celles de ses dérivées premiéres — il suffit
de se donner la dérivée conormale — le long d’une certaine multiplicité n— 1"re 8.

Nous supposerons essentiellement, en ce moment, qu’il s’agit du probléme
intérieur, c’est a dire que la multiplicité S ne coupe qu’une nappe du conoide
caractéristique I ayant pour sommet un point quelconque O (a,, a,, ..., @n)
et que cette nappe délimite sur elle une portion fermée en tous sens intérieure a
la nappe en question. C’est ce qui arrivera (du moins tant que le point O reste
dans une certaine région voisine de S, i laquelle nous nous limiterons), si le
plan tangent a S en chacun de ses points est extérieur au cone caractéristique
ayant pour sommet ce point, et dans ce cas seulement.

Cette circonstance ne peut pas se présenter pour des cas hyperboliques
autres que le cas hyperbolique normal: alors tout plan passant par le sommet
d’un céne caractéristique coupe ce cone suivant une infinité de génératrices

t Covrox, These, Paris, Herrman, 1902, p. 30.
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Les équations appartenant aux types hyperboliques non normaux n’admettent
donc point de problémes intérieurs. :

Nous constaterons que ce probléme intérieur est toujours possible (et dé-
terminé) sans autres conditions imposées aux données que certaines conditions
simples de dérivabilité (en particulier sans qu’il soit nécessaire de supposer ces
données analytiques). Au contraire, lorsqu’il est extérieur — et, par conséquent,
dans tous les cas lorsque I'équation appartient au type elhpthue ou & un type
hyperbolique non proprement dit — le probléme de CavcHY cesse d’étre pos-
sible en général.

16. Soit donc donnée la multiplicité §, en chaque point de laquelle on
donne la valeur de u, intégrale de ’équation (E) et celle et sa dérivée conormale;
et soit O(a,, a,,...,0,) un point de l'espace & n dimensions ou nous voulons
calculer la valeur de w. Le conoide caractéristique I" de sommet O est supposé
couper § suivant une multiplicité n— 2%l fermée qui délimite une portion S, de
8 intérieur & I". Il délimite, d’autre part, avec § une portion déterminée T' de
Pespace a n dimensions, celle qui est & la fois intérieure & I' et située du méme
coté de S que le point O.

Nous appliquerons la formule fondamentale (1) 50
dans le domaine 7' & I'inconnue % et & la solution
fondamentale v(M, 0) de I’équation adjointe qui
est singuliére en O. S

La quantité v f———f;% est infinie sur une

partie de la frontiére, & savoir le conoide I'. Elle
est infinie d’ordre fractionnaire n, — §. L'intégrale
n®e qui porte sur cette quantité reléve donc (sauf
pour n, =1, c. & d. #=3) des considérations dé-
veloppées dans ce qui précéde. 0

Mais il y a exception pour le voisinage du
point O, ou I' est infiniment petit d’ordre 2 et
non d’ordre 1. Nous devrons donc opérer comme on le fait dans le cas des
intégrales multiples ordinaires et retrancher du domaine d’intégration tout le
voisinage du point O, par une petite surface I (fig. 4)! entourant ce point, telle
qu'une petite sphére de centre O.

Fig. 4.

* La figure 4 est supposée obtenue en coupant celle que I'on a & considérer (laquelle est &
n dimensions) par un plan & deux dimensions mené par le point O.

Acta mathematica, 31. Imprimé le 10 mars 1808, 45
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Soit 7" ce qui reste de 7' aprés qu'on a enlevé tout ce qui est intérieur a =.
La formule fondamentale

(34) f'f---fvfdx, dx, .. dx,.+]j f +Luv dS=o

va @&tre appliquée dans le domaine 7", avec la convention de prendre la partie
finie du premier membre, par suppression des infinis fractionnaires en I". On
devra donc

1°. Prendre la partie finie de la premiére intégrale (34) (intégrale nvrle
relative & 77);

2°. Prendre de méme la partie finie de I'intégrale n— 1" relative a la
multiplicité donnée S. Le terme complémentaire sera une intégrale n — 2%°, prise
(3 la limite) suivant y, intersection de S avec I; .

3% Supprimer Uintégrale relative a la frontiére I', cette intégrale étant infinie
d’ordre fractionnaire. Cette méme intégrale s’élimine dans la méthode de KircH-
HOFF, parce quelle s’intégre exactement, et dans celle de M. VOLTERRA, parce
qu’elle est identiquement nulle. Le méme fait se produit ici, comme on le voit,
par un mécanisme différent.

4°. Restera enfin l'intégrale relative 4 =, dont nous devrons (comme sur S)
prendre la partie finie. Nous avons & voir ce que devient cette quantité lorsque
= tend vers le point O.

Menons, par ce point, des géodésiques (définies par les équations différen-
tielles (2)) intérieures & I', et qui dépendent de n— 1 parameétres 4,, 4,, ..., Ay,
pendant que, sur chacune d’elles, un point quelconque sera défini par la variable
s du n° 2. s aura, en chaque point de =, une valeur déterminée (infiniment
petite), fonction de 4, 4,, ..., 4,—y. L’intégrale

[T Tt v [P

tendra vers zéro. Les quantités

(35)

. _ -D(xlyxza---,xi—l,xi+ls---;xn)
mdS— + oy S Bl g g,

qui figurent au numérateur sous le signe /... /[, sont en effet, de 'ordre de s",
au lieu que le dénominateur
n—2 n—2

rz —=g-2H? (&, o, ...,2%)

(01\ &'y = %) ne contient que s"2 en facteur. Le coefficient de
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I

n—2
Hz2 (&, a,...,20)

est donc de 'ordre de s et il en est de méme de ses dérivées des divers ordres
par rappart & A,, A,, ..., Ay—;. Dans ces conditions, 1’évaluation obtenue au n° 11
montre! que P'intégrale (35) est également de ’ordre de s.

Ceci s’applique encore, dans le terme

JJ e
INE

non différentiée par rapport & I

& la partie

17. Prenons enfin la partie restante
ir 04

n——~sz quMdS +n~—sz f‘} VE(?x. ﬁm
r?

On a (toujours avec les notations du n° 2)

x; T28p

et, par conséquent,
or dA dA dA A NIED
22 Gy~ 2 B~ 2B, = 40 2,

Mais, si nous nous reportons & l'expression de w;dS écrite plus haut, nous
voyons que le coefficient de 4s (multiplié par dS) n’est autre qu'un développe-
ment du déterminant
dz, dz, dw,

ds  ds ds

dx, ox, dxy,

9, Tk 0k | dddi,...dAex

dx, oz, Oz,
Ohna Odpy  0dp

! Notre raisonnement suppose néanmoins que la surface 3 est réguliére et que les déri-
vées (jusqu'a un ordre suffisament élevé) de s par rapport aux i sont du méme ordre que s.
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les 4 étant pris dans un ordre tel que le déterminant soit positif, puisque la
direction des s croissants s’éloigne de O et pénétre dans le domaine 7.

Toutes les lignes du déterminant précédent, a 'exception de la premiére,
contiennent s en facteur,! de sorte que la quantité sous le signe /... /" (pour
des valeurs déterminées des 1) reste finie quand s tend vers zéro.

On a d’autre part, sensiblement

I
uV=—=u(@,a,, ..., )=

1
— U,
Vi, 7

le mot sensiblement ayant un sens un peu différent de celui qu’il a ordinaire-

ment en pareil cas, et voulant dire que les quantités négligées ainsi que leurs
dérivées par rapport aux A (jusqu'a 'ordre n,) sont trés petites.

. n . dx;
Toujours an méme point de vue, nous pouvons remplacer les s per les

]
*. nous avons donec

valeurs z'; qu’ils ont & l'origine, et les dérivées % per s —;%

finalement 1’expression

n—-zu by | 02
2 © ina Tlp
(36) VZ —_— ase '_‘
H*2\,..., 2

— 2

L’intégrale qui est multipliée par (nvg

)uo est en rapport direct avec le

volume de 'hyperboloide 4 deux nappes
(37) | H(z,—a,, 2,—a;, ..., Zp—ap)=—1,

de l'espace & n dimensions.

Comme on le voit aisément, elle est égale & n fois la partie finie du volume
compris entre une nappe de I'hyperboloide (37) et son cOne asymptote. Cette
partie finie a été calculée plus haut (n° 13 bis), nous Pavons trouvée égale (pour
n=zn-+1) &

* * Chaque élément contient, il est vrai, outre une partie proportionnelle & 8, une partie
qui contient les dérivées de cette quantité par rapport aux 4.
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Qom(—1)™ I
2n, (20, + 1) Cmy VD

D étant le discriminant de H. L'intégrale suivant = a donc (en vertu de
Pégalite D4 —1) la valeur limite

(—1)" 21 831
e (20— Uy = (— I Yy = (—I)™ . 277822 . U
2%10m ( 1 ) 0 ( ) Om—l 0 ( ) 2 2 ny—2 0

et la valeur cherchée de upy est donnée par la formule

(38) (—1)m. 7:7!22m-2.uo=-—(—-——1)”1'%31‘—‘:1!140=—-—|f:[---]‘vfalac1 dx, ...dx, +
m—
T

[ dv du
+|ff...f(uz;_v%_Luv)ds.

Pour n = 3(n, = 1), le coefficient de u, est — £, 5%,— =—27.
1

18, D’aprés ce qui précéde, la premiére intégrale (intégrale n"'e) doit avoir
un sens du moins si en faisant tendre = vers le point O, on s’impose la restric-
tion mentionnée dans la note de la page 355. On peut mettre ce fait en évidence,
et méme montrer que la restriction imposée & = est inutile, en adoptant le
systéme des coordonnées curvilignes A, ,, ..., A,—1, 8: On aura

lff---fvfdxl dx, ... d%, =
T

_ 4 D(x,, z,, . .., %a)
_ff f 5 D Ay by . dad.

sn2H %

Dy, 255 ..., Zn)
D4y, 2y, - . -, 8)
par conséquent la quantité sous le signe [f'.../ ne contient plus gue l'in-
fini fractionnaire

Or le déterminant fonctionnel contient s*! en facteur et

I

n—l1 ’
H°'2— (xl—al’ xz—'a’, ce e x”_a”)
) 8 8

19. Le signe qui figure au premier membre de la formule (38) appelle quel-
ques remarques.
Bornons nous, pour simplifier, au cas de I’équation sans second membre,
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soit f=o0. Supposons le point O situé au voisinage de S: alors c’est mani-

festement le terme g% , ou, plus spécialement, la partie
ar dx;
uV— Ty ——
n—z2 dv v ds

R (n—2)uVs »

rz re

de ce terme, qui donne son signe & la quantité que I'on doit intégrer le long
de 8. Ce signe est celui de u, car les m; désignant les paramétres directeurs de
la normale & 8 intérieure & T', c’est & dire de celle qui est dirigée du c6té ou est

d:l?.' .
0, la somme 2”"% est negative.

Si donc nous avions affaire & une intégrale ordinaire, elle aurait le signe de
u sur S (en supposant ce signe constant). Mais ici P'intégrale n— 1wle est mo-
difié¢e par une intégrale complémentaire n— 2"'®, nécessairement de signe con-
traire.

Or le premier membre doit avoir forcément le méme signe que les valeurs
de u sur S, si nous continuons & supposer le point O voisin de S.

Donc pour les valeurs paires de n,, c’est & dire pour n=35, 9, 13, ..., Cest
Vintégrale n— 1°¥'® gqui donne son signe; mais pour n, impair, c’est & dire pour
n=3, 7, ..., cest, au contraire le terme complémentaire qui I'emporte.

.. \ . du
Prenons le cas particulier ol les valeurs données de u et de ar’ nulles en

général sur S, sont seulement différentes de zéro dans une certaine région B de
S, et ot le point O est tel que le conoide issu de ce point comprenne la région
R entiérement & son intérieur (sans la toucher). Nous avons alors ce que, dans
un travail précédent,! j’ai appelé Dintégrale résiduelle.

Dans ce cas, le terme complémentaire est nul. Donc si u est positif, I'inté-
grale résiduelle est positive pour les équations a 4p + 1 variables, mais négative pour
les équations & 4p + 3 variables, telle que Uéquation des ondes cylindriques. 11 en
est du moins ainsi tant que le point considéré est assez voisin de § et que les

valeurs données de g'—: ne sont pas trop grandes par rapport & celles de u.

20. Les formules précédentes s’étendent, comme il est bien connu,® au cas
ou la frontitre S est formée de portions de caractéristiques, pourvu que, comme

1 Bulletin de la Soc. Math. de Fr. 1900.
* Voir d’AprEmar, C. R. Ac. Sc. 11 février 1901; Couroy Thése p. 53 et suiv.
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précédemment elle délimite complétement, avec une nappe de I', une portion

\

d’espace 7' intérieure & cette nappe.

De plus, la conormale & S est, dans ce cas, tangente & S, de sorte que les
dérivées conormales sont des dérivées prises sur § elle méme.! La formule ne
fait donc inter venir que les valeurs de u (et non plus de ses dérivées) sur la
multiplicité en ,question. Un solution de I'équation est ainsi déterminée par les

valeurs qu’elle prend sur une frontiére formée de caractéristiques.

21. Prenons, pour S, une nappe de conoide caractéristique I, de sommet
O, et disposée de maniére & délimiter avec I' un domaine 7'; pour u, la solution
de I'équation proposée privée de second membre

Fu)y=o0

analogue & v, c’est & dire celle qui est singuliére en O, et qui est, autour de ce
point, de Pordre de
I I
N n—2’
Vdo, %

Si nous intégrons dans 7', les termes relatifs aux frontiéres I, I', dispa-

s\

raitront encore. Aucune modification ne sera apportée 4 cette conclusion par
la. présence de l'intersection de I" et de I',, grice & ce qui a été établi au n° 1o0.
Nous aurons donc uniquement, comme dans ce qui précéde, & isoler les points

O et O, et il viendra

(39) Ug = v0,-

3\

Cest la relation d’échange, tout analogue a celle qui & lieu pour la fonction
de RieMANN dans DPéquation hyperbolique & deux variables,® ou & la symétrie
de la fonction de GrEEN dans la théorie du potentiel. Elle a lieu, comme on
voit, moyennant la précaution que nous avons prise de diviser par V4, la
solution singuliére en O.

Grace 4 la relation (39) nous voyons que la fonction v, considérée comme
fonction du point O et z,,x,, ..., x, étant fixes, est une solution de I'équation
proposée supposée privée de second membre.

1 D’ Apmfmar, C. R. Ac. Sc. loe. cit.
? Voir DarBoux, Lecons sur la théorie des surfaces, tome II.
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IV. Synthése de la solution précédente. Probléme extérieur..

22. Nous montrerons briévement que la solution obtenue dans ce qui pré-
céde vérifie bien les conditions du probléme (du moins moyenngnt la régularité
des données).

Pour l'équation des ondes cylindriques (solution de M. VOLTERRA), cette
démonstration a été faite par M. d’ApHEMAR.! Toute fois, M. d’ADEEMAR n’a
élucidé la question qu’en ce qui concerne les conditions aux limites, et a laissé
de coté I'équation elle-méme, le calcul des dérivées secondes paraissant présenter
de grandes difficultés.

La vérification de D’équation aux dérivées partielles est au contraire, par-
ticuliérement simple dans notre maniére de procéder.

Elle est immédiate pour I’équation sans second membre, c’est & dire quand
Pexpression (38) de (— 1)z 2y, 2u, se réduit & son second terme. Nous savons,
en effet (n° 14) que, pour différentier celui-ci par rapport aux a, il suffit de dif-

férentier sous le signe I /... ). Or la quantité & intégrer ne contient les a que

par le facteur v, lequel est (n® précédent) solution de 1’équation sans second
membre.

Soit maintenant f=o. Nous n’avons plus & nous occuper que de l'inté-
grale nuete

(40) —U{---fvidx,dx,...dxn.
v T

Nous lui appliquerons des méthodes toutes semblables & celles de la théorie
classique du potentiel.

Pour différentier une premidre fois cette intégrale par rapport a l'une des
coordonnées a, il suffit de différentier sous le signe /°... /. En effet, I'intégrale
ainsi obtenue

(41) _If...j'g;fdxl...dx,.
‘T

a un sens, c’est & dire qu’en isolant le point O par une surface voisine I (com-
parer la fig. schématique 4) on a une intégrale qui tend vers une limite déterminée

1 Bull. Soc. Math. Fr. 1901, p. 190 et Thise, Paris, 1904,
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quand X tend vers le point O suivant une loi quelconque. C’est ce qu’on voit
en suivant Ja méme marche qu'au n° 18. Mais de plus, l'intégrale précédente est
uniformément convergente, c’est & dire que l’erreur commise en substituant le
domaine d’intégration 7" (fig. 4) & 7' a une limite supérieure qu’on peut assigner
sans connaitre le point O, pourvu qu’on le sache suffisamment voisin de 3.

Done, d’aprés un raisonnement bien connu, Pintégrale (41) est la dérivée
de (40), méme dans le domaine 7.

Pour différentier une seconde fois, on considérera & nouveau la surface I,
qui décompose le domaine d’intégration en deux parties, I'une 7" comprise entre
S et =, Vautre 7" comprise entre 3 et O.

Dans 7", on différentiera directement sous le signe /*... /.

Dans 7", on écrira

dv dv (7'0) dv
T (%‘,- towl T oz
.. [fv  do . . , . .
La quantité 7t i donne lieu & une intégrale qu’on peut différentier

sous le signe /°... /' en appliquant les raisonnements du n° 18. Cela tient & ce
que les termes du moindre degré de I' ne contiennent que les combinaisons

Ty 0Oy, Ty—Qyy « .., Ln— 0.

|f---ff;—£dxl . da,
TI

on la transformera par la formule de GREEN? en

_rf...fvfdx,...dx,,+|f---fvfn.-ds
™ Py

m; étant, comme précédemment, un cosinus directeur de la normale & 3 dirigée
-vers U'intérieur de 7" (donc vers Pextérieur de 7).

Quant & Vintégrale

! Cette formule, dont la démonstration repose sur la décomposition de lintégration mul-
tiple en intégrations simples, n’est directement applicable qua des domaines tels que 7', et en
supposant la direction de I'axe des x; intérieure au cone caractéristique (comparer plus loin,
nos 30, 31). Mais on peut choisir les axes coordonnées de manieére a vérifier cette derniére condi-
tion et, d'autre part, lintégrale n—1""® prise sur 5 tendant ici vers zéro, la formule s'étend
4 des domaines tels que que 7, donc & 7"

Acta mathematica. 31. Imprimé le 10 mars 1908, 46
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La différentiation sous les signes /... f n’offre plus maintenant de diffi-
culté, et 'on a

02 ’
-WU--.fvfdx,... |ff S fds, .. dan + |f ffmd iS+R
T

(B étant une intégrale n®le prise dans 7T"); ou, encore, en faisant tendre X vers
le point O,

T I W (e }
da,&ak‘f fds, ey lim U i}ai()akfdxl...dxn+[j [ 1 gpas
T 2

Le résultat de substitution de I'expression (40) dans le polyndme différen-

tiel F est dés lors
hmlf ffZa,k‘r, ()v

limite tout analogue! & celle de la quantité (36) du n° 14, 4 laquelle on la raméne
sans difficulté.

23. Venons enfin aux conditions & la frontiére.

Celle qui est relative & la valeur de u sur S doit. étre considérée comme
vérifiée par les calculs des n* 16 et 17 (ou la surface désignée par = n’est autre
que S). Rien en effet, dans ce qui a été exposé en cet endroit ne suppose le
point O fixe.

La condition relative & la dérivée conormale serait sans doute un peu plus
malaisée & vérifier directement. Mais elle est certainement remplie lorsque S et
la distribution des données sur cette surface sont analytiques et réguliéres (puis-
que les théorémes généraux nous enseignent d priort I'existence d’'une solution).

Or on peut évidemment remplacer S par une aunire surface §' ayant avec
la premiére un contact d’un certain ordre au point considéré A4, et les données
par d’autres également tangentes aux premiéres en ce méme point. Il suffit,
pour cela, que ces données et les coordonnées de S soient dérivables jusqu’a
Yordre qui suit celui que I’on doit obtenir. Or on verra aisément que, si ce der-

[} d
*"Les deux expressions ne différent que par le changement de xv en % et par ce fait
‘k

que les valeurs des a,; sont prises, dans un cas, au point (x;, 23, ..., ,), dang l'antre an point
(a), aa, ..., a,).
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nier est suffisamment élevé, on n’altére pas ainsi la valeur de la dérivée conor-
male en 4.t

24. Dans le cas ol la frontidre S est caractéristique, nos formules font
connaitre la fonction cherchée u & 'aide des valeurs de u seul sur cette frontiére
(jointes, bien entendu, aux valeurs de [ si I'équation est & second membre).

Il reste & montrer que les valeurs ainsi obtenues satisfont bien & la condi-
tion aux limites (I’équation aux dérivées partielles g’établissant comme dans le
cas de la frontiére non caractéristique).

Cette démonstration présenterait des difficultés particuliéres, si l'on ne
voulait adopter aucune hypothése restrictive sur la forme de 8. Cette frontiére,
qui ne peut pas, ici, étre formée d’une seule surface réguliére, peut en effet,
soit comprendre plusieurs portions de caractéristiques sécantes entre elles, soit
présenter des singularités, lesquelles peuvent &tre de natures trés diverses.

Le cas ou 8 est elle-méme un cOne caractéristique, a été traité dans ces
derniers temps par M. d’AbHEMAR? pour 'équation des ondes cylindriques.

Nous considérons D’équation générale correspondant au cas de n=3 en
supposant, pour fixer les idées, que S est composée de deux caractéristiques
réguliéres sécantes entre elles. Par un changement de variables, nous pourrons
faire que ces deux caractéristiques aient pour équations respectives x =o0, z=o,
les bicaractéristiques tracées sur chacune d’elles correspondant & y = const. La
valeur de 27 uy, savoir

(38") _fjifvfdxdydz+ V/(u%—v%—Luv) ds
s

pourra, en ce qui concerne l’intégrale de surface, se transformer par parties.

Pour cela, on choisira d8 de maniére & pouvoir prendre sur z=o, v==1 et
sur ¥ =0, v==z. Soient dans le premier cas,

dS =K dxdy
dans le second

dS =K'dydz
les expressions de d8 sur z=o0. Le terme

! Le méme mode de raisonnement se transporterait quoique, avec un peu plus decomplica-
tion, au cas ol l'équation elle méme n’est pas analytigue (en supposant démontrée, du moins,
l'existence de la solution fondamentale dans ce cas).

? Circolo Mat. di Palermo, tome XX, 27 mai 1905,
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dv dv

pourra s’intégrer par parties par rapport a4 . Les deux limites d’intégration,
pour une valeur déterminée quelconque de y, sont fournies, I’'une par ’axe des y,
aréte du diédre (fig. 5), l'autre par le conoide caractéristique. Mais le terme
correspondant & cette derniére limite disparait comme infini fractionnaire. Il
reste done, pour la portion d’intégrale prise sur z=o,

7 Yz
(42)']](u%—v%—Luv)ds = —ffv(Kg—u—' + KLu+ (7(Ku))dxjdy—— Kuvdy

x x
%
(Vintégrale simple étant prise suivant un segment P, P, (fig. 5) de I'axe des y).
Le signe| n'est plus nécessaire au second membre, la quantité v n’ayant
qu’un infini d’ordre %.

Nous supposons le point O trés voisin d’'un
point 4 (fig. 5) du plan z == 0, point par lequel nous
ferons passer l'axe des z. Dans ces conditions
tout paralléle & 'axe des y menée dans le plan
z=0 ou voisine de ce plan coupera le conoide I’
de sommet A4 en deux points dont les abscisses

Y, Yy, auront la forme
h=2—Vu, y=4+Vu

A et p étant des fonctions réguliéres dans les con-
ditions ot nous nous plagons: on pourra écrire

r=G(u—y—2i.

G, A, u seront des fonctions de a,b,c, z,y, 2z, dont les deux derniéres (mais
non la premiére) tendent vers zéro avec b, ¢, ¥, z, quels que soient = et a.
Or l'intégrale
4-Vy
9y
J Vu—(y—ay
A=Vy

est, comme on sait, égale & .
Donc le second membre de la formule (42) est égal (au signe prés) &
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3 7
Ku K%—g+((§u)+]{l}u
(43) - = = dx ’
Ve, y V@

o désignant ici 'abscisse du point 4; u,, K,, G,, les valeurs de », K, G & Vori-
gine des coordonnées.

L’intégrale prise sur = o se traite de maniére toute semblable (avec cette
simplification que I'intégrale double correspondant & celle du second membre de
(42) y disparait, P'aire d’intégration étant infiniment petite) elle se réduit donec,
a la limite, &

Ko,
Ve,

Quant & Pintégrale triple de la formule (38'), elle tend évidemment vers zéro.

La somme des quantités (43), (43') se réduit & 27u, toutes les fois que la
distribution des valeurs de w est analytique,! puisque, dans ce cas, le probléme
est assurément possible, d’aprés les recherches de BEUDON.? Ceci d’aprés des
théorémes bien connus de calcul des variations, ne peut avoir lieu sans qu’il en
soit de méme pour toute distribution des valeurs de w. C'est ce que nous vou-
lions établir.

(43" ‘ +7

Le raisonnement peut s’étendre aux cas de n=35, 7, ... sans difficulté
essentielle; car les formules du n° 13 permettent de calculer I'intégrale

f __oydy
Y=

Nous n’insisterons pas plus longuement sur ce point et nous donnerons quelques
indications sur Pextension des résultats précédents au probléme extérieur relatif
a Véquation (E).

25. On sait que ce probléme extérieur?® est celni ot la surface S n’a plus
par rapport aux cOnes caractéristiques, la situation supposée dans ce qui pré-

! Ce raisonnement parait supposer que la surface caractéristique S est elle-méme ana-
Iytique. II n'en est rien. On peut, en effet, substituer 4 S une caractéristique analytique S’
ayant avec elle un contact d'ordre aussi élevé qu'on voudra en un point de I'axe des x, par exemple
a Yorigine des coordonnées. En vertu des propriétés fondamentales des caractéristiques, ce
contact subsistera sur toute la bicaractéristique (ici I'axe des x) et, par conséquent, les coeffi-
cients de u et de sa dérivée dans les quantités (43), (43'} seront les mémes sur S et sur S

? Bull. Soc. Math. Fr., 1897.

® Vovterra, Acta Math. t. 18; d'Apuémar, Thése (Paris, 1904).
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céde, c’est a dire ol son plan tangent en chaque point coupe le cone caracté-
ristique correspondant. S coupe alors les deux nappes du conoide caractéristique
issu d'un point (suffisamment voisin) O: elle est d’ailleurs supposée avoir une
forme telle qu’elle délimite, avec ces deux nappes, un espace complétement ferms,
et c’est & cet espace, extériewr au conoide, qu'on applique la formule fonda-
mentale.

Le probléme extérieur n’est pas un probléme bien posé, en ce sens que les
données y sont surabondantes et, par conséquent, la solution n’existe que
moyennant une infinité de conditions de possibilité. 1l ne faut pas, dés lors,
s'attendre & la voir aussi étroitement liée & notre solution fondamentale que
celle du probléme intérieur (puisqu’elle est susceptible d’une infinité d’expres-
sions en fonction des données). Néanmoins, méme dans ce cas, nos résultats
permettront d’obtenir ceux de M. Vorrerra! et de les étendre & I’équation
générale (E).

Considérons encore notre solution fondamentale » et appliquons-lui (ainsi
qu'a la fonction inconnue u) la formule fondamentale non plus dans notre
domaine 7, mais dans celui que M. VOLTERRA 2 appelle S,.

L'intégrale obtenue sera nulle; elle ne fera plus connaitre, par conséquent,
la valeur de wug,, mais donnera une relation entre les données, qui sera une con-
dition de possibilité du probléme. Cela tient 4 ce que (n° 13.bis) la partie finie

by

du volume de I’hyperboloide & une nappe est nulle

26. Pour obtenir la véritable solution, nous partirons non de la forme que
nous avons donnée ici méme & la méthode, mais de celle que nous avions adoptée
dans notre Mémoire précédent, et nous prierons le lecteur de se reporter & ce
Mémoire. 3

Nous substituerons seulement & l'intégrale considérée en cet endroit, savoir

v, =]1'm(t)v dt
L

ou m(t) est finie, I'intégrale analogue dans laquelle nous prendrons m(t)=log (t—t,)
(t, étant la limite inférieure de I'intégrale).
Pour
Vieg,—a)* + (&, —a.) — (7,—a,)  Vi—(x,—a,)

(avec t=ga,), on a aisément

v

! Mémoire cité des Acta Math. t. XVIIL
® VoLTERRA, loc. cit. no 6.
* Ann. Ee. Norm. sup., loc. cit., deuxiéme Mémoire 1905; p. 104 et suiv.



Théorie du probléme de Cauchy. 367
y d
6 Ty —1
= 4 —ey L7 in>s e
(44) V,=c flog(x @)Vlﬂ_w_z—i-lograrc sin =
0

—1 vge e s
avec Q=’z’—TA") c’est & dire Pintégrale w, de M. VoLTERRA.! Comme dans le

probléme intérieur, aprés avoir porté cette fonction V, dans la formule fonda-
mentale, il restera a différentier par rapport & £,. Il revient d’ailleurs au méme
de faire d’abord cette différentiation dans D'expression ¥V, elle méme. On trouve
aiusi, si on opére sur I'expression (44), la quantité
8 __ . 2
1 _log (r (s — t,) )

Ve — (2, —1,)? r

c’est a dire celle qui figure dans la formule (F') de M. VOLTERRA.?

Il est aisé de donner & %—I: une expression tout analogue dans le cas général.

On peut, en effet, mettre I sous la forme?
I'= n(xla Zy5 xs) [B—(t-—A)”]
ou A4 et B sont des fonctions holomorphes de z,, z,, ;. En reportant ceci dans

v et développant la fonction ¥ suivant les puissances de [B— (1-—A4)%],* on

Vn
voit immédiatement que la partie principale du résultat aura la méme forme que
dans le cas de I’équation des ondes cylindriques savoir

L logB= =40 1, T
VB—(t—A4) VB Vo VI ~nVB
(puisque V a la valeur 1 au point 0). B est d’ailleurs, & un facteur régulier et
différent de zéro prés, la carré de la distance géodésique du point (z,, x,, ;) &

la ligne d’intégration L.

En opérant sur cette quantité comme nous avons opéré précédemment sur v,
on aura évidemment, comme coefficient de u,, aux facteurs numériques prés déja
écrits précédemment, V'intégrale

bl

(B étant Pintégrale eulérienne de premiére espéce; comparer n, 3I).

* loc. cit. p. 170. ? loc. cit. p. 193.

® Les natations sont_celles de mon travail cité des Annales de 'Ecole Norm. sup. 1905 no 19,
Jajoute que le calcul ainsi présenté n'est pas essentiellement distinct de celui que M. Porxcarg
a développé dans son mémoire Sur les propriétés du pofentiel et sur les Sfonctions abéliennes (Acta
Math., t. 22; 1899, p. 114 et suiv.).

‘ Ann Ee. Norm. loe. cit. p. 100.
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27. Si, au lieu de prendre le point O intérieur & S, on I'avait supposé ex-
térieur, la solution fondamentale v correspondante aurait été réguliére dans toute
la portion d’espace comprise 4 I’intérieur de S et & I'extérieur du conoide caracté-
ristique de sommet O (cette derniére frontiére exclue): dés lors, en appliquant
la formule fondamentale 4 cet espace (v étant la solution fondamentale en ques-
tion et u la fonction cherchée), on aura une nouvelle condition de possibilité du
probléme.

Le systéme de ces conditions de possibilité est équivalent & celles qu’indique
M. ’ApHEMAR! et qui consistent & exprimer que la solution calculée comme il
est expliqué au n° précédent, vérifie les conditions aux limites sur §. Cette
équivalence tient & ce que les intégrales prises sur § présentent (comme P'a re-
marqué M. VOLTERRA? pour I’équation des ondes cylindriques) les mémes dis-
continuités que les potentiels de surface, ainsi qu’on l'établit par les méthodes
employées au n°® z3.

Il est clair que ces conditions sont suffisantes pour la possibilité du pro-
bléme, de sorte qu’elles contiennent celles que nous avons obtenues au n° 25.

28. Tout ceci s’étendrait sans difficulté aux autres valeurs impaires de n.

On traiterait par des méthodes semblables, les équations non normales
dont s’est occupé spécialement M. Courow,® celles dans lesquelles la forme 4
contient plus d’un carré de chaque signe. Dans ce cas (le nombre total des
variables étant toujours supposé impair) entre le cone

H(x, 2y, ...,2Za)=0
et les deux surfaces du second degré

(45) H(z, 2, ...,2:)= %1

sont compris deux volumes dont on peut calculer les parties finies: il est aisé
de voir que I'une d’elles (celle que ’on obtient en donnant au second membre
de (45) le signe qui appartient & un nombre pair de carrés du premier membre)
est nulle, I'autre différente de zéro. Cette derniére n’est autre (comparer plus
loin n° 31) qu’une intégrale eulérienne de premiére espéce.

Il en résulte que les problémes de CaucHY (impossibles d’ailleurs en général)
que Yon peut se poser relativement i une équation du type de M. CouLow, se
résolvent les uns directement 3 Yaide de la solution fondamentale, les autres par
le procédé indiqué au n° 26.

! Thése p. 58 et suiv.
* Congrés International des Mathématiciens, Paris 1900,
# Courox, These, Ch. III, IV.
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by

V. Les équations & un nombre pair de variables.

29. Les premiers exemples qu’on ait pu donner de Ja résolution du pro-
bléme de Caucmy pour le type hyperbolique ne se rapportent pas & des équations
qui rentrent dans la catégorie précédente. Ce sont la méthode de RIEMANN et
celle de KirorHOFF. L’une est relative au cas de n =2, Pautre & celui de n = 4.

Une singularité disparait alors comme nous le verrons: c’est 'intervention
des intégrales infinies. Ainsi s’explique que les solutions qui viennent d’étre
rappelées aient été trouvées les premiéres.

Dans le cas général, au contraire, les valeurs paires de » doivent &tre con-
sidérées comme offrant des difficultés nouvelles.

Les méthodes précédentes cessent de s’appliquer, et cela pour deux raisons:

D’abord la solution fondamentale n’est plus bien déterminée (n° 2).

En second lieu, il ne sera plus légitime de parler de la partie finie des in-

Py

tégrales que nous serions conduits & employer, puisque I'exposant d’infinitude,

< g n—
c’est & dire I'exposant

ou -, avec lequel figure I" au dénominateur dans

<

la solution fondamentale ou dans ses dérivées, est un entier.

En fait, il ressortira de la nature méme des expressions auxquelles nous
aboutirons, qu’elles ne pourraient pas étre obtenues par une imitation pure et
simple des méthodes employées jusqu’ici.

La marche que. nous suivrons consistera & déduire la solution d’une equatlon
a n variables

7
(E) Flu) =N aing -+ Do ,} +lu=f(z,, %, . .., Za)

de celle d’une équation analogue & n + 1 variables

(E') F' () = F(w) — 5% =}(#1, @3, . - ., Tn)

022

(ol z désigne la n + 1*me variable). 8i, comme nous le supposons, la forme

n
A= 2 AiL 7T ITE
i, 1

\

relative & lI'équation (E) comprend un carré positif et n-— 1 carrés négatifs, la
forme analogue A' relative a Déquation (E') comprendra un carré positif et n
carrés négatifs. La quantité I analogue & I' pour P’équation (E') sera

Acta mathematica. 31. Imprimé le 11 mars 1908, 47
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=TI —(z~c¢)?,
ou (X, Ty, ..., Tn, 2) €t (a, @y, ..., an,c) sont deux points de Pespace & n + 1
dimensions.

Nous allons tout d’abord trouver les relations qui existent entre les solutions
fondamentales des deux équations ou plutdt entre celles de leurs adjointes

(E,) G(v)=o,
92y

o = 0.
i/z2

(E) G'(v)=G(v)—

Cest ce qui a été fait dans le travail cité,! pour le cas de n=2. Le calcul
est tout semblable pour les valeurs supérieures de n, & ceci prés que nous aurons
encore affaire & des intégrales infinies dont il faudra prendre les parties finies:

la solution fondamentale de 1'équation (E') sera

ey ey
! 4
(45) v=w + . rde=w + - —=idc

nd

(=T CUe—2p—T17%
4+ VT 24+ VT

en désignant par ¢, un nombre fixe (trés grand), par

la solution fondamentale de ’équation (E’); par w, une fonction réguliére.
V' est, comme on le constate aisément, une fonction paire de z-—c. En
I’ordonnant suivant les puissances de (z—c¢)2--1I":

V=X (— 1 Willz— o) — I'F,

nous aurons la partie singuliére de I'expression (46) sous la forme
4

¢ e =2

© * . n—l b  ' i_ﬁf! ,

(47) E(—I)iWi ’[(z—c)‘:—-l‘] 2 dc:=2(~1)"Wg ‘(0’2—-1‘) :dc.
0 Ure 0 Ty
2+ VI Vi

En remplagant la limite supérieure ¢, —z par ¢;, on n’altére le résultat que
d’'une quantité holomorphe en 2, x,, ..., 2,, @, @,, ..., a,. Les formules (27).
(27') donnent, dés lors, pour n=2zn,,

t Ann. Ee. Norni., 1er Mémoire, n0 19, p. 103—110; 1904.
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n-—2

gy ¥ r .i_I&gVI:%O. W, [i—m+1
(48) (0= ey & = DO T o G W e

i=n1~-1
w étant encore une fonction réguliére.

La quantité v coincide forcément avec celle que nous avions écrite précé-
demment: on a

n1—2
V= Cn — Wil + wImt,
(49) 1% =7 = 1) Cria + w
VO == 0”1—1 2 Oi—nl.'i'l Wi["i—n1+1

=m—-1

w pouvant étre augmenté d’une fonc-
tion réguliére, solution de I'équation.
Les W; sont des fonctions de z,,x,,

ce s Xny Gy Byy o, Qe

30. Cela poeé, pour obtenir une
solution de P'équation (E) répondant,
sur la mulplicité S, aux conditions don-
nées, nous considérerons, dans P'espace
a n + 1 dimensions défini par les coor-
données (z,, %,, . . ., @u, 2), la multipli-
cité S’ (hypercylindre) qui a pour pro-
jection S (fig. 6),1 c’est & dire celle
qu’'on obtient en prenant successive-
ment pour z,, z,, ..., &, les coordon-
nées d’'un point quelconque de 8 et pour
z toutes les valeurs réelles possibles.
Si § est situé par rapport au conoide

Fig. 6

"', comme nous Pavons supposé jusqu’ici, il en sera de méme de S’ par rapport
a I". Une solution u de Péquation (E) étant définie par la double condition:

de prendre en chaque point (z,, z,, . .., 2,, 2) de & la valeur que doit avoir
u au point correspondant (x,, %, ..., x,) de S;
d’avoir pour dérivée conormale, au point (z,, Z,, . ... Zn, 2z) la valeur donnée
du
de 7, (5, %5, - ooy Xy),

! La figure 6, relative au cas de n=2, peut servir comme figure schématique pour le cas
général.
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cette solution sera unique, d’aprés ce qui précéde (pour n pair), indépen-
dante de z et satisfera & DPéquation (E). On aura donc ainsi une solution du
probléme proposé, et réciproquement.

La fonction u sera donnée par la formule (38), soit

(50) (—1)Mr 8, suy= ‘f jvfdx dx, ...dxydz +

If[ [u_'_ 3t Luv )dS’

ou T' désigne la portion d’espace & n+ 1 d1mens1ons comprige entre §' et I''.
8', (fig. 6) la portion correspondante de §' et n — 2n,.

T' est projeté sur l'espace & n dimensions E, suivant la région 7' comprise
entre S et I', c’est & dire que si le point (z,, x,, ..., %a, 2z) appartient & 7", le

|

point (x,,,, ..., #,) appartient & T et qu'inversement, tout point de 7' est
la projection commune de points de 7", & savoir, tous ceux dont les z sont
compris entre + VI et — VI (en supposant nulle la n + 1®*ue coordonnée de O).

De méme §'; est projeté sur E, suivant S,, chaque point de S, étant la pro-
jection d’une infinité de points de §';, ayant leurs z compris entre + VI" et — VT

D’aprés cela, le premier terme du second membre de (50) s’écrira

+1/[

‘ ffdam dx, .. dx,,} v'dz =

Y

+VI' =®
Z Wi(I' — 22)
—— fdz, ... dx, o dz.
——z’ é

Nous diviserons le domaine d’intégration 7' en deux parties 7', et 7,, dont
la seconde comprend les points voisins du conoide caractéristique, par une
frontiére o, que nous ferons tendre ensuite vers I'.

A la partie T, correspondra, dans 7", une portion 7"; limitée par I'" d’une
part, par un cylindre de base ¢, de l'autre. L’intégrale relative a 7", s’obtiendra
en intégrant n fois, dans T,, l'intégrale simple relative & 2z

+VPr &

2 Wi(Ir — 2%
[E
(r — z*)m—i

-¥r
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Or il résulte des formules obtenues au n° 13 que cette intégrale (ol tous
les termes d’indice ¢ inférieur & =, —1 disparaissent) est égale & =, multiplié
par le coefficient du logarithme dans Pintégrale (47), c’est 4 dire & a V.

Déja, par conséquent, dans ce premier terme, la quantité infinie sur le
conoide, qui figurait sous le signe /... f* dans les formules relatives au cas de n

impair, est remplacée par la quantité parfaitement réguliére = V,f.

31, Dans T,, nous considérerons un systéme de lignes I, joignant chacune
un point de I (défini par des coordonnées A, 4,, ..., Ap—1) & un point de o,.
Un point de 7', sera donec défini par les valeurs de 4, 4,,..., 4, et de I',
cette derniére quantité variant de zéro & une quantité y trés petite si o, est
trés voisin de I".

Soit

Kdi, ... dkyndlIl

Pélément de 7',.

Si 7", est la partie de 7" projetée suivant 7,, un point de 7", sera défini

par les coordonnées 4,, 4,, ..., ip—, I', 2.
Intégrons d’abord suivant les lignes l, c’est & dire en laissant A,, 2,, ..., An—1,2
constants. Puis nous ferons varier z et enfin 4,, 4,, ..., 4,—1. En opérant ainsi,

nous aurons deux sortes de termes complémentaires, une intégrale n"° et une
intégrale = -— 1%, celle-ci résultant de ce que la partie finie de I'intégrale prise
suivant [ est trés grande quand / est trés courte. Nous pouvons d’ailleurs re-
marquer immédiatement que les termes correspondant & 7 >n, — 1, dans le dé-
veloppement de ¢/, ne donnent qu’une intégrale finie au sens ordinaire, et infini-
ment petite quand o) tendra vers I'. Nous en ferons donc abstraction.

Pour ¢ < n,— 1, soit

(51) KfWi=Mo+ Mii(y—T) + -+ + Mps(y—T)Y +---

le développement de K fW; suivant les puissances de y —I', f W; étant supposé
exprimé en fonction de A, 4,, ..., An1, I', de sorte que les My, qui sont fone-
tions de 4, ,, ..., 4,1 seulement, représentent & des coefficients numériques et
aux signes prés, les dérivées successives du premier membre par rapport & I,
pour I' =y.

Un terme quelconque du développement (51) nous donnera, suivant 7, U'inté-

grale simple
r 3 i
— Ve i _‘ "y _\E
f‘_(L—QﬁdF=Mki(7—zg) '*'i"‘“"*'zjgl_ﬂl.d

(52) Myi - .
22 (I‘ _— z2)nr—’h 2 ° tm_'—f
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L’intégrale qui figure au second membre ne serait autre, si n, —1i— 4 était
inférieur & 1, qu’'une intégrale eulérienne de premiére espéce
re—mn+3)Irk+1)

(53) Bk+1,i—n, +4)= I(i—n+k+3) o

On vérifiera sans peine que cette expression reste vraie ici pour notre «partie
finies: il suffira d’exprimer celle-ci par une intégrale suivant un lacet, comme
nous 'avons indiqué au n° 6.

Nous devrons, ensuite, intégrer I’expression (5z) par rapport & z, de —Vy
a + Vy, en prenant la partie finie du résultat. Or la quantité

+Vy
| r—2
+Vr

: 3
(54) z+k—-m+2 dz

est nulle, nous 'avons vu, pour ¢+ k—n, +§<—%. Pouri+bk—mn,+§>—4,
elle est infiniment petite avec ; et, par conséquent, disparait & la limite. Nous

3

n’avons donc & retenir que les valeurs de 7 et de k telles que
(55) itk=mn—2.
L’intégrale (54) est alors égale & n. Le coefficient (53) devient

I'(t—mn,+3) I'(n,—i—1)
ri)

rn—i—1 (w7t
r@rin,—i—3) (m—i—1)Cni

= (—1)n

Nous avons done, au total, en réunissant tous les termes ainsi obtenus par
intégration relative & I' et & z et faisant y=o,

(— 1)k+1
¥ i M,
2("7 + 1) Crn ke
ol ¢ varie de o & n,-—~ 2, k étant donné par I'égalité (55) et les M; ayant les
valeurs qui correspondent & 7 =o, de sorte que (— 1)¥M;; est le coefficient
de I'* dans le développement de KfW; suivant les puissances de I' (les 4 étant
toujours considérés comme constants).

Dés lors, la somme précédente est le coefficient de I'™~? dans le développe-
ment, suivant ces mémes puissances, de

—anz (my,—1—1) Cpmiy ’
Vv

c’est & dire de 7w Kf~—
Cﬂx——l
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Intégrons enfin par rapport & 4,, 4,, ..., 4,—1. Sur la multiplicité o, définie
par l’équation I"=y, ou y est une constante quelconque, le produit Kdi, di,.
....dAdy—y donne un élément do, qui peut &étre considéré comme défini par
Pégalité
(56) do,dI' =dz,.dx, .. ... dx,.

L’intégrale
Ir=[f---fﬂ’d"1

sera une fonction de y, que U'on pourra développer suivant les puissances de y
en développant de cette maniére le produit Kf et intégrant par rapport aux .

Done la quantité que nous cherchons s’obtiendra en multipliant par
z2(—1) le coefficient de y»~! dans le développement de I, ou, si on veut,
elle est égale &

(57) (—1)™ @TZ;{%T'

dm-21>
— .
dym=? . —o

Elle contiendra, comme on voit, les dérivées jusqu’a T'ordre n,—2z de f
et celles de V. Cette derniére fonction n’est déterminée qu’a des termes prés
contenant en facteur I"s—1; mais on voit que ces termes n’influent pas sur I'ex-
pression précédente.

La partie de la valeur uy qui correspond au terme

{J J U'fdxl dxz .o dxndz

se compose donc de P'intégrale nwle

nff---ffVodxl...dxn

étendue & lintérieur de I', et de I'expression (57), intégrale .n — 1%e étendue a
la surface de I'. Ces deux quantités ne contiennent, cette fois, aucune fonction
infinie, mais seulement les deux fonctions réguliéres V, pour 'une, V pour I’autre.

32, Nous avons, il est vrai, pris Uintégrale I, sur toute la partie de la

multiplicité I' =y comprise & Pintérieur du domaine 7', alors que nous aurions
dt exclure d’abord le voisinage immédiat du point O par une surface auxiliaire
=, puis tous calculs faits (c’est & dire aprés la dérivation indiquée par la for-
mule (37)) faire tendre Ja partie ainsi exclue vers zéro.

Mais on s’assure aisément que la partie de [y interceptée par = a une
dérivée n, — 2i¥me  déterminée pour y =o, laquelle‘tend vers zéro lorsque = tend
vers ce point O.
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33. Une évaluation toute semblable s’applique évidemment a I'intégrale

lff f(v——-i- Luv as'.

On aura, pour cette quantité, la valeur

du (HI 7y dn1—2 d?l,
ﬁ./U‘f(Vo‘_l’;+LuV)dS+2 ( —)2 ﬂ1—2 f +LuV)d8r
S

5

ol sy est l'intersection de S par la multiplicité "=y, et dsy, P'élément de s;
défini par la relation
(58) dsydl'=d8S.

Passons, enfin, au terme

(59) ”n---fufl—idS'r-,-[ fb?ideZ

Une méthode semblable lui sera encore applicable. Le nombre =, devra étre
f

1
y . d’U . , . m+5
changé en n, + 1, puisque I contient en dénominateur (I"—z2®) 2 et non n,—1%.

Dés lors, soit considérée Pintégrale
(60) lf—d ——~+ Uslogl' + -

(les termes remplacés par des points étant réguliers pour I' =o0): on aura

—— 1 n1—1 ”
(61) U fu@dS’ J qudS+ g\ d J~»-[Uudsr.
o

Or lintégrale (58) n’est autre que

d l, _d
‘vadz—a—(
143

F"VI + Vologl' +-- )
On a donc
av, av vdr ar
U0= ad»’ U = I‘d—-——(nl I)———~+V -1 E

Ce sont ces valeurs qu’il faudra reporter dans (61).
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34. Au premier abord, les expressions ainsi écrites présentent un inconvé-
nient que ne manifestaient pas les précédentes. Elles paraissent dépendre des
termes en I'~! de V, termes qui ne sont pas déterminés.

Il est aisé de vérifier que cette dépendance n’est qu’apparente.

Imaginons, en effet, qu’a partir de chaqué point de S', on porte, sur la
conormale, une longueur constante trés petite ». Désignons par 8, le lieu des
points ainsi obtenus et, en chacun d’eux, donnons & » la méme valeur qu’aun
point correspondant de §'.

Le terme (61) sera, dans ces conditions, la dérivée, par rapport & », de la

quantité
I f f uv'd8'
8,
et, par conséquent, sera égal &

a (. (—m d _dm=2 [
ﬂda/f fVoudS+zn(n‘_2)! Iy dyf'r‘;i___o)f fVudsr
SV

Sr”

ou S, est la trace de S§', sur I'espace E,; Sy Pintersection de S, par I"=y.
('élément ds; comme, plus haut d8, étant toujours celui qui correspond & » = o).

Cette expression est équivalente i la précédente; mais il est visible, cette
fois, que les termes en I~ de l’expression de ¥ n’y figurent pas.

lff d”'dsf

35. Le calcul du terme

. u.(_i_'v

compléte la solution du probléme. Nous avons P’énoncé suivant:

Soient pour n=2mn,:
V.V, les deux fonctions réguliéres qui figurent dans la solution fondamentale

vV

v="V,log I + Tl
de Déguation adjointe a la proposée;

r, T, 8, les domaines analogues & ceux qui ont été définis pour n impair; o,
la partie de la multiplicité T' =y (y étant une constante positive trés petite) comprise
& Vintérieur de T'; sy, Uintersection de cette méme multiplicité avec S,, les éléments
des multiplicités o, et sy étant définis par les égalités (56), (58).

Acta mathematica. 31. Imprimé le 19 mars 1908, 48
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La solution du probléme de Cauchy sera donnée par la formule,

izom_l o——ff ffV vda, ... dan + f J —Lu V)dS
62) 2 {(niz'j;:_z ff fdeul f fV—+LuV)dsr]

r dme I‘dV var o .
O dy"l_lf f — 1)L V,r 1]d87}7 .

Il est inutile d’ajouter que les dérivations sous les signes /... [ indiquées
dans cette formule se font par les régles classiques et ne donnent lieu & aucune
des difficultés rencontrées par M. d’ApHEMAR & propos de la formule de M.
VOLTERRA.

36. Pour n=2, n,=1, ¥V, est la fonction de RIEMANN. Tous les termes
en V disparaissent de la formule précédente, dont le dernier terme se réduit &
Vou. On retrouve alors la formule classique déduite de la méthode de RIEMANN.

Pour n=4, n,=2, un seul terme exigera une dérivation par rapport & y:

ce sera le terme g— f f (n—r1)u V;f dsy. Tous les autres seront directement

exprimés (sans différentiation) en fonction de valeurs de u et de Z:’ sur 8, ou
8, et des valeurs de f dans T ou sur I.

Pour I’équation du son, la solution fondamentale est v = V% (z ayant
-2

la signification classique). On a donc V=1, V,=o0. Il suffit de substituer les
expressions dans la formule (62) pour retrouver celle de KiRcHHOFF.
Pour Véquation des ondes amorties,
?u

addu——-, —

T ku=o0

la solution fondamentale se déduit de celle de 1’équation du son en multipliant
par une fonction de BEsseL. On retombe ainsi directement sur les résultats de
MM. BiRRELAND, CARVALLO, BRILLOUIN.

37. L’expression de l'inconnue cherchée est, on le voit, notablement dif-
férente de celle qui convenait au cas de n impair. Dans cette derniére, c’était
la solution fondamentale qui s’introduisait directement. Ici, la solution fonda-
mentale est encore a la base du calcul, mais parce qu'on lui emprunte les deux
fonctions ¥, et ¥V qui, seules, interviennent dans les opérations.
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D’autre part, 1a valeur de 'inconnue, pour » pair se présente sous la forme
d’une somme de deux intégrales, I'une étendue 3 l'intérieur du conoide carac-
téristique, et dont Télément contient en facteur les données elles-mémes multi-
pliées par des fonctions connues: la seconde étendue au conoide caractéristique
lui-mé&me, portant dans les mémes conditions sur les données et leurs dérivées
jusqu’a Uordre m,—2 (ou méme n,—1). Les intégrales ainsi écrites ne portent
d’ailleurs que sur des quantités finies, si les données sont réguliéres.

Dans le cas de » impair, nous avions une intégrale unique, portant sur les
données (sans dérivation) mais présentant le caractére paradoxal étudié précé-
demment et qui, par 14 méme, contient en quelque sorte, virtuellement une inté-
grale de frontiére.

Une telle expression doit, par conséquent, &tre considérée comme inter-
médiaire entre deux expressions de la catégorie précédente (les intégrales ordi-
naires rencontrées pour le cas de n pair) correspondant & deux valeurs consé-
cutives de n,.

On lui reconnaitra également ce caractére si 'on se place & un point de
vue que j’ai indiqué précédemment dans une Note présentée & I’Académie des
Bciences de Paris,! et qui est celui du calcul fonctionnel linéaire.

Considérons I'expression

(63) flp(n)g(n)dn + A,0(0) + 4,9(0) + -+ + ApPtm)(0)
0

ol g est une fonction donnée (finie), ¥ une fonction arbitraire; ¥/, ..., Ym) les
dérivées successives de ¥; 4,, ... des nombres donnés.
Si nous prenons
(64) Y =puflu(z—2)]
f ayant les propriétés indiquées dans la Note citée, et u croissant indéfiniment,
Pexpression (63) tendra vers une limite déterminée? pour o<z, <a. Il en sera
de méme pour x, —=o si la formule (63) se réduit & son premier terme. Dans le
cas contraire, cette expression augmentera en général, indéfiniment comme pm+1,
Traitons de méme l'intégrale

! tome 136, p. 351; 9 février 1903.
? Voir la Note citée.
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Par la substitution (64), pour x,= o0, on obtient (comparer n® 12) une quan-
tité sensiblement proportionnelle 4 u™*a.

Il est clair que le cas de nos intégrales multiples est tout semblable.

38. Enfin les formules précédentes nous fournissent une réponse a la
question suivante:

Pour quelles équations linéaires le principe de Huyghens est-il vrai?

ce principe de HuvGHENS étant pris au point de vue ol je m’étais placé
précédemment, je veux dire signifiant que lintégrale résiduelle est nulle; autrement
dit, que la solution s’exprime par une intégrale étendue au cOne caractéristique
Iui méme, et non & lintérieur de ce cone.

D’aprés ce qui précéde, la condition nécessatre et suffisante pour cela est
évidemment V,=o0. Les équations qui admettent le principe de HUYGHENS sont
donc celles dont la sclution fondamentale manque de terme logarithmique.
L’absence de ce terme exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les
ondes régies par ces équations ne diffusent pas.




