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BEITRAGE ZUR AUSDEHNUNG DER FUCHS'SCHEN THEORIE
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN AUF EIN SYSTEM
LINEARER PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

VON

I. HORN

in FREIBURG i. B.

In einer im zwolften Bande dieser Zeitschrift erschienenen Abhand-
lung dber ein System linearer partieller Differentialgleichungen beschaftigte
ich mich mit der functionentheoretischen Untersuchung der Integrale
eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen
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dessen Coefficienten @, b, ¢ rationale Functionen von z,y von solcher
Beschaffenheit sind, dass die drei Differentialgleichungen (1) drei linear
unabhingige Integrale gemein haben.! Es stellte sich damals schon her-
aus, dass die Integrale eines solchen Differentialgleichungensystems shn-
liche Eigenschaften besitzen, wie die von Herrn Fucas (Crelles Journal,
Bd. 66, 68 ff.) untersuchten Integrale einer gewohnlichen linearen homo-
genen Differentialgleichung; wenn sich auch meine fritheren Entwicklungen
nicht tber die Anfinge hinaus erstreckten, so ist daraus doch so viel

! Die hierzu erforderlichen Bedingungen sind kitnftig immer als erfiillt vorausgesetat,
auch wo es nicht besonders erwihnt wird.
Acta mathematica. 14. Imprimé le 18 avril 1891, 483
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zu ersehen, dass man die functionentheoretische Integration der Systeme
linearer partieller Differentialgleichungen mit einer endlichen Anzahl li-
near unabhangiger Integrale, sowie auch der damit im Zusammenhang
stehenden Systeme totaler linearer Differentialgleichungen von der Form

dzy == (@anz, + ... + 002,82 + (b2 + ... + D1m2m)3Y 5
(2)
dzm == (amlzl + LR + ammzm dx + (bmlzl + LR + bmmzm)dy

mit Aussicht auf Erfolg unternehmen kann.

In meiner Habilitationsschrift ' habe ich die Acta mathematica,
Bd. 12, begonnenen Untersuchungen weiter gefithrt; ich will hier einige
Entwicklungen, welche als Erganzung der fritheren in dieser Zcitschrift
erschienenen Abhandlung dienen konnen, auszugsweise mittheilen, wihrend
ich hinsichtlich der genaueren Ausfuhrung, sowie hinsichtlich anderer
Fragen, auf die erwahnte Schrift verweise.

Im dritten Abschnitt der fritheren Arbeit habe ich das Differential-
gleichungensystem

3% 3z 9z
¢2£§=AOZ+¢‘4]5;+¢A7@,
9% 9z 3z
2 — “* LB 2
(3) ¢ 229y - I;Oz + ¢B1 2z + S,,B? ay’
3%z 3z 9z
277 — ~ — (]
g& 9!/1 Coz + 901 o + 9/6? By
behandelt, dessen Coefficienten 4, B, C in der Umgebung der Stelle
(a, ) des singuliren Gebildes ¢ =0 — ¢{x,y) ist eine irreductible ganze
Function — in Potenzreihen entwickelbar sind; dieses System besitzt die

Eigenschaft, dass sich seine saimmtlichen Integrale an dem singuliren Ge-
bilde ¢ = o regular verhalten, es ist aber nicht das allgemeinste System,
welchem diese Eigenschaft zukommt. Wenn wir der Kirze halber ein
solches Differentialgleichungensystem regulir an dem singularen Gebilde
¢ = O nennen, so bietet sich die Aufgabe dar, das allgemeinste reguldre
System (1) aufzusuchen. Man kann demselben jedenfalls die Forin

U Uber Systeme linearer Differentialgleichungen mit mehreren Verdnderlichen.  Habi-
litationsschrift der Universitit Freiburg i. B. Berlin, Mayer & Miiler, 1890.
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geben, worin die Coefficienten 4, B, C Potenzreihen von z —a,y — b
sind, welche nicht sammtlich durch ¢ theilbar sind, wihrend /4 eine ganze
positive Zahl darstellt. Die Grossen
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genligen einem System totaler Differentialgleichungen
ez, = (A,2,+ 4,,2,+ A,,2,)dx + (B2, + B,,2, + B,,2,)dy,
(5) ¢"t'de, = (A,,8,+ 4,2+ A,,2,)dx + (B,,2,+ B,,2,+ B,,2,)dy,
"z, = (A,,2,+ A, 2, + 4,,2,)dx + (B,,2, + B, 2, + B,,2,)dy,

dessen Coefficienten die Werthe
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haben und folglich Potenzreihen von # — @,y — b sind. Das Differen-
tialgleichungensystem (5) besitzt unter Voraussetzung der Regularitit ein
Fundamentalsystem

0 __ _ p0 0 0 __ g0 0 __ _pbs0
2 = " {y, =o' &, 7 = o' §,
’ " ! g ’ ! g
Z =" &, n=e" &, 2 =¢" ),
1o ap e o o 2y o "y
By = Q" & z' = ", 2 = ¢"{

von solcher Beschaffenheit, dass bei geeigneter Bestimmung der Expo-
nenten p°, p’, p”’ weder simmtliche ¢ einer Reihe noch sammtliche ¢ einer
Colonne durch ¢ theilbar sind. Setzt man in (5)

2y = "% 2z = ¢'{, 2, = ¢"¢
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so folgt aus den Differentialgleichungen fiir { nach einigen a. a. O. aus-
gefuhrten Betrachtungen, dass alle aus den Grossen
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gebildeten Determinanten zweiten Grades durch ¢" theilbar sind. Man
kann daher drei ganze Functionen x, 1, # so bestimmen, dass die durch
die Gleichungen

pd— A, =¢'4,, xd,,—pd, = ¢"4], M, — x4, = ¢"4]"

pdy— A4, = "4, XAy, — pdy = o' 43, Ay — x4, = "4,
(3)

pB,,—4B,,=¢"B,, xB,,—pB,,= ¢'Bi, AB,,— xB,,= ¢"BY’,

pBy,—AB,,= ¢"B,, xBy,— pB, = ¢"B;, AB,,— 2B, = ¢"B}

21 22

neu definirten Grossen in Potenzreihen von z — a,y — b entwickelbar
gind. Fur
% + lzl + 12,

Yy = %y v, =24, v o

2

erhalt man ein Differentialgleichungensystem
d/UO = ( ,UO + 01 l + Oﬁ 2)dx + (QOOUO + val + QO?’U?)dJ’

(9) ¢d?}l ( 10 0 + 11 1 + 'P ?72)(Zx + <QIO 0 ll 1 + Ql‘l i)dj’

fpdv? ( 20 0 + P?l 1 + 22 ﬂ)dx + (QQO/UO + Qﬂlvl + Q22 ?)dy’

dessen Coefficienten P, ¢ einfache Verbindungen der 4, B sind, und
zwar ergeben sich ' die Coefficienten der beiden ersten Zeilen als Potenz-
rethen von #-—a,y — b, wahrend man for P, , P,,, P,,; @,,, @515 @3

Ausdriicke von der Form 2 — (;;. Y=Y erhalt. Eine weitere Betrachtung,

' Da 4, p nicht beide durch ¢ theilbar sein konnen, so setzen wir g als nicht
durch ¢ theilbar voraus.
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die wir wieder unterdriicken wollen, ergiebt, dass unter den gemachten
Voraussetzungen auch simmtliche Coefficienten der letzten Differential-
gleichung (9) Potenzreihen sein miissen. Mit Ricksicht auf die Ausdriicke
fur diese Coefficienten findet man, dass auch die durch die Gleichungen

AAIO + /“Azo = ftho’ )“Blo + /‘Bzo = 50hMo’
(IO) Ay, +pd,, = ¢hL1’ AB,, + pB,, = SphMl’
A, + pd,, = ¢"L,, AB,, + pB,, = 50"M2,

9
M, +pd;, =pL, — AL, = "L — x(pd,, —24,,) + ¢ ()LGL;——;LM)

— )

My pdy = 2L, — 2Ly = gL' — x( 4, —24,,) + p(x 5 — 12),
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AB, +nB, =pM, —IM, ="M —x(pB,,—AB,,)+ ¢(2 = 2 / aq/
ABy + pB; = xM,—pM, = ¢"M' —x(xB,, (/t o )
77 144 17 a”
AB}' 4 pBy =AM, — xM, = " M"' — x(AB,, — 01)+¢<7—-—xa—;)
definirten Grossen L, M,,...; L, M, ... in Potenzreihen von x — a,y —b

entwickelbar sind. Sind nun aber die durch (8), (10), (11) definirten
Functionen in Potenzreihen entwickelbar, so sind es auch die Coefficienten
sammtlicher Gleichungen (9), das System (9) ist an dem singularen Ge-
bilde ¢ = o regular, und folglich auch das System (5).

Wollen wir nun aus den far die Regularitat des Systems (5) ge-
fundenen Bedingungen die Regularitatsbedingungen des Systems (4) ab-
leiten, so haben wir zwei Falle zu unterscheiden:

I. die Grossen

4, , 4,
(12) B, , B,

¢, C,
sind nicht sammtlich durch ¢ theilbar;
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IL alle Potenzreihen (12) sind durch ¢ theilbar, wahrend 4,, B,, C,
nicht gleichzeitig durch ¢ theilbar sind.

Im Falle I. setzen wir in die Regularitatsbedingungen (8), (10), (11)
die Ausdriicke (6) ein und andern die Bezeichnung etwas ab; namentlich
ersetzen wir x durch x¢. Im Falle II. sind alle Coefficienten der beiden
letzten Differentialgleichungen (5) durch ¢ theilbar, so dass der Exponent
h um 1 erniedrigt werden kann; ersetzen wir 4,, 4,; B,, B,; C,, C,
bezw. durch ¢4, , ¢Ad,; ¢B,, ¢B,; ¢C,, ¢C,, so geht in diesem Falle das
System (5) tber in

3 3
edz, = (—a—fzo + z1>dx + (—a—:zo + z2>dy,
o"dz, = (A2, + A 2, + 4,2,)dx + (B,z, + Bz, + B,z,)dy,
’thzﬂ = (BOZO + BIZI + Bﬂzﬂ)d‘” + (COZO + Clzl + Cﬂzﬂ)dy’

woftr wir in der oben angegebenen Weise die Regularitatsbedingungen

bilden.

Jedes regulire System (1) hat eine der beiden folgenden Formen:

w1 22 % %
L -~ =A,z+ 4, 325+A“, 2y’

13 N % p ¥
(13) ¢ way Byz+ B, 5, + B, ay’
9% oz oz

At 97 y 9% y 92,

S‘/ dy’ Coz + 1 o + (/2 ay’

die Coefficienten A, B, C sind in der Umgebung der Stellen (a, b) des
singuliren Gebildes ¢ = o Potenzreihen; keine der Grissen (12) ist durch
¢ theilbar; es lassen sich ganze Functionen x, ), p so bestimmen, dass alle
durch die Gleichungen

pd,—2d, = ¢"A,  xd,—pd, =g, M, —xd, =AY
(14) pB, —AB,=¢"B, xB,—pB,=¢"'B, B —xB =¢" B’
pC, —1C, = ¢"C, xC, —pC, = ¢"'C", A0, —xC, = p"'C",
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A4, + pB, = ¢hLo’ AB, + ruco = ¢"Mo’
(15) id, + pB, = ¢"L, AB, 4+ pC, = "M,
A, + pB, = ¢"L,, AB, + pC, = ¢"M,,

M 4 pB = pL, — AL, = ¢"L + go( ,ua—g—a — 7,u>
A4 4+ pB R O
———— = L, — uL " 'L +p</1ax-—73a)

4" + pB”

AB A4 pC =pM, — AM, = ¢"M + ¢
)\_B;;{-—_w =S ;{M2 —_-luMo == I(p"'—l]‘[' + ¢ 1
ZB' 4 pC” 2

definirten Functionen Potenzreihen von « —a ,y — b sind;
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= ALy — xL, = ¢"'L" + 50(}'3)£ )\s-;-{— X2>s
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die Coefficienten 4 , K, C sind Potenzreiken von z—a,y—b; 4,, B,, C,
sind nicht simmtlich durch ¢ theilbar; es ewistiren drei ganze Ifunctwnen
x, A, p von Solcher Beschaffenheit, dass simmtliche durch die Gleichungen

pd, — A, = "4, x4, —pdA =" 7'4’, Ad,—=xd, = ¢"'4",

(18) uB, —AB, = ¢"'B, xB, —uB, = ¢" B, AB, — xB, = ¢"'B",

pC, — A0, = ¢*'C, 20y —pCy =" 7C, AC, — 20 = "',
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A, + pB, = ?I‘HI’M AB, + pnC, = ¢h‘1Mo’
(19) My pBy = 7L, 3By 4 pC = ¢ M,
: +uB, = ¢ 'L, AB, 4 pC, = ¢ 'M,,

s _ 3 04
M+ pB =ply — 2L, = 'L+ 9’(*5%*#53)“*/1,
’ Dy _ , ox a}l Bg/f‘
M A pB = 2T, —pLy = ¢ ¢ (p e — 2 L) =,
’” . — ’” 31 .9 ]
A"+ pB" = AL, — »xL, = ¢"'L"+ ¢<7—£ A—D + x4 z/\,:f,

(20)

3B + pC = pM,— AM, ="M + 9»(/1}; ,f%) + 22,
Y 8l h—1 ’ ox 3!1 2 9?
AB' 4+ pC = xM,— pM =" 'M +g:</1—l—za~l/>-—~z — g
;/ wr __ — PN B ¥ 7 . a_)___ \3_}! ?i"
AB" 4 pC" = JM,— xM, = "M 4 ¢ <7ay ,.ay> + 0

definirten Functionen in Potenzreihen entwickelbar sind.
- Die Systeme 1. und 1I. sind unter den angegebenen Dedingungen wirk-
lich reguldr.

Wir wollen die Falle I. und II. als Systeme erster und zweiter
Gattung bezeichnen. Wir sehen nun auch, dass das frither behandelte
System (3) das einfachste System II. Gattung ist, welches dem Werte
h =1 entspricht; die Bedingungen (18), (19), (20) sind in diesem beson-
deren Falle von selbst erfullt. Das zu dem Werthe 2 -~ 1 gehorige System
I. Gattung hat die Form
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sowohl die Coefficienten 4, B, C als auch sammtliche in den Gleichungen’
4,2 4+ A = p4d,
B2+ B2 —¢B,
G am .t 0 350 = ¢0,

A2 _ 22=¢L0, B Ca—¢=gpM

o5y 022 03y 09z o
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A, 5 — 252,3:901‘27 B?@'—Ozgx‘:pra’

? 2
A B — law+ L,ay oL,
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enthaltenen Grossen sind Potenzreihen.

Will man die Form der Integrale der Systeme 1. und 11. genauer unter-
suchen, so beachtet man, dass dieselben in Systeme von der Form (9),
welche Potenzreihen zu Coefficienten haben, tubergefiubrt werden konnen.
Zu den im zweiten Abschnitt der fritheren Arbeit tiber totale Differential-
gleichungensysteme enthaltenen Entwicklungen ist eine wichtige Erginzung
hinzuzufiigen. Ist p der Exponent einer reguliren Losung

4y = fopq)’ 4 = fppg;a g = ¢p¢;

! Diese Gleichungen folgen aus (14), (15), (16) mit Riicksicht auf die fir Systeme
I. Gattung stets geltende Beziehung

19’0 + —;i—o mod ¢*.

Acta mathematiea. 14. Imprimé le 21 avril 1891, 44
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des Systems der Differentialgleichungen
¢dz0 = (AO 0 zO + AO 1 Zl + 'AO 229) dx + (BO 0 ZO + BO 1 Zl + BO 222) dy )
(23) gpdzl = (AIOZO + Allzl + Al ?22) dx + (BIOZO + Bllzl + Bl ?zQ) dy’
¢d22 == (A?()zo + A?lzl + A??z?)dx + (B?OZO + B?lzl + B??z‘l)dy’

deren Coefficienten Potenzreihen von z — a, y — b sind, so sieht man aus
den Differentialgleichungen fur ¢, dass alle aus je drei der sechs Zeilen

%
Aoo —pﬁ ’ on ’ Aow

4, y A, —-—pz—;:i , 4,,,

4, ) A, 4,, — p.z—f,
2
(24) 5 '—Pz—;: B . B,

B,, » B, ——-p:—:’ ’ 129

B, , B, B,—p}

gebildeten Determinanten durch ¢ theilbar sein miissen. Es sind nun
drei Falle zu unterscheiden, je nachdem simmtliche aus (24) gebildeten
Congruenzen drei Wurzeln p (verschiedene oder zusammenfallende), zwei
Wurzeln p oder nur eine Wurzel p gemein haben, oder, was dasselbe
ist, je nachdem alle Elemente oder alle Determinanten zweiten Grades
oder nur die Determinante dritten Grades des Systems

A % d¢ A4 d¢p B 3¢ A d¢ B (%

ooﬁ 00 5, 01@_" 01 5, O?By— 02 54

¢ (4 % % (a4 %9
(25) Alog—y_'_'Blo'a_;’ Au E—B”Bw 4,--—B

4. % _p % 4.%__p % 4..%__p %

205 20 5, ° 215_ 21 5, ""—3?_ 22 54

durch ¢ theilbar ist. Hiernach unterscheiden wir Systeme (23) von der
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ersten, zweiten und dritten Art. Die gewthnliche Form eines Fundamen-
talsystems ist in den drei Fillen bezw.

0
a) 2 = ¢"{, b) 2 = "¢, c) & = ¢"{’,
(26) 2 = ¢, 2 = o/, 2, = P&, =012

"o " aery 1" P2 o 1
& = "¢’ L 5 = ¢n¢’,

r

wobei &, ', {’ Potenzreihen von z — a, y — b sind.’

Um wber die Form der Integrale der aufgestellten regularen par-
tiellen Systeme Aufschluss zu erhalten, .denken wir uns dieselben in der
oben angegebenen Weise in totale Systeme (9) itbergefithrt; wir finden so,
dass das System (9) von der ersten oder zweiten Art ist, wenn es aus
einem partiellen System I. Gattung, von der zweiten oder dritten’® Art,
wenn es aus einem partiellen System II. Gattung fur A= 1, und von der
dritten Art, wenn es aus einem partiellen System II. Gattung fir b > 1
hervorgeht. Aus der Beschaffenheit des totalen Systems (g) folgt aber
die Form der Integrale des reguliren partiellen Systems; die betreffenden
Satze kann man so aussprechen, dass das beim Beweise benutzte System
(9) in ihrem Awusdruck nicht mehr vorkommt.

Es sind somit alle an dem singuliren Gebilde ¢ = o reguliren Sy-
steme linearer partieller Differentialgleichungen von der Form (1) auf-
gestellt, und man kennt die Form ihrer Integrale in der Umgebung
solcher Stellen des singuliren Gebildes ¢ = o, durch welche nicht noch
andere singulire Gebilde gehen.®

Rehbach (Hessen), 15. November 188g.

' A, a. 0. ist die Form der Integrale in allen Fillen untersucht. Unter anderm
ergiebt sich, dass bei einem System der dritten Art nie Logarithmen in den Integralen
auftreten, wihrend bei der zweiten Art log ¢ hochstens in der ersten Potenz, bei der
ersten Art moglicherweise auch in der zweiten Potenz vorkommen kann.

* In meiner Arbeit Acta mathematica, Bd. 12, muss niamlich der . 156 unten
beginnende Absatz unterdriickt werden.

® Im letzten Paragraphen meiner Habilitationsschrift finden sich noch einige Er-
orterungen fiber die Form der Integrale in der Umgebung der Schrittstellen zweier sin-
gulirer Gebilde.




