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BESTIMMUNG EINER KLASSE
VON BERUHRUNGSTRANSFORMATIONSGRUPPEN

DES DREIFACH AUSGEDEHNTEN RAUMES

VON

GEORG SCHEFFERS

in LEIPZIG.

In der Lig’schen Theorie der continuierlichen Transformationsgruppen
spielen die sogenannten Berilrungstransformationen eine Ausserst wichtige
Rolle, namentlich auch wegen ihrer fundamentalen Bedeutung fur die
Integrationstheorie der “partiellen Differentialgleichungen. Fiur ihre An-
wendung ist es von ganz besonderem Vorteil, alle Gruppen von Berithrungs-
transformationen auf typische Formen zuriickgefihrt zu haben. Bisher
ist dieses Problem fiir die zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit zum Ab-
schlusse gebracht worden, indem Sornus Lit zeigte, dass alle endlichen
continuierlichen Gruppen von Berithrungstransformationen der Ebene, wel-
che sich nicht auf blosse Punkttransformationsgruppen reducieren lassen,
durch drei gewisse typische Formen dargestellt werden. Es steht zu er-
warten, dass es im Raume von drei Dimensionen weit mehr Typen solcher
Gruppen geben wird, und daher ist es zweckmissig, das betreffende Pro-
blem fiir den Raum nur schrittweise, in mehreren Einzelproblemen, in
Angriff zu nehmen.

Herr Professor Lie veranlasste mich, zunichst eines dieser Kinzel-
probleme zu behandeln. Die vorliegende Arbeit giebt die Losung des-
selben. - Es ist meine Pflicht, an dieser Stelle hervorzuheben, dass ich
Herrn Prof. Lie zum grossten Danke verpflichtet bin fur die mannigfache
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Unterstiitzung, die er meinen Untersuchungen gewahrte. Meine Arbeit
verdankt ihm ausser der Anleitung mehrere wertvolle Gesichtspunkte,
durch die erst die Moglichkeit zu ihrer Durchfilhrung gegeben warde.
Diese im wesentlichen von Lie herrithrenden Betrachtungen haben
in der Einleitung ihren Platz gefunden. Eine andere Lig’sche Betrachtung
ist an einer spateren Stelle wiedergegeben worden. Des besseren Ver-
standnisses halber sehe ich mich veranlasst, in der Einleitung auch die
fundamentalen Formeln fiir Berahrungstransformationen des Raumes kurz
zusammenzustellen.”  Was endlich die allgemeinen Begrifte und Sitze tiber
Transformationsgruppen uberhaupt anlangt, welche im folgenden fort-
wihrend verwendet werden, so muss ich zu ihrer Begrindung auf den
kirzlich erschienenen 1. Abschnitt des Lir'schen Lehrbuches® verweisen.

Einleitung.

A. Bezeichnen x|, x,, x, Cartesische Punktcoordinaten in einem drei-
fach ausgedehnten Raume — dem R, —. so wird eine durch den Punkt
(z,,,,x,) gehende Ebene, deren laufende Punktcoordinaten etwa X, X, , X,
sind, analytisch dargestellt durch ecine Gleichung won der Form

z;;}h-(X;v —r,) == 0.

Mithin lassen sich » ,2,, 25 p, p,, p, als Coordinaten des durch diese
Ebene im Punkte (x|, x,, x,) bestimmnten Flichenelementes auffassen. Dabei
ist zu beachten, dass p , p,, p, homogene Bestimmungsstiicke vorstellen.

! Professor LiE's wichtigste Untersuchungen iiber Berithrungstransformationen und
Gruppen von Beriihrungstransformationen sind in den folgenden Arbeiten auscinandergesetzt:
Analytische Theorie der Berithrungstrausformationen, Gesellsch. d. Wissensch, zu Christiania
1873; Begriindung einer Invariantentheorie der DBerithrungstransformationen, Math. Ann.
Bd. 8, 1874; Géttinger Nachrichten Decbr, 1874; Archiv for Mathematik og Naturviden-
skab 1878 u. 1879,

* Soprus Lir, Theorie der Transformationsgruppen. Erster Abschnitt, unter Mit-
wirkung von Dr. F. ENGEL bearbeitet. Leipzig, Teubner 1888,
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Die Bedingung dafar, dass das Flachenelement (z,, p,) mit dem ihm
unendlich benachbarten Elemente (z, + dz,, p; 4+ dp,) vereinigt liege, d. h.
der Punkt des einen Elementes auf dem anderen gelegen sei, driickt sich
durch die Gleichung aus:

3

(I) ;kpkdxk = 0.

Eine Transformation der Fliachenelemente, welche vereinigt liegende Ele-
mente in ebensolche tberfuhrt, d. h. eine sogenannte Berihrungstrans-
formation des R, muss also die Gleichung (1) invariant lassen.

Es sei

S F |« of
BfEZkEk(m,p)az-l-ka(w,P)ap—k

eine infinitesimale Beruhrungstransformation des R,. Vermoge derselben
muss die linke Seite der Gleichung (1) ein Increment erhalten, das ein
blosses Vielfaches dieser linken Seite ist, d. h. es muss sein

3 3
B <§kpk dxk> =p. Zl:kpk dx,,

wo p eine Function der z, p bedeutet, die aber = o angenommen werden
darf; d. h.
3

3
&, _ 3 __
(2) zl:kpk I + m=o, zl:kp,‘@ =o. (=1,29)
Wenn umgekehrt die & und =z, diese 6 Relationen identisch erfiillen,
so ist auch Bf eine infinitesimale Beruhrungstransformation des E,.
Die Gleichungen (2) erfullt man in allgemeinster Weise dadurch,

dass man

o °H

g = e —— (k=1,2,3)
(3) &= 02’ T = o7; :

setzt, wo H eine hinsichtlich p, , p,, p, von der ersten Ordnung homogene,
sonst aber beliebige Function der z, p bedeutet.! Die allgemeine Form einer
infinitesimalen Bertihrungstransformation in den Variabeln «, p ist daher:

@ b=y (EL L) = ),

9pk E)wk 9.23‘: a_pk

' Vgl. Liw, Begrindung einer Invarianten-Theorie der Berihrungstransformalionen.
Math. Annalen, Bd. 8, p. 239, 240.
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wenn namlich unter (wv) allgemein der Ausdruck

3
. du v du v
(s) @)= (e )

verstanden wird.!

H ist die sogenannte characteristische Function der Bertihrungstrans-
formation Bf.

Man kann nun durch blosse Ausrechnung folgenden Satz verificieren:

(6) Besitzen die infinitesimalen Bertthrungstransformationen B,f
und B,f in den Variabeln z, p die characteristischen Functionen
H, resp. H,, so besitzt die durch Klammeroperation entstehende
infinitesimale Bertihrungstransformation

(Ble) = Bl(Baf) - Be(Blf)
die characteristische Function

3

N~ (%H,3H, 9H,?H,
(EHz)zzlzk(m s 91»:)'

Statt der drei homogenen Variabeln p, , p,, p, konnen wir auch nichi-

homogene, — y, ,y, —, anwenden, indem wir etwa setzen
», Ps
y -_— = y _ Lt
! P’ : Ps

Dabei empfiehlt es sich, die hierdurch entstehende Unsymmetrie auch in
den Variabeln z,, z,, 2, zum Ausdruck zu bringen; wir schreiben z statt z,.
Wir geben kurz die den obigen entsprechenden Formeln in den Coor-
dinaten z,,2,,2,y,,¥, an, da wir sie im folgenden gebrauchen werden:
Anstelle der Bedingung (1) fiir die vereinigte Lage zweier Flachen-
elemente tritt die Bedingung

(') dz — y,dz, — y,dz, = o.

! Nicht zu verwechseln mit der Operation (AB) zwischen 2 infinitesimalen Trans-
formationen Af und Bf.
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Die infinitesimale Transformation
- 3 2 ) 2
Bf=t g + b5k + G+ mge + st

stellt eine Berithrungstransformation in den Variabeln z,,7,,2,y,,9,
dann und nur dann dar, wenn

_w W aw
(3) “SEe MET e Tl
3’ (k=1,2)
. ow oW
=T Vg, Ty,

ist, wo W irgend eine Function von z,, %,, 2, ¥, , ¥, bezeichnet. W moge
die characteristische Function der Berithrungstransformation Bf in den
Veranderlichen #,, z,, 2, ¥, , y, heissen. Nach (3') ist

(4) Bf={Wf—ror,

wenn allgemein

5) =g sy faa et e )

gesetzt wird. Anstelle des Satzes (6) endlich tritt hier der folgende Satz:

(6 Besitzen die infinitesimalen Berthrungstransformationen B,f
und B,f des R, geschrieben in den Variabeln z,, #,, 2, ¥,, y,,
die characteristischen Functionen W, resp. W,, so besitzt die
durch Klammeroperation entstehende infinitesimale Beruhrungs-
transformation

(Bsz) = Bx(an) - Ba(Blf)

die characteristische Function {W, W, ).
Noch sei Eines hervorgehoben: Besitzt eine infinitesimale Berithrungs-
transformation in den Variabeln z, p die characteristische Function H
und ist W die characteristische Function der durch Einfuhrung der Ver-
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anderlichen =z, , @,, 2, ¥, , ¥, aus ihr hervorgehenden Bertihrungstransforma-
tion, so besteht die leicht zu verificierende Relation

(7) H=—pW.

Wir werden spiterhin uns fast ausschliesslich auf die Benutzung der
Veranderlichen «,,%,,7,y,,y,, die wir kurz als die nichthomogenen be-
zeichnen, beschranken. Auch werden wir sowohl beim Gebrauch der
homogenen wie bei dem der nicht-homogenen Coordinaten gelegentlich
eine infinitesimale Bertthrungstransformation mit der characteristischen
Function % einfach als die Transformation (u) bezeichnen.

B. Der Raum enthalt co® Flachenelemente. Eine continuierliche
Schar. von co? Flichenelementen des B,, von denen ein jedes mit allen
infinitesimal benachbarten der Schar vereinigt liegt, heisst bekanntlich
ein Verein von Fldchenelementen.

Eine Gruppe von Berithrungstransformationen des E, ist nun dann
und nur dann reducibel, d. h. vermodge einer Beriihrungstransformation in
eine Gruppe von blossen Punkttransformationen tberfuhrbar, wenn sich
die co® Flachenelemente des B, in oco® Vereine anordnen lassen, deren
Inbegriff bei der Gruppe invariant bleibt, wihrend die einzelnen Vercine
unter einander vertauscht werden konnen. Ist namlich diese Anordpung
moglich, so kann man durch eine Bertihrungstransformation die co® Ver-
eine in diejenigen co® Vereine des R, uberfihren, deren jeder aus allen
Flachenelementen besteht, die einen und denselben Punkt gemein haben.

Denn eine Zerlegung der Gesamtheit der oco® Flachenelemente des

R, in co® Vereine wird — in den homogenen Coordinaten z, p — durch
drei Gleichungen

(8) Xi<x1 I 1"7 ) xs ’ pl ’ p2 ’ pd) = ci (1=1,2,8)

vermittelt, in denen X,, X,, X, von einander unabhangige nur die Ver-
hiltnisse der p enthaltende Functionen der z,p und die ¢ willkirliche
Constanten bedeuten; derart, dass diese Gleichungen, wenn in ihnen fur
¢, C,, ¢, bestimmte Zahlenwerte gesetzt werden, jedesmal die co? Flachen-
elemente eines der co® Vereine darstellen, Dies thun sie aber dann und
nur dann, wenn sie die Bedingung (1) der vereinigten Lage nach sich
ziehen, d. h. (da dies fur alle Wertetripel ¢, ¢,, ¢, gelten soll) wenn es
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noch drei Functionen P,, P,, P, der z,p giebt von der Beschaffenheit,
dass

(9) pdx, + p,dz, + p,dz, = PdX, 4 P,dX, + P,dX,

wird. Die Gleichungen
(10) x, = X, =P *=1,2,%)

bestimmen hiernach eine Berthrungstransformation der z, p in die &', p'.
Denn dass sie umgekebrt nach den z,p auflosbar sind, lasst sich all-
gemein beweisen, ebenso wie man zeigen kann, dass die Forderung (9)
bei noch unbekannten P,, P,, P, immer in allgemeinster Weise durch
drei beliebige von einander unabhingige Functionen X , X,, X, von

T,y Ty, Xy %, Ps erfallt werden, fur welche nur jedes (X, X,) = o sein muss;

s Ps
die P bestimmen sich dann nachtraglich aus den X.

Die Bertthrungstransformation (10) fihrt nun jeden der durch (8)
bestimmten oco® Vereine (¢, ¢,, ¢,) in einen Verein iiber, dessen Elemente
samtlich einen Punkt (z] = ¢, 25 = ¢,, 2} = ¢;) gemein haben. Wenn
also eine Gruppe von Beruhrungstransformationen die Schar (8) von oo’
Vereinen invariant lassen soll, so muss nach Einfuhrung der neuen Vari-
abeln #, p’ bei der Gruppe die Schar der co® Punkte des B, unter sich
transformiert werden, d. h. die Gruppe wird zu einer Gruppe von blossen
Punkttransformationen.

Da sich diese Betrachtung mit Leichtigkeit auch umkehren lisst, so
ergiebt sich folgendes

Criterium der Irreducibilitdt:

Eine Gruppe von Bertthrungstransformationen des E; in den
homogenen Variabeln z, p ist dann und nur dann irreducibel,
wenn es keine drei von einander unabhiingige Functionen X, X, X,

b,

von &, , &,, 933,1—0—,5—]?- giebt von der Art, dass jedes
3 3

(X.X)=o0

* Dass die Functionen X;, P, welche die Gleichung (9) erfiillen, von einander un-
abhiingig sind, ist aus der Theorie des PrAFrschen Problems bekannt; cine einfache direkte
Begriindung dieses Satzes findet sich bei A. MAYER, Direkte Begriindung der Theorie der
Beriihrungstransformationen. Math. Anpalen, Bd. 8, p. 304 f.
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ist und tiberdies das Gleichungensystem
X, = Const., X, = Const., X, = Const.

bei den Transformationen der Gruppe invariant bleibt, d. h. die
X durch Ausfihrung der Transformationen der Gruppe immer
wieder in Functionen der X allein ithergehen.
In nicht-homogenen Variabeln lautet der Satz so:
Eine Gruppe von Berihrungstransformationen des R, in
T, ,%,,%,Y,,Y, ist dann und nur dann irreducibel, wenn es
keine drei von einander unabhangige Functionen X, , X,, Z von
T, %,,2,Y,,Y, giebt von der Art, dass

[X,X,]=o, X, Z]=o, [X,Z]=o0

ist und uberdies X,, X,, Z durch Ausfuhrung der Transforma-
tionen der Gruppe immer wieder in blosse Functionen von
X , X,, Z ubergehen.

Hierin bezeichnet das Symbol [uv] allgemein den Ausdruck

_ 2u v } .
(11) [uv]:@:a—x;————ﬂ-{-——a——m—

sodass also nach (5’) insbesondere
v o

(12) {uv}:—[m)]—ug—kv;—

oz

ist.

C. Ein Hauptmittel zur Vereinfachung von Gruppen besteht in der
Einfithrung newer Variabeln durch eine endliche Transformation, hier natiir-
lich durch eine Bertthrungstransformation. Wir schicken daher auch einige
Bemerkungen hiertiber voraus.

Bei einer derartigen Einfihrung neuer Variabeln findet ein wohl zu
beachtender Unterschied statt zwischen der homogenen und der nicht-
homogenen Darstellung der Transformationen.

Ist namlich zunachst H die characteristische Function einer in den
Veranderlichen 2, p geschriebenen infinjtesimalen Berthrungstransforma-
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tion, so hat letztere selbst' nach (4) das Symbol (Hf). Wenn wir nun
vermdge irgend einer endlichen Berithrungstransformation

T, = “;(xl sy Xas Lgy Pry Pas ps)
(1 3) (k=1,2,2)

p/c:pl’:(xl’xz;xs’pupz’p:s)

die neuen Verinderlichen ', p’ anstelle der z, p einfuhren, so geht dadurch
die infinitesimale Transformation (Hf) tiber in

ii{(ﬂw:) . ) .

1 Zi opi
Hier ist nach (5):

wo wieder
0H _ <9H’ d, n oH' ap;) “i <3H ax, )i ap;>
apa T e\ 3 op;, 3p, op, ’ dey = T d, Oz, ap; ox;

ist, wenn wir die Function H, nachdem in ihr die Substitution (13) ge-
macht ist, durch H’ bezeichnen. Da (13) eine Berthrungstransformation
darstellt, so ist ferner nach einem bekannten allgemeinen Satze® jedes

(x,@) = (p;pi) = 0, A= (z1p)=o, (mix;)=1.
Mithin wird:

ol ) ol
(H”)Ea (HP-)E—-Q’T,
P

i
i

sodass also die Bertihrungstransformation (Hf), geschrieben in den accen-
tuierten Variabeln, die Form annimmt:

Z <aH'i;i ol af)

pi % dx 3pi)

In den neuen Variabeln hat sie mithin H’ zur characteristischen Function.
Dies Ergebnis konnen wir so aussprechen: Der Begriff der charac-

teristischen Function einer infinitesimalen Bertthrungstransformation in den

' Vgl. Lig, a. a. O. p. 236, oder auch MAYER, a. a. O. p. 308.
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homogenen Variabeln z, p verhalt sich der Einfothrung neuer homogener
Variabeln vermoge einer Beruthrungstransformation gegeniiber invariant.

Dies gilt nun durchaus nicht mehr stets bei der Benutzung der nicht-
homogenen Veranderlichen #,,,,2,y,,y,. Aus der obigen infinitesi-
malen Bertthrungstransformation (Hf) gehe namlich durch Einfuhrung der
nicht-homogenen Variabeln

P
7=z p=—D, y=—1t

(r4) T, =2, L,=7T P, P,

99
etwa die infinitesimale Bertthrungstransformation mit der characteristischen
Function W hervor. Nach (7) ist dann

H= —p W

eine blosse Folge von (14). Wenn wir nun die den Gleichungen (13)
entsprechenden Formeln in nicht-homogenen Variabeln

’
]x1=x;(xux2’z’y17y2)r

, ?/1:"?/;(331,%,5’?/1;?/2)
(Is) l"”? = w‘z(xn xwz,?/n.%)y

y;:y;(x17x2yz;yl7y2>
7= Z’(wu xwz)yl;y‘z)a

benutzen, um die accentuierten Variabeln in die infinitesimale Trans-
formation (W) einzufithren, so geht diese tiber in eine Beriihrungstrans-
formation, welche in den «/, 2, ¥ die characteristische Function & besitze.
Die dieser entsprechende Berithrungstransformation in homogenen Ver-
anderlichen «, p’ hat nach dem obigen die characteristische Function I,
und es ist nach (7):

H = — p Q.
Vorher hatten wir:

H=—p W

und mithin zeigt sich, dass vermdge unserer Substitutionen

(16) e=Lw

Ps
sein muss. Der Factor 22 hat eine besondere Bedeutung. Bei der Be-

Ps
rithrungstransformation (15) ist nimlich etwa

de' — yiduw; — y,dw, = p(dz — y,dx, — y,dx,),
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wahrend wir bei (13) haben:

pidz; 4 pyda;, + pyde; = pdx, + pyde, + pydx,.

Erstere Gleichung muss aus letzterer durch Division derselben mit p; und
Einftthrung der nicht-homogenen Verinderlichen hervorgehen und deshalb
folgt, dass

=D

=

ist vermdge unserer Substitutionen. (16) reduciert sich also auf
(17) Q=pW.

Wenn daher in eine in den nicht-homogenen Variabeln z,,%,,2,¥,,,
geschriebene infinitesimale Bertthrungstransformation mit der characteri-
stischen Function W neue Variabeln i, 2}, ¢/, 9, , y; vermoge einer end-
lichen Bertthrungstransformation, bei der etwa

dz' — yde; — y,dz, = p(dz — y,dz, — y,du,)

ist, eingefithrt werden, so geht die characteristische Function der neuen
infinitesimalen Beriithrungstransformation aus oW durch die Substitution
der neuen Variabeln hervor.

Wie man sieht, verhilt sich der Begriff der characteristischen Func-
tion einer Bertihrungstransformation in z,, %, 2,4, ,Y, im allgemeinen
nicht invariant gegentiber der Einfithrung neuer nicht-homogener Variabeln
vermdge einer Berithrungstransformation.

D. Wir wenden uns jetzt nach diesen allgemeineren Bemerkungen
zu unserem eigentlichen Probleme, das wir so aussprechen:

Problem: Es sollen alle Typen von irreducibeln Gruppen von Berihrungs-
transformationen in x,, x,, 2, Yy, , y, gefunden werden, welche endlich
und continuierlich sind und bei denen eine Schar von Gleichungen

¢(x1 y gy %y ) ?/2) = Const.

tnvariant bleibt.

4dcta mathematica, 14, Imprimeé le 16 janvier 1890, 16
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Da nach einem allgemeinen Satze ' jede Function @ von x ,z,,2,¥,,¥,
vermdge einer Berithrungstransformation in jede anderc derartige Func-
tion verwandelt werden kann, so konnen wir auch die hier vorliegende
Gleichungenschar @ = Const. durch eine Berithrungstransformation etwa
in die Gleichungenschar

x, = Const.

ttberfithren. Wir dirfen uns deshalb unbeschadet der Allgemeinheit der
Untersuchung darauf beschrinken, alle Typen von endlichen continuier-
lichen und irreducibclen Gruppen von Berithrungstransformationen des
R, aufzustellen, bei denen x, nur von r, selbst abhingige Incremente
erhilt, sodass jeder Verein von Flachenelementen, der durch eine Curve
parallel der z,z-Ebene des R, dargestellt wird, vermdge der Transforma-
tionen dieser Gruppen in chensolche Vereine ubergefuhrt wird.
Es seien nun

2 2 3 2 2
s "f = “f ¢ of f ]
Bif= &y Dr; + G é—r: + & 3 + %n ET_)/: + 77&-‘1% (k=1.2...7)

die » unabhingigen infinitesimalen Transformationen einer solchen Gruppe.
B,z, muss dann eine Function von 2, allein sein, mit anderen Worten:
&, darf mur von x, abhingen. Die verkirzten Transformationen

ol 8 i
Cn(-T?) E;

erzeugen daher fiir sich eine Gruppe und zwar als Gruppe der ein-
fachen Mannigfaltigkeit 2, — eine hdchstens dreigliedrige.” Daraus folgt,
dass wir annchmen konnen, dass mindestens » — 3 von den B,f frei von

dem Gliede in % seien, also die Form haben:

2

°f

2
clis

Al'f = Suy” + C"‘E—z + /B3| 3“,;‘ + T2
J1

,)'l

(A=1,2..3,8=r—3).

' Vgl. Lie, a. a. O. p. 296, Das dort mit XXT hezeichnete Theorem zieht den

oben beriihrten Satz pach sich.
* Siehe Lik, Theorie der Transformationsgruppen 1. Math. Annalen. Bd. 16,

p.- 441 f.
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Zu diesen Transformationen A,f treten noch o, 1, 2 oder 3 Trans-

A
. . < . . e
formationen hinzu, welche a—f— enthalten und ~— wie man ohne Mibhe
L,
2
eingicht — in der Form angenommen werden konnen:

) e ) 0
Gf=Xst+ L4zl ,laf+ Y5k,

3 °f °
C/‘-—-X f+.ilfza£+d f+ n'\ + “a‘/f

Of =X+ ml 4+ 2,0+ 3,3’”+Y”§y’"-.

Mithin sind 4 verschiedene Falle zu unterscheiden. In ihnen treten je
folgende infinitesimale Transformationen in der gesuchten Gruppe auf:
I) A1f7A2f7"'7A.sf;
2) -*41f) Agf""’Asf7 Olf;
3) 441f9 AQf"")Asf7 Ulf) Cgf;
4) A Ay, A, Cif, Cof s Cif.
Zu allen diesen infinitesimalen Berithrungstransformationen gehoren charac-
teristische Functionen. Die zu 4,/ gehorige bezeichnen wir durch W,.

Nach (3") ist dann oay" bis auf eine infinitesimale Constante das Increment

2

von z, bei A,f. z, aber wird durch 4,f nicht transformiert und folglich ist

W,
oy,

d. h. die W, sind frei von y,.
Daher kommt y, tberhaupt nicht in den &,, &, 7, 7 Vor, wie
ebenfalls aus den Formeln (3°) erhellt. Auch jedes (4,4,) und schliess-

lich auch jedes (4,C,) ist frei von a%]:’ d. h. diese Klammerausdriicke

sind linear mit constanten Coefficienten aus A f, ..., 4,f ableitbar, mit
anderen Worten: A4,f,..., 4,f erzeugen in allen oben unterschiedenen
Fallen eine s-gliedrige Untergruppe der ganzen Gruppe — nimlich diejenige,
bei der x, invariant bleibt — und zwar ist diese Untergruppe in der ganzen
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Gruppe invariant. Es erhellt hieraus, dass wir unser Bestreben zundchst
darauf zu richten haben, alle Typen von Berihrungstransformationsgruppen
von der Form Af,..., A,f aufzustellen, und dann spditer zu diesen Typen
1,2 oder 3 Transformationen von der Form Cf in geeigneter Weise hin-
2uzufiigen haben.

Dabei aber erhebt sich noch eine fundamentale Frage:

Gesetst namlich, dass die ganze Gruppe der Af und Cf (in irgend einem
unserer Fdlle) irreducibel ist, ist dann auch ihre invariante Untergruppe
Af ..., Af irreducibel oder nicht?

Konnten wir diese Frage bejahend beantworten, so brauchten wir
nicht alle Typen von Gruppen A4,f, ..., 4,f, sondern nur die irreducibelen
aufzustellen, was eine ganz bedeutende Erlcichterung gewihren wiirde.
Dass dem nun in der That so ist, werden die folgenden Betrachtungen
als Endresultat ergeben.

E. Die aus den A,f verkiirsten infinitesimalen Transformationen

0 2 5
Af i'na—xf' -+ C;ég + 77“5?/— (k=1,2,...,8)
1 1

I

bilden, da sie von y, frei sind, ebenso wie die A4,f selbst eine Gruppe
(freilich im allgemeinen keine Gruppe von Bertihrungstransformationen
des R.). Diese Gruppe enthilt allerdings x,; aber z, hat in ihr nicht
den Character einer Variabeln. Die 4,f sind in der Ebene z, = Const.
Berithrungstransformationen, was man geometrisch leicht cinsehen kann.
Da nimlich die A,f Bertihrungstransformationen des R, vorstellen, so
filhren sie vereinigte Flichenelemente wieder in vereinigte iiber. Greifen
wir nun in der Ebene z, = Const. zwei vereinigte Linienelemente heraus,
so konnen wir durch jedes derselben irgend ein Flachenelement des R,
legen. Diese beiden Flachenelemente liegen offenbar auch vereinigt, und
A,f fubhrt sie wieder in vereinigte Flachenelemente tber. Da jedoch
A,f x, invariant lasst, so missen die beiden transformierten Flachen-
elemente mit der Ebene z, = Const. je ein Linienelement gemein haben,
und diese beiden Linienelemente liegen nattirlich wieder vereinigt. An-
dererseits giebt 4,f an, wie die Linienelemente (z,,7,y,) der Ebene
z, = Const. transformiert werden, wenn A,f selbst die Fldchenelemente
(@,,%,,42,¥,,y,) des B, untereinander vertauscht. Also fithrt A,f ver-
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einigte Linienelemente in jeder Ebene z, = Const. wieder in vereinigte
Linienelemente tiber, was zu beweisen war.

Man kann nun leicht einsehen, dass, wenn die Gruppe der A.f in der
Ebene allgemeiner Lage x, = Const. — als Gruppe von Berihrungstrans-
formationen in dieser Ebene — reducibel ist, dann auch die A.f eine redu-
cibele Gruppe von Beriihrungstransformationen des R, erzewgen. Ist namlich
die Gruppe der 4,/ in der Ebene z, = Const. reducibel, so lasst sich ver-
moge einer Berithrungstransformation in z,, z, y, in der Ebene z, = Const.
erreichen, dass die Gruppe A4,f in eine Gruppe von blossen Punkitrans-
formationen ubergeht. Die 4,f fithren also dabei alle Linienelemente der
Ebene #, = Const. durch einen Punkt wieder in ebensolche iber. Die
zugehorigen A,f miissen dann natiirlich auch alle Flachenelemente des
R, durch einen Punkt in ebensolche tberfuhren, d. h. auch die 4,f sind
blosse Punkttransformationen.

Zur Vollstandigkeit dieses Beweises eriibrigt nur noch zu bemerken,
dass es stets eine Berihrungstransformation des R, giebt, welche in jeder
Ebene x, = Const. eine gegebene Berihrungstransformation derselben dar-
stellt und x, selbst nicht tramsformiert. Von dieser Behauptung moge man
sich durch einfache Berechnung iiberzeugen.

Wir wollen noch bemerken, dass es nicht schwer ist, die im vor-
hergehenden gemachten geometrischen Betrachtungen in die Sprache der
Analysis zu Ubersetzen.

F. Nunmehr werden wir zeigen, dass, wenn die Gruppe A.f redu-
cibel ist, auch die im Abschwitt D. unter 2), 3), 4) aufgezihlten Gruppen
Afyooiy Af, Of y ooy Cf(i = 1, 2, 3) reducibel sind.

Ist die Gruppe 4,f reducibel, so gilt dasselbe offenbar von der Gruppe
4,f in den Ebenen wz, = Const. In jeder Ebene w, == Const. muss also
mindestens eine Schar von co? Vereinen von Flachenelementen existieren,
die bei den A,f in sich transformiert wird. Existiert nur eine solche
Schar in jeder der Ebencn, so ist der Nachweis geliefert. Denn eine solche
Schar von Vereinen wird durch co? Curven (oder im besonderen durch
die co? Punkte) einer Ebene z, = Const. dargestellt. Bei den 4,f bleibt
in jeder Ebene eine bestimmte Schar invariant, und da die A4,f eine in-
variante Untergruppe der ganzen Gruppe 4,f, C.f darstellen, so fithrt nun
auch jedes Cf die invariante Schar einer jeden Ebene z, = Const. in die
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einzige invariante Schar einer zweiten Ebene r, = Const. iiber. Daher
lasst dic ganze Gruppe 4,f, C.f insgesamt oo® Curven (resp. alle oo®
Punkte) in den Ebenen invariant. Dicse Curven stellen im R, einc in-
variante Schar von oo’ Vereinen von Flichenelementen dar (und zwar
selbstverstandlich eine solche, die wirklich alle co® Flachenelemente des
R, umfasst), d. h. die ganze Gruppe A4,f, C.f ist auch reducibel.

Dieser Beweis gilt auch dann, wenn in jeder Ebene x, = Const. cine
discrete Zahl von invarianten Scharen von oo® Curven bei der Gruppe
A.f existiert, aber nicht mehr, wenn wnendlich wviele Scharen in jeder
Ebene vorhanden sind. In diesem letzteren Falle verfahren wir nach Lik
viclmehr wie folgt:

Existieren in jeder Ebene z, = Const. unendlich viele bei den 4,f
invariante Scharen von je oco? Curven, so betrachten wir die durch cin
Linienelement ciner Ebene x, = Const. hindurchgehenden Curven der
Scharen.  Von jeder cinzelnen Schar geht durch dasselbe eine oder jeden-
falls nur eine discrete Zahl von Curven hindurch. Ist letzteres der I'all,
so konnen wir bei einer der Scharen aus dieser discreten Rlcihe eine be-
stimmte Curve auswihlen. Damit ist auch bei jeder andercn Schar der
Ebene cine bestimmte Curve ausgewahlt, da ja die unendlich vielen Scharen
cine continuierliche Mannigfaltigkeit bilden. Wir konnen daher tberhaupt
fiur dic folgende Betrachtung annehmen, dass durch ein bestimmtes Linien-
clement nur je cine Curve jeder Schar hindurchgehe.

Jedes Linienelement L(x,, 2, y,) der Ebene x, = Const. interpreticren
wir nun als Punkt 1 cines dreifach ausgedchnten Raumes P, mit den
Coordinaten @ ,z,y,. Alsdann entspricht ciner durch das Llement L
gehenden Curve % (d. h. einem Verein von Linienelementen, dem L an-
gchort) der Ebene x, = Const. eine durch diesen Punkt . des P, laufende
Curve x, welche in .1 cine Tangentialrichtung 7z, besitzt, die dem durch
die Gleichung

dz —y,dx, = 0O

im P, dargestellten ebenen Strahlenbiischel mit dem Scheitel A angchort,
denn diese Gleichung ist ja die Bedingung der vercinigten Lage zweler
Linienclemente in z,,2,y,. Da bei den A,f jede der unendlich vielen
Scharen von oo? Curven der Ebene z, = Const. einzeln invariant ist und
von jeder dieser Scharen eine Curve & durch L geht, so ist klar, dass,
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wenn ein A,f L nach L’ transformiert, alsdann die Curve % in eine ganz
bestimmte Curve %’ durch I’ tbergeht. L’ und % entspricht im P, ein
Punkt A" und eine durch ihn laufende Curve », die in A’ eine Tangential-
richtung 7, besitzt, welche einem gewissen ebenen Strahlenbuischel ange-
hort. - Bleibt bei 4,f L fest, so gilt dasselbe von A und den Richtungen
7, durch A.

Also sehen wir: Bei der Gruppe A4,f sind den Punkten A sdmtliche
durch A gehende Richtungen 7, des ebenen Biischels als invariant sugeordnet.

Nun fithren wir eine Transformation Cf aus, welche jene beliebig
gewihite' Ebene 2, = Const. invariant lasst. Wenn etwa Cf A in A’ Uber-
fithrt, so werden allerdings auch die Richtungen des Biischels in A in die
des Buschels in A’ transformiert, jedoch nicht mehr in derselben Weise
wie durch irgend ein A,f, das auch A nach A" fihrt, denn Cf transformiert
ja auch die Ebenen z, = Const. Wir werden aber zeigen, dass bei den
Cf jedem Punkte A des P, nun zwar nicht jede einzelne Richtung des
Biischels, aber doch wenigstens eine Richtung desselben als invariant zu-
geordnet ist. Wir betrachten hierzu insbesondere alle Cf unserer Gruppe
A,f, Cf, welche den Punkt A des P, invariant lassen. Da tberhaupt
hichstens drei Cf vorhanden sind, so giebt es sicher hdchstens zwei Cf, bei
denen A fest bleibt. Diese vertauschen dann die Richtungen 7, des durch
A gehenden Biischels und zwar vermoge einer hochstens zweigliedrigen
projectiven Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit dieser Richtungen. Eine
solche aber lasst mindestens eine Richtung 7, fest. Folglich bleibt, wenn
A in dieser Weise festgehalten wird, auch eine Richtung 7, durch A in-
variant. »

Wir finden daher: Bei der Gruppe A.f, C.f werden die Punkte A des
P, untereinander transformiert. Aber mit dem Punkte A bleibt stets mindestens
eine der durch ihn gehenden Richtungen t, invariant verbunden.

Es sind jedoch 3 Falle moglich: Es sind mit A invariant verbunden:

entweder nur einc Richtung z,
oder zwei Richtungen r,
oder endlich alle Richtungen z,.

Im ersten und zweiten Falle fahren wir so fort: Gehen wir von A aus in
einer der mit A invariant verbundenen Richtungen 7, zu einem benach-
barten A tber und schreiten in dieser Weise weiter, so erhalten wir eine
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3
richtung als invariant zugeordnet ist. Wir erhalten im ganzen entweder

eine oder zwei Scharen von co? Curven des P,, und jede Schar ist bei
der Gruppe A.f, Cif invariant. Einer solchen Schar entsprechen auch
in jeder der Ebenen x, = Const. co? Curven und durch die Cf werden
die der einen Ebene in die der anderen transformiert. Hiermit ist aber
das erreicht, was in dem vorherbetrachteten einfacheren Falle (wo in
jeder Ebene z, = Const. nur eine bei den A,finvariante Schar existierte)
sich ergab. Wir konnen also auf das dort Gesagte weiter verweisen.
Im dritten Falle, wo mit dem Punkte A alle Richtungen z, des ebenen
Biischels invariant verbunden sind, haben wir allerdings wieder co' in-
variante Scharen von je co? Curven — wie oben —, aber jetzt derart,
dass alle Transformationen Cf, welche die Ebene 2, = 2} in dieselbe
Ebene z, = 2} tiberfuhren, auch eine jede dieser Scharen der Ebene (%)
in je ein und dieselbe Schar der Ebene (z,) tiberftthren, sodass auch hier
die Reducibilitait der Gruppe A4.f, C,f nachgewiesen ist (indem jetzt die
Reduction auf blosse Punkttransformationen auf unendlich viele Weisen
moglich wird).
Hiermit ist der versprochene Nachweis gefuilhrt:

Curve des P, von der Eigenschaft, dass jedem ihrer Punkte die Tangential-

Wenn die Gruppe A.f ’reducz'bel ist, so gilt dasselbe von der Gruppe
Aif, Cf.

Andererseits erkannten wir schon vorher:

Wenn die Gruppe A.f in der Ebene allgemeiner Lage x, = Const. re-
ducibel ist, so gilt dasselbe von der Gruppe A.f des R..

Fassen wir beide Sitze zusammen, so folgt:

Ist die Gruppe A.f in der Ebene allgemeiner Lage x, = Const. redu-
cibel, so gilt dasselbe von der ganzen Gruppe A.f, C.f.

Nach den fritheren Bemerkungen konnen wir uns mithin in allem
Folgenden darauf beschranken, diejenigen Gruppen A,f zu betrachten,
deren zugehorige verkiirzte Gruppen 4,f in der Ebene allgemeiner Lage
x, = Const. irreducibel sind. (Vgl. Schlussbemerkung von Abschnitt D.)

In der Ebene (z,,2,y,) giebt es nun, wie L gezeigt hat, nur
drei irreducibele Gruppentypen, nimlich diese:
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Erstens:?
of 3f of of f
é‘z + 1327 397 y x;é‘;’j’*-;xla_z’

3]’ of °f I 23}"
xx'a—a,—‘—ylg/: » Yy 5;: Zylaz

Zuweitens: Die vorigen Transformationen und tberdies
' ax + Y 8 + Z

Drittens: Ausser den 7 genannten Transformationen noch

I

—x,af+z f+cvz f

o I L, 1 of
(z~w1yl)§;—5y.{a—%‘—5xly§§‘z7

1 ) I ) )

(xlz — 5%1%) 551— + <y,z — gwlyi) @f— + (z’ ;1%%) .

Kirzer schreiben sich diese Gruppen in ihren characteristischen Func-
tionen, niamlich

Erstens:?
2,
L, %, Y, %1, LY, Y35
Zweitens:
2 2 .
1,2, %1y T1Y1, Y1 s 1Y — 285
Drittens:

I, %, Y, %, LYy, Y1, T, — 22,
xl(mlyl - 25) ’ yl(xlyl - 22) Y (xlyl - 22)2'

Wenn wir also in den 4,f z, — Const. setzen, so miissen sich diese
Transformationen auf die einer der drei soeben angegebenen Gruppen re-
ducieren, wie wir annehmen dirfen, Damit ist dann die allgemeine Form
der A,f und hiermit auch unmittelbar die der A,f selbst gefunden. Wie
dieselben weiter zu behandeln sind, werden wir im folgenden darlegen.

! Siehe Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Abhandlung IV und V im Archiv
for Mathematik og Naturvidenskab, 1878, 1879.
Aota mathematios. 14. Imprimé le 17 janvier 1890. 17
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§ 1. Die Gruppen A.f, welche die Linienelemente der Ebenen
x, = Const. 6- oder 7-gliedrig transformieren.

Wir betrachten in diesem Paragraphen diejenigen Gruppen A,f, bei
welchen sich die verkiirzten Transformationen A,f fur z, = Const. auf
den ersten oder zweiten der pag. 129 angegebenen Typen der Ebene re-
ducieren, bei denen also 4,f die allgemeine Form hat:

’

- 3 2 2 2 ) 2
Akf=Xk1£+Xk2<@[‘+ 1 3, +st5;f+Xk4(x f‘i‘lfﬂ2 f)

13y T 3%,
2 2 2 I ,° o ) 2
+ Xk.’) (xlé;/—;'—yl §y_f;> + st<?/1 a_xf_—'_ 5?/35?) + Xk7<x1%+y1%+ 2252)

(k=1,2,...,9)

wo die X Functionen von z, allein bezeichnen und im ersten Falle ins-
besondere jedes X, =o0 zu setzen ist. Mit Hulfe der Formeln (3’) der
Einleitung konnen wir aus den Incrementen von x, und 2, da z, bei den
A,f das Increment o hat, die zugehorige characteristische Function W,
von A,f berechnen. s zeigt sich, dass diese die Form hat:

(1) W,=: 4,22 + By, + = Cy? + Dir, + By, + Fy + Gileyy, — 22),
2 2

wo 4., B,,..., G, Functionen von z, allein sind, die sich durch die
Xy Xios ..., Xi; in einer uns gleichgulticen Weise ausdriicken, und dass
im ersten Falle insbesondere jedes G,=o ist.’

Es kommt nun darauf an, die Functionen A,, ..., G, von x, so z2u
bestimmen, dass W, , ..., W, wirklich die characteristischen Functionen einer
Gruppe sind, d. h. dass jedes {W,W,} sich in der Form

{ W;Wk} = zlacnwwra

darstellt, wo die c,, blosse Constanten sein miissen. Es gilt namlich bekannt-
lich der Satz:
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Sind A\f, ..., A,f infinitesimale Berihrungstransformationen in x, , z,,
Y., Y., 2 und Wy, ..., W, ihre characteristischen Functionen, so zieht die
Relation

(4,4) = co A f
die Relation

{1&ZI&Q}EE:?JCMaVV;

nach sich und umgekehrt. Die c,, bedeuten hierbei Constanten.

Wir haben im vorhergehenden gleich zwei Fille zusammengefasst, nam-
lich denjenigen, in welchem die zugehorige Gruppe der Ebene z,= Const.
6-, und den, in welchem sie 7-gliedrig ist. Dass sich aber letzterer Fall
auf den ersteren zurtickfithren lasst, kann so eingesehen werden:

Im zweiten Falle wird eine Anzahl der Functionen W, die Grosse
Ty, — 22, die wir kurz o nennen werden, wirklich enthalten. Wir
wollen diese Functionen zur Unterscheidung mit £,, £,,..., 2, bezeich-
nen und unter den W dann nur solche der Functionen (1) verstehen,
welche von o frei sind. Vorausgesetzt wird natiirlich, dass die £ linear
unabhéngig von einander seien und dass kein Ausdruck 2 Const. £ frei
von w werde. Jedes {W,W,} muss sich nun in der Form

2 Const. 2 + X Const. W
darstellen. Aber die allgemeine Combinationsformel (5') der Einleitung
lehrt, dass {W,W,} ebenso wie W, und W, selbst frei von w ist, d. h.

€8 muss sein:
{W,W,} =X Const. W.

Die infinitesimalen Transformationen (W), (W,), ... bilden also fur
sich eine Untergruppe. Dieselbe ist in der ganzen Gruppe invariant. Wenn
wir namlich {W;£,} bilden, so erkennen wir unschwer, dass auch dies frei
von o ist. Schliesslich lehrt nun auch die Bildung von {29}, dass
dieser Klammerausdruck @ nicht enthalt. Daraus erhellt aber, dass wir
unsere ganze Gruppe symbolisch in folgender Form schreiben konmnen:

(2) W, W,,..,W,|elel...e

ttr=s
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wo jede Umrahmung die characteristischen Functionen einer Untergruppe
enthalt und tberdies andeutet, dass die betreffende Untergruppe in der
sie zundchst umfassenden (und offenbar wberhaupt in jeder sie umfassen-
den) Untergruppe invariant ist.

Aus dieser bemerkenswerten Gestalt (2) unserer Gruppe geht nun
hervor, dass die von (W), (W,), ..., (W,) erzeugte Untergruppe irre-
ducibel sein muss, sobald die ganze Gruppe irreducibel ist.

In der That, wenn die Gruppe der (W) reducibel wire, so lehrt
eine Betrachtung ganz analog der in der Einleitung unter F. durch-
gefithrten, dass auch die nichste grossere Untergruppe (W,),...,(W,), (£,)
reducibel sein miisste. Anstelle der a. a. O. mit A,f bezeichneten infini-
tesimalen Transformationen treten namlich jetzt die (W,), anstelle der C,f
tritt die eine infinitesimale Transformation (L), welche allerdings nicht
wie jene Cf die Ebenen z, = Const. unter einander vertauscht. Doch
dies thut nichts zur Sache und es bedarf auch keiner weiteren Erlauterung
des Beweisganges, da_er sich ganz dem fritheren anschliesst. Ebenso
konnen wir ferner zeigen, dass, wenn die Gruppe (W,),...,(W,),(£,) re-
ducibel ware, dasselbe von der Gruppe (W,),...,(W,),(2), (%), in der
jeme als invariante Untergruppe enthalten ist, gelten wirde u. s w.
Schliessliches Ergebnis ist, dass die ganze Gruppe der (W) und (£) redu-
cibel sein misste, was aber der Voraussetzung widerspricht, die wir aber
sie machen miussen.

Digjenigen infinitesimalen Transformationen der ganzen Gruppe also,
deren characteristische Functionen von @ frei sind, erzeugen eine irreducibele
invariante Untergruppe, sobald die ganze Gruppe irreducibel ist.

Hieraus ersehen wir, dass wir uns zunichst auf die Erledigung des
ersten Falles, in welchem W,,..., W, frei von w = z,y, — 22 sind, be-
schranken konnen. Sind alle Gruppen in diesem Falle bestimmt, so haben
wir nur noch infinitesimale Transformationen hinzuzufiigen, deren charac-
teristische Functionen w enthalten.

Wir behandeln also zunichst das Problem, alle Typern von endlichen
continuierlichen und irreducibelen Gruppen von Berihrungstransformationen zu
finden, deren characteristische Functionen die allgemeine Form haben:

(3) W, E%A,‘xi + Byz,y, + %be"i + Dyz, + Ey, + Fiy,  ¢=13..9

wo die 4, By, ..., I, blosse Functionen von x, bezeichnen.
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Wenden wir unseren Blick zurtuck auf die in der Einleitung unter
C. tber die FEinfiihrung neuer Variabeln gemachten Bemerkungen, so er-
sehen wir sofort, dass die Formen (3) (ja auch die Formen (1), was zu
bemerken fir spaterhin wichtig ist) im wesentlichen ungeandert bleiben,
wenn neue Variabeln #;, #,, 7, y; , y, vermdge einer solchen Bertihrungs-
transformation eingefiihrt werden, bei denen Gleichungen bestehen von
der' Form:

z, == az;, + By, + ¢, Y=z, + oy + &

(4) Ty = &y,
’ I ’ (W4 I > i
& = pz +§/1x12—|—p£81y1 +5Vy1'+0x1+f!/x+0,
in denen a,f8,7,0,¢,¢{,4,p,v,p,0, 1,0 blosse Functionen von
x, = x, bedeuten. Solche Bertihrungstransformationen giebt es aber in

der That. Wir brauchen nur die Gleichungen (4) der Bedingung zu
unterwerfen:

dez — y,dx, — y,dv, = p(d?' — y,dz; — y,dux;), (0 = 0)

aus der sich durch Ausrechnung ergiebt, dass diese eine Gleichung in
die Forderungen zerfallt:

Aoy + pyi + o — (21 + Sy + $a = —yip,
pry vy + 71— (s + oy + OB = o,

() pYs + p7 + 0+ iyl o+ om0
— (2t + 9y + ol + fyi + €) = v,

Die letzte Gleichung (5) bestimmt y, durch die accentuierten Variabeln,
wihrend die beiden ersteren wieder zerfallen in:

A= ay, L+ p=ad, o = af,
(6) ©®=Pr v = fd, T = f(,

d. h. p = ad — By == o.
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Wahlt man somit A, p,v, 7, p in dieser Weise, so kann man die Glei-
chungen (4) zu einer vollstandigen Berithrungstransformation des R, er-
ginzen. Uber die Functionen «, 8,7, d, ¢, {, » von 2, kann man dabei
noch beliebig, doch so, dass p # o wird, verfiigen.

Um nun die accentuierten Variabeln in die characteristischen Func-
tionen W, einzufuhren, haben wir zu beachten, dass

d7 — ydz; — y;da; = ~ (dz — y,dr, — ¥,47,)

I
IO
ist. Nach dem fritheren (pag. 121) missen wir also W, erst mit ;I) mul-
tiplicieren und dann in das Product ;; W, die 2}, z;, 2, y; vermdge (4)

einfuhren, Dadurch ergiebt sich die neue characteristische Function (in
der wir, wie Gberhaupt von jetzt ab, die lastigen Accente weglassen, da
wir nur noch die neuen Variabeln gebrauchen, also keine Verwechselung
vorkommen kann):

) 'W,‘El‘-)[g A,a* + Boay + ;Ckr’]wi
+ ,1) [4iap + Bi(ad + ) + Ciydlz,y,
+ 2548 + Bpo + G0 o}
+:;[A,,ae + Bi(al + ¢) + Cir + Dia + Eigle,
+(—I)[Akﬂ5 + By(f¢+ €0) + C.o¢ + Dif + E,dy,

Nun werden wir die Functionen a,f,r,d, ¢, ¢, tber die wir noch ver-
fugen konnen, so zu wahlen suchen, dass mdglichst viele Terme in einem
Wy werschwinden. Wir fragen zunachst, ob wir in (7) die Coefficienten
von 7 und y; zum Verschwinden bringen konnen. Dazu ist notwendig,
dass

Aya’ + 2Biar + Cir'=o,

A8 + 2Bgo + Cid*=o
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gei. Die quadratische Gleichung
4,8 + 2B,&y + Cm® =0

muss also durch §=a, =y und durch £¢=43, y=24 befriedigt werden,
mit anderen Worten, sie muss die Gleichung sein:

& &
a* o j'l=o.
o
Daraus folgt (bis auf einen Proportionalititsfactor, den wir gleich 1 an-
nehmen):

(8) 4y =7dp,  —2Bi=(a6+ fr)p, Ci= app,

weil namlich p=ad— fy ist. Zwischen diesen drei Functionen von a,
B, r, 0 besteht aber eine Relation

Bz—Ako,,,.—_ip‘* + o.

Also lasst sich unser Wunsch nur dann erfullen, wenn wenigstens ein
W, existiert, in welchem B} — 4,C, == o0 ist. Aber dann ist er auch
sicher erfullbar, wie man sofort sieht. Den Ausnahmefall, in welchem in
(3) jedes B,=/4,C, ist, wollen wir weiter unten vornehmen, um hier
keine Storung zu bereiten.

Im allgemeinen ist unsere Absicht, in einem W, die Coefficienten von
#; und y} zum Verschwinden zu bringen, erreichbar. Wir haben dazu
a,f,r,0 gemiss (8) zu wihlen, doch derart, dass p=ad — fy == 0

bleibt. Dann hat 2y, in W, nach (7) den Coefficienten ——é p’*o0. 1z

und y, haben ferner die Coefficienten:
s [z + Bal + &) + G + Dia + Euf

o [4ife + BB+ €0) + GoC + Dif + E,0
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Wollen wir auch diese zum Verschwinden bringen, so haben wir zwei in ¢
und ¢ lineare Gleichungen zu erfiillen, deren Determinante lautet:

Ava + B,y B+ Cir
L 2 (4,6, — BY) (a6 — B,
Pl 4p+ Bo BB+ Co| P

d. h. nach (8):

il

_._.1 ::'_.1_34:0
3410'10'— 4p :

Also lassen sich auch diese Forderungen durch passende Wahl von e und
¢ erfullen.

Damit ware dann erreicht, dass ein 77, die bemerkenswert einfache
Form annimmt:

— 1
W=—;p'ny + ¢(2,)
In dem oben bemerkten Ausnahmefall hat jedes W, die Form

(Akxl + Fk?/l)’ + Dy, + By, + I

und es ist klar, dass mindestens zwei Ausdriicke 4,2, 7y, und 4,z,4 Iy,
von einander unabhingig und = o sein missen, weil sonst die zugehorige
Gruppe der Ebene z, = Const. nicht 6-, sondern weniger-gliedrig wire. Dann
konnen wir die allgemeinste characteristische Function der Gruppe bilden

)‘{(Akxl + Ly)' + .. } + #{(Aixl + Ly)’ + .. -}1 (A, = Const.)

wo wir nur die quadratischen Glieder angegeben haben. Diese aber hat
jene Ausnahmeform nur, wenn fur alle Werte der Constanten A, p:

(4T, + pAT) = (M2 4 p )OI + pI?)

ist, d. h, im besonderen Ju=o0 ist. Die Annahme, dass alle characte-
ristischen Functionen der Gruppe jene Ausnahmeform haben, ist also an
sich undenkbar.

Wir kehren deshalb zum allgemeinen Falle zurtck. Wie wir ge-
sehen haben, diirfen wir annehmen, dass unter den characteristischen
Functionen (3) der gesuchten Gruppe eine von der Form

W=lzg, +u (*0)
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enthalten sei, in der A und g Functionen von z, bezeichnen. Ehe wir
hieraus weitere Schliisse ziehen, bemerken wir: Alle characteristischen
Functionen (3) haben die Form w, + «,, wo u, quadratisch und homogen,
u, linear in x,,y, ist. Combinieren wir nun zwei solche Functionen
u, + u, und v, 4 v, mit einander nach der allgemeinen Combinations-
formel (5') der Einleitung, so sehen wir, dass in u, + u,, v, + v} die
quadratischen Glieder nur diese sind:

Diese Bemerkung ist fur das folgende, wo es uns immer nur auf die
quadratischen Glieder ankommt und wir deshalb nur diese berechnen,
von Nutzen.

Sicherlich muss ein W, ein von Null verschiedenes A, haben. Wir
combinieren dasselbe mit obigem W und erhalten:

(kal + Olc?h)z?h —_ (Akwl + B/o.%ﬂ”l + .
=— /I(Akxi —_— Ckyi) 4+ ....

Unter den W, kommt daher sicher eine Function vor von der Form:
I
semt+ o)+ ..., (o == o),

wo nattrlich ¢ und 7 Functionen von z, bedeuten. Ihre Combination
mit W giebt:
A(ryt — ox}) + ...

Combinieren wir dies wieder mit W und fahren wir so fort, so ergeben
sich successive die Functionen:

oz + i + ...,

Moz + ) + ...,
2oz + ) + -

wo ¢ = o ist. Dies kann, wenn die Gruppe endlich sein soll, nur so ge-

Acta mathematica, 14. Imprime le 18 janvier 1890. 18
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schehen, dass A == Const. ist. Dann aber darf A, da es = o ist, gleich
1 und also:

W= Y + ﬂ(xz)

gesetzt werden. Wie wir soeben sahen, kommen die Functionen vor:

ot +i+..., oem—wit...,
d. h. auch

oxr; + ...,

wo sicher ¢ == o ist.

Ganz analog (indem wir wissen, dass schliesslich unter den W) noch
eines, dessen C, &= o ist, existieren muss) ergiebt sich cine characteristische
Function

o

wo p sicher == o ist. Wir bilden:
lexi + .., 008 + ...} =—d0p2,y, + .. -,
{ox} + ..., cpmy, + ...}E-—zapx,+ e
loom + ..., 098 + ...}
u. 8. w. So ergeben sich successive:
opxy, + ...y, Y, + ..., Py + ...,

was nur so angehen kann, dass gp = Const, d. h. etwa =1 ist. Dann
haben wir die beiden characteristischen Functionen

I
axf+..., ;y‘f—l-.
Wir bilden weiterhin:

oz + ..., ;Aix?_i— B¢x1y1+£oiy§+~--}5—‘ 201, (Biz, + Cy) + -+,
lozi + ..., ot;(Bax, + Cp) + ...} =— 20°Ci + . ..,

lgyf-l-..., a’Cixt 4 ... ’5400,001%-}- ceey

g.?/?+-'-’00iw1yl+»--}:20 i ...
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Wenn also
I 2 I~
EAi'xl + By, + P Cyi + ...

vorkommt, so kommt auch

Cyi+ -..

vor, analog natiirlich auch
Ax ...

und daher schliesslich noch
Bizy, + ..

Ausser solchen Functionen, welche nur linear in #,,y, sind, enthalt also
die Gruppe nur noch solche von der Form:

wl%"'/’-(‘vn)’
ori + ..., §y3+-.-,

AB 4 ..., Bag+ ..., Ch+-...
Da sich ergiebt

{oxi + ..., Boyy, + ...}=—20Bia} + .. .,
{eBxi + ..., Bxy, + ...}=—20Bl2] + ...,

so muss B, = Const. sein. Da schon die characteristische Function z,y, +u
vorkommt, so konnen wir B,=o0 setzen. Weiter ist

(02 + ..., Coi 4 ...)=— 40Cmy, + ...,

also ¢C,=Const. Ebenso kommt :1’ A,=Const., d. h.
4,=Const. 5, GC= Const.i— )

. I
sodass wir offenbar, da schon oz} + ... und - y3 4+ ... vorkommen,

A,=C(C=0
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setzen diurfen. Mithin bleiben von den quadratischen Functionen nur
diese ubrig
I
W=l +..., W, =xy, + p(z,), W,E;y';’+....

Durch Einfikrung neuwer Variabeln vermdge der Berithrungstransfor-
mation

!

' ~ ! I ’ ’ 1o
(9) Ty = &1\o, y1=?/1'\7;’ Ty =12y Yr=Ys—35-0Y, 7 =2,
bei der

dz — yydwy — y,dr, = dz — y,do, — y,dz,

wird, erkennen wir sofort, dass diese drei characteristischen Functionen
auf die speciellere Form gebracht werden konnen

wW=ai4 ..., W, =y, + p(z,), We=yi+...,

wahrend die linearen W, ihre Form nicht wesentlich #ndern.

Es ist etwa:
W, =i + ax, + by, + ¢,

Ws-_:-y‘f + dz, + ey, + f,

wo a,b,...,f Functionen von #, sind. Ihre Combination mit W, liefert
die characteristischen Functionen

— 2} — ax, + by,, 23/?—61.%‘1 + ey,.

Addieren wir die Halfte der ersteren zu W, und subtrahieren wir die

Halfte der letzteren von W,, so ergeben sich die Functionen
1 3 3 1
5“2;1 +5bf’/v dex +§eyx
Ziehen wir ihr doppeltes von W, resp. W, ab, so kommt
xy — 2by; + ¢, yi— 2dw + 1.

Wenn wir mit diesen wie soeben mit W, und W, verfahren, so kommen
die characteristischen Functionen &y, und dz,, sodass wir einfach

Wi=ai + 4, W, =xy, + #, W=y +v
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setzen durfen, wo A, u, v blosse Functionen von z, sind. Klammeropera-
tionen zwischen diesen dreien lehren leicht, dass wir sie endlich in der
Gestalt annehmen kodnnen

Ty, G Yi-

Die tbrigen, in #; und y, linearen characteristischen Functionen der
Gruppe, von denen sicher drei existieren missen, da die zugehorige Gruppe
in der Ebene z, = Const. 6-gliedrig sein soll, haben die Form

a(wﬂ)xl + b(w2)yl + C(.’I/'?).

Thre Combinationen mit z}, 2,y und y} ergeben, dass az, , bz, , ay, , by,,
¢, a®,ab, b® characteristische Functionen sein miissen.
Somit ergiebt sich schliesslich die typische Form

2 2
X1y Z1Y1s Y1y

L A(@)m, A=)y, Buw,), i

wo jedes 4,4, = 2 Const. B sein muss.

Wir konnten diese Gruppe auch in ihren infinitesimalen Transforma-
tionen schreiben. Doch unterlassen wir dies, da sie dadurch nur un-
tibersichtlich wird.

Um nun den zweiten Fall zu behandeln, in welchem auch charac-
teristische Functionen £ mit einem Gliede in w =y, — 22 auftreten (vgl.
pag. 132), haben wir zunichst eine solche Function £ zum Typus L
hinzuzufigen. Thre Combinationen mit jenen Functionen miissen in Ge-
méssheit der Gestaltung (2) der Gruppe sich durch die Functionen des
Typus I allein linear mit constanten Coefficienten ausdriicken. Wir er-
halten aber, wenn wir setzen:

Q =3 40 + Boiy, + 5 Ot + Doy + By, + F + Go,
durch Combination mit z?%:

— 2z,(Br, + Oy, + E),
mit .y, :
Az — Oy + Dz, — Ey,,
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mit y3:
2y,(dz, + By, + D),
mit 4,z,:
— A, (Bx, + Oy, + E— Guz)),
mit 4,y,:
4,(4z, 4+ By, + D + Gy,),
mit B,:

2B,G.

Also sind 4, B, C Constanten, die wir offenbar = o annehmen konnen

Ferner wird
E =2 Const. 4,, D =% Const. 4,

und deshalb darf auch E=D =o0 angenommen werden. B,G muss unter
den B, enthalten sein, also auch (B,G).G = B,G’ ferner B,G* etc.,
woraus aber, da nicht alle B,=o sind, lediglich G = Const. folgt, sodass
wir
L =0y, — 22
setzen miussen.
Damit ist der Typus gefunden:

i, T, Y
‘A‘xl ’ Aiyl ’ ‘Bk,
IL. (wo jedes A,4,= 2 Const. B,)

i=1,2,.,8,  E=1,2,..L

zY, — 22.

Eine weitere Function £, mit o konnen wir offenbar nicht hinzu-
fugen; sie wurde sich ja auch auf zy, — 22 reducieren.

Ob nun die beiden Typen L. und 1I., welche hiernach die einzigen
sind, die es giebt, wirklich irreducibel sind oder nicht, wollen wir erst
an einer spiteren Stelle entscheiden. Wir werden ihre Irreducibilitat
nachweisen, nattirlich nur unter der Annahme s, ¢ > o.
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§ 2. Die Gruppen A.f, C.f, deren Untergruppen A,f die Linien-
elemente der Ebenen x, = Const. 6- oder 7-gliedrig transformieren.

Wir wissen (vgl. pag. 123), dass, wenn die Ebenen z, = Const. bei
einer der gesuchten irreducibelen Gruppen von Berithrungstransforma-
tionen des R, wirklich unter einander  vertauscht werden, alsdann die-
jenigen Transformationen der Gruppe, welche diese Ebenen simtlich einzeln
stehen lassen, eine invariante Untergruppe erzeugen. Wenn nun bei diesen
Transformationen die Linienelemente der Ebenen z, == Const. 6- oder 7-
gliedrig vertauscht werden, so konnen wir diese Untergruppe offenbar in
der Form I resp. Il des vorhergehenden Paragraphen annehmen, denn
diese Formen werden aus den allgemeinen Formen derartiger Gruppen
dadurch gewonnen, dass man gewisse Berithrungstransformationen ausfithrt
(vgl. im vorigen Paragraphen die Formeln (4), (5), (6) und (9)), bei denen
stets x, selbst ungedndert bleibt. (Ware bei denselben auch &, transformiert
worden, so durften wir die Untergruppen nicht ohne weiteres in der
Form I. oder II. wahlen) Zu diesen Untergruppen treten dann noch 1,
2 resp. 3 Transformationen hinzu, welche die Ebenen 2z, == Const. unter
einander vertauschen und die wir frither (pag. 123) durch C.f, C,f, G,f
bezeichnet haben.

Bei Cf erhilt ®, das Increment &¢, bei C,f das Increment x,6¢ und
bei (,f das Increment z}df. Wenn wir aber unter W,, W,, W, die zu
C\f, Cyf, C,f gehorigen characteristischen Functionen verstehen, so hat z,
bei diesen drei Transformationen nach den Formeln (3°) der Einleitung
die respectiven Incremente

oW, oW, oW,
ot —2 gt —2 gt
oy, o, 3,
Mithin ist
an——- I aWi__-x SW“’,——x‘l
3y, — ' oy, — TV oy, — °

und W,, W,, W, haben somit die Formen:

(1) W =277y + Ou(®y, %2y 41y 2)- (m=1,2,3)
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Die Functionen @,, @,, @, mussen wir nun im folgenden durch die
Forderung einschranken, dass C.f, C,f, C,f mit den Transformationen Af
der Gruppe I. resp. II. wieder Gruppen bilden miissen, sodass I resp. IL
in diesen Gruppen die Rolle invarianter Untergruppen spielen. Es muss
also jedes (A.f, C.f) sich durch die Transformationen Af von I. resp. I
allein linear mit constanten Coefficienten ausdriicken. Dies gilt stets, ob nun
nur Cf oder ausserdem C,f oder schliesslich alle drei (f zu den Trans-
formationen I resp. IL hinzutreten. Wenn aber (4,7, C,f) sich durch
die Af allein ausdriicken soll, so muss dasselbe fiir die Combination der
zugehorigen characteristischen Functionen gelten. Daher berechnen wir
im folgenden die Combinationen der W,, W,, W, mit den characte-
ristischen Functionen der Typen.l. und II. in Gemsssheit der Formel (5')
der Einleitung.

Es kommt nach (1):

1. {x?,Wm}E—zwl%— fi%”,
2. (Y, Wal= a:laa—zlﬂ— 1%%,
3. Wi, Waj= 2y,%%’"+ y?%,
2) {4 (A, W)= — A,aa(;):"—Aﬁwlm;"“—A,.xla—gﬂ,
5. {4y, , W)= A,.aaﬁ:"— Ay, x3t,
6. (B,, Wa}=— Biop— — B, 2e,
7. {xlyl—zz,Wm}Exl%f—l'f+y1%§:—"+ 2z%—-2@m.

Um uns bequemer ausdriicken zu konnen, wollen wir den Fall, in
welchem die Linienelemente der Ebene z, = Const. bei festgehaltenen
Ebenen vermoge I. transformiert werden, den Fall G, den, in welchem
sie vermoge II. transformiert werden, den Fall G, nennen.

Nach dem obengesagten miissen sich nun im Falle G, die Func-
tionen (2),, (2),,..., (2), durch die in [ vorkommenden, im Falle G,
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die Functionen (2),, (2),,...,(2), durch die in II. vorkommenden charac-
teristischen Functionen linear mit constanten Coefficienten ausdriicken.
In "beiden Fallen missen also die Functionen (2),,...,(2), jedenfalls
linear in 2 sein und zwar muss 2z einen constanten Coefficienten haben
(der im Falle G, sogar gleich Null anzunehmen ist). (2),, (2), und (2),
lehren also, dass

20, Y/ 20,
e, %’ dy .

saimtlich nur linear in # sein konnen (denn die 4, und B, in L oder IL
sind nicht simtlich =o0). @, hat daher die Form:

(3) d)'m Elm (372)22 + Sbm(xl b x’? ’ ?/1)3 + fﬁm(a”‘l y x’l b yl)’ (m=1,2,3)

wo y, nur von x, abhingt.
Aber noch mehr! Infolge von (3) kommen in den Functionen
(2),, ..., (2), folgende Coefficienten von z vor:

Om

I. — 21, 3, 203 Yy
3 3
2. 1 o — 1 ﬁsj ’
9, ey,
o¢m 2
3. 2y1 . + 2.7/1%";7
(4) %
el
4. — Aiggﬂ — 24,2, ),
¥
3
5 4,5+
oz’
6. A 2kam.

Sie miissen constant sein. Nach (4), und (4), ist also:

Om 3,
A, (wl Ld T ) — 24,2,9,y,, = x, Const. 4+ y, Const.,

dm Ty,
daher nach (4), auch:

4;.Const. — 2.4,2,%,y,, = x, Const. 4 y, Const.,

Acta. mathematica. 14, Imprimé le 20 junvier 1890, 19
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was, da A; nur von x, abhingt, nicht anders moglich ist, als dass samt-
liche Summanden einzeln gleich Null sind. Wir erhalten dadurch

(5) Yn=0,

und ausserdem muss (4), gleich Null sein, d. h. es ist
(6) s!"m = S"I,m(xlyl ) ‘/r'.’)'

(4), und (4), werden nunmehr zu

3 2 O
2 .
3=, y,)’ 3,y

Dies aber sind nur dann Constanten, wenn ¢, frei von z y, ist.

Somit ergiebt sich nach (3), (5) und (6):

— 2]

(pm = Sl'm (172)2 + ?m(xl y Loy ?/1)' (m=1,2,3)

Es ist aber fir die folgenden Betrachtungen bequemer, @, in dieser Form
zu schreiben

(7) O =— do(@). @y — 22) + 0u(vr, &, 1), (m=123)

wo ¢, eine Function von z, allein bedeutet. Diese Form stimmt im
wesentlichen mit der vorhergehenden tiberein.
Wenn wir diesen Wert (7) in die Formeln (2) einfithren, so ergiebt

sich, dass
{21, Wa)

I

{xg, wm} =

i

il

{mlyl ’ Wm} = {xlyl ’ (U,,,}
{?/% ’ Wm} = {y? ’ wm}

> 1 — I _
{Aimli Wm}::{Aiwl y Wy _‘Az’xlf[;” ! __EAisbm‘Tl - S4,

il

S,
Sy,
S5

{Af?jl ’ Wm}z{Aiyl ’ wm} - 'A:yl'ﬂ-’n—1 _—éAisbmyl = S{n
{Bk’ Wm} = {Bk y Wpy— Bllcx;n*l - -Z;ks[}mE SG’
{xlyl — 2z, W,,.}E{xlyl — 2z, wm{E S;.

Die rechten Seiten §,,..., 8, resp. S,,..., S, missen sich, wie wir
wissen, als characteristische Functionen des Typus I. resp. IL. darstellen.
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Wir bilden nun:

2 2 o 29w, 23w, ', mel
%‘-_IS4+?/—1S5:A" (Zag*Z@T) —4Aix2 '_—ZAiS!}m
und
I I 2w 2 2w
1g 4Lg =2%m  2%n
A T = T Ty,

Relationen, von deren Richtigkeit man sich durch Ausrechnung tiberzeuge.
Hieraus folgt:

2 2 e
28+ 8,=4, (%Sl +?—/’-333> g At — 24,

Die S besitzen, da sie characteristische Functionen von 1. resp. II. sein
miissen, simtlich die Form:

Const. 2} + Const. z,y, + Const. y}
+ X Const. Az, 4 X Const. Ay, + 2 Const. B + Const.(x,y, — 22).

Wenn wir also in unserer letaten Identitat die von z,, ¥, , # freien Glieder
links und rechts vergleichen, so ergiebt sich:

2 Const. A = Const. 4, — 4 Aja7" — 2 4,
d. h.:

(8) 2 Ajxp=t 4+ A, =2 Const. 4.

Daraus folgt nach den obigen Werten von S, und S, dass ebenso wie
S, und 8, selbst auch {4,7,, ,} und |4y, , »,} characteristische Func-
tionen des Typus L resp. IL sein miissen. Weil ferner in S,

{B,“ a)m}EO

ist, da B, und o, blosse Functionen von x, resp. z, , %, , %, sind, so ergiebt
sich, da S, auch characteristische Function von I. resp. IL sein muss:

(9) Byap~' 4+ B¢, = 2. Const. B.

Unsere Betrachtungen lehren also, dass die Combinationen der charac-
teristischen Functionen von I resp. IL mit w,, allein (statt mit W,,) wieder
characteristische Functionen von I. resp. II. sein miussen, d. h. dass die
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Gruppe I. resp. 1I. mit der zu o, gehirigen infinitesimalen Berdhrungstrans-
formation eine Gruppe erzeugt, welche die Gruppe L. resp. Il. zur invarianten
Untergruppe hat. Diesc (grossere) Gruppe muss nun wieder eine der ty-
pischen Formen I. resp. II. haben, d. h. w, hat die Form:

w, = ar}] + bry, + cyi + Do, + By, + F + gloy — 22),

wo a,b,c,g Constanten sind (von denen im Falle G, g = o ist) und
D, E, F Functionen von x, bedeuten.
In der characteristischen Function(1), welche jetzt die Form hat

1
me = x;"—-lyQ - 5¢m(xly1 —— 2'2) + 0.,

konnen nun aber offenbar die Glieder gestrichen werden, welche fir sich
genommen characteristische Functionen von I resp. IL sind. Mithin durfen
wir setzen

w,= Dr, 4+ Ey, + F.

Gerade so wie pag. 141 ergiebt sich hier weiter, dass Dr,, Ez,, Dy, , Ey,
characteristische Functionen von I. resp. II. sein missen und also D=E=o0
gesetzt werden kann. w, reduciert sich also schliesslich auf eine blosse
Function von z,.

Im Falle G, muss ubrigens wegen

(2,9, — 22, 0,| = — 20,

o,, characteristische Function von II sein, d. h. dann darf @, = o gesetzt
werden.

Die Formeln (8), (9) und nach (1) und (7):

(10) W, =ay 'y, — ;S[)m(xz)(ml y, — 22) + o,(r,),

wo im Fall ¢. o, =o ist, stellen das Resultat unserer Betrachtungen dar.
Wenn wir nunmchr vermoge der endlichen Beruhrungstransformation

T, = /’(TDH, W = /).?/;)

Ty = 13, Yo = pYs — pp' (WY1 — 22') + o' (1),
2= p’ + olz;),
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Wwo

dz — y,dw, — y,da, = Pg(dz’ = yidzy — yidx;)

ist und im Falle G, o(r,) =0 angenommen werden soll, neue Variabeln
in Gema#ssheit der unter C. in der Einleitung gemachten Bemerkungen
einfubiren, so andern sich die Typen I. und I nicht wesentlich. Wohl
aber ist W, zu ersetzen durch:

rm—1

I I ’ W) » ’
o <w’z"“3/2 — 5 P @y —22) + wm> = ‘%Pz [o*ys — pp'(#iy1 — 22) + o]

I , , I I
._Esbm.(xlyl—— 27) +?wm + Egbmo.

Wahlen wir also p(z;) und o(z;) so, dass:

P
pl@s)

— g =0, J@) + o) + olmdi=o0

wird, was immer moglich ist, ohne dass p = o zu werden braucht, so folgt,
dass W, die einfache Form annimmt:

(r1) W, =y,

wenn ndmlich in den neuen Variabelnbezeichnungen die unndtigen Accente
weggelassen werden (und zwar gilt dies auch im Fall G,, denn dann ist
ja @, =¢=0 zu nehmen).

W, und W, andern ihre Form nicht wesentlich bei Einfithrung jener
neuen Variabeln.

Wir erledigen nun nach einander die 3 Falle, wo 1) nur W, 2) auch
W,, 3) alle drei W zu den characteristischen Functionen I resp. IL hin-
zutreten., Zu bemerken ist, dass die obigen Formeln fir alle drei Falle
gelten. Auch ist klar, dass mit (8), (9) und (10) alle Bedingungen, welche
aus der Forderung der Gruppeneigenschaft fliessen, erschopft sind, aus-
genommen die aus den Combinationen der W unter einander folgenden.

Eyster Fall: m = 1.
Hier tritt zu I resp. 1L nur hinzu nach (11):

W, =y,
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und (8) und (9) liefern fiur m = 1:
24,=2-Const. 4, B; = 2 Const. B.
Diese Gleichungen lehren, dass die 4 die Formen haben:
x5en (,=0,1,...,s, a=Const., i=1,2,...,5)
und die B die Formen:
x5 e (=0,1,...,4, B=~Const., k=1,2,...,1),

aber nattirlich derart, dass immer, wie in Typus I. und II. verlangt wird,
das Product zweier A ein B ist.

Beriicksichtigen wir dies, so konnen wir schliesslich im vorliegenden
Falle folgende beiden Typen angeben:

.’,D‘{, wlyli 3/%,
aFe Ty, aTe Y, ar e,
Y3
IIL 0,=0,1,2,...,8, a=~0Const., i=1,2,...,5,
T, =0,1,2,...,t, fi=~=Const, k=r1,2,...,¢,
sodass jedes z7tie“t®= die

Form 2. Const. z7*¢** hat,

und:

Dieselben characteristischen Functionen wie bei IIL

IV. und ausserdem noch

x.y, — 22.

Zweiter Fall: m =1, 2.

In diesem Falle tritt zu IIL resp. IV. nach (10) noch hinzu:

1
W,=zy, — §9b2 Xy, — 2'3) + o,.
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Weil:

oW, , '
(W, W=y, W)= 3,70:5"_25&2'(5”1% — 22) + o

ist, so muss die rechte Seite eine characteristische Function des Typus L
resp. II. sein.

Im Falle G, ist daher ¢;=o0, im Fall &, ¢, = Const., in beiden also
¢, =— 2ax, — 2b

zu setzen, wo o und b Constanten bedeuten, derart dass im Fall ¢, a =o0
gesetzt werden muss und im Fall G, b = o gesetzt werden darf (da dann
x,y, — 22 in der Gruppe selbstandig auftritt).

(8) und (9) ergeben fir m = 2:

242, + A,(— 2ax, — 2b) = X Const. 4,
Bjx, + B,(— 2ax, — 2b) = X Const. B.
Da far
A, = x5e™, B, = apef
die Relationen bestehen:
Aiz, =04, + a2, A4,
Bz, =1 DB, + ﬁkx2Bk’
so konnen wir dafiir schreiben:

(20, + 20,2, — 202, — 2b) 4, = 2 Const. 4,

(7 + By — 2az, — 20) B, = X Const. B,
d. h.:

(20; — 2a)x,4,= X Const. 4, (B — 20)1, B, = 2 Const. B.

Wenn somit 2, — 24 bpicht fir jedes « gleich Null ist, so ist mit 4,
aunch stets z,4, eines aus der Reihe der 4. Da jedoch die gesuchten
Gruppen endlich sein sollen, so darf dies nicht sein, d. h. es ist

2di -_— 2a == 0.
Ebenso folgt:

p— 2a = o,
d. h.:

a = a, B = 20a.
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Da also nur ein o, = ¢ und ein §, = 2a¢ vorkommt, so sind dic 4 resp.
B die Functionen:
N N S NI S
resp.
e?az,, x262az,’ e x;e?‘”’“,

wo, da jedes Product zweier A4 sich durch die B ausdriicken lassen muss,

notgedrungen
t> 2s

ist.
Ferner wird jetzt:

IV; =Y, + (‘mz + b)(xlyl - 2'2) + @,

wo w;, wie die obige Combination {W, W,} lehrte, characteristische Func-
tion des Typus I. resp. IL. sein muss.
Im Falle G, ist aber, wie gesagt, a = o und also w; von der Form:

sodass
t4+1
w, = 2 _Const.z;
0

wird. Da aber 1,42,, 22, ..., 2 selbst characteristische Functionen sind,

so darfen wir einfach
0, = Cﬁv?_l (¢=Const.)

setzen, sodass sich der Typus ergiebt:

2 2
Xy Lyt Y15

2
Ty 5 L®y y LBy 5« o 0y XDy,

2 s
Y15 Tl TaY o, - - -y L2l
. 2 :
v Ly, %y s Ty oy - ooy Ty
Yys

ZoYy + b(xxyx — 22) + cxgt.
t > 28.
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Im Falle &, dagegen lisst sich & = o machen, auch ist dann nach
dem fritheren (siche S. 148) w, =0 zu setzen. Also wird dann

W2 =2,9, + az, (2,9, — 22).
Fihren wir neue Variabeln vermoge der Bertihrungstransformation

( ) T, = eax’,w;’ Ly = Ty, &= 3gax,2'e’:
12
Y= €Ty, Yy = €90y, — ad® i (a)y; — 27)
ein, so bleiben 7, z,9,, ¥}, #,4, — 22 als characteristische Functionen bis
auf andere Variabelnbezeichnung ungesndert, wihrend die

a6 1wy, 3"y,  wpe

resp. itbergehen in

7T, DYy By
Anstelle von W, tritt

¥, — a(@iy; — 27),
anstelle von W,:

©29s-

Da zjy; — 27 in der transformierten Gruppe selbstindig auftritt, so konnen
wir in dem neuen W, a = o setzen und es folgt der Typus:

¥, TY, Y
xl b xQxl ) xgwl b L A x;xl’
Yoy Ty, Ty - - -5 TaYy
VL I, % , % 4, ..., o,
y? 2 wayz’
XY — 27.

(t > 25).

Dritter Fall: m = 1, 2, 3.
Hier tritt zum Typus V. resp. VL noch hinzu

mzx;ya“‘éfba-(xl!/l‘— 22) + @,.

Aota mathematicn. 14. Imprimé le 21 jauvier 1890. 20
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Es ist nimlich zu beachten, dass die Einfuhrung neuer Variabeln vermdge
(12) die Form von W, nicht wesentlich geandert hat. (8) und (9) er-
geben nunmehr fir m = 3:

(13) 2472 4 Aigbs;—:ZConst.A,

(14) B2} + B,¢; = 2 Const. B.
Fur das specielle 4, = 1 kommt sofort:
¢, = > Const. 4 = %,c,x;.

In (13) eingesetzt giebt dies far das letzte 4, = x;:

k3 s
25zt + 8 }‘;,c,xz EZO:,Const. x5,
d. h. es ist
28 + ¢, = o, g =¢ =...=¢ =0,
also:
¢, =c¢, — 28z,.

In (14) eingesetzt folgt fur B, = x;:
¢
tostt 4 @t (e, — 287,) = }0:, Const. 3,

d. h.:
t = 2s.

Im twbrigen werden jetzt offenbar alle Relationen (13) und (14)
erfullt.
Wir combinieren nun:

W, ,
(15) {vvl’Wa}E{yz’ W’a}z—gg‘:—zx,y,+s(w1yl——2z)+a»3.

Im Falle G, muss dies characteristische Function von Typus V. sein,

d. h. dann muss

(s — 2b)(m,y, — 22) + @z — 2cx3*}

characteristische Function vom Typus L sein. Folglich haben wir:

2
(16) s = 2b; w, — 2020t = Eo,r,x§, (7. = Const.).



Bestimmung einer Klasse von Bertihrungstransformationsgruppen. 155

Wir bilden noch in diesem Falle G,
(W, W, =— aly, — c(t + 1)25*? + swy(my; — 22) + 7,0}

+ 2¢ (sx., — —; co> it — 2b o,
=—W, + (28.’52 ‘*%Co>(x1% — 22) + 20, — ¢(t + D2’ + 2,05

1
+ 2¢ <sa:z — z;co) it — 2bw,.

Die rechte Seite mit Ausnahme von W, muss characteristische Function
von (1) sein, d. h. es ist zunichst:

1
288, — - €, =0,
daher s = ¢, = o, also nach (16) b = o; wegen ¢ = 25 = o ferner:
W3 — 20T, = [,,

W == ng + 707, + d. (d=Const.)
Eingesetat folgt, dass

2¢7; + 2707y + 24 — cxy + 2¢7] - 1o,
characteristische Function sein muss, d. h. es ist:
=T, =0

und folglich lautet der Typus im Fall @,, da in @, die Constante d
gestrichen werden darf:

2 2
Zy s OY s Yo

VIL Z, , Yo, I,

2
Yo s ToYs y X3l

Im Fall G, endlich ist w, =o0, also auch (15) wirklich eine charac-
teristische Function vom Typus VI. Wir haben dann noch zu combinieren,
indem wir ¢, wegen #,y, — 22 streichen durfen:

{m ’ Wa}E{wzyza xgyz + sxz(xxyl - 23)} = — W; + 23-”2(971?/1 — 23);
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d. h. es ist
s =0 und daher ¢ = 25 = o,

sodass ¢, =0 wird. Der Typus lautet folglich:

2 2
Ty s &Y s Y1
xl ’ ?/1 b I)
VIIL \
Yoy TolYa 5 LaYs,

x Y, — 22.

Hiermit sind nun alle Typen aufgestellt worden, bei denen die Linien-
elemente der Ebenen z, = Const., wenn diese festgehalten werden, 6- oder
7-gliedrig transformiert werden.

Die Frage, ob die Gruppen IIL bis VIIL nun auch wirklich irreducibel
sind, ist noch nicht entschieden. Doch ist soviel klar, dass alle unsere
Typen irreducibel sein miissen, sobald es jede Gruppe vom Typus L ist.
Dies allein bliebe also noch nachzuweisen, denn alle Gruppen II. bis VIIL
enthalten Untergruppen von der Form I. Den Beweis verschieben wir
auf spater.

§ 3. Die Gruppen A.f, welche die Linienelemente der Ebenen
x, = Const. zehngliedrig transformieren, und die zugehérigen
Gruppen von der Form A.f, Cf.

Es mogen in allem folgenden W, ..., W, die characteristischen
Functionen derjenigen infinitesimalen Transformationen bedeuten, welche
die irreducibele 10-gliedrige Gruppe von Bertihrungstransformationen der
Ebene (z,, 2,y,) erzeugen (siche pag. 129). Es sei also

Wi=1, Wy=ux, W,=y, W, =a}, W,=xy, We=wi,
W, =2y, — 22,
Ws Exl(xlyl - 25)7 W9 Eyl(xlyl - 22)7

Wlo = (mlyl - 22)2.
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Alsdann hat die allgemeine infinitesimale Transformation derjenigen
Gruppe, die wir jetzt aufsuchen, eine characteristische Function von der
Form

10
£, = Zli o, (2,) W, (k=1,2,...,7)

wo die w; Functionen von #, allein bezeichnen. Es geht dies unmittelbar
aus den ersten Betrachtungen des § 1 hervor. Die gesuchte Gruppe sei
r-gliedrig, sodass r > 10 ist, weil sonst die gesuchte Gruppe in der Ebene
#, = Const. die Linienelemente weniger als 10-gliedrig transformiert. (Vgl.
in der Einleitung unter E.)

Da die Gruppe der (£) also die Linienelemente der Ebene allgemeiner
Lage x, = Const. gerade 10-gliedrig transformiert, so giebt es gerade
(r — 10) unabhingige infinitesimale Transformationen der Gruppe, welche
alle Linienebene einer bestimmt gewihlten Ebene allgemeiner Lage z, = 3
einzeln stehen lassen. Es giebt also unter den 2 (r — 10) characteristische
Functionen — die wir durch @,,..., @,_,, bezeichnen wollen —, deren
zugehorige Transformationen die Linienelemente der Ebene z, = 2 simt-
lich invariant 1a§sen.

Ist » gerade gleich 10, so bleiben die Linienelemente in allen Ebenen
x, = Const. fest, sobald sie in einer Ebene x, = Const. festgehalten werden.

Ist dagegen r > 10, so erzeugen die zu @,,..., @,_,, gehdrigen in-
finitesimalen Bertihrungstransformationen eine (r — 10)-gliedrige Unter-
gruppe der gesuchten Gruppe. Wir behaupten nun, dass diese Untergruppe
in der ganzen Gruppe invariant ist. In der That, wenn wir auf eine Be-
rihrungstransformation (@), welche alle Linienelemente der Ebene #, = x]
stehen lasst, eine andere Berithrungstransformation (2) der ganzen Gruppe
ausftithren, welche sie unter sich transformiert, so ergiebt sich selbstver-
stindlich wiederum eine Berithrungstransformation, welche alle Linien-
clemente der Ebene z, = z) einzeln invariant lasst.

Wenn wir nun die zu der invarianten Untergruppe (@) der Gruppe
(2) gehorige verkirzte Gruppe betrachten, vermdge deren bei jener die
Linienelemente einer der Ebene z, = 2 benachbarten Ebene x, = z; unter
einander vertauscht werden, so ist klar, dass diese verkuirzte Gruppe sich
auf eine invariante Untergruppe der Gruppe der (W) oder auf diese
Gruppe selbst reducieren muss. Es kann nur letzteres eintreten, da ndm-
lich die Gruppe der (W) keine invariante Untergruppe — ausser eben sich



158 Georg Scheffers.

selbst — besitzt. Mithin folgt umgekehrt, dass die Functionen @ sich aus
allen zehn Functionen W zusammensetzen:

10
o= 21‘90“ (20,) W, (k=1,2;10,7~10)

und zwar so, dass diese (r — 10) Functionen sich firr #, = Const. auf nicht
weniger als 10 von einander unabhingige Functionen reducieren. Es muss
also r — 10 mindestens gleich 10 sein, sobald, wie wir annahmen, r > 10 ist.

Die von den (r — 10) unabhingigen infinitesimalen Bertihrungstrans-
formationen (@) erzeugte Gruppe transformiert nun die Linienelemente der
der Ebene x, = z) benachbarten Ebene allgemeiner Lage z, = z, gerade
10-gliedrig. Es giebt mithin gerade (r — 20) unabhangige infinitesimale
Transformationen dieser Gruppe, welche alle Linienelemente dieser Ebene
x, = x, stehen lassen. Es seien dies die Transformationen (¥,),..., (¥, ).

Die von (¥)), ..., (¥,_,) erzeugte (r — 20)-gliedrige Gruppe (die sich,
wenn r gerade gleich 20 ist, auf die Identitit reduciert) ist nun wieder
eine invariante Untergruppe der (r — 10)-gliedrigen Gruppe (@y), ..., (@,_.)-
Man kann auch zeigen, dass sie eine invariante Untergruppe der ganzen
r-gliedrigen Gruppe (2)),...,(2) ist.

Begrifflich ist dies sofort einzusehen, was darin liegt, dass die Gruppe
(¥3), ..., (¥, ) auch so gewonnen werden kann, dass zunschst die Linien-
elemente der Ebene z, = z;, dann erst die der Ebene z, = z} festgehalten
werden. Es seien namlich X, ..., X,_,, die characteristischen Functionen
der (r — 10) unabhangigen infinitesimalen Transformationen der ganzen
Gruppe, bei denen alles in der Ebene z, = z; fest bleibt. Die Gruppe
(¥) ist alsdann invariante Untergruppe sowohl der Gruppe (@) als auch
der Gruppe (X), welche beide wieder invariante Untergruppen der Gruppe
(2) sind. Einerseits hat also jedes | 2¥} die Form X Const. @, anderer-
seits die Form 2 Const.X. Beide Formen aber kdnnen eben nur dann
tbereinstimmen, wenn sie gleich 2 Const. ¥ sind, denn die (¥) sind die
einzigen den Gruppen (@) und (X) gemeinsamen infinitesimalen Trans-
formationen.

Genau so wie oben bei der Gruppe (@) erkennen wir nun auch, dass
sich die characteristischen Functionen der Gruppe (¥), wenn in ihnen fur
x, eine Constante gesetzt wird, auf gerade 10 unabhdingige Functionen —
auf die W — reducieren etc.
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Somit ergiebt sich folgendes Resultat:

Entweder ist » = 10 oder nicht.

Im letzteren Falle ist # > 10 und zwar = 20 oder > 20. Im letz-
teren Falle wiederum ist » = 30 oder 7 > 30 ete. Schliesslich folgt, dass »
ein ganzes Vielfaches von 10 ist. Alsdann existiert eine 10-gliedrige Gruppe,
die in einer 20-gliedrigen, mit dieser zusammen in einer 3o-gliedrigen
etc. invariant ist. Die 10-gliedrige Gruppe hat die Beschaffenheit, dass
ihre characteristischen Functionen sich fur z, = Const. auf W,, W,,..., W,,
reducieren.

Im folgenden werden wir naturgemdss sundchst diese 10-gliedrige Gruppe
2u bestimmen suchen. Alsdann haben wir weitere 10 infinitesimale Trans-
formationen hinzuzufiigen, sodass- die 10-gliedrige Gruppe in der so ent-
stehenden 20-gliedrigen als invariante Untergruppe enthalten ist, ete.

Unser Problem ist jetzt also das folgende:

Es sind 10 characteristische Functionen gegeben von der allgemeinen Form:

10
9, = Zl:,-a)k,- () W3, (k=1,2,...,10)

wo die W obige characteristische Functionen der irreducibelen zehmgliedrigen
Gruppe von Berihrungstransformationen der Ebene (x,, z,y,) sind. Diese
10 Functionen £, sollen linear wunabhingig von einander bleiben, wenn in
ihnen fir x, eine nicht gerade ganz speciell gewdhlte Comstante gesetst wird.
Man soll die Functionen w(x,) so bestimmen, dass die 2, die characteristischen
Functionen einer Gruppe von Berihrungstransformationen des R, bilden.

Nach Lie lasst sich dieses Problem verhaltnismassig einfach erledigen,
wenn man von einem gewissen allgemeinen Saize der Gruppentheorie Ge-
brauch macht. Doch bedarf es dazu der folgenden Vorbemerkungen:

Interpretiert man in der in der Einleitung unter F. schon bemerkten Art
#,,4,y, als Punktcoordinaten eines dreifach ausgedehnten Raumes P,, so
stellt die 10-gliedrige Gruppe von Beruhrungstransformationen (W,),..., (W;,)
der Ebene in diesem P, eine 1o-gliedrige Gruppe G,, von Punkttransforma-
tionen dar, welche die Gleichung

dz —y,dr, = o

invariant lasst.
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Wenn man nun statt z,, 2z, y, neue Variabeln vermdge einer blossen

Punkttransformation des P, einfihrt, indem man setzt

’ I__I ! I
X —‘xl) Yy —Eyu 2 —z_5w1y17

so geht G|, in eine neue Gruppe von Punkttransformationen des Raumes
Pi(z', y', #) uber, namlich in eine projective und z2war in die allgemeinste
projective Gruppe, welche einen linearen Liniencomplex des P; invariant ldsst.
Dieser lineare Complex wird definiert durch die Gleichung

dz' + z'dy’ — y'dx’ = o,

welche aus der obigen:

dz — y,dx, = o
durch Einfuhrung der accentuierten Variabeln hervorgeht. Die genannte
projective Gruppe des P; wollen wir mit Gj, bezeichnen. Ihre infinitesi-

malen Transformationen lauten entsprechend den Functionen W,,..., W,,
folgendermassen:

vy ¢+ar, p—yr, o¢, gP—yd, yp, P +yq+ 2T,

;0 zlql + xr(xrpr + qul + Zl'r'), zlpl_yl(xlpl + qul + z'T'),
2@y + e + #7),

: ’ ’ ’ 9 8 a 3 N
wenn namlich unter p’, ¢/, ' resp. 55,, a—yf;’ 55 verstanden wird. Sie com-
binieren sich — abgesehen von Vorzeichen und unwesentlichen Zahlen-
coefficienten — genau so wie die W selbst.

Wie schon bemerkt, lasst die Gruppe Gi, den linearen Complex
ds + z'dy’ — y'ds’ = o

invariant. Ausser diesem lasst sie keinen weiteren linearen Complex in-
variant, denn ein solcher wire ja definiert durch eine Gleichung

X'dx' + Ydy + Z'de’ = o,

die bei der Gruppe G, invariant bleiben miisste. Wenn wir aber in
dieser Gleichung die urspriinglichen Verinderlichen wieder einfuhrten, so



Bestimmung einer Klasse von Berithrungstransformationsgruppen. 161

erhielten wir eine bei der Gruppe G, oder also bei der Gruppe (W), ...,(W;,)
invariante Gleichung
X dz, + Y dy, + Zdz = o.

Aber die irrreducible Gruppe von Berthrungstransformationen (W), ..., (W)
lasst nur eine solche Gleichung, namlich

dz — y,dx, = o

als invariant zu. Denn eine Gruppe von Berithrungstransformationen der
Ebene (z,, #,y,), welche ausser dieser noch eine derartige Gleichung
X, dx, + Y,dy, + Zdz = o invariant lasst, ist nach einem bekannten all-
gemeinen Satze, den wir hier nicht beweisen, reducibel.

Die @, lasst somit einen und nur einen linearen Complex invariant.

Diese G, besitzt nun zwei Arien von siebengliedrigen Untergruppen.
Bei einer sicbengliedrigen Untergruppe der einen Art bleibt ein Punki,
bei einer der zweiten Art eine Complergerade des Pj; invariant. Alle
Gruppen der einen Art sind innerhalb der G}, mit einander gleichberechtigt.
Dasselbe gilt von allen Gruppen der anderen Art. Es hat dies seinen
Grund darin, dass die @}, jeden Punkt der P; in jeden anderen und jede
Complexgerade in jede andere uberzufithren vermag. Um also einen
Typus fiir die eine oder andere Art von siebengliedrigen Untergruppen
zu erhalten, braucht man nur unter den Transformationen der &), die-
jenigen 7 auszuwahlen, welche einen bestimmten Punkt, z. B. den unend-
lich fernen Punkt der #-Axe, oder eine bestimmte Complexgerade, z. B. die
Axe des Ebenenbiischels ' = Const., fest lassen.

So findet man die beiden Zypen:

(I) TI, ql + xlrl’ ‘p/__yl,r/’ xlql, xlpl_qul, ylpl, xlpl + yrq/ + 2217,/

(2) 7,1’ ql + xlrl’ pl —-y'?", xl‘pr__qul, ?/’p’, CU,Z)'—}‘ qu, + 2317,1,
lerﬂ_ ?f’(x'p'“f-ylg"l‘ zlg,/).
Dem einen entspricht in den (W) die Gruppe

(1) (Wa), (W), (W3) 5 (W) (W) 5 (W) 5 (W),
dem anderen die Gruppe
() (Wy) > (W), (W3), (W) 5 (W), (7)), (W)

Acta mathematica. 14, Imprimé le 21 janvier 1890, 21
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Dass sich die beiden Typen durch keinerlei Punkttransformation in einander
wberfillren lassen, lehrt ihre Zusammensctzung oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die der Gruppen (1') und (2'). In der That, die Gruppe
(1') besitzt eine invariante eingliedrige Untergruppe (W), die Gruppe (2’)
aber hat, wovon man sich durch einfache Berechnung uberzeugen mag,
keine Invariante cingliedrige Untergruppe. Es ist hierzu zweckmissig, die
Combinationen {W,W,} zu kennen. Hierzu dicne die folgende Zuabelle, in
welcher jedesmal der Schnitt einer Horizontal- mit einer Verticalreihe die
Combination der ersten Glieder dieser Reihen angiebt.

O

(wwi=| w, | w, W, ‘ w, | W, { W, 1 W, { w, L ow, | W,
W, o o 0 1 o| o . o 2W, | 2W, | 2 W, | 4w,

I L - e SR S

W, o o W, ; o | —w, ‘:_ 2 W,E W, f W, W,—W, 2W,
W, o W, o |2 w,| W, o W, W,+W, W, | 2W,
W, o} 0 | —2W, >{ 0 t2 Wi —4W,| o o —2W, o
w, o W!_ — W, |2W,| o —z2W,| o w, | — ng o}
W, o 2W, | ) aW,| 2W, | o | o | 2W, o o)
W, |—2W| —W, —W, \‘ 0 0 0 0 § w, W, 2W,,
W, |—z2W, —W, ‘—WE—W;E o | — W, i—— 2;/V9 — W, o} — Wy, o
W, |—zww,.—w, —w, ' 2 W, | W, 1 o |—w, \’ w,, o o
W, |—4W,j—2W,| —2W, ; o] o] 1'";' ——szi 0 0 0

Mit Hulfe dieser Tafel lasst sich leicht zeigen, dass es keine infinitesimale
Transformation der Gruppe (2) giebt, welche mit einer beliebigen infini-
tesimalen Transformation dieser Gruppe (2') combiniert, immer wieder —
mit einem Zahlenfactor — reproduciert wird.
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Nach dieser langeren, aber notwendigen Einschaltung kehren wir zu
unserem Problem, zur Gruppe (£,),...,(%,,), zurick (pag. 159).

Bei dieser Gruppe bleiben die Ebenen z, = Const. einzeln invariant.
Wir betrachten nun die Gruppe von Berithrungstransformationen, welche
in der Ebene z, = ) durch die Gruppe (£) bestimmt wird. Ihre cha-
racteristischen Functionen ergeben sich a;us‘.Q1 yoees 2, Wenn gz, =3 gesetzt

wird. Es seien dies:
0 0
‘Ql AR | 10

und ibre Gruppe nennen wir ®),. Ebenso haben wir in einer benach-
barten Ebene z, = z; eine Gruppe ®;,:

4 4
gl""’ ioe

Wir interpretieren z , z,y, in der obigen Weise als Punktcoordi-
17 ) J1 For) :
naten eines dreifach ausgedehnten Raumes Pj, indem wir gleichzeitig in
die Gruppe @), die neuen Variabeln
o __ 1} 0

I
_5?/1, z2 =3—5171j/1

xo

= Ty, Y

(vgl. pag. 160) einfiuhren. Damit haben wir eine Gruppe @}, im Pj ge-
&

funden, bei welcher der lineare Complex

dz® 4 z°dy® — y%dz’ = o

und kein weiterer invariant bleibt, denn (£9),...,(£],) soll ja eine irre-
ducibele Berithrungstransformationsgruppe der Ebene w, = x3 darstellen.
Ebenso haben wir in einem P; eine Gruppe @), in den Coordinaten

’ ’

;1 " I
T =z, Y =34 Z=z—cuay,

erhalten, bei der ausser dem Complex
d?’ + x'dy — y'do’ = o

kein anderer invariant bleibt.

Halten wir nunmehr einen Punkt des P§ fest, so ergiebt sich eine
siebengliedrige Untergruppe @7 von @j,. Ihr entspricht wegen der iso-
morphen Zuordnung eine siebengliedrige Untergruppe @; der Gruppe 6;,-
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Da die & nach den obigen einleitenden Bemerkungen (indem sie vom
Typus (1) ist) eine eingliedrige invariante Untergruppe besitzt, so hat
auch die @;, weil sie mit der @; isomorph ist, eine solche. Folglich ist
die ®; eine solche siebengliedrige Untergruppe der @), welche — wie
die & im P} — im P, einen Punkt, nicht cine Complexgerade fest lasst.

Die beiden Gruppen @}, und @, haben daher folgende bemerkens-
werte Eigenschaften:

1.) Beide haben gleichviele Variabeln z°, y°, 2° resp. o', ¢', 7.

2.) Beide sind transitiv.

3.) Sie sind isomorph auf einander bezogen.

4.) Wenn man bei der @), einen Punkt festhdlt, so ergiebt sich eine
siebengliedrige Untergruppe der @), welcher isomorph diejenige sieben-
gliedrige Untergruppe der @, entspricht, die aus allen Transformationen
besteht, welche einen Punkt des P festlassen.

Nach einem allgemeinen Satze von Lie giebt es dann aber eine
Transformation der Variabeln z°, y°, 2° in die Variabeln «',y', 2, welche
die & in die ©), uberfihrt.

Diese Transformation lisst sich nun auch als Transformationen in
den urspriinglichen Variabeln w,,z,y,, die wir in der Ebene z, = zj
durch z{, 2% 4!, in der Ebene z, = x} durch =z, #,y, zur Scheidung
bezeichnen wollen, schreiben, und wir werden zeigen, dass sie cine Be-
rihrungstransformation der Linienelemente der Ebene x, = z3 in die der
Ebene x, = =z, 1st.

In der That, die Transformation der z°, 4° 2° in die «’, ¥/, # fuhrt
ja die bei @), invariante Gleichung:

dz® + 2°dy’ — y’dz® = o-
in die einzige bei @}, invariante Gleichung derselben Art:
d7 + ©’dy’ — y'de’ = o

tiber. Die entsprechende Transformation in den urspriinglichen Variabeln
fuhrt also die bei @) invariante Gleichung:

dz* — yidr} = o
in die bei @;, invariante:
t ’
dZ — y,dxi = o
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tber, d. h. sie ist eine Berithrungstransformation der Ebene z, = 2{ in
die Ebene z, = 2}.

Mithin lassen sich die beiden Gruppen &9, oder (£°) und @;, oder
(2') wermige einer Berithrungstransformation der Linienelemente in ein-
ander tberfihren.

Um diese Berithrungstransformation wirklich zu bestimmen, kann
man so verfahren. Man halt bei der @], ein Linienelement fest. Bei
der entsprechenden @], hilt man also dann einen Punkt des Pj fest und
es ergiebt sich eine 7-gliedrige Untergruppe @& von @f,. Ihr entspricht
isomorph eine ganz bestimmte 7-gliedrige Untergruppe ©; der @;,, bei
der ein bestimmter Punkt der P, fest bleibt. Diesem Punkte endlich
correspondiert ein bei der ®;, in der Ebene z, = z, festgehaltenes Linien-
element. Die Linienelemente der Ebene z, = 25 und x, = #; sind hier-
durch in ganz bestimmter Weise einander zugeordnet, und diese Zuord-
nung stellt die gewiinschte Berithrungstransformation dar.

Wir nehmen nun an, dass fir z, = 2} direct

R=W, . ... & =W,

sei. (Dies kann immer erreicht werden dadurch, dass man statt der £,
lineare Combinationen 2. Const. 2 derselben als meue 2, einfuhrt) Als-
dann giebt es also eine ganz bestimmte Berthrungstransformation der
Linienelemente, welche die £, in die W aberfuhrt. Die Gleichungen
dieser Berithrungstransformation werden etwa sein:

0 ’ ’ ’ ’
xng(xl,z,yl,xz), 0

= 4w}, 7,4, ).

L
yi= Y, 7,9, z),

Diese Gleichungen aber kann man, — worauf wir schon frither einmal
hingewiesen haben (siehe Einleitung unter E., pag. 125), — stets zu denen
einer Bertthrungstransformation des R, vervollstandigen.

Lassen wir nun den tuberflussigen Index Null in den Coordinaten
z7, 2% y) der Ebene z, = a5 fort, so sehen wir:

Es giebt eine Berihrungstransformation des R, welche 2,,..., 2,
resp. in W, ,..., W, dberfihrt; und somit konnen wir diese Gruppe
(W) selbst als den gesuchten Typus hinstellen.
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Diese im wesentlichen von Lie herrtthrende Betrachtung liefert folg-
lich den Typus:

2 2
L, &, , 21, LYy Y1 Byl — 28,

xl(wlyl — 25) ’ ?/1(‘”13/1 - 25) ’ (xl.% - 2'2>2'

Wir miissen nun in Gemassheit des fraheren (pag. 159) untersuchen,
ob diese Gruppe nicht invariante Untergruppe einer 20-gliedrigen Gruppe
sein kann, deren characteristische Functionen samtlich die Form

, 9, =2 0,(r,)W,
haben.
Wire dies der Fall, so misste jedes {2, W} sich lincar mit constanten
Coefficienten durch W, ..., W,, allein ausdricken. Es ist aber all-

10
gemein
{gk W).} = Eiwki{ W, WA})

" und unsere allgemeine Combinationstafel (pag. 162) lehrt ohne Schwierig-
keit, dass die w,, sich auf Constanten reducieren missten.

Also ergiebt sich kein 20-gliedriger Typus, um so weniger ein 30-
und mehr-gliedriger Typus. Typus IX. ist der einzige.

Es bedarf nur noch weniger Bemerkungen, um diejenigen Gruppen
A,f, C.f zu bilden, deren Untergruppen A,f die Linienelemente der Ebene
x, = Const. ro-gliedrig transformieren.

Indem wir namlich auf die zu FEingang des § 2 gemachten Be-
merkungen verweisen und uns dadurch ihrer im wesentlichen doch blossen
Wiederholung an dieser Stelle ttberheben, bemerken wir, dass es nunmehr
unsere Aufgabe ist, zum Typus IX. eine, zwei oder drei characteristische
Functionen hinzuzufiigen von der Form

"Qm = x:’"-ll’/z + (pm(xl bl x2 ] Z b yl>7

— wo entweder m = 1 oder m = I , 2 oder endlich m = 1,2, 3 zu
setzen ist —, und zwar derart, dass jede Combination von £, mit einer
der durch W bezeichneten characteristischen Functionen des Typus IX.
wieder von der Form 2 Const. W ist.
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Da nun W,,..., W, ganz frei von 2, und y, sind, so folgt aus
der allgemeinen Combinationsformel (5') der Einleitung sofort, dass jedes:

{"Qm7 VVi}E{@ma m}

ist. Es muss also die zu @, allein gehorige infinitesimale Beruhrungs-
transformation (4@,) zusammen mit (W)),...,(W,,) eine Gruppe bilden,
welche (W), ..., (W,,) zur invarianten Untergruppe besitzt. Diese Gruppe
(9,), (W), ..., (W,,) transformiert die Linienelemente der Ebene », =Const.
10-gliedrig. Nach dem obigen giebt es aber nur e¢ime 10-gliedrige der-
artige Gruppe, namlich die vom Typus IX. Daraus folgt, dass @, die
Form
?,=2 Const. W

haben muss.

Weil nun in den gesuchten Gruppen die characteristischen Functionen
W,,..., W, simtlich auftreten, so konnen wir folglich in

‘Qm == x;’"—ly2 + (pm
das Glied @, einfach streichen, sodass wir haben
m 3
—_— —1
L. =x7"'y,.

Mithin miissen die gesuchten Gruppen die typischen Formen besitzen:

2 2
X Ty 2y U, 215 1y s Yy Ty — 22, xl(xlyl_zz)’
Pa
2
yl(xx% - 25) ’ (xlyl - 25) » Yy
2 2
XJ Ly Ty Uiy X1y 105 Yh oy Tih— 22, -’51(551?/1 — 2z)9
2
yl(x1y1 - 22) ’ (xlyl - 23) s Yg s Tols-
2 2
L, %, Yrs Bs Bl Y1 T — 22, 2(0y, — 22),
XIIL
A2 2
yl(xx?h - 22) ’ (xlyl - 2”) » Ygr TlYg s ol
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Aus demselben Grunde, der pag. 156 in betreff der Typen IIL bis
VIIL. geltend gemacht wurde, ist auch hier zu sagen, dass die Irreduci-
bilitat der Gruppen IX., X., XL, XII. bewlesen ist, sobald gezeigt ist, das
Typus L irreducibel ist.

§ 4. Schlussbemerkungen.

Nachdem wir somit alle Typen aufgestellt haben, harren noch einige
Einzelfragen ihrer Erledigung.

Zunachst fragt es sich, ob die gefundenen Gruppen auch wirklich irre-
ducibel sind. Nach dem friheren gentigt es, die Irreducibilitat des Typus
I. nachzuweisen. Typus I aber ist irreducibel, sobald eine Untergruppe
dieses Typus irreducibel ist. Offenbar enthalt I. Untergruppen von der Form

2 9 2
mnxlynyuAmnA?/nA,

wo A eine nicht identisch verschwindende Function von =, allein ist.
Es ist leicht — und wird weiter unten entwickelt werden — durch Ein-
fahrung neuer Variabeln vermdge einer Berithrungstransformation des E,
hierin 4 =1 zu machen. Wir werden nun die Irreducibilitit der Gruppe

(I> N TN T
natirlich diese aufyefasst als Gruppe des R, — nicht bloss der Lbene —,
nachweisen.

Wir konnten dazu unser analytisches Criterium verwenden. (Siehe
in der Einleitung unter B.) Doch erledigt sich unsere Aufgabe fast
ohne Rechnungen durch die folgende Uberlegung:

Wenn die obige Gruppe (1) des R, reducibel ist, so giebt es im R,
eine Schar von oo’ Vereinen von je oo’ Flichenelementen, welche Schar
bei der Gruppe (1) invariant bleibt und nicht etwa nur aus co®, sondern
wirklich aus allen co® Flichenelementen des R, besteht. Jene co® Ver-
eine werden geometrisch durch oo® Flichen oder durch oo’ Curven oder
schliesslich durch die co® Punkte des R, dargestellt.

Im letzteren Falle ist auch die Gruppe (1), aufgefasst als Gruppe der
Ebene #, = Const., reducibel, was aber dem Thatsichlichen widerspricht.
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In dem anderen Falle, in welchem eine Schar von co® Curven des
R, in sich transformiert wird, liegen entweder je co® Curven der Schar
in einer Ebene x, = Const. oder aber die Curven schneiden jede dieser
Ebenen in ihren oo? Punkten. Bei beiden Annahmen ist wieder die
Gruppe (1), aufgefasst als Gruppe der Ebene, reducibel, was absurd ist.

Mithin bleibt nur noch der Fall zu beriicksichtigen, bei welchem
jene co? Vereine des R, durch oo’ Fldchen desselben dargestellt werden.

Hier sind wieder zwei verschiedene Moglichkeiten zu unterscheiden:
Entweder niamlich schneiden die oo® Flachen eine jede der Ebenen
z, = Const. in nur oco? Curven oder aber in co® Curven. (Beispiel fur
die erstere Moglichkeit: Die oo® Ebenen des R,.) Wirden wir aber
ersteres annehmen, so misste wieder die Gruppe (1) in der Ebene redu-
cibel sein. Da dies nicht der Fall ist, so bleibt schliesslich nur die An-
nahme, dass die co® Flichen des R, die Ebenen z, = Const. in je oo°
Curven schneiden.

Da nun bei der Gruppe (1) der Ebene x, = Const. bekanntlich nur
eine Schar von co® Curven invariant bleibt, namlich die Schar aller Ke-
gelschnitte, welche ein gewisses unendlich fernes Linienelement gemein haben,'
so folgt, dass die Schar der oo’ Flichen aus jeder Ebene z, = Const.
gerade die betreffenden co® Kegelschnitte ausschneiden muss.

Es werden die Linienelemente einer jeden Ebene z, = Const. bei der
Gruppe (1) genau so wie die jeder anderen Ebene z, = Const. trans-
formiert. Eine Flache jener Schar von oco® Flachen schneidet nun die
Ebenen g, = Const. in einer Reihe von Kegelschnitten %, %', %7, ....
Jedem dieser Kegelschnitte entspricht in der Ebene z, = o ein ihm con-
gruenter: k,, k{, k', ..., derart also, dass k, Projection von %, k; die von
k' etc. auf die Ebene 2, = o ist. Damit entspricht jeder unserer co?
Flachen des R, in der Ebene z, = o eine Schar von co' Kegelschnitten
kyy ki, ky.... Die co® Kegelschnitte dieser Ebene (welche ein gewisses
unendlich fernes Linienelement gemein haben) werden also in oo® Scharen
von je co' Curven zerlegt. Da die Gruppe (1) die Flachen in einander
tberfuhrt, und da sie die Linienelemente aller Ebenen z, = Const. in
derselben Art transformiert, so folgt, dass in der-Ebene z, = Const. die

Gesamtheit jener co® Scharen von je co' Kegelschnitten invariant bleibt,

' Lig, Theorie der Tramsformationsgruppen IV. Archiv for Math. og Natur
vidensk. 1879, p. 457.

Acts mathematica, 14. Imprimé le 21 janvier 1890. 22
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in der Weise, dass eine jede Schar in eine andere Schar der Gesamtheit
ubergefithrt wird.

Halten wir nun unter den oco® Kegelschnitten der Ebene x, = o
irgend einen (k) fest, so bleiben, da alle Ebenen x, = Const. gleiche
Transformationen erfahren, mit ihm alle die oo’ Kegelschnitte in den ver-
schiedenen Ebenen z, = Const. invariant, welche k entsprechen, d. h. k&
zur Projection auf die Ebene z, = o haben. Durch jeden dieser Kegel-
schnitte geht eine Flache unserer Fliachenschar und zwar durch jeden eine
andere. Wenn nidmlich alle die co' Kegelschnitte derselben Fliche an-
gehorten, so wiirde folgen, dass jede der Flachen ein Cylinder ware.
Aber eine solche Schar von oo® Cylinderflaichen (mit derselben Richtlinie)
umfasst nur oco* Fliachenelemente des R, nicht alle oo’ ist also aus-
geschlossen. Folglich geht durch jeden unserer co' festgehaltenen Kegel-
schnitte je eine Flache der Schar. Jede dieser co' Flichen muss natiir-
lich mit % festbleiben. Damit ergiebt sich: Wenn wir in der Ebene
x, = 0 (die ja den Character einer Ebene allgemeiner Lage hat) einen
der co® Kegelschnitte festhalten, so bleiben auch oo’ Flachen der Schar
invariant. Da nun jede Fliche durch eine Schar von oco' Kegelschnitten
dieser Ebene in der obigen Weise ersetzt werden kann, so folgt weiter:

Wird in der Ebene z, = o ein Kegelschnitt festgehalten, so bleiben in
dieser Ebene co' der oo® Scharen wvon je oo Kegelschnitten, und zwar jede
Schar einzeln, invariant,

Um nunmehr zu prifen, ob dies wirklich der Fall ist oder nicht,
sind die Transformationen der Kegelschnitte der Ebene x, = o unter ein-
ander bei der Gruppe (1) zu untersuchen. Dabei ist es zweckmissig, die
Kegelschnitte als Individuen, als Elemente der Transformation aufzufassen.
Wir interpretieren daher diese co® Kegelschnitte durch die Punkie eines
dreifach ausgedehnien Raumes R,. Analytisch ist dies so zu bewerkstelligen:

Die co® Kegelschnitte unserer Ebene z, = o werden durch die Glei-
chung zwischen z, und z (den Punktcoordinaten in der Ebene) dargestellt:

2 =1+ yx, + 37},

wo t,Y,3 willkirliche Constanten bedeuten. Jedem Wertetripel (x, Y, 3)
entspricht einer der Kegelschnitte. Wir nehmen pun g,y,3; zu Car-
tesischen Punktcoordinaten in unserem R, und damit ist jeder der oo’
Kegelschnitte von z, = o durch einen Punkt dieses R, dargestellt.
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Fuhren wir die Transformationen von (1) in der Ebene z, = o aus,
so werden dadurch diese co® Curven unter einander vertauscht und damit
auch ihre Bildpunkte im %, d. h.: Jeder Transformation der Gruppe (1)
entspricht eine bestimmte Punkttransformation des Raumes %,. Diese
Punkttransformationen aber sind leicht aufzustellen.

In der That, wenn wir z. B. in der Gruppe (1) die infinitesimale
Transformation mit der characteristischen Function 1 betrachten, so er-
halten #; und z die Incremente:

or, = o, 02 = — 0t,
wo ot eine infinitesimale Constante vorstellt. Der Kegelschnitt
z2=1 + yo, + 30}

muss dadurch wieder in einen Kegelschnitt derselben Art wibergefithrt
werden, dessen bestimmende Parameter y, vy, ; etwa die Werte ¢ -} dt,
Y -+ oy, 3 + J3 haben. Dann muss sein

24 62=( + o) + (v + )@, + ox) + G + W)z, + ox)’

0z = 0y + 0y.x, + 0§.47 + (y 4 232,)0x,.
Nun ist dr, = 0, dz = — of, also kommt:
— 0t = dy + oy.x, + d§.71,
d. h., da dies fur alle z, gilt:
oL = — ot, oy = o, d5 = o.
Jener Berithrungstransformation mit der characteristischen Function 1 ent-

. . . . 2 .
spricht also in unserem R, die Punkttransformation _x oder, wenn wir

%
zur Abkiirzung
o o o
A A
setzen, die Transformation — 1t oder, da es auf Vorzeichen nicht an-

kommt, kurz r.
In dieser Weise — und unter eventueller Beriicksichtigung auch der
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Transformation, die y, erfahrt, — ergiebt sich unschwer, dass der Gruppe
(1) im R, die Gruppe von Punkttransformationen entspricht:

(2) P,a,t,9p + 230,99 + 23, v'p + 490 + 437

Wie wir sahen, missen sich (wenn die Gruppe (1) im R, reducibel
ist) jene co® Kegelschnitte der Ebene in co® Scharen von je co' zusam-
menfassen lassen, derart, dass durch (1) diese Scharen unter einander ver-
tauscht werden. Jeder Schar entspricht.im R, eine Reihe von co' Punkten,
d. h. eine Curve (die sich im allgemeinen aus leicht ersichtlichem Grunde
nicht auf einen Punkt reduciert). Mithin muss bei der Gruppe (2) des R,
eine Schar von co® Curven invariant bleiben (die sich, wie ebenfalls leicht
aus der Irreducibilitst der Gruppe (1) in der Ebene und aus anderen
Eigenschaften dieser Gruppe folgt, nicht auf nur co” oder gar co' Curven
reducieren darf).

Die Gruppe (2) nun lasst, wie man sofort einsieht und was man auch
methodisch ableiten kann, die Schar aller Geraden invariant, deren Fort-
schreitungsrichtungen der Gleichung geniigen

dy’ = 4dyds,

d. h. einen gewissen Liniencomplex zweiten Grades.

Bei der Gruppe (2) bleibt keine andere Schar vom oo® Curven, ausser
der Schar dieser Geraden, invariant, vorausgesetzt natirlich, dass wir ver-
langen, diese co® Curven sollen den ganzen R, und nicht etwa nur eine
Flache desselben erfilllen, was ja unseren Zwecken nicht entspriche.

Der Beweis stellt sich so: Durch einen beliebigen Punkt P des R,
mussen oo' Curven der gesuchten Schar gehen. Halten wir also den
Punkt bei der Gruppe (2) fest, so missen diese co! Curven unter ein-
ander vertauscht werden. Sie besitzen im Punkte P oo’ oder nur eine
discrete Anzahl von Tangenten. Letzterer Fall ist ausszuschliessen, denn
bei ihm miissten diese Tangenten einzeln stehen bleiben, wiahrend doch bei
(2) mit einem Punkte immer nur die durch ihn gehende zur p-Axe
parallele Gerade invariant bleibt. Die co! durch P gehenden Tangenten
bilden nun in diesem Punkte einen Kegel, der mit P invariant bliebe.
Aber mit P bleibt nur der Kegel der durch P gehenden Geraden des
Complexes fest. Also haben die gesuchten Curven immer Complexgeraden
zu Tangenten und zu jedem Punkte P und je einer der durch ihn ge-
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henden Complexgeraden gehort immer je eine Curve der gesuchten Schar
(oder eine discrete Anzahl, was fiir uns auf dasselbe hinauskommt). Wenn
wir also einen Punkt £ und eine der durch ihn laufenden Complexge-
raden ¢ festhalten, so muss auch diejenige Curve der gesuchten Schar,
welche durch P geht und ¢ zur Tangente in P hat, festbleiben.

Da bei der Gruppe (2) der Nullpunkt keine ausgezeichneten Eigen-
schaften hat, so konnen wir — ohne zu specialisieren — ihn anstelle des
beliebigen Punktes P festhalten. Die Transformation von (2) aber, welche
den Nullpunkt invariant lassen, sind

Y + 230, va + 255 9P + 4v3 + 457
Durch den Nullpunkt gehen die durch die Gleichungen

c
y = cx, 5=Z§

dargestellten oo! Complexgeraden. Wir halten eine derselben, (¢), fest.
Dann bleiben nur noch die beiden infinitesimalen Transformationen

2yp + (45 + cv)q + 26,
’p + 4939 + 437

Bei diesen muss also eine durch den Nullpunkt gehende Curve, welche
die Gerade (c¢) zur Tangente im Nullpunkt hat, invariant bleiben. Die
Gerade (¢) hat nun als Tangente mit der Curve ausser dem Nullpunkte
noch einen unendlich benachbarten Punkt, etwa:

I

B S

L=2g, y = ce, 3

[0
-

wo & infinitesimal sei, gemein, der natiirlich auch invariant sein muss.
Aber bei der ersten der vorstehenden infinitesimalen Transformationen
bleibt er offenbar nicht invariant. Also folgt, dass es keine derartige
Curve giebt, womit bewiesen ist, dass nur die Schar der co’ Complex-
geraden eine Curvenschar der gesuchten Art ist.

Mithin miissen die Complexgeraden jeme oo® Scharen wvon je oo' Ke-
gelschniiten der Ebene x, = o im R, darstellen. Wenn wir einen Kegel-
schnitt der Ebene #, = o festhalten, so miissen, wie wir sahen, co® solche
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Scharen von Kegelschnitten, und zwar jede Schar cinzeln, invariant bleiben.
Far den %, folgt dahcr: Halten wir einen Punkt des %, fest, so miissen
alle oc! durch ihn gehenden Geraden des Complexes einzeln festbleiben.

Dies aber ist bei der Gruppe (2) nicht der Fall. Daher folgt um-
gekehrt: Es kann bei der Gruppe (1) keine Schar von oo’ Flichen,
welche alle co® Flachenelemente des R, umfassen, invariant bleiben.
Also ist nach dem friheren die Gruppe (1), aufgefasst als Gruppe des

R,, irreducibel, was zu beweisen war.

Mithin sind alle Gruppentypen 1. ...XII. irreducibel.

Endlich bleibt noch die cine Frage zu untersuchen, ob und welche
Typen sich durch Einfihrung neuer Variabeln vermdige einer Beriihrungs-
transformation des R, in einander tberfihren lassen, welche also als diber-
fliissig verworfen werden konnen.

Um uns hiertiber Klarheit zu verschaffen, werden wir uns zunichst
fragen, ob bei irgend welchen der gefundenen Typen mehr als eine Schar von
Gleichungen

Oz, ,2,,2,y,,y, = Const.

invariant bleibt. Eine solche Schar kennen wir ja schon, es ist die Schar
x, = Const.

Wir bemerkten schon, dass alle Typen eine Untergruppe enthalten
von der Form

(3) Ty, Ty, Yt Az, Ay, , A%

wo A eine nicht verschwindende Function von z, allein bedeutet. Bei
den Gruppen V....XII. konnen wir sogar in (3) A =1 setzen. Auch
bei I. und II. konnen wir eines der 4, gleich 1 machen durch Ein-
fuhrung neuer Variabeln, ohne dadurch die Gestalt der Gruppen wesent-
lich zu #andern. Wir fuhren namlich in I. und II. neue Variabeln ein
vermoge der Bertihrungstransformation:

xy = p(2:)%7, Y1 = pY1, 2= pZ,

T, = &y, Yo = p'ys — pp' (@Y1 — 27),
bei der

dz — y,dx, — y,dz, = p*(ds’ — y,dw; — y,dx;)

ist. Setzen wir hierin p = 4,, so wird in der neuen Gruppe das neue
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A,=1. Beim Typus III. und IV. konnen wir ahnlich verfahren. Nur
muss hierbei beachtet werden, dass die infinitesimale Transformation (y,)
ihre Form durch Benutzung jener neuen Variabeln wesentlich &ndert.
Sie geht nimlich uber in

’

I ' 1 ’ g
??/2 =Y —‘%(551.% — 23)-'

In III. und IV. haben aber die 4, die allgemeine Form 25¢**, sodass,
wenn p = e*“* gesetzt wird, diese characteristische Function wird zu

Y2 — a(ziy, — 24).
Typus III. werden wir also so schreiben konnen:

2 2
Lyy Lt s Yis Zas Yy 1,

xgc %% z,, xgs easxzyl , x;k eﬁnz‘g’

’
IIr. Yy + a(zy, — 22),
0,=0,1,2,...,8, T,==0,1,2,...,5,
t=1,2,...,8, k=1,2,...,t

wihrend im Fall IV. noch xy — 2z hinzutritt, sodass @ hierin dann
gleich Null gesetzt werden kann.

Also sehen wir: wir kénnen immer annehmen, dass alle Typen die
Untergruppe

2 2
(1) iy Lith s Y15 oy Yy 1

besitzen. Nur ist dabei IIL durch III'. zu ersetzen.

Wenn nun einer der Typen die Gleichungenschar @& = Const. in-
variant lassen soll, so muss auch diese Untergruppe dieselbe invariant
lassen. Bei der Gruppe (1) bleiben nun aber offenbar z, und y, absolut
invariant, d. h. diese Gruppe lasst jede Schar von der Form

?(z,,y,) = Const.

invariant. Wenn noch eine andére Schar @(z,,z,,2,y,,y,) = Const
bei (1) invariant bliebe, so konnen wir sie offenbar auch einfacher so
schreiben:

?(z,, 5, y,) = Const.,
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da ja =z, ,2,y, bei (1) Incremente erhalten, die nur von z,, 2z, y, selbst
abhingen. Aber bei der Gruppe (1) bleibt, wie man leicht ubersieht,
kein derartiges Gleichungensystem ungesndert.
Also hat jede bei (1) und daher auch jede bei unseren Typen I,
IL, 1Ol 1V, ..., XII. invariante Gleichungenschar @ = Const. nunmehr
die generelle Form
&(z,, y,) = Const.

Hiernach ist es nicht mehr schwer, die bei jeder einzelnen unserer
Gruppen sich ergebenden Scharen zu bestimmen. Wir bemerken nur so-
viel: Die Rechnung lehrt, dass die Typen VIL bis XIL stets nur die
Schar x, = Const. invariant lassen, wihrend die Typen I bis VI, aller-
dings nur in Specialfallen, mehrere invariante Gleichungenscharen besitzen.

Wenn wir also unsere Typen nicht durch besondere Wahl der in ihnen
vorkommenden Constanten specialisieren, so kinmen wir sagen: Sie lassen
samtlich nwur die Schar x, = Const. invariant.

Darin liegt dann auch, dass sie sich nicht in einander wberfihren lassen,
denn sie besitzen samtlich dieser einzigen Schar z, = Const. gegentiber
ein verschiedenes und durch Einfuhrung neuer Variabeln nicht auszu-
gleichendes Verhalten. Wohlbemerkt ist hierdurch nicht ausgeschlossen,
dass die Typen L bis VL in Specialfsllen doch auf einander zuriickfithr-
bar waren. Im allgemeinen aber ist keiner unserer zwolf Typen tber-
zahlig. Wir stellen daher alle zwolf in einer Tabelle zusammen.

1.) x, bleibt invariant bei den Typen:

L IL 1X.
T3, T s Uiy a3, 1Y, Yis 1, %, ¥, o1
A(2,)z, , A(2,)y,, A, (z;)x, , Ai(22)Y1, Y, Y, 0y, — 22,

(t=1,2,..,,8) (i=1,2,..,9

By(15) , t=1,200 B.(z,) , ¢=1.2..0 z, (2,y, — 22),
wo jedes wo jedes y,(z,y, — 22),
4,4, = 2 Const. B A, A; = 3 Const. B .

1 : (xlyl - 22) .
sein  muss. sein muss,

x,Y, — 22.
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2.) x, wird eimgliedrig transformiert bei den Typen:

111

2 2
Ty Ty Yis

IV.

2 2
Ty LYy Y1y
xmeaw_,xl , xm eaezzyl ,

X,
2
Ly, Xy Yy Xy

2
1Yy, Y1y X1l — 2%,

w;’: eﬁk-l'z , .’L';k eﬁkl‘z s
ml(xlyl e ZZ),
6i=0,1,...8, :=0,1,. .,k |;=0,1,...,%, T:=0,1,...,k
a;= Const., i = Const.,|a;=Const., J = Const, Y, (2, — 22),
i=1,2,...,s, k=1,2,..,¢, i=1,2,..,8, k=1,2,..,1, 2
. . .Y, — 22
sodass jedes sodass jedes (®,9, )%
xmwl—a:,- e(ai«{-aj)a”z xlfi-f-o’je(ai'i'aj)xz 3/2.
die Form die Form
2 Const. z7e”* hat. 2 Const. z*e®* hat.
Yy Y, 5 LY, — 22.
3.) x, wird zweigliedrig transformiert bei den Typen:
V. VL XL

2 2
Ty 1Y, Y
2
Tys LaZyy TpLy s oo vy C(J;.’Bl,
2
Yis Lolfry Talfrs -y X5y

2 t
Iy TyyXgyeeey Ty,

2 2
Ty 1Yy Y5
2 8
Tys BaZyy Toyy .oy Loy,
2 3
yla x‘z:’/ly x?@/la LR} x?.l/n

2 t
I ) x27x2""’x2’

Ly Ty Uy 3,
T4y Yi s Tl — 22,
xl(xlyl - 22)’
yl(xlyl — 2%),

Ya» Yg s LYy (xlyl - 25)27
@Y, + b (x,y,—22) + castl. z,Y, — 22. Yy > Lo,
(t > 25) =
4.) x, wird dreigliedrig transformiert bei den Typen:
VIL VIIL XIE
1,80, Yoy @y Ty Yoy | 1o @ Yps X5 B0 Y| 15 Tos Y15 15 Y15 Yl
Yz s Ty 5 T3y Yo s LYy , T3Ys, Tt — 24,

T, Y, — 22.

2, (xlyl_ 22) s yl(mlyl__ 22),
(w1y1—'22)21

2
Yoy oYy, L2Ys.

Acta mathematica, 14,

Jmprimé le 21 février 1890,
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In der Gruppe V. kommen zwei willkirliche Constanten vor. Um sie
zu specialisieren, fithren wir vermoge der Bertthrungstransformation

— ! — P G2
Ty == Ty, ?/l“y;) ‘_Z"I' ar, -,

. Ty =2y, Yy =Yy + (F 4+ 1)axy,
bel welcher

dz — y,dx, — y,dz, = d7 — y do] — y,dx,
ist, neue Variabeln ein, wodurch die Gruppe ihre Gestalt nicht wesent-
lich andert. Allerdings folgt aus y, die neue characteristische Function:
Ys + (t + 1)axy.
Da aber 27 selbstindig auftritt, so konnen wir diese verkiirzen auf y;

selbst. Anstelle der letzten characteristischen Function

.Y, + b(x]yl - 22) + cmt2+1
tritt diese:

ry, + b(xyy, — 22) + [a(t + 1) — 2ab + cJait.
Wahlen wir also @ so, dass
a(t 4+ 1)—2ab+ ¢ =o0
wird, so haben wir erreicht, dass in V. die Constante ¢ gleich Null gesetzt
werden kann. Aber dies geht nicht, wenn:
t+ 1 =20 und e¢=*+o0

ist. In diesem Falle konnen wir durch Benutzung der Bertthrungstrans-
formation

’

Ty @y, M=, Y= O Y == O =z

™Y

in V. ¢=1 machen. Mithin kann in V. einmal ¢ =0 und das andere Mal

b =

, ¢=1 gesetzt werden. Dadurch zerlegt sich V. in zwei Unter-

typen. Dass dieselben nicht in einander tbergefithrt werden konnen, lehrt
ihre Zusammensetzung.

Leipzig, im Januar 188¢.'

! Seit der Ahfassung dieser Arbeit hat L1k die Bezeichnung Verein von Elementen
durch den schon frither von ihm benutzten Ausdruck Element-Mannigfaltigkeit wieder er-
setzt und demgemiss wire unser Text an mehreren Stellen etwas abzuindern.

Iwm Javuar 1890,




